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СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ

N, R множества натуральных и вещественных чисел соответствен-

но;

Rn n-мерное евклидово пространство, n ∈ N, n > 2, с точками

x = (x1, . . . , xn), |x| =
(

n∑
i=1

x2
i

)1/2

;

Ω ⊂ Rn ограниченное открытое множество в Rn;

если u — локально суммируемая функция на Ω, имеющая обобщенные про-

изводные первого порядка Diu, i = 1, . . . , n, то ∇u : Ω → Rn, причем для

любых x ∈ Ω и i ∈ {1, . . . , n} (∇u(x))i = Diu(x);

Ck(Ω) множество непрерывных функций на Ω, имеющих в Ω непре-

рывные производные до порядка k включительно;

Ck
0 (Ω) множество функций, принадлежащих Ck(Ω) и имеющих

компактный носитель, содержащийся в Ω;

C∞0 (Ω) множество функций, принадлежащих C∞(Ω) и имеющих

компактный носитель, содержащийся в Ω;

Lp(Ω) банахово пространство, состоящее из всех измеримых на Ω

функций, суммируемых по Ω со степенью p > 1; норма в

нем определяется равенством

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u|p dx
)1/p

;

L1
loc(Ω) множество всех локально суммируемых функций на Ω;

L∞(Ω) банахово пространство, состоящее из всех измеримых на Ω

функций, ограниченных в существенном; норма в нем опреде-

ляется равенством

‖u‖L∞(Ω) = vrai max
x∈Ω
|u(x)| = inf

measA=0
sup
x∈Ω\A

|u(x)|;
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W 1,1(Ω) банахово пространство, состоящее из всех элементов L1(Ω),

имеющих обобщенные производные первого порядка из L1(Ω);

норма в нем определяется равенством

‖u‖W 1,1(Ω) =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

∫
Ω

|Diu| dx;

◦
W 1,1(Ω) замыкание множества функций C∞0 (Ω) в W 1,1(Ω);

W 1,q(ν,Ω) банахово пространство, состоящее из всех функций u ∈ L1(Ω),

имеющих для любого i = 1, . . . , n обобщенные производные

первого порядка Diu со свойством νi|Diu|qi ∈ L1(Ω); норма

в нем определяется равенством

‖u‖W 1,q(ν,Ω) =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

(∫
Ω

νi|Diu|qi dx
)1/qi

;

здесь qi ∈ (1, n), νi – неотрицательная функция на Ω такая,

что νi > 0 п.в. на Ω, νi ∈ L1
loc(Ω) и (1/νi)

1/(qi−1) ∈ L1(Ω),

i = 1, . . . , n.
◦
W 1,q(ν,Ω) замыкание множества функций C∞0 (Ω) в W 1,q(ν,Ω);

если k > 0, то Tk – функция на R такая, что

Tk(s) =

 s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k;

◦
T 1,q(ν,Ω) множество всех функций u : Ω→ R таких, что для любого

k > 0 имеем Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω).
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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы. Исследование, представленное в диссертацион-

ной работе, принадлежит одному из актуальных и интенсивно развиваемых

направлений в современной теории нелинейных дифференциальных урав-

нений в частных производных. Это направление включает в себя изучение

нелинейных уравнений и вариационных неравенств с L1-правыми частями

и мерами в качестве правых частей. Исследования в этом направлении ста-

ли активно развиваться с конца 80-х годов прошлого столетия. В настоящее

время в целом построена теория нелинейных дивергентных эллиптических

уравнений второго порядка с L1-данными или данными-мерами. В рамках

этой теории введены такие понятия решений рассматриваемых уравнений,

как слабое, энтропийное и ренормализованное решения, доказаны теоремы

существования и единственности этих решений и установлена их принад-

лежность определенным пространствам Лебега и Соболева. Существенный

вклад в развитии данной теории принадлежит Ф. Бенилану (Ph. Bénilan),

Л. Боккардо (L. Boccardo), Т. Галлуэ (T. Gallouët), Р. Гарипи (R. Gariepy),

Ф. Мюра (F. Murat), М. Пьеру (M. Pierre), Ж. Л. Вазкезу (J. L. Vázquez),

Ж.-М. Ракотосону (J.-M. Rakotoson), а также А. Альвино (A. Alvino), В.

Фероне (V. Ferone), А. Меркальдо (A. Mercaldo), Л. Орсина (L. Orsina), А.

Порретта (A. Porretta), С. Сегура де Леон (S. Segura de León), Г. Тромбетти

(G. Trombetti), А.А. Ковалевскому и другим математикам.

Исходная трудность в изучении разрешимости уравнений с L1-правой

частью (или правой частью-мерой) состоит в том, что такая правая часть

не порождает линейного непрерывного функционала на соответствую-

щем энергетическом соболевском пространстве. Вследствие этого непосред-

ственное применение известной теории монотонных операторов невозмож-

но, и вообще, в данной ситуации требуется уточнение самого́ понятия реше-

ния рассматриваемых уравнений. При этом естественным аналогом обыч-
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ного понятия обобщенного решения, подходящего для случая достаточно

суммируемой правой части, является понятие слабого решения (решения из

W 1,1 в смысле интегрального тождества для гладких функций). Теоремы

существования слабых решений задачи Дирихле для нелинейных эллипти-

ческих уравнений установлены Л. Боккардо и Т. Галлуэ (см., например, [35,

37]). Отметим, что слабое решение существует не для всех значений пара-

метра, характеризующего рост коэффициентов рассматриваемых уравне-

ний относительно производных неизвестной функции, и кроме того, слабое

решение, вообще говоря, неединственно.

Эффективный подход к исследованию разрешимости задачи Дирих-

ле для нелинейных эллиптических уравнений второго порядка с L1-правой

частью предложен Ф. Бениланом, Л. Боккардо, Т. Галлуэ, Р. Гарипи, М.

Пьером и Ж. Л. Вазкезом в работе [29]. В рамках этого подхода введе-

но понятие энтропийного решения исследуемой задачи и рассмотрены бо-

лее широкие, чем соответствующие энергетические соболевские простран-

ства, классы функций, которым такие решения должны принадлежать.

При этом установлено, что если коэффициенты уравнений удовлетворяют

стандартным условиям роста, коэрцитивности и строгой монотонности, то

энтропийное решение существует и единственно для всего диапазона зна-

чений параметра, характеризующего рост коэффициентов уравнений отно-

сительно производных неизвестной функции.

Что касается эллиптических вариационных неравенств с L1-данными

и данными-мерами, то известные нам результаты об их разрешимости по-

лучены преимущественно с помощью тех же подходов и техники, что "ра-

ботают" и в случае уравнений. Эти результаты, доказанные прежде всего

в работах Л. Боккардо и Т. Галлуэ [36], Л. Боккардо и Г.Р. Чирми (G.R.

Cirmi) [33], П. Оппецци (P. Oppezzi) и А.М. Росси (A.M. Rossi) [79–81],

установлены в основном для односторонних задач Дирихле.

Заметим, что вышеупомянутые и связанные с ними многие другие ис-
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следования относятся к L1-теории нелинейных уравнений и вариационных

неравенств с изотропными и невырождающимися (по пространственной пе-

ременной) коэффициентами. Что касается разрешимости нелинейных эл-

липтических уравнений и вариационных неравенств второго порядка с L1-

данными и данными-мерами в случае анизотропии или вырождения (по

пространственной переменной) их коэффициентов, отметим следующее.

Существование слабого решения задачи Дирихле для модельного эл-

липтического уравнения с анизотропными и невырождающимися коэффи-

циентами и мерой в качестве правой части установлено Л. Боккардо, Т. Гал-

луэ и П. Марчеллини (P. Marcellini) в работе [40]. Существование слабых

решений для некоторого класса уравнений с анизотропными и невырожда-

ющимися коэффициентами и локально интегрируемыми данными доказано

М. Бендамане (M. Bendahmane) и К.Х. Карлсеном (K.H. Karlsen) в [27].

Разрешимость задачи Дирихле для эллиптических уравнений с изо-

тропными и вырождающимися коэффициентами и L1-данными и данными-

мерами изучена в работах Л. Ахаруша (L. Aharouch), Э. Азрула (E. Azroul)

и А. Бенкиране (A. Benkirane) [20], Й. Атика (Y. Atik) и Ж.-М. Ракотосона

[25], А.К. Кавалейро [44], Г.Р. Чирми [46], Ф.К. Ли (F.Q. Li) [75].

В статье Л. Ахаруша, Й. Акдима (Y. Akdim) и Э. Азрула [19] иссле-

дована разрешимость односторонней задачи Дирихле для вариационного

неравенства с L1-правой частью и вырождающимся оператором, причем

вырождение коэффициентов оператора характеризовалось набором весо-

вых функций, присоединенных к производным неизвестной функции, а

рост коэффициентов по этим производным характеризовался единым пока-

зателем. Разрешимость вариационных неравенств с L1-данными и двусто-

ронними ограничениями изучена в работах Й. Атика и Ж.-М. Ракотосона

[25] и Й. Атика [24] в предположении, что старшие коэффициенты опера-

тора, порождающего левую часть неравенства, имеют вырождение и рост,

обусловленные единой весовой функцией и единым показателем.
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Вместе с тем в работах этих и других авторов не рассмотрены уравне-

ния и вариационные неравенства второго порядка с L1-правыми частями

в том случае, когда их коэффициенты одновременно имеют анизотропный

характер и вырождение по пространственной переменной. Именно этот слу-

чай изучен в диссертационной работе. Кроме того, говоря о вариационных

неравенствах, заметим, что в отличие от вышеупомянутых исследований

задач с односторонними и двусторонними ограничениями, в диссертации

предполагается, что множество ограничений, связанное с рассматривае-

мыми вариационными неравенствами, удовлетворяет некоторым достаточ-

но общим условиям, допускающим изучение задач и с односторонними, и

двусторонними, и другими ограничениями.

Определяющими в диссертационной работе являются результаты о су-

ществовании и единственности решений вариационных неравенств с L1-

данными. Они доказаны, по существу, при минимальных условиях на во-

влеченные весовые функции и являются новыми для вариационных нера-

венств с вырождающимися коэффициентами, поскольку объединяют две

особенности – вырождение и анизотропию и, кроме того, относятся к бо-

лее широкому классу множеств ограничений по сравнению с рассматри-

вавшимся ранее. Ввиду последнего обстоятельства эти результаты новы

даже для невырождающихся изотропных вариационных неравенств. При

этом, допуская в качестве множества ограничений соответствующее весо-

вое анизотропное пространство Соболева, в силу тех же особенностей они

новы и для уравнений. Отметим, что разрешимость задачи Дирихле для

вырождающихся анизотропных уравнений второго порядка с L1-данными

в диссертации установлена как раз исходя из соответствующих результатов

для вариационных неравенств с ограничениями достаточно общего вида.

Отметим, наконец, что вопросы о существовании и свойствах решений

для специальных классов уравнений высшего порядка с L1-правыми ча-

стями, в том числе уравнений с анизотропными и вырождающимися (по
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пространственной переменной) коэффициентами, исследованы в работах

А.А. Ковалевского [6, 8] и А.А. Ковалевского и Ф. Николози (F. Nicolosi)

[66, 68]. При этом уравнения рассмотренных ими классов характеризуют-

ся соответствующими условиями усиленной коэрцитивности относительно

коэффициентов.

Связь работы с научными программами, планами, темами.

Исследования, изложенные в диссертационной работе, проводились в со-

ответствии с планами научно-исследовательской работы Института при-

кладной математики и механики НАН Украины по следующим темам:

"Качественная теория и усреднение нелинейных эллиптических и пара-

болических граничных задач" , 2001–2005 г.г. (шифр темы 1.1.4.1, номер

гос. регистрации — 0101U001095), "Качественный и асимптотический ана-

лиз решений краевых задач для линейных и квазилинейных эллиптиче-

ских и эволюционных уравнений с нерегулярными данными" , 2006–2010

г.г. (шифр темы III-1-06 (1.1.4.1), номер гос. регистрации — 0106U000043)

и "Локальные, глобальные и асимптотические свойства решений сингуляр-

ных, спектральных и неклассических задач для эллиптических и эволюци-

онных уравнений и вариационных неравенств" , 2011–2015 г.г. (шифр темы

III-1-11, номер гос. регистрации — 0111U000481).

Цель и задачи исследования. Цель работы: установить результаты

о существовании и свойствах решений эллиптических уравнений и вариаци-

онных неравенств второго порядка с анизотропными и вырождающимися

(по пространственной переменной) коэффициентами и L1-данными.

Задачи исследования: доказать теоремы о существовании и единствен-

ности решений эллиптических вариационных неравенств второго порядка с

анизотропными и вырождающимися (по пространственной переменной) ко-

эффициентами и L1-данными, установить условия существования решений

задачи Дирихле для эллиптических уравнений второго порядка с анизо-

тропными и вырождающимися (по пространственной переменной) коэффи-
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циентами и L1-данными, исследовать принадлежность решений изучаемых

уравнений и вариационных неравенств некоторым пространствам Лебега и

Соболева.

Объект исследования. Эллиптические уравнения и вариационные

неравенства второго порядка с анизотропными и вырождающимися (по

пространственной переменной) коэффициентами и L1-правыми частями.

Предмет исследования. Условия существования и единственности

решений эллиптических вариационных неравенств второго порядка с ани-

зотропными и вырождающимися (по пространственной переменной) коэф-

фициентами и L1-данными, условия разрешимости задачи Дирихле для эл-

липтических уравнений второго порядка с анизотропными и вырождающи-

мися (по пространственной переменной) коэффициентами и L1-данными,

условия принадлежности решений рассматриваемых уравнений и вариаци-

онных неравенств определенным пространствам Лебега и Соболева.

Методы исследования. Для решения поставленных задач использо-

вались методы теории монотонных операторов в рефлексивных банаховых

пространствах, методы L1-теории нелинейных уравнений и вариационных

неравенств, методы функционального анализа.

Научная новизна полученных результатов. В работах многих

авторов проблема разрешимости эллиптических уравнений и вариацион-

ных неравенств с L1-данными и данными-мерами рассматривалась либо в

изотропном невырождающемся случае, либо в анизотропном невырож-

дающемся случае, либо в изотропном вырождающемся случае, причем

результаты по вариационным неравенствам относились в основном к од-

носторонним и двусторонним задачам Дирихле. В отличие от этого в дис-

сертационной работе рассмотрены уравнения и вариационные неравенства

второго порядка с L1-правыми частями в том случае, когда их коэффи-

циенты одновременно имеют анизотропный характер и вырождение по

пространственной переменной. Кроме того, в диссертации предполагает-
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ся, что множество ограничений, связанное с рассматриваемыми вариаци-

онными неравенствами, удовлетворяет некоторым достаточно общим усло-

виям, допускающим изучение задач и с односторонними, и двусторонними,

и другими ограничениями. В диссертационной работе впервые рассмотре-

ны вопросы о существовании и свойствах решений для широкого класса

эллиптических уравнений и вариационных неравенств второго порядка с

анизотропными и вырождающимися (по пространственной переменной) ко-

эффициентами и L1-правыми частями.

1. Доказаны теоремы существования и единственности T -решений эл-

липтических вариационных неравенств второго порядка с анизотроп-

ными и вырождающимися (по пространственной переменной) коэф-

фициентами и L1-правыми частями.

2. Установлены условия принадлежности T -решений рассмотренных ва-

риационных неравенств некоторым пространствам Лебега и Соболева.

3. Доказана теорема существования и единственности энтропийного ре-

шения задачи Дирихле для эллиптических уравнений второго порядка

с анизотропными и вырождающимися (по пространственной перемен-

ной) коэффициентами и L1-данными.

4. Установлены условия существования T -решений и W -решений рас-

смотренной задачи Дирихле в общем и ряде модельных случаев.

Практическое значение полученных результатов. Полученные

результаты носят теоретический характер. Они могут быть использованы

при дальнейшем изучении вопросов о существовании и свойствах реше-

ний для различных классов уравнений и вариационных неравенств с L1-

данными.

Личный вклад соискателя. В статье [14] (и соответственно в пре-

принте [13]) соискателю принадлежат доказательство предложения 3.1, ре-

зультаты, изложенные в §§4–6, а также примеры 8.3–8.5, 8.7 и 8.8. Весь

материал §2 и §7, условия (3.1)–(3.5), определение 3.1 и примеры 8.1, 8.2,
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8.6 и 8.9–8.11 принадлежат научному руководителю А.А. Ковалевскому.

В заметке [62] соискателю принадлежат теоремы 2, 3 и предложение 5, а

А.А. Ковалевскому принадлежат исходные предположения, определения 1,

6, теоремы 7, 8 и предложение 9. В статье [63] из числа основных результа-

тов соискателю принадлежат теоремы 3.2, 3.4 и 3.8, следствия 3.5 и 3.9, а

также утверждения (i) и (ii) предложения 5.1 и утверждения (i) и (ii) пред-

ложения 5.3, а А.А. Ковалевскому принадлежат определение 3.10, теорема

3.11, следствия 3.12, 3.13 и 4.5, предложение 4.4, утверждение (iii) пред-

ложения 5.1, утверждение (iii) предложения 5.3, а также примеры 5.2, 5.4

и 5.5. В статье [64] соискателю принадлежат теоремы 1–4 и предложения

1–6, а А.А. Ковалевскому принадлежат предложения 7–10.

Апробация результатов диссертации. Результаты диссертацион-

ной работы докладывались и обсуждались на следующих математических

конференциях и научных семинарах:

– International Conference "Nonlinear Partial Differential Equations"

Kyiv, August 22–28, 2001;

– International Conference "Nonlinear Partial Differential Equations"

Alushta, Crimea, September 15–21, 2003;

– International Conference "Nonlinear Partial Differential Equations"

dedicated to the memory of O.A. Ladyzhenskaya, Alushta, Crimea,

September 17–23, 2005;

– International Conference on Differential Equations dedicated to the 100th

anniversary of Ya.B. Lopatinsky, Lviv, September 12–17, 2006;

– Всеукраїнська наукова конференцiя молодих вчених i студентiв з ди-

ференцiальних рiвнянь та їх застосувань, присвячена 100-рiчневому

ювiлею Я.Б. Лопатинського, Донецьк, 6–7 грудня, 2006;

– International Conference "Nonlinear Partial Differential Equations"

dedicated to the 95th anniversary of the National Academy of Sciences

of Ukraine, Donetsk, September 9–14, 2013;
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– Наукова конференцiя, присвячена 60-рiччю кафедри диференцiальних

рiвнянь Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка,

Львiв, 18–19 жовтня, 2013;

– Научный семинар отделов нелинейного анализа и уравнений в частных

производных Института прикладной математики и механики НАН

Украины (руководители: д.ф.-м.н., профессор А.А. Ковалевский и

д.ф.-м.н., профессор А.Е. Шишков), Донецк, 2007–2014 г.г.;

– Львiвський мiський семiнар з диференцiальних рiвнянь (керiвники:

д.ф.-м.н., професор М.I. Iванчов, д.ф.-м.н., професор П.I. Каленюк i

д.ф.-м.н., професор Б.Й. Пташник), Львiв, 25 квiтня 2014;

– Научный семинар отдела математического моделирования физи-

ческих процессов Физико-технического института низких температур

им. Б.И. Веркина НАН Украины (руководитель: академик НАН Укра-

ины, д.ф.-м.н., профессор Е.Я. Хруслов), Харьков, 14 мая 2014.

Публикации. По основным результатам диссертационной работы

опубликовано 6 статей в специализированных изданиях [2, 4, 14, 62–64], из

которых 3 статьи [2, 4, 64] опубликовано в научных изданиях из списка,

утвержденного Министерством образования и науки Украины, и 3 статьи

[14, 62, 63] – в известных зарубежных научных журналах. Дополнительно

результаты диссертации освещены в 1 препринте и 7 тезисах докладов на

математических конференциях, из которых 5 – международные.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состо-

ит из введения, пяти разделов, выводов и списка использованных источни-

ков. Полный объем диссертации – 141 страница. Список использованных

источников занимает 12 страниц и содержит 87 наименований.

Автор выражает глубокую благодарность научному руководителю

доктору физико-математических наук, профессору Александру Альбер-

товичу Ковалевскому за постановку задач, постоянное внимание к рабо-

те, полезные советы и поддержку.
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РАЗДЕЛ 1

ОБЗОР ЛИТЕРАТУРЫ

Как уже отмечалось во Введении, исследования по теории существо-

вания и свойств решений нелинейных уравнений второго порядка с L1-

правыми частями и мерами в качестве правых частей активно развивают-

ся с конца 80-х годов прошлого столетия. В рамках этой теории введены

такие понятия решений рассматриваемых уравнений, как слабое, энтро-

пийное и ренормализованное решения, доказаны теоремы существования

и единственности этих решений и установлена их принадлежность опреде-

ленным пространствам Лебега и Соболева.

Понятие слабого решения (решения из W 1,1 в смысле интегрально-

го тождества для гладких функций) в ситуации уравнений с L1-правыми

частями или мерами в качестве правых частей является естественным ана-

логом обычного понятия обобщенного решения, подходящего для случая

достаточно суммируемой правой части.

Рассмотрим, например, следующую задачу Дирихле:

−
n∑
i=1

∂

∂xi
ai(x,∇u) = f в Ω, (1.1)

u = 0 на ∂Ω, (1.2)

где Ω – ограниченное открытое множество в Rn (n > 2), ai, i = 1, . . . , n,

– функции Каратеодори на Ω × Rn такие, что для почти всех x ∈ Ω и

любых ξ ∈ Rn справедливы неравенства
n∑
i=1

|ai(x, ξ)| 6 c1|ξ|p−1 + g(x), (1.3)

n∑
i=1

ai(x, ξ)ξi > c2|ξ|p, (1.4)
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и для почти всех x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, справедливо неравенство
n∑
i=1

[ai(x, ξ)− ai(x, ξ′)](ξi − ξ′i) > 0. (1.5)

В первых двух неравенствах p ∈ (1, n), c1, c2 > 0 и g – неотрицательная

функция из Lp/(p−1)(Ω).

Положим p∗ = np/(n − p). Как известно, (см., например, [50]), имеет

место непрерывное вложение

◦
W 1,p(Ω) ⊂ Lp

∗
(Ω). (1.6)

Если f ∈ Lp
∗/(p∗−1)(Ω), то в силу неравенств (1.3)–(1.5) и известных ре-

зультатов о разрешимости уравнений с монотонными операторами (см.,

например, [1, 16]) задача (1.1), (1.2) имеет единственное обобщенное реше-

ние класса
◦
W 1,p(Ω). Другими словами, существует единственная функция

u ∈
◦
W 1,p(Ω) такая, что

∀ϕ ∈
◦
W 1,p(Ω)

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx =

∫
Ω

fϕ dx. (1.7)

Заметим, что требование (1.7), составляющее суть формулировки понятия

обобщенного решения задачи (1.1), (1.2), в рассматриваемом случае кор-

ректно прежде всего потому, что ввиду включения f ∈ Lp∗/(p∗−1)(Ω) и вло-

жения (1.6) для любой функции ϕ ∈
◦
W 1,p(Ω) функция fϕ суммируема на

Ω. Более того, функция f порождает функционал F ∈ (
◦
W 1,p(Ω))∗,

〈F, ϕ〉 =

∫
Ω

fϕ dx, ϕ ∈
◦
W 1,p(Ω), (1.8)

а функции ai, i = 1, . . . , n, порождают оператор A :
◦
W 1,p(Ω)→ (

◦
W 1,p(Ω))∗,

〈Au, ϕ〉 =

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx, u, ϕ ∈

◦
W 1,p(Ω),

который в силу вышеприведенных условий относительно коэффициентов

ai является радиально непрерывным, коэрцитивным и строго монотонным,
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и следовательно, по теореме Браудера-Минти (см. [1, гл. 3, теорема 2.1])

существует единственное решение u операторного уравнения Au = F , ко-

торое и есть обобщенное решение класса
◦
W 1,p(Ω) задачи (1.1), (1.2).

Если же f /∈ Lp∗/(p∗−1)(Ω), например, как крайний случай, f ∈ L1(Ω)

и f /∈ Lλ(Ω), ∀λ > 1, то функция f не порождает линейный непрерывный

функционал F ∈ (
◦
W 1,p(Ω))∗ вида (1.8), поскольку в этом случае произведе-

ние fϕ суммируемо уже не для всякой функции из
◦
W 1,p(Ω). Как следствие,

в данной ситуации понятие обобщенного решения задачи (1.1), (1.2) теряет

смысл, и для ее разрешимости непосредственное использование результа-

тов теории монотонных операторов невозможно.

Пусть f ∈ L1(Ω). Тогда имеет смысл следующее определение решения

задачи (1.1), (1.2).

Определение 1.1. Слабым решением задачи (1.1), (1.2) будем назы-

вать функцию u ∈
◦
W 1,1(Ω) такую, что выполняются условия:

(i) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x,∇u) ∈ L1(Ω);

(ii) для любой функции ϕ ∈ C∞0 (Ω)∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diϕ

}
dx =

∫
Ω

fϕ dx.

Подобного рода определения сформулированы, например, в статьях

Л. Боккардо (L. Boccardo) и Т. Галлуэ (T. Gallouët) [35, 37], являющих-

ся одними из первых работ, посвященных исследованию существования и

свойств слабых решений задачи Дирихле для нелинейных эллиптических

уравнений с L1-правыми частями и мерами в качестве правых частей.

Если показатель p удовлетворяет неравенству p > 2−1/n, то согласно

теореме 1 из [37] существует слабое решение задачи (1.1), (1.2), принадле-

жащее
◦
W 1,λ(Ω) для любого λ, 1 6 λ < n(p−1)/(n−1). Если же p 6 2−1/n,

то задача (1.1), (1.2), вообще говоря, может не иметь слабых решений (по

этому поводу см. пример в [29]). Кроме того, существуют примеры неедин-

ственности слабого решения (см. замечание 8 в [35]).
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В работе Ф. Бенилана (Ph. Bénilan), Л. Боккардо, Т. Галлуэ, Р. Гари-

пи (R. Gariepy), М. Пьера (M. Pierre) и Ж. Л. Вазкеза (J. L. Vázquez) [29]

для исследования разрешимости задачи Дирихле для нелинейных эллип-

тических уравнений второго порядка с L1-правой частью был предложен

эффективный подход, в рамках которого введено понятие энтропийного ре-

шения исследуемой задачи и определены более широкие, чем соответствую-

щие энергетические соболевские пространства, классы функций, которым

такие решения должны принадлежать.

Опишем некоторые результаты этой работы. Прежде всего рассмотрим

введенный в ней функциональный класс
◦
T 1,p(Ω).

Пусть для любого k > 0 Tk – функция на R такая, что

Tk(s) =

 s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k.

Через
◦
T 1,p(Ω) обозначим множество всех функций u : Ω → R таких,

что для любого k > 0 имеем Tk(u) ∈
◦
W 1,p(Ω).

Заметим, что
◦
W 1,p(Ω) ⊂

◦
T 1,p(Ω). При этом множество

◦
T 1,p(Ω) содер-

жит функции, не принадлежащие L1(Ω), и следовательно, класс
◦
T 1,p(Ω)

шире пространства
◦
W 1,p(Ω).

Для произвольных u : Ω→ R и x ∈ Ω положим

k(u, x) = min{l ∈ N : |u(x)| 6 l}.

Определение 1.2. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда δiu –

функция на Ω такая, что для любого x ∈ Ω

δiu(x) = DiTk(u,x)(u) (x). (1.9)

Предложение 1.1. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда для

любого k > 0 имеем

DiTk(u) = δiu · 1{|u|<k} п. в. на Ω. (1.10)
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В работе [29] равенство вида (1.10) служит для определения "градиен-

та" элементов некоторого функционального класса, содержащего множе-

ство
◦
T 1,p(Ω). Непосредственное определение функций δiu для u ∈

◦
T 1,p(Ω)

формулой (1.9) дано в статье А.А. Ковалевского [10]. Там же установлено

предложение 1.1.

Заметим, что если u ∈
◦
W 1,p(Ω), то δiu = Diu п.в. на Ω для любого

i ∈ {1, . . . , n}.

Определение 1.3. Если u ∈
◦
T 1,p(Ω), то δu – отображение Ω в Rn

такое, что для любых x ∈ Ω и i ∈ {1, . . . , n} имеем (δu(x))i = δiu(x).

Из неравенства (1.3) и предложения 1.1 вытекает, что если u ∈
◦
T 1,p(Ω),

ϕ ∈
◦
W 1,p(Ω)∩L∞(Ω), k > 0 и i ∈ {1, . . . , n}, то функция ai(x, δu)(δiu−δiϕ)

суммируема на множестве {|u− ϕ| < k}.

Определение 1.4. Энтропийным решением задачи (1.1), (1.2) будем

называть функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω) такую, что для любых ϕ ∈ C∞0 (Ω) и k > 0

имеет место неравенство∫
{|u−ϕ|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)(δiu− δiϕ)

}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− ϕ)dx. (1.11)

Согласно основному результату работы [29], в которой и было введено

понятие энтропийного решения задачи (1.1), (1.2), справедливо следующее

утверждение (см. [29, теорема 6.1]).

Теорема 1.1. Существует единственное энтропийное решение за-

дачи (1.1), (1.2).

Таким образом, в отличие от слабых решений, энтропийное решение

задачи (1.1), (1.2) существует и единственно для всего диапазона допусти-

мых значений показателя p , т.е. для любого p ∈ (1, n).

Заметим, что если u – энтропийное решение задачи (1.1), (1.2), то

неравенство (1.11) справедливо для любых ϕ ∈
◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и k > 0.
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При этом на самом деле знак неравенства в (1.11) можно заменить на знак

равенства (см. [29]).

Среди других работ, посвященных изучению существования и един-

ственности энтропийных решений задачи Дирихле для нелинейных эллип-

тических уравнений второго порядка с L1-правыми частями или мерами в

качестве правых частей, отметим, например, статьи Л. Боккардо, Т. Гал-

луэ и Л. Орсина (L. Orsina) [41] и С. Сегура де Леон (S. Segura de León)

[86].

При исследовании свойств суммируемости решений задач вида (1.1),

(1.2) весьма полезен следующий простой результат.

Предложение 1.2. Пусть u ∈
◦
T 1,p(Ω), λ ∈ [1, p] и |δu| ∈ Lλ(Ω).

Тогда u ∈
◦
W 1,λ(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем Diu = δiu п. в. на

Ω.

Этот результат был сформулирован и использовался, например, в ста-

тьях А.А. Ковалевского [7, 10, 12, 59].

Из следствия 4.3 работы [29] и предложения 1.2 вытекает такой ре-

зультат.

Теорема 1.2. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1), (1.2), и

пусть |δu| ∈ L1(Ω). Тогда u – слабое решение задачи (1.1), (1.2).

Положим

q =
n(p− 1)

n− p
, r =

n(p− 1)

n− 1
.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1.3. Пусть u – энтропийное решение задачи (1.1), (1.2).

Тогда для любого λ ∈ (0, q) имеем u ∈ Lλ(Ω) и для любого λ ∈ (0, r) имеем

|δu| ∈ Lλ(Ω).
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Теорема 1.4. Пусть p > 2− 1/n, и пусть u – энтропийное решение

задачи (1.1), (1.2). Тогда u – слабое решение задачи (1.1), (1.2), и для

любого λ ∈ [1, r) имеем u ∈
◦
W 1,λ(Ω).

Теорема 1.5. Пусть p > 2− 1/n. Тогда существует слабое решение

задачи (1.1), (1.2), принадлежащее
◦
W 1,λ(Ω) для любого λ ∈ [1, r).

Теорема 1.3 является следствием лемм 3.1, 4.1 и 4.2 статьи [29], теорема

1.4 вытекает из теорем 1.3, 1.2 и предложения 1.2, а теорема 1.5 – следствие

теорем 1.1 и 1.4. Последний результат уже был упомянут выше со ссылкой

на работу [37].

Заметим, что слабые и энтропийные решения задачи (1.1), (1.2), вооб-

ще говоря, могут не принадлежать пространству
◦
W 1,r(Ω). Примеры, пока-

зывающие это, даны в статьях А.А. Ковалевского [9, 10].

Вопрос о дополнительных условиях на функцию f , обеспечивающих

принадлежность решений задачи (1.1), (1.2) пространству
◦
W 1,r(Ω), изу-

чался Л. Боккардо и Т. Галлуэ, а также А.А. Ковалевским. Так, в ста-

тье Л. Боккардо и Т. Галлуэ [37] существование слабого решения задачи

(1.1), (1.2), принадлежащего пространству
◦
W 1,r(Ω), доказано при условиях

p > 2 − 1/n и f ln(1 + |f |) ∈ L1(Ω). В работах А.А. Ковалевского [7, 9,

10, 59] это сделано при более слабых предположениях относительно p и

f , в частности, при условиях p > 2 − 1/n и f [ln(1 + |f |)]σ ∈ L1(Ω), где

σ > (n− 1)/n.

Относительно понятия ренормализованного решения для уравнений с

L1-правыми частями или мерами в качестве правых частей отметим, что

такие решения являются элементами того же функционального класса, ко-

торому принадлежат энтропийные решения, но в отличие от последних удо-

влетворяют другому семейству интегральных соотношений. В ряде случаев

понятия энтропийного и ренормализованного решения эквивалентны. Это

верно, например, по отношению к задаче (1.1), (1.2).
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Определение 1.5. Ренормализованным решением задачи (1.1), (1.2)

будем называть функцию u ∈
◦
T 1,p(Ω) такую, что

(i) lim
m→∞

1

m

∫
{m6|u|62m}

|δu|p dx = 0;

(ii) для любых h ∈ C1
0(R) и ϕ ∈

◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω)∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diϕ

}
h(u)dx

+

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu

}
h′(u)ϕdx =

∫
Ω

f h(u)ϕdx.

По поводу этого определения см., например, статью Ф. Мюра

(F. Murat) [78].

Теорема 1.6. Функция u : Ω → R есть ренормализованное решение

задачи (1.1), (1.2) тогда и только тогда, когда эта функция есть энтро-

пийное решение задачи (1.1), (1.2).

Доказательство этой теоремы дано, например, в [15, гл. 1].

Вопросы существования и единственности ренормализованных реше-

ний исследовались, например, в работах Ф. Мюра [77, 78], Ж.-М. Рако-

тосона (J.-M. Rakotoson) [85], Дж. Даль Мазо (G. Dal Maso), Ф. Мюра,

Л. Орсина и А. Принье (A. Prignet) [47, 48], М.Ф. Бетта (M.F. Betta), А.

Меркальдо (A. Mercaldo), Ф. Мюра и М.М. Порцио (M.M. Porzio) [32].

Кроме уже упомянутых исследований вопросы о существовании и

свойствах решений задачи (1.1), (1.2) и близких к ней задач для нелиней-

ных эллиптических уравнений второго порядка с L1-правыми частями и

мерами в качестве правых частей изучались в работах Ж.-М. Ракотосона

[84], Л. Боккардо, Т. Галлуэ и Ж. Л. Вазкеза [42], Л. Боккардо и Т. Галлуэ

[38, 39], Л. Боккардо, А. Даль Альо (A. Dall’Aglio) и Л. Орсина [34], А.

Альвино (A. Alvino), В. Фероне (V. Ferone) и Г. Тромбетти (G. Trombetti)

[23], А. Альвино, Л. Боккардо, В. Фероне, Л. Орсина и Г. Тромбетти [22],

А. Порретта (A. Porretta) [83] и А.А. Ковалевского [11].
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Отметим, что в вышеприведенной части данного обзора использован

материал вводного раздела первой главы монографии [15], причем описан-

ные исследования относятся к L1-теории нелинейных эллиптических урав-

нений второго порядка с изотропными и невырождающимися (по простран-

ственной переменной) коэффициентами.

Что касается разрешимости нелинейных эллиптических уравнений

второго порядка с L1-данными и данными-мерами в случае анизотропии

или вырождения (по пространственной переменной) их коэффициентов,

упомянем следующие работы.

Прежде всего это статья Л. Боккардо, Т. Галлуэ и П. Марчеллини

(P. Marcellini) [40], в которой рассмотрена однородная задача Дирихле для

уравнения вида (1.1) с правой частью f из класса ограниченных мер Радо-

на на Ω и анизотропными коэффициентами ai(x, ξ) = |ξi|pi−2ξi, где pi > 1,

i = 1, . . . , n, и установлено существование слабого решения u этой задачи

такого, что Diu ∈ Lqi(Ω) с qi <
n(p−1)
p(n−1) pi, где p – среднее гармоническое

чисел pi, т.е. 1/p = (1/n)
∑n

i=1(1/pi), причем p < n. Существование слабых

решений для класса уравнений с анизотропными и невырождающимися

(по пространственной переменной) коэффициентами и локально интегри-

руемыми в Rn данными доказано в работе М. Бендамане (M. Bendahmane)

и К.Х. Карлсена (K.H. Karlsen) [27]. Этими же авторами установлено су-

ществование слабого решения задачи Дирихле для системы уравнений с

анизотропными и невырождающимися (по пространственной переменной)

коэффициентами и правыми частями-мерами [28]. Существование и опре-

деленная регулярность слабых решений задачи Дирихле для нелинейных

эллиптических уравнений с анизотропными и невырождающимися (по про-

странственной переменной) коэффициентами и правой частью класса Lm

при m > 1, достаточно близком к 1, доказано в статье Ф.К. Ли (F.Q. Li)

[74].
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Разрешимость задачи Дирихле для нелинейных эллиптических урав-

нений с изотропными и вырождающимися (по пространственной перемен-

ной) коэффициентами и L1-данными и данными-мерами изучалась в рабо-

тах Г.Р. Чирми (G.R. Cirmi) [46], Й. Атика (Y. Atik) и Ж.-М. Ракотосона

[25], М.Ф. Бетта, Т. Дель Веккио (T. Del Vecchio) и М.Р. Постераро (M.R.

Posteraro) [31], Л. Ахаруша (L. Aharouch), Э. Азрула (E. Azroul) и А. Бен-

киране (A. Benkirane) [20], Ф.К. Ли [75], А.К. Кавалейро (A.C. Cavalheiro)

[44].

Так, в статье [46] рассмотрена задача вида (1.1), (1.2) с правой частью

f из класса ограниченных мер Радона и коэффициентами ai, удовлетворя-

ющими для почти всех x ∈ Ω и любого ξ ∈ Rn неравенствам
n∑
i=1

|ai(x, ξ)| 6 βν(x)|ξ|p−1 + βk(x)[ν(x)]1/p,

n∑
i=1

ai(x, ξ)ξi > ν(x)|ξ|p,

где p ∈ (1,+∞), β > 0, k ∈ Lp/(p−1)(Ω), ν – неотрицательная функция

на Ω такая, что 1/ν ∈ Lt(Ω) и ν ∈ Ls(Ω), а числа t и s удовлетворяют

соотношениям

t > n,

(
1 +

1

t

)
6 p < n

(
1 +

1

t

)
, s >

nt

t(p− 1)− n
. (1.12)

При дополнительных предположениях, что

p >
2sn− s− n
n(s− 1)

(
1 +

1

t

)
(1.13)

и для почти всех x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, справедливо неравен-

ство (1.5), в данной работе среди других результатов доказано существо-

вание слабого решения рассмотренной задачи, принадлежащего соответ-

ствующим весовым соболевским пространствам. Такого же сорта резуль-

тат получен в [31] в случае уравнения, отличающегося от уравнения (1.1)
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дополнительным младшим коэффициентом, зависящим от ∇u, и зависи-

мостью старших коэффициентов от u.

В статье [25] изучена задача Дирихле для уравнения

−
n∑
i=1

∂

∂xi
âi(x, u,∇u) + b(x)|u|γ−1u = µ в Ω

со старшими коэффициентами âi : Ω × R × Rn → R, удовлетворяющими

условию строгой монотонности типа (1.5) и такими, что для почти всех

x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ ∈ Rn справедливы неравенства
n∑
i=1

|âi(x, s, ξ)| 6 ν(x){|s|p−1 + |ξ|p−1 + a0(x)}, (1.14)

n∑
i=1

âi(x, s, ξ)ξi > ν(x)|ξ|p, (1.15)

где p > 1, γ > p−1, ν и b – неотрицательные функции на Ω, которые могут

обращаться в нуль или стремиться к бесконечности на некотором замкну-

том множестве S ⊂ Ω, причем ν/b ∈ L∞(Ω), b ∈ L1(Ω), и a0 – неотри-

цательная функция из весового пространства Лебега Lp/(p−1)(Ω, ν). В рас-

сматриваемой статье введены специальные множества функций v : Ω→ R

(локальные T-множества) и для исследованной задачи доказано существо-

вание решений из таких множеств, слабого – в случае принадлежности

µ классу ограниченных мер Радона и ренормализованного – в случае

µ ∈ L1(Ω).

В работе [75] изучена разрешимость задачи Дирихле для уравнения

−
n∑
i=1

∂

∂xi
âi(x, u,∇u) = µ в Ω (1.16)

с правой частью µ из класса ограниченных мер Радона и коэффициентами

âi, удовлетворяющими условию строгой монотонности и таким же неравен-

ствам, как (1.14) и (1.15), причем, как и в [46], 1/ν ∈ Lt(Ω) и ν ∈ Ls(Ω),
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но в отличие от [46], числа t и s вместо соотношений (1.12) и (1.13) удовле-

творяют неравенствам

s, t > 1,
1

t
+

1

s
<
p

n
, 1 +

1

t
< p < n

(
1 +

1

t

)
.

В рассматриваемой работе введено некоторое весовое множество функций

v : Ω→ R (аналог T-множеств из [84, 25]) и для исследуемой задачи уста-

новлено существование принадлежащего этому множеству дистрибутивно-

го решения (т.е. решения в смысле аналогичного приведенному в опреде-

лении 1.1 интегрального тождества для функций из C∞0 (Ω)).

В статье [20] изучена задача Дирихле для уравнения

−
n∑
i=1

∂

∂xi
āi(x, u,∇u) + ḡ(x, u,∇u) = µ в Ω (1.17)

со старшими коэффициентами āi : Ω × R × Rn → R, удовлетворяющими

условию строгой монотонности типа (1.5) и такими, что для почти всех

x ∈ Ω и любых s ∈ R и ξ ∈ Rn справедливы неравенства

|āi(x, s, ξ)| 6 βωi
1/p(x)

{ n∑
j=1

ωj
(p−1)/p(x)|ξj|p−1

+ σ(p−1)/p(x)|s|q(p−1)/p + k(x)

}
, i ∈ {1, . . . , n},

n∑
i=1

āi(x, s, ξ)ξi > α

n∑
i=1

ωi(x)|ξi|p,

где p ∈ (1,+∞), α, β > 0, k – положительная функция из Lp/(p−1)(Ω),

ωi ∈ L1
loc(Ω), ωi > 0 п.в. на Ω и (1/ωi)

1/(p−1) ∈ L1
loc(Ω), i ∈ {1, . . . , n}.

Функция σ : Ω→ R и число q ∈ (1,+∞) предполагаются такими, что вло-

жение соответствующего весового соболевского пространства
◦
W 1,p(Ω, ω) в

весовое пространство Лебега Lq(Ω, σ) является компактным. Кроме того,

относительно младшего коэффициента ḡ : Ω × R × Rn → R предпола-

гаются выполненными знаковое условие ( ḡ(x, s, ξ)s > 0) и определенное

условие роста, а правая часть µ в уравнении (1.17) считается такой, что
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µ = f−
∑n

i=1
∂Fi
∂xi

, где f ∈ L1(Ω) и Fi ∈ Lp/(p−1)(Ω, (1/ωi)
1/(p−1)), i = 1, . . . , n.

В статье утверждается, что при описанных условиях рассмотренная зада-

ча имеет по крайней мере одно энтропийное решение в соответствующем

множестве функций T 1,p
0 (Ω, ω).

В статье [44] доказано существование энтропийного решения задачи

Дирихле для уравнения вида (1.16) с правой частью µ ∈ L1(Ω) и коэффи-

циентами âi, удовлетворяющими условию строгой монотонности и неравен-

ствам типа (1.14) и (1.15), причем предполагалось, что весовая функция ν

принадлежит классу Макенхаупта Ap (по поводу этих классов см., напри-

мер, [76, 56]).

Вопросы о существовании и свойствах решений для специальных клас-

сов нелинейных эллиптических уравнений высшего порядка с L1-правыми

частями, в том числе уравнений с анизотропными и вырождающимися (по

пространственной переменной) коэффициентами, исследованы в работах

А.А. Ковалевского [6, 8, 57, 58, 60, 61] и А.А. Ковалевского и Ф. Николози

(F. Nicolosi) [66–72]. Рассмотренные ими классы характеризуются соответ-

ствующими условиями усиленной коэрцитивности относительно коэффи-

циентов уравнений. Впервые классы уравнений такого типа в случае до-

статочно регулярных правых частей были рассмотрены И.В. Скрыпником

[17].

Для нелинейных эллиптических уравнений произвольного четного по-

рядка с анизотропными и невырождающимися (по пространственной пе-

ременной) коэффициентами и L1-данными разрешимость задачи Дирихле

в соответствующем энергетическом пространстве установлена в статье М.

Шрифа (M. Chrif) и С. Эль Маноуни (S. El Manouni) [45]. Однако это было

сделано при таком условии на вовлеченные параметры, которое обеспечива-

ет вложение рассмотренного энергетического пространства в пространство

ограниченных функций.
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Теперь перейдем к обзору работ, посвященных исследованию эллипти-

ческих вариационных неравенств второго порядка с L1-правыми частями и

правыми частями-мерами. Естественно, изучение вопроса о разрешимости

таких вариационных неравенств сталкивается с теми же проблемами, ко-

торые имеют место и в случае уравнений с подобного рода правыми частя-

ми. Прежде всего исследование данного вопроса требует уточнения самого́

понятия решения вариационного неравенства и расширения множества, в

котором это решение ищется.

Известные нам результаты о разрешимости эллиптических вариацион-

ных неравенств второго порядка с L1-правыми частями и мерами в качестве

правых частей получены преимущественно с помощью тех же подходов и

техники, что "работают" и в случае уравнений. Эти результаты относятся

в основном к односторонним задачам Дирихле. Они установлены, в первую

очередь, в статье Л. Боккардо и Т. Галлуэ [36], а затем, например, в работах

Л. Боккардо и Г.Р. Чирми [33], П. Оппецци (P. Oppezzi) и А.М. Росси (A.M.

Rossi) [79–82], Б. Брандолини (B. Brandolini) и Л. Рандаццо (L. Randazzo)

[43], К. Леоне (C. Leone) [73], А. Бенкиране и Дж. Бенноуна (J. Bennouna)

[30], Л. Ахаруша, Й. Акдима (Y. Akdim) и Э. Азрула [19], Л. Ахаруша и

Й. Акдима [18], Л. Ахаруша, Э. Азрула и М. Рудафа (M. Rhoudaf) [21], А.

Эльмаи (A. Elmahi) и Д. Мескине (D. Meskine) [49].

Односторонние задачи соответствуют нелинейному эллиптическому

оператору A второго порядка, определенному на подходящем соболевском

пространстве, множеству V функций v из этого пространства, удовлетво-

ряющих условию v > ψ, где ψ – заданная функция, и правой части f того

или иного класса. При этом в большинстве исследований по этим задачам

предполагается, что оператор A имеет изотропные и невырождающиеся

(по пространственной переменной) коэффициенты (см., например, [18, 21,

30, 33, 36, 43, 49, 73, 79–82]).
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Приведем один типичный результат (см. [33]). Пусть 2−1/n < p < n,

α, β > 0, b ∈ Lp/(p−1)(Ω), b > 0 на Ω, и пусть заданы функции Каратеодори

Ai : Ω × Rn → R, i = 1, . . . , n, такие, что для почти всех x ∈ Ω и любых

ξ ∈ Rn

n∑
i=1

Ai(x, ξ)ξi > α|ξ|p,
n∑
i=1

|Ai(x, ξ)| 6 β[b(x) + |ξ|p−1]

и для почти всех x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′,
n∑
i=1

[Ai(x, ξ)− Ai(x, ξ
′)](ξi − ξ′i) > 0.

Пусть еще ψ ∈
◦
W 1,p(Ω) ∩ L∞(Ω) и

V = {v ∈
◦
W 1,p(Ω) : v > ψ п.в. на Ω}.

Тогда если f ∈ L1(Ω), то существует единственное решение u следующей

задачи:

u ∈
◦
W 1,λ(Ω) ∀λ ∈

(
1,
n(p− 1)

n− 1

)
,

u > ψ п.в. на Ω, Tk(u) ∈
◦
W 1,p(Ω) ∀k > 0,

∫
Ω

{ n∑
i=1

Ai(x,∇u)DiTk(u− v)

}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− v)dx

∀ v ∈ V ∩ L∞(Ω) и ∀ k > 0.

Функция u, удовлетворяющая описанным требованиям, и есть решение

вариационного неравенства, соответствующего оператору A :
◦
W 1,p(Ω) →

(
◦
W 1,p(Ω))∗ дивергентного вида с коэффициентами Ai, множеству ограни-

чений V и правой части f (т.е. u – решение односторонней задачи

Дирихле).

Случай модельного оператора, а именно, оператораA такого, чтоAu =

−div
(
|∇u|p−2∇u

)
, был рассмотрен в [36]. Разрешимость односторонней за-

дачи Дирихле для вариационного неравенства с правой частью-мерой в
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случае такого же оператора, как и в [33], была установлена в [73]. Резуль-

таты, близкие к приведенному утверждению из статьи [33], получены в

работах [43, 18] для случая операторов, отличающихся от рассмотренного

в [33] младшим коэффициентом, зависящим от u и ∇u, и зависимостью

старших коэффициентов от u. Кроме того, теорема существования, ана-

логичная упомянутым результатам из [36, 33], получена в статье [79] для

случая многозначного оператора. Вариационные неравенства с многознач-

ными операторами дивергентного вида и L1-данными и данными-мерами

также изучались в работах [80–82], где было установлено существование

ренормализованных решений соответствующих односторонних задач Ди-

рихле. Результаты, аналогичные приведенному утверждению из [33], для

случая операторов, определенных на пространствах Орлича-Соболева, по-

лучены в статьях [30, 21, 49].

В работе [19] установлена разрешимость односторонней задачи Дири-

хле для вариационного неравенства с L1-правой частью и старшими коэф-

фициентами в левой части, удовлетворяющими тем же условиям роста, ко-

эрцитивности и строгой монотонности, что и старшие коэффициенты урав-

нения, рассмотренного в статье [20], т.е. уравнения (1.17).

Теоремы существования и единственности решений нелинейных вари-

ационных неравенств с L1-данными и двусторонними ограничениями вида

ϕ 6 v 6 ψ получены Й. Атиком и Ж.-М. Ракотосоном [25, 26] и Й. Атиком

[24] в предположении, что старшие коэффициенты оператора, порождаю-

щего левую часть неравенства, имеют вырождение и рост, обусловленные

единой весовой функцией и единым показателем (см. неравенства (1.14) и

(1.15)).

Вместе с тем в вышеупомянутых и многих других работах не рас-

смотрены уравнения и вариационные неравенства второго порядка с L1-

правыми частями в том случае, когда их старшие коэффициенты одновре-



31

менно имеют анизотропный характер и вырождение по пространственной

переменной. Именно этот случай изучен в диссертационной работе. Кро-

ме того, говоря о вариационных неравенствах, заметим, что в отличие от

вышеупомянутых исследований задач с односторонними и двусторонними

ограничениями, в диссертации предполагается, что множество ограниче-

ний, связанное с рассматриваемыми вариационными неравенствами, удо-

влетворяет некоторым достаточно общим условиям, допускающим изуче-

ние задач и с односторонними, и двусторонними, и другими ограничения-

ми.

Определяющими в диссертационной работе являются результаты о су-

ществовании и единственности решений вариационных неравенств с L1-

данными. Они доказаны, по существу, при минимальных условиях на во-

влеченные весовые функции и являются новыми для вариационных нера-

венств с вырождающимися коэффициентами, поскольку объединяют две

особенности – вырождение и анизотропию, и, кроме того, относятся к бо-

лее широкому классу множеств ограничений по сравнению с рассматри-

вавшимися ранее. Ввиду последнего обстоятельства эти результаты новы

даже для невырождающихся изотропных вариационных неравенств. При

этом, допуская в качестве множества ограничений соответствующее весо-

вое анизотропное пространство Соболева, в силу тех же особенностей они

новы и для уравнений. Отметим, что разрешимость задачи Дирихле для

вырождающихся анизотропных уравнений второго порядка с L1-данными

в диссертации установлена как раз исходя из соответствующих результатов

для вариационных неравенств с ограничениями достаточно общего вида.

Дадим более подробное описание основных результатов, представлен-

ных в диссертации. Прежде всего в работе рассмотрены соболевское про-

странство
◦
W 1,q(ν,Ω) и более широкое множество

◦
T 1,q(ν,Ω), характе-

ризующиеся наборами показателей q = {q1, . . . , qn} и весовых функций

ν = {ν1, . . . , νn} таких, что qi ∈ (1, n), νi > 0 п.в. на Ω, νi ∈ L1
loc(Ω)
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и (1/νi)
1/(qi−1) ∈ L1(Ω), i = 1, . . . , n. Заметим, что множество

◦
T 1,q(ν,Ω)

состоит из функций на Ω, суперпозиции которых со срезками Tk принад-

лежат пространству
◦
W 1,q(ν,Ω). Это множество есть обобщение на весовой

и анизотропный случай соответствующего класса функций, введенного в

[29].

Затем рассмотрен оператор A :
◦
W 1,q(ν,Ω) → (

◦
W 1,q(ν,Ω))∗, коэффи-

циенты ai : Ω × Rn → R, i = 1, . . . , n, которого удовлетворяют определен-

ным условиям роста, коэрцитивности и строгой монотонности. Показате-

ли q1, . . . , qn и весовые функции ν1, . . . , νn входят в упомянутые условия

роста и коэрцитивности и отражают анизотропный характер и вырожде-

ние или сингулярность (по пространственной переменной) коэффициентов

ai. Простым примером коэффициентов, удовлетворяющих предположен-

ным условиям, являются функции, которые задаются следующим образом:

ai(x, ξ) = νi(x)|ξi|qi−1sign ξi, (x, ξ) ∈ Ω× Rn.

После этого фиксировано замкнутое выпуклое множество V в
◦
W 1,q(ν,Ω), содержащее ограниченные функции и обладающее тем свой-

ством, что для любых u, v ∈ V и k > 0 справедливо включение u−Tk(u−v)

∈ V . Заметим, что множества функций v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), определяемые од-

носторонними ограничениями вида v > ψ или v 6 ψ и двусторонними

ограничениями вида ϕ 6 v 6 ψ, с ψ, ϕ ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), обладают таким свой-

ством. Однако этим примеры множеств с указанным свойством далеко не

исчерпываются.

Если f ∈ L1(Ω), то T -решением вариационного неравенства, соответ-

ствующего тройке (A, V, f), называется функция u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), удовлетво-

ряющая для любых v ∈ V ∩ L∞(Ω) и k > 1 включению v − Tk(v − u) ∈ V
и неравенству

〈ATk1(u), Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v)dx,

где k1 = k + ‖v‖L∞(Ω).
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Очевидно, что указанное понятие T -решения отличается от обычно-

го понятия решения вариационного неравенства. Однако, оказывается, что

если функция f имеет достаточную Lp-регулярность, зависящую от сумми-

руемости функций 1/νi, i = 1, . . . , n, то рассмотренное понятие T -решения

вариационного неравенства равносильно обычному понятию решения вари-

ационного неравенства, которое используется в случае регулярных данных

(см. предложение 3.9).

Для случая f ∈ L1(Ω) в диссертации доказано существование и един-

ственность T -решения вариационного неравенства, соответствующего

тройке (A, V, f) (см. теоремы 3.1 и 3.2). Затем установлен ряд результатов

о свойствах суммируемости такого решения, и в частности, об условиях его

принадлежности пространствам L1(Ω) и
◦
W 1,1(Ω) (см. раздел 4). Получен-

ные результаты о существовании и свойствах суммируемости T -решений

рассмотренных вариационных неравенств с L1-правой частью положены в

основу доказательства существования энтропийных решений, T -решений и

W -решений задачи Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений с

теми же коэффициентами ai и L1-правой частью (см. раздел 5).
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РАЗДЕЛ 2

МЕТОДЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Методы исследования вопросов, рассматриваемых в диссертационной

работе, тесно связаны с общими подходами к изучению существования и

свойств решений нелинейных эллиптических уравнений и вариационных

неравенств с L1-данными.

Доказательство существования T -решений исследуемых в диссертации

вариационных неравенств с анизотропными и вырождающимися (по про-

странственной переменной) коэффициентами и L1-правой частью основано

на подходе, который включает в себя реализацию следующих шагов:

а) рассмотрение аппроксимирующих вариационных неравенств с огра-

ниченными правыми частями fl, сходящимися в L1 к L1-правой части ис-

ходного вариационного неравенства;

б) получение специальных равномерных оценок для последовательно-

сти решений ul аппроксимирующих вариационных неравенств с правыми

частями fl;

в) выделение на основе установленных оценок подпоследовательности

последовательности {ul}, сходящейся в определенных смыслах к некоторой

предельной функции u;

г) предельный переход в аппроксимирующих вариационных неравен-

ствах и доказательство того факта, что предельная функция u является

T -решением исходного вариационного неравенства.

Этот подход вполне аналогичен тому подходу, который был предложен

в [29] для исследования разрешимости нелинейных эллиптических уравне-

ний второго порядка с изотропными и невырождающимися (по простран-

ственной переменной) коэффициентами и L1-данными.
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Относительно вышеупомянутых шагов обсуждаемого здесь подхода

отметим следующее.

Существование решений аппроксимирующих вариационных нера-

венств с ограниченными правыми частями обеспечивается известными ре-

зультатами о разрешимости абстрактных вариационных неравенств с псев-

домонотонными операторами (см., например, [16, гл. 2]).

Специальные равномерные оценки для решений ul аппроксимирую-

щих вариационных неравенств – это, во-первых, равномерные по l оценки

сверху интегралов функций, зависящих от производных Diul, по множе-

ствам вида {|ul| < k}, а во-вторых, равномерные по l оценки мер множеств

{|ul| > k} и {ν1/qi
i |Diul| > k}, i = 1, . . . , n, характеризующие опреде-

ленное убывание этих мер с ростом k. Получение этих оценок основано на

использовании срезающих функций Tk, о которых уже говорилось в преды-

дущем разделе, исходных предположений относительно множества ограни-

чений и теоремы о вложении основного в наших рассмотрениях весового

анизотропного пространства Соболева
◦
W 1,q(ν,Ω) в пространство Лебега

Ln/(n−1)(Ω).

Следующий шаг – выделение на основе полученных оценок подпосле-

довательности последовательности {ul}, сходящейся в определенных смыс-

лах (слабая сходимость срезок, сходимость почти всюду) к некоторой пре-

дельной функции, – осуществляется с использованием специальных при-

емов, предложенных в [29, 6], и в значительной степени состоит в дока-

зательстве фундаментальности по мере последовательности решений ап-

проксимирующих вариационных неравенств и последовательностей произ-

водных этих решений с соответствующими весовыми множителями.

Наконец, заключительный, довольно технический шаг, – предельный

переход в аппроксимирующих вариационных неравенствах, – реализуется

с использованием информации о решениях этих неравенств, полученной на

предыдущих шагах. При этом существенно применяются такие классиче-
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ские результаты вещественного анализа, как свойство абсолютной непре-

рывности интеграла Лебега, теорема Лебега о предельном переходе под

знаком интеграла, теорема Егорова и лемма Фату.

Далее, доказательство единственности T -решений вариационных нера-

венств с L1-правой частью, рассматриваемых в диссертационной работе,

основано на использовании некоторых установленных априорных оценок

этих решений и условия строгой монотонности коэффициентов операто-

ра, порождающего левую часть данных вариационных неравенств. При

этом важную роль играет неравенство, связанное с вложением простран-

ства
◦
W 1,q(ν,Ω) в пространство Ln/(n−1)(Ω). Отметим, что априорные оцен-

ки, о которых идет речь, – это оценки интегралов функций, зависящих от

"производных" T -решения u, по множествам вида {h 6 |u − ψ| < h + k},
где ψ – некоторая фиксированная ограниченная функция из множества

ограничений и h, k > 1. Подобного типа оценки ранее были получены в

[29] в существенно более простой ситуации, а именно, для энтропийных

решений задачи Дирихле для нелинейных эллиптических уравнений вто-

рого порядка с изотропными и невырождающимися (по пространственной

переменной) коэффициентами и L1-данными.

Заметим, что упомянутое условие строгой монотонности коэффициен-

тов оператора, порождающего левую часть рассматриваемых вариацион-

ных неравенств, существенно используется и при доказательстве существо-

вания T -решений, а именно, при установлении фундаментальности по мере

последовательностей "взвешенных" производных решений аппроксимиру-

ющих вариационных неравенств.

Важно также отметить, что отправными точками в получении резуль-

татов о существовании и единственности T -решений являются подстановки

в соответствующие вариационные неравенства подходящих допустимых (и

зависящих от решений) функций из заданного множества ограничений.
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Далее, описание свойств суммируемости T -решений вариационных

неравенств, исследуемых в диссертации, основывается на некоторых апри-

орных оценках этих решений и следующем результате общего характера

(см., например, [29, 6, 7]): если измеримая функция v : Ω → R для любо-

го k ∈ N удовлетворяет неравенству meas {|v| > k} 6 Mk−γ с наперед

заданными M , γ > 0, то для любого λ ∈ (0, γ) справедливо включение

v ∈ Lλ(Ω). Отметим, что одна из упомянутых априорных оценок как раз

состоит в том, что при тех или иных условиях на вовлеченные весовые

функции или правую часть рассматриваемого вариационного неравенства

для его T -решения u выполняется неравенство meas {|u| > k} 6 Ck−α с

некоторыми фиксированными C, α > 0 и любым k > 1. Другая априорная

оценка имеет аналогичный вид, но формулируется не для самого́ решения

u, а для его "производных" с соответствующими весовыми множителями.

Наконец, заметим, что в основе доказательства разрешимости рас-

сматриваемой в диссертации задачи Дирихле для нелинейных эллипти-

ческих уравнений второго порядка с анизотропными и вырождающимися

(по пространственной переменной) коэффициентами и L1-правой частью

лежат упомянутые выше результаты о существовании и свойствах сумми-

руемости T -решений исследуемых в работе вариационных неравенств.



38

РАЗДЕЛ 3

СУЩЕСТВОВАНИЕ И ЕДИНСТВЕННОСТЬ T -РЕШЕНИЙ

ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ АНИЗОТРОПНЫХ ВАРИАЦИОННЫХ

НЕРАВЕНСТВ С L1-ДАННЫМИ

3.1. Функциональные пространства и множества

В этом вводном подразделе рассмотрим используемые в диссертацион-

ной работе функциональные пространства и множества. Эти пространства

и множества были введены А.А. Ковалевским в [13]. Ему же принадле-

жат сформулированные ниже предложения 3.1 – 3.8 и их доказательства,

изложенные в работе [13].

Пусть n ∈ N, n > 2, Ω – ограниченное открытое множество в Rn, и

пусть для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем qi ∈ (1, n).

Положим q = {qi : i = 1, . . . , n},

q− = min {qi : i = 1, . . . , n}, q+ = max {qi : i = 1, . . . , n},

q =

(
1

n

n∑
i=1

1

qi

)−1

, q̂ =
n(q − 1)

(n− 1)q
.

Пусть для любого i ∈ {1, . . . , n} νi – неотрицательная функция на Ω

такая, что νi > 0 п.в. на Ω,

νi ∈ L1
loc(Ω),

(
1

νi

)1/(qi−1)

∈ L1(Ω). (3.1)

Положим ν = {νi : i = 1, . . . , n}. Через W 1,q(ν,Ω) обозначим мно-

жество всех функций u ∈ L1(Ω) таких, что для любого i ∈ {1, . . . , n}
существует обобщенная производная Diu и νi|Diu|qi ∈ L1(Ω).
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Пусть ‖ · ‖1,q,ν – отображение W 1,q(ν,Ω) в R такое, что для любой

функции u ∈ W 1,q(ν,Ω)

‖u‖1,q,ν =

∫
Ω

|u| dx+
n∑
i=1

(∫
Ω

νi|Diu|qi dx
)1/qi

.

Отображение ‖ · ‖1,q,ν есть норма в W 1,q(ν,Ω) и ввиду второго из вклю-

чений (3.1) множество W 1,q(ν,Ω) есть банахово пространство относитель-

но нормы ‖ · ‖1,q,ν. Кроме того, в силу первого из включений (3.1) имеем

C∞0 (Ω) ⊂ W 1,q(ν,Ω).

Через
◦
W 1,q(ν,Ω) обозначим замыкание множества C∞0 (Ω) в про-

странствеW 1,q(ν,Ω). Очевидно, что множество
◦
W 1,q(ν,Ω) является банахо-

вым пространством относительно нормы, индуцированной нормой ‖ · ‖1,q,ν.

Положим

cq,ν = 1 + max
16i6n

(∫
Ω

(
1

νi

)1/(qi−1)

dx

)(qi−1)/qi

.

Предложение 3.1. Имеют место следующие утверждения:

(i)
◦
W 1,q(ν,Ω) ⊂

◦
W 1,1(Ω) и для любой функции u ∈

◦
W 1,q(ν,Ω)

‖u‖W 1,1(Ω) 6 cq,ν‖u‖1,q,ν;

(ii) если uj → u слабо в
◦
W 1,q(ν,Ω), то uj → u сильно в L1(Ω).

Предложение 3.2. Пространство
◦
W 1,q(ν,Ω) рефлексивно.

Далее, пусть для любого k > 0 Tk – функция на R такая, что

Tk(s) =

 s, если |s| 6 k,

k sign s, если |s| > k.

Аналогично известным результатам для невесовых соболевских про-

странств (см., например, [5, гл.2]) имеем: если u ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и k > 0, то

Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n}

DiTk(u) = Diu · 1{|u|<k} п. в. на Ω. (3.2)
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Предложение 3.3. Пусть u, v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), и пусть для любого

k ∈ N wk = v + Tk(u− v). Тогда wk → u сильно в W 1,q(ν,Ω).

Через
◦
T 1,q(ν,Ω) обозначим множество всех функций u : Ω→ R таких,

что для любого k > 0 имеем Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω).

Ясно, что
◦
W 1,q(ν,Ω) ⊂

◦
T 1,q(ν,Ω). (3.3)

Для произвольных u : Ω→ R и x ∈ Ω положим

k(u, x) = min{l ∈ N : |u(x)| 6 l}.

Определение 3.1. Пусть u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда δiu –

функция на Ω такая, что для любого x ∈ Ω

δiu(x) = DiTk(u,x)(u) (x).

Определение 3.2. Если u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), то δu – отображение Ω в Rn

такое, что для любых x ∈ Ω и i ∈ {1, . . . , n} (δu(x))i = δiu(x).

Предложение 3.4. Пусть u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и i ∈ {1, . . . , n}. Тогда для

любого k > 0 имеем DiTk(u) = δiu · 1{|u|<k} п. в. на Ω.

Из (3.2), (3.3) и предложения 3.4 вытекает, что если u ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), то

для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем δiu = Diu п.в. на Ω.

Предложение 3.5. Пусть u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) ∩ L∞(Ω).

Тогда u− v ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и для любых i ∈ {1, . . . , n} и k > 0 имеем

DiTk(u− v) = δiu−Div п.в. на {|u− v| < k}.

Предложение 3.6. Пусть u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и |δu| ∈ L1(Ω). Тогда

u ∈
◦
W 1,1(Ω) и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем Diu = δiu п.в. на Ω.

Для любого m ∈ Rn такого, что mi > 0, i = 1, . . . , n, положим

pm = n

( n∑
i=1

1 +mi

miqi
− 1

)−1

. (3.4)
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Заметим, что если m ∈ Rn и для любого i ∈ {1, . . . , n} mi > 1/(qi−1),

то pm > 1.

Предложение 3.7. Пусть m ∈ Rn и выполняется условие: для

любого i ∈ {1, . . . , n} имеем mi > 1/(qi − 1) и 1/νi ∈ Lmi(Ω). Тогда
◦
W 1,q(ν,Ω) ⊂ Lpm(Ω) и существует положительная постоянная c, зави-

сящая только от n, q,m и ‖1/νi‖Lmi(Ω), i = 1, . . . , n, такая, что для любой

функции u ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) справедливо неравенство(∫

Ω

|u|pmdx
)1/pm

6 c
n∏
i=1

(∫
Ω

νi|Diu|qidx
)1/nqi

.

Из этого предложения и второго из включений (3.1) вытекает следу-

ющий результат.

Предложение 3.8. Существует положительная постоянная c0, за-

висящая только от n, q и ‖1/νi‖L1/(qi−1)(Ω), i = 1, . . . , n, такая, что для

любой функции u ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) имеем(∫

Ω

|u|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

νi|Diu|qidx
)1/nqi

.

Заметим, что предложения 3.4 и 3.6 являются аналогами предложе-

ний 1.1 и 1.2, установленных в [10] для невесового изотропного случая, а

предложение 3.5 – аналог предложения 2.3, доказанного в [12] для того же

невесового изотропного случая. Отметим еще, что предложение 3.7 уста-

новлено с использованием одного результата о вложении для невесовых

анизотропных пространств (см. [87]).

3.2. Понятие T -решения вариационного неравенства

Пусть c1, c2 > 0, g1, g2 ∈ L1(Ω), g1, g2 > 0 на Ω, и пусть для любого

i ∈ {1, . . . , n} ai – функция Каратеодори на Ω× Rn. Будем предполагать,
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что для почти всех x ∈ Ω и любых ξ ∈ Rn справедливы неравенства
n∑
i=1

(1/νi)
1/(qi−1)(x)|ai(x, ξ)|qi/(qi−1) 6 c1

n∑
i=1

νi(x)|ξi|qi + g1(x), (3.5)

n∑
i=1

ai(x, ξ)ξi > c2

n∑
i=1

νi(x)|ξi|qi − g2(x). (3.6)

Кроме того, будем считать, что для почти всех x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈ Rn,

ξ 6= ξ′, справедливо неравенство
n∑
i=1

[ai(x, ξ)− ai(x, ξ′)] (ξi − ξ′i) > 0. (3.7)

Заметим, что в силу (3.5) для любых u, v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и i ∈ {1, . . . , n}

функция ai(x,∇u)Div суммируема на Ω.

Пусть A – оператор из
◦
W 1,q(ν,Ω) в (

◦
W 1,q(ν,Ω))∗ такой, что для любых

u, v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω)

〈Au, v〉 =

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Div

}
dx.

Пусть V – замкнутое выпуклое множество в
◦
W 1,q(ν,Ω), удовлетворя-

ющее следующим условиям:

V ∩ L∞(Ω) 6= ∅, (3.8)

если u, v ∈ V и k > 0, то u− Tk(u− v) ∈ V. (3.9)

Определение 3.3. Пусть f ∈ L1(Ω). T -решением вариационного

неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), будем называть функцию

u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) такую, что:

(i) для любых v ∈ V ∩ L∞(Ω) и k > 1 имеем v − Tk(v − u) ∈ V ;

(ii) если v ∈ V ∩ L∞(Ω), k > 1 и k1 = k + ‖v‖L∞(Ω), то

〈ATk1(u), Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v)dx.
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Предложение 3.9. Пусть m ∈ Rn и выполняется условие:

для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем mi > 1/(qi − 1) и 1/νi ∈ Lmi(Ω). (3.10)

Пусть f ∈ Lpm/(pm−1)(Ω). Тогда u есть T -решение вариационного неравен-

ства, соответствующего тройке (A, V, f), в том и только в том случае,

если u ∈ V и для любой функции v ∈ V справедливо неравенство

〈Au, u− v〉 6
∫

Ω

f(u− v)dx. (3.11)

Доказательство. Пусть u ∈ V и для любой функции v ∈ V спра-

ведливо неравенство (3.11). Очевидно, что u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), и ввиду (3.9)

выполняется условие (i) определения 3.3. Пусть v ∈ V ∩ L∞(Ω), k > 1 и

k1 = k + ‖v‖L∞(Ω). Согласно (3.9) имеем u − Tk(u − v) ∈ V . Тогда в силу

(3.11)

〈Au, Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v)dx. (3.12)

Но ввиду (3.2)

〈Au, Tk(u− v)〉 = 〈ATk1(u), Tk(u− v)〉.

Отсюда и из неравенства (3.12) вытекает, что выполняется условие (ii)

определения 3.3. Таким образом, u есть T -решение вариационного нера-

венства, соответствующего тройке (A, V, f).

Пусть теперь u – T -решение вариационного неравенства, соответству-

ющего тройке (A, V, f). Значит, u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и выполняются условия (i),

(ii) определения 3.3.

Пусть v ∈ V ∩ L∞(Ω). Зафиксируем произвольное k ∈ N и положим

k1 = k + ‖v‖L∞(Ω). В силу условия (ii) определения 3.3 имеем

〈ATk1(u), Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v)dx. (3.13)

В силу предложения 3.5 верно включение Tk(u − v) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда,

принимая во внимание условие (3.10), из предложения 3.7 и неравенства
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Юнга выводим, что(∫
Ω

|Tk(u− v)|pmdx
)1/pm

6 c
n∑
i=1

(∫
Ω

νi|DiTk(u− v)|qidx
)1/qi

. (3.14)

Положим

Ik =
n∑
i=1

∫
{|u−v|<k}

νi|DiTk1(u)|qidx,

и пусть ε ∈ (0, 1). Используя предложения 3.4, 3.5 и неравенство Юнга,

находим, что

n∑
i=1

(∫
Ω

νi|DiTk(u− v)|qidx
)1/qi

6
n∑
i=1

(∫
{|u−v|<k}

νi|DiTk1(u)|qidx
)1/qi

+ ‖v‖1,q,ν

6 εIk + nε−1/(q−−1) + ‖v‖1,q,ν. (3.15)

Из (3.13)–(3.15) и неравенства Гельдера вытекает, что

〈ATk1(u), Tk(u− v)〉 6 c‖f‖Lpm/(pm−1)(Ω){εIk + nε−1/(q−−1) + ‖v‖1,q,ν}. (3.16)

Далее, положим

Jk =

∫
{|u−v|<k}

{ n∑
i=1

|ai(x,∇Tk1(u))| |Div|
}
dx.

Используя предложения 3.4, 3.5 и (3.6), получаем

c2Ik 6 〈ATk1(u), Tk(u− v)〉+ Jk + ‖g2‖L1(Ω). (3.17)

Кроме того, в силу (3.5) и неравенства Юнга имеем

Jk 6 εc1Ik + nε−q+(1 + ‖v‖1,q,ν)
q+ + ‖g1‖L1(Ω).

Отсюда и из (3.16), (3.17), выбирая ε подходящим образом, выводим, что

Ik 6 C, где C – положительная постоянная, зависящая только от n, q−, c,

c1, c2, ‖g1‖L1(Ω), ‖g2‖L1(Ω), ‖f‖Lpm/(pm−1)(Ω) и ‖v‖1,q,ν.



45

Тогда, учитывая предложение 3.4, получаем, что для любого k ∈ N
n∑
i=1

∫
{|u−v|<k}

νi|δiu|qidx 6 C.

Отсюда, используя лемму Фату, заключаем, что для любого i ∈ {1, ..., n}
функция νi|δiu|qi суммируема на Ω. Тогда, учитывая условие (3.10) и ис-

пользуя предложения 3.7 и 3.4, а также лемму Фату, устанавливаем, что

u ∈ L1(Ω) и последовательность {Tk(u)} ограничена в
◦
W 1,q(ν,Ω). Теперь,

воспользовавшись предложением 3.2 и утверждением (ii) предложения

3.1, получаем, что u ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда в силу предложения 3.3 имеем

v−Tk(v−u)→ u сильно в W 1,q(ν,Ω). Кроме того, ввиду условия (i) опре-

деления 3.3 для любого k ∈ N имеем v − Tk(v − u) ∈ V . Следовательно,

учитывая, что множество V замкнуто в
◦
W 1,q(ν,Ω), получаем u ∈ V . Заме-

тим, что вследствие (3.2) и условия (ii) определения 3.3 для любого k ∈ N

имеем

〈Au, Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v)dx.

Отсюда, принимая во внимание, что Tk(u− v)→ u− v сильно в
◦
W 1,q(ν,Ω)

и поточечно на Ω, а функция f(u− v) в силу условий предложения сумми-

руема на Ω, выводим, что

〈Au, u− v〉 6
∫

Ω

f(u− v)dx. (3.18)

Неравенство (3.18) доказано для произвольной функции v ∈ V ∩L∞(Ω).

Пусть теперь v ∈ V . Зафиксируем функцию ψ ∈ V ∩ L∞(Ω) и для любо-

го k ∈ N положим vk = ψ − Tk(ψ − v). Из условия (3.9) вытекает, что

{vk} ⊂ V ∩ L∞(Ω). Тогда в силу (3.18) для любого k ∈ N имеем

〈Au, u− vk〉 6
∫

Ω

f(u− vk)dx. (3.19)

Заметим, что вследствие предложения 3.3 vk → v сильно в
◦
W 1,q(ν,Ω).

Тогда

〈Au, u− vk〉 → 〈Au, u− v〉. (3.20)
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Кроме того, ввиду поточечной сходимости {vk} к v, условий предложе-

ния и теоремы Лебега о предельном переходе под знаком интеграла имеем∫
Ω

f(u− vk)dx→
∫

Ω

f(u− v)dx.

Отсюда и из (3.19), (3.20) выводим неравенство (3.18). Предложение дока-

зано.

Замечание 3.1. Предложение 3.9 показывает, что при достаточной

регулярности функций 1/νi, i = 1, . . . , n, и f T -решение вариационного

неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), совпадает с решением ва-

риационного неравенства для той же тройки в обычном смысле.

Предложение 3.10. Пусть f ∈ Ln(Ω). Тогда u есть T -решение

вариационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), в том и

только в том случае, если u ∈ V и для любой функции v ∈ V справедливо

неравенство (3.11).

Доказательство. Пусть m ∈ Rn, причем для любого i ∈ {1, . . . , n}
mi = 1/(qi − 1). Тогда в силу второго из включений (3.1) выполняется

условие (3.10). Кроме того, ввиду (3.4) имеем pm = n/(n − 1) и, следова-

тельно, f ∈ Lpm/(pm−1)(Ω). Теперь из предложения 3.9 выводим требуемый

результат.

3.3. Существование T -решений вариационных неравенств

Прежде всего приведем один результат о существовании решений ва-

риационных неравенств в обычном смысле.

Предложение 3.11. Пусть m ∈ Rn и выполняется условие: для

любого i ∈ {1, . . . , n} имеем mi > 1/(qi − 1) и 1/νi ∈ Lmi(Ω). Пусть

f ∈ Lpm/(pm−1)(Ω) и W – непустое замкнутое выпуклое множество
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в
◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда существует функция u ∈ W такая, что для любой

функции v ∈ W справедливо неравенство

〈Au, u− v〉 6
∫

Ω

f(u− v) dx.

Доказательство. Используя (3.5), устанавливаем, что оператор A
ограничен и семинепрерывен. В силу (3.7) оператор A монотонен. Тогда

ввиду предложения 2.5 из [16, гл. 2] оператор A псевдомонотонен. Кро-

ме того, вследствие (3.5), (3.6), предложения 3.8 и неравенства Юнга для

любых функций v, v0 ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) имеем

〈Av, v − v0〉 > c′‖v‖q−1,q,ν − c′′(1 + ‖v0‖1,q,ν)
n,

где c′, c′′ – положительные постоянные, зависящие только от n, q, ν, c1, c2,

‖g1‖L1(Ω), ‖g2‖L1(Ω) и measΩ. Заметим еще, что в силу условия данного пред-

ложения относительно m и предложения 3.7 функция f естественным об-

разом порождает линейный непрерывный функционал на
◦
W 1,q(ν,Ω). Ука-

занные свойства оператора A и функции f и теоремы 8.1 и 8.2 из [16,

гл. 2] приводят к требуемому заключению.

Из предложений 3.11 и 3.9 вытекает следующий результат.

Предложение 3.12. Пусть m ∈ Rn и выполняется условие: для

любого i ∈ {1, . . . , n} имеем mi > 1/(qi − 1) и 1/νi ∈ Lmi(Ω). Пусть

f ∈ Lpm/(pm−1)(Ω). Тогда существует T -решение вариационного неравен-

ства, соответствующего тройке (A, V, f), и это решение принадлежит

множеству V .

Следствие 3.1. Пусть f ∈ Ln(Ω). Тогда существует T -решение ва-

риационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), и это ре-

шение принадлежит множеству V .
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Доказательство. Пусть m ∈ Rn, причем для любого i ∈ {1, . . . , n}
mi = 1/(qi−1). Тогда в силу второго из включений (3.1) и (3.4) выполняют-

ся условия предложения 3.12, из которого и выводим требуемый результат.

В предложении 3.12 и следствии 3.1, связанных с непосредственным

применением стандартных результатов теории монотонных операторов,

для утверждения о существовании T -решений вариационных неравенств

требуются, как видим, довольно сильные предположения относительно ре-

гулярности функций 1/νi, i = 1, . . . , n, и f . Однако, как показывает сле-

дующая основная теорема, эти предположения могут быть заменены на

минимально возможное условие относительно суммируемости функции f .

Хотя при этом о существующих T -решениях, вообще говоря, нельзя ска-

зать, что они обладают такой же регулярностью, как и решения, о которых

идет речь в предложении 3.12 и следствии 3.1.

Теорема 3.1. Пусть f ∈ L1(Ω). Тогда существует T -решение вари-

ационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f).

Доказательство. Будем использовать подход, предложенный в [29]

для изучения разрешимости невырожденных (по пространственным пере-

менным) изотропных уравнений второго порядка с L1-правыми частями.

Доказательство проведем в несколько шагов.

Первый шаг. Для любого l ∈ N положим fl = Tl(f). Очевидно, что

{fl} ⊂ L∞(Ω),

∀ l ∈ N ‖fl‖L1(Ω) 6 ‖f‖L1(Ω), (3.21)

lim
l→∞
‖fl − f‖L1(Ω) = 0. (3.22)

Учитывая второе из включений (3.1), из предложения 3.11 выводим: если

l ∈ N, то существует функция ul ∈ V такая, что для любой функции v ∈ V
справедливо неравенство

〈Aul, ul − v〉 6
∫

Ω

fl(ul − v) dx. (3.23)
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Зафиксируем произвольную функцию ψ ∈ V ∩ L∞(Ω). Далее через

ci, i = 3, 4, . . . , будем обозначать положительные постоянные, зависящие

только от n, q, c1, c2, ‖g1‖L1(Ω), ‖g2‖L1(Ω), ‖f‖L1(Ω), ‖ψ‖L∞(Ω), ‖ψ‖1,q,ν и

‖1/νi‖L1/(qi−1)(Ω), i = 1, ..., n.

Покажем, что для любых k > 1 и l ∈ N имеют место неравенства∫
{|ul|<k}

{ n∑
i=1

νi|Diul|qi
}
dx 6 c3k, (3.24)

meas{|ul| > k} 6 c4k
−q̂. (3.25)

Действительно, пусть k > 1 и l ∈ N. Положим k1 = k + ‖ψ‖L∞(Ω).

Вследствие условия (3.9) имеем ul − Tk1(ul − ψ) ∈ V . Тогда в силу (3.23) и

(3.21) получаем

〈Aul, Tk1(ul − ψ)〉 6
∫

Ω

fl Tk1(ul − ψ) dx 6 c5k. (3.26)

Положим

Il =
n∑
i=1

∫
{|ul−ψ|<k1}

νi|Diul|qidx,

Jl =
n∑
i=1

∫
{|ul−ψ|<k1}

|ai(x,∇ul)| |Diψ| dx.

Используя (3.2) и (3.6), устанавливаем, что

〈Aul, Tk1(ul − ψ)〉 > c2Il − Jl − ‖g2‖L1(Ω). (3.27)

Кроме того, с помощью (3.5) и неравенства Юнга находим, что

Jl 6
c2

2
Il + n2n(1 + c1/c2)

n(1 + ‖ψ‖1,q,ν)
n + ‖g1‖L1(Ω).

Из этого неравенства и (3.26), (3.27) вытекает, что Il 6 c3k. Отсюда, учи-

тывая, что почти все точки множества {|ul| < k} принадлежат множеству

{|ul − ψ| < k1}, получаем неравенство (3.24).
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Далее, имеем |Tk(ul)| = k на {|ul| > k} и, следовательно,

kn/(n−1)meas{|ul| > k} 6
∫

Ω

|Tk(ul)|n/(n−1)dx. (3.28)

Используя предложение 3.8, (3.2) и (3.24), получаем(∫
Ω

|Tk(ul)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
{|ul|<k}

νi|Diul|qidx
)1/nqi

6 c0(c3k)1/q.

Отсюда и из (3.28) вытекает неравенство (3.25).

Покажем теперь, что для любых i ∈ {1, . . . , n}, k > 1 и l ∈ N справед-

ливо неравенство

meas {ν1/qi
i |Diul| > k} 6 c6k

−qiq̂/(1+q̂). (3.29)

Действительно, пусть i ∈ {1, . . . , n}, k > 1 и l ∈ N. Положим

k∗ = kqi/(1+q̂), G = {|ul| < k∗, ν
1/qi
i |Diul| > k}.

Имеем

meas {ν1/qi
i |Diul| > k} 6 meas {|ul| > k∗}+ measG. (3.30)

В силу (3.25)

meas {|ul| > k∗} 6 c4k
−q̂
∗ . (3.31)

Кроме того, в силу определения множества G и (3.24) имеем

kqimeasG 6
∫
{|ul|<k∗}

νi |Diul|qi dx 6 c3k∗.

Отсюда и из (3.30), (3.31) вытекает неравенство (3.29).

Второй шаг. Вследствие (3.2) и (3.24) для любого k ∈ N последо-

вательность {Tk(ul)} ограничена в
◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда ввиду рефлексив-

ности пространства
◦
W 1,q(ν,Ω) существуют возрастающая последователь-

ность {lh} ⊂ N и последовательность {zk} ⊂
◦
W 1,q(ν,Ω) такие, что для



51

любого k ∈ N имеем Tk(ulh) → zk слабо в
◦
W 1,q(ν,Ω). Учитывая это, без

ограничения общности можем считать, что

∀ k ∈ N Tk(ul)→ zk слабо в
◦
W 1,q(ν,Ω). (3.32)

Третий шаг. Покажем, что последовательность {ul} фундаментальна

по мере.

Действительно, зафиксируем t > 0, и пусть k > 1, l, j ∈ N. Положим

G′ = {|ul| < k, |uj| < k, |ul − uj| > t}. Имеем

meas {|ul − uj| > t} 6 meas {|ul| > k}+ meas {|uj| > k}+ measG′. (3.33)

Поскольку t 6 |Tk(ul)− Tk(uj)| на G′, имеем

tmeasG′ 6
∫

Ω

|Tk(ul)− Tk(uj)| dx.

Отсюда и из (3.25) и (3.33) вытекает, что для любых k > 1 и l, j ∈ N

meas {|ul − uj| > t} 6 2c4k
−q̂ + t−1

∫
Ω

|Tk(ul)− Tk(uj)| dx. (3.34)

Пусть теперь ε > 0. Зафиксируем k ∈ N такое, что

2c4k
−q̂ 6 ε/2. (3.35)

Ввиду (3.32) и утверждения (ii) предложения 3.1 имеем Tk(ul) → zk силь-

но в L1(Ω) и, следовательно, существует N ∈ N такое, что для любых

l, j ∈ N, l, j > N , справедливо неравенство∫
Ω

|Tk(ul)− Tk(uj)| dx 6 εt/2.

Отсюда и из (3.34) и (3.35) выводим, что для любых l, j ∈ N, l, j > N ,

meas {|ul− uj| > t} 6 ε. Значит, последовательность {ul} фундаментальна

по мере.

Четвертый шаг. Покажем, что для любого i ∈ {1, . . . , n} последова-
тельность {ν1/qi

i Diul} фундаментальна по мере.



52

Для любых t > 0 и l, j ∈ N положим

Nt(l, j) = meas
{ n∑

i=1

ν
1/qi
i |Diul −Diuj| > t

}
.

Кроме того, для любых t > 0, h, k > 1 и l, j ∈ N положим

Et,h,k(l, j) =

{ n∑
i=1

ν
1/qi
i |Diul −Diuj| > t,

n∑
i=1

ν
1/qi
i |Diul| 6 h,

n∑
i=1

ν
1/qi
i |Diuj| 6 h, |ul − uj| < 1/k

}
.

Используя (3.29), находим, что для любых t > 0, h > n, k > 1 и

l, j ∈ N

Nt(l, j) 6 2c6n
n+1h−q−q̂/(1+q̂)

+ meas {|ul − uj| > 1/k}+ measEt,h,k(l, j). (3.36)

Теперь получим одну оценку для некоторых интегралов, связанных с

множествами Et,h,k(l, j). Для этого введем ряд вспомогательных функций

и множеств.

Пусть для произвольного x ∈ Ω Φx – функция на Rn×Rn такая, что

для любой пары (ξ, ξ′) ∈ Rn × Rn

Φx(ξ, ξ
′) =

n∑
i=1

[ai(x, ξ)− ai(x, ξ′)] (ξi − ξ′i).

Поскольку ai, i = 1, . . . , n, – функции Каратеодори и для почти всех

x ∈ Ω и любых ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, справедливо неравенство (3.7), существует

множество E ⊂ Ω меры нуль такое, что:

(i) для любого x ∈ Ω\E функция Φx непрерывна на Rn × Rn;

(ii) для любых x ∈ Ω\E и ξ, ξ′ ∈ Rn, ξ 6= ξ′, имеем Φx(ξ, ξ
′) > 0.
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Положим для любых t > 0, h > t и x ∈ Ω

Gt,h(x) =

{
(ξ, ξ′) ∈ Rn × Rn :

n∑
i=1

ν
1/qi
i (x)|ξi| 6 h,

n∑
i=1

ν
1/qi
i (x)|ξ′i| 6 h,

n∑
i=1

ν
1/qi
i (x)|ξi − ξ′i| > t

}
.

Поскольку νi > 0 п.в. на Ω, i = 1, . . . , n, существует множество Ẽ ⊂ Ω

меры нуль такое, что для любых t > 0, h > t и x ∈ Ω\Ẽ множество Gt,h(x)

непустое.

Пусть для любых t > 0 и h > t µt,h – функция на Ω такая, что

µt,h(x) =


min
Gt,h(x)

Φx, если x ∈ Ω\(E ∪ Ẽ),

0, если x ∈ E ∪ Ẽ.

Для любых t > 0 и h > t имеем µt,h > 0 п.в. на Ω и µt,h ∈ L1(Ω).

Пусть t > 0, h > t + 1, k > 1 и l, j ∈ N. Зафиксируем произволь-

ную точку x ∈ Et,h,k(l, j)\(E ∪ Ẽ) и положим ξ = ∇ul(x), ξ′ = ∇uj(x).

Имеем (ξ, ξ′) ∈ Gt,h(x) и, следовательно, µt,h(x) 6 Φx(ξ, ξ
′). Отсюда и из

определения функции Φx вытекает, что

µt,h(x) 6
n∑
i=1

[ai(x,∇ul(x))− ai(x,∇uj(x))] (Diul(x)−Diuj(x)).

Тогда, учитывая (3.7) и (3.2), получаем∫
Et,h,k(l,j)

µt,h dx 6 〈Aul, T1/k(ul − uj)〉 − 〈Auj, T1/k(ul − uj)〉. (3.37)

Поскольку ul, uj ∈ V , в силу (3.9) имеем

ul − T1/k(ul − uj) ∈ V, uj − T1/k(uj − ul) ∈ V.

Отсюда и из (3.23) следует, что

〈Aul, T1/k(ul − uj)〉 6
∫

Ω

flT1/k(ul − uj) dx, (3.38)



54

〈Auj, T1/k(uj − ul)〉 6
∫

Ω

fjT1/k(uj − ul) dx. (3.39)

Из (3.37)–(3.39) выводим, что для любых t > 0, h > t + 1, k > 1 и

l, j ∈ N справедливо неравенство∫
Et,h,k(l,j)

µt,h dx 6
1

k

∫
Ω

|fl − fj| dx. (3.40)

Далее, поскольку последовательность {ul} фундаментальна по мере,

существует возрастающая последовательность {nk} ⊂ N такая, что для

любых k ∈ N и l, j ∈ N, l, j > nk, имеем

meas {|ul − uj| > 1/k} 6 1/k. (3.41)

Пусть теперь t > 0 и ε > 0. Зафиксируем h > t+ n такое, что

2c6n
n+1h−q−q̂/(1+q̂) 6 ε/4. (3.42)

Для любого k ∈ N положим

αk = sup
l,j>nk

measEt,h,k(l, j).

Покажем, что αk → 0. Предположим, что это не так. Тогда существуют

τ > 0, возрастающая последовательность {ks} ⊂ N и последовательности

{ls}, {js} ⊂ N такие, что для любого s ∈ N имеем ls, js > nks и

measEt,h,ks(ls, js) > τ. (3.43)

Положим для любого s ∈ N Gs = Et,h,ks(ls, js). В силу (3.40) и (3.21) для

любого s ∈ N имеем ∫
Gs

µt,h dx 6
2

ks
‖f‖L1(Ω)

и, следовательно,

lim
s→∞

∫
Gs

µt,h dx = 0.

Отсюда, учитывая, что µt,h ∈ L1(Ω) и µt,h > 0 п.в. на Ω, выводим, что

measGs → 0. Но это противоречит (3.43). Полученное противоречие дока-

зывает, что αk → 0.
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Зафиксируем k ∈ N такое, что выполняются неравенства

1/k 6 ε/4, αk 6 ε/2, (3.44)

и пусть l, j ∈ N, l, j > nk. Тогда из (3.36), (3.41), (3.42) и (3.44) вытекает,

что Nt(l, j) 6 ε.

Полученный результат позволяет сделать вывод о том, что для любого

i ∈ {1, . . . , n} последовательность {ν1/qi
i Diul} фундаментальна по мере.

Отметим, что на проведенном шаге доказательства теоремы исполь-

зовались некоторые идеи из [6, § 7].

Пятый шаг. В силу результатов, полученных на третьем и четвертом

шагах доказательства, и теоремы Ф.Рисса существуют измеримые функ-

ции u : Ω → R и v(i) : Ω → R, i = 1, . . . , n, такие, что последовательность

{ul} сходится к u по мере и для любого i ∈ {1, . . . , n} последовательность
{ν1/qi

i Diul} сходится к v(i) по мере. Тогда, как известно, из рассматрива-

емых последовательностей можно извлечь подпоследовательности, сходя-

щиеся к соответствующим функциям почти всюду на Ω. Учитывая это, без

ограничения общности можем считать, что

ul → u п.в. на Ω, (3.45)

∀ i ∈ {1, . . . , n} ν
1/qi
i Diul → v(i) п.в. на Ω. (3.46)

Из (3.45), (3.32) и утверждения (ii) предложения 3.1 вытекает, что для

любого k ∈ N

Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), (3.47)

Tk(ul)→ Tk(u) слабо в
◦
W 1,q(ν,Ω). (3.48)

Покажем, что u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω). Действительно, пусть k > 0. Возьмем

h ∈ N такое, что h > k. В силу (3.47) имеем Th(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда ввиду

(3.3) Tk(Th(u)) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). Отсюда и из равенства Tk(u) = Tk(Th(u))

следует, что Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и, значит, u ∈

◦
T 1,q(ν,Ω).
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Шестой шаг. Покажем, что

∀ i ∈ {1, . . . , n} Diul → δiu п.в. на Ω. (3.49)

Действительно, пусть i ∈ {1, . . . , n}. В силу (3.45) существует множе-

ство E ′ ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω\E ′ ul(x)→ u(x), (3.50)

а в силу (3.46) существует множество E ′′ ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω\E ′′ ν
1/qi
i (x)Diul(x)→ v(i)(x). (3.51)

Зафиксируем k ∈ N. Вследствие (3.2) имеем: если l ∈ N, то существует

множество E(l) ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ {|ul| < k}\E(l) DiTk(ul)(x) = Diul(x). (3.52)

Обозначим через Ê объединение множеств E ′, E ′′ и E(l), l ∈ N. Ясно, что

meas Ê = 0. Пусть x ∈ {|u| < k}\Ê. В силу (3.50) существует l0 ∈ N такое,

что для любого l ∈ N, l > l0, имеем |ul(x)| < k. Пусть l ∈ N, l > l0. Тогда

x ∈ {|ul| < k}\E(l) и согласно (3.52) имеем

ν
1/qi
i (x)DiTk(ul)(x) = ν

1/qi
i (x)Diul(x).

Отсюда и из (3.51) выводим, что ν1/qi
i DiTk(ul)(x)→ v(i)(x) и, следователь-

но,

ν
1/qi
i DiTk(ul)→ v(i) п.в. на {|u| < k}. (3.53)

Кроме того, в силу (3.2) и (3.24) для любого l ∈ N имеем∫
Ω

νi|DiTk(ul)|qi dx 6 c3k. (3.54)

Используя лемму Фату, из (3.53) и (3.54) выводим, что функция |v(i)|qi

суммируема на множестве {|u| < k}.
Далее, пусть ϕ – измеримая функция на Ω такая, что |ϕ| 6 1 на

Ω, и пусть ε > 0. Поскольку функция |v(i)| суммируема на множестве
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{|u| < k}, существует ε1 ∈ (0, ε) такое, что для любого измеримого множе-

ства G ⊂ {|u| < k}, measG 6 ε1, имеем∫
G

|v(i)| dx 6 ε. (3.55)

Кроме того, в силу (3.53) и теоремы Егорова существует измеримое мно-

жество Ω′ ⊂ {|u| < k} такое, что

meas ({|u| < k}\Ω′) 6 ε1, (3.56)

ν
1/qi
i DiTk(ul)→ v(i) равномерно на Ω′. (3.57)

Из (3.55) и (3.56) вытекает, что∫
{|u|<k}\Ω′

|v(i)| dx 6 ε, (3.58)

а вследствие (3.57) существует l1 ∈ N такое, что для любого l ∈ N, l > l1,

имеем ∫
Ω′
|ν1/qi
i DiTk(ul)− v(i)| dx 6 ε. (3.59)

Пусть l ∈ N, l > l1. Используя (3.58), (3.59), неравенство Гельдера, а также

неравенства (3.56) и (3.54), получаем∣∣∣∣ ∫
{|u|<k}

[ ν
1/qi
i DiTk(ul)− v(i)]ϕdx

∣∣∣∣ 6 2ε+

∫
{|u|<k}\Ω′

ν
1/qi
i |DiTk(ul)| dx

6 2ε+ ε(qi−1)/qi

(∫
Ω

νi|DiTk(ul)|qidx
)1/qi

6 2ε+ ε(qi−1)/qi(c3k)1/qi.

Отсюда в силу произвольности ε вытекает, что

lim
l→∞

∫
{|u|<k}

[ ν
1/qi
i DiTk(ul)− v(i)]ϕdx = 0. (3.60)

С другой стороны, пусть F – функционал на
◦
W 1,q(ν,Ω) такой, что для

любой функции v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω)

〈F, v〉 =

∫
{|u|<k}

ν
1/qi
i Div · ϕdx.
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Легко видеть, что F ∈ (
◦
W 1,q(ν,Ω))∗. Тогда ввиду (3.48) имеем

〈F, Tk(ul)〉 → 〈F, Tk(u)〉.

Отсюда и из определения функционала F следует, что

lim
l→∞

∫
{|u|<k}

ν
1/qi
i DiTk(ul) · ϕdx =

∫
{|u|<k}

ν
1/qi
i DiTk(u) · ϕdx. (3.61)

Из (3.60) и (3.61) выводим, что∫
{|u|<k}

[ v(i) − ν1/qi
i DiTk(u)]ϕdx = 0.

В свою очередь, из этого равенства и предложения 3.4 вытекает, что

v(i) = ν
1/qi
i δiu п.в. на {|u| < k}.

Отсюда в силу произвольности k ∈ N следует, что

v(i) = ν
1/qi
i δiu п.в. на Ω. (3.62)

Из (3.46) и (3.62), учитывая, что νi > 0 п.в. на Ω, получаем, что Diul → δiu

п.в. на Ω. Тем самым утверждение (3.49) доказано.

В силу (3.49) и того, что ai, i = 1, . . . , n, – функции Каратеодори,

имеем

∀ i ∈ {1, . . . , n} ai(x,∇ul)→ ai(x, δu) п.в. на Ω. (3.63)

Седьмой шаг. Покажем, что для любых v ∈ V ∩ L∞(Ω) и k > 1 имеет

место включение

v − Tk(v − u) ∈ V. (3.64)

Действительно, пусть v ∈ V ∩ L∞(Ω) и k > 1. Для любого l ∈ N

положим vl = v − Tk(v − ul). В силу условия (3.9) имеем

{vl} ⊂ V. (3.65)

Кроме того, ввиду (3.45)

vl → v − Tk(v − u) сильно в L1(Ω). (3.66)
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Заметим также, что вследствие (3.2) и (3.24) последовательность {vl} огра-
ничена в

◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда в силу рефлексивности пространства

◦
W 1,q(ν,Ω)

существуют такие возрастающая последовательность {lh} ⊂ N и функция

z ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), что vlh → z слабо в

◦
W 1,q(ν,Ω). Отсюда, из утверждения

(ii) предложения 3.1 и (3.66) вытекает, что z = v − Tk(v − u) п.в. на Ω.

Следовательно, vlh → v − Tk(v − u) слабо в
◦
W 1,q(ν,Ω). Отсюда, учитывая

(3.65) и слабую замкнутость множества V , выводим (3.64).

Восьмой шаг. Пусть v ∈ V ∩ L∞(Ω), k > 1 и k1 = k + ‖v‖L∞(Ω).

Покажем, что

〈ATk1(u), Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v) dx. (3.67)

Положим

H = {|u− v| < k}, H0 = {|u− v| = k},

и пусть для любого l ∈ N

Hl = {|ul − v| < k}\H0, El = {|ul − v| < k} ∩H0.

Прежде всего докажем, что для любой функции ϕ ∈ L1(Ω)∫
Hl

ϕdx→
∫
H

ϕdx. (3.68)

Действительно, пусть ϕ ∈ L1(Ω). Для любого j ∈ N положим

H(j) = {|u− v| < k − 1/j}, H̃(j) = {|u− v| > k + 1/j}.

Имеем

meas (H\H(j))→ 0, meas ({|u− v| > k}\H̃(j))→ 0. (3.69)

Зафиксируем произвольное ε > 0. В силу абсолютной непрерывности ин-

теграла Лебега и (3.69) существует j ∈ N такое, что∫
H\H(j)

|ϕ| dx 6 ε/4,

∫
{|u−v|>k}\H̃(j)

|ϕ| dx 6 ε/4. (3.70)
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Кроме того, вследствие абсолютной непрерывности интеграла Лебега,

(3.45) и теоремы Егорова существует измеримое множество Ω′ ⊂ Ω такое,

что ∫
Ω\Ω′
|ϕ| dx 6 ε/4, (3.71)

ul → u равномерно на Ω′. (3.72)

Ввиду (3.72) найдется l0 ∈ N такое, что для любых l ∈ N, l > l0, и x ∈ Ω′

имеем

|ul(x)− u(x)| < 1/j. (3.73)

Пусть l ∈ N, l > l0. Из (3.73) вытекает, что

(H(j)\Hl) ∩ Ω′ = ∅, {|ul − v| < k} ∩ H̃(j) ∩ Ω′ = ∅.

Тогда

H\Hl ⊂ (H\H(j)) ∪ (Ω\Ω′), Hl\H ⊂ ({|u− v| > k}\H̃(j)) ∪ (Ω\Ω′).

Отсюда и из (3.70) и (3.71) выводим, что∫
H\Hl

|ϕ| dx 6 ε/2,

∫
Hl\H
|ϕ| dx 6 ε/2.

Следовательно, ∣∣∣∣ ∫
Hl

ϕdx−
∫
H

ϕdx

∣∣∣∣ 6 ε

и значит, имеет место (3.68).

Далее, положим

ϕ1 =
n∑
i=1

ai(x,∇Tk1+1(u))Div,

и пусть для любого l ∈ N

ψl =
n∑
i=1

ai(x,∇ul)Diul + g2,

S ′l =

∫
Hl

{ n∑
i=1

[ ai(x,∇ul)− ai(x,∇Tk1+1(u))]Div

}
dx,
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S ′′l =

∫
El

{ n∑
i=1

ai(x,∇v) [Diul −Div]

}
dx.

Зафиксируем произвольное l ∈ N. В силу (3.9) ul − Tk(ul − v) ∈ V .

Тогда вследствие (3.23) имеем

〈Aul, Tk(ul − v)〉 6
∫

Ω

fl Tk(ul − v) dx. (3.74)

Используя (3.2) и (3.7), находим, что

〈Aul, Tk(ul − v)〉 >
∫
Hl

{ n∑
i=1

ai(x,∇ul) [Diul −Div]

}
dx+ S ′′l .

Отсюда и из (3.74) получаем∫
Hl

{ n∑
i=1

ai(x,∇ul)Diul

}
dx 6

∫
Hl

{ n∑
i=1

ai(x,∇ul)Div

}
dx

+

∫
Ω

fl Tk(ul − v) dx− S ′′l .

Следовательно, для любого l ∈ N имеем∫
Hl

ψl dx 6
∫

Ω

fl Tk(ul − v) dx+

∫
Hl

(ϕ1 + g2) dx+ S ′l − S ′′l . (3.75)

Заметим, что ввиду (3.22) и (3.45)

fl Tk(ul − v)→ f Tk(u− v) сильно в L1(Ω),

и поэтому ∫
Ω

fl Tk(ul − v) dx→
∫

Ω

f Tk(u− v) dx. (3.76)

Поскольку ϕ1, g2 ∈ L1(Ω), в силу (3.68) имеем∫
Hl

(ϕ1 + g2) dx→
∫
H

(ϕ1 + g2) dx. (3.77)

Докажем, что

S ′l → 0. (3.78)
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Действительно, пусть ε ∈ (0, 1). Вследствие абсолютной непрерывности

интеграла Лебега, соотношений (3.45), (3.63) и теоремы Егорова существует

измеримое множество Ω1 ⊂ Ω такое, что∫
Ω\Ω1

{
|ϕ1|+

n∑
i=1

νi |Div|qi
}
dx 6 εn, (3.79)

ul → u равномерно на Ω1, (3.80)
n∑
i=1

ai(x,∇ul)Div →
n∑
i=1

ai(x, δu)Div равномерно на Ω1. (3.81)

Ввиду (3.80) найдется l0 ∈ N такое, что для любых l ∈ N, l > l0, и x ∈ Ω1

|ul(x)− u(x)| 6 ε. (3.82)

Кроме того, в силу (3.81) существует l1 ∈ N такое, что для любого l ∈ N,

l > l1, имеем∫
Ω1

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai(x,∇ul)Div −
n∑
i=1

ai(x, δu)Div

∣∣∣∣ dx 6 ε. (3.83)

Пусть l ∈ N, l > max(l0, l1). Поскольку v ∈ L∞(Ω), существует множество

Ê ⊂ Ω меры нуль такое, что для любого x ∈ Ω\Ê имеем |v(x)| 6 ‖v‖L∞(Ω).

Отсюда и из (3.82) вытекает, что (Hl ∩ Ω1)\Ê ⊂ {|u| < k1 + 1}. Используя

это включение, а также предложение 3.4 и (3.83), получаем∫
Hl∩Ω1

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai(x,∇ul)Div − ϕ1

∣∣∣∣ dx 6 ε.

В силу этого неравенства и (3.79) имеем

|S ′l| 6 2ε+
n∑
i=1

∫
Hl\Ω1

|ai(x,∇ul)| |Div| dx. (3.84)

Используя неравенство Гельдера, (3.5), включение Hl\Ê ⊂ {|ul| < k1} и

неравенства (3.24), (3.79), устанавливаем, что для любого i ∈ {1, . . . , n}∫
Hl\Ω1

|ai(x,∇ul)| |Div| dx 6 (c1c3k1 + 1 + ‖g1‖L1(Ω))ε.



63

Отсюда и из (3.84) вытекает, что

|S ′l| 6 2ε+ n(c1c3k1 + 1 + ‖g1‖L1(Ω))ε.

Следовательно, (3.78) справедливо.

Покажем теперь, что

S ′′l → 0. (3.85)

Достаточно считать, что measH0 > 0. Пусть i ∈ {1, . . . , n}. Поскольку

u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), в силу предложения 3.5 справед-

ливо включение u− v ∈
◦
T 1,q(ν,Ω). Тогда ввиду предложения 3.4

DiTk(u− v) = 0 п.в. на H0. (3.86)

С другой стороны, для почти всех x ∈ H0 имеем |u(x)| < k1 + 1. Поэтому

Tk(u− v) = Tk1+1(u)− v п.в. на H0 и, следовательно,

DiTk(u− v) = DiTk1+1(u)−Div п.в. на H0.

Тогда, учитывая (3.86), получаем, что DiTk1+1(u) = Div п.в. на H0. Отсюда

и из предложения 3.4 вытекает, что δiu = Div п.в. на H0. Полученный

результат и (3.49) позволяют заключить, что для любого i ∈ {1, . . . , n}

Diul → Div п.в. на H0.

Поэтому
n∑
i=1

ai(x,∇v) [Diul −Div]→ 0 п.в. на H0. (3.87)

Далее, положим

ϕ2 =
n∑
i=1

|ai(x,∇v)| |Div|, ϕ3 =
n∑
i=1

(1/νi)
1/(qi−1)|ai(x,∇v)|qi/(qi−1).

В силу (3.5) функции ϕ2 и ϕ3 суммируемы на Ω.

Зафиксируем произвольное ε > 0. Вследствие абсолютной непрерыв-

ности интеграла Лебега, (3.87) и теоремы Егорова существует измеримое
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множество Ω2 ⊂ H0 такое, что∫
H0\Ω2

(ϕ2 + ϕ3) dx 6 ε, (3.88)

n∑
i=1

ai(x,∇v) [Diul −Div]→ 0 равномерно на Ω2.

Ввиду последнего свойства найдется l0 ∈ N такое, что для любого l ∈ N,

l > l0, ∫
Ω2

∣∣∣∣ n∑
i=1

ai(x,∇v) [Diul −Div]

∣∣∣∣ dx 6 ε. (3.89)

Пусть l ∈ N, l > l0. Используя (3.88) и (3.89), находим, что

|S ′′l | 6 2ε+
n∑
i=1

∫
El\Ω2

|ai(x,∇v)| |Diul| dx. (3.90)

С помощью неравенства Гельдера и соотношений (3.88), (3.24) получаем,

что для любого i ∈ {1, . . . , n}∫
El\Ω2

|ai(x,∇v)| |Diul| dx

6

(∫
El\Ω2

ϕ3 dx

)(qi−1)/qi(∫
{|ul|<k1}

νi|Diul|qidx
)1/qi

6 ε(qi−1)/qi(c3k1)
1/qi.

Отсюда и из (3.90), учитывая произвольность ε, выводим, что (3.85) спра-

ведливо.

Далее, пусть χ : Ω → R – характеристическая функция множества

H, и пусть для любого l ∈ N χl : Ω → R – характеристическая функция

множества Hl. Имеем

lim
l→∞

χl > χ п.в. на Ω. (3.91)

Действительно, в силу (3.45) существует множество E0 ⊂ Ω меры нуль

такое, что для любого x ∈ Ω\E0 ul(x) → u(x). Пусть x ∈ Ω\E0. Ес-

ли x 6∈ H, то χ(x) = 0 и тогда χ(x) 6 χl(x) для любого l ∈ N. Пусть



65

x ∈ H. Поскольку ul(x) → u(x), найдется l1 ∈ N такое, что для любого

l ∈ N, l > l1, имеем |ul(x) − u(x)| < k − |u(x) − v(x)|. Тогда, взяв произ-

вольное l ∈ N, l > l1, получаем |ul(x)− v(x)| < k и, следовательно, x ∈ Hl.

Поэтому χl(x) = 1 = χ(x). Теперь можно заключить, что в любом случае

χ(x) 6 lim
l→∞

χl(x), а значит, (3.91) справедливо.

Из (3.91), (3.49), (3.63) и (3.6) вытекает, что

lim
l→∞

(ψlχl) >

( n∑
i=1

ai(x, δu)δiu+ g2

)
χ п.в. на Ω. (3.92)

Используя (3.6), (3.75)–(3.78), (3.85), лемму Фату и (3.92), устанавливаем,

что функция
( n∑
i=1

ai(x, δu)δiu+ g2

)
χ суммируема на Ω и∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)δiu+ g2

}
χdx 6

∫
Ω

f Tk(u− v) dx+

∫
H

(ϕ1 + g2) dx.

Отсюда, учитывая предложения 3.4 и 3.5, выводим неравенство (3.67).

Таким образом, установлено, что u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и справедливы свой-

ства (i) и (ii) определения 3.3. Значит, u – T -решение вариационного нера-

венства, соответствующего тройке (A, V, f). Теорема доказана.

3.4. Единственность T -решения вариационного неравенства

Дадим сначала два вспомогательных результата, которые будут ис-

пользованы в доказательстве теоремы о единственности T -решения вариа-

ционного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f) с f ∈ L1(Ω).

Лемма 3.1. Пусть f ∈ L1(Ω), и пусть u – T -решение вариационно-

го неравенства, соответствующего тройке (A, V, f). Тогда существуют

неотрицательные числа M1 и M2 такие, что для любого k > 1 справед-

ливы неравенства ∫
{|u|<k}

{ n∑
i=1

νi|δiu|qi
}
dx 6M1k, (3.93)
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meas {|u| > k} 6M2k
−q̂. (3.94)

Доказательство. Зафиксируем произвольную функцию ψ ∈ V ∩
L∞(Ω) и положим

M1 =
2

c2

{
‖g1‖L1(Ω) + ‖g2‖L1(Ω) + 2n

(c1

c2
+ 1
)n ∫

Ω

( n∑
i=1

νi|Diψ|qi
)
dx

+(1 + ‖ψ‖L∞(Ω))‖f‖L1(Ω)

}
,

M2 =
(
c0M

1/q̄
1

)n/(n−1)
.

Пусть k > 1. Положим k1 = k + ‖ψ‖L∞(Ω), k2 = k1 + ‖ψ‖L∞(Ω),

I =
n∑
i=1

∫
{|u−ψ|<k1}

νi|δiu|qidx, J =
n∑
i=1

∫
{|u−ψ|<k1}

|ai(x, δu)| |Diψ| dx.

В силу свойства (ii) из определения 3.3 имеем

〈ATk2(u), Tk1(u− ψ)〉 6
∫

Ω

f Tk1(u− ψ) dx.

Отсюда, учитывая предложения 3.4 и 3.5 и используя (3.6), получаем, что

c2I 6 k1‖f‖L1(Ω) + ‖g2‖L1(Ω) + J.

В свою очередь, используя неравенство Юнга и (3.5), находим, что

J 6
c2

2
I +

1

2
‖g1‖L1(Ω) + 2n−1

(
1 +

c1

c2

)n ∫
Ω

( n∑
i=1

νi|Diψ|qi
)
dx.

Из последних двух оценок выводим неравенство

I 6M1k. (3.95)

Далее, поскольку |Tk(u)| = k на {|u| > k}, имеем

kn/(n−1) meas {|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1) dx, (3.96)
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а так как Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), то в силу предложений 3.8 и 3.4 и неравенства

(3.95) получаем(∫
Ω

|Tk(u)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

νi |DiTk(u)|qidx

)1/nqi

= c0

n∏
i=1

(∫
{|u|<k}

νi |δiu|qidx

)1/nqi

6 c0

n∏
i=1

(∫
{|u−ψ|<k1}

νi |δiu|qidx

)1/nqi

6 c0I
1/q̄ 6 c0(M1k)1/q̄.

Отсюда и из (3.96) выводим неравенство (3.94). Кроме того, учитывая, как

и выше, что почти все точки множества {|u| < k} содержатся во множестве

{|u − ψ| < k1}, из (3.95) получаем неравенство (3.93). Тем самым лемма

доказана.

Лемма 3.2. Пусть f ∈ L1(Ω), u – T -решение вариационного нера-

венства, соответствующего тройке (A, V, f), и пусть ψ ∈ V ∩ L∞(Ω),

k > 1 и h > 1. Тогда∫
{h6|u−ψ|<h+k}

{ n∑
i=1

νi|δiu|qi
}
dx 6

2k

c2

∫
{|u−ψ|>h}

|f | dx

+
2n

c1

(
1 +

c1

c2

)n ∫
{h6|u−ψ|<h+k}

{ n∑
i=1

νi|Diψ|qi + g1 + g2

}
dx. (3.97)

Доказательство. Положим

v = ψ − Th(ψ − u), k1 = k + ‖v‖L∞(Ω).

Из определения 3.3 и предложения 3.4 следует, что∫
{|u−v|<k}

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tk1(u))DiTk(u− v)

}
dx 6 k

∫
{|u−ψ|>h}

|f | dx. (3.98)

Положим

G1 = {h 6 |u− ψ| < h+ k}, G2 = {|u− ψ| < h}.
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Заметим, что

{|u− v| < k} = G1 ∪G2, G1 ∩G2 = ∅. (3.99)

Имеем

Tk(u− v) = Tk1(u)− ψ − Th(u− ψ) п.в. на G1,

Tk(u− v) = 0 на G2.

Следовательно, для любого i ∈ {1, . . . , n}

Di Tk(u− v) = Di Tk1(u)−Diψ п.в. на G1,

Di Tk(u− v) = 0 п.в. на G2.

Отсюда и из (3.98) и (3.99) вытекает, что∫
G1

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tk1(u))Di Tk1(u)

}
dx

6
∫
G1

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tk1(u))Diψ

}
dx+ k

∫
{|u−ψ|>h}

|f | dx. (3.100)

Обозначим через I1 интеграл в левой части неравенства (3.100), а через I2

– первый интеграл в правой части неравенства (3.100). В силу (3.6) имеем

I1 > c2

∫
G1

{ n∑
i=1

νi|Di Tk1(u)|qi
}
dx−

∫
G1

g2 dx.

Отсюда и из (3.100) следует неравенство

c2

∫
G1

{ n∑
i=1

νi|Di Tk1(u)|qi
}
dx 6 k

∫
{|u−ψ|>h}

|f | dx+

∫
G1

g2 dx+ I2. (3.101)

Используя (3.5) и неравенство Юнга, находим, что

I2 6
c2

2

∫
G1

{ n∑
i=1

νi|Di Tk1(u)|qi
}
dx+

∫
G1

g1 dx

+ 2n−1
(c1

c2
+ 1
)n−1

∫
G1

{ n∑
i=1

νi|Diψ|qi
}
dx. (3.102)
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Заметим, что в силу предложения 3.4 для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Di Tk1(u) = δiu п.в. на G1. Учитывая это, из (3.101) и (3.102) выводим

неравенство (3.97). Лемма доказана.

Теорема 3.2. Пусть f ∈ L1(Ω), и пусть u1, u2 – T -решения вариаци-

онного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f). Тогда u1 = u2

п.в. на Ω.

Доказательство. Через ci, i = 3, 4, . . . , будем обозначать положи-

тельные постоянные, зависящие только от n, c1 и c2.

Зафиксируем произвольную функцию ψ ∈ V ∩ L∞(Ω) и положим

Φ =
n∑
i=1

νi|Diψ|qi + g1 + g2 + |f |.

Из леммы 3.2 следует, что если k > 1 и h > k + 1, то∫
{h−k6|uj−ψ|<h+k}

{ n∑
i=1

νi|δiuj|qi
}
dx 6 c3 k

∫
{|uj−ψ|>h−k}

Φ dx, j = 1, 2.

(3.103)

Зафиксируем произвольные k > 1 и h > k + 1. Положим

G = {|u1 − u2| < k, |u1 − ψ| < h, |u2 − ψ| < h},

G1 = {|u1 − ψ| < h, |u2 − ψ| < h},

G2 = {|u1 − ψ| > h} ∪ {|u2 − ψ| > h},

v = ψ − Th(ψ − u2), l = k + ‖v‖L∞(Ω).

В силу определения 3.3 имеем

〈ATl(u1), Tk(u1 − v)〉 6
∫
G1

f Tk(u1 − u2) dx+ k

∫
G2

|f | dx. (3.104)

Оценим снизу левую часть этого неравенства. Введем множества

E ′ = {|u1 − v| < k, |u2 − ψ| < h},

E ′′ = {|u1 − v| < k, |u2 − ψ| > h}.
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Легко видеть, что

G ⊂ E ′. (3.105)

Кроме того, имеем

E ′ \G ⊂ {h 6 |u1 − ψ| < h+ k} ∩ {h− k 6 |u2 − ψ| < h}, (3.106)

E ′′ ⊂ {h− k 6 |u1 − ψ| < h+ k}. (3.107)

Действительно, пусть x ∈ E ′ \G. Тогда

|u1(x)− u2(x)| < k, |u2(x)− ψ(x)| < h, |u1(x)− ψ(x)| > h.

Следовательно,

h 6 |u1(x)− ψ(x)| 6 |u1(x)− u2(x)|+ |u2(x)− ψ(x)|

< k + |u2(x)− ψ(x)| < h+ k.

Отсюда вытекает, что включение (3.106) справедливо. Пусть теперь x ∈ E ′′.
Значит,

|u1(x)− v(x)| < k, |u2(x)− ψ(x)| > h. (3.108)

В силу второго из этих неравенств и определения функции v имеем

v(x) = ψ(x)− h sign (ψ(x)− u2(x)). Тогда, учитывая первое из неравенств

(3.108), получаем

|u1(x)− ψ(x)| 6 |u1(x)− v(x)|+ |v(x)− ψ(x)| < h+ k,

h = |ψ(x)− v(x)| 6 |u1(x)− ψ(x)|+ |u1(x)− v(x)| < |u1(x)− ψ(x)|+ k.

Следовательно, включение (3.107) справедливо.

Далее, поскольку

Tk(u1 − v) = Tl(u1)− Tl(u2) п.в. на E ′,

для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Di Tk(u1 − v) = Di Tl(u1)−Di Tl(u2) п.в. на E ′. (3.109)
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Аналогично,

Tk(u1 − v) = Tl(u1)− ψ − Th(u2 − ψ) п.в. на E ′′,

и следовательно, для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем

Di Tk(u1 − v) = Di Tl(u1)−Diψ п.в. на E ′′. (3.110)

Учитывая (3.109) и (3.110), получаем

〈ATl(u1), Tk(u1− v)〉 =

∫
E′

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tl(u1)) [Di Tl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx

+

∫
E′′

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tl(u1)) [Di Tl(u1)−Diψ]

}
dx.

Отсюда, используя (3.105) и (3.6), выводим, что

〈ATl(u1), Tk(u1 − v)〉 >
∫
G

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tl(u1)) [Di Tl(u1)−DiTl(u2)]

}
dx

−
∫

(E′\G)∪E′′
g2 dx−

∫
E′\G

{ n∑
i=1

|ai(x,∇Tl(u1))| |Di Tl(u2)|
}
dx

−
∫
E′′

{ n∑
i=1

|ai(x,∇Tl(u1))| |Di ψ|
}
dx. (3.111)

Обозначим через I ′ и I ′′ соответственно третий и четвертый интегралы

в правой части неравенства (3.111). Используя неравенство Юнга и (3.5),

получаем

I ′ 6 c1

∫
E′\G

{ n∑
i=1

νi |Di Tl(u1)|qi
}
dx

+

∫
E′\G

{ n∑
i=1

νi |Di Tl(u2)|qi
}
dx+

∫
E′\G

g1 dx, (3.112)

I ′′ 6 c1

∫
E′′

{ n∑
i=1

νi |Di Tl(u1)|qi
}
dx

+

∫
E′′

{ n∑
i=1

νi |Di ψ|qi
}
dx+

∫
E′′
g1 dx. (3.113)
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Заметим, что в силу предложения 3.4, включений (3.106) и (3.107) и нера-

венства (3.103) имеем∫
(E′\G)∪E′′

{ n∑
i=1

νi |Di Tl(u1)|qi
}
dx

=

∫
(E′\G)∪E′′

{ n∑
i=1

νi |δiu1|qi
}
dx 6 c3 k

∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx, (3.114)

∫
E′\G

{ n∑
i=1

νi |Di Tl(u2)|qi
}
dx

=

∫
E′\G

{ n∑
i=1

νi |δiu2|qi
}
dx 6 c3 k

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx. (3.115)

Из (3.112)–(3.115) и (3.106), (3.107) вытекает, что∫
(E′\G)∪E′′

g2 dx+ I ′ + I ′′ 6 c4 k

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}
.

Отсюда и из (3.111) получаем, что

〈ATl(u1), Tk(u1 − v)〉

>
∫
G

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tl(u1)) [Di Tl(u1)−Di Tl(u2)]

}
dx

− c4 k

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}
. (3.116)

Учитывая, что в силу предложения 3.4

∇Tl(uj) = δuj п.в. на G, j = 1, 2,

из (3.116) и (3.104) выводим, что∫
G

{ n∑
i=1

ai(x, δu1) [δiu1 − δiu2]

}
dx

6
∫
G1

f Tk(u1 − u2) dx+ c5 k

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}
.
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Аналогично этому имеем∫
G

{ n∑
i=1

ai(x, δu2) [δiu2 − δiu1]

}
dx

6
∫
G1

f Tk(u2 − u1) dx+ c5 k

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}
.

Складывая последние два неравенства, заключаем, что для любых

k > 1 и h > k + 1 справедливо неравенство∫
{|u1−u2|<k,|u1−ψ|<h,|u2−ψ|<h}

{ n∑
i=1

[ai(x, δu1)− ai(x, δu2)] [δiu1 − δiu2]

}
dx

6 2 c5 k

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}
. (3.117)

Заметим, что если k > 1, то meas {|uj − ψ| > h − k} → 0 при

h → +∞, j = 1, 2. Этот факт является следствием леммы 3.1. Из него,

в свою очередь, вытекает, что если k > 1, то∫
{|uj−ψ|>h−k}

Φ dx→ 0 при h→ +∞, j = 1, 2. (3.118)

Учитывая (3.7) и используя лемму Фату, из (3.117) и (3.118) выводим,

что

δu1 = δu2 п. в. на Ω. (3.119)

Пусть снова k > 1 и h > k + 1. Положим

w = Th(u1 − ψ)− Th(u2 − ψ).

Ясно, что w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и, следовательно, Tk(w) ∈

◦
W 1,q(ν,Ω). Тогда в

силу предложения 3.8 и неравенства Юнга имеем(∫
Ω

|Tk(w)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∑
i=1

(∫
Ω

νi |Di Tk(w)|qidx

)1/qi

. (3.120)
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Введем множества

H1 = {|w| < k, |u1 − ψ| < h, |u2 − ψ| < h},

H2 = {|w| < k, |u1 − ψ| < h, |u2 − ψ| > h},

H3 = {|w| < k, |u1 − ψ| > h, |u2 − ψ| < h},

H4 = {|w| < k, |u1 − ψ| > h, |u2 − ψ| > h}.

Очевидно, что эти множества попарно не пересекаются и их объединение

есть множество {|w| < k}.
Зафиксируем произвольное i ∈ {1, . . . , n}. Учитывая (3.2) и сказанное

относительно множеств Hm, m = 1, . . . , 4, получаем∫
Ω

νi |Di Tk(w)|qi dx =
4∑

m=1

∫
Hm

νi |Diw|qi dx. (3.121)

В силу предложения 3.5 и соотношения (3.119) имеем

Diw = 0 п.в. на H1. (3.122)

Относительно множеств H2 и H3 прежде всего заметим, что

H2 ⊂ {h− k < |u1 − ψ| < h}, H3 ⊂ {h− k < |u2 − ψ| < h}. (3.123)

Кроме того, ввиду предложений 3.5 и 3.4 имеем

Diw = δiu1 −Diψ п.в. на H2, Diw = Diψ − δiu2 п.в. на H3. (3.124)

Используя (3.123), (3.124) и (3.103), устанавливаем, что∫
H2

νi |Diw|qi dx 6 2n(c3 + 1) k

∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx, (3.125)

∫
H3

νi |Diw|qi dx 6 2n(c3 + 1) k

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx. (3.126)

Наконец, в силу предложений 3.5 и 3.4 имеем

Diw = 0 п.в. на H4. (3.127)



75

Из (3.121), (3.122) и (3.125)–(3.127) вытекает, что∫
Ω

νi |Di Tk(w)|qi dx 6 2n(c3 + 1) k

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}
.

Отсюда и из (3.120) следует, что для любых k > 1 и h > k + 1 спра-

ведливо неравенство(∫
{|u1−u2|<k,|u1−ψ|<h,|u2−ψ|<h}

|u1 − u2|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0 c6 k
n∑
i=1

{∫
{|u1−ψ|>h−k}

Φ dx+

∫
{|u2−ψ|>h−k}

Φ dx

}1/qi

.

Полученный результат и утверждение (3.118) позволяют заключить,

что для любого k > 1∫
{|u1−u2|<k}

|u1 − u2|n/(n−1)dx = 0.

Следовательно, u1 = u2 п.в. на Ω. Тем самым теорема доказана.

Выводы к разделу 3

В разделе 3 диссертационной работы рассмотрены вариационные

неравенства, соответствующие нелинейному эллиптическому оператору с

анизотропными и вырождающимися (по пространственной переменной)

коэффициентами, множеству ограничений достаточно широкого класса и

правой части класса L1.

Основные результаты раздела следующие.

1. Установлено, что T -решения рассмотренных вариационных нера-

венств в случае достаточной регулярности их правой части и вовле-

ченных весовых функций совпадают с решениями вариационных нера-

венств в обычном смысле (предложение 3.9).
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2. Доказана теорема существования T -решений рассмотренных вариаци-

онных неравенств (теорема 3.1).

3. Доказана теорема единственности T -решений рассмотренных вариа-

ционных неравенств (теорема 3.2).

Реализация общего подхода L1-теории разрешимости нелинейных эл-

липтических задач, основанного на изучении решений соответствующих

аппроксимирующих задач и предельных переходах в этих задачах, пока-

зывает, что в случае рассматриваемых вариационных неравенств с анизо-

тропными и вырождающимися (по пространственной переменной) коэффи-

циентами и L1-правыми частями для существования подходящих решений

(T -решений) этих вариационных неравенств нужны, по существу, мини-

мальные условия на вовлеченные весовые функции. При этом понятие T -

решения можно считать естественным обобщением на случай L1-данных

обычного понятия решения вариационного неравенства, используемого в

случае достаточно регулярных данных.

Основные результаты, изложенные в разделе 3, анонсированы в замет-

ке [62] и опубликованы с полными доказательствами сначала в препринте

[13], а затем в статье [14].
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РАЗДЕЛ 4

СВОЙСТВА СУММИРУЕМОСТИ T -РЕШЕНИЙ

И СУЩЕСТВОВАНИЕ W 1,1-РЕШЕНИЙ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

АНИЗОТРОПНЫХ ВАРИАЦИОННЫХ НЕРАВЕНСТВ С L1-ДАННЫМИ

4.1. Суммируемость T -решений вариационных неравенств

с L1-данными

Прежде всего напомним один общий результат относительно сумми-

руемости функций u : Ω → R, для которых имеется квалифицированная

оценка мер множеств {|u| > k}, k ∈ N.

Лемма 4.1. Пусть u – измеримая функция на Ω, M > 0, γ > 0,

и пусть для любого k ∈ N meas{|u| > k} 6 Mk−γ. Тогда для любого

λ ∈ (0, γ) имеем u ∈ Lλ(Ω).

По поводу доказательства этого результата см., например, лемму 2.6

в [6] или более общий результат – лемму 2.1 в [59].

Основным в данном подразделе является следующий результат.

Теорема 4.1. Пусть m ∈ Rn и выполняется условие:

для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем mi > 1/(qi− 1) и 1/νi ∈ Lmi(Ω). (4.1)

Пусть f ∈ L1(Ω) и u – T -решение вариационного неравенства, соответ-

ствующего тройке (A, V, f). Тогда:

1) для любого λ, 0 < λ < pm(q̄ − 1)/q̄, имеем u ∈ Lλ(Ω);

2) для любых i ∈ {1, . . . , n} и λ, 0 < λ < qipm(q̄−1)
pm(q̄−1)+q̄ , имеем ν

1/qi
i δiu ∈

Lλ(Ω).

Доказательство. В силу леммы 3.1 существует M1 > 0 такое, что
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для любого k > 1 ∫
{|u|<k}

{ n∑
i=1

νi|δiu|qi
}
dx 6M1k. (4.2)

Пусть k > 1. Поскольку u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), имеем Tk(u) ∈

◦
W 1,q(ν,Ω).

Тогда, используя условие (4.1), предложения 3.7 и 3.4, а также неравенство

(4.2), получаем(∫
Ω

|Tk(u)|pmdx

)1/pm

6 c
n∏
i=1

(∫
{|u|<k}

νi|δiu|qidx

)1/nqi

6 c(M1k)1/q̄. (4.3)

Кроме того, аналогично неравенству (3.96) имеем

kpmmeas{|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|pmdx.

Отсюда и из (4.3) выводим, что для любого k > 1

meas{|u| > k} 6 cpmM
pm/q̄
1 k−pm(q̄−1)/q̄. (4.4)

Полученный результат и лемма 4.1 приводят к заключению, что утвер-

ждение 1) справедливо.

Далее, положим p̄m = pm(q̄ − 1)/q̄, и пусть i ∈ {1, . . . , n} и 0 < λ <

qip̄m/(p̄m + 1). Зафиксируем произвольное k > 1 и положим h = kqi/(p̄m+1).

В силу (4.4) имеем

meas{|u| > h} 6 cpmM
pm/q̄
1 h−p̄m, (4.5)

а из (4.2) следует, что ∫
{|u|<h}

νi|δiu|qidx 6M1h.

Но ясно, что

kqimeas{ν1/qi
i |δiu| > k, |u| < h} 6

∫
{|u|<h}

νi|δiu|qidx.

Из двух последних неравенств вытекает, что

meas{ν1/qi
i |δiu| > k, |u| < h} 6M1h

−p̄m.
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Отсюда и из (4.5) выводим, что для любого k > 1

meas{ν1/qi
i |δiu| > k} 6 (cpmM

pm/q̄
1 +M1)k

−qip̄m/(p̄m+1).

Полученный результат и лемма 4.1 позволяют заключить, что ν
1/qi
i δiu

∈ Lλ(Ω). Значит, утверждение 2) справедливо. Теорема доказана.

Следствие 4.1. Пусть f ∈ L1(Ω), и пусть u – T -решение вариаци-

онного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f). Тогда:

1) для любого λ ∈ (0, q̂), имеем u ∈ Lλ(Ω);

2) для любых i ∈ {1, . . . , n} и λ, 0 < λ < qiq̂
q̂+1 , имеем ν

1/qi
i δiu ∈ Lλ(Ω).

Доказательство. Пусть m ∈ Rn, причем для любого i ∈ {1, . . . , n}
mi = 1/(qi−1). Тогда ввиду второго из включений (3.1) выполняется усло-

вие (4.1). Учитывая это, из теоремы 4.1 и (3.4) выводим, что утверждения

1) и 2) справедливы. Следствие доказано.

Как видно, формулировка следствия 4.1 не предполагает никаких до-

полнительных условий относительно чисел qi и весовых функций νi,

i = 1, . . . , n, и поскольку q̂ < 1, из этого следствия, вообще говоря, нель-

зя заключить, что для любой функции f ∈ L1(Ω) T -решение вариаци-

онного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), есть суммируемая

функция. Условия принадлежности T -решений пространству L1(Ω) легко

вывести из теоремы 4.1. Именно, имеет место такой результат.

Следствие 4.2. Пусть m ∈ Rn, причем выполняется условие (4.1) и
n∑
i=1

1 + 2mi

miqi
< n+ 1. (4.6)

Пусть f ∈ L1(Ω) и u – T -решение вариационного неравенства, соответ-

ствующего тройке (A, V, f). Тогда u ∈ L1(Ω).

Доказательство. В силу (3.4) имеем

1

pm
=

1

n

(
n∑
i=1

1

miqi
− 1

)
+

1

q
, (4.7)
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а в силу (4.6) справедливо неравенство

1

n

(
n∑
i=1

1

miqi
− 1

)
< 1− 2

q
.

Из этого неравенства и равенства (4.7) вытекает, что

1

pm
< 1− 1

q
.

Поэтому

1 <
pm(q̄ − 1)

q̄
.

Отсюда и из утверждения 1) теоремы 4.1 выводим, что u ∈ L1(Ω). След-

ствие доказано.

Заметим, что согласно определению 3.3, если f ∈ L1(Ω), то T -решение

вариационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), есть эле-

мент функционального класса
◦
T 1,q(ν,Ω), и, вообще говоря, это решение не

является элементом соболевского пространства W 1,1(Ω). По этому поводу

см., в частности, пример в [14]. Следующий результат дает достаточные

условия принадлежности T -решений пространству
◦
W 1,1(Ω).

Следствие 4.3. Пусть m ∈ Rn, причем mi > 0, i = 1, . . . , n. Пусть

для любого i ∈ {1, . . . , n}

1

mi
+

q̄

n(q̄ − 1)

n∑
j=1

1

mjqj
< qi − 1− n− q̄

n(q̄ − 1)
, (4.8)

1/νi ∈ Lmi(Ω). (4.9)

Пусть f ∈ L1(Ω) и u – T -решение вариационного неравенства, соответ-

ствующего тройке (A, V, f). Тогда u ∈
◦
W 1,1(Ω).

Доказательство. Из (4.8) и (4.9) вытекает, что выполняется усло-

вие (4.1). Тогда справедливо утверждение 2) теоремы 4.1.

Зафиксируем i ∈ {1, . . . , n} и положим

ti =
mi qi

mi qi − 1
.
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В силу (3.4) имеем

1

pm
=

1

n

(
n∑
j=1

1

mjqj
− 1

)
+

1

q
, (4.10)

а в силу (4.8) справедливо неравенство

1

n

(
n∑
j=1

1

mjqj
− 1

)
<
q − 1

q

(
qi −

1

mi

)
− 1 .

Используя это неравенство для оценки правой части равенства (4.10), по-

лучим
1

pm
<
q − 1

q

(
qi −

1

mi
− 1

)
.

Отсюда вытекает, что

qi −
1

mi
> 1 +

q̄

pm(q̄ − 1)
.

В свою очередь, из последнего неравенства, учитывая определение ti, вы-

водим, что

ti <
qi pm(q̄ − 1)

pm(q̄ − 1) + q̄
.

Отсюда и из утверждения 2) теоремы 4.1 получаем ν
1/qi
i δiu ∈ Lti(Ω). Из

этого включения, (4.9) и того, что ввиду неравенства Юнга

|δiu| 6 (1/νi)
mi + |ν1/qi

i δiu|ti п. в. на Ω,

выводим включение δiu ∈ L1(Ω).

Теперь можно заключить, что |δu| ∈ L1(Ω). Отсюда и из предложения

3.6 получаем, что u ∈
◦
W 1,1(Ω). Следствие доказано.

Замечание 4.1. Очевидно, что необходимым условием для того, что-

бы для любого i ∈ {1, . . . , n} имело место неравенство (4.8), является тре-

бование

q− >
(n− 1)q̄

n(q̄ − 1)
. (4.11)
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В свою очередь, необходимыми для выполнения неравенства (4.11) явля-

ются следующие условия:

q̄ > 2− 1

n
, (4.12)

q− >
n2

n2 − n+ 1
, (4.13)

q+ − q− <
q+

q+ − 1

(
q+ − 2 +

1

n

)
. (4.14)

Действительно, пусть неравенство (4.11) справедливо. Тогда для любого

i ∈ {1, . . . , n} имеем
1

qi
<
n(q̄ − 1)

(n− 1)q̄

и следовательно,
n∑
i=1

1

qi
<
n2(q̄ − 1)

(n− 1) q̄
.

Отсюда и из определения числа q̄ выводим неравенство (4.12). Далее, по-

скольку q+ < n, имеем

1

q̄
>

1

n

( 1

q−
+
n− 1

n

)
.

Тогда
n− 1

n
− 1

n

( 1

q−
− 1

n

)
>
q̄ − 1

q̄
.

Из этого неравенства и (4.11) вытекает, что

1− 1

n− 1

( 1

q−
− 1

n

)
>

1

q−
.

Отсюда получаем неравенство (4.13). Наконец, так как q+ > q̄, то

q̄

q̄ − 1
>

q+

q+ − 1
.

Из этого неравенства и (4.11) следует, что

q− >
(n− 1) q+

n(q+ − 1)
.

Отсюда выводим неравенство (4.14).
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Замечание 4.2. В случае q− = q+ условие (4.11) эквивалентно тре-

бованию q− > 2 − 1/n, обеспечивающему существование слабых решений

(т.е. решений из
◦
W 1,1(Ω)) невырождающихся изотропных уравнений вто-

рого порядка с L1-правыми частями (см., например, [37]), причем при на-

рушении последнего требования такие решения существуют не для всякой

правой части из L1(Ω). По этому поводу см. [29].

Приведем два простых результата, вытекающих из следствия 4.3.

Следствие 4.4. Пусть справедливо неравенство (4.11) и для любого

i ∈ {1, . . . , n} имеем 1/νi ∈ L∞(Ω). Пусть f ∈ L1(Ω) и u – T -решение

вариационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f). Тогда

u ∈
◦
W 1,1(Ω).

Доказательство. Пусть m∗ – положительное число такое, что

1

m∗
<
q̄ − 1

q̄

{
q− −

(n− 1) q̄

n(q̄ − 1)

}
, (4.15)

и пусть m ∈ Rn, причем для любого i ∈ {1, . . . , n} mi = m∗. Тогда в силу

(4.15) для любого i ∈ {1, . . . , n} справедливо неравенство (4.8). Кроме того,

для любого i ∈ {1, . . . , n} верно включение (4.9). Теперь из следствия 4.3

вытекает требуемый результат. Следствие доказано.

Следствие 4.5. Пусть q− = q+ > 2 − 1/n, t > (q+ − 2 + 1/n)−1

и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем 1/νi ∈ Lt(Ω). Пусть f ∈ L1(Ω) и

u – T -решение вариационного неравенства, соответствующего тройке

(A, V, f). Тогда u ∈
◦
W 1,1(Ω).

Доказательство. Пусть m ∈ Rn, причем для любого i ∈ {1, . . . , n}
mi = t. Тогда для любого i ∈ {1, . . . , n} имеют место соотношения (4.8) и

(4.9). Отсюда и из следствия 4.3 выводим требуемый результат. Следствие

доказано.

Отметим, что теорема 4.1 и следствия 4.1–4.5 были установлены в ра-

боте [14]. Заметим также, что результаты об улучшении свойств суммиру-
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емости T -решений рассматриваемых вариационных неравенств в зависи-

мости от улучшения таких свойств у функции f могут быть получены с

использованием приемов, предложенных в [7, 9, 59] в отношении решений

изотропных уравнений второго порядка.

4.2. Невесовое условие принадлежности T -решений

вариационных неравенств классу L1

В предыдущем подразделе показано (см. следствие 4.2), что при опре-

деленных условиях относительно чисел qi и показателей mi, характеризу-

ющих суммируемость функций 1/νi, i = 1, . . . , n, T -решения исследуемых

вариационных неравенств с L1-правыми частями принадлежат простран-

ству L1. В данном подразделе устанавливается, что принадлежность изуча-

емых T -решений классу L1 можно обеспечить только за счет повышенной

суммируемости правой части неравенства.

Теорема 4.2. Пусть σ > n/q и f ∈ Lσ(Ω). Пусть u – T -решение

вариационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f). Тогда

существует λ0 > 1, зависящее только от n, q и σ, такое, что для

любого λ ∈ [1, λ0) имеем u ∈ Lλ(Ω).

Доказательство. Положим

σ1 =
n

2q
+

1

2
min(σ, n).

Имеем n/q < σ1 < n, σ1 < σ. Следовательно, f ∈ Lσ1(Ω).

Положим

σ2 =
n− σ1

σ1(n− 1)
, σ3 =

1− σ2

q
.

Легко видеть, что σ2 ∈ (0, 1). Следовательно, σ3 ∈ (0, 1).

Положим

σ4 =
σ2

q(1− σ3)
, λ0 =

n(1− σ4)

n− 1
.

Поскольку σ1 > n/q, имеем λ0 > 1.
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Теперь, учитывая условие (3.8), зафиксируем функцию ψ ∈ V ∩L∞(Ω)

и положим

M =

∫
Ω

{
n∑
i=1

νi|Diψ|qi
}
dx.

Через ci, i = 3, 4, . . . , будем обозначать положительные постоянные,

зависящие только от n, q, c0, c1, c2, σ, M , ‖g1‖L1(Ω), ‖g2‖L1(Ω), ‖f‖Lσ1(Ω) и

‖ψ‖L∞(Ω).

Зафиксируем k > 1 и положим

k1 = k + ‖ψ‖L∞(Ω), k2 = k1 + ‖ψ‖L∞(Ω),

I =

∫
{|u−ψ|<k1}

{
n∑
i=1

νi|DiTk2(u)|qi
}
dx, I1 =

∫
Ω

{
n∑
i=1

νi|DiTk1(u− ψ)|qi
}
dx,

J =

∫
{|u−ψ|<k1}

{
n∑
i=1

ai(x,∇Tk2(u))Diψ

}
dx.

В силу определения 3.3 имеем

〈ATk2(u), Tk1(u− ψ)〉 6
∫

Ω

fTk1(u− ψ)dx. (4.16)

При этом из определения оператора A и предложений 3.4 и 3.5 следует,

что

〈ATk2(u), Tk1(u− ψ)〉 =

∫
{|u−ψ|<k1}

{
n∑
i=1

ai(x,∇Tk2(u))DiTk2(u)

}
dx− J.

(4.17)

В свою очередь, ввиду (3.6) имеем∫
{|u−ψ|<k1}

{
n∑
i=1

ai(x,∇Tk2(u))DiTk2(u)

}
dx > c2I − ‖g2‖L1(Ω). (4.18)

Из (4.16)–(4.18) выводим неравенство

c2I 6
∫

Ω

fTk1(u− ψ)dx+ ‖g2‖L1(Ω) + J. (4.19)

Используя (3.5) и неравенство Юнга, для последнего слагаемого в правой

части (4.19) получаем следующую оценку:

J 6
c2

2
I + c3.
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Отсюда и из (4.19) вытекает, что

I 6
2

c2

∫
Ω

fTk1(u− ψ)dx+ c4. (4.20)

Теперь оценим интеграл в правой части неравенства (4.20). Имеем∫
Ω

fTk1(u− ψ)dx 6
∫

Ω

|f ||Tk1(u− ψ)|σ2|Tk1(u− ψ)|1−σ2dx

6 k1
σ2

∫
Ω

|f ||Tk1(u− ψ)|1−σ2dx. (4.21)

Поскольку f ∈ Lσ1(Ω), используя неравенство Гельдера и учитывая опре-

деление числа σ2, получаем∫
Ω

|f ||Tk1(u− ψ)|1−σ2dx 6 ‖f‖Lσ1(Ω)

(∫
Ω

|Tk1(u− ψ)|n/(n−1)dx

)(σ1−1)/σ1

.

(4.22)

Так как Tk1(u− ψ) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), из предложения 3.8 выводим, что(∫

Ω

|Tk1(u− ψ)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0I1
1/q. (4.23)

Из (4.21)–(4.23) следует неравенство∫
Ω

fTk1(u− ψ)dx 6 c5k1
σ2I1

σ3.

Отсюда и из (4.20) получаем, что

I 6 c6k
σ2I1

σ3 + c4. (4.24)

Используя неравенство Юнга с показателями 1/(1−σ3) и 1/σ3, устанавли-

ваем

c6k
σ2I1

σ3 = 2nσ3c6k
σ2 · 2−nσ3I1

σ3 6 c7k
σ2/(1−σ3) + 2−nI1. (4.25)

В свою очередь, используя предложения 3.4 и 3.5, находим, что

I1 6 2n−1I + 2n−1M. (4.26)

Из (4.24)–(4.26) вытекает неравенство

I 6 c8k
σ2/(1−σ3). (4.27)
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Легко видеть, что ∫
{|u|<k}

{
n∑
i=1

νi|DiTk2(u)|qi
}
dx 6 I. (4.28)

Кроме того, используя предложение 3.4, устанавливаем, что
n∑
i=1

∫
Ω

νi|DiTk(u)|qidx =

∫
{|u|<k}

{
n∑
i=1

νi|DiTk2(u)|qi
}
dx. (4.29)

Из (4.27)–(4.29) получаем неравенство
n∑
i=1

∫
Ω

νi|DiTk(u)|qidx 6 c8k
σ2/(1−σ3), (4.30)

а поскольку Tk(u) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), в силу предложения 3.8 имеем(∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1)dx

)(n−1)/n

6 c0

n∏
i=1

(∫
Ω

νi|DiTk(u)|qidx
)1/nqi

.

Отсюда и из (4.30) вытекает, что∫
Ω

|Tk(u)|n/(n−1)dx 6 c9k
nσ4/(n−1). (4.31)

В свою очередь, учитывая, что для любого s ∈ R, |s| > k, справедливо

равенство |Tk(s)| = k, получаем неравенство

kn/(n−1)meas{|u| > k} 6
∫

Ω

|Tk(u)|n/(n−1)dx. (4.32)

Из (4.31) и (4.32) следует, что

meas{|u| > k} 6 c9k
−λ0.

Поскольку полученное неравенство верно для любого k > 1, применяя

лемму 4.1, заключаем, что для любого λ ∈ [1, λ0) справедливо включение

u ∈ Lλ(Ω). Теорема доказана.

Отметим, что эта теорема установлена в работе [4]. В ее доказатель-

стве при оценке интеграла I использованы приемы, аналогичные предло-

женным в лемме 6 из работы [7].
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4.3. Существование W 1,1-решений вырождающихся

анизотропных вариационных неравенств с L1-данными

Определение 4.1. Пусть f ∈ L1(Ω). W 1,1-решением вариационно-

го неравенства, соответствующего тройке (A, V, f), будем называть T -

решение вариационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f),

в случае принадлежности этого решения пространству
◦
W 1,1(Ω).

Из теоремы 3.1 и следствия 4.3 вытекает такой результат.

Теорема 4.3. Пусть m ∈ Rn, причем mi > 0, i = 1, . . . , n. Пусть

для любого i ∈ {1, . . . , n} справедливы неравенство (4.8) и включение

(4.9). Пусть f ∈ L1(Ω). Тогда существует W 1,1-решение вариационного

неравенства, соответствующего тройке (A, V, f).

Что касается единственности W 1,1-решения, легко видеть, что из тео-

ремы 3.2 вытекает следующий результат.

Теорема 4.4. Пусть f ∈ L1(Ω), и пусть u1, u2 – W 1,1-решения

вариационного неравенства, соответствующего тройке (A, V, f). Тогда

u1 = u2 п.в. на Ω.

Из теорем 4.1, 4.3 и 4.4 выводим такой результат.

Теорема 4.5. Пусть m ∈ Rn, причем mi > 0, i = 1, . . . , n. Пусть для

любого i ∈ {1, . . . , n} справедливы неравенство (4.8) и включение (4.9).

Пусть f ∈ L1(Ω). Тогда справедливы следующие утверждения:

1) существует единственное W 1,1-решение u вариационного нера-

венства, соответствующего тройке (A, V, f);

2) для любого λ, 0 < λ < pm(q̄ − 1)/q̄, имеем u ∈ Lλ(Ω);

3) для любых i ∈ {1, . . . , n} и λ, 0 < λ < qipm(q̄−1)
pm(q̄−1)+q̄ , имеем ν

1/qi
i Diu ∈

Lλ(Ω).
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Как видим, этот результат является следствием результатов, установ-

ленных в [14] и изложенных в разделе 3 и подразделе 4.1 данной диссерта-

ции. Заметим, что ранее подобный результат о существовании решений в

пространстве
◦
W 1,1(Ω) вырождающихся анизотропных вариационных нера-

венств с L1-данными был получен в работе [2] с теми отличительными

предположениями, что:

а) множество ограничений лежит, вообще говоря, в более узком весо-

вом анизотропном пространстве Соболева, является замкнутым и выпук-

лым в этом пространстве, и, кроме того, содержит его нулевой элемент;

б) функции νi, i = 1, . . . , n, имеют повышенную суммируемость, вслед-

ствие чего для соответствующего решения u было получено утверждение

о суммируемости функций ai(x,∇u), i = 1, . . . , n.

Остановимся на упомянутом результате более подробно.

ЧерезW1,q(ν,Ω) обозначим множество всех функций u ∈ Lq−(Ω), име-

ющих обобщенные производные первого порядкаDiu со свойством νi|Diu|qi

∈ L1(Ω), i ∈ {1, . . . , n}. Множество W1,q(ν,Ω) есть рефлексивное банахово

пространство с нормой

‖u‖W1,q(ν,Ω) =

(∫
Ω

|u|q− dx
)1/q−

+
n∑
i=1

(∫
Ω

νi|Diu|qi dx
)1/qi

.

Через
◦
W1,q(ν,Ω) обозначим замыкание множества C∞0 (Ω) в W1,q(ν,Ω).

Далее, пусть θ0 : Ω→ R – функция такая, что для любого x ∈ Ω имеем

θ0(x) = 0. Очевидно, что θ0 ∈
◦
W1,q(ν,Ω).

Пусть V – замкнутое выпуклое множество в
◦
W1,q(ν,Ω), удовлетворя-

ющее условиям:

θ0 ∈ V , (4.33)

если u, v ∈ V и k > 0, то u− Tk(u− v) ∈ V . (4.34)

Положим

Q1 = min

{
n− n− 1

q−
, 1 +

n− 1

q+

}
,
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Q2 = min

{
(q− − 1)n+ 1− q−

n∑
i=1

1

qi
, 1 +

n

q+ − 1
− q+

q+ − 1

n∑
i=1

1

qi

}
.

Кроме того, для любогоm ∈ Rn с положительными координатами положим

q̂m =
pm(q − 1)

q
.

В работе [2] установлен следующий результат.

Теорема 4.6. Пусть f ∈ L1(Ω). Предположим, что
n∑
i=1

1

qi
< Q1, (4.35)

и пусть существуют m, σ ∈ Rn с положительными координатами та-

кие, что
n∑
i=1

1

miqi
< Q2, (4.36)

и для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем 1/νi ∈ Lmi(Ω), νi ∈ Lσi(Ω),

1

mi

(
n−

n∑
j=1

1

qj

)
+

n∑
j=1

1

mjqj
< 1 + (qi − 1)n− qi

n∑
j=1

1

qj
, (4.37)

1

σi
< 1− (qi − 1)

(
n∑
j=1

1 +mj

mjqj
− 1

)(
n−

n∑
j=1

1

qj

)−1

. (4.38)

Тогда существует функция u ∈
◦
W 1,1(Ω) такая, что

1) для любого k ∈ N имеем Tk(u) ∈ V ;
2) для любых k ∈ N и ϕ ∈ C∞0 (Ω) имеем Tk(u− ϕ) ∈

◦
W1,q(ν,Ω);

3) для любого λ ∈ (1, q̂m) имеем u ∈ Lλ(Ω);

4) для любого i ∈ {1, . . . , n} и любого µ ∈
(

1, qiq̂mq̂m+1

)
имеем νi

1/qiDiu ∈
Lµ(Ω);

5) для любого i ∈ {1, . . . , n} и любого p ∈
(

0, qiq̂m
(q̂m+1)(qi−1)

)
имеем

(1/νi)
1/qiai(x,∇u) ∈ Lp(Ω);

6) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x,∇u) ∈ L1(Ω);
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7) для любых k ∈ N и ϕ ∈ C∞0 (Ω) ∩ V справедливо неравенство∫
Ω

{
n∑
i=1

ai(x,∇u)DiTk(u− ϕ)

}
dx 6

∫
Ω

fTk(u− ϕ)dx. (4.39)

Доказательство этой теоремы проводится по той же схеме, что и до-

казательство теоремы 3.1.

Сделаем несколько замечаний, которые позволят упростить формули-

ровку теоремы 4.6.

Прежде всего заметим, что из неравенства (4.37) вытекает неравенство
n∑
i=1

1

miqi
< 1 + (q− − 1)n− q−

n∑
i=1

1

qi
, (4.40)

а из неравенства (4.38) следует неравенство
n∑
i=1

1

miqi
<

n

q+ − 1
+ 1− q+

q+ − 1

n∑
i=1

1

qi
. (4.41)

Таким образом, заключаем, что неравенство (4.36) является необходимым

для того, чтобы оба неравенства (4.37) и (4.38) были справедливы.

В свою очередь, из (4.40) и (4.41) вытекает, что

q−

n∑
i=1

1

qi
< n(q− − 1) + 1,

q+

q+ − 1

n∑
i=1

1

qi
< 1 +

n

q+ − 1
,

и, следовательно, выполняется неравенство (4.35). Таким образом, неравен-

ство (4.35) тоже является необходимым для того, чтобы оба неравенства

(4.37) и (4.38) были справедливы.

Далее, учитывая определение числа q, замечаем, что неравенство

(4.37) эквивалентно неравенству (4.8), а неравенство (4.38) эквивалентно

неравенству
1

σi
< 1− (qi − 1)q

n(q − 1)

(
n∑
j=1

1

mjqj
+
n

q
− 1

)
.

Учитывая сделанные замечания, получаем следующую эквивалентную

формулировку теоремы 4.6.
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Теорема 4.7. Пусть f ∈ L1(Ω). Предположим, что существуют

m, σ ∈ Rn с положительными координатами такие, что для любого

i ∈ {1, . . . , n} имеем 1/νi ∈ Lmi(Ω), νi ∈ Lσi(Ω),

1

mi
+

q̄

n(q̄ − 1)

n∑
j=1

1

mjqj
< qi − 1− n− q̄

n(q̄ − 1)
, (4.42)

1

σi
< 1− (qi − 1)q

n(q − 1)

(
n∑
j=1

1

mjqj
+
n

q
− 1

)
. (4.43)

Тогда существует функция u ∈
◦
W 1,1(Ω) такая, что справедливы утвер-

ждения 1) – 7) теоремы 4.6.

Доказательство. Не повторяя соответствующих рассуждений, из-

ложенных в [2], и аналогичных тем, которые содержатся в доказательстве

теоремы 3.1, дадим обоснование заключения теоремы, используя в основ-

ном теорему 4.5.

Прежде всего заметим, что
◦
W1,q(ν,Ω) ⊂

◦
W 1,q(ν,Ω).

Тогда V ⊂
◦
W 1,q(ν,Ω). Пусть V – замыкание множества V в

◦
W 1,q(ν,Ω). Учи-

тывая, что множество V выпуклое и справедливо включение (4.33), заклю-

чаем, что V – замкнутое выпуклое множество в
◦
W 1,q(ν,Ω) и V ∩L∞(Ω) 6= ∅.

Кроме того, принимая во внимание справедливость условия (4.34), устанав-

ливаем, что из u, v ∈ V и k > 0 вытекает включение u − Tk(u − v) ∈ V .

Таким образом, множество V удовлетворяет условиям (3.8) и (3.9).

Покажем, что имеют место следующие включения:
◦
W 1,q(ν,Ω) ∩ L∞(Ω) ⊂

◦
W1,q(ν,Ω), (4.44)

V ∩ L∞(Ω) ⊂ V . (4.45)

Пусть w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) ∩ L∞(Ω). Поскольку w ∈

◦
W 1,q(ν,Ω), существует

последовательность {wj} ⊂ C∞0 (Ω) такая, что

wj → w сильно в
◦
W 1,q(ν,Ω). (4.46)
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Учитывая, что w ∈ L∞(Ω), зафиксируем k > ‖w‖L∞(Ω). Тогда

Tk(w) = w почти всюду на Ω. (4.47)

В силу (4.46) существует последовательность {jl} ⊂ N такая, что wjl → w

почти всюду на Ω. Отсюда и из (4.47) вытекает, что Tk(wjl) → w почти

всюду на Ω. Тогда

Tk(wjl)→ w сильно в Lq−(Ω). (4.48)

Имеем {Tk(wjl)} ⊂
◦
W1,q(ν,Ω), причем последовательность {Tk(wjl)} огра-

ничена в
◦
W1,q(ν,Ω). Тогда в силу рефлексивности пространства

◦
W1,q(ν,Ω)

существуют функция z ∈
◦
W1,q(ν,Ω) и возрастающая последовательность

{ls} ⊂ N такие, что

Tk(wjls)→ z слабо в
◦
W1,q(ν,Ω).

Следовательно, Tk(wjls) → z слабо в Lq−(Ω). Отсюда и из (4.48) вытекает,

что w = z п. в. на Ω. Поэтому w ∈
◦
W1,q(ν,Ω). Тем самым справедливость

включения (4.44) установлена.

Докажем включение (4.45). Пусть w ∈ V ∩ L∞(Ω). Тогда в силу опре-

деления множества V существует последовательность {wj} ⊂ V такая, что

wj → w сильно в
◦
W 1,q(ν,Ω). Используя это и рассуждая так же, как и при

доказательстве включения (4.44), устанавливаем, что w ∈
◦
W1,q(ν,Ω) и при

k > ‖w‖L∞(Ω) для некоторой возрастающей последовательности {jl} ⊂ N

имеем

Tk(wjl)→ w слабо в
◦
W1,q(ν,Ω). (4.49)

При этом в силу (4.33) и (4.34) имеем {Tk(wj)} ⊂ V . Тогда, учитывая (4.49)

и то, что множество V замкнутое и выпуклое в
◦
W1,q(ν,Ω), получаем, что

w ∈ V . Тем самым справедливость включения (4.45) доказана.

Учитывая, что V – замкнутое выпуклое множество в
◦
W 1,q(ν,Ω), удо-

влетворяющее условиям (3.8) и (3.9), и используя теорему 4.5, приходим к
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выводу, что существует функция u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) ∩

◦
W 1,1(Ω) такая, что спра-

ведливы утверждения:

(a) для любых v ∈ V ∩ L∞(Ω) и k > 1 имеем v − Tk(v − u) ∈ V ;

(b) если v ∈ V ∩ L∞(Ω), k > 1 и k1 = k + ‖v‖L∞(Ω), то

〈ATk1(u), Tk(u− v)〉 6
∫

Ω

f Tk(u− v)dx;

(c) для любого λ ∈ (0, q̂m) имеем u ∈ Lλ(Ω);

(d) для любых i ∈ {1, . . . , n} и λ ∈
(

0, qiq̂mq̂m+1

)
имеем νi

1/qiDiu ∈ Lλ(Ω).

Из утверждения (a), (4.33) и (4.45) вытекает, что утверждение 1) тео-

ремы 4.6 справедливо. Кроме того, из предложения 3.5 и включения (4.44)

следует, что верно утверждение 2) теоремы 4.6.

Утверждение (c) влечет справедливость утверждения 3) теоремы 4.6.

Заметим при этом, что в силу (4.42) и (4.43)

q̂m > max

{
1

q− − 1
, q+ − 1

}
, (4.50)

и следовательно, q̂m > 1.

Далее, ввиду утверждения (d) справедливо утверждение 4) теоремы

4.6. Заметим при этом, что в силу неравенства (4.50) для любого i ∈
{1, . . . , n} имеем 1 < qiq̂m/(q̂m + 1).

Докажем справедливость утверждения 5) теоремы 4.6. Пусть i ∈
{1, . . . , n} и p ∈

(
0, qiq̂m

(q̂m+1)(qi−1)

)
. Используя условие (3.5), получаем, что

∣∣∣(1/νi)1/qiai(x,∇u)
∣∣∣p 6 (c1 + 1)

n∑
j=1

(
νj

1/qj |Dju|
)pqj(qi−1)/qi

+ g1 + 1 п.в. на Ω.

(4.51)

Поскольку g1 ∈ L1(Ω) и в силу утверждения (d) для любого j ∈ {1, . . . , n}
имеем νj1/qjDju ∈ Lpqj(qi−1)/qi(Ω), то из (4.51) следует, что (1/νi)

1/qiai(x,∇u)

∈ Lp(Ω), и значит, утверждение 5) теоремы 4.6 справедливо.
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Теперь докажем, что справедливо утверждение 6) теоремы 4.6. Пусть

i ∈ {1, . . . , n}. Имеем

νi ∈ Lσi(Ω). (4.52)

Кроме того, из (4.43) и определения чисел pm и q̂m следует, что 1/σi < 1−
(qi − 1)/q̂m. Поэтому

σiqi
σiqi − 1

<
qiq̂m

(q̂m + 1)(qi − 1)
.

Тогда в силу утверждения 5) теоремы 4.6 имеем

(1/νi)
1/qiai(x,∇u) ∈ Lσiqi/(σiqi−1)(Ω). (4.53)

Наконец, используя неравенство Юнга с показателями σiqi/(σiqi−1) и σiqi,

получаем, что

|ai(x,∇u)| 6 νi
σi +

∣∣∣(1/νi)1/qiai(x,∇u)
∣∣∣σiqi/(σiqi−1)

п.в. на Ω. (4.54)

Из (4.52)–(4.54) вытекает, что ai(x,∇u) ∈ L1(Ω). Тем самым справедли-

вость утверждения 6) теоремы 4.6 установлена.

Наконец, докажем справедливость утверждения 7) теоремы 4.6. За-

фиксируем произвольные k ∈ N и ϕ ∈ C∞0 (Ω) ∩ V . Положим k1 = k+

‖ϕ‖L∞(Ω). Поскольку V ⊂ V , имеем ϕ ∈ V ∩ L∞(Ω). Тогда в силу утвер-

ждения (b) справедливо неравенство

〈ATk1(u), Tk(u− ϕ)〉 6
∫

Ω

fTk(u− ϕ)dx. (4.55)

Так как Tk1(u), Tk(u−ϕ) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), то согласно определению оператора

A имеем

〈ATk1(u), Tk(u− ϕ)〉 =

∫
Ω

{
n∑
i=1

ai(x,∇Tk1(u))DiTk(u− ϕ)

}
dx. (4.56)

При этом ввиду включения u ∈
◦
W 1,1(Ω) имеем

∇Tk1(u) = ∇u п.в. на {|u| < k1}, (4.57)
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а так как u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) и ϕ ∈

◦
W 1,q(ν,Ω)∩L∞(Ω), то из предложений 3.5 и

3.4 вытекает, что если meas{|u− ϕ| > k} > 0, то для любого i ∈ {1, . . . , n}
имеем DiTk(u−ϕ) = 0 п.в. на {|u−ϕ| > k}. Используя это вместе с (4.56)

и (4.57), получаем, что

〈ATk1(u), Tk(u− ϕ)〉 =

∫
Ω

{
n∑
i=1

ai(x,∇u)DiTk(u− ϕ)

}
dx.

Отсюда и из (4.55) выводим неравенство (4.39). Тем самым справедливость

утверждения 7) теоремы 4.6 установлена. Это завершает доказательство

теоремы 4.7.

Замечание 4.3. С учетом определения чисел q и pm неравенство

(4.42) преобразуется к виду

q

pm(q − 1)
< qi − 1− 1

mi
,

а неравенство (4.43) – к виду

1

σi
< 1− (qi − 1)q

pm(q − 1)
.

4.4. Примеры выполнения условий относительно множества

ограничений

Приведем некоторые примеры замкнутых выпуклых множеств в про-

странстве
◦
W 1,q(ν,Ω), удовлетворяющих условиям (3.8) и (3.9).

Пример 4.1. Пусть ϕ ∈
◦
W 1,q(ν,Ω)

⋂
L∞(Ω) и

V =
{
v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) : v > ϕ п. в. на Ω

}
.

Тогда множество V непустое, замкнутое, выпуклое и удовлетворяет усло-

виям (3.8) и (3.9).

Действительно, так как ϕ ∈ V , то множество V непустое и удовлетво-

ряет условию (3.8).
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Проверим выпуклость множества V . Пусть u, v ∈ V и α ∈ [0, 1]. Имеем

u, v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и

u > ϕ п. в. на Ω, v > ϕ п. в. на Ω. (4.58)

Положим w = (1−α)u+αv. Очевидно, что w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). Согласно (4.58)

существуют множества E1 ⊂ Ω и E2 ⊂ Ω меры нуль такие, что для любого

x ∈ Ω \E1 имеем u(x) > ϕ(x), а для любого x ∈ Ω \E2 имеем v(x) > ϕ(x).

Тогда для x ∈ Ω \ (E1 ∪ E2) получаем

w(x) = (1− α)u(x) + αv(x) > (1− α)ϕ(x) + αϕ(x) = ϕ(x).

Значит, w > ϕ п.в. на Ω. Теперь можно заключить, что w ∈ V . Тем самым

выпуклость множества V доказана.

Проверим замкнутость множества V . Пусть {vk} ⊂ V , v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и

vk → v сильно в
◦
W 1,q(ν,Ω). Ясно, что ‖vk − v‖L1(Ω) → 0. Тогда существует

возрастающая последовательность {kj} ⊂ N такая, что vkj → v п.в. на Ω.

Поэтому, существует множество E ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E vkj(x)→ v(x). (4.59)

Кроме того, так как {vk} ⊂ V , то для любого k ∈ N существует множество

Ek ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ Ek vk(x) > ϕ(x). (4.60)

Положим E ′ = ∪kEk. Ясно, что meas E ′ = 0. Зафиксируем x ∈ Ω\(E∪E ′).
Покажем, что v(x) > ϕ(x). Действительно, зафиксируем j ∈ N. Так как

x 6∈ E ′, то x 6∈ Ekj . Следовательно, x ∈ Ω \Ekj . Тогда, в силу (4.60), имеем

vkj(x) > ϕ(x). Таким образом, для любого j ∈ N имеем vkj(x) > ϕ(x). От-

сюда и из (4.59) следует, что v(x) > ϕ(x). Значит, для любого x ∈ Ω\(E∪E ′)
имеем v(x) > ϕ(x), т.е. v > ϕ п.в. на Ω. Поэтому v ∈ V , и можно заклю-

чить, что V – замкнутое множество.
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Проверим выполнение условия (3.9). Пусть u ∈ V , v ∈ V и k > 0.

Имеем u > ϕ п.в. на Ω, v > ϕ п.в. на Ω. Следовательно, существуют

множества E1 ⊂ Ω, E2 ⊂ Ω меры нуль такие, что

∀x ∈ Ω \ E1 u(x) > ϕ(x), (4.61)

∀x ∈ Ω \ E2 v(x) > ϕ(x). (4.62)

Пусть x ∈ Ω \ (E1 ∪ E2). Если |u(x) − v(x)| 6 k, то с учетом определения

функции Tk и (4.62) имеем u(x)− Tk(u(x)− v(x)) = u(x)− (u(x)− v(x)) =

v(x) > ϕ(x). Если u(x) − v(x) > k, то в силу определения функции Tk и

(4.62) имеем u(x) − Tk(u(x) − v(x)) = u(x) − k > v(x) > ϕ(x). Наконец,

если u(x)−v(x) < −k, то, учитывая определение функции Tk, неравенство

k > 0 и (4.61), получаем u(x)− Tk(u(x)− v(x)) = u(x) + k > u(x) > ϕ(x).

Следовательно, в любом случае u(x) − Tk(u(x) − v(x)) > ϕ(x). Значит,

u−Tk(u−v) > ϕ п.в. на Ω. Поэтому, учитывая, что u−Tk(u−v) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω),

получаем включение u− Tk(u− v) ∈ V . Следовательно, условие (3.9) для

данного множества V выполнено.

Пример 4.2. Пусть ϕ ∈
◦
W 1,q(ν,Ω)

⋂
L∞(Ω) и

V =
{
v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) : v 6 ϕ п. в. на Ω

}
.

Тогда множество V непустое, замкнутое, выпуклое и удовлетворяет усло-

виям (3.8) и (3.9). Доказательство этих свойств проводится аналогично

изложенному при рассмотрении предыдущего примера.

Пример 4.3. Пусть ϕ1, ϕ2 ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), ϕ1 6 ϕ2 п. в. на Ω, и пусть

хотя бы одна из функций ϕ1 и ϕ2 принадлежит L∞(Ω). Пусть

V =
{
v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) : ϕ1 6 v 6 ϕ2 п. в. на Ω

}
.

Тогда множество V непустое, замкнутое, выпуклое и удовлетворяет усло-

виям (3.8) и (3.9).
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Действительно, так как ϕ1, ϕ2 ∈ V и хотя бы одна из функций ϕ1 и ϕ2

принадлежит L∞(Ω), то множество V непустое и удовлетворяет условию

(3.8). Выпуклость и замкнутость указанного множества V доказываются

так же, как в примере 4.1.

Проверим выполнение условия (3.9) для множества V . Пусть u ∈ V ,

v ∈ V и k > 0. Имеем ϕ1 6 u 6 ϕ2 п.в. на Ω, ϕ1 6 v 6 ϕ2 п.в. на Ω.

Следовательно, существуют множества E1 ⊂ Ω, E2 ⊂ Ω меры нуль такие,

что

∀x ∈ Ω \ E1 ϕ1(x) 6 u(x) 6 ϕ2(x), (4.63)

∀x ∈ Ω \ E2 ϕ1(x) 6 v(x) 6 ϕ2(x). (4.64)

Пусть x ∈ Ω \ (E1 ∪E2). Если |u(x)− v(x)| 6 k, то, учитывая определение

функции Tk, получаем u(x)−Tk(u(x)−v(x)) = u(x)−(u(x)−v(x)) = v(x), и

следовательно, в силу (4.64) имеем ϕ1(x) 6 u(x)−Tk(u(x)− v(x)) 6 ϕ2(x).

Если u(x)− v(x) > k, то учитывая определение функции Tk, (4.63), (4.64)

и неравенство k > 0, получаем

ϕ1(x) 6 v(x) < u(x)− Tk(u(x)− v(x)) = u(x)− k < u(x) 6 ϕ2(x).

Наконец, если u(x) − v(x) < −k, то учитывая определение функции Tk,

(4.63), (4.64) и неравенство k > 0, получаем

ϕ1(x) 6 u(x) < u(x)− Tk(u(x)− v(x)) = u(x) + k < v(x) 6 ϕ2(x).

Следовательно, в любом случае ϕ1(x) 6 u(x) − Tk(u(x) − v(x)) 6 ϕ2(x).

Значит, ϕ1 6 u − Tk(u − v) 6 ϕ2 п.в. на Ω. Поэтому, учитывая, что

u− Tk(u− v) ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), получаем включение u− Tk(u− v) ∈ V . Следо-

вательно, условие (3.9) для данного множества V выполнено.

Пример 4.4. Пусть ϕ – неотрицательная функция на Ω и

V =
{
v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) : |∇v| 6 ϕ п. в. на Ω

}
.
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Тогда множество V непустое, замкнутое, выпуклое и удовлетворяет усло-

виям (3.8) и (3.9).

Действительно, пусть w – функция на Ω такая, что для любого x ∈ Ω

w(x) = 0. Имеем w ∈ V и, следовательно, множество V непустое и удовле-

творяет условию (3.8).

Проверим выпуклость множества V . Пусть u, v ∈ V и α ∈ [0, 1]. Имеем

u, v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и

|∇u| 6 ϕ п. в. на Ω, |∇v| 6 ϕ п. в. на Ω. (4.65)

Положим w = (1 − α)u + αv. Очевидно, что w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω). Согласно

(4.65) существуют множества E1 ⊂ Ω и E2 ⊂ Ω меры нуль такие, что для

любого x ∈ Ω \ E1 имеем |∇u(x)| 6 ϕ(x), а для любого x ∈ Ω \ E2 имеем

|∇v(x)| 6 ϕ(x). Так как ∇w = (1− α)∇u+ α∇v п.в. на Ω, то существует

множество E3 ⊂ Ω меры нуль такое, что для любого x ∈ Ω \ E3 имеем

∇w(x) = (1−α)∇u(x)+α∇v(x). Тогда для x ∈ Ω\(E1∪E2∪E3) получаем

|∇w(x)| 6 (1− α)|∇u(x)|+ α|∇v(x)| 6 (1− α)ϕ(x) + αϕ(x) = ϕ(x).

Значит, |∇w| 6 ϕ п.в. на Ω. Теперь можно заключить, что w ∈ V . Тем

самым выпуклость множества V доказана.

Проверим замкнутость множества V . Пусть {vk} ⊂ V , v ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и

vk → v сильно в
◦
W 1,q(ν,Ω). Значит, ‖vk − v‖1,q,ν → 0. Используя это, уста-

навливаем, что существует возрастающая последовательность {kj} ⊂ N

такая, что |∇vkj | → |∇v| п.в. на Ω. Поэтому, существует множество E ⊂ Ω

меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E |∇vkj(x)| → |∇v(x)|. (4.66)

Кроме того, так как {vk} ⊂ V , то для любого k ∈ N существует множество

Ek ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ Ek |∇vk(x)| 6 ϕ(x). (4.67)
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Положим E ′ = ∪kEk. Имеем meas E ′ = 0. Зафиксируем x ∈ Ω\(E∪E ′). По-

кажем, что |∇v(x)| 6 ϕ(x). Действительно, зафиксируем j ∈ N. Так как

x 6∈ E ′, то x 6∈ Ekj . Следовательно, x ∈ Ω \ Ekj . Тогда, в силу (4.67),

имеем |∇vkj(x)| 6 ϕ(x). Таким образом, для любого j ∈ N имеем

|∇vkj(x)| 6 ϕ(x). Отсюда и из (4.66) следует, что |∇v(x)| 6 ϕ(x). Значит,

для любого x ∈ Ω \ (E ∪E ′) имеем |∇v(x)| 6 ϕ(x), т.е. |∇v| 6 ϕ п.в. на Ω.

Поэтому v ∈ V , и можно заключить, что V – замкнутое множество.

Проверим выполнение условия (3.9). Пусть u ∈ V , v ∈ V и k > 0.

Положим w = u−Tk(u− v). Имеем |∇u| 6 ϕ п.в. на Ω, |∇v| 6 ϕ п.в. на Ω.

Следовательно, существуют множества E1 ⊂ Ω, E2 ⊂ Ω меры нуль такие,

что

∀x ∈ Ω \ E1 |∇u(x)| 6 ϕ(x), (4.68)

∀x ∈ Ω \ E2 |∇v(x)| 6 ϕ(x). (4.69)

Так как∇w = ∇u−(∇u−∇v)·1{|u−v|<k} п.в. на Ω, то существует множество

E3 ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E3 ∇w(x) = ∇u(x)− (∇u(x)−∇v(x)) · 1{|u−v|<k}(x). (4.70)

Пусть x ∈ Ω \ (E1 ∪ E2 ∪ E3). Если |u(x) − v(x)| < k, то в силу (4.70) и

(4.69) имеем |∇w(x)| = |∇v(x)| 6 ϕ(x). Если |u(x) − v(x)| > k, то в силу

(4.70) и (4.68) имеем |∇w(x)| = |∇u(x)| 6 ϕ(x). Следовательно, в любом

случае |∇w(x)| 6 ϕ(x). Значит, |∇w| 6 ϕ п.в. на Ω. Поэтому, учитывая,

что w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), получаем включение w ∈ V . Следовательно, условие

(3.9) для данного множества V выполнено.

Пример 4.5. Пусть ϕ ∈
◦
W 1,q(ν,Ω)

⋂
L∞(Ω) и

V =
{
v ∈

◦
W 1,q(ν,Ω) : Div > Diϕ п. в. на Ω, i = 1, . . . , n

}
.

Тогда множество V непустое, замкнутое, выпуклое и удовлетворяет усло-

виям (3.8) и (3.9).
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Действительно, так как ϕ ∈ V , то множество V непустое и удовлетво-

ряет условию (3.8). Выпуклость и замкнутость указанного множества V

доказываются так же, как в примере 4.4.

Проверим выполнение условия (3.9). Пусть u ∈ V , v ∈ V , k > 0,

i ∈ {1, . . . , n}. Положим w = u − Tk(u − v). Имеем Diu > Diϕ п.в. на

Ω, Div > Diϕ п.в. на Ω. Следовательно, существуют множества E1 ⊂ Ω,

E2 ⊂ Ω меры нуль такие, что

∀x ∈ Ω \ E1 Diu(x) > Diϕ(x), (4.71)

∀x ∈ Ω \ E2 Div(x) > Diϕ(x). (4.72)

Так как Diw = Diu − (Diu − Div) · 1{|u−v|<k} п.в. на Ω, то существует

множество E3 ⊂ Ω меры нуль такое, что

∀x ∈ Ω \ E3 Diw(x) = Diu(x)− (Diu(x)−Div(x)) · 1{|u−v|<k}(x). (4.73)

Пусть x ∈ Ω\(E1∪E2∪E3). Если |u(x)−v(x)| < k, то в силу (4.73) и (4.72)

имеем Diw(x) = Div(x) > Diϕ(x). Если |u(x)− v(x)| > k, то в силу (4.73)

и (4.71) имеем Diw(x) = Diu(x) > Diϕ(x). Следовательно, в любом случае

Diw(x) > Diϕ(x). Значит, Diw > Diϕ п.в. на Ω. Поэтому, учитывая, что

w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω), получаем включение w ∈ V . Следовательно, условие (3.9)

для данного множества V выполнено.

Выводы к разделу 4

В разделе 4 диссертационной работы изложены результаты о свой-

ствах суммируемости решений нелинейных эллиптических вариационных

неравенств с анизотропными и вырождающимися (по пространственной

переменной) коэффициентами и L1-правыми частями.

Основные результаты раздела следующие.

1. Описаны свойства суммируемости T -решений рассмотренных вариа-

ционных неравенств (теорема 4.1). В частности, даны достаточные



103

условия относительно показателей анизотропии коэффициентов и во-

влеченных весовых функций, обеспечивающие принадлежность T -ре-

шений исследуемых вариационных неравенств с L1-правыми частями

пространству L1(Ω) (следствие 4.2) и пространству
◦
W 1,1(Ω) (следствие

4.3).

2. Установлено, что принадлежность T -решений рассмотренных вариа-

ционных неравенств классу L1 можно обеспечить за счет некоторого

повышения суммируемости правой части неравенства, не требуя до-

полнительных условий относительно вовлеченных весовых функций

(теорема 4.2).

3. Получены теоремы существования W 1,1-решений вырождающихся

анизотропных вариационных неравенств с L1-данными (теоремы 4.3,

4.5–4.7).

Основные результаты, изложенные в разделе 4, опубликованы в рабо-

тах [2, 4, 13, 14, 62].
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РАЗДЕЛ 5

ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ ВЫРОЖДАЮЩИХСЯ

АНИЗОТРОПНЫХ УРАВНЕНИЙ С L1-ДАННЫМИ

5.1. Формулировка задачи Дирихле и определения ее решений

Пусть ai, i = 1, . . . , n, – функции Каратеодори на Ω × Rn, введенные

в подразделе 3.2.

В дальнейшем будет полезно следующее предложение.

Предложение 5.1. Справедливы такие утверждения:

1) если u,w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) и i ∈ {1, . . . , n}, то ai(x,∇u)Diw ∈ L1(Ω);

2) если u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), w ∈

◦
W 1,q(ν,Ω)∩L∞(Ω), k > 0, l > k+‖w‖L∞(Ω)

и i ∈ {1, . . . , n}, то ai(x, δu)DiTk(u−w) = ai(x,∇Tl(u))DiTk(u−w) п.в.

на Ω;

3) если u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), w ∈

◦
W 1,q(ν,Ω)∩L∞(Ω), k > 0 и i ∈ {1, . . . , n},

то ai(x, δu)DiTk(u− w) ∈ L1(Ω).

Утверждение 1) устанавливается с использованием (3.5). Утверждение

2) доказывается с помощью предложений 3.4 и 3.5. Наконец, утверждение

3) следует из предложения 3.5 и утверждений 1) и 2).

Пусть f ∈ L1(Ω). Рассмотрим следующую задачу Дирихле:

−
n∑
i=1

∂

∂xi
ai(x,∇u) = f в Ω, (5.1)

u = 0 на ∂Ω. (5.2)

Рассмотрим несколько определений решений задачи (5.1), (5.2).
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Определение 5.1. Энтропийным решением задачи (5.1), (5.2) назо-

вем функцию u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) такую, что для любых w ∈

◦
W 1,q(ν,Ω)∩L∞(Ω)

и k > 1 ∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− w)

}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− w)dx. (5.3)

Принимая во внимание утверждение 3) предложения 5.1, легко ви-

деть, что интеграл в левой части неравенства (5.3) конечен. Интеграл в

правой части этого неравенства тоже конечен, что следует из ограничен-

ности функций Tk.

Определение 5.2. T -решением задачи (5.1), (5.2) будем называть

функцию u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) такую, что:

(i) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x, δu) ∈ L1(Ω);

(ii) для любой функции w ∈ C1
0(Ω) имеем∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx =

∫
Ω

fw dx.

Определение 5.3. W -решением задачи (5.1), (5.2) назовем функцию

u ∈
◦
W 1,1(Ω) такую, что:

(i) для любого i ∈ {1, . . . , n} имеем ai(x,∇u) ∈ L1(Ω);

(ii) для любой функции w ∈ C1
0(Ω) имеем∫

Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇u)Diw

}
dx =

∫
Ω

fw dx.

Отметим, что сформулированные определения имеют такую же фор-

му, что и определения соответствующих типов решений, изучавшихся в [29,

35, 37] в случае нелинейных эллиптических уравнений второго порядка с

L1-данными и изотропными и невырождающимися (по пространственной

переменной) коэффициентами.
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В связи с доказательством существования решений задачи (5.1), (5.2)

в смысле данных определений заметим, что в силу теорем 3.1 и 3.2 спра-

ведлив следующий результат.

Теорема 5.1. Пусть V – замкнутое выпуклое множество в
◦
W 1,q(ν,Ω), удовлетворяющее условиям (3.8) и (3.9). Тогда существует

единственная функция u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) такая, что справедливы следующие

утверждения:

(i) для любых w ∈ V ∩ L∞(Ω) и k > 1 имеем w − Tk(w − u) ∈ V ;

(ii) если w ∈ V ∩ L∞(Ω), k > 1 и l = k + ‖w‖L∞(Ω), то∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tl(u))DiTk(u− w)

}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− w)dx.

Кроме того, из теоремы 4.1 вытекает такой результат.

Предложение 5.2. Пусть m ∈ Rn, и пусть выполняется условие

(4.1). Пусть V – замкнутое выпуклое множество в
◦
W 1,q(ν,Ω), удо-

влетворяющее условиям (3.8) и (3.9). Пусть u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω), и пусть

справедливы утверждения (i) и (ii) теоремы 5.1. Тогда для любого

i ∈ {1, . . . , n} и любого λ такого, что 0 < λ < qipm(q̄−1)
pm(q̄−1)+q̄ , имеем ν

1/qi
i δiu ∈

Lλ(Ω).

5.2. Существование решений задачи Дирихле

Теорема 5.2. Существует единственное энтропийное решение за-

дачи (5.1), (5.2).

Доказательство. Применяя теорему 5.1 для V =
◦
W 1,q(ν,Ω), уста-

навливаем, что существует единственная функция u ∈
◦
T 1,q(ν,Ω) такая, что

справедливо следующее утверждение: если w ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), k > 1
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и l = k + ‖w‖L∞(Ω), то∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x,∇Tl(u))DiTk(u− w)

}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− w)dx.

Отсюда и утверждения 2) предложения 5.1 заключаем, что u – единствен-

ное энтропийное решение задачи (5.1), (5.2). Теорема доказана.

Из предложения 3.5, утверждения 2) предложения 5.1 и предложения

5.2 вытекает такой результат.

Предложение 5.3. Пусть m ∈ Rn, и пусть выполняется условие

(4.1). Пусть u – энтропийное решение задачи (5.1), (5.2). Тогда для лю-

бого i ∈ {1, . . . , n} и любого λ такого, что 0 < λ < qipm(q̄−1)
pm(q̄−1)+q̄ , имеем

ν
1/qi
i δiu ∈ Lλ(Ω).

Следующая теорема показывает, что при дополнительных предполо-

жениях относительно чисел q1, . . . , qn и весовых функций ν1, . . . , νn энтро-

пийное решение задачи (5.1), (5.2) является T -решением этой же задачи.

Теорема 5.3. Предположим, что существуют m,σ ∈ Rn такие,

что выполнены следующие условия:

∀i ∈ {1, . . . , n} mi > 1/(qi − 1), 1/νi ∈ Lmi(Ω), (5.4)

∀i ∈ {1, . . . , n} σi > 0,
1

σi
< 1− (qi − 1)q

pm(q − 1)
, νi ∈ Lσi(Ω). (5.5)

Пусть u – энтропийное решение задачи (5.1), (5.2). Тогда u – T -

решение задачи (5.1), (5.2).

Доказательство. Покажем, что для любого i ∈ {1, . . . , n} справед-
ливо включение ai(x, δu) ∈ L1(Ω). Действительно, пусть i ∈ {1, . . . , n}. В
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силу (3.5) имеем

|ai(x, δu)| 6 (c1 + 1)
n∑
j=1

νi
1/qi|νj1/qjδju|

qj(qi−1)/qi
+ νi

1/qig1
(qi−1)/qi п.в. на Ω.

(5.6)

Используя неравенство Юнга с показателями qi и qi/(qi − 1), получаем

νi
1/qig1

(qi−1)/qi 6 νi + g1. Отсюда, учитывая, что g1 ∈ L1(Ω) и согласно

условию (5.5) νi ∈ Lσi(Ω), выводим, что

νi
1/qig1

(qi−1)/qi ∈ L1(Ω). (5.7)

Далее, зафиксируем j ∈ {1, . . . , n} и положим

λij =
σi(qi − 1)qj
σiqi − 1

.

Используя неравенство Юнга с показателями σiqi и σiqi/(σiqi−1), получим

νi
1/qi|νj1/qjδju|

qj(qi−1)/qi
6 νi

σi + |νj1/qjδju|
λij
. (5.8)

Заметим, что в силу условия (5.5)

νi ∈ Lσi(Ω) (5.9)

и

λij <
qjpm(q − 1)

pm(q − 1) + q
.

Поскольку выполняется условие (5.4), из последнего неравенства и пред-

ложения 5.3 вытекает, что νj1/qjδju ∈ Lλij(Ω). Это включение вместе с (5.8)

и (5.9) влечет, что для любого j ∈ N

νi
1/qi|νj1/qjδju|

qj(qi−1)/qi ∈ L1(Ω). (5.10)

Из (5.6), (5.7) и (5.10) выводим, что для любого i ∈ {1, . . . , n} справедливо
включение ai(x, δu) ∈ L1(Ω).

Далее, зафиксируем функцию w ∈ C1
0(Ω) и число k > ‖w‖L∞(Ω) + 1, и

положим для любого h ∈ N wh = Th(u)− w.
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Пусть h ∈ N. Учитывая, что wh ∈
◦
W 1,q(ν,Ω) ∩ L∞(Ω), в силу опреде-

ления 5.1 имеем∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− wh)
}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− wh)dx. (5.11)

Из предложений 3.4 и 3.5 вытекает, что для любого i ∈ {1, . . . , n}

DiTk(u− wh) = (δiu · 1{|u|>h} +Diw) · 1{|u−wh|<k} п.в. на Ω.

Используя это вместе с (3.6), получаем∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)DiTk(u− wh)
}
dx

>
∫
{|u−wh|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx−

∫
{|u|>h}

g2 dx.

Отсюда и из (5.11) следует, что для любого h ∈ N∫
{|u−wh|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx 6

∫
Ω

f Tk(u− wh)dx+

∫
{|u|>h}

g2 dx.

(5.12)

Заметим, что для любого h ∈ N справедливо неравенство

meas (Ω \ {|u − wh| < k}) 6 meas {|u| > h}. Тогда, учитывая, что

meas {|u| > h} → 0 при h → ∞ и функции g2 и ai(x, δu)Diw,

i = 1, . . . , n, суммируемы на Ω, получим∫
{|u−wh|<k}

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx→

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx, (5.13)

∫
{|u|>h}

g2 dx→ 0. (5.14)

Наконец, так как u − wh → w на Ω и k > ‖w‖L∞(Ω), то Tk(u − wh) → w

на Ω. Поэтому, в силу теоремы Лебега о предельном переходе под знаком

интеграла имеем ∫
Ω

f Tk(u− wh)dx→
∫

Ω

fw dx. (5.15)
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Из (5.12)–(5.15) выводим, что∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx 6

∫
Ω

fw dx. (5.16)

Так как в неравенстве (5.16) функция w ∈ C1
0(Ω) произвольна, то

∀w ∈ C1
0(Ω)

∫
Ω

{ n∑
i=1

ai(x, δu)Diw

}
dx =

∫
Ω

fw dx.

Итак, функция u обладает всеми свойствами, позволяющими утвер-

ждать, что она является T -решением задачи (5.1), (5.2). Теорема доказана.

Заметим, что идея использования функций wh = Th(u) − w в выше-

приведенном доказательстве взята из [29, следствие 4.3].

Из теорем 5.2 и 5.3 вытекает такой результат.

Следствие 5.1. Предположим, что существуют m,σ ∈ Rn такие,

что выполнены условия (5.4) и (5.5). Тогда существует T -решение задачи

(5.1), (5.2).

Сформулируем теперь теорему о достаточных условиях, при которых

энтропийное решение рассматриваемой задачи является ее W -решением.

Теорема 5.4. Предположим, что существуют m,σ ∈ Rn с поло-

жительными координатами такие, что выполнены следующие условия:

∀i ∈ {1, . . . , n} q

pm(q − 1)
< qi − 1− 1

mi
, 1/νi ∈ Lmi(Ω); (5.17)

∀i ∈ {1, . . . , n} 1

σi
< 1− (qi − 1)q

pm(q − 1)
, νi ∈ Lσi(Ω). (5.18)

Пусть u – энтропийное решение задачи (5.1), (5.2). Тогда u – W -

решение задачи (5.1), (5.2).
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Доказательство. Покажем, что |δu| ∈ L1(Ω). Действительно, пусть

i ∈ {1, . . . , n}. Ясно, что

|δiu| = (1/νi)
1/qi|νi1/qiδiu| п.в. на Ω. (5.19)

Используя неравенство Юнга с показателями miqi и miqi/(miqi− 1), полу-

чим

(1/νi)
1/qi|νi1/qiδiu| 6 (1/νi)

mi + |νi1/qiδiu|
miqi/(miqi−1)

. (5.20)

В силу условия (5.17) выполняется условие (4.1), 1/νi ∈ Lmi(Ω) и

miqi
miqi − 1

<
qi pm(q̄ − 1)

pm(q̄ − 1) + q̄
.

Тогда, используя предложение 5.3, из (5.19) и (5.20) выводим, что |δiu| ∈
L1(Ω), i = 1, . . . , n. Следовательно, |δu| ∈ L1(Ω). Отсюда и из предложения

3.6 следует, что u ∈
◦
W 1,1(Ω) и δiu = Diu п.в. на Ω. Теперь, учитывая, что в

силу условий данной теоремы выполняются условия теоремы 5.3, и, значит,

u – T -решение задачи (5.1), (5.2), заключаем, что u – W -решение задачи

(5.1), (5.2). Теорема доказана.

Из теорем 5.2 и 5.4 вытекает следующий результат.

Следствие 5.2. Предположим, что существуют m,σ ∈ Rn с по-

ложительными координатами такие, что выполнены условия (5.17) и

(5.18). Тогда существует W -решение задачи (5.1), (5.2).

5.3. Эквивалентные формулировки условий существования

T -решений и W -решений в некоторых модельных случаях

В этом подразделе дадим эквивалентные формулировки условий тео-

рем 5.3 и 5.4 для ряда модельных случаев, в которых n – четное число,

q1 = · · · = qn/2 6 qn/2+1 = · · · = qn, а ν1, . . . , νn – степенные функции с

вырождением или сингулярностью в Ω.
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Итак, предположим, что n = 2l, где l ∈ N, и пусть α и β – числа такие,

что

1 < α 6 β < n. (5.21)

Предположим, что

qi = α, если i ∈ {1, . . . , l}, (5.22)

qi = β, если i ∈ {l + 1, . . . , n}. (5.23)

Поскольку n > 2 и β > 1, имеем

1 6
βn

2β + n− 2
< β,

а так как согласно (5.21) α 6 β, то из (5.22) и (5.23) следует, что

∀ i ∈ {1, . . . , n} α 6 qi 6 β. (5.24)

Кроме того, в силу определения числа q и (5.22), (5.23) имеем

1

q
=

1

2

(
1

α
+

1

β

)
. (5.25)

Наконец, если m ∈ Rn, mi > 0, i = 1, . . . , n, то из определения чисел pm и

q следует, что
1

pm
>

1

q
− 1

n
. (5.26)

Предложение 5.4. Предположим, что для любого i ∈ {1, . . . , n}
имеем νi ≡ 1. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) существуют m,σ ∈ Rn такие, что выполняются условия (5.4) и

(5.5);

(b) справедливо неравенство

βn

2β + n− 2
< α. (5.27)
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Доказательство. Предположим, что утверждение (a) верно. Тогда

в силу условия (5.5) и предположения (5.23) имеем

β − 1

pm
< 1− 1

q
. (5.28)

Поскольку ввиду условия (5.4) mi > 0, i = 1, . . . , n, используя (5.26) и

(5.28), получаем
n

q
< 1 +

n− 1

β
. (5.29)

Отсюда, используя равенство (5.25), выводим неравенство (5.27). Значит,

утверждение (b) верно.

Обратно, предположим, что утверждение (b) верно. Тогда, в силу нера-

венств (5.25) и (5.27) справедливо неравенство (5.29), и, следовательно,

(q−1)/(β−1) > (n− q)/n. Учитывая это неравенство, зафиксируем число

t ∈ R такое, что

t >
1

α− 1
, (5.30)

1

t
<
q − 1

β − 1
− n− q

n
. (5.31)

Из (5.31) следует, что

1− β − 1

q − 1

(
1

t
− q

n
+ 1

)
> 0.

Учитывая это неравенство, зафиксируем s > 0 такое, что

1

s
< 1− β − 1

q − 1

(
1

t
− q

n
+ 1

)
. (5.32)

Пусть теперь m,σ ∈ Rn, причем

mi = t, i = 1, . . . , n, (5.33)

σi = s, i = 1, . . . , n. (5.34)

Используя (5.24), (5.30) и (5.33) и то, что νi ≡ 1, i = 1, . . . , n, устанавли-

ваем, что условие (5.4) выполняется. При этом, используя (5.33), находим,

что
1

pm
=

1

tq
− 1

n
+

1

q
.
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Это вместе с (5.32) влечет, что

1

s
< 1− (β − 1)q

pm(q − 1)
. (5.35)

Используя (5.24), (5.34) и (5.35) и то, что νi ≡ 1, i = 1, . . . , n, устанавлива-

ем, что условие (5.5) выполняется. Таким образом, утверждение (a) верно.

Предложение доказано.

Предложение 5.5. Предположим, что для любого i ∈ {1, . . . , n}
имеем νi ≡ 1. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) существуют m,σ ∈ Rn с положительными координатами та-

кие, что выполняются условия (5.17) и (5.18);

(b) справедливо неравенство

max

{
βn

2β + n− 2
,

(3n− 2)β

(2β − 1)n

}
< α. (5.36)

Доказательство. Предположим, что утверждение (a) верно. Из

условия (5.17) и предположения (5.22) вытекает неравенство q
pm(q−1) < α−1.

Отсюда, используя (5.26), заключаем, что 1
q < 1− n−1

nα . Это вместе с (5.25)

влечет, что

(3n− 2)β < (2β − 1)nα. (5.37)

Кроме того, из условия (5.18) и предположения (5.23) вытекает неравенство

(β − 1)/pm < 1 − 1/q. Отсюда, используя (5.25) и (5.26), получаем, что

βn < (2β + n − 2)α. Это вместе с (5.37) приводит к заключению, что

неравенство (5.36) справедливо. Таким образом, утверждение (b) верно.

Обратно, пусть утверждение (b) верно. Из равенства (5.25) и неравен-

ства (5.37) выводим, что

n− q
n(q − 1)

< α− 1. (5.38)

Кроме того, из равенства (5.25) и неравенства βn < (2β + n − 2)α выво-

дим, что (n − q)/n < (q − 1)/(β − 1). Учитывая это неравенство и (5.38),
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зафиксируем t > 0 такое, что

1

t
<
q − 1

q

[
α− 1− n− q

n(q − 1)

]
, (5.39)

1

t
<
q − 1

β − 1
− n− q

n
. (5.40)

Из неравенства (5.39) следует, что

q

q − 1

(
1

tq
− 1

n
+

1

q

)
< α− 1− 1

t
, (5.41)

а из неравенства (5.40) вытекает, что

1− (β − 1)q

q − 1

(
1

tq
− 1

n
+

1

q

)
> 0.

Учитывая последнее неравенство, зафиксируем s > 0 такое, что

1

s
< 1− (β − 1)q

q − 1

(
1

tq
− 1

n
+

1

q

)
. (5.42)

Пусть теперь m,σ ∈ Rn, причем

mi = t, i = 1, . . . , n, (5.43)

σi = s, i = 1, . . . , n. (5.44)

Используя (5.43), получаем, что

1

pm
=

1

tq
− 1

n
+

1

q
. (5.45)

Это вместе с (5.24), (5.41) и (5.43) влечет, что для любого i ∈ {1, . . . , n}

q

pm(q − 1)
< qi − 1− 1

mi
,

и, очевидно, что для i ∈ {1, . . . , n} имеем 1/νi ∈ Lmi(Ω). Следовательно,

условие (5.17) выполняется. Кроме того, из (5.24), (5.42), (5.44) и (5.45)

выводим, что для любого i ∈ {1, . . . , n}

1

σi
< 1− (qi − 1)q

pm(q − 1)
,
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и, очевидно, что для i ∈ {1, . . . , n} имеем νi ∈ Lσi(Ω). Следовательно,

условие (5.18) выполняется. Таким образом, утверждение (a) справедливо.

Предложение доказано.

Замечание 5.1. Необходимыми для выполнения неравенства (5.36)

являются следующие условия:

β > 2− 1

n
, α > 2− 5n− 4

n2 + 2n− 2
.

Действительно, пусть неравенство (5.36) справедливо. Тогда ввиду исход-

ного предположения α 6 β вытекает, что (3n−2)/n < 2β−1. Следователь-

но, β > 2−1/n. Кроме того, в силу (5.36) имеем n/α < 2+(n−2)/β. Отсюда

и из неравенства β > 2−1/n заключаем, что α > 2− (5n−4)/(n2 +2n−2).

Замечание 5.2. Заметим, что если β > 2− 1/n, то

max

{
n

2β + n− 2
,

3n− 2

(2β − 1)n

}
< 1.

Учитывая это, получаем, что если β > 2− 1/n,

max

{
n

2β + n− 2
,

3n− 2

(2β − 1)n

}
< ε 6 1

и α = βε, то неравенство (5.36) справедливо.

Пусть θ – начало координат в Rn, т.е. θ ∈ Rn и θi = 0 для любого

i ∈ {1, . . . , n}.

Предложение 5.6. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и пусть справедливы

утверждения:

если i ∈ {1, . . . , l}, то для любого x ∈ Ω имеем νi(x) = |x|γ, (5.46)

если i ∈ {l + 1, . . . , n}, то для любого x ∈ Ω имеем νi(x) = |x|τ . (5.47)

Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) существуют m,σ ∈ Rn такие, что выполняются условия (5.4) и

(5.5);
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(b) справедливы неравенства

γ < n(α− 1), τ < n(β − 1), (5.48)

γ

α
+
τ

β
<
α(2β + n− 2)− βn

α(β − 1)
. (5.49)

Доказательство. Предположим, что утверждение (a) верно. Пусть

i ∈ {1, . . . , l}. Из условия (5.4) и предположения (5.22) следует, что

mi > 1/(α−1) и 1/νi ∈ Lmi(Ω). Последнее включение вместе с включением

θ ∈ Ω и утверждением (5.46) влечет, что mi < n/γ. Из данных неравенств

дляmi вытекает первое из неравенств (5.48). Пусть теперь i ∈ {l+1, . . . , n}.
Из условия (5.4) и предположения (5.23) следует, что mi > 1/(β − 1) и

1/νi ∈ Lmi(Ω). Последнее включение вместе с включением θ ∈ Ω и утвер-

ждением (5.47) влечет, что mi < n/τ . Из данных неравенств для mi вы-

текает второе из неравенств (5.48). Вследствие изложенных рассуждений

имеем

∀ i ∈ {1, . . . , l} 1

mi
>
γ

n
, (5.50)

∀ i ∈ {l + 1, . . . , n} 1

mi
>
τ

n
. (5.51)

Используя (5.22), (5.23), (5.50) и (5.51), получаем

1

pm
>

1

2n

(
γ

α
+
τ

β

)
− 1

n
+

1

q
. (5.52)

Далее, из условия (5.5) и предположения (5.23) следует, что (β − 1)/pm <

1− 1/q, откуда с помощью (5.52) выводим, что

(β − 1)

[
1

q
− 1

n
+

1

2n

(
γ

α
+
τ

β

)]
< 1− 1

q
.

Отсюда и (5.25) следует неравенство (5.49). Таким образом, утверждение

(b) верно.

Обратно, предположим, что утверждение (b) верно. Тогда в силу нера-

венств (5.48)
γ

n(α− 1)
< 1,

τ

n(β − 1)
< 1,
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а в силу (5.49) имеем

α(β − 1)

(
γ

α
+
τ

β

)
[α(2β + n− 2)− βn]−1 < 1.

Учитывая эти неравенства, зафиксируем ε < 1, такое, что

γ

n(α− 1)
< ε,

τ

n(β − 1)
< ε, (5.53)

α(β − 1)

(
γ

α
+
τ

β

)
[α(2β + n− 2)− βn]−1 < ε. (5.54)

Используя (5.25) и (5.54), устанавливаем, что

1− q(β − 1)

q − 1

[
1

2nε

(
γ

α
+
τ

β

)
− 1

n
+

1

q

]
> 0.

Учитывая это неравенство, зафиксируем s > 0 такое, что

1

s
< 1− q(β − 1)

q − 1

[
1

2nε

(
γ

α
+
τ

β

)
− 1

n
+

1

q

]
. (5.55)

Пусть теперь m,σ ∈ Rn, причем

mi =
nε

γ
, i = 1, . . . , l, (5.56)

mi =
nε

τ
, i = l + 1, . . . , n, (5.57)

σi = s, i = 1, . . . , n. (5.58)

Используя (5.22), (5.23), (5.46), (5.47), (5.53), (5.56), (5.57) и неравенство

ε < 1, устанавливаем, что условие (5.4) выполняется. При этом в силу

(5.22), (5.23), (5.56) и (5.57) имеем

1

pm
=

1

2nε

(
γ

α
+
τ

β

)
− 1

n
+

1

q
.

Учитывая это равенство и используя (5.24), (5.46), (5.47), (5.55) и (5.58),

устанавливаем, что условие (5.5) выполняется. Таким образом, утвержде-

ние (a) справедливо. Предложение доказано.

Замечание 5.3. Формулировки предложений 5.4 и 5.6 показыва-

ют, что в невесовом случае и в случае степенных весов с положитель-

ными показателями необходимое условие на α и β для существования
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m,σ ∈ Rn, удовлетворяющих условиям (5.4) и (5.5), – одно и то же, а

именно, α > βn/(2β + n− 2).

Предложение 5.7. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и пусть справедливы

утверждения (5.46) и (5.47). Тогда следующие утверждения эквивалент-

ны:

(a) существуют m,σ ∈ Rn с положительными координатами та-

кие, что выполняются условия (5.17) и (5.18);

(b) справедливы неравенства

(2β − 1)γ + τ < αn(2β − 1)− (3n− 2)β, (5.59)

γ + (2α− 1)τ < α(2βn− 3n+ 2)− βn, (5.60)
γ

α
+
τ

β
<
α(2β + n− 2)− βn

α(β − 1)
. (5.61)

Доказательство. Предположим, что утверждение (a) верно. Пусть

i ∈ {1, . . . , l}. В силу условия (5.17) и предположения (5.22) имеем

1

mi
< α− 1− q

pm(q − 1)
. (5.62)

Кроме того, поскольку согласно условия (5.17) 1/νi ∈ Lmi(Ω), то из этого

включения и (5.46), выводим, что γmi < n. Отсюда и из (5.62) следует, что

γ

n
< α− 1− q

pm(q − 1)
. (5.63)

Аналогично, взяв произвольное i ∈ {l + 1, . . . , n}, в силу условия (5.17) и

предположения (5.23) имеем

1

mi
< β − 1− q

pm(q − 1)
. (5.64)

Кроме того, так как по условию (5.17) 1/νi ∈ Lmi(Ω), то из этого включения

и (5.47), выводим, что τmi < n. Отсюда и из (5.64) следует, что

τ

n
< β − 1− q

pm(q − 1)
. (5.65)
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Из вышеприведенных рассуждений вытекает, что справедливы утвержде-

ния (5.50) и (5.51). Тогда ввиду (5.22) и (5.23) справедливо неравенство

(5.52). Используя (5.25), (5.52) и (5.63), устанавливаем, что неравенство

(5.59) справедливо, а с помощью (5.25), (5.52) и (5.65) находим, что спра-

ведливо неравенство (5.60). Наконец, из условия (5.18) и предположения

(5.23) следует, что (β − 1)q < pm(q − 1). Отсюда, используя (5.25) и (5.52),

выводим, что справедливо неравенство (5.61). Таким образом, утверждение

(b) верно.

Обратно, предположим, что утверждение (b) верно. Тогда, в силу нера-

венств (5.59)–(5.61), имеем

[(2β − 1)γ + τ ][αn(2β − 1)− (3n− 2)β]−1 < 1,

[γ + (2α− 1)τ ][α(2βn− 3n+ 2)− βn]−1 < 1,

α(β − 1)

(
γ

α
+
τ

β

)
[α(2β + n− 2)− βn]−1 < 1.

Учитывая эти неравенства, зафиксируем ε < 1 такое, что

[(2β − 1)γ + τ ][αn(2β − 1)− (3n− 2)β]−1 < ε, (5.66)

[γ + (2α− 1)τ ][α(2βn− 3n+ 2)− βn]−1 < ε, (5.67)

α(β − 1)

(
γ

α
+
τ

β

)
[α(2β + n− 2)− βn]−1 < ε, (5.68)

и положим

µ =
1

q
− 1

n
+

1

2nε

(
γ

α
+
τ

β

)
. (5.69)

Используя (5.25), (5.66), (5.67) и (5.69), получаем неравенства

µq

q − 1
< α− 1− γ

nε
,

µq

q − 1
< β − 1− τ

nε
, (5.70)

а используя (5.25), (5.68) и (5.69) получаем, что µ(β−1)q < q−1. Учитывая

последнее неравенство, зафиксируем s > 0 такое, что

1

s
< 1− q(β − 1)µ

q − 1
. (5.71)
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Пусть теперь m,σ ∈ Rn, причем

mi =
nε

γ
, i = 1, . . . , l, (5.72)

mi =
nε

τ
, i = l + 1, . . . , n, (5.73)

σi = s, i = 1, . . . , n. (5.74)

Из (5.22), (5.23), (5.69), (5.72) и (5.73) следует, что

µpm = 1. (5.75)

Используя (5.22), (5.23), (5.70), (5.72), (5.73) и (5.75), устанавливаем, что

∀ i ∈ {1, . . . , n} q

pm(q − 1)
< qi − 1− 1

mi
. (5.76)

Кроме того, используя (5.46), (5.47), (5.72), (5.73) и неравенство ε < 1, по-

лучаем, что для любого i ∈ {1, . . . , n} 1/νi ∈ Lmi(Ω). Это вместе с (5.76)

влечет, что условие (5.17) выполняется. Наконец, используя (5.24), (5.46),

(5.47), (5.71), (5.74) и (5.75), устанавливаем, что условие (5.18) выполняет-

ся. Таким образом, утверждение (a) справедливо. Предложение доказано.

Замечание 5.4. Формулировки предложений 5.5 и 5.7 показывают,

что в невесовом случае и в случае степенных весов с положительными пока-

зателями необходимое условие на α и β для существования m,σ ∈ Rn с по-

ложительными координатами, удовлетворяющих условиям (5.17) и (5.18),

– одно и то же, а именно, неравенство (5.36). Чтобы увидеть это, доста-

точно отметить, что ввиду (5.59) и исходного условия α 6 β вытекает, что

β > 2−1/n, и следовательно, в силу (5.59) имеем α(2βn−3n+2)−βn > 0.

Предложение 5.8. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и пусть справедливы

утверждения:

если i ∈ {1, . . . , l}, то для любого x ∈ Ω \ {θ} νi(x) = |x|−γ; (5.77)

если i ∈ {l + 1, . . . , n}, то для любого x ∈ Ω \ {θ} νi(x) = |x|−τ . (5.78)
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Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(a) существуют m,σ ∈ Rn такие, что выполняются условия (5.4) и

(5.5);

(b) справедливы неравенства

γ <
α[β(n− 2)− α(n− 2β)]

2αβ − α− β
, τ <

β[α(2β + n− 2)− βn]

2αβ − α− β
. (5.79)

Доказательство. Прежде всего заметим, что ввиду (5.25)

q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
=
n(α + β)− 2αβ

n(2αβ − α− β)
. (5.80)

Предположим, что утверждение (a) верно. Пусть i ∈ {1, . . . , l}. В силу

условия (5.5) и предположения (5.22) имеем σi > 0,

1

σi
< 1− (α− 1)q

pm(q − 1)
(5.81)

и νi ∈ Lσi(Ω). Из последнего включения и (5.77), учитывая, что θ ∈ Ω,

выводим, что γσi < n. Тогда, в силу (5.81),

γ

n
< 1− (α− 1)q

pm(q − 1)
.

Это вместе с (5.26) и (5.80) влечет, что первое из неравенств (5.79) спра-

ведливо. Аналогично, пусть i ∈ {l+ 1, . . . , n}. Тогда в силу условия (5.5) и

предположения (5.23) имеем σi > 0,

1

σi
< 1− (β − 1)q

pm(q − 1)
(5.82)

и νi ∈ Lσi(Ω). Из последнего включения и (5.78), учитывая, что θ ∈ Ω,

выводим, что τσi < n. Тогда, в силу (5.82),

τ

n
< 1− (β − 1)q

pm(q − 1)
.

Это вместе с (5.26) и (5.80) влечет, что второе из неравенств (5.79) спра-

ведливо. Таким образом, утверждение (b) верно.
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Обратно, предположим, что утверждение (b) верно. Тогда в силу нера-

венств (5.79) и (5.80) имеем

γ

n
< 1− (α− 1)q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
,

τ

n
< 1− (β − 1)q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
.

Учитывая эти неравенства, зафиксируем s1, s2 > 0 такие, что

γ

n
<

1

s1
< 1− (α− 1)q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
, (5.83)

τ

n
<

1

s2
< 1− (β − 1)q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
, (5.84)

а затем зафиксируем число t такое, что

t >
1

α− 1
, (5.85)

α− 1

(q − 1)t
< 1− (α− 1)q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
− 1

s1
, (5.86)

β − 1

(q − 1)t
< 1− (β − 1)q

q − 1

(
1

q
− 1

n

)
− 1

s2
. (5.87)

Пусть теперь m,σ ∈ Rn, причем

mi = t, i = 1, . . . , n, (5.88)

σi = s1, i = 1, . . . , l, (5.89)

σi = s2, i = l + 1, . . . , n. (5.90)

Используя (5.24), (5.77), (5.78), (5.85) и (5.88), заключаем, что условие (5.4)

выполняется. При этом ввиду (5.88) имеем

1

pm
=

1

tq
− 1

n
+

1

q
. (5.91)

Из (5.22), (5.23), (5.86), (5.87) и (5.89)–(5.91) следует, что

∀i ∈ {1, . . . , n} σi > 0,
1

σi
< 1− (qi − 1)q

pm(q − 1)
. (5.92)

Кроме того, используя (5.77), (5.78), (5.89), (5.90) вместе с включением

θ ∈ Ω и учитывая, что ввиду (5.83) и (5.84) γs1 < n и τs2 < n, устанав-

ливаем, что для любого i ∈ {1, . . . , n} νi ∈ Lσi(Ω). Это вместе с (5.92)
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влечет, что условие (5.5) выполняется. Таким образом, утверждение (a)

справедливо. Предложение доказано.

Замечание 5.5. Формулировки предложений 5.6 и 5.8 показывают,

что для существованияm,σ ∈ Rn, удовлетворяющих условиям (5.4) и (5.5),

необходимые требования на α и β в случае степенных весов с отрицатель-

ными показателями, вообще говоря, являются более строгими, чем в случае

степенных весов с положительными показателями.

Предложение 5.9. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и пусть справедливы

утверждения (5.77) и (5.78). Тогда следующие утверждения эквивалент-

ны:

(a) существуют m,σ ∈ Rn с положительными координатами та-

кие, что выполняются условия (5.17) и (5.18);

(b) справедливы неравенство

(3n− 2)β

n(2β − 1)
< α (5.93)

и неравенства (5.79).

Доказательство. Предположим, что утверждение (a) верно. То-

гда из условия (5.17) и предположения (5.22) вытекает, что 1/pm <

(α− 1)(q − 1)/q. Отсюда, используя (5.26), заключаем, что 1/q < 1− n−1
nα .

Это вместе с (5.25) влечет, что неравенство (5.93) справедливо. Справед-

ливость неравенств (5.79) устанавливается таким же образом, как и в до-

казательстве предложения 5.8. Таким образом, утверждение (b) верно.

Обратно, предположим, что утверждение (b) верно. Тогда, учитывая

(5.79) и (5.80), зафиксируем s1, s2 > 0 такие, что неравенства (5.83) и (5.84)

справедливы. Заметим, что в силу (5.25) и (5.93) имеем q
q−1

(
1
q −

1
n

)
< α−1.

Учитывая это неравенство и (5.83), (5.84), зафиксируем t > 0 такое, что

q

(q − 1)t
< α− 1−

(
1

q
− 1

n

)
q

(q − 1)
(5.94)
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и неравенства (5.86) и (5.87) справедливы. Пусть теперь m,σ ∈ Rn, причем

mi = t, i = 1, . . . , n, σi = s1, i = 1, . . . , l, и σi = s2, i = l + 1, . . . , n. Легко

видеть, что неравенство (5.91) справедливо. Тогда, используя (5.24), (5.77),

(5.78) и (5.94), устанавливаем, что условие (5.17) выполняется. Кроме того,

используя (5.22), (5.23), (5.77), (5.78), (5.86), (5.87), (5.91), включение θ ∈ Ω

и неравенства γs1 < n, τs2 < n, получаем, что условие (5.18) выполняется.

Таким образом, утверждение (a) верно. Предложение доказано.

Замечание 5.6. Формулировки предложений 5.7 и 5.9 показывают,

что для существования m,σ ∈ Rn с положительными координатами, удо-

влетворяющих условиям (5.17) и (5.18), необходимые требования на α и β

в случае степенных весов с отрицательными показателями, вообще говоря,

являются более строгими, чем в случае степенных весов с положительными

показателями.

5.4. Теоремы о разрешимости задачи Дирихле в некоторых

модельных случаях

В данном подразделе на основании общих результатов о существова-

нии T -решений и W -решений рассматриваемой задачи Дирихле, установ-

ленных в подразделе 5.2, и предложений 5.6–5.9, доказанных в подразделе

5.3, сформулируем теоремы о разрешимости задачи (5.1), (5.2) в весовых

модельных случаях, рассмотренных в предыдущем подразделе.

Теорема 5.5. Пусть n = 2l, где l ∈ N, и пусть α и β – числа такие,

что 1 < α 6 β < n. Предположим, что qi = α, если i ∈ {1, . . . , l}, и
qi = β, если i ∈ {l + 1, . . . , n}. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и предположим,

что справедливы утверждения (5.46) и (5.47) и выполнены неравенства

(5.48) и (5.49). Тогда существует T -решение задачи (5.1), (5.2).

Утверждение теоремы следует из предложения 5.6 и следствия 5.1.
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Теорема 5.6. Пусть n = 2l, где l ∈ N, и пусть α и β – числа такие,

что 1 < α 6 β < n. Предположим, что qi = α, если i ∈ {1, . . . , l}, и
qi = β, если i ∈ {l + 1, . . . , n}. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и предположим,

что справедливы утверждения (5.46) и (5.47) и выполнены неравенства

(5.59)–(5.61). Тогда существует W -решение задачи (5.1), (5.2).

Утверждение теоремы следует из предложения 5.7 и следствия 5.2.

Теорема 5.7. Пусть n = 2l, где l ∈ N, и пусть α и β – числа такие,

что 1 < α 6 β < n. Предположим, что qi = α, если i ∈ {1, . . . , l}, и
qi = β, если i ∈ {l + 1, . . . , n}. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и предположим,

что справедливы утверждения (5.77) и (5.78) и выполнены неравенства

(5.79). Тогда существует T -решение задачи (5.1), (5.2).

Утверждение теоремы следует из предложения 5.8 и следствия 5.1.

Теорема 5.8. Пусть n = 2l, где l ∈ N, и пусть α и β – числа такие,

что 1 < α 6 β < n. Предположим, что qi = α, если i ∈ {1, . . . , l}, и
qi = β, если i ∈ {l + 1, . . . , n}. Пусть θ ∈ Ω, γ, τ > 0, и предположим,

что справедливы утверждения (5.77) и (5.78) и выполнены неравенства

(5.79) и (5.93). Тогда существует W -решение задачи (5.1), (5.2).

Утверждение теоремы следует из предложения 5.9 и следствия 5.2.

Выводы к разделу 5

В разделе 5 диссертационной работы рассмотрена задача Дирихле для

вырождающихся анизотропных эллиптических уравнений второго порядка

с L1-данными.

Основные результаты раздела следующие.

1. На основании результатов, полученных в разделе 3 для T -решений ва-

риационных неравенств, установлена теорема существования и един-
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ственности энтропийного решения рассмотренной задачи Дирихле (те-

орема 5.2) и описаны некоторые свойства суммируемости "производ-

ных" этого решения (предложение 5.3).

2. Установлены условия относительно показателей анизотропии q1, . . . ,

qn и весовых функций ν1, . . . , νn, при которых энтропийное решение

изученной задачи Дирихле является ее T -решением (теорема 5.3) или

W -решением (теорема 5.4).

3. Сформулированы утверждения о достаточных условиях существова-

ния T -решений и W -решений рассмотренной задачи Дирихле (след-

ствия 5.1 и 5.2).

4. Рассмотрен ряд модельных ситуаций для показателей анизотропии

и весовых функций степенного типа. При этом выяснено, что для

выполнения установленных условий существования T -решений и W -

решений необходимые требования относительно показателей анизо-

тропии в случае степенных весов с отрицательными показателями яв-

ляются более сильными, чем в случае степенных весов с положитель-

ными показателями.

Основные результаты, изложенные в разделе 5, опубликованы в рабо-

тах [63, 64].
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ВЫВОДЫ

В диссертационной работе исследованы вопросы о существовании и

свойствах решений эллиптических уравнений и вариационных неравенств

второго порядка с анизотропными и вырождающимися (по пространствен-

ной переменной) коэффициентами и L1-правыми частями.

Перечислим наиболее важные результаты, полученные в диссертации.

1. Для вариационных неравенств, соответствующих нелинейному эллип-

тическому оператору второго порядка с анизотропными и вырождаю-

щимися (по пространственной переменной) коэффициентами, множе-

ству ограничений достаточно широкого класса и правой части класса

L1, доказаны теоремы существования и единственности T -решений.

При этом установлено, что T -решения рассмотренных вариационных

неравенств в случае достаточной регулярности их правой части и во-

влеченных весовых функций являются решениями вариационных

неравенств в обычном смысле.

2. Описаны свойства суммируемости T -решений нелинейных эллиптиче-

ских вариационных неравенств с анизотропными и вырождающимися

(по пространственной переменной) коэффициентами и L1-правыми ча-

стями. В частности, даны достаточные условия относительно показа-

телей анизотропии коэффициентов и вовлеченных весовых функций,

обеспечивающие принадлежность T -решений исследуемых вариацион-

ных неравенств пространствам L1(Ω) и
◦
W 1,1(Ω). Кроме того, установ-

лено, что принадлежность T -решений рассмотренных вариационных

неравенств классу L1 можно обеспечить за счет некоторого повышения

суммируемости правой части неравенства, не требуя дополнительных

условий относительно вовлеченных весовых функций.
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3. Получены теоремы существования W 1,1-решений вырождающихся

анизотропных вариационных неравенств с L1-данными.

4. Установлена теорема существования и единственности энтропийного

решения задачи Дирихле для вырождающихся анизотропных эллип-

тических уравнений второго порядка с L1-данными и описаны неко-

торые свойства суммируемости "производных" этого решения. Кро-

ме того, даны достаточные условия существования T -решений и W -

решений рассмотренной задачи Дирихле в общем и ряде модельных

случаев.
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P. Marcellini // Differential Integral Equations. – 1996. – 9, № 1. – P.

209–212.

[41] Boccardo L. Existence and uniqueness of entropy solutions for nonlinear

elliptic equations with measure data / L. Boccardo, T. Gallouët, L.
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