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Вiдгук
офiцiйного опонента на дисертацiйну роботу Горбань Юлiї Сергiївни
"Iснування та властивостi розв’язкiв вироджуваних анiзотропних
елiптичних рiвнянь i варiацiйних нерiвностей з L1 -даними" ,

яка подана на здобуття наукового ступеня
кандидата фiзико-математичних наук

за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння

На даний час теорiя елiптичних рiвнянь та варiацiйних нерiвностей з монотонними
операторами у випадку достатньо регулярних правих частин практично є завершеною.
Коли ж правi частини рiвнянь чи варiацiйних нерiвностей належать простору L1 або є
мiрами, то, незважаючи на велику активнiсть багатьох вiдомих математикiв у вiдповiд-
них дослiдженнях, що проводяться з кiнця 89-их рокiв минулого столiття, залишилось
ще багато невирiшених проблем. Основна складнiсть у вивченнi розв’язностi елiптичних
рiвнянь з L1 -правими частинами полягає в тому, що така права частина не породжує лi-
нiйного неперервного функцiоналу на соболєвському просторi, який є природною областю
визначення оператора рiвняння. Внаслiдок цього безпосереднє застосування вiдомої тео-
рiї монотонних операторiв неможливе i, бiльше того, потрiбне уточнення самого поняття
розв’язку таких рiвнянь.

На сьогоднi в цiлому побудовано теорiю нелiнiйних iзотропних невироджуваних (за
незалежними змiнними) дивергентних елiптичних рiвнянь другого порядку з L1 -даними
або даними-мiрами, в рамках якої доведено iснування та єдинiсть слабких, ентропiйних
та ренормалiзованих розв’язкiв розв’язкiв i встановлено їх належнiсть певним просторам
Лебега та Соболєва. Суттєвий внесок у розвиток даної теорiї належить Ф. Бенiлану, Л.
Боккардо, Т. Галлуе, Р. Гарiпi, Ф. Мюра, М. П’єру, Ж.Л. Вазкезу, Ж.-М. Ракотосону, а
також А. Альвiно, А. Порретта, Г. Тромбеттi, О.А. Ковалевському та iншим. Аналогiчнi
результати отримано i для елiптичних варiацiйних нерiвностей з L1 -даними i даними-
мiрами з використанням переважно тих самих пiдходiв i технiки, якi були розробленi для
рiвнянь, зокрема, в роботах Л. Боккардо та Т. Галлуе , Л. Боккардо та Г.Р. Чiрмi, П.
Оппеццi та А.М. Россi. Вiдзначимо, що розглядали, в основному, односторонню задачу
Дiрiхле.

Один з найбiльш ефективних пiдходiв до дослiдження розв’язностi задачi Дiрiхле для
нелiнiйних елiптичних рiвнянь другого порядку з L1 -правими частинами полягає в то-
му, що розглядають так званi ентропiйнi розв’язки, якi є елементами бiльш широких,
нiж вiдповiднi енергетичнi соболєвськi простори, класiв функцiй i задовольняють рiвня-
ння в сенсi сiм’ї iнтегральних нерiвносй, яка визначається вiдповiдним набором "зрiзую-
чих"операторiв. При цьому встановлено, що у разi виконання стандартних умов зростан-
ня, коерцитивностi i строгої монотонностi на коефiцiєнти рiвнянь ентропiйний розв’язок
дослiджуваної задачi iснує i тiльки один.

В роботах багатьох математикiв, зокрема, Боккардо, Т. Галлуе, П. Марчеллiнi, М. Бен-
дамане, К.Х. Карлсеном, Л. Ахаруша, Е. Азрула, А. Бенкiране, Й. Атiка, Ж.-М. Ракото-
сона, А.К. Кавалейро, Г.Р. Чiрмi, Ф.К. Лi, розглядались також анiзотропнi невироджуванi
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(за незалежними змiнними) та iзотропнi вироджуванi (за незалежними змiнними) елiпти-
чнi рiвняння та варiацiйнi нерiвностi з L1 -правими частинами. Отриманi там результати є
схожими на згаданi вище. Елiптичнi рiвняння та варiацiйнi рiвняння, якi є одночасно анi-
зотропними i вироджуваними (за незалежними змiнними) та мають правi частини з класу
L1 , розглядались тiльки в роботах автора дисертацiї, що мiстять основнi результати його
дисертацiйного дослiдження. Крiм того, в дисертацiї розглянуто бiльш загальнi обмежен-
ня для варiацiйних нерiвностей, нiж ранiше вивчали у випадку нерiвностей з L1 -даними.
З огляду на останню обставину вказанi результати є новими навiть для невироджуваних
iзотропних варiацiйних нерiвностей. Отож, тематика дисертацiї Ю.С. Горбань є актуаль-
ною.

Метою дисертацiйної роботи є встановлення умов i єдиностi та вивчення властивостей
розв’язкiв анiзотропних i вироджуваних (за незалежними змiнними) елiптичних рiвнянь
та варiацiйних нерiвностей другого порядку з L1 -правими частинами.

Робота складається зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.
У вступi викладена вся iнформацiя, яка потрiбна згiдно з вимогами до оформлення ди-
сертацiй. Перший роздiл присвячений оглядовi першоджерел i опису основних результатiв
дисертацiї. Вiдзначимо, що зроблений огляд лiтератури є достатньо повний i змiстовний. У
другому роздiлi схематично описано методику дослiдження, яке проводиться в дисертацiї.
Основний змiст роботи викладений у третьому, четвертому та п’ятому роздiлах.

У третьому та четвертому роздiлах дослiджено анiзотропнi вироджуванi (за просторо-
вими змiнними) елiптичнi варiацiйнi нерiвностi з L1 -правими частинами i операторами,
якi визначенi на вiдповiдних вагових просторах Соболєва (енергетичних просторах) зада-
них на обмежених областях функцiй i є монотонними, обмеженими, семiнеперервними та
коецитивними. Спочатку показано, що коли правi частини є достатньо регулярними, тобто
належать просторам Лебега Lp для p ≥ p∗ при деякому p∗ > 1 , то для розглядуваних
нерiвностей можна стандартним чином визначити розв’язок та довести його iснування i
єдинiсть. Далi пояснено, що у випадку правих частин з L1 цього зробити не можна. Тому
автор визначає так званий T-розв’язок дослiджуваної нерiвностi як елемент досить ши-
рокого класу функцiй, який мiстить вiдповiдний енергетичний ваговий простiр Соболєва.
Цей функцiйний клас визначений за допомогою сiм’ї "зрiзаючих"операторiв таким чином:
його елементом є вимiрна функцiя, образ якої при дiї будь-якого з вказаних операторiв є
елементом простору, що є природною областю визначення оператора варiацiйної нерiвно-
стi. За допомогою тих же "зрiзаючих"операторiв записано саму варiацiйну нерiвнiсть. Пi-
сля цього доведено, що при достатнiй регулярностi правої частини варiацiйної нерiвностi
її T-розв’язок є стандартним розв’язком вiдповiдної стандартної варiацiйної нерiвностi,
тобто обґрунтовано, що поняття T-розв’язку є природним узагальненням стандартного
розв’язку на випадок нерегулярної правої частини елiптичної варiацiйної нерiвностi. Далi
доведено iснування та єдинiсть T-розв’язкiв дослiджуваних нерiвностей, а також вста-
новлено їх властивостi стосовно сумовностi, зокрема, показано, як при пiдсиленнi умов
на або показники нелiнiйностi i регулярнiсть вiдповiдних вагових функцiй, або правих
частин пiдвищується регулярнiсть T-розв’язкiв. Також наведено приклади множин обме-
жень для дослiджуваних нерiвностей, з яких випливає, що допустимими є множини з
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одностороннiми, двостроннiми та деякими iншими обмеженнями.
У п’ятому роздiлi дисертацiйної роботи розглянуто задачу Дiрiхле для вироджуваних

анiзотропних елiптичних рiвнянь другого порядку з L1 -правими частинами. Спочатку
дано означення трьох рiзного рiвня узагальнень розв’язкiв дослiджуваної задачi. Далi
доведено iснування та єдинiсть цих розв’язкiв при вiдповiдних умовах на показники нелi-
нiйностi та регулярнiсть вiдповiдних вагових функцiй. Пiсля цього для рiвнянь з певних
пiдкласiв класу дослiджуваних рiвнянь уточнено умови на показники нелiнiйностi та регу-
лярнiсть вiдповiдних вагових функцiй, що гарантують iснування розв’язкiв задачi Дiрiхле,
якi найбiльш близькi до узагальнених розв’язкiв цiєї задачi у випадку регулярних правих
частин рiвнянь. Слiд зазначити, що в основi дослiдження, проведеного в п’ятому роздiлi,
лежать результати третього i четвертого роздiлiв.

Основнi результати дисертацiї є новими i мають значний науковий iнтерес, бо, як уже
було сказано вище, елiптичнi рiвняння i варiацiйнi нерiвностi другого порядку з L1 -
правими частинами, якi є одночасно анiзотропними та вироджуваними, автором дослi-
дженi вперше. Крiм того, тут роглянуто бiльш широкi множини обмежень для варiацiй-
них нерiвностей, нiж ранiше розглядали у випадку варiацiйних нерiвностей з L1 -даними.
Варто вiдзначити, що автору прийшлося перебороти значнi iдейнi та технiчнi труднощi на
шляху до досягнення мети дисертацiйної роботи.

Дисертацiя написана на високому науковому рiвнi. Достовiрнiсть тверджень забезпече-
но строгими i акуратними доведеннями, якi з достатньою повнотою наведеннi в дисертацiї.

Змiст автореферату повнiстю вiдповiдає основним положенням дисертацiї.
Основнi результати роботи достатньо повно вiдображенi у 6-ти статтях у наукових

фахових виданнях та додатково висвiтленi в 1 препринтi i 7-ми тезах доповiдей на мате-
матичних конференцiях. Автор дисертацiї добре апробовувала свої результати у виступах
на конференцiях i семiнарах.

Дисертацiйна робота оформлена акуратно i згiдно з чинними вимогами до оформле-
ння дисертацiй. Викладення матерiалу чiтке, логiчне i послiдовне, хоч є ряд зауважень
стосовно цього:

1) Для зручностi читача варто було б означення qi(i = 1, n), q, q−, q+, q, q̂, νi(i = 1, n), pm

також дати в списку умовних позначень.
2) Треба було б вказати, наприклад, у списку умовних позначень, що таке Lλ(Ω) у

випадку 0 < λ < 1 .

3) Варто було б навести конкретнi приклади елемента класу
◦
T

1,q

(ν, Ω) у пiдроздiлi 3.1
i оператора A у пiдроздiлi 3.2.

4) Теореми 3.1 (iснування T-розв’язку) i 3.2 (єдинiсть T-розв’язку) варто було б об’-
єднати в одну теорему (iснування та єдинiсть T-розв’язку), оскiльки їх умови повнiстю
однаковi, i сформулювати разом з твердженням 3.11 в пiдроздiлi 3.2, а її доведення розби-
ти на двi великi частини i навести вiдповiдно в пiдроздiлах 3.3 i 3.4. Фактично теорема 5.1
i є такою "об’єднаною" теоремою, а тому теорему 5.1, як i твердження 5.2, не варто було
б формулювати. Твердження 5.1 було б доречним в пiдроздiлi 3.2, тодi запис варiацiйної
нерiвностi можна було б зробити бiльш "елегантним" .
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5) Поняття слабкого розв’язку задачi (1.1),(1.2) (с. 17) i W -розв’язку задачi (5.1),(5.2)
(ст. 105), як i формальна постановка цих задач, нiчим не вiдрiзняються, але в роботi про
це не сказано.

Цi зауваження та описки i мовнi огрiхи граматичного i стилiстичного характеру, якi iн-
коли зустрiчаються в текстi, не мають принципового значення i не впливають на загальну
оцiнку роботи.

Дисертацiя є завершеною науковою роботою. В нiй отриманi новi науково обґрунтованi
результати, що в сукупностi вирiшують конкретну наукову задачу суттєвого значення
для теорiї диференцiальних рiвнянь. Отриманi результати можуть бути використанi при
подальших дослiдженнях нелiнiйних елiптичних рiвнянь та варiацiйних нерiвностей.

Вважаю, що дисертацiйна робота Горбань Ю.С. "Iснування та властивостi розв’язкiв
вироджуваних анiзотропних елiптичних рiвнянь i варiацiйних нерiвностей з L1 -даними"
задовольняє чиннi вимоги щодо кандидатських дисертацiй, а її автор заслуговує прису-
дження йому наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю
01.01.02 — диференцiальнi рiвняння.

Доктор фiзико-математичних наук Бокало М.М.

Пiдпис Бокала М.M. пiдтверджую
Вчений секретар Львiвського нацiонального
унiверситету iменi Iвана Франка, доцент Грабовецька О.С.


