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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Задачi з крайовими умовами, заданими на всiй межi
областi, для гiперболiчних i безтипних рiвнянь i систем рiвнянь iз частинними
похiдними є, назагал, умовно коректними, а їхня розв’язнiсть у багатьох
випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв i не є стiйкою вiдносно
малих змiн параметрiв задачi. Некоректнiсть таких задач була, мабуть,
основною причиною того, що їх почали вивчати порiвняно недавно (зi середини
ХХ столiття). Дослiдження цих задач має вагоме значення для побудови
загальної теорiї крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними. Крiм
того, вони виникають у багатьох задачах практики (безмоментна теорiя
оболонок вiд’ємної гаусової кривизни, задачi гiдродинамiки, процеси коливань
тощо). Вивченню задач з даними на всiй межi областi для гiперболiчних i
безтипних рiвнянь i систем рiвнянь присвячено ряд дослiджень, зокрема, коли
на межi областi задано умови Дiрiхле або типу Дiрiхле.

Першi дослiдження крайових задач з даними на всiй межi областi для
гiперболiчних рiвнянь були проведенi у роботах Дж. Адамара (J. Hadamard),
Д. Боржина (D. Bourgin) i Р. Даффiна (R. Duffin), А. Губера (A. Huber),
Д. Манжерона (D. Mangeron).

Крайовi задачi для рiвнянь та систем рiвнянь з частинними похiдними в
обмежених i необмежених областях вивчались у працях багатьох авторiв,
зокрема Ю. М. Березанського, В. П. Бурського, М. Л. Горбачука, В. М. Борок,
П. I. Каленюка, де переважно видiленi випадки коректно поставлених задач,
якi виключають появу малих знаменникiв.

У роботах Б. Й. Пташника та його учнiв на основi метричного пiдходу
дослiджено однозначну розв’язнiсть крайових задач з даними на всiй межi
областi для багатьох класiв рiвнянь та систем рiвнянь з частинними похiдними,
при побудовi розв’язкiв яких виникають малi знаменники, однак крайовi задачi
з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) ними не розглядались.

У данiй дисертацiйнiй роботi, яка продовжує та розвиває цей напрям
дослiджень, розглянуто задачi з умовами Дiрiхле-Неймана за змiнною t та
певними умовами (перiодичностi, майже перiодичностi, умовами типу умов
Дiрiхле та iн.) за змiнними x1, . . . , xp для гiперболiчних (лiнiйних i слабко
нелiнiйних) та безтипних (лiнiйних) рiвнянь i систем рiвнянь в обмежених та
необмежених областях. Розглянутi задачi є новими, а їх дослiдження є певним
внеском у загальну теорiю крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Результати дисертацiйного дослiдження отримано у рамках виконання
бюджетних тем "Дослiдження сучасних проблем аналiзу, диференцiальних
рiвнянь та теорiї ймовiрностi" (державний реєстрацiйний номер 0107U009514)
кафедри прикладної математики Нацiонального унiверситету "Львiвська
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полiтехнiка" та "Дослiдження коректностi, побудова та вивчення властивостей
розв’язкiв лiнiйних i нелiнiйних крайових задач для некласичних еволюцiйних
рiвнянь" (державний реєстрацiйний номер 0110U004817) вiддiлу математичної
фiзики Iнституту прикладних проблем механiки i математики
iм. Я. С. Пiдстригача НАН України.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiдження
(переважно на базi метричного пiдходу) задач з мiшаними крайовими умовами
(Дiрiхле-Неймана) для гiперболiчних i безтипних рiвнянь та систем рiвнянь з
частинними похiдними в обмежених та необмежених цилiндричних областях,
що передбачає розв’язання таких завдань:

1) встановлення умов iснування та єдиностi (у рiзних функцiйних просторах)
та побудова розв’язкiв наступних задач:

— крайових задач з даними на всiй межi областi для лiнiйних гiперболiчних
рiвнянь та систем рiвнянь в обмежених областях;

— задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйного гiперболiчного
оператора високого порядку, збуреного нелiнiйним доданком (застосовуючи
принцип нерухомої точки);

— задач з умовами Дiрiхле-Неймана за видiленою змiнною та умовами 2π-
перiодичностi за iншими змiнними для загальних (без обмеження на тип)
лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими
коефiцiєнтами;

— задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйних гiперболiчних
рiвнянь високого порядку зi сталими коефiцiєнтами у безмежнiй смузi
(застосовуючи диференцiально-символьний метод або накладаючи на шуканий
розв’язок умову майже перiодичностi за просторовою змiнною);

— задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для рiвняння вiльних
коливань безмежної струни з додатковою умовою Дiрiхле або Неймана у
внутрiшнiй точцi часового iнтервалу;

— задачi з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi для рiвнянь
iз псевдодиференцiальними операторами у безмежному шарi (використовуючи
технiку диференцiальних операторiв нескiнченного порядку);

2) доведення метричних лем про оцiнки знизу малих знаменникiв, що
виникають при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач, на пiдставi яких
встановлюються умови коректної розв’язностi задач для майже всiх (стосовно
мiри Лебега) параметрiв задачi.

Об’єкт дослiдження — некласичнi крайовi задачi для гiперболiчних i
безтипних рiвнянь.

Предмет дослiдження — умови однозначної розв’язностi у рiзних
функцiйних просторах задач з мiшаними крайовими умовами (Дiрiхле-
Неймана) для гiперболiчних i безтипних рiвнянь та побудова їх розв’язкiв.
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Методи дослiджень. Для розв’язання поставлених задач
використовуються методи теорiї диференцiальних рiвнянь, функцiонального
аналiзу, лiнiйної алгебри та метричної теорiї чисел.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi
отримано такi новi результати:

— встановлено умови однозначної розв’язностi у рiзних функцiйних
просторах крайових задач для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь
в обмежених цилiндричних областях, коли на нижнiй та верхнiй основах
цилiндра задано умови Дiрiхле та Неймана вiдповiдно або локальнi крайовi
умови третього роду;

— встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку задачi
Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйного гiперболiчного оператора
високого порядку, збуреного нелiнiйним доданком;

— дослiджено умови однозначної розв’язностi у рiзних функцiйних просторах
задач з умовами Дiрiхле-Неймана за видiленою змiнною та умовами 2π-
перiодичностi за iншими змiнними для загальних (без обмеження на тип)
лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними високого порядку
зi сталими коефiцiєнтами;

— встановлено умови коректностi у безмежнiй смузi задачi Дiрiхле-Неймана
(за часовою змiнною): 1) для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь високого порядку
зi сталими коефiцiєнтами у класах цiлих функцiй i в класах майже перiодичних
функцiй за просторовою змiнною; 2) для рiвняння вiльних коливань струни з
додатковою умовою Дiрiхле або Неймана у внутрiшнiй точцi часового iнтервалу;

— у безмежному шарi дослiджено однозначну розв’язнiсть крайової задачi з
мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi для рiвнянь
iз псевдодиференцiальними операторами;

— побудовано точнi розв’язки дослiджуваних задач у випадках лiнiйних
рiвнянь та вказано алгоритм побудови наближеного розв’язку у випадку задачi
для слабко нелiнiйного рiвняння;

— доведено метричнi леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли
при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної
роботи мають теоретичний характер i можуть бути застосованi у подальших
дослiдженнях рiзних крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними, а
також при розв’язаннi конкретних задач практики, математичними моделями
яких є дослiдженi у роботi крайовi задачi.

Особистий внесок здобувача. Основнi науковi результати дисертацiйної
роботи отриманi автором самостiйно. У спiльних з Б. Й. Пташником роботах
[2, 4–8, 13–18] науковому керiвнику належить постановка задач, передбачення
та аналiз отриманих результатiв. У спiльних роботах [1, 11] Б. Й. Пташнику



4

належить постановка задачi, аналiз та обговорення усiх отриманих результатiв,
а Н. I. Бiлусяк — перевiрка та аналiз результатiв, якi стосуються слабко
нелiнiйного рiвняння; у роботах [3, 12] Б. Й. Пташнику належить постановка
задачi та обговорення отриманих результатiв, а З. М. Нитребичу — доведення
леми 1 та аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались
та обговорювались на таких наукових конференцiях i семiнарах: Мiжнародна
математична конференцiя iм. В. Я. Скоробогатька (Дрогобич, 2007);
Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки та математики
iменi академiка Я. С. Пiдстригача (Львiв, 2009); Десята вiдкрита наукова
конференцiя Iнституту прикладної математики та фундаментальних наук
(IМФН) (Львiв, 2012); Мiжнародна наукова конференцiя "Сучаснi проблеми
механiки та математики" (Львiв, 2013); Мiжнародна математична конференцiя
"Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та
математичнi методи механiки" до 100-рiччя вiд дня народження члена-
кореспондента НАН України Положого Георгiя Миколайовича (Київ, 2014);
П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла
Кравчука (Київ, 2014); Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi
читання-2014" (Львiв, 2014); семiнар iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту
прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
(керiвники: член-кор. НАН України, д. ф.-м. н., проф. Б. Й. Пташник, д. ф.-м.
н., ст. н. с. В. О. Пелих, Львiв, 2013, 2015); загальноiнститутський математичний
семiнар Iнституту прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстри-
гача НАН України (керiвники: д. ф.-м. н., проф. М. М. Войтович, член-кор.
НАН України, д. ф.-м. н., проф. Б. Й. Пташник, д. ф.-м. н., ст. н. с. В. О. Пелих,
д. ф.-м. н., ст. н. с. В. М. Петричкович, Львiв, 2014); Львiвський мiський семiнар
з диференцiальних рiвнянь (керiвники: д. ф.-м. н., проф. М. I. Iванчов,
д. ф.-м. н., проф. П. I. Каленюк, член-кор. НАН України, д. ф.-м. н., проф.
Б. Й. Пташник, Львiв, 2014); а також були оприлюдненi на Дев’ятiй вiдкритiй
науковiй конференцiї професорсько-викладацького складу Iнституту
прикладної математики та фундаментальних наук (Львiв, 2010) та на Всеукраїн-
ськiй науковiй конференцiї "Прикладнi задачi математики" (Яремче, 2011).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 10 статтях [1–10]
(з них 2 без спiвавторiв) у наукових перiодичних фахових виданнях України,
серед яких 3 статтi — у виданнях України, якi включенi до мiжнародних
наукометричних баз, а також додатково висвiтлено в тезах доповiдей та
матерiалах наукових конференцiй [11–19].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу, п’яти
роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує 151
найменування, обсягом 17 сторiнок. Загальний обсяг дисертацiї — 152 сторiнки.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiйної роботи обґрунтовано актуальнiсть теми,
сформульовано мету i задачi дослiдження, видiлено об’єкт, предмет та методи
дослiдження, висвiтлено наукову новизну та апробацiю одержаних результатiв.

У першому роздiлi подано короткий огляд праць, якi стосуються тематики
дисертацiї.

У другому роздiлi описано основнi методи дослiджень розглянутих у
дисертацiйнiй роботi задач. Наведено деякi допомiжнi вiдомостi з теорiї
диференцiальних рiвнянь, функцiонального аналiзу, лiнiйної алгебри та
метричної теорiї чисел, якi використовуються у наступних роздiлах дисертацiї.

У третьому роздiлi дисертацiї дослiджено однозначну розв’язнiсть
крайових задач для гiперболiчних рiвнянь i систем рiвнянь зi сталими та
змiнними коефiцiєнтами в обмежених цилiндричних областях.

Позначимо: x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp, p ≥ 1; k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp,
|k| = |k1|+ · · ·+ |kp|, ||k|| =

√
k21 + · · ·+ k2p; (k, x) = k1x1 + · · ·+ kpxp;

ŝ = (s0, s1, . . . , sp) ∈ Zp+1
+ , |ŝ|∗ = 2s0 + s1 + · · ·+ sp;

T ∈ (0,+∞); i — уявна одиниця; [a] — цiла частина числа a ∈ R;
Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p; Dp := {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Ωp};
Bp :=

{
(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ G

}
; G ⊂ Rp — обмежена однозв’язна

область з гладкою межею ∂G = Γ, Σ = Γ× [0, T ];
T — простiр скiнченних тригонометричних полiномiв

v (x) =
∑

|k|6N vk exp (ik, x), N ∈ N, з комплексними коефiцiєнтами, в якому

збiжнiсть визначається так: vn
T→

n→∞
v, якщо, починаючи з деякого номера n,

vn (x)=
∑

|k|6Nn
vnk exp (ik, x), де всi Nn не перевищують деякого фiксованого

числа N1, i vnk →
n→∞

vk для кожного k;
T ′ — простiр формальних тригонометричних рядiв v (x)=

∑
|k|≥0vkexp (ik, x);

Cr ([0, T ] ; T ′) (Cr ([0, T ] ; T )), r ∈ Z+, — простiр таких функцiй v (t, x) =∑
|k|≥0 vk (t) exp (ik, x), vk ∈ Cr ([0, T ]), k ∈ Zp, що при кожному фiксованому

t ∈ [0, T ] ∂jv
/
∂tj =

∑
|k|≥0 v

(j)
k (t) exp (ik, x) ∈ T ′ (T ), j ∈ {0, 1, . . . , r};

Hq (Ω
p), q ∈ R, — простiр, отриманий шляхом поповнення простору T за

нормою ∥v;Hq (Ω
p)∥2 :=

∑
|k|≥0(1 + |k|2)q |vk|2;

Cr ([0, T ] , Hq (Ω
p)) ⊂ Cr ([0, T ] ; T ′), q ∈ R, r ∈ Z+, — простiр функцiй v

таких, що для кожного t ∈ [0, T ] функцiї ∂jv
/
∂tj, j ∈ {0, 1, . . . , r}, належать

простору Hq−j (Ω
p) та є неперервними за t у нормi цього простору;

∥v;Cr ([0, T ] , Hq (Ω
p))∥ :=

∑r
j=0 max

0≤t≤T

∥∥∂jv(t, ·)
/
∂tj;Hq−j (Ω

p)
∥∥ ;

Hq (Ω
p) i C

r
([0, T ], Hq(Ω

p)) — вiдповiднi до Hq (Ω
p) i Cr([0, T ], Hq(Ω

p))
простори вектор-функцiй, q ∈ R, r ∈ Z+;
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Cj,ν, 0 < ν < 1, — клас визначених в G функцiй, якi мають неперервнi до
j–ї похiднi, а j-та похiдна задовольняє в G умову Гельдера з показником ν;

Aj,ν — клас областей, для яких функцiї, що задають у локальних координатах
рiвняння межових поверхонь цих областей, належать класу Cj,ν.

У пiдроздiлi 3.1.1 в областi D1 розглядається задача
n∑

s=0

as
∂2nu(t, x)

∂t2(n−s)∂x2s
= f(t, x), as ∈ R, a0 = 1, (1)

∂2(r−1)u(t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= φr(x),
∂2r−1u(t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= φn+r(x), r ∈ {1, . . . , n}. (2)

Припускаємо, що рiвняння (1) є строго гiперболiчним за Петровським, тобто
всi коренi рiвняння

∑n
s=0 asλ

2(n−s) = 0 є дiйсними та рiзними, а отже, i
вiдмiнними вiд нуля; нехай λ1, . . . , λn – додатнi коренi останнього рiвняння.

Означення 3.1. Розв’язком задачi (1), (2) з простору C2n([0, T ], T ′)

називатимемо функцiю u(t, x) =
∞∑

k=−∞
uk(t) exp (ikx) таку, що кожна з

функцiй uk(t), k ∈ Z, належить простору C2n([0, T ]) i задовольняє, вiдповiдно,

рiвностi
n∑

s=0
as(ik)

2sd
2(n−s)uk (t)

dt2(n−s)
= fk(t), t ∈ (0, T ), та u

(2r−2)
k (0) = φrk,

u
(2r−1)
k (T ) = φn+r,k, r ∈ {1, . . . , n}.
Теорема 3.1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi

C2n([0, T ], T ′) необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови
(∀k ∈ Z\{0}, ∀m ∈ Z) λjT/π ̸= (2m+ 1)/(2k), j ∈ {1, . . . , n}. (3)

Якщо f ∈ C([0, T ], T ′) (C([0, T ], T )), φj ∈ T ′ (T ), j ∈ {1, . . . , 2n}, то
за умов (3) iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) з простору C2n([0, T ], T ′)
(C2n([0, T ], T )) (теорема 3.2 i наслiдок 3.2). Для промiжних просторiв (мiж
C2n([0, T ], T ) i C2n([0, T ], T ′)), зокрема для просторiв C2n([0, T ], Hq(Ω

1)), q ∈ R,
iснування розв’язку задачi (1), (2) пов’язане з проблемою малих знаменникiв,
оскiльки модулi виразiв cos(kλjT ), j ∈ {1, . . . , n}, якi мiстяться у знаменниках
отриманих явних формул для розв’язку задачi i є вiдмiнними вiд нуля, можуть
ставати як завгодно малими для нескiнченної кiлькостi чисел k ∈ Z\{0}. Для
оцiнки знизу малих знаменникiв використано метричний пiдхiд (лема 3.1).

Теорема 3.3. Нехай справджуються умови (3). Якщо
f∈C([0, T ], Hq−2n+1+α1

(Ω1)), φs∈Hq+α1
(Ω1), φn+s∈Hq+α1−1(Ω

1), s ∈ {1, . . . , n},
α1 > 1, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для
фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (1) iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) з
простору C2n([0, T ], Hq(Ω

1)). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω
1))
∥∥ ≤ c1

(
n∑

s=1

∥∥φs;Hq+α1
(Ω1)

∥∥+ 2n∑
s=n+1

∥∥φs;Hq+α1−1(Ω
1)
∥∥ +

+
∥∥f ;C([0, T ], Hq−2n+1+α1

(Ω1))
∥∥) , де c1 = c1(n, T, a0, . . . , an).
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Результати дослiдження задачi (1), (2) частково перенесено на випадок
багатовимiрної областi. В областi Dp, p > 1, для строго гiперболiчного рiвняння∑

|ŝ|∗=2n

Aŝ
∂|ŝ|∗u (t, x)

∂t2s0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= 0, Aŝ ∈ R, A(n,0,...,0) = 1, (4)

дослiджено задачу з умовами вигляду (2).
Зi строгої гiперболiчностi рiвняння (4) випливає, що µ-коренi рiвняння∑
|ŝ|∗=2nAŝ

(
k1
||k||

)s1
. . .
(

kp
||k||

)sp
µ2s0 = 0 є дiсними i рiзними (отже, i вiдмiнними

вiд нуля); очевидно, що цi коренi є рiвномiрно обмеженими для всiх
k ∈ Zp\ {(0)}. Нехай µ1 (k) , . . . , µn (k) — додатнi коренi останнього рiвняння.

Для єдиностi розв’язку задачi (2), (4) у просторi C2n ([0, T ] , T ′) необхiдно i
достатньо, щоб виконувались умови

(∀k ∈ Zp\ {(0)} , ∀m ∈ Z+) µj (k) ∥k∥ ̸= π(2m+ 1)/(2T ), j ∈ {1, . . . , n} . (5)

Твердження 3.1. Нехай справджуються умови (5). Якщо
φs ∈ Hχ (Ω

p), φn+s ∈ Hχ−1 (Ω
p), χ > q+p, s ∈ {1, . . . , n}, то для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння
(4) у просторi C2n ([0, T ] , Hq (Ω

p)) iснує єдиний розв’язок задачi (2), (4). Цей
розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n ([0, T ] , Hq (Ω

p))
∥∥ ≤ c9

(∑n
s=1 ∥φs;Hχ∥+

∑2n
s=n+1 ∥φs;Hχ−1∥

)
.

На прикладi рiвняння
n∏

j=1

[
∂2

∂t2
−
(
aj

∂

∂x
+ bj

)2
]
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ D1, (6)

де aj > 0, bj ∈ R, aj ̸= aℓ, j ̸= ℓ, j, ℓ ∈ {1, . . . , n}, показано, що наявнiсть
у гiперболiчному рiвняннi молодших членiв може послабити умови на вихiднi
данi у теоремах iснування та єдиностi розв’язку задачi з умовами вигляду (2).

Наслiдок 3.3. Якщо у рiвняннi (6) всi числа bj, j ∈ {1, . . . , n}, вiдмiннi
вiд нуля, то для довiльних T , aj, j ∈ {1, . . . , n}, задача (6), (2) не може
мати двох рiзних розв’язкiв iз простору C2n([0, T ], T ′). Якщо ж bj = 0, j ∈
{j1, . . . , jr} ⊂ {1, . . . , n}, то для єдиностi розв’язку задачi (6), (2) у просторi
C2n([0, T ], T ′) необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови

(∀k ∈ Z\{0}, ∀m ∈ Z) ajT/π ̸= (2m+ 1)/(2k), j ∈ {j1, . . . , jr}. (7)

Теорема 3.5. Нехай у рiвняннi (6) всi числа bj, j ∈ {1, . . . , n}, вiдмiннi вiд
нуля. Якщо f ∈ C([0, T ], T ′) (C([0, T ], T )), φs ∈ T ′ (T ), s ∈ {1, . . . , 2n}, то
iснує єдиний розв’язок задачi (6), (2) з простору C2n([0, T ], T ′) (C2n([0, T ], T )).
Якщо f ∈ C([0, T ], H1+q−2n(Ω

1)), φs ∈ Hq(Ω
1), φn+s ∈ Hq−1(Ω

1), s ∈ {1, . . . , n},
то iснує єдиний розв’язок задачi (6), (2) з простору C2n([0, T ], Hq(Ω

1)). Цей
розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та φs, s ∈ {1, . . . , 2n}.
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Теорема 3.6. Нехай у рiвняннi (6) bj = 0, j ∈ {j1, . . . , jr} ⊂ {1, . . . , n},
i виконуються умови (7). Якщо f ∈ C([0, T ], T ′) (C([0, T ], T )), φs ∈ T ′ (T ),
s∈{1, . . . , 2n}, то iснує єдиний розв’язок задачi (6), (2) з простору
C2n([0, T ], T ′) (C2n([0, T ], T )). Якщо f∈C([0, T ], Hq+1+α1−2n(Ω

1)),
φs ∈ Hq+α1

(Ω1), φn+s ∈ Hq−1+α1
(Ω1), s ∈ {1, . . . , n}, α1 > 1, то для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння
(6) iснує єдиний розв’язок задачi (6), (2) з простору C2n([0, T ], Hq(Ω

1)).
Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та φs, s ∈ {1, . . . , 2n}.

У пiдроздiлi 3.1.2 результати пiдроздiлу 3.1.1 частково перенесено на
випадок систем рiвнянь. В областi D1 розглянуто задачу

L[u] :=
n∑

s=0

As
∂2nu(t, x)

∂t2(n−s)∂x2s
= f(t, x), (8)

Ur[u]:=
∂2r−2u(t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= 0, Un+r[u]:=
∂2r−1u(t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, . . . , n}, (9)

де As = [aspj]
m
p,j=1 – матрицi з дiйсними сталими елементами, A0 — одинична

матриця; u(t, x) = col (u1(t, x), . . . , um(t, x)), f(t, x) = col(f1(t, x), . . . , fm(t, x)).
Припускаємо, що система рiвнянь (8) є гiперболiчною за Петровським у

вузькому сенсi, тобто що всi коренi рiвняння δ(λ):= det
[∑n

s=0 a
s
pjλ

2n−2s
]m
p,j=1

=0
є дiйсними i рiзними, а отже, i вiдмiнними вiд нуля; позначимо через
λ1, . . . , λmn додатнi коренi цього рiвняння.

Означення 3.2. Розв’язком задачi (8), (9) з простору
C

2n
([0, T ], Hq(Ω

1)), q ∈ R, називатимемо вектор-функцiю u з цього простору,
для якої справджуються такi умови:

∥∥L[u]− f ;C([0, T ], Hq−2n(Ω
1))
∥∥ = 0,∥∥Ur[u];Hq−2r+2(Ω

1)
∥∥ = 0,

∥∥Un+r[u];Hq−2r+1(Ω
1)
∥∥ = 0, r ∈ {1, . . . , n}.

Теорема 3.7. Для єдиностi розв’язку задачi (8), (9) у просторi
C

2n
([0, T ], H2n(Ω

1)) необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k ∈ Z\{0},∀m ∈ Z) λjTk ̸= (m+ 1/2)π, j ∈ {1, . . . , nm}. (10)

Теорема 3.8. Нехай справджуються умови (10). Якщо
f ∈ C([0, T ], Hq+χ(Ω

1)), q ≥ 2n, χ > 2 − 2n, то для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в R) чисел T i для фiксованих матриць As, s ∈ {0, . . . , n}, iснує
єдиний розв’язок задачi (8), (9) з простору C

2n
([0, T ], Hq(Ω

1)). Цей розв’язок

справджує нерiвнiсть
∥∥∥u;C2n

([0, T ], Hq(Ω
1))
∥∥∥2 ≤ c1

∥∥f ;C([0, T ], Hq+χ(Ω
1))
∥∥2,

де c11 = c11(n,m, T, aspr, 0 ≤ s ≤ n, 1 ≤ p, r ≤ m).
У пiдроздiлi 3.2.1 в областi Bp розглядаємо задачу

∂2u (t, x)/∂t2 − Lu (t, x) = f (t, x) , (11)(
a1u(t, x)+a2

∂u(t, x)

∂t

)∣∣∣∣
t=0

=φ1(x) ,

(
b1u(t, x)+b2

∂u(t, x)

∂t

)∣∣∣∣
t=T

=φ2(x) , (12)
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u |Σ = 0, (13)

де a1, a2, b1, b2 ∈ R, a21 + a22 ̸= 0, b21 + b22 ̸= 0; L — самоспряжений, елiптичний в
областi G, G ∈ A2,ν, диференцiальний вираз

L :=

p∑
i,j=1

∂

∂xi

(
pij (x)

∂

∂xj

)
− q (x) , (14)

у якому pij (x) ∈ C1,ν, i, j ∈ {1, ..., p}, q (x) ≥ 0, q (x) ∈ C0,ν, 0 < ν < 1.
Вiдомо, що власнi значення λk, k ∈ N, задачi LX (x) = −λX (x),

X (x)|Γ = 0, множину яких позначимо через Λ, є рiзними i додатними, а система
власних функцiй Υ = {Xk (x) , k ∈ N}, є повною ортонормованою у просторi
L2 (G) , при цьому Xk (x) ∈ C2

(
G
)
, k ∈ N.

Встановлено (теорема 3.9), що для єдиностi розв’язку задачi (11)–(13) у
просторi C2

(
B

p) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова
(∀λk ∈ Λ) ∆ (λk) ̸= 0, (15)

де ∆(λk) = (a1b1 + a2b2λk) sin
(√

λkT
)
+ (a1b2 − a2b1)

√
λk cos

(√
λkT

)
.

Теорема 3.10. Нехай справджується умова (15) i нехай iснують сталi
c14 > 0 i γ ∈ R+ такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень λk ∈ Λ
виконується нерiвнiсть

|∆(λk)| ≥ c14k
−γ. (16)

Якщо φj ∈ C2r
(
G
)
, Lqφj|Γ = 0, j = 1, 2, f ∈ C(0,2r)

(
B

p)
, Lqf |Γ = 0, t ∈ [0, T ],

де q ∈ {0, 1, . . . , r− 1}, r = [(5 + p (1, 5 + γ)) /2] + 1, то iснує єдиний розв’язок
задачi (11)–(13) iз простору C2

(
B

p). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2
(
B

p)∥∥ ≤ c15
(∥∥φ1;C

2r
(
G
)∥∥+ ∥∥φ2;C

2r
(
G
)∥∥+ ∥∥f ;C(0,2r)

(
B

p)∥∥) .
Доведено (теореми 3.11 i 3.12), що нерiвнiсть (16) справджується для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T , де стала γ визначається вихiдними
даними задачi.

У пiдроздiлi 3.2.2 в областi Bp розглянуто задачу
n∑

s=0

as
∂2(n−s)

∂t2(n−s)
Lsu (t, x) = f (t, x) , as ∈ R, a0 ̸= 0, (17)

∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= φr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= φn+r (x) , r ∈ {1, ..., n}, (18)

Lqu |Σ = 0, q ∈ {0, ..., n− 1}, (19)

де L — самоспряжений, елiптичний в областi G, G ∈ A2n,ν, диференцiальний
вираз, заданий формулою (14), в якiй pij (x) ∈ C2n−1,ν, i, j ∈ {1, ..., p},
q (x) ∈ C2n−2,ν, 0 < ν < 1; L0u = u, Lqu = L

(
Lq−1u

)
, q ∈ {1, ..., n}.

Встановлено умови єдиностi (теорема 3.13) та умови iснування (теорема 3.14)
класичного розв’язку задачi (17)–(19) для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
R) чисел T .
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У пiдроздiлi 3.2.3 показано, як отриманi в дисертацiйнiй роботi результати
для лiнiйних рiвнянь можна перенести на випадок, коли лiнiйне рiвняння
збурено нелiнiйним доданком. В областi Bp дослiджено задачу

n∑
s=0

as
∂2(n−s)

∂t2(n−s)
Lsu (t, x) = f (t, x) + εΦ (t, x, u (t, x)) , (20)

∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, ..., n}, (21)

Lqu |Σ = 0, q ∈ {0, ..., n− 1}, (22)

де L — той самий диференцiальний вираз, що i в задачi (17)–(19), функцiя
Φ (t, x, u) визначена та неперервна за змiнною t i досить гладка за x, u в
замкненiй областi Q=

{
(t, x, u) : (t, x)∈Bp

, u∈S(u0, r)
}
, S(u0, r)={u ∈ C2n(B

p
) :∥∥u− u0;C2n(B

p
)
∥∥ ≤ r}; u0:=u0(t, x) — розв’язок задачi (20)–(22) при ε = 0.

Доведено (теорема 3.15), що за умов iснування класичного розв’язку задачi
(20)–(22) при ε = 0 (див. теорему 3.14), якщо n ≥ [3(p + 1)/2] + 1, функцiя
Φ(t, x, u) в областi Q неперервна за t та має неперервнi похiднi за змiнними x i
u до порядку 2h+ 1, причому для кожної функцiї u ∈ S̄(u0, r) справджуються

умови LgΦ|Σ = 0, Lg∂Φ

∂u

∣∣∣∣
Σ

= 0, g ∈ {0, 1, . . . , h − 1}, де h = [5(p + 2)/4], то

для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T i для достатньо малих |ε|
iснує єдиний розв’язок задачi (20)–(22). Цей розв’язок належить кулi S(u0, r) ⊂
C2n(B

p
) i неперервно залежить вiд функцiї f .

Наближений розв’язок задачi (20)–(22) шукаємо методом послiдовних
наближень; при цьому визначаємо величину похибки n-го наближення
(n = 1, 2, ...) до точного розв’язку цiєї задачi.

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджено задачу з умовами Дiрiхле-
Неймана за видiленою змiнною t для загальних (без обмеження на тип) лiнiйних
рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними високого порядку зi сталими
коефiцiєнтами.

У пiдроздiлi 4.1.1 в областi Dp розглянуто задачу∑
|ŝ|∗≤2n

Aŝ
∂|ŝ|∗u (t, x)

∂t2s0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= 0, Aŝ ∈ C, A(n,0,...,0) = 1, (23)

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= φr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= φn+r (x) , r ∈ {1, . . . , n} . (24)

Означення 4.1. Розв’язком задачi (23), (24) з простору C2n ([0, T ] , T ′)
називатимемо функцiю u (t, x) =

∑
|k|≥0 uk (t) exp (ik, x) таку, що кожен з

коефiцiєнтiв uk (t), k ∈ Zp, належить простору C2n ([0, T ]) i справджує,
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вiдповiдно, рiвностi
∑

|ŝ|∗≤2nAŝ (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp d2s0uk (t)/dt
2s0 = 0, t ∈ (0, T ) ,

та u
(2r−2)
k (0) = φrk, u

(2r−1)
k (T ) = φn+r,k, r ∈ {1, . . . , n} .

Припускаємо, що для кожного k ∈ Zp коренi η1(k), . . . , ηn(k), −η1(k), . . . ,
−ηn(k) рiвняння

∑
|ŝ|∗≤2nAŝ (ik1)

s1 . . . (ikp)
sp η2s0 = 0 є рiзними, а отже,

вiдмiнними вiд нуля; не порушуючи загальностi, надалi будемо вважати, що
Re ηj (k) ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ Zp.

Теорема 4.1. Для єдиностi розв’язку задачi (23), (24) у просторi
C2n ([0, T ] , T ′) необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k∈Zp, ∀m∈Z) iηj (k)T ̸=π (m+ 1/2) , j∈{1, . . . , n} . (25)

Теорема 4.2. Нехай справджуються умови (25). Якщо φj ∈ T ′ (T ),
j ∈ {1, . . . , 2n} , то iснує єдиний розв’язок задачi (23), (24) з простору
C2n ([0, T ] ; T ′)

(
C2n ([0, T ] ; T )

)
; цей розв’язок визначає формула

u (t, x)=
∑
|k|≥0

n∑
q,j=1

S
(q)
n−j

φjkηq
(
e−ηqt+e−2ηqT+ηqt

)
+ φn+j,k

(
eηqt−ηqT−e−ηqt−ηqT

)
(−1)n+j ηq (1 + e−2ηqT )

∏n
s=1,s̸=q

(
η2q − η2s

) e(ik,x),

де S
(q)
l , l ∈ {1,. . .,n−1} — сума всiх можливих добуткiв елементiв η21,...,η2q−1,

η2q+1,...,η2n, взятих по l штук у кожному добутку, S(q)
0 ≡ 1.

Теорема 4.3. Нехай справджуються умови (25) та iснують такi додатнi
сталi c2, c3, c4, α1, α2, α3, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k∈Zp правильними є оцiнки

|ηq (k)| ≥ c2 (1 + |k|)−α1 , q ∈ {1, . . . , n} , (26)
n∏

s=1,s̸=q

∣∣η2q(k)− η2s(k)
∣∣ ≥ c3 (1 + |k|)−α2 , q ∈ {1, . . . , n} , (27)∣∣∣1 + e−2ηq(k)T

∣∣∣ ≥ c4 (1 + |k|)−α3 , q ∈ {1, . . . , n} . (28)
Якщо φs ∈ Hχ+q (Ω

p), φn+s ∈ Hχ+α1+q (Ω
p), s ∈ {1, . . . , n}, χ =2n− 2+α2+α3,

то iснує єдиний розв’язок задачi (23), (24) з простору C2n([0, T ] , Hq(Ω
p)).

Цей розв’язок справджує нерiвнiсть
∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω

p))
∥∥≤

c5

(∑n
s=1∥φs;Hχ+q∥+

∑2n
s=n+1∥φs;Hχ+α1+q∥

)
, де c5 = c5(Aŝ, |ŝ|∗≤2n;n, c2, c3, c4).

Вияснимо можливiсть виконання оцiнок (26)–(28). Позначимо через b =
(b1, . . . , bβ) ∈ Zβ та d = (d1, . . . , dβ) ∈ Zβ вектори, складенi, вiдповiдно, iз
дiйсних та уявних частин коефiцiєнтiв A(0,s) рiвняння (23), де β — кiлькiсть
розв’язкiв у цiлих невiд’ємних числах нерiвностi s1+ s2+ · · ·+ sp ≤ 2n, а через
l = (l1, . . . , lγ)∈Zγ та h = (h1, . . . , hγ) ∈ Zγ – вектори, складенi, вiдповiдно, iз
дiйсних та уявних частин коефiцiєнтiв A(s0,s) рiвняння (23), де γ — кiлькiсть
розв’язкiв у цiлих невiд’ємних числах нерiвностi 2s0 + s1 + s2 + · · ·+ sp ≤ 2n.

Лема 4.1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i
довiльного фiксованого вектора d, або для довiльного фiксованого вектора b i
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майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв d нерiвностi (26) виконую-
ться для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp при α1>n+p/2−1.

Лема 4.2. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ) векторiв l i довiль-
ного фiксованого вектора h, або для довiльного фiксованого вектора l i майже
всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ) векторiв h, нерiвностi (27) виконуються
для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp при α2>(n−1)p/2.

Лема 4.3. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для
майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i довiльного фiксованого
вектора d (або для майже всiх векторiв d i довiльного фiксованого вектора
b) нерiвностi (28) виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Zp при α3 > α1 + p, де α1 > n+ p/2− 1.

Наслiдок 4.1. Якщо φs∈Hq+χ (Ω
p), φn+s∈Hq+χ+p/2+n−1 (Ω

p),
χ > pn/2+3n+p−3, s ∈ {1, . . . , n}, то, за умов (25), для майже всiх (стосовно
мiри Лебега в R) чисел T та для майже всiх коефiцiєнтiв рiвняння (23) у
просторi C2n ([0, T ] , Hq (Ω

p)) iснує єдиний розв’язок задачi (23), (24); причому∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω
p))
∥∥ ≤ c12

(∑n
s=1∥φs;Hq+χ∥+

∑2n
s=n+1

∥∥φs;Hq+χ+p/2+n−1

∥∥) .
Розглянуто частинний випадок задачi (23), (24), коли рiвняння (23) є

гiперболiчним за Гордiнгом (приклад 4.1), для якої отримано кращу оцiнку
знизу малого знаменника, нiж у лемi 4.3, а отже, i слабшi умови на вихiднi данi
у теоремi iснування розв’язку зi шкали просторiв C2n ([0, T ] , Hq (Ω

p)), q ∈ R.
У пiдроздiлi 4.1.2 в областi Dp розглянуто задачу з умовами (24) для

рiвняння
n∏

j=1

 ∂2

∂t2
−

(
p∑

s=1

ajs
∂

∂xs
+bj

)2
u (t, x)=0, ajs, bj ∈ C. (29)

Нехай η∗j (k) := bj + i
∑p

s=1 ajsks, j ∈ {1, . . . , n}. Надалi вважатимемо, що

(∀k ∈ Zp) (η∗j (k))
2 ̸= (η∗r (k))

2, j, r ∈ {1, . . . , n} , j ̸= r.

Встановлено (наслiдок 4.2), що для єдиностi розв’язку задачi (24), (29) у
просторi C2n ([0, T ] , T ′) необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k ∈ Zp, ∀m ∈ Z) bj+i

p∑
s=1

ajsks ̸= iπ (m+ 1/2) /T , j ∈ {1, . . . , n} . (30)

За умов (30) для задачi (24), (29) справедливi теореми 4.2, 4.3, у яких замiсть
ηj(k), j ∈ {1, . . . , n}, треба покласти вирази η∗j (k), j ∈ {1, . . . , n}.

Твердження 4.2. Нехай справджуються умови (30). Якщо функцiї
φs ∈ Hq+χ (Ω

p), φn+s ∈ Hq+χ+p/n (Ω
p), χ > 2n + 3p + p/n − 2, s ∈ {1, . . . , n},

то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для майже всiх
коефiцiєнтiв рiвняння (29) у просторi C2n ([0, T ] , Hq (Ω

p)) iснує єдиний
розв’язок задачi (24), (29). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n ([0, T ] , Hq (Ω

p))
∥∥ ≤ c18

(∑n
s=1 ∥φs;Hq+χ∥+

∑2n
s=n+1

∥∥φs;Hq+χ+p/n

∥∥).
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У пiдроздiлi 4.2 в областi Dp розглянуто задачу з умовами вигляду (9)
для безтипної системи рiвнянь∑

|ŝ|∗≤2n

Aŝ
∂|ŝ|∗u (t, x)

∂t2s0∂xs11 · · · ∂xspp
= f (t, x) , (31)

де As – m×m-матрицi зi сталими дiйсними елементами, detAn,0,...,0 ̸= 0,
u (t, x) = col (u1 (t, x) , . . . , um (t, x)), f (t, x) = col (f1 (t, x) , . . . , fm (t, x)).

Нехай k0 ∈ Z+, k̃ = (k0, k), |k̃| = k0+|k1|+· · ·+|kp|; Hq (D
p), q ∈ Z+, — простiр

комплекснозначних функцiй υ(t, x)=
∑∞

k0=0

∑
|k|≥0 υk̃ sin

(
π
T

(
k0+

1
2

)
t
)
exp (ik, x)

зi скiнченною нормою ∥υ;Hq (D
p)∥2 := 2p−1Tπp

∑∞
k0=0

∑
|k|≥0(1 + |k̃|2)q |υk̃|

2;
Hq (D

p), q ∈ Z+, — вiдповiдний до Hq (D
p), q ∈ Z+, простiр вектор-функцiй.

Для задачi, яка розглядається, встановлено умови єдиностi розв’язку у
просторi H2n (D

p) (теорема 4.4) та доведено iснування розв’язку з простору
Hq (D

p), q ≥ 2n, для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T , якщо
f ∈ Hq+γ (D

p), де γ > n (m (p+ 2)− 2) (теорема 4.6).
У п’ятому роздiлi дослiджено умови однозначної розв’язностi у рiзних

функцiйних просторах задачi з умовами Дiрiхле-Неймана (за змiнною t) для
лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними у безмежнiй смузi i безмежному шарi.

Введемо такi позначення: Qp =
{
(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ Rp

}
;

M={µk∈R : µ−k=− µk, µ0=0, d1|k|σ≤|µk|≤d2|k|σ, σ>0, d2≥d1>0, k∈Z};
TM — простiр тригонометричних полiномiв v(x) =

∑
|k |≤N vk exp (iµkx),

N∈Z+, µk∈M ; T ′
M — простiр антилiнiйних неперервних функцiоналiв над TM ;

HM
q (R), q ∈ R, — простiр, отриманий шляхом поповнення простору TM за

нормою
∥∥v;HM

q (R)
∥∥2 :=∑∞

k=−∞(1 + µ2
k)

q |vk|2;
Cr ([0, T ] ; T ′

M) (Cr ([0, T ] ; TM)) i Cr([0, T ], HM
q (R)), q ∈ R, r ∈ Z+, – простори,

аналогiчнi до просторiв, введених у роздiлi 3 для 2π-перiодичних за x функцiй;
A1,d — клас цiлих функцiй g(x), порядок яких не перевищує одиницi, причому

функцiї першого порядку мають тип менший, нiж d, d > 0;
KL — клас квазiполiномiв φ (x) =

∑m
j=1Qj (x) exp (αjx) , де αj ∈ L ⊆ C,

αj ̸= αk для j ̸= k, j, k ∈ {1, . . . ,m}, m ∈ N, Qj (x), j ∈ {1, . . . ,m}, — полiноми;
AM

d — клас цiлих функцiй g(t, x), якi для кожного фiксованого t ∈ [0, T ]
належать класу A1,d

∪
KC\M ;

D = (D1, . . . , Dp), Dj = −i∂/∂xj, j ∈ {1, . . . , p}, Ds = Ds1
1 · · ·Dsp

p ;
A (D) :=

∑∞
|s|=0 asD

s, as ∈C, — псевдодиференцiальний оператор, символ
якого A (ξ) :=

∑∞
|s|=0 asξ

s є аналiтичною функцiєю в областi Θ ⊂ Rp
ξ ;

H+∞(Θ) — простiр функцiй υ∈L2(Rp
x), для яких перетворення Фур’є є фiнiт-

ними в областi Θ⊂Rp
ξ ; [H

+∞(Θ)]∗ — простiр узагальнених функцiй над H+∞(Θ);
H−∞ (Θ) = [H+∞ (−Θ)]∗, −Θ = {ξ ∈ Rp

ξ : −ξ ∈ Θ};
Ck ([0, T ] , H±∞ (Θ)) — простiр функцiй υ (t, x), якi для кожного t ∈ [0, T ] є

функцiями з простору H±∞ (Θ) i неперервно залежать вiд t разом iз похiдними
за t до порядку k.
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У пiдроздiлi 5.1.1 в областi Q1 розглянуто питання однозначної
розв’язностi задачi (1), (2) у класi функцiй, майже перiодичних за змiнною
x, iз заданим спектром M .

Означення розв’язку задачi (1), (2) з простору C2n([0, T ], T ′
M) аналогiчне до

означення 3.1. Встановлено умови єдиностi та iснування розв’язку задачi (1),
(2) у просторi C2n([0, T ], T ′

M) (C2n([0, T ], TM)) (теореми 5.1 i 5.2).
Теорема 5.3. Якщо f ∈ C([0, T ], HM

q+1−2n+(1+ε)/σ(R)), φs ∈ HM
q+(1+ε)/σ(R),

φn+s ∈ HM
q−1+(1+ε)/σ(R), s ∈ {1, . . . , n}, ε > 0, то для майже всiх (стосовно

мiри Лебега в R) чисел T iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2) з простору
C2n([0, T ], HM

q (R)). Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та φs,
s ∈ {1, . . . , 2n}.

У пiдроздiлi 5.1.2 в областi Q1 задачу (1), (2) дослiджено за допомогою
диференцiально-символьного методу.

Встановлено (твердження 5.2), що коли φj ∈ A1,d

∪
KC\M , j ∈ {1, . . . , 2n},

f ∈ AM
d , де M =

{
(2m+ 1)(2λjT )

−1πi,m ∈ Z, j ∈ {1, . . . , n}
}
, d = π (2Tλn)

−1,
λ1 < λ2 < · · · < λn — додатнi коренi рiвняння

∑n
s=0 asλ

2(n−s) = 0, то у класi
AM

d iснує єдиний розв’язок задачi (1), (2). Цей розв’язок зображено у виглядi
дiї (в околi нуля) диференцiальних виразiв, символами яких є правi частини
крайових умов та рiвняння, на деякi мероморфнi функцiї параметрiв. Нульовi
значення параметрiв не є полюсами цих функцiй.

У пiдроздiлi 5.2 на прикладi рiвняння вiльних коливань струни показано,
що для деяких класiв рiвнянь, щоб забезпечити коректнiсть задачi Дiрiхле-
Неймана (за часовою змiнною), можна не накладати умови за змiнною x, а
накласти додатковi умови за змiнною t у внутрiшнiх точках часового iнтервалу.

В областi Q1 дослiджено задачу
∂2u (t, x)/∂t2 − ∂2u (t, x)/∂x2 = 0, (32)

u (t, x)|t=0 = 0,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= 0,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= φ (x) , 0 < τ < T. (33)

Теорема 5.8. Для єдиностi класичного розв’язку задачi (32), (33)
достатньо, щоб число τ/T було iррацiональним.

Встановлено умови iснування класичного розв’язку задачi (32), (33) для
майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ/T (теорема 5.9).

Результати поширено на випадки задач для рiвняння (32) з умовами

u (t, x)|t=0 = φ1 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= φ2 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= φ3 (x) , 0 < τ < T,

або u (t, x)|t=0 = φ1 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= φ2 (x) , u (t, x)|t=τ = φ3 (x) , 0 < τ < T.

У пiдроздiлi 5.3 в областi Qp розглянуто задачу з умовами вигляду (24)
для рiвняння
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∂2nu (t, x)

∂t2n
+

2n−1∑
k=0

Ak (t,D)
∂ku (t, x)

∂tk
= 0, (34)

де Ak (t,D), k∈{0, 1, . . . , 2n− 1} — лiнiйнi диференцiальнi оператори (назагал,
нескiнченного порядку) з неперервними за t коефiцiєнтами, t ∈ [0, T ]. Вважаємо,
що для кожного t ∈ [0, T ] символи Ak (t, ξ) цих операторiв є аналiтичними за ξ
функцiями в деякiй областi G1 ⊂ Rp

ξ .
Нехай ∆(ξ) — характеристичний визначник задачi, яку отримуємо з задачi

(24), (34), покладаючи формально D ↔ ξ, де параметр ξ належить областi G1;
Γ1 = {ξ ∈ G1 : ∆ (ξ) = 0}; G2 = G1\Γ1.

Теорема 5.14. Нехай φj ∈ H+∞ (G2), j ∈ {1, . . . , 2n}. Тодi iснує єдиний
розв’язок u (t, x) задачi (24), (34) з простору C2n ([0, T ] , H+∞ (G2)).

Доведено (теорема 5.15), що якщо φj ∈ H−∞ (G2) , j ∈ {1, . . . , 2n}, то iснує
єдиний розв’язок задачi (24), (34) з простору C2n ([0, T ] , H−∞ (G2)) .

Для частинних випадкiв задачi (24), (34), коли в лiвiй частинi рiвняння є
факторизований оператор другого порядку (приклад 5.2), а також коли
коефiцiєнти рiвняння (34) є сталими (приклад 5.3), область G2 та розв’язок
задачi побудовано у явному виглядi.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню задач з умовами Дiрiхле-
Неймана за видiленою змiнною та певними умовами (перiодичностi, майже
перiодичностi, умовами типу умов Дiрiхле та iн.) за рештою змiнних для
гiперболiчних (лiнiйних i слабко нелiнiйних) та безтипних (лiнiйних) рiвнянь i
систем рiвнянь з частинними похiдними в обмежених та необмежених
цилiндричних областях. Бiльшiсть розглянутих у дисертацiйнiй роботi задач є,
взагалi, умовно коректними, а їхня розв’язнiсть, зазвичай, пов’язана з пробле-
мою малих знаменникiв, для розв’язання якої використано метричний пiдхiд.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi результати:
— дослiджено коректнiсть у рiзних функцiйних просторах крайових задач

для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь в обмежених цилiндрич-
них областях, коли на нижнiй та верхнiй основах цилiндра задано умови Дiрiхле
та Неймана вiдповiдно або локальнi крайовi умови третього роду;

— дослiджено класичну розв’язнiсть задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою
змiнною) для лiнiйного гiперболiчного оператора високого порядку, збуреного
нелiнiйним доданком (застосовуючи принцип нерухомої точки);

— дослiджено умови однозначної розв’язностi у рiзних функцiйних просторах
задач з умовами Дiрiхле-Неймана за видiленою змiнною та умовами 2π-
перiодичностi за iншими змiнними для загальних (без обмеження на тип) лiнiй-
них рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними високого порядку зi
сталими коефiцiєнтами;
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— дослiджено коректнiсть у безмежнiй смузi задачi Дiрiхле-Неймана (за
часовою змiнною) для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь високого порядку зi стали-
ми коефiцiєнтами в класах цiлих функцiй (застосовуючи диференцiально-сим-
вольний метод) i в класах майже перiодичних функцiй за просторовою змiнною;

— встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку задачi
Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для рiвняння вiльних коливань
безмежної струни з додатковою умовою Дiрiхле або Неймана у внутрiшнiй точцi
часового iнтервалу;

— у безмежному шарi дослiджено однозначну розв’язнiсть крайової задачi з
мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi для рiвнянь iз
псевдодиференцiальними операторами (використовуючи технiку
диференцiальних операторiв нескiнченного порядку);

— побудовано точнi розв’язки дослiджуваних задач у випадках лiнiйних
рiвнянь та вказано алгоритм побудови наближеного розв’язку у випадку задачi
для слабко нелiнiйного рiвняння;

— доведено метричнi леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли
при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач, на пiдставi яких встановлено
умови коректної розв’язностi задач для майже всiх (стосовно мiри Лебега)
параметрiв задачi.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути
застосованi у подальших дослiдженнях рiзних крайових задач для рiвнянь iз
частинними похiдними, а також при розв’язаннi конкретних задач практики,
математичними моделями яких є дослiдженi у роботi крайовi задачi.
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АНОТАЦIЯ

Репетило С. М. Задачi з мiшаними крайовими умовами для гiперболiчних
i безтипних рiвнянь у цилiндричних областях. — Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. — Львiвський
нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка. — Львiв, 2015.

У дисертацiйнiй роботi розглянуто задачi з мiшаними крайовими умовами
(Дiрiхле-Неймана) за видiленою змiнною та певними умовами за рештою
змiнних (перiодичностi, майже перiодичностi, умовами типу умов Дiрiхле та
iн.) для гiперболiчних та загальних (без обмеження на тип) рiвнянь i систем
рiвнянь iз частинними похiдними високого порядку, а також для деяких класiв
рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами, в обмежених та необмежених
цилiндричних областях.

Встановлено умови однозначної розв’язностi задач у рiзних функцiйних
просторах. У випадку лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь побудовано точнi
розв’язки задач, а у випадку слабко нелiнiйного гiперболiчного рiвняння
вказано алгоритм побудови наближеного розв’язку. Доведено новi метричнi
леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, що виникли при дослiдженнi
розглянутих задач, на пiдставi яких встановлено умови коректностi задач для
майже всiх (стосовно мiри Лебега) параметрiв задачi.
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умови, малi знаменники, мiра Лебега, псевдодиференцiальнi оператори, майже
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АННОТАЦИЯ

Репетило С. М. Задачи со смешанными краевыми условиями для гипер-
болических и безтипных уравнений в цилиндрических областях. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения. —
Львовский национальный университет имени Ивана Франко. — Львов, 2015.

В диссертационной работе рассмотрены задачи со смешанными краевыми
условиями (Дирихле-Неймана) по выделенной переменной и определенными
условиями по остальным переменным (периодичности, почти периодичности,
условиями типа условий Дирихле и др.) для гиперболических и общих (без
ограничения на тип) уравнений и систем уравнений с частными производными
высокого порядка, а также для некоторых классов уравнений с псевдодифферен-
циальнимы операторами, в ограниченных и неограниченных цилиндрических
областях.

Установлены условия однозначной разрешимости задач в различных
функциональных пространствах. В случае линейных уравнений и систем
уравнений построены точные решения задач, а в случае слабо нелинейного
гиперболического уравнения указан алгоритм построения приближенного
решения. Доказано новые метрические леммы об оценках снизу малых
знаменателей, возникших при исследовании рассматриваемых задач,
на основании которых установлены условия корректности задач для почти всех
(в смысле меры Лебега) параметров задачи.

Ключевые слова: гиперболические, безтипные, слабо нелинейные
уравнения; краевые условия, малые знаменатели, мера Лебега,
псевдодифференциальние операторы, почти периодические функции, метод
Фурье, дифференциально-символьный метод.

ABSTRACT

Repetylo S. M. Problems with mixed boundary conditions for hyperbolic and
typeless equations in cylindrical domains. — Manuscript.

Thesis for the degree of Candidate of Sciences in Physics and Mathematics:
speciality 01.01.02 — Differential Equations. — Ivan Franko National University
of Lviv. — Lviv, 2015.

The present thesis considers the problems with mixed boundary conditions
(Dirichlet-Neumann) in the chosen variable and certain conditions in the other vari-
ables (periodicity, almost periodicity, conditions of Dirichlet type et al.) for hyper-
bolic and general (no type restriction) partial differential equations and systems of
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high order, and also for some classes of equations with pseudo-differential operators,
in bounded and unbounded cylindrical domains.

The following new results have been obtained in the present thesis:
– the conditions of unique solvability in various functional spaces of the boundary

value problems for linear hyperbolic equations and systems in bounded cylindrical
domains, when Dirichlet and Neumann conditions are set on the lower and the upper
bases of the cylinder, respectively, or the local boundary condition of the third kind,
have been established;

– the conditions of existence and uniqueness of classic solution to Dirichlet-
Neumann problem (with respect to the time variable) for a linear hyperbolic
operator of high order, perturbed by a nonlinear summand, have been established;

– the conditions of unique solvability in various functional spaces of problems
with Dirichlet-Neumann conditions in the chosen variable and conditions of 2π-
periodicity in the other variables for the general partial differential equations and
systems of high order with constant coefficients have been investigated;

– the conditions of correctness in unlimited strip of Dirichlet-Neumann problem
(in the time variable) 1) for linear hyperbolic equations of high order with constant
coefficients in the classes of entire functions and in the classes of almost periodic
functions in the space variable, and 2) for the equation of free vibrations of a string
with the additional Dirichlet or Neumann condition at an interior point time interval
have been established;

– unique solvability of boundary value problem with mixed conditions on the
boundary of domain for equations with pseudo-differential operators has been
researched in a boundless layer;

– in the case of linear equations and systems of equations explicit formulas for
solutions have been constructed, and in the case of a weakly nonlinear equation the
algorithm for constructing an approximate solution has been indicated;

– new metric lemmas on lower estimates small denominators arising in the
construction of solutions to the problems under consideration have been proven, and
on their basis the correctness of problems for almost all (with respect to Lebesgue
measure) parameters of these problems has been set.

The results of the thesis are theoretical and can be applied in further
investigations of various boundary value problems for partial differential equations,
as well as in specific applied problems, modeled mathematically by the boundary
value problems investigated in the present thesis.

Keywords: hyperbolic, typeless, weakly nonlinear equations; boundary
conditions, small denominators, Lebesgue measure, pseudo-differential operators,
almost periodic functions, Fourier method, differential-character method.


