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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà âèäi-
ëåíîþ çìiííîþ, ÿêi ¹ óçàãàëüíåííÿì äèñêðåòíèõ íåëîêàëüíèõ óìîâ, äëÿ ðiâíÿíü
òà ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ðîçïî÷àëîñü ó äðóãié ïîëîâèíi ÕÕ
ñòîëiòòÿ. �õ âèâ÷åííÿ çóìîâëåíå ÿê ïîòðåáîþ ïîáóäîâè çàãàëüíî¨ òåîði¨ êðàéî-
âèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, òàê i òèì, ùî çàäà÷i ç iíòå-
ãðàëüíèìè óìîâàìè âèíèêàþòü ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi áàãàòüîõ ôi-
çè÷íèõ ïðîöåñiâ ó âèïàäêàõ, êîëè íåìîæëèâî âèìiðÿòè ïåâíi ôiçè÷íi âåëè÷èíè,
àëå âiäîìi ¨õíi ñåðåäíi çíà÷åííÿ.

Çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè âèâ÷àëèñÿ â ðîáîòàõ Ã. À. Àâàëiøâiëi, Ä. Ã. Ãîðäåçiàíi, Â. C. Iëüêiâà,
Í. I. Iîíêiíà, Ï. I. Êàëåíþêà, Ë. I. Êàìèíiíà, À. Ì. Íàõóøåâà, Ç. Ì. Íèòðåáè÷à,
Î. Ì. Ìåäâiäü, Ç. Î. Ìåëüíèêà, I. Ä. Ïóêàëüñüêîãî, Ë. Ñ. Ïóëüêiíî¨,
Ì. Ì. Ñèìîòþêà, Ë. Â. Ôàðäèãîëè, Ï. I. Øòàáàëþêà, A. Bouziani, J. R. Cannon,
A. Marhoune, N. Merazga, S. Mesloub òà iíøèõ àâòîðiâ, äå ðîçãëÿäàëèñÿ ïåðå-
âàæíî êîðåêòíî ïîñòàâëåíi çàäà÷i.

Çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü ïî÷àëè âèâ÷àòè ó 80-õ ðîêàõ ÕÕ-ãî ñòîëiòòÿ. Öå îáóìîâëåíî, î÷åâèäíî,
òèì, ùî òàêi çàäà÷i, íàçàãàë, ¹ íåêîðåêòíèìè, à ¨õ ðîçâ'ÿçíiñòü ó áàãàòüîõ âè-
ïàäêàõ ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ i íå ¹ ñòiéêîþ ùîäî ìàëèõ
çìií êîåôiöi¹íòiâ çàäà÷i òà ïàðàìåòðiâ îáëàñòi.

Â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ áóëî äîñëiäæåíî êîðåêòíiñòü çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè
óìîâàìè ó âèãëÿäi ïîñëiäîâíèõ ìîìåíòiâ âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ çà ÷àñîâîþ çìií-
íîþ äëÿ îêðåìèõ êëàñiâ ëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ áåçòèïíèõ i
ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, íà îñíîâi ìåòðè÷íî-
ãî ïiäõîäó äî îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ.

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü àêòóàëüíèìè ¹ ïèòàííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷ ç iíòåãðàëü-
íèìè óìîâàìè ó âèãëÿäi ìîìåíòiâ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ (àáî áiëüø çàãàëüíèìè
óìîâàìè, ùî ìiñòÿòü iíòåãðàëè âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ) äëÿ øèðîêèõ
êëàñiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü (ãiïåðáîëi÷íèõ, ïàðàáîëi÷íèõ òà
ðiâíÿíü ìiøàíîãî òèïó, à òàêîæ ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõi-
äíî¨ çà ÷àñîì � ðiâíÿíü òèïó Ñ. Ë. Ñîáîë¹âà). Öi çàäà÷i ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæå-
ííÿ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè. Âîíè òàêîæ ñòàëè äæåðåëîì íîâèõ çàäà÷ ìåòðè÷íî¨
òåîði¨ äiîôàíòîâèõ íàáëèæåíü, îñêiëüêè ïðè ïîáóäîâi ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ âèíèêëè íî-
âi ìàëi çíàìåííèêè ñêëàäíî¨ íåëiíiéíî¨ ñòðóêòóðè, îöiíêè çíèçó ÿêèõ ðàíiøå
íå ðîçãëÿäàëèñÿ ó ìåòðè÷íié òåîði¨ ÷èñåë.
Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðåçóëü-

òàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi â ðàìêàõ âèêîíàííÿ äåðæáþäæåòíî¨ òåìè "Äîñëiäæå-
ííÿ êîðåêòíîñòi, ïîáóäîâà òà âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ i íåëi-
íiéíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ íåêëàñè÷íèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü" (íîìåð äåðæ-
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ðå¹ñòðàöi¨ � 0110U004817) âiääiëó ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè Iíñòèòóòó ïðèêëàäíèõ
ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè òà ïðîåêòó
� 41.1/004 "Ðîçïîäiëè íóëiâ ïîëiíîìiâ i ãëàäêèõ ôóíêöié òà ¨õ çàñòîñóâàí-
íÿ ïðè äîñëiäæåííi óìîâíî êîðåêòíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè"
(íîìåðè äåðæðå¹ñòðàöi¨ � 0111U006625) Äåðæàâíîãî Ôîíäó ôóíäàìåíòàëüíèõ
äîñëiäæåíü Ìiíiñòåðñòâà îñâiòè i íàóêè Óêðà¨íè.
Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi

çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ òà óìîâàìè ìàéæå ïåðiî-
äè÷íîñòi çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè äëÿ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì
ðiâíÿíü çi ñòàëèìè òà çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Äàíå äîñëiäæåííÿ âêëþ÷à¹ òàêi çàâäàííÿ:
� âñòàíîâëåííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷ ç óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, ùî ìiñòÿòü

iíòåãðàëüíi äîäàíêè ó âèãëÿäi ìîìåíòiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó âiä øóêàíî¨ ôóí-
êöi¨, äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ i ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü, äëÿ ðiâíÿíü
ìiøàíîãî òèïó òà ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîâîþ
çìiííîþ;

� êîíñòðóêòèâíó ïîáóäîâó ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷ ó âèãëÿäi ðÿäiâ i
äîñëiäæåííÿ ¨õ çáiæíîñòi ó ðiçíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðàõ;

� âñòàíîâëåííÿ ìåòðè÷íèõ îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ùî âèíèêàþòü
ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ: çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ i
ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì ðiâíÿíü, äëÿ ðiâíÿíü ìiøàíîãî òèïó òà ðiâíÿíü,
íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ: óìîâè êîðåêòíîñòi ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷ òà êîíñòðó-
êòèâíà ïîáóäîâà ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ, ìåòðè÷íèé àíàëiç îöiíîê çíèçó ìàëèõ çíàìåííè-
êiâ, ïîâ'ÿçàíèõ iç öèìè çàäà÷àìè.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: ìåòîäè ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ äèôåðåíöi-
àëüíèõ ðiâíÿíü, àëãåáðè òà ìåòðè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë .
Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îòðè-

ìàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:
1) â îáëàñòi, ùî ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì ÷àñîâîãî iíòåðâàëó (0, T ) òà ïðîñòî-

ðó Rp, p > 1, âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü ó êëàñi ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ çà
ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ôóíêöié iç çàäàíèì ñïåêòðîì çàäà÷ ç óìîâàìè çà ÷à-
ñîâîþ çìiííîþ, ùî ìiñòÿòü iíòåãðàëüíi äîäàíêè ó âèãëÿäi ìîìåíòiâ äîâiëüíîãî
ïîðÿäêó âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà:

à) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïàðíîãî ïîðÿäêó â òî÷êàõ
t = 0 òà t = T � äëÿ ðiâíÿíü òèïó Êëåéíà-Ãîðäîíà òà ãiïåðáîëi÷íèõ çà Ãîð-
äiíãîì ðiâíÿíü, à òàêîæ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì ðiâíÿíü çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè;

á) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ ó äîâiëüíèõ òî÷êàõ t1, . . . , tn âiäðiçêà [0, T ] �
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äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè çà ÷àñîì êîåôiöi¹íòà-
ìè;

â) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîñëiäîâíèõ ïîõiäíèõ â òî÷öi t = 0 � äëÿ
ñèñòåì ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì;

ã) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ äîâiëüíèõ ïîðÿäêiâ â òî÷êàõ t = 0
òà t = T � äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî
ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì;

2) âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç iíòåãðàëü-
íîþ óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëî-ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ó êëàñi
ôóíêöié, ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè;

3) ïîáóäîâàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ó âèãëÿäi ðÿäiâ;
4) äîâåäåíî ìåòðè÷íi òåîðåìè ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âè-

íèêëè ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨ çàäà÷.
Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �õ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷å-
íi çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òà-
êîæ ïðè äîñëiäæåííi êîíêðåòíèõ çàäà÷ ïðàêòèêè, ùî ìîäåëþþòüñÿ ðîçãëÿíóòè-
ìè çàäà÷àìè (ãiäðîäèíàìiêà, äèíàìiêà ïîïóëÿöié, äîâãîñòðîêîâå ïðîãíîçóâàííÿ
ïîãîäè, òåîðiÿ äèôóçi¨, òåïëîïðîâiäíîñòi, âîëîãîïåðåíîñó).
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi àâ-

òîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ iç íàóêîâèì êåðiâíèêîì ðîáîòàõ Á. É. Ïòàøíèêó
íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷ òà àíàëiç îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäàëèñÿ

íà òàêèõ íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ i ñåìiíàðàõ: Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåí-
öiÿ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà (Êè¨â, 2010, 2012 ðð.); Ìiæíàðîäíà ìàòåìà-
òè÷íà êîíôåðåíöiÿ iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà (Äðîãîáè÷, 2011 ð.); Êîíôåðåíöiÿ
"Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ" ÑàìÄèô-2011 (Ñàìàðà, Ðî-
ñiéñüêà Ôåäåðàöiÿ, 2011 ð.); Âñåóêðà¨íñüêà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ "Íåëiíiéíi ïðî-
áëåìè àíàëiçó" (Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 2013 ð.); Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ â÷åíèõ iç ñó-
÷àñíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à (Ëüâiâ, 2009 p.);
Âiäêðèòà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ Iíñòèòóòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ íàóê ÍÓ "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà" (Ëüâiâ, 2012, 2013 ðð.); Ìiæíà-
ðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöi¨ "Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìàòåìàòèêè"(Ëüâiâ,
2013 ð.); Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ "Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2014, 2015"
(Ëüâiâ, 2014, 2015 ðð.); íàóêîâèé ñåìiíàð iì. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà Iíñòèòóòó ïðè-
êëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè
(êåðiâíèêè: ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Á. É. Ïòàøíèê, ä.ô.-ì.í.,
Â. Î. Ïåëèõ; Ëüâiâ, 2010-2015 ðð.), Ëüâiâñüêèé ìiñüêèé ñåìiíàð ç äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü (êåðiâíèêè: ä.ô.-ì.í., ïðîô. Ì. I. Iâàí÷îâ, ä.ô.-ì.í., ïðîô.
Ï. I. Êàëåíþê, ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ä.ô.-ì.í., ïðîô. Á. É. Ïòàøíèê; Ëüâiâ,
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2013-2015 ðð.), íàóêîâèé ñåìiíàð êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ×åðíiâåöü-
êîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à (êåðiâíèêè: ä.ô.-ì.í.,
ïðîô. Ì. I. Ìàòié÷óê, ä.ô.-ì.í., ïðîô. I. Ä. Ïóêàëüñüêèé; ×åðíiâöi, 2015 ð.).
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî ó 7 ñòàòòÿõ [1-7], ç

ÿêèõ 2 � áåç ñïiâàâòîðiâ, ó ôàõîâèõ íàóêîâèõ æóðíàëàõ ç ìàòåìàòèêè; ç íèõ 3
ñòàòòi [3,4,6] � ó âèäàííÿõ Óêðà¨íè, ÿêi âêëþ÷åíi äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè-
÷íèõ áàç, à òàêîæ äîäàòêîâî âèñâiòëåíî ó 10 òåçàõ [8-17] íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ï'ÿòè ðîç-

äiëiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Çàãàëüíèé îáñÿã äèñåðòàöi¨ ñêëàäà¹ 154
ñòîðiíêè, îñíîâíîãî òåêñòó � 138 ñòîðiíîê. Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë íàëi-
÷ó¹ 132 íàéìåíóâàííÿ.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ: N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷è-
ñåë; Z � ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë; R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë; Z+ � ìíîæèíà
öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë; R+ � ìíîæèíà äiéñíèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë; C� ìíîæè-
íà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë; Rp, p > 1, � p-âèìiðíèé äiéñíèé åâêëiäiâ ïðîñòið; Zp

+ �
ìíîæèíà òî÷îê Rp ç öiëèìè íåâiä'¹ìíèìè êîîðäèíàòàìè; x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp;

dx = dx1 · · · dxp; ∂x =
(

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xp

)
; ∂t = ∂

∂t ; ∆ =
∑p

j=1
∂2

∂x2
j
; s = (s1, . . . , sp) ∈

Zp
+, |s| = s1 + · · · + sp, xs = xs11 · · · xspp ; ŝ = (s0, s1, . . . , sp) ∈ Zp+1

+ , |ŝ| =
s0+s1+· · ·+sp; |ŝ|∗ = 2s0+s1+· · ·+sp; k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1|+· · ·+|kp|;
µk = (µk1, . . . , µkp) ∈ Rp; |µk| = |µk1| + · · · + |µkp|; ∥µk∥ =

√
µ2k1 + · · ·+ µ2kp;

(µk, x) = µk1x1 + · · · + µkpxp; Dp =
{
(t, x) ∈ Rp+1 : t ∈ (0, T ) , x ∈ Rp

}
;

ΠH = [0, H]p, H > 0; [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a ∈ R; Im � îäèíè÷íà ìà-
òðèöÿ ðîçìiðó m, Om,n � íóëüîâà ìàòðèöÿ ðîçìiðó m×n, ⊗ � çíàê òåíçîðíîãî
äîáóòêó; Cj, j ∈ {0, 1, 2, . . .}, � äîäàòíi âåëè÷èíè, ÿêi íå çàëåæàòü âiä k òà µk;
:= � äîðiâíþ¹ çà îçíà÷åííÿì.

Ó âñòóïi äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ðîçêðèòî ñóòíiñòü i ñòàí íàóêîâî¨ ïðîáëåìè,
îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ,
âêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó òà àïðîáàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ðîçäiëi 1 ïîäàíî êîðîòêèé îãëÿä ïðàöü çà òåìàòèêîþ äîñëiäæåííÿ.
Ó ïåðøîìó ïiäðîçäiëi ðîçäiëó 2 îçíà÷åíî ïðîñòîðè ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié iç çàäàíèì ñïåêòðîì òà äîñëiäæåíî ¨õ âëàñòèâîñòi.
Ïîçíà÷èìî:

V := {νn ∈ R : ν−n = −νn, d1|n|θ1 6 |νn| 6 d2|n|θ2, n ∈ Z}, (1)

äå 0 < d1 6 d2, 0 < θ1 6 θ2;

M := {µk ∈ Rp : µkj = νkj , νkj ∈ V , j ∈ {1, . . . , p}, k ∈ Zp}.
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Ç (1) âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ µk ∈ M âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

D1|k|θ1 6 |µk| 6 D2|k|θ2, (2)

äå D1 = d1min{1, p1−θ1}, D2 = d2max{1, p1−θ2}.
Ââåäåìî ïðîñòîðè ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ çà x ôóíêöié çi ñïåêòðîì M, ÿêi âè-

êîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi.
TM � ïðîñòið ïîëiíîìiâ v(x) =

∑
k vk exp(iµk, x), vk ∈ C, µk ∈ M. Çáiæíiñòü

ïîñëiäîâíîñòi {vn}∞n=1 â TM äî åëåìåíòà v ∈ TM âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:
1) ∃n0, N ∈ N, ∀n > n0, vn(x) =

∑
|k|6N v

n
k exp(iµk, x),

2) ∀k ∈ Zp, |k| 6 N, vnk →
n→∞

vk;

T ′
M � ïðîñòið ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ f(x) =

∑
k∈Zp fk exp(iµk, x), ÿêèé ñïiâïàäà¹

ç ïðîñòîðîì óñiõ àíòèëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íàä TM. Äiÿ ôóíêöiîíàëó f ∈ T ′
M

íà åëåìåíò v ïðîñòîðó TM çàäà¹òüñÿ ôîðìóëîþ

(f, v) = lim
H→∞

1

Hp

∫
Πp

H

f(x)v(x)dx =
∑
k

fkv̄k.

Ïîñëiäîâíiñòü {fq}∞q=1 ⊂ T ′
M çáiãà¹òüñÿ äî f ∈ T ′

M, ÿêùî (fq, v) −−−→
q→∞

(f, v)

äëÿ äîâiëüíîãî v ∈ TM. Åëåìåíòè ïðîñòîðó T ′
M áóäåìî íàçèâàòè óçàãàëüíåíèìè

ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè ôóíêöiÿìè. Ðÿä
∑

k∈Zp fk exp(iµk, x), ÿêèé âiäïîâiäà¹ åëå-
ìåíòó f ∈ T ′

M, íàçèâà¹òüñÿ ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ìàéæå ïåðiîäè÷íî¨ ôóí-
êöi¨ f , ÷èñëà fk � êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹. Ëåãêî áà÷èòè, ùî fk = (f, exp(iµk, x)).
W α,β,γ

M , α ∈ R, β > 0, γ > 0, � ïðîñòið, îòðèìàíèé øëÿõîì ïîïîâíåííÿ ïðî-

ñòîðó TM çà íîðìîþ ∥v;W α,β,γ
M ∥ =

(∑
k∈Zp |vk|2 (1 + |µk|)2α exp(2β|µk|γ)

)1/2
;

H α
M ≡ W α,0,0

M ; W α,β
M ≡ W α,β,1

M ;
Çàóâàæèìî, ùîW α2,β2,γ

M ⊂ W α1,β1,γ
M , α2 > α1, β2 > β1, ïðè÷îìó ∥v;W α1,β1,γ

M ∥ <
< ∥v;W α2,β2,γ

M ∥.
W

α,β,γ
M,m , m ∈ N, � ïðîñòið âåêòîð-ôóíêöié v⃗(x) = col

(
v1(x), . . . , vm(x)

)
òà-

êèõ, ùî vq(x) ∈ W α,β,γ
M , q ∈ {1, . . . ,m}, iç íîðìîþ ∥v⃗;W α,β,γ

M,m ∥ =

=
∑m

q=1 ∥vq;W
α,β,γ
M ∥;

Ch ([c, d] ; TM)
(
Ch ([c, d] ; T ′

M)
)
, h ∈ Z+, c, d ∈ R, c < d, � ïðîñòið òà-

êèõ ôóíêöié v (t, x) =
∑

k∈Zp vk(t) exp (iµk, x), vk ∈ Ch [c, d], k ∈ Zp, ùî ïðè

êîæíîìó ôiêñîâàíîìó t ∈ [c, d] ïîõiäíi ∂jt v =
∑

k∈Zp v
(j)
k (t) exp (iµk, x), j ∈

{0, 1, . . . , h}, íàëåæàòü ïðîñòîðó TM (T ′
M);

Ch([c, d],W α,β,γ
M ), h ∈ Z+, c, d ∈ R, c < d, � ïðîñòið ôóíêöié u(t, x) =

=
∑

k∈Zp uk(t) exp(iµk, x), uk(t) ∈ Ch[c, d], µk ∈ M, òàêèõ, ùî äëÿ êîæíîãî ôi-

êñîâàíîãî t ∈ [c, d] ïîõiäíi ∂jtu(t, x) =
∑

k∈Zp u
(j)
k (t) exp(iµk, x), j ∈ {0, 1, . . . , h},

íàëåæàòü ïðîñòîðóW α,β,γ
M i ¹ íåïåðåðâíèìè çà t íà [c, d] â íîðìi öüîãî ïðîñòîðó,

∥u;Cn([c, d],W α,β,γ
M )∥ =

∑n
j=0maxt∈[c,d] ∥∂jtu(t, x);W

α,β,γ
M ∥;
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C h([c, d],W
α,β,γ
M,m ), h ∈ Z+, � ïðîñòið âåêòîð-ôóíêöié u⃗(t, x) =

col
(
u1(t, x), . . . , um(t, x)

)
òàêèõ, ùî uq(t, x) ∈ C h([c, d],W α,β,γ

M ), q ∈ {1, . . . ,m},
iç íîðìîþ ∥u⃗;C h([c, d],W

α,β,γ
M,m )∥ =

∑m
q=1 ∥uq;C h([c, d],W α,β,γ

M )∥;
C

(l,h)
M,m(D

p
) � ïðîñòið âåêòîð-ôóíêöié u⃗(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x)), ÿêi

¹ l ðàçiâ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèìè çà çìiííîþ t òà h ðàçiâ íåïåðåðâíî
äèôåðåíöiéîâíèìè i ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè çà x çi ñïåêòðîì M iç íîðìîþ∥∥∥u;C (l,h)

M (D
p
)
∥∥∥ =

m∑
q=1

∑
06|ŝ|6h
s06l

max
t∈[0,T ]

sup
x∈Rp

∣∣∣∣ ∂|ŝ|uq(t, x)

∂ts0∂xs11 · · · ∂xspp

∣∣∣∣ .
C

h
M,m (Rp) � ïiäïðîñòið âåêòîð-ôóíêöié iç C

(l,h)
M,m(D

p
), ÿêi íå çàëåæàòü âiä t;

C
h
M,m(D

p
) ≡ C

(h,h)
M,m(D

p
), C (l,h)

M (D
p
) ≡ C

(l,h)
M,1 (D

p
), C h

M(D
p
) ≡ C

(h,h)
M,1 (D

p
),

C h
M (Rp) ≡ C̄ h

M,1 (Rp).
Òâåðäæåííÿ 2.1. Äëÿ äîâiëüíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ìàéæå ïåðiîäè÷íî¨ ôóíêöi¨

f ¨¨ ðÿä Ôóð'¹ çáiãà¹òüñÿ äî f ó ïðîñòîði T ′
M. Íàâïàêè, ïîñëiäîâíiñòü ÷àñòèí-

íèõ ñóì áóäü-ÿêîãî ðÿäó
∑

k∈Zp ak exp(iµk, x), ak ∈ C, µk ∈ M, çáiãà¹òüñÿ ó
T ′
M äî äåÿêîãî åëåìåíòà f ∈ T ′

M i öåé ðÿä ñïiâïàäà¹ ç ðÿäîì Ôóð'¹ äëÿ f .
Òâåðäæåííÿ 2.2. ßêùî α > p/(2θ1), òî ñïðàâåäëèâi òàêi âêëàäåííÿ:

H
q+α
M,m ⊂ C

q
M,m (Rp) , C q([0, T ], H

q+α
M,m) ⊂ C

q
M,m(D

p
), q ∈ Z+.

Ëåìà 2.1. ßêùî ôóíêöiÿ v ∈ Ch
M(Rp), òî äëÿ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ñïðàâ-

äæóþòüñÿ îöiíêè

|vk| 6 (2p)h(h+ 1)∥v;Ch
M(Rp)∥(1 + |µk|)−h, µk ∈ M.

Ëåìà 2.2. ßêùî y(t, x) ∈ C
(l,h)
M (D

p
), òî äëÿ ¨¨ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ñïðàâ-

äæóþòüñÿ îöiíêè

max
t∈[0,T ]

|yk(t)| 6 (2p)h(h+ 1)∥y;C(l,h)
M (D

p
)∥(1 + |µk|)−h, µk ∈ M.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 íàâåäåíî çàãàëüíó ñõåìó äîñëiäæåííÿ òà âñòàíîâëåíî óìî-
âè êîðåêòíîñòi ðîçãëÿäóâàíèõ ó äèñåðòàöi¨ çàäà÷ ó ïðîñòîði ôîðìàëüíèõ ðÿäiâ.
Âñi çàäà÷i, ðîçãëÿíóòi â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi, îá'¹äíàíi òàêîþ çàãàëüíîþ ïîñòà-
íîâêîþ: â îáëàñòi Dp äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ (ñèñòåìè ðiâíÿíü)

N(∂t, ∂x)[u] :=

(
An(∂x)∂

n
t +

n−1∑
j=0

Aj(t, ∂x)∂
j
t

)
u(t, x) = f(t, x), (3)

ïîòðiáíî çíàéòè ìàéæå ïåðiîäè÷íèé çà çìiííèìè x1, . . . , xp, ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çà
çìiííîþ t çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

Uj[u] := αjLj[u] + βj

∫ T

0

trju(t, x)dt = φj(x), j ∈ {1, . . . , n}, (4)
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äåAq(η), η ∈ Rp, � ìíîãî÷ëåíè çà ñóêóïíiñòþ çìiííèõ η1, . . . , ηp ç êîìïëåêñíèìè
êîåôiöi¹íòàìè ñòåïåíÿ Nq, q ∈ {0, 1, . . . , n}; αj, βj ∈ R, α2

j + β2
j ̸= 0, rj ∈ Z+,

j ∈ {1, . . . , n}, Lj � ëiíiéíi ôóíêöiîíàëè çà çìiííîþ t, ÿêi ìîæóòü ìiñòèòè
çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ çà çìiííîþ t ó òî÷êàõ t = 0 òà t = T
àáî ó äåÿêèõ òî÷êàõ t1, . . . , tn âiäðiçêà [0, T ], j ∈ {1, . . . , n}; r1 < . . . < rn; f(t, x),
φj(x), j ∈ {1, . . . , n}, � ìàéæå ïåðiîäè÷íi çà x ôóíêöi¨ çi çàäàíèì ñïåêòðîì M,

f(t, x) =
∑
k∈Zp

fk(t) exp(iµk, x), φj(x) =
∑
k∈Zp

φjk exp(iµk, x), j ∈ {1, . . . , n}.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3), (4) iç ïðîñòîðó Cn([0, T ], T ′
M) íà-

çèâà¹ìî ðÿä

u(t, x) =
∑
k∈Zp

uk(t) exp(iµk, x), µk ∈ M,

äå êîæåí iç êîåôiöi¹íòiâ uk ∈ Cn([0, T ]), k ∈ Zp, çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíîñòi(
An(µk)

dn

dtn
+

n−1∑
j=0

Aj(t, µk)
dj

dtj

)
uk(t) = fk(t), (5)

Uj[uk] := αjLj[uk] + βj

∫ T

0

trjuk(t)dt = φjk, j ∈ {1, . . . , n}. (6)

Íåõàé ôóíêöi¨ uqk := uqk(t), q ∈ {1, . . . , n}, óòâîðþþòü ôóíäàìåíòàëü-
íó ñèñòåìó ðîçâ'ÿçêiâ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííþ (5), à
∆(µk, T ) = det ∥Uj[uqk]∥nj,q=1 � õàðàêòåðèñòè÷íèé âèçíà÷íèê çàäà÷i (5), (6).
Òâåðäæåííÿ 2.3. Äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à (3), (4) ìàëà íå áiëüøå îäíîãî

ìàéæå ïåðiîäè÷íîãî çà x iç ñïåêòðîì M ðîçâ'ÿçêó ó ïðîñòîði Cn([0, T ], T ′
M),

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà

∀µk ∈ M ∆(µk, T ) ̸= 0. (7)

Çà óìîâè (7) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3), (4) çîáðàæó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ôîðìàëüíîãî
ðÿäó

u(t, x) =
∑
k∈Zp

(∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ +
n∑

q,j=1

∆jq(µk, T )

∆(µk, T )
φjkuqk(t)

)
exp(iµk, x), (8)

äå Gk(t, τ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i (5), (6), ∆jq(µk, T ) � àëãåáðè÷íå äîïîâíåííÿ
ó âèçíà÷íèêó ∆(µk, T ) åëåìåíòà j-ãî ðÿäêà è q-ãî ñòîâöÿ.
Òâåðäæåííÿ 2.4. Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (7). ßêùî f(t, x) ∈

C([0, T ], TM) (C([0, T ], T ′
M)), φj(x) ∈ TM (T ′

M), j ∈ {1, . . . , n}, òî iñíó¹ ¹äè-
íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3), (4) iç ïðîñòîðó Cn([0, T ], TM) (Cn([0, T ], T ′

M)). Öåé
ðîçâ'ÿçîê çîáðàæó¹òüñÿ ôîðìóëîþ (8).

Òâåðäæåííÿ 2.3, 2.4 ñïðàâåäëèâi äëÿ âñiõ çàäà÷, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ ó äèñåð-
òàöi¨.
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Ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3), (4) â iíøèõ ïðîñòîðàõ ìàéæå ïåðiî-
äè÷íèõ çà x ôóíêöié ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ ïîâ'ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåí-
íèêiâ, áî âèðàçè |∆(µk, T )|, µk ∈ M, áóäó÷è âiäìiííèìè âiä íóëÿ, ìîæóòü íà-
áóâàòè ÿê çàâãîäíî ìàëèõ çíà÷åíü äëÿ íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi âåêòîðiâ µk ∈ M.
Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi ìàþòü ñêëàäíó íåëiíiéíó
ñòðóêòóðó, âèêîðèñòàíî ìåòðè÷íèé ïiäõiä. Íà îñíîâi äîâåäåíèõ ìåòðè÷íèõ òåî-
ðåì ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ (çà ïåâíèõ óìîâ íà âèõiäíi äàíi çàäà÷)
âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó (ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ) äîñëiäæóâà-
íèõ çàäà÷ äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà) ïàðàìåòðiâ óìîâ (4).

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 íàâåäåíî äåÿêi äîïîìiæíi âiäîìîñòi ç ìåòðè÷íî¨ òåîði¨
÷èñåë, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 3 âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ç óìîâàìè çà ÷àñîâîþ
çìiííîþ, ùî ìiñòÿòü iíòåãðàëüíi äîäàíêè ó âèãëÿäi ìîìåíòiâ äîâiëüíîãî ïîðÿä-
êó âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïàðíîãî
ïîðÿäêó â òî÷êàõ t = 0 òà t = T , äëÿ ðiâíÿíü òèïó Êëåéíà-Ãîðäîíà òà ãiïåðáî-
ëi÷íèõ çà Ãîðäiíãîì ðiâíÿíü, à òàêîæ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì
ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 â îáëàñòi Dp ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó

N [u] := ∂2t u(t, x)− a2∆u(t, x) + c2u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Dp, (9)

Uj[u] := αj u|t=tj
+ βj

∫ T

0

trju(t, x)dt = φj(x), j = 1, 2, x ∈ Rp, (10)

â ÿêié a > 0, c > 0; t1 = 0, t2 = T , αj, βj ∈ R, α2
j + β2

j ̸= 0, j = 1, 2; r1, r2 ∈
Z+, r2 > r1; ôóíêöi¨ f(t, x) òà φj(x), j = 1, 2, ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè çà x çi
çàäàíèì ñïåêòðîì M.

Äëÿ çàäà÷i (9), (10) ∆(µk, T ) = (α1 + β1I12)(α2 exp(−iγkT ) + β2I21)−
−(α1 + β1I11)(α2 exp(iγkT ) + β2I22), äå γk =

√
a2 ∥µk∥2 + c2,

Iqj :=
(−1)rq(j+1)rq!

(iγk)rq+1
−

rq+1∑
l=1

(−1)(l+1)rq!

(rq − l + 1)!

T rq−l+1

(iγk)l
exp((−1)jiγkT ), q, j = 1, 2.

Äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (9), (10) ó ïðîñòîði C2
M(D

p
), íåîáõiäíî i äî-

ñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (7) (òåîðåìà 3.1).
Òåîðåìà 3.2. Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (7) òà iñíó¹ ñòàëà η > 0 òàêà,

ùî äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) µk ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η. (11)

ßêùî f ∈ C
(0,[η+p/θ1]+2)
M (D

p
), φj ∈ C

[η+p/θ1]+3
M (Rp), j = 1, 2, äå θ1 � ñòàëà ç

îöiíîê (2), òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (9), (10) iç ïðîñòîðó C2
M(D

p
),

ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ôóíêöié f(t, x) òà φj(x), j = 1, 2.
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Òåîðåìà 3.3. Íåõàé β2 ̸= 0. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ α2, β1, a, c i äëÿ
ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â R) ÷èñåë T > 0 îöiíêà (11) ñïðàâäæó¹-
òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M ïðè

η >

{
1 + p(3r2 + r1 + 2)/θ1, ÿêùî α1 ̸= 0,
r1 + 2 + p(3r2 + r1 + 2)/θ1, ÿêùî α1 = 0.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 â îáëàñòi Dp äîñëiäæåíî çàäà÷ó

L[u] :=
∑
|ŝ|62n

Aŝ
∂|ŝ|u(t, x)

∂ts0∂xs11 · · · ∂xspp
= 0, n > 1, (12)


Uj[u] := αj

∂2(j−1)u

∂t2(j−1)

∣∣∣∣
t=0

+ βj

∫ T

0

trju(t, x)dt = φj(x),

Un+j[u] := αn+j
∂2(j−1)u

∂t2(j−1)

∣∣∣∣
t=T

+ βn+j

∫ T

0

trn+ju(t, x)dt = φn+j(x),

(13)

äå j ∈ {1, . . . , n}, Aŝ ∈ C, A(2n,0,...,0) = 1; αl, βl ∈ R, α2
l + β2

l ̸= 0, rl ∈ Z+,
l ∈ {1, . . . , 2n}, rq > rs, q > s, r = r1 + · · · + r2n; ôóíêöi¨ φl(x), l ∈ {1, . . . , 2n},
¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè çi çàäàíèì ñïåêòðîì M. Ââàæà¹ìî, ùî îïåðàòîð L ¹
ãiïåðáîëi÷íèì çà Ãîðäiíãîì.

Íåõàé λlk, l ∈ {1, . . . ,m}, � ðiçíi êîðåíi ðiâíÿííÿ
∑

|ŝ|62nAŝi
|ŝ|µskλ

s0 = 0,
µk ∈ M, iç êðàòíîñòÿìè nl âiäïîâiäíî; ∆(µk, T ) := det ∥Uj[fqk]∥2nj,q=1, äå
{fqk(t), q ∈ {1, . . . , 2n}} � íîðìàëüíà (ïðè t = 0) ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòå-
ìà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ

∑
|ŝ|62nAŝi

|ŝ|µskf
(s0)(t) = 0; C1 = (2n)pmax|ŝ|62n{Aŝ},

D(µk, τ) := ∆(µk, T )|T=τ .
Äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (12), (13) ó øêàëi ïðîñòîðiâ C2n([0, T ],W α, β

M )
íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (7) (òåîðåìà 3.4).
Òåîðåìà 3.5. Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (7) òà iñíóþòü ñòàëi η > 0 i

σ > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M âèêîíó-
¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η exp(−σ|µk|). (14)

ßêùî φj ∈ W 4n2+n+η+α+1, β+σ
M , j ∈ {1, . . . , 2n}, òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(t, x) çàäà÷i (12), (13) iç ïðîñòîðó C2n([0, T ],W α, β
M ); ïðè öüîìó

∥u;C2n([0, T ],W α, β
M )∥ 6 C6

∑2n
j=1 ∥φ;W

4n2+n+η+α+1, β+σ
M ∥.

Ëåìà 3.2. Iñíó¹ òàêå ÷èñëî η0(α⃗) ∈ Z+, α⃗ = (α1, . . . , α2n), ùî âèêîíóþòüñÿ
ðiâíîñòi

∀µk ∈ M ∂qD(µk, τ)

∂τ q

∣∣∣∣
τ=0

=

{
0, q < η0(α⃗),
C9η0(α⃗)!, q = η0(α⃗),

(15)

äå C9 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä αj, βj, rj, j ∈ {1, . . . , 2n}.
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Òåîðåìà 3.6. Äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â R) ÷èñåë T ∈ (0, T0],
T0 > 0, íåðiâíiñòü (14) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåê-
òîðiâ µk ∈ M, êîëè σ = 2nC1T0, à

η > η0(α⃗) + 1 + (p/θ1 + 1)(4n(1 + r +
m∑
l=1

nl(nl − 1))− 1),

äå η0(α⃗) � ñòàëà, âèçíà÷åíà óìîâàìè (15).
Âñòàíîâëåíî (òåîðåìà 3.7), ùî ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (7) i äëÿ âñiõ (êðiì,

ìîæëèâî, ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Reλlk > −κ ln |µk|, l ∈ {1, . . . ,m}, κ > 0, à φj ∈ C
[η+p/θ1]+4n2+3n+2
M (Rp),

j ∈ {1, . . . , 2n}, äå η ñïðàâäæó¹ íåðiâíiñòü η > η0(α⃗) + 1 + 2nκT+
(p/θ1+1)(4n(1+r+

∑m
l=1 nl(nl−1))−1), òî äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà

â R) ÷èñåë T > 0 iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (12), (13) iç ïðîñòîðó C2n
M(D

p
).

Öåé ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ôóíêöié φj(x), j ∈ {1, . . . , 2n}.
Ó ïiäðîçäiëi 3.3 â îáëàñòi Dp ðîçãëÿíóòî òàêó çàäà÷ó:

L

(
∂2

∂t2
,
∂

∂x

)
[u⃗] :=

∑
|ŝ|∗=2n

Aŝ
∂2nu⃗(t, x)

∂t2s0∂xs11 · · · ∂xspp
= 0⃗, (t, x) ∈ Dp, (16)


Uj[u⃗] := αj

∂2(j−1)u⃗

∂t2(j−1)

∣∣∣∣
t=0

+ βj

∫ T

0

trj u⃗(t, x)dt = φ⃗j(x),

Un+j[u⃗] := αn+j
∂2(j−1)u⃗

∂t2(j−1)

∣∣∣∣
t=T

+ βn+j

∫ T

0

trn+j u⃗(t, x)dt = φ⃗n+j(x),

(17)

â ÿêié j ∈ {1, . . . , n}; Aŝ =
∥∥aŝq,l∥∥ml,q=1

, aŝq,l ∈ R, A(n,0,...,0) = Im; αl, βl ∈ R,
α2
l + β2

l ̸= 0, rl ∈ Z+, l ∈ {1, . . . , 2n}; r1 < r2 < . . . < r2n; u⃗(t, x) =
col
(
u1(t, x), . . . , um(t, x)

)
, âåêòîð-ôóíêöi¨ φ⃗l(x) = col

(
φ1
l (x), . . . , φ

m
l (x)

)
, l ∈

{1, . . . , 2n}, ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè çi çàäàíèì ñïåêòðîì M. Ââàæà¹ìî, ùî ñè-
ñòåìà (16) � ãiïåðáîëi÷íà çà Ïåòðîâñüêèì ó âóçüêîìó ñåíñi. Òîäi âñi êîðåíi γjk,
j ∈ {1, . . . , 2nm}, ðiâíÿííÿ detL

(
γ2, iµk

)
= 0 ¹ äiéñíèìè i ðiçíèìè, à îòæå,

âiäìiííèìè âiä íóëÿ.
Íåõàé h⃗jk � äåÿêèé íåíóëüîâèé ñòîâïåöü ìàòðèöi L∗(γ2jk, iµk), ÿêà ¹ ïðè¹ä-

íàíîþ äî ìàòðèöi L(γ2jk, iµk).
Ïîçíà÷èìî: ψl(αl) := 0, αl = 0, 1 6 l 6 2n,

ψl(αl) :=

{
2(l − 1), αl ̸= 0, 1 6 l 6 n,
2(l − n− 1), αl ̸= 0, n+ 1 6 l 6 2n,

ψ = ψ1(α1) + · · ·+ ψ2n(α2n), ϑl = mψ − ψl(αl), l ∈ {1, . . . , 2n},
∆(µk, T ) := det ∥Uq [⃗hjk exp(γjkt)]∥q=1,...,2n

j=1,...,2nm. (18)

Äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (16), (17) ó øêàëi ïðîñòîði C2n
(
[0, T ], H

α
M,m

)
,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (7) ó ÿêié ∆(µk, T ) âèçíà÷åíèé
ôîðìóëîþ (18) (òåîðåìà 3.8).
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Òåîðåìà 3.9. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (7) òà iñíó¹ ñòàëà η > 0 òàêà, ùî
äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η. (19)

ßêùî φ⃗l ∈ H
ξl
M,m, ξ l = α + 2n(2nm(m − 1) + 1) + η + ϑl, l ∈ {1, . . . , 2n},

òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (16), (17) iç ïðîñòîðó C2n
(
[0, T ], H

α
M,m

)
; ïðè

öüîìó âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü ∥u;C2n
(
[0, T ], H

α
M
)
∥ 6 C6

∑2n
l=1 ∥φ;H

ξl
M,m∥.

Ëåìà 3.5. Icíó¹ ÷èñëî δ(α⃗) ∈ N, òàêå, ùî

d qD(µk, τ)

dτ q

∣∣∣∣
τ=0

=

{
0, q < δ(α⃗),
δ(α⃗)!C11W (µk), q = δ(α⃗), (20)

äå D(µk, τ) = ∆(µk, T )|T=τ , C11 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä αj, βj, rj,

j ∈ {1, . . . , 2n}, W (µk) = det ∥h⃗jkγl−1
jk ∥j=1,...,2nm

l=1,...,2n .
Òåîðåìà 3.10. Íåõàé iñíó¹ ñòàëà η0 > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨

êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|W (µk)| > C13(1 + |µk|)η0. (21)

Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â R) ÷èñåë T > 0 íåðiâíiñòü (19)
ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M, ïðè

η > δ(α⃗)− η0 + 1 +
(
1 + 2nm+1

)
(1 + p/θ1) (1 +m(r1 + · · ·+ r2n)) .

Òâåðäæåííÿ 3.1. ßêùî p = 1, òîáòî îáëàñòü Dp ¹ îäíîâèìiðíîþ çà ïðîñ-
òîðîâèìè çìiííèìè, òî íåðiâíiñòü (21) âèêîíó¹òüñÿ ïðè η0 > 4n2m(m−1)+
nm(2n− 1).
Òâåðäæåííÿ 3.2. ßêùî m = 1, òîáòî ñèñòåìà (16) ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî

ðiâíÿííÿ, òî íåðiâíiñòü (21) âèêîíó¹òüñÿ ïðè η0 = 0.
Ó ïiäðîçäiëi 3.4 ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 3.3 ïîøèðåíî íà âèïàäîê ñèñòåìè

ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó, ãiïåðáîëi÷íî¨ çà Ïåòðîâñüêèì ó øèðîêîìó ñåíñi.
Ó îáëàñòi D3 äëÿ ñèñòåìè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêà îïèñó¹ íàïðóæåíèé

ñòàí içîòðîïíîãî òà îäíîðiäíîãî ïðóæíîãî òiëà ó ïåðåìiùåííÿõ (ñèñòåìà Ëàìå)

L
(
∂2t , ∂x

)
u⃗(t, x) :=

σ∂2t u⃗(t, x) = µ∗∆u⃗(t, x) + (λ∗ + µ∗)∂′x∂xu⃗(t, x), (t, x) ∈ D3,
(22)

ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à ç óìîâàìè

Uj[u] := αju⃗(tj, x) + βj

∫ T

0

trj u⃗(t, x)dt = φ⃗j(x), j ∈ {1, 2}, x ∈ R3, (23)

äå u⃗ := u⃗(t, x) = col(u1(t, x), u2(t, x), u3(t, x)) � âåêòîð ïåðåìiùåíü; t � ÷àñ;
λ∗ > 0, µ∗ > 0 � êîåôiöi¹íòè Ëàìå, σ > 0 � ãóñòèíà ñåðåäîâèùà; ∂ ′

x =
col(∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3); t1 = 0, t2 = T ; αj, βj ∈ R, α2

j + β2
j ̸= 0, j ∈ {1, 2};
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r1, r2 ∈ Z+, r1 < r2; âåêòîð-ôóíêöi¨ φ⃗j(x) = col(φ1
j(x), φ

2
j(x), φ

3
j(x)), j ∈ {1, 2},

¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè çi çàäàíèì ñïåêòðîì M.
Âñòàíîâëåíî êðèòåðié ¹äèíîñòi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ (òåîðåìè 3.11,

3.12) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó øêàëi ïðîñòîðiâ C2([0, T ], H
α
M,3). Âñòàíîâëåíî ìåòðè-

÷íó îöiíêó çíèçó äëÿ ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ùî âèíèêëè ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêó
ðîçãëÿäóâàíî¨ çàäà÷i (òåîðåìà 3.13).
Ðîçäië 4 äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ êîðåêòíîñòi çàäà÷ ç iíòå-

ãðàëüíèìè óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî çà Ïåòðîâñüêèì
ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè çà ÷àñîì êîåôiöi¹íòàìè òà äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ çà Øèëîâèì
ñèñòåìè ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 â îáëàñòi Dp äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿííÿ

L (∂t,∆)u(t, x) :=
n∏

j=1

(∂t − aj(t)∆)u(t, x) = 0, (24)

ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó ç óìîâàìè

Uj[u] := αju(tj, x) + βj

∫ T

0

trju(t, x)dt = φj(x), j ∈ {1, . . . , n}, (25)

äå aj(t) ∈ Cn−j([0, T ]), aj(t) > 0, aq(t) ̸= as(t), q ̸= s, t ∈ [0, T ];
αj, βj ∈ R, α2

j + β2
j > 0; 0 6 t1 < . . . < tn 6 T ; rj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , n},

r1 < . . . < rn; îïåðàòîðè (∂t − aj(t)∆), j ∈ {1, . . . , n}, ó ðiâíÿííi (24) äiþòü íà
ôóíêöiþ u(t, x) ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ iíäåêñó j; ôóíêöi¨ φj(x), j ∈ {1, . . . , n},
¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íèìè çi çàäàíèì ñïåêòðîì M. Çàïðîâàäèìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:
I0(t) ≡ 0, Ij(t) = −

∫ t

0 aj(τ)dτ , j ∈ {1, . . . , n}, Θq(t) = Iq(t) − Iq−1(t), Eqk(τ) =
exp

(
Θq(τ)∥µk∥2

)
, q ∈ {1, . . . , n}; f1k(t) = E1k(t), f2k(t) = E1k(t)

∫ t

0 E2k(τ1)dτ1, . . .,
fnk(t) = E1k(t)

∫ t

0 E2k(τ1)× . . .
(∫ τn−2

0 Enk(τn−1)dτn−1

)
. . . dτ1; t⃗ = (t1, . . . , tn),

∆(µk, t⃗, T ) := det ∥αjfqk(tj) + βjIjq∥nj,q=1 , Ijq :=

∫ T

0

trjfqk(t)dt, j, q ∈ {1, . . . , n},

A1 := max
16j6n

{
max
t∈[0,T ]

∫ t

0

(aj(τ)− aj+1(τ)) dτ

}
, A2 := max

16j6n
∥aj;C[0, T ]∥.

Òåîðåìà 4.1.Äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à (24), (25) ìàëà íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿç-
êó ó øêàëi ïðîñòîðiâ C n([0, T ],W α, β,2

M ), íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâà-
ëàñü óìîâà

∀µk ∈ M ∆(µk, t⃗, T ) ̸= 0. (26)

Íàâåäåíî ïðèêëàäè çàäà÷i (24), (25), êîëè óìîâà (26) âèêîíó¹òüñÿ àáî ïîðóøó-
¹òüñÿ.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (26) òà iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi
η, ν òàêi, ùî äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M âèêîíó¹-
òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆(µk, t⃗, T )| > (1 + |µk|)−η exp(−ν|µk|2). (27)
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ßêùî φj ∈ W q1, q2,2
M , q1 = η + 2n+ α, q2 = ν + β + n(n− 1)A1/2, j ∈ {1, . . . , n},

òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (24), (25) iç ïðîñòîðó C n([0, T ],W α, β,2
M ), ïðè öüîìó

∥u;Cn([0, T ],W α, β,2
M )∥ 6 C1

∑n
j=1 ∥φj;W

q1, q2,2
M )∥.

Òåîðåìà 4.3. ßêùî â óìîâàõ (25) αj = 0, j ∈ {1, . . . , n}, òî äëÿ äîâiëüíèõ
ôiêñîâàíèõ ðåøòè ïàðàìåòðiâ çàäà÷i (24), (25) îöiíêà (27) âèêîíó¹òüñÿ ïðè
η > n(n − 1)p/(2θ1), ν > n(n + 1)A2T/2, äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi)
âåêòîðiâ µk ∈ M.
Òåîðåìà 4.4. Äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â Rn) âåêòîðiâ β⃗ =

(β1, . . . , βn) äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ðåøòè ïàðàìåòðiâ çàäà÷i (24), (25) îöií-
êà (27) âèêîíó¹òüñÿ ïðè η > n(n+ 1)p/(2θ1) òà ν > n(n+ 1)A2T/2.

ßêùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (24) ¹ ñòàëèìè, òî âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (24), (25) ó ïðîñòîði C(n,2n)

M (D
p
) (òåîðåìà 4.6).

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 â îáëàñòi Dp äëÿ ïàðàáîëi÷íî¨ çà Øèëîâèì (ç ïîêàçíèêîì
ïàðàáîëi÷íîñòi h) ñèñòåìè ðiâíÿíü

L (∂t, ∂x) [u] := ∂nt u⃗(t, x) +
n−1∑
j=0

Aj (∂x) ∂
j
t u⃗(t, x) = 0⃗, (t, x) ∈ Dp, (28)

äîñëiäæåíî çàäà÷ó ç óìîâàìè

Uj[u] := αj ∂
j−1
t u⃗(t, x)

∣∣∣
t=0

+ βj

∫ T

0

trj u⃗(t, x)dt = φ⃗j(x), x ∈ Rp, (29)

äå Aj(η) := ∥
∑

|s|6N a
j
ql,sη

s∥mq,l=1, a
j
ql,s ∈ C, η ∈ Rp, N > n; αj, βj ∈ R,

α2
j+β

2
j ̸= 0, rj ∈ Z+, j = {1, . . . , n} ; r1 < r2 < · · · < rn; u⃗(t, x) = col(u1(t, x), . . . ,

um(t, x)), âåêòîð-ôóíêöi¨ φ⃗j(x) = col
(
φ1
j(x), . . . , φ

m
j (x)

)
, j = {1, . . . , n}, ¹ ìàé-

æå ïåðiîäè÷íèìè çi çàäàíèì ñïåêòðîì M.
Ïîçíà÷èìî: A := diag{α1, . . . , αn} ⊗ Im, B := diag{β1, . . . , βn} ⊗ Im,

R(t) :=

 tr1 0 . . . 0
... ... . . . ...
trn 0 . . . 0

⊗ Im,

L (iµk) :=

(
Om(n−1),m Im(n−1)

−A0(iµk) −A1(iµk) · · · −An−1(iµk)

)
,

∆(µk, T ) := det

∥∥∥∥A+B

∫ T

0

R(t) exp (L(iµk)t) dt
∥∥∥∥ , (30)

ψj(βj) :=

{
max {0, (mn− 1)N − hrj} , ÿêùî βj ̸= 0,
0, ÿêùî βj = 0,

j ∈ {1, . . . , n} .

Äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (12), (13) ó øêàëi ïðîñòîðiâ C n([0, T ] ,W
α,β,γ
M,m)

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëàñü óìîâà (7) â ÿêié ∆(µk, T ) âèçíà÷åíèé
ôîðìóëîþ (30)(òåîðåìà 4.7).



14

Òåîðåìà 4.8. Íåõàé ñïðàâäæó¹òüñÿ óìîâà (7) òà iñíóþòü ñòàëi η > 0,
σ > 0 òàêi, ùî äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) µk ∈ M âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η exp(−σ |µk|h). (31)

ßêùî φj ∈ W
ξj ,σ+β,h
M,m , j ∈ {1, . . . , n}, äå ξj = α + η + (2mn + 1)N − ψj(βj) +

m
∑n

g=1 ψg(βg), òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (28), (29) iç ïðîñòîðó

Cn([0, T ] ,W
α,β,h
M,m); ïðè öüîìó ∥u;Cn([0, T ] ,W

α,β,h
M,m)∥ 6 C6

∑n
j=1 ∥φj;W

ξj ,σ,h
M,m ∥.

ßêùî â óìîâàõ (29) αj ̸= 0, j ∈ {j1, . . . , jl} , òî âñòàíîâëåíî (òåîðåìà 4.9),
ùî äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â R) ÷èñåë T ∈ [0, T0], T0 > 0, íåðiâ-
íiñòü (31) ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M,
êîëè σ = 2N−1mnC1T0, à η > (mη0(α) + 1)N + 2mn (1 + p/θ1) (1 +mr) , äå

C1 = (nm)p max
|s|6N

max
16q,l6m
06j6n−1

{
|ajql,s|

}
, η0(α) = rq1 + · · · + rqn−l

+ q1 + · · · + qn−l,

{q1, . . . , qn−l} = {1, . . . , n} \ {j1, . . . , jl}, à θ1 � ñòàëà ç ôîðìóëè (2) .
ßêùî ñèñòåìà (28) ¹ ñèñòåìîþ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó çà çìiííîþ t, òî

iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (28), (29) íå ïîâ'ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåí-
íèêiâ. Ïðî öå ñòâåðäæó¹ íàñòóïíà òåîðåìà.
Òåîðåìà 4.10. ßêùî n = 1, òî îöiíêà

|∆(µk, T )| >
{ 1

2m |α1|m , ÿêùî α1 ̸= 0,
1
2m |β1|m

(
r1!(C1)

−r1−1
)m

(1 + |µk|)−(r1+1)mN , ÿêùî α1 = 0,

ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ ôiêñîâàíèõ ïàðàìåòðiâ çàäà÷i (28), (29) i äëÿ
âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M.

Ó ðîçäiëi 5 äèñåðòàöi¨ ðîçãëÿíóòî çàäà÷i ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà ÷à-
ñîâîþ çìiííîþ äëÿ ðiâíÿíü ìiøàíîãî òèïó òà ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî
ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 â îáëàñòi Dp = {(t, x) ∈ Rp+1 : t ∈ (−T1, T2), x ∈ Rp},
T1, T2 > 0, äîñëiäæåíî çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ìàéæå ïåðiîäè÷íîãî çà x çi
ñïåêòðîì M ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ ìiøàíîãî òèïó{

∂tu− a∆u = 0, (t, x) ∈ Dp ∩ {t > 0},
∂2t u− b2∆u = 0, (t, x) ∈ Dp ∩ {t < 0}, (32)

ÿêèé ñïðàâäæó¹ óìîâè

αu(−T1, x) + βu(T2, x) + γ

∫ T2

−T1

u(t, x)dt = φ(x), x ∈ Rp, (33)

u ∈ C1([−T1, T2];W q,s,2
M ) ∩ C2([−T1, 0],W q,s,2

M ), q ∈ R, s > 0, (34)

äå a > 0, b > 0, α, β, γ ∈ R, α2 + β2 + γ2 ̸= 0, α + β + γ(T1 + T2) ̸= 0, ôóíêöiÿ
φ(x) ¹ ìàéæå ïåðiîäè÷íîþ çi ñïåêòðîì M.
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Âñòàíîâëåíî êðèòåðié ¹äèíîñòi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ (òåîðåìè 5.1, 5.2)
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (32)-(34), à òàêîæ ìåòðè÷íi îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ,
ùî âèíèêëè ïðè ïîáóäîâi ¨¨ ðîçâ'ÿçêó (òåîðåìà 5.4). ßêùî â óìîâi (33) α = 0,
òî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íå ïîâ'ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ
(òåîðåìà 5.3).

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 â îáëàñòi Dp äëÿ ðiâíÿííÿ

N(∂t, ∂x)[u] := L(∂x)∂
n
t u(t, x) +

n−1∑
j=0

Aj(∂x)∂
j
tu(t, x) = 0, (t, x) ∈ Dp, (35)

äå L(∂x) =
∑

|s|=2d as∂
s1
x1
· · · ∂spxp, as ∈ R, d ∈ N, � åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé

âèðàç, Aj(∂x) =
∑

|s|6dj
bj,s∂

s1
x1
· · · ∂spxp, bj,s ∈ R, dj ∈ Z+, j ∈ {0, 1, . . . , n − 1},

äîñëiäæó¹ìî ó êëàñi ôóíêöié, ìàéæå ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè
çi ñïåêòðîì M , çàäà÷ó ç óìîâàìè{

Uj[u] := αj∂
ϑj

t u(0, x) + βjIrj [u] = φj(x), j ∈ {1, . . . , ñ1},
Uj[u] := αj∂

ϑj

t u(T, x) + βjIrj [u] = φj(x), j ∈ {ñ1 + 1, . . . , n},
(36)

äå 0 6 ñ1 6 n− 1, Irj [u] =
∫ T

0 trju(t, x)dt, rj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , n}, r1 < . . . < rn;
αj, βj ∈ R, α2

j + β2
j ̸= 0; ϑj ∈ Z+, j ∈ {1, . . . , n}, 0 6 ϑ1 < . . . < ϑñ1

6 n − 1,
0 6 ϑñ1+1 < . . . < ϑn 6 n − 1; ôóíêöi¨ φj(x), j ∈ {1, . . . , n}, ¹ ìàéæå ïåðiîäè-
÷íèìè iç çàäàíèì ñïåêòðîì M.

Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (35), (36)
ó øêàëi ïðîñòîðiâ Cn([0, T ],W α, β,γ

M ) (òåîðåìà 5.5).
Ïîçíà÷èìî: λlk := λl(µk) � ðiçíi êîðåíi ðiâíÿííÿ N(λ, µk) = 0, µk ∈ M,

iç êðàòíîñòÿìè nl âiäïîâiäíî, l ∈ {1, . . . ,m}; ∆(µk, T ) = det ∥Uj[fqk]∥nj,q=1, äå
{fqk(t), q ∈ {1, . . . , n}} � íîðìàëüíà (â òî÷öi t = 0) ôóíäàìåíòàëüíà ñèñòåìà
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ N(d/dt, µk)f

(s0)(t) = 0, D(µk, τ) := ∆(µk, T )|T=τ ,

χ1 = max
06j6n−1

{
dj − 2d

n− j

}
, C1 = 2 max

06j6n−1

{(
max|s|6dj{|bj,s|}
p−d inf∥ξ∥=1 L(ξ)

) 1
n−j

}
, ξ ∈ Rp.

Òåîðåìà 5.6. Íåõàé ó ðiâíÿííi (35) max
06j6n−1

{dj} > 2d, ñïðàâäæóþòüñÿ

óìîâè ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (35), (36) òà iñíóþòü ñòàëi η > 0 i σ > 0
òàêi, ùî äëÿ âñiõ (êðiì, ìîæëèâî, ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈ M
âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η exp(−σ|µk|χ1). (37)

ßêùî φj ∈ W q1+α, q2+β,χ1

M , q1 = η+χ1 ((n+ 1)(n+ 2)/2 + γ − γj), q2 = θ+nC1T ,
j ∈ {1, . . . , n}, òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (35), (36) iç ïðîñòîðó
Cn([0, T ],W α, β,χ1

M ); Öåé ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä ôóíêöié φj(x),
j ∈ {1, . . . , n}.
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Ó âèïàäêó, êîëè m = n, nl = 1, l ∈ {1, . . . ,m}, âñòàíîâëåíî (òåîðåìà 5.7),
ùî äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè Ëåáåãà â R) ÷èñåë T ∈ (0, T0], T0 > 0, íå-
ðiâíiñòü (37) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âåêòîðiâ µk ∈
M, êîëè θ = nCλT0 i η > χ1η0(α⃗) + (p/θ1 + χ1)(2

n(1 + r) − 1), äå Cλ =

−min
{
0, infµk∈M\{⃗0} minl∈{1,...,n}

{
Reλlk

|µk|χ1

}}
, à ñòàëà η0(α⃗) âèçíà÷åíà ðiâíîñòÿ-

ìè
∂qD(µk, τ)

∂τ q

∣∣∣∣
τ=0

=

{
0, q < η0(α⃗),
η0(α⃗)!Cη0, q = η0(α⃗).

Iñíóâàííÿ ÷èñëà η0(α⃗) äîâåäåíî â ëåìi 5.2.
Ó âèïàäêó max

06j6n−1
{dj} < 2d âñòàíîâëåíî êîðåêòíiñòü çàäà÷i (35), (36) ó øêàëi

ïðîñòîðiâ Cn([0, T ], Hα
M), ïîêàçàíî, ùî äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) âå-

êòîðiâ µk ∈ M òà äëÿ âñiõ (êðiì ñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi) ÷èñåë T > 0 âèêîíó¹òüñÿ
îöiíêà

|∆(µk, T )| >
{
B1T

n(n+1)
2 +r, T > 1,

B2T
η0(α⃗), T < 1,

äå B1, B2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü âiä ïàðàìåòðiâ êðàéîâèõ óìîâ
(36), à òàêîæ ïîêàçàíî, ùî iñíóâàííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó íå ïîâ'ÿçàíå ç ïðîáëåìîþ
ìàëèõ çíàìåííèêiâ (òåîðåìè 5.8, 5.9).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ â (p+ 1)-âèìiðíîìó øàði çà-
äà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ òà óìîâàìè ìàéæå ïåðiîäè-
÷íîñòi çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè äëÿ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì
ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Òàêi çàäà÷i, íàçàãàë, ¹ óìîâíî êîðåêòíèìè,
à ¨õ ðîçâ'ÿçíiñòü ÷àñòî ïîâ'ÿçàíà ç ïðîáëåìîþ ìàëèõ çíàìåííèêiâ. Îäåðæàíî
òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:

1) â îáëàñòi, ùî ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì ÷àñîâîãî iíòåðâàëó (0, T ) òà ïðîñòîðó
Rp, p > 1, âñòàíîâëåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ç óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìií-
íîþ, ùî ìiñòÿòü iíòåãðàëüíi äîäàíêè ó âèãëÿäi ìîìåíòiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó
âiä øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà:

à) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ ïàðíîãî ïîðÿäêó â òî÷êàõ
t = 0 òà t = T � äëÿ ðiâíÿíü òèïó Êëåéíà-Ãîðäîíà òà ãiïåðáîëi÷íèõ çà Ãîð-
äiíãîì ðiâíÿíü, à òàêîæ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ çà Ïåòðîâñüêèì ñèñòåì ðiâíÿíü çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè;

á) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ ó äîâiëüíèõ òî÷êàõ t1, . . . , tn âiäðiçêà [0, T ] �
äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî çà Ïåòðîâñüêèì ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè çà ÷àñîì êîåôiöi¹íòà-
ìè;

â) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîñëiäîâíèõ ïîõiäíèõ â òî÷öi t = 0 � äëÿ
ñèñòåì ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïàðàáîëi÷íèõ çà Øèëîâèì;
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ã) çíà÷åííÿ øóêàíî¨ ôóíêöi¨ òà ¨¨ ïîõiäíèõ äîâiëüíèõ ïîðÿäêiâ â òî÷êàõ t = 0
òà t = T � äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî
ñòàðøî¨ ïîõiäíî¨ çà ÷àñîì;

2) âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç iíòåãðàëüíîþ
óìîâîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ äëÿ ïàðàáîëî-ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïî-
ðÿäêó çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè;

3) ïîáóäîâàíî ÿâíi ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ó âèãëÿäi ðÿäiâ;
4) äîâåäåíî ìåòðè÷íi òåîðåìè ïðî îöiíêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíè-

êëè ïðè ïîáóäîâi ðîçâ'ÿçêiâ ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåðòàöi¨ çàäà÷, íà îñíîâi ÿêèõ (çà
âñòàíîâëåíèõ óìîâ íà âèõiäíi äàíi çàäà÷) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó
(ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ) äîñëiäæóâàíèõ çàäà÷ äëÿ ìàéæå âñiõ (ñòîñîâíî ìiðè
Ëåáåãà) ïàðàìåòðiâ óìîâ. Âèäiëåíî ÷àñòêîâi âèïàäêè çàäà÷, â ÿêèõ âiäñóòíÿ
ïðîáëåìà ìàëèõ çíàìåííèêiâ.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �õ ìîæíà çàñòîñîâóâà-
òè ó ïîäàëüøèõ äîñëiäæåííÿõ çàäà÷ ç iíòåãðàëüíèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿíü òà
ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òàêîæ ïðè äîñëiäæåííi êîíêðåòíèõ
çàäà÷ ïðàêòèêè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ ðîçãëÿíóòèìè çàäà÷àìè.
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åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü �Íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.
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Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî çàäà÷i ç óìîâàìè ìàéæå ïåðiîäè÷íîñòi
çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà íåëîêàëüíèìè óìîâàìè çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, ùî
ìiñòÿòü iíòåãðàëüíi äîäàíêè ó âèãëÿäi ìîìåíòiâ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó âiä øó-
êàíî¨ ôóíêöi¨, äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ òà ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ðiâíÿíü, à
òàêîæ äëÿ ðiâíÿíü ìiøàíîãî òèïó òà ðiâíÿíü, íå ðîçâ'ÿçàíèõ âiäíîñíî ñòàðøî¨
ïîõiäíî¨ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ. Âñòàíîâëåíî óìîâè êîðåêòíîñòi òà ïîáóäîâàíî ÿâ-
íi ôîðìóëè äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ öèõ çàäà÷. Äîâåäåíî ìåòðè÷íi òåîðåìè ïðî îöiíêè
çíèçó ìàëèõ çíàìåííèêiâ, ÿêi âèíèêëè ïðè äîñëiäæåííi ðîçãëÿíóòèõ ó äèñåð-
òàöi¨ çàäà÷. Âèäiëåíî ÷àñòêîâi âèïàäêè çàäà÷, â ÿêèõ âiäñóòíÿ ïðîáëåìà ìàëèõ
çíàìåííèêiâ.
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Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû çàäà÷è ñ óñëîâèÿìè ïî÷òè ïåðè-
îäè÷íîñòè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è íåëîêàëüíûìè óñëîâèÿìè ïî
âðåìåííîé ïåðåìåííîé, ñîäåðæàùèõ èíòåãðàëüíûå ñëàãàåìûå â âèäå ìîìåíòîâ
ïðîèçâîëüíîãî ïîðÿäêà îò èñêîìîé ôóíêöèè, äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêèõ è ïàðàáîëè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé, à òàêæå äëÿ óðàâíåíèé ñìåøàííîãî òèïà
è óðàâíåíèé, íå ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåí-
íîé ïåðåìåííîé. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ êîððåêòíîñòè è ïîñòðîåíî ÿâíûå ôîð-
ìóëû äëÿ ðåøåíèé ýòèõ çàäà÷. Äîêàçàíî ìåòðè÷åñêèå òåîðåìû îá îöåíêàõ ñíè-
çó ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, êîòîðûå âîçíèêëè ïðè èññëåäîâàíèè ðàññìîòðåííûõ
â äèññåðòàöèè çàäà÷. Âûäåëåíû ÷àñòíûå ñëó÷àè çàäà÷, â êîòîðûõ îòñóòñòâóåò
ïðîáëåìà ìàëûõ çíàìåíàòåëåé.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ ãèïåðáîëè÷åñêèå, ïàðàáîëè÷åñêèå, òèïà Ñî-

áîëåâà, ñìåøàííîãî òèïà, èíòåãðàëüíûå óñëîâèÿ, ïî÷òè ïåðèîäè÷åñêèå ôóí-
êöèè, ìàëûå çíàìåíàòåëè, ìåðà Ëåáåãà.

ABSTRACT

Kuz A.M. Problems with integral conditions with respect to the time variable
for evolution equations. � On the rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences
degree on the speciality 01.01.02 �Di�erential equations. � Ivan Franko National
University of Lviv, Lviv, 2015.

The thesis deals with the problems with almost periodicity conditions with
respect to the spatial variables and with integral conditions with respect to the
time variable, containing integral terms in the form of moments of arbitrary order
of the required functions, for hyperbolic and parabolic equations and systems of
equations, mixed type equations and equations, not resolved relatively the highest
derivative with respect to the time variable. À criterion for the unique solvability
of these problems and à su�cient conditions for the existence of its solutions are
established. Explicit formulas for solutions of considered problems in the form of
series are constructed. To solve the problem of small denominators arising in the
construction of solutions of the posed problem the metric approach is used.

From proved metric theorems about estimates from below of small denominators,
under certain conditions on initial data, follow existence of the unique solution of
considered problems in corresponding functional spaces for almost all (with respect
to the Lebesgue measure) parameters of boundary conditions.

The results of the thesis are of theoretical importance. They can be used in
further investigations of the problems with integral conditions for partial di�erential
equations and system of such equations as well as in research of speci�c practice
problems which are modeled with help of considered problems.
Key words: hyperbolic, parabolic, Sobolev type, mixed type equations, integral

conditions, almost periodic functions, small denominators, Lebesgue measure.


