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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N – множина натуральних чисел;

Z – множина цiлих чисел;

R – множина дiйсних чисел;

C – множина комплексних чисел;

Z+ – множина цiлих невiд’ємних чисел;

R+ – множина дiйсних невiд’ємних чисел;

Rp – p-вимiрний дiйсний простiр;

Zp – множина точок Rp з цiлими координатами;

Zp+ – множина точок Rp з цiлими невiд’ємними координатами;

K = Z+ × Zp;

s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+, |s| = s1 + · · ·+ sp;

ŝ = (s0, s1, . . . , sp) ∈ Zp+1
+ , |ŝ| = s0 + s1 + · · ·+ sp; |ŝ|∗ = 2s0 + s1 + · · ·+ sp;

x = (x1, . . . , xp) ∈ Rp;

(0) = (0, . . . , 0) ∈ Rp;

k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1|+ · · ·+ |kp|, ||k|| =
√
k2

1 + · · ·+ k2
p;

(k, x) = k1x1 + · · ·+ kpxp;

i – уявна одиниця;

[a] – цiла частина числа a ∈ R;

k0 ∈ Z+, k̃ = (k0, k) ∈ K, |k̃| = k0 + |k1|+ · · ·+ |kp|;

δr,j– символ Кронекера, δr,j =

 1, r = j,

0, r 6= j,
(r, j ∈ N);

cj, j = 0, 1, 2, . . ., – додатнi сталi, якi не залежать вiд k ∈ Zp;

T ∈ (0,+∞);

G ⊂ Rp — обмежена однозв’язна область з гладкою межею ∂G = Γ,

Σ := Γ× [0, T ];

Ωp – p-вимiрний тор (R/2πZ)p;

Qp :=
{

(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ Rp
}
≡ (0, T )× Rp;
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Dp := {(t, x) : 0 < t < T, x ∈ Ωp} ≡ (0, T )× Ωp;

Bp :=
{

(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ G
}
≡ (0, T )×G;

KT := {(t, τ) : 0 ≤ t, τ ≤ T} ≡ [0, T ]× [0, T ];

mesRmS – мiра Лебега в Rm вимiрної множини S ⊂ Rm, m ∈ N;

T – простiр скiнченних тригонометричних полiномiв

v (x) =
∑
|k|6N vk exp (ik, x), N ∈ N, з комплексними коефiцiєнтами, в

якому збiжнiсть послiдовностi vn ∈ T до v ∈ T визначається так: vn T→
n→∞

v,

якщо, починаючи з деякого номера, vn (x) =
∑
|k|6N v

n
k exp (ik, x), N ≤ N1,

N1 – деяке фiксоване число, i vnk →n→∞ vk для кожного k;

T ′ – простiр формальних тригонометричних рядiв

v (x) =
∑
|k|≥0 vk exp (ik, x) [39, гл. 2, §6];

Cr ([0, T ] ; T ′) (Cr ([0, T ] ; T )), r ∈ Z+, – простiр таких функцiй

v (t, x) =
∑
|k|≥0 vk (t) exp (ik, x), vk ∈ Cr ([0, T ]), k ∈ Zp, що при кожному

фiксованому t ∈ [0, T ] ∂jv
/
∂tj =

∑
|k|≥0 v

(j)
k (t) exp (ik, x) ∈ T ′ (T ), j ∈

{0, 1, . . . , r};

Hq (Ωp), q ∈ R, – простiр, отриманий шляхом поповнення простору T за

нормою

‖v;Hq (Ωp)‖2 :=
∑
|k|≥0

(1 + |k|2)q|vk|2;

Cr ([0, T ] , Hq (Ωp)) ⊂ Cr ([0, T ] ; T ′), q ∈ R, r ∈ Z+,– банахiв простiр

функцiй v таких, що для кожного t ∈ [0, T ] функцiї ∂jv
/
∂tj, j ∈ {0, 1, . . . , r},

належать простору Hq−j (Ωp) та є неперервними за t у нормi цього простору;

‖v;Cr ([0, T ] , Hq (Ωp))‖ :=
r∑
j=0

max
0≤t≤T

∥∥∂jv(t, ·)
/
∂tj;Hq−j (Ωp)

∥∥ ;

C
r
([0, T ] , Hq (Ωp)), q ∈ R, r ∈ Z+ — простiр вектор-функцiй υ (t, x) =

(υ1 (t, x) , . . . , υm (t, x)), для яких υj ∈ Cr ([0, T ] , Hq (Ωp)), j ∈ {1, . . . ,m};

∥∥υ;C
r
([0, T ] , Hq (Ωp))

∥∥2
:=

m∑
j=1

‖υj;Cr ([0, T ] , Hq (Ωp))‖2 ;
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Cj,ν, 0 < ν < 1, – клас визначених в G функцiй, якi мають неперервнi до

j–ї похiднi, а j-та похiдна задовольняє в G умову Гельдера з показником ν;

Aj,ν – клас областей, для яких функцiї, що задають у локальних

координатах рiвняння межових поверхонь цих областей, належать класу Cj,ν;

Cm(B
p
) — банахiв простiр функцiй υ (t, x) ≡ υ (t, x1, ..., xp), неперервних

iз усiма похiдними до порядку m включно в Bp;

∥∥υ;Cm
(
B
p)∥∥ :=

∑
|ŝ|≤m

max
(t,x)∈Bp

∣∣∣∣ ∂|ŝ|υ (t, x)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ;
C(q,r)

(
B
p) — банахiв простiр функцiй υ (t, x) ≡ υ (t, x1, ..., xp), якi в

областi Bp є q раз неперервно диференцiйовними за t та r раз неперервно

диференцiйовними за x,∥∥∥υ;C(q,r)
(
B
p)∥∥∥ :=

∑
|s|≤r, s0≤q

max
(t,x)∈Bp

∣∣∣∣ ∂|ŝ|υ (t, x)

∂ts0∂xs11 · · · ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ;
L2 (G) — простiр вимiрних функцiй υ (x) ≡ υ (x1, ..., xp), модулi квадратiв

яких iнтегровнi в областi G;

‖υ;L2 (G)‖2 :=

∫
G

|υ(x)|2 dx.
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ВСТУП

Актуальнicть теми. Задачi з крайовими умовами, заданими на всiй

межi областi, для гiперболiчних i безтипних рiвнянь i систем рiвнянь iз

частинними похiдними є, назагал, умовно коректними, а їхня розв’язнiсть

у багатьох випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв i не є

стiйкою вiдносно малих змiн параметрiв задачi. Некоректнiсть таких задач

була, мабуть, основною причиною того, що їх почали вивчати порiвняно

недавно (зi середини ХХ столiття). Дослiдження цих задач має вагоме

значення для побудови загальної теорiї крайових задач для рiвнянь iз

частинними похiдними. Крiм того, вони виникають у багатьох задачах

практики (безмоментна теорiя оболонок вiд’ємної гаусової кривизни, задачi

гiдродинамiки, процеси коливань тощо). Вивченню задач з даними на

всiй межi областi для гiперболiчних i безтипних рiвнянь i систем рiвнянь

присвячено ряд дослiджень, зокрема, коли на межi областi задано умови

Дiрiхле або типу Дiрiхле.

Першi дослiдження крайових задач з даними на всiй межi областi для

гiперболiчних рiвнянь були проведенi у роботах Дж. Адамара (J. Hadamard),

Д. Боржина (D. Bourgin) i Р. Даффiна (R. Duffin), А. Губера (A. Huber),

Д. Манжерона (D. Mangeron).

Крайовi задачi для рiвнянь та систем рiвнянь з частинними похiдними

в обмежених i необмежених областях вивчались у працях багатьох авторiв,

зокремаЮ. М. Березанського, В. П. Бурського, М. Л. Горбачука, В. М. Борок,

П. I. Каленюка, де переважно видiленi випадки коректно поставлених задач,

якi виключають появу малих знаменникiв.

У роботах Б. Й. Пташника та його учнiв на основi метричного пiдходу

дослiджено однозначну розв’язнiсть крайових задач з даними на всiй

межi областi для багатьох класiв рiвнянь та систем рiвнянь з частинними

похiдними, при побудовi розв’язкiв яких виникають малi знаменники, однак
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крайовi задачi з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) ними не розглядались.

У данiй дисертацiйнiй роботi, яка продовжує та розвиває цей напрям

дослiджень, розглянуто задачi з умовами Дiрiхле-Неймана за змiнною t та

певними умовами (перiодичностi, майже перiодичностi, умовами типу умов

Дiрiхле та iн.) за змiнними x1, . . . , xp для гiперболiчних (лiнiйних i слабко

нелiнiйних) та безтипних (лiнiйних) рiвнянь i систем рiвнянь в обмежених

та необмежених областях. Розглянутi задачi є новими, а їх дослiдження є

певним внеском у загальну теорiю крайових задач для рiвнянь iз частинними

похiдними.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Результати дисертацiйного дослiдження отримано у рамках виконання

бюджетних тем "Дослiдження сучасних проблем аналiзу, диференцiальних

рiвнянь та теорiї ймовiрностi" (державний реєстрацiйний номер

0107U009514) кафедри прикладної математики Нацiонального унiверситету

"Львiвська полiтехнiка" та "Дослiдження коректностi, побудова та

вивчення властивостей розв’язкiв лiнiйних i нелiнiйних крайових задач

для некласичних еволюцiйних рiвнянь" (державний реєстрацiйний номер

0110U004817) вiддiлу математичної фiзики Iнституту прикладних проблем

механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України.

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є

дослiдження (переважно на базi метричного пiдходу) задач з мiшаними

крайовими умовами (Дiрiхле-Неймана) для гiперболiчних i безтипних

рiвнянь та систем рiвнянь з частинними похiдними в обмежених та

необмежених цилiндричних областях, що передбачає розв’язання таких

завдань:

1) встановлення умов iснування та єдиностi (у рiзних функцiйних

просторах) та побудова розв’язкiв наступних задач:

— крайових задач з даними на всiй межi областi для лiнiйних

гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь в обмежених областях;
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— задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйного

гiперболiчного оператора високого порядку, збуреного нелiнiйним доданком

(застосовуючи принцип нерухомої точки);

— задач з умовами Дiрiхле-Неймана за видiленою змiнною та умовами

2π-перiодичностi за iншими змiнними для загальних (без обмеження на тип)

лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими кое-

фiцiєнтами;

— задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйних

гiперболiчних рiвнянь високого порядку зi сталими коефiцiєнтами

у безмежнiй смузi (застосовуючи диференцiально-символьний метод

або накладаючи на шуканий розв’язок умову майже перiодичностi за

просторовою змiнною);

— задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для рiвняння вiльних

коливань безмежної струни з додатковою умовою Дiрiхле або Неймана у

внутрiшнiй точцi часового iнтервалу;

— задачi з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi

для рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами у безмежному

шарi (використовуючи технiку диференцiальних операторiв нескiнченного

порядку);

2) доведення метричних лем про оцiнки знизу малих знаменникiв, що

виникають при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач, на пiдставi яких

встановлюються умови коректної розв’язностi задач для майже всiх (стосовно

мiри Лебега) параметрiв задачi.

Об’єкт дослiдження – некласичнi крайовi задачi для гiперболiчних i

безтипних рiвнянь.

Предмет дослiдження – умови однозначної розв’язностi у рiзних

функцiйних просторах задач з мiшаними крайовими умовами (Дiрiхле-

Неймана) для гiперболiчних i безтипних рiвнянь та побудова їх розв’язкiв.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач
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використовуються методи теорiї диференцiальних рiвнянь, функцiонального

аналiзу, лiнiйної алгебри та метричної теорiї чисел.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi

отримано такi новi результати:

— встановлено умови однозначної розв’язностi у рiзних функцiйних

просторах крайових задач для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь та систем

рiвнянь в обмежених цилiндричних областях, коли на нижнiй та верхнiй

основах цилiндра задано умови Дiрiхле та Неймана вiдповiдно або локальнi

крайовi умови третього роду;

— встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку

задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйного гiперболiчного

оператора високого порядку, збуреного нелiнiйним доданком;

— дослiджено умови однозначної розв’язностi у рiзних функцiйних

просторах задач з умовами Дiрiхле-Неймана за видiленою змiнною та

умовами 2π-перiодичностi за iншими змiнними для загальних (без обмеження

на тип) лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними високого

порядку зi сталими коефiцiєнтами;

— встановлено умови коректностi у безмежнiй смузi задачi Дiрiхле-

Неймана (за часовою змiнною): 1) для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь

високого порядку зi сталими коефiцiєнтами у класах цiлих функцiй i в

класах майже перiодичних функцiй за просторовою змiнною; 2) для рiвняння

вiльних коливань струни з додатковою умовою Дiрiхле або Неймана у

внутрiшнiй точцi часового iнтервалу;

— у безмежному шарi дослiджено однозначну розв’язнiсть крайової задачi

з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi для рiвнянь iз

псевдодиференцiальними операторами;

— побудовано точнi розв’язки дослiджуваних задач у випадках лiнiйних

рiвнянь та вказано алгоритм побудови наближеного розв’язку у випадку

задачi для слабко нелiнiйного рiвняння;
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— доведено метричнi леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi

виникли при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати

дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути

застосованi у подальших дослiдженнях рiзних крайових задач для рiвнянь iз

частинними похiдними, а також при розв’язаннi конкретних задач практики,

математичними моделями яких є дослiдженi у роботi крайовi задачi.

Особистий внесок здобувача. Основнi науковi результати

дисертацiйної роботи отриманi автором самостiйно. У спiльних з

Б. Й. Пташником роботах [84–95] науковому керiвнику належить

постановка задач, передбачення та аналiз отриманих результатiв. У

спiльних роботах [16,17] Б. Й. Пташнику належить постановка задачi, аналiз

та обговорення усiх отриманих результатiв, а Н. I. Бiлусяк — перевiрка та

аналiз результатiв, якi стосуються випадку задачi для слабко нелiнiйного

рiвняння. У спiльних роботах [76, 77] Б. Й. Пташнику належить постановка

задачi та обговорення отриманих результатiв, а З. М. Нитребичу — доведення

леми 1 та аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї

доповiдались та обговорювались на таких наукових конференцiях i

семiнарах: Мiжнародна математична конференцiя iм. В. Я. Скоробогатька

(Дрогобич, 2007); Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем

механiки та математики iменi академiка Я. С. Пiдстригача (Львiв,

2009); Десята вiдкрита наукова конференцiя Iнституту прикладної

математики та фундаментальних наук (IМФН) (Львiв, 2012);

Мiжнародна наукова конференцiя "Сучаснi проблеми механiки та

математики" (Львiв, 2013); Мiжнародна математична конференцiя

"Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна математика, теорiя функцiй

та математичнi методи механiки" до 100-рiччя вiд дня народження члена-

кореспондента НАН України Положого Георгiя Миколайовича (Київ, 2014);
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П’ятнадцята мiжнародна наукова конференцiя iменi академiка Михайла

Кравчука (Київ, 2014); Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi

читання-2014" (Львiв, 2014); семiнар iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту

прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача

НАН України (керiвники: член-кор. НАН України, д. ф.-м. н., проф.

Б. Й. Пташник, д. ф.-м. н., ст. н. с. В. О. Пелих, Львiв, 2013, 2015);

загальноiнститутський математичний семiнар Iнституту прикладних

проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України

(керiвники: д. ф.-м. н., проф. М. М. Войтович, член-кор. НАН України, д.

ф.-м. н., проф. Б. Й. Пташник, д. ф.-м. н., ст. н. с. В. О. Пелих, д. ф.-м.

н., ст. н. с. В. М. Петричкович, Львiв, 2014); Львiвський мiський семiнар

з диференцiальних рiвнянь (керiвники: д. ф.-м. н., проф. М. I. Iванчов, д.

ф.-м. н., проф. П. I. Каленюк, член-кор. НАН України, д. ф.-м. н., проф.

Б. Й. Пташник, Львiв, 2014); а також були оприлюдненi на Дев’ятiй вiдкритiй

науковiй конференцiї професорсько-викладацького складу Iнституту

прикладної математики та фундаментальних наук (Львiв, 2010) та на

Всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Прикладнi задачi математики"

(Яремче, 2011).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 10 статтях [16,

76, 84–89, 98, 99] (з них 2 без спiвавторiв) у наукових перiодичних фахових

виданнях України, серед яких 3 статтi – у виданнях України, якi включенi

до мiжнародних наукометричних баз, а також додатково висвiтлено в тезах

доповiдей та матерiалах наукових конференцiй [17,77,90–95,100].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу,

п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує 151

найменування, обсягом 17 сторiнок. Загальний обсяг дисертацiї – 152

сторiнки.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Крайовi задачi з даними на всiй межi областi (зокрема з умовами

Дiрiхле, Неймана та мiшаними умовами Дiрiхле-Неймана) для елiптичних

рiвнянь i систем рiвнянь з частинними похiдними вивченi досить повно (див.,

наприклад, [1,2,29,35,37,60,63,66,133,146,150] та бiблiографiю в них). Разом

iз цим, такi задачi для iзотропних стосовно порядку диференцiювання за

незалежними змiнними неелiптичних (гiперболiчних i безтипних) рiвнянь i

систем рiвнянь з частинними похiдними залишаються вивченими порiвняно

мало; це, очевидно, зумовлено тим, що вони є, взагалi, умовно коректними, а

їхня розв’язнiсть в обмежених областях здебiльшого пов’язана з проблемою

малих знаменникiв (див. [3, 6, 29,80,105,117,123] i бiблiографiю там).

У теорiї крайових задач для диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними одним iз небагатьох загальних результатiв є теорема Хермандера

[111], вiдповiдно до якої для будь-якого лiнiйного диференцiального

оператора з частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами в обмеженiй

областi iснує розв’язне розширення лiнiйного оператора, тобто iснує деяка

коректна крайова задача. Розв’язне розширення оператора визначається

певними крайовими умовами, проте теорема Хермандера не описує такi умови

для наперед заданого оператора. Деякi результати стосовно знаходження

способiв опису розв’язних розширень для загальних операторiв мiстять

роботи [41, 71]. Таким чином, вивчення конкретних постановок крайових

задач для гiперболiчних та безтипних диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними залишається актуальним.

Першi результати дослiджень крайових задач з даними на всiй межi

областi було отримано у роботах Дж. Адамара [120], Д. Боржина i Р.

Даффiна [116, 117], А. Губера [121], Д. Манжерона [131], де розглядались

задачi для гiперболiчних рiвнянь. Зокрема, у роботi [117] у прямокутнику
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R : {0 ≤ t ≤ T ; 0 ≤ x ≤ S} розглянуто задачу Дiрiхле для рiвняння

utt − uxx = 0. (1.1)

Встановлено, що за умови iррацiональностi числа T/S розв’язок задачi

є єдиним у класi неперервно диференцiйовних функцiй, якi мають в

R сумовнi за Лебегом похiднi другого порядку. Доведено, що многовид

межових функцiй, за яких iснує розв’язок задачi, тим вужчий, чим швидше

iррацiональне число T/S апроксимується рацiональними числами. Крiм

цього, у роботi [117] дослiджено задачу Неймана для рiвняння коливань

струни у прямокутнику.

У роботах [33,34,105] вивчалась крайова задача для системи рiвнянь

∂u1

∂x
=
∂u2

∂t
,

∂u1

∂t
=
∂u2

∂x
, (0 ≤ x ≤ X, 0 ≤ t ≤ T, ρ = T/X)

яка еквiвалентна рiвнянню коливань струни, з крайовою умовою вигляду

[au1 + bu2]Γ = f (s)

розглядались такi випадки: 1) a = a (s), b = b (s); 2) a ≡
N∑

i+j=0

aij
∂i+j

∂xi∂tj
,

b ≡
N∑

i+j=0

bij
∂i+j

∂xi∂tj
.

У роботi П. П. Мосолова [68] в областi {0 ≤ x ≤ 1; 0 ≤ y ≤ 1/a; a ≥ 1} з

межею Γ дослiджено крайову задачу

P

(
∂2

∂x2
,
∂2

∂y2

)
u (x, y) = f (x, y) ,

∂2ru

∂n2r
Γ

∣∣∣∣
Γ

= 0, r ∈ {0, 1, . . . , p0 − 1}, (1.2)

де P (ξ, η) – довiльний полiном степеня p0 зi сталими дiйсними коефiцiєнтами;

nΓ – нормаль до межi Γ; f (x, y) – достатньо гладка за обома аргументами

функцiя, яка на Γ перетворюється в нуль разом зi всiма своїми похiдними.

Доведено, що для майже всiх прямокутникiв, тобто для майже всiх (стосовно

мiри Лебега) чисел a iснує єдиний класичний розв’язок задачi (1.2); цей

розв’язок можна зобразити у виглядi тригонометричного ряду.
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Ю. М. Березанський [4–6] дослiджував крайовi задачi для загального

диференцiального оператора другого порядку з дiйсними сталими

коефiцiєнтами. Зокрема, у роботi [4] для крайової задачi

Lu := utt − uxx = f, u|Γ = 0, (1.3)

де Γ – межа областi G, знайдено такi обмеженi областi G площини (t, x), у

яких задача (1.3) має слабкий розв’язок з L2(G) для довiльної правої частини

f , причому цей розв’язок є стiйким вiдносно малих змiн областi.

Крайовi задачi для нелiнiйних гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь

вивчались у рiзних аспектах у працях [54, 55, 113, 126, 127, 132, 135, 144], де

головним чином розглядались задачi для рiвнянь i систем рiвнянь першого

i другого порядкiв. Зокрема, у роботах В. М. Кирилича та D. G. Scha-

effer дослiджено задачi в областях з невiдомими (вiльними) межами для

гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь з локальними i нелокальними

крайовими умовами.

Для лiнiйних та нелiнiйних гiперболiчних рiвнянь другого порядку

дослiджено питання розв’язностi двоточкових задач з умовами Дiрiхле

[69,70,119] та Дiрiхле-Неймана [78,141,142] за умови перiодичностi шуканого

розв’язку за часовою змiнною. Зокрема, у роботi [69] на основi зображення

розв’язку крайової перiодичної задачi

utt − uxx = g(x, t), u(0, t) = u(π, t) = 0, u(x, t+ ω) = u(x, t)

у виглядi u(x, t) = u0(x, t) + ũ(x, t), де u0(x, t) – розв’язок вiдповiдної

однорiдної задачi, a ũ(x, t) – точний розв’язок неоднорiдного рiвняння, такий,

що ũ(x, t + ω) = ũ(x, t), одержано умови розв’язностi крайової неоднорiдної

перiодичної задачi для конкретних значень перiоду ω.

У працi [78] розглянуто математичну модель коливання струни пiд дiєю

сили, розривної стосовно фазової змiнної, за припущення, що один кiнець

струни закрiплений, а iнший вiльний. Тобто дослiджено задачу Дiрiхле-
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Неймана для нелiнiйного рiвняння коливань струни

(∂tt − ∂xx)u(x, t)− µu(x, t) + g(x, t, u) = f(x, t), (x, t) ∈ (0, π)× (0, 2π),

u(0, t) = ux(π, t) = 0, t ∈ (0, 2π),

за умови, що u(x, 2π) = u(x, 0), x ∈ (0, π). Для розглянутої задачi

встановлено iснування 2π-перiодичного узагальненого розв’язку.

У роботi [142] дослiджено задачу

utt − uxx + g(u) = f(x, t), u(x, t+ 2π) = u(x, t), 0 < x < π, t ∈ R,

де f(x, t) – вiдома 2π-перiодична функцiя. Розглянуто такi два типи крайових

умов:

u(0, t) = u′(π, t) = 0, t ∈ R;

u′(0, t) = u(π, t) = 0, t ∈ R.

Для дослiджуваних задач доведено теореми iснування класичного розв’язку,

за умови, що нелiнiйний доданок g(u) задовольняє умову нерезонансностi.

У працях [124, 125, 128, 129, 136, 137, 140, 147, 151] дослiджено у рiзних

аспектах задачi з локальними та нелокальними крайовими умовами для

лiнiйних та квазiлiнiйних безтипних рiвнянь та систем рiвнянь з частинними

похiдними, у [130] розглянуто випадок системи диференцiальних рiвнянь

iз дробовими похiдними. Умови iснування перiодичних за часом слабких

розв’язкiв крайових задач для систем безтипних рiвнянь першого порядку

встановлено у [114, 115]. Майже перiодичнi розв’язки гiперболiчних та

безтипних рiвнянь з частинними похiдними вивчались у працях [62,67,97,145].

У працях В. П. Бурського та його учнiв [26–30, 118] дослiджено крайовi

задачi в одиничному крузi для диференцiальних рiвнянь з частинними

похiдними зi сталими коефiцiєнтами третього та довiльного парного порядкiв

та задачу Дiрiхле для систем таких рiвнянь. У випадку задачi Дiрiхле для

гiперболiчного рiвняння другого порядку В. П. Бурський встановив умови

однозначної розв’язностi цiєї задачi для майже всiх параметрiв рiвняння.
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У роботах В. М. Борок та її учнiв [20–24] встановлено класи однозначної

розв’язностi крайових задач у безмежному шарi {t, x : 0 ≤ t ≤ T, x ∈

Rn} для еволюцiйних рiвнянь i систем рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

За певних умов на поведiнку розв’язку на безмежностi (за просторовими

координатами) для розглянутих задач встановлено класи єдиностi та класи

коректної розв’язностi. Зокрема, в [21] доведено, що задача

utt − uxx = 0, u(x, 0) = u(x, T ) = 0, −∞ < x <∞,

має нетривiальнi розв’язки у класi обмежених функцiй.

У працi [23] в залежностi вiд властивостей полiномiв P (s) i Q(s) знайдено

умови коректної розв’язностi задачi

∂2u(t, x)

∂t2
+ P

(
∂

∂x

)
∂u(t, x)

∂t
+Q

(
∂

∂x

)
u(t, x) = 0,

u(x, 0) = u0(x), u(x, T ) = uT (x),

де 0 < t < T , x ∈ Rn, P (s), Q(s) – полiноми вiд s1, . . . , sn зi сталими

комплексними коефiцiєнтами.

У працях П. I. Каленюка, З. М. Нитребича та їх учнiв [49–52,

74, 138] крайовi задачi для рiвнянь та систем рiвнянь з частинними

похiдними у безмежнiй смузi дослiджуються за допомогою операцiйного

(диференцiально-символьного) методу, розробленого П. I. Каленюком та

З. М. Нитребичем на базi узагальненої схеми вiдокремлення змiнних.

За допомогою цього методу видiлено класи однозначної розв’язностi та

побудовано у явному виглядi розв’язки дослiджуваних задач. Зокрема, З.

М. Нитребичем у смузi (0, h)× R дослiджено [75] некоректну задачу

∂2nu

∂t2n
+

n−1∑
s=0

as
∂2nu

∂t2s∂x2n−2s
= f (t, x) , (1.4)

∂2r−2u(0, x)

∂t2r−2
= ϕr (x) ,

∂2r−2u(h, x)

∂t2r−2
= ψr (x) , r ∈ {1, . . . , n} , (1.5)
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де as ∈ R, h > 0. Задача (1.4), (1.5) характеризується наявнiстю у поданнi її

розв’язку знаменникiв, множина нулiв яких є непорожньою. Класи iснування

i єдиностi розв’язку цiєї задачi для фiксованої змiнної, за якою задано умови

типу умов Дiрiхле, мiстять аналiтичнi в крузi функцiї.

Дослiдженню у рiзних аспектах крайових задач для лiнiйних еволюцiйних

рiвнянь та систем рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами

присвяченi роботи багатьох авторiв, зокремаЮ. А. Дубiнського, В. С. Iлькiва,

В. М. Полiщук, Б. Й. Пташника, Б. О. Салиги, С. Р. Умарова,

Е. М. Сайдаматова [42, 45, 47, 48, 57, 101, 102, 143, 148, 149]. За певних умов

на символи розглядуваних псевдодиференцiальних операторiв встановлено

умови iснування та єдиностi розв’язкiв дослiджуваних задач. Зокрема,

у працях [42, 57, 102] розглянуто задачi з локальними двоточковими та

багатоточковими умовами, а в [45,47,48] — з нелокальними багатоточковими

умовами за часовою змiнною для рiвнянь iз псевдодиференцiальними

операторами з аналiтичними символами; дослiджено [143, 148, 149] задачу

Кошi та задачi з багатоточковими умовами для рiвнянь iз дробовими

похiдними за часом, що мiстять псевдодиференцiальнi оператори за

просторовими змiнними з аналiтичними та неаналiтичними символами.

У бiльшостi вищенаведених робiт, якi стосуються дослiдження

крайових задач для рiвнянь та систем рiвнянь iз псевдодиференцiальними

операторами, використано результати працi Ю. А. Дубiнського [42], де

розроблено конструктивний метод дослiдження псевдодиференцiальних

операторiв з аналiтичними символами, визначеними в довiльнiй областi з Rn.

Зокрема, у цiй роботi розв’язок задачi Дiрiхле для рiвнння (1.1) з умовами

u(−1/2, x) = ϕ−(x), u(1/2, x) = ϕ+(x) (1.6)
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визначено за допомогою дiй псевдодиференцiальних операторiв за формулою

u(t, x) =

cos

[(
t+

1

2

)
1

i

d

dx

]
cos

[
1

i

d

dx

] ϕ+(x) +

sin

[(
t− 1

2

)
1

i

d

dx

]
1

i

d

dx
cos

[
1

i

d

dx

] ϕ−(x). (1.7)

Доведено, що формула (1.7) визначає єдиний розв’язок задачi (1.1), (1.6) для

ϕ± ∈ H∞(G), де G = {ξ ∈ R : ξ 6= π/2 +kπ, k ∈ Z}, H∞(G) = {ϕ ∈ L2(G) : ϕ̂

– фiнiтне в G}, G ⊆ Rs.

Зазначимо, що в бiльшостi iз згаданих вище робiт розглядались регулярнi

випадки задач, що виключають появу малих знаменникiв, або на малi

знаменники накладались аксiоматичнi умови вiдокремленостi вiд нуля, якi

забезпечують розв’язнiсть розглядуваних задач; можливiсть виконання цих

оцiнок, як правило, не дослiджувалась.

У роботах Б. Й. Пташника та його учнiв Н. I. Бiлусяк, Т. П. Гоя,

Л. I. Комарницької, М. М. Симотюка, В. В. Фiголя, П. I. Штабалюка та

iн. [10–15,18,19,38,56,59,64,80–83,96,97,102,103] на основi метричного пiдходу

в обмежених цилiндричних областях для лiнiйних та слабко нелiнiйних

гiперболiчних та безтипних рiвнянь та систем рiвнянь з частинними

похiдними довiльного порядку у нерегулярних випадках вивчались задачi

з локальними та нелокальними двоточковими умовами за змiнною t та

умовами перiодичностi, майже перiодичностi або умовами типу умов Дiрiхле

за змiнними x1, . . . , xp. У перелiчених роботах встановлено умови однозначної

розв’язностi розглядуваних задач у рiзних функцiональних просторах.

Показано, що коректнiсть таких задач є нестiйкою стосовно параметрiв

областi i (або) коефiцiєнтiв рiвнянь та крайових умов. Для аналiзу оцiнок

знизу малих знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язкiв дослiджуваних

задач, авторами використано результати i методи метричної теорiї чисел,

розробленої В. Г. Спринджуком [104], а також метричнi твердження,

отриманi у працях В. I. Берника, Б. Й. Пташника [7,80] та В. С. Iлькiва [46].
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Зокрема, в областi Dp у роботi [81] дослiджено задачу∑
|ŝ|∗=2n

Aŝ
∂2nu (t, x)

∂t2s0∂x2s1
1 . . . ∂x

2sp
p

= f (t, x) , Aŝ ∈ R, (1.8)

∂2ru

∂t2r

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∂2ru

∂t2r

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {0, . . . , n− 1}; (1.9)

у роботi [43] — задачу ∑
|ŝ|∗=2n

Aŝ
∂2nu (t, x)

∂t2s0∂x2s1
1 . . . ∂x

2sp
p

= 0, (1.10)

∂2(r−1)u

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= ϕj(x),
∂2(r−1)u

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+j(x), r ∈ {1, . . . , n}, (1.11)

де u = (u1, . . . , um), ϕj = (ϕj,1, . . . , ϕj,m), Aŝ – m × m-матрицi зi сталими

дiйсними елементами. За припущення, що рiвняння (1.8) та система рiвнянь

(1.10) нестрого гiперболiчнi за Петровським, встановлено умови однозначної

розв’язностi задач (1.8), (1.9) та (1.10), (1.11) у шкалах просторiв Соболєва.

У роботi [56] в областi [0, T ] × R на базi метричного пiдходу дослiджено

триточкову задачу з умовами

u(t1, x) = 0, u(t2, x) = g(x), u(t3, x) = 0, 0 ≤ t1 < t2 < t3 ≤ T,

для рiвняння вiльних коливань струни.

У працях [19, 103] встановлено умови коректної розв’язностi у просторах

перiодичних функцiй експоненцiйного типу задачi з двома кратними

вузлами за видiленою змiнною t для лiнiйного факторизованого рiвняння

з частинними похiдними:

n∏
j=1

(
∂

∂t
− λjA(Dx)

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Dp,

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

= ϕj(x), j ∈ {1, . . . , r},

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕr+j(x), j ∈ {1, . . . , n− r},
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де λ1 < . . . < λn, Dx = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp) , 1 ≤ r < n; а також задачi

для лiнiйної системи безтипних рiвнянь з частинними похiдними:

∂n~u(t, x)

∂tn
+

n−1∑
j=0

Aj
∂n~u(t, x)

∂tj∂xn−j
= ~0, (t, x) ∈ D1,

∂j−1~u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

= ~ϕj(x), j ∈ {1, . . . , r},

∂j−1~u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

= ~ϕr+j(x), j ∈ {1, . . . , n− r},

де Aj, j ∈ {0, 1, . . . , n − 1},– квадратнi матрицi розмiру m ×m, елементами

яких є комплекснi числа, ~u(t, x) = col
(
u1(t, x), . . . , um(t, x)

)
, ~ϕj(x) =

col
(
ϕ1
j(x), . . . , ϕmj (x)

)
.

Н. I. Бiлусяк дослiдила [10–15] коректнiсть задач з умовами типу умов

Дiрiхле за змiнною t та певними умовами за просторовими координатами

(умови перiодичностi, умови типу умов Дiрiхле) для деяких класiв лiнiйних та

слабконелiнiйних гiперболiчних i безтипних рiвнянь i систем рiвнянь високого

порядку у цилiндричних областях. Зокрема, в роботi [13] в областi Q := Bp

дослiджено класичну розв’язнiсь задачi

∂2nu(t, x)

∂t2n
+

n−1∑
j=0

aj

(
∂

∂t

)2j

Ln−ju (t, x) = f (t, x) + εΦ (t, x, u (t, x)) , (1.12)

(
∂2lu/∂t2l

)∣∣
t=0

=
(
∂2lu/∂t2l

)∣∣
t=b

= 0, l ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (1.13)

Lqu(t, x) |∂G = 0, q ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (1.14)

де b ∈ (0, T ), ε, aj ∈ R, L — деякий елiптичний в областi G диференцiальний

вираз, L0u = u, Lqu = L
(
Lq−1u

)
, q = 1, . . . , n; ε ∈ R1; функцiя

Φ (t, x, u) визначена та неперервна за змiнною t i досить гладка за x та u

в замкненiй областi Q1=
{

(t, x, u) : (t, x) ∈ Q, u ∈ S
(
u0, r

)}
, де S

(
u0, r

)
={

u ∈ C2n
(
Q
)

:
∥∥u− u0

∥∥
C2n(Q) ≤ r

}
, u0 := u0 (t, x) — розв’язок задачi (1.12)–

(1.14) при ε = 0 .

Крiм цього, в [9] в областi D := Dp встановлено умови коректної

розв’язностi у просторах перiодичних функцiй експоненцiйного типу такої
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задачi:
n∏
j=1

 ∂2

∂t2
−

(
p∑
r=1

ajr
∂

∂xs
+bj

)2
u (t, x)=f(t, x),

∂2lu (t, x)

∂t2l

∣∣∣∣
t=0

=ϕl (x) ,
∂2lu (t, x)

∂t2l

∣∣∣∣
t=T

=ϕn+l (x) , l ∈ {0, 1, . . . , n− 1} ,

де ajr, bj ∈ C, r ∈ {1, . . . , p}.

Задачi типу Дiрiхле для гiперболiчних та безтипних рiвнянь i систем

рiвнянь (лiнiйних та слабко нелiнiйних) з частинними похiдними довiльного

порядку розглядав i В. В. Фiголь [109,110]. Крiм цього, ним вивчалися крайовi

задачi з наближеними даними на межi областi для диференцiальних рiвнянь

i систем рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами.

Питання стiйкостi та побудови наближених розв’язкiв задач типу задачi

Дiрiхле з наближеними вихiдними даними для гiперболiчних рiвнянь

розглянуто також у працях [65,139].

Наведений огляд лiтератури свiдчить про рiзноманiтнiсть аспектiв, у

яких проводяться дослiдження крайових задач для рiвнянь з частинними

похiдними. Дослiдженню таких задач присвячено численнi працi, зокрема, у

випадку локальних крайових умов досить повно вони вивченi, коли на межi

областi задано умови Дiрiхле або типу Дiрiхле. Поряд iз цим, крайовi задачi з

умовами типу умов Дiрiхле-Неймана для гiперболiчних та безтипних рiвнянь

з частинними похiдними майже не розглядались. Результати дисертацiйної

роботи частково заповнюють цю прогалину.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi дисертацiї наведено короткий огляд результатiв

дослiджень двоточкових крайових задач для деяких класiв лiнiйних та

нелiнiйних гiперболiчних i безтипних рiвнянь та систем рiвнянь з частинними

похiдними. Детально проаналiзовано науковi працi, що тiсно пов’язанi з

тематикою дисертацiйного дослiдження.
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РОЗДIЛ 2

МЕТОДИКА ДОСЛIДЖЕНЬ ТА ДОПОМIЖНI

ТВЕРДЖЕННЯ

У дисертацiйнiй роботi використовуються методи та результати теорiї

звичайних диференцiальних рiвнянь, рiвнянь з частинними похiдними,

функцiонального аналiзу, лiнiйної алгебри та метричної теорiї чисел.

Задачi з роздiлiв 3, 4 та пiдпункту 5.1.1 об’єднанi спiльною методикою

дослiдження. Такi задачi є умовно коректними, а їхня розв’язнiсть у багатьох

випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв.

Розглянемо спрощену схему, за якою проводиться дослiдження цих

задач. Вигляд лiнiйних диференцiальних рiвнянь та систем рiвнянь, якi

розглядаються у роздiлах 3, 4 та пiдпунктi 5.1.1, а також вигляд областей,

у яких дослiджуються крайовi задачi для цих рiвнянь та систем рiвнянь,

дозволяє застосувати класичний метод вiдокремлення змiнних (метод Фур’є)

для знаходження розв’язкiв дослiджуваних задач, тобто шукати розв’язки

вiдповiдних крайових задач у виглядi ряду (для рiвнянь – скалярного, для

систем – векторного)

u(t, x) =
∞∑
k=1

uk (t)Xk (x) , (2.1)

де { Xk (x), k ∈ N } – повна ортогональна система власних функцiй деякої

задачi на власнi значення.

Пiсля вiдокремлення змiнних для знаходження кожної з функцiй uk (t),

k ∈ N, одержуємо крайову задачу для звичайного диференцiального

рiвняння, яку дослiджуємо так: шукаємо фундаментальну систему розв’язкiв

однорiдного рiвняння (системи рiвнянь) i обчислюємо характеристичний

визначник цiєї задачi. За умови вiдмiнностi вiд нуля для всiх k ∈ N

характеристичного визначника задачi, функцiї (вектор-функцiї) uk (t), k ∈

N, визначаються однозначно, i тодi формула (2.1) зображає формальний
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розв’язок розглядуваної задачi.

Для дослiджуваних задач ряд (2.1) є, взагалi, розбiжним, оскiльки

мiстить безмежну кiлькiсть членiв, що мiстять у знаменниках у виглядi

спiвмножникiв вирази, якi, будучи вiдмiнними вiд нуля, можуть набувати

як завгодно малих за модулем значень. Тому питання розв’язностi

розглядуваних задач пов’язане з проблемою малих знаменникiв. Для

забезпечення збiжностi ряду (2.1) в теоремах iснування розв’язкiв задач,

крiм певних умов на праву частину рiвняння (системи рiвнянь) та правi

частини крайових умов, аксiоматично накладаємо певнi оцiнки знизу на

малi знаменники. Для аналiзу можливостi виконання вказаних оцiнок

використано метричний пiдхiд та сучаснi методи i результати метричної

теорiї чисел. Доведено метричнi твердження про оцiнки знизу малих

знаменникiв, якi виникли при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач. На

пiдставi доведених метричних тверджень встановлюємо умови однозначної

розв’язностi розглядуваних задач для майже всiх (стосовно мiри Лебега)

векторiв, компоненти яких виражаються через параметри областi i (або)

коефiцiєнти рiвнянь (систем рiвнянь).

Задачу для слабконелiнiйного гiперболiчного рiвняння зводимо до

еквiвалентного їй iнтегрального рiвняння (з’ясувавши, коли таке зведення

можливе), iснування розв’язку якого доводимо на основi принципу нерухомої

точки Каччопполi-Банаха.

При дослiдженнi у пiдпунктi 5.1.2 задачi з умовами Дiрiхле-

Неймана за часом для гiперболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами

у смузi застосовано диференцiально-символьний метод [52], iндукований

узагальненою схемою вiдокремлення змiнних. Вiдповiдно до цього методу

розв’язок задачi будуємо у виглядi дiї в околi нуля диференцiальних виразiв

(загалом нескiнченного порядку), символами яких є правi частини крайових

умов та рiвняння, на деякi мероморфнi функцiї параметрiв. Попередньо

встановлюємо, що нульове значення параметра не є полюсом цих функцiй.
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У пунктi 5.3 при дослiдженнi у безмежному шарi крайової задачi з

мiшаними (Дiрiхле-Неймана) умовами на межi областi для еволюцiйних

рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами за просторовими

координатами зi змiнними за часом коефiцiєнтами, що мають аналiтичнi

символи, використано технiку диференцiальних операторiв нескiнченного

порядку, розроблену Ю. А. Дубiнським [42].

Наведемо деякi допомiжнi вiдомостi з теорiї звичайних диференцiальних

рiвнянь, рiвнянь з частинними похiдними, функцiонального аналiзу, лiнiйної

алгебри та метричної теорiї чисел, якi використовуватимемо у наступних

роздiлах дисертацiї.

У крайових задачах для диференцiальних рiвнянь зi змiнними за x

коефiцiєнтами фiгурує лiнiйний самоспряжений елiптичний в областi G

диференцiальний вираз

L :=

p∑
i,j=1

∂

∂xi

(
pij (x)

∂

∂xj

)
− q (x) , (2.2)

де q (x) ≥ 0. За умов, що G ∈ A2δ,ν, pij (x) ∈ C2δ−1,ν(G), i, j ∈ {1, ..., p},

q (x) ∈ C2δ−2,ν(G), δ ∈ N, 0 < δ < 1, всi власнi значення λk, k ∈ N, задачi

LX (x) = −λX (x) , X (x) |∂G = 0, (2.3)

множину яких позначимо через Λ, є рiзними i додатними, а система власних

функцiй Υ = {Xk (x) , k ∈ N}, є повною ортонормованою у просторi L2 (G) ,

при цьому Xk (x) ∈ C2δ
(
G
)
, k ∈ N, i справедливi оцiнки [44,72]

c̃0k
2/p ≤ λk ≤ c̃1k

2/p, 0 < c̃0 ≤ c̃1, k ∈ N, (2.4)

max
x∈Ω

∣∣∣∂|s|Xk (x) /
(
∂xs11 · · · ∂xspp

)∣∣∣ ≤ c̃2λ
p/4+|s|/2
k , c̃2 = c̃2(|s|), |s| = 0, 1, . . . , 2δ.

(2.5)

При дослiдженнi крайової задачi для слабконелiнiйного гiперболiчного

рiвняння використовуємо принцип нерухомої точки Качополлi-Банаха.

Зупинимось на його описi детальнiше. Нехай Ω – замкнена множина у
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повному метричному просторi X з метрикою ρ(x, y), а вiдображення P

переводить Ω саму в себе.

Означення 2.1. Вiдображення P називається оператором стиску,

якщо iснує число α < 1 таке, що

ρ (P (x), P (x′)) ≤ αρ (x, x′) (2.6)

для всiх x, x′ ∈ Ω.

Теорема 2.1 ( [53, с. 605]). Якщо P є оператором стиску, то в Ω iснує

єдиний розв’язок x∗ рiвняння x = P (x). При цьому x∗ можна отримати як

границю послiдовностi {xn}, де xn+1 = P (xn), n ∈ 0, 1, 2, . . ., а x0 – довiльний

елемент iз Ω. Швидкiсть збiжностi послiдовностi {xn} до розв’язку x∗

визначається нерiвнiстю

ρ (xn, x
∗) ≤ αn

1− α
ρ (x1, x0) .

Поряд iз просторомX розглянемо ще один метричний простiр Y та замкнену

пiдмножину Y0 ∈ Y . Припустимо, що кожному y ∈ Y0 вiдповiдає оператор

Py, що вiдображає Ω ∈ X саму в себе.

Теорема 2.2 ( [53, с. 608]). Якщо при кожному y ∈ Y0 вiдображення Py

задовольняє умову (2.6) з α, що не залежить вiд y, i якщо в точцi y0 ∈ Y0

вiдображення Py є неперервним за y, то при y = y0 розв’язок рiвняння

x = Py(x) неперервно залежить вiд y.

Наведемо деякi твердження, якi використовуються у роботi при

дослiдженнi оцiнок знизу малих знаменникiв.

Лема 2.1 (Борель-Кантеллi, лема 1 iз [104, с. 10]). Нехай Aq, q ∈ N,

– послiдовнiсть вимiрних множин iз Rn, причому
∞∑
q=1

|Aq| < ∞. Тодi мiра

множини точок iз Rn, якi потрапляють у нескiнченну кiлькiсть множин

Aq, дорiвнює нулю.

Теорема 2.3 (теорема 32 з [112, с. 87]). Нехай f(x) – додатна

неперервна функцiя додатного аргумента x, причому xf(x) – функцiя
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незростаюча. Тодi нерiвнiсть

|α− p/q| < f(q)/q (2.7)

має для майже всiх α нескiнченну множину розв’язкiв у цiлих числах p i

q, q > 0, якщо при деякому c > 0 iнтеграл∫ ∞
c

f(x)dx (2.8)

розбiгається; навпаки, нерiвнiсть (2.7) має для майже всiх α не бiльше,

нiж скiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах p i q, q > 0, якщо

iнтеграл (2.8) збiгається.

Теорема 2.4 ( [40]). Нехай m, n – додатнi цiлi числа, причому f(x) –

додатна неперервна функцiя, визначена при x > c, xn−1fm(x) – монотонно

спадна функцiя, причому xnfm(x) →
x→∞

0. Тодi для майже всiх точок ω =

(ωjr), j ∈ 1, . . . ,m, r ∈ 1, . . . , n, mn-вимiрного евклiдового простору система

нерiвностей

|ωj1a1 + · · ·+ ωjnan − bj| < f(a), a = max
1≤r≤n

|ar|, j ∈ 1, . . . ,m, (2.9)

має нескiнченну множину розв’язкiв у цiлих числах a1, . . . , an, b1, . . . , bm,

якщо iнтеграл ∫ ∞
c

xn−1fm(x)dx (2.10)

є розбiжним; навпаки, система нерiвностей (2.9) має для майже всiх ω

не бiльше, нiж скiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах a1, . . . , an,

b1, . . . , bm, якщо iнтеграл (2.10) збiгається.

Лема 2.2 ( [80]). Нехай Φ (k) ≡ Φ (k1, . . . , kp) – обмежена послiдовнiсть

дiйсних чисел. Тодi нерiвнiсть∣∣∣∣Φ (k)− la

‖k‖σ
∣∣∣∣ < 1

|k|p+σ+ε
, 0 < ε < 1, σ > 0,

для майже всiх ( стосовно мiри Лебега в R) чисел a > 0 має не бiльше,

нiж скiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах k1, . . . , kp, l 6= 0, |k| 6= 0.
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У роботi використовуються елементарнi нерiвностi

(a1 + . . .+ an)
2 ≤ n

(
a2

1 + . . .+ a2
n

)
, ai ∈ R, i = 1, n, n ∈ N, (2.11)

sinx ≥ 2x/π, x ∈ [0, π/2], (2.12)

та спiввiдношення

|sinx| = |sin (x− πl)| , l ∈ Z. (2.13)
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї описано основнi методи дослiджень, що

використовуються у наступних роздiлах дисертацiйної роботи при вивченнi

поставлених задач.

Наведено деякi допомiжнi вiдомостi з теорiї звичайних диференцiальних

рiвнянь, рiвнянь з частинними похiдними, функцiонального аналiзу, лiнiйної

алгебри та метричної теорiї чисел, якi використовуватимемо у наступних

роздiлах дисертацiї.
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РОЗДIЛ 3

КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ТА

СИСТЕМ РIВНЯНЬ В ОБМЕЖЕНИХ ОБЛАСТЯХ

У даному роздiлi дослiджено умови однозначної розв’язностi крайових

задач для гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь зi сталими та змiнними за

x1, . . . , xp коефiцiєнтами в обмежених цилiндричних областях.

У першому пiдроздiлi в областi D1 розглянуто задачi з умовами Дiрiхле-

Неймана за часовою змiнною та умовами 2π-перiодичностi за просторовою

змiнною для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь високого

порядку зi сталими коефiцiєнтами.

У другому пiдроздiлi в областiBp дослiджено задачi з даними на всiй межi

областi для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь другого та високого порядкiв

зi змiнними за x1, . . . , xp коефiцiєнтами. На прикладi задачi для рiвняння

високого порядку показано, як отриманi в дисертацiйнiй роботi результати

для лiнiйних рiвнянь можна перенести на випадок, коли лiнiйне рiвняння

збурено нелiнiйним доданком.



32

3.1. Задачi Дiрiхле-Неймана для рiвнянь та систем рiвнянь

високого порядку зi сталими коефiцiєнтами

3.1.1. Випадок одного рiвняння .

а) В областi D1 розглянемо задачу

L[u] :=
n∑
s=0

as
∂2nu(t, x)

∂t2(n−s)∂x2s
= f(t, x), (3.1)

Ur[u] :=
∂2(r−1)u(t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= ϕr(x),

Un+r[u] :=
∂2r−1u(t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+r(x),

r ∈ {1, . . . , n}, (3.2)

де as ∈ R, s ∈ {0, 1, . . . , n}, a0 = 1. Припустимо, що рiвняння (3.1) є строго

гiперболiчним за Петровським, тобто всi коренi рiвняння

n∑
s=0

asλ
2(n−s) = 0 (3.3)

є дiйсними та рiзними, а, отже, i вiдмiнними вiд нуля.

Вигляд областi D1 накладає умови 2π-перiодичностi за x на розв’язок u

та функцiї f i ϕj, j ∈ {1, . . . , 2n}. Нехай f ∈ C([0, T ], T ′), ϕj ∈ T ′ i

f(t, x) =
∞∑

k=−∞

fk(t) exp(ikx), ϕj(x) =
∞∑

k=−∞

ϕjk exp(ikx), j ∈ {1, . . . , 2n}.

(3.4)

Означення 3.1. Розв’язком задачi (3.1), (3.2) з простору C2n([0, T ], T ′)

називатимемо функцiю

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

uk(t) exp (ikx) (3.5)

таку, що кожна з функцiй uk(t), k ∈ Z, належить простору C2n([0, T ]) i

задовольняє, вiдповiдно, рiвностi

n∑
s=0

as(ik)2sd
2(n−s)uk (t)

dt2(n−s) = fk(t), t ∈ (0, T ), (3.6)
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u
(2r−2)
k (0) = ϕrk, u

(2r−1)
k (T ) = ϕn+r,k, r ∈ {1, . . . , n}. (3.7)

Отже, розв’язок розглядуваної задачi шукаємо у виглядi ряду (3.5), де

uk(t), k ∈ Z, є розв’язком задачi (3.6), (3.7).

Крiм задач (3.1), (3.2) та (3.6), (3.7), розглядатимемо вiдповiднi їм

однорiднi задачi

L[u] = 0, (3.8)

Ur[u] = 0, Un+r[u] = 0, r ∈ {1, . . . , n}, (3.9)

та
n∑
s=0

as(ik)2sd
2(n−s)uk(t)

dt2(n−s) = 0, (3.10)

u
(2r−2)
k (0) = 0, u

(2r−1)
k (T ) = 0, r ∈ {1, . . . , n}. (3.11)

Якщо k 6= 0, то характеристичне рiвняння
∑n

s=0 as(ik)2sη2(n−s) = 0, що

вiдповiдає рiвнянню (3.10), має такi коренi: ηj = ikλj, ηn+j(k) = − ikλj,

j ∈ {1, . . . , n}, де λ1, . . . , λn – додатнi коренi рiвняння (3.3). Фундаментальна

система розв’язкiв рiвняння (3.10) є такою:

{ukj(t) = exp (ikλjt), uk,n+j(t) = exp (− ikλjt), j ∈ {1, . . . , n}},

а характеристичний визначник [73] задачi (3.6), (3.7) має вигляд

∆(k, T ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 1 . . . 1

η2
1 . . . η2

n η2
1 . . . η2

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

η
2(n−1)
1 . . . η

2(n−1)
n η

2(n−1)
1 . . . η

2(n−1)
n

η1e
η1T . . . ηne

ηnT − η1e
− η1T . . . − ηne− ηnT

η3
1e
η1T . . . η3

ne
ηnT − η3

1e
− η1T . . . − η3

ne
− ηnT

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

η2n−1
1 eη1T . . . η2n−1

n eηnT − η2n−1
1 e− η1T . . . − η2n−1

n e− ηnT

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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i обчислюється за формулою

∆(k, T ) = (− 2i)nk2n2−n
∏

1≤s<l≤n

(λ2
s − λ2

l )
2

n∏
j=1

(λj cos (kλjT )). (3.12)

При k = 0 рiвняння (3.10) набуває вигляду
d2nu0(t)

dt2n
= 0, а його

фундаментальна система розв’язкiв є такою: {u0j(t) = tj−1, j ∈ {1, . . . , 2n}}.

Характеристичний визначник ∆(0, T ) задачi (3.6), (3.7) при k = 0 має вигляд∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 . . . 0 . . . 0

0 1 2T . . . nT n−1 . . . (2n− 1)T 2n−2

0 0 2 . . . 0 . . . 0

0 0 0 . . . n(n− 1)(n− 2)T n−3 . . . (2n− 1)(2n− 2)(2n− 3)T 2n−4

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0 . . . 0

0 0 0 . . . 0 . . . (2n− 1)(2n− 2) · · · 3 · 2 · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.13)

i обчислюється за формулою

∆(0, T ) = 1!2! . . . (2n− 1)!. (3.14)

Вiдомо [73], що задача (3.6), (3.7) для кожного k ∈ Z не може мати двох

рiзних розв’язкiв тодi й лише тодi, коли ∆(k, T ) 6= 0. Тому на пiдставi (3.12)

i (3.14) отримуємо таке твердження.

Теорема 3.1. Для єдиностi розв’язку задачi (3.1), (3.2) у просторi

C2n([0, T ], T ′) необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови

(∀k ∈ Z\{0}, ∀m ∈ Z)
λjT

π
6= 2m+ 1

2k
, j ∈ {1, . . . , n}. (3.15)

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що одна з умов (3.15) (при

j = j0) порушується, тобто для деяких k = k0 ∈ Z\{0} та m = m0 ∈ Z

справджується рiвнiсть λj0T/π = (2m0 + 1)/(2k0). Тодi iснує нетривiальний

розв’язок u0(t, x) = sin ((2m0 + 1)πt/(2T )) exp (ik0x) однорiдної задачi (3.8),

(3.9). Тому розв’язок задачi (3.1), (3.2), якщо вiн iснує, не буде єдиним.
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Достатнiсть. Нехай задача (3.1), (3.2) має два рiзнi розв’язки u1, u2

∈ C2n([0, T ], T ′). Тодi функцiя ū(t, x) = u1(t, x)− u2(t, x), ū ∈ C2n([0, T ], T ′),

є нетривiальним розв’язком задачi (3.8), (3.9) i зображується рядом вигляду

(3.5), у якому кожен коефiцiєнт ūk(t), k ∈ Z, є розв’язком задачi (3.10), (3.11),

яка за умов (3.15) для кожного k ∈ Z має лише тривiальний розв’язок. Отже,

ūk(t) ≡ 0, k ∈ Z. Iз єдиностi розвинення функцiй iз простору T ′ у ряди

Фур’є [39] випливає, що u1(t, x) ≡ u2(t, x). Теорему доведено. ♦

Наслiдок 3.1. Для єдиностi розв’язку задачi (3.1), (3.2) у просторi

C2n([0, T ], T ′) достатньо, щоб числа λjT/π, j ∈ {1, . . . , n}, були

iррацiональними.

Надалi будемо вважати, що справджуються умови (3.15). Тодi для

кожного k ∈ Z задача (3.6), (3.7) має єдиний розв’язок, який зобразимо у

виглядi суми

uk(t) = vk(t) + wk(t),

де vk(t) – розв’язок задачi (3.6), (3.11), а wk(t) – розв’язок задачi (3.10), (3.7),

причому wk(t) =
∫ T

0 Gk(t, τ)fk(τ) dτ , де Gk(t, τ), k ∈ Z, – функцiя Ґрiна

задачi (3.6), (3.7).

Розв’язок задачi (3.1), (3.2) зображується рядом

u(t, x) =
∑
|k|≥0

(
vk(t) +

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

)
exp(ikx), (3.16)

в якому

v0(t) =
2n∑

`,s=1

(− 1)`+sϕ`0
∆`s(0, T )

∆(0, T )
ts−1,

G0(t, τ) =
sgn (t− τ)

2n− 1
(t− τ)2n−1 +

2n∑
s=1

n∑
`=1

ts−1

1!2! . . . (2n− 2)!(2n− 1)
×

×
(
τ 2n−2`+1 ∆2`−1,s(0, T )

(2n− 2`+ 1)!
+ (T − τ)2n−2`∆2`,s(0, T )

(2n− 2`)!

)
, (3.17)

де ∆`s(0, T ) – алгебричне доповнення елемента, який стоїть на перетинi `-го
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рядка та s-го стовпця у визначнику ∆(0, T ), визначеного формулою (3.13);

vk(t) =
n∑

q,j=1

S
(q)
n−j

ϕjkλqk cos (λqk(T − t)) + ϕn+j,k sin (λqkt)

(− 1)n+jλqk2n−1 cos (kλqT )
∏n

s=1,s6=q(λ
2
s − λ2

q)
, k ∈ Z\{0},

(3.18)

Gk(t, τ) =
sgn (t− τ)

4

n∑
q=1

(
eiλqk(t−τ) + (− 1)ne−iλqk(t−τ)

)
×

×

iλqk2n−1
n∏

s=1,s6=q

(λ2
s − λ2

q)

−1

+
1

8

n∑
s,r,q=1

(−1)qiS
(q)
n−rλ

2r−3
s k2r−4n+1×

×

λq n∏
`=1, 6̀=q

(λ2
` − λ2

q)
n∏

h=1,h6=s

(λ2
h − λ2

s) cos (kλqT )

−1

×

×{λq((− 1)n−1eiλskτ − e−iλskτ)(eiλqk(T−t) + (− 1)ne−iλqk(T−t))+

+λs((− 1)neiλqkt−e−iλqkt)(eiλsk(T−τ)+(− 1)n−1e−iλsk(T−τ))}, k ∈ Z\{0}, (3.19)

де S(q)
` , ` ∈ {1, . . . , n− 1} – сума всiх можливих добуткiв елементiв − (kλ1)

2,

. . . ,− (kλq−1)
2, − (kλq+1)

2, . . ., − (kλn)
2, узятих по ` штук у кожному добутку;

S
(q)
0 ≡ 1.

Функцiї Ґрiна Gk(t, τ), k ∈ Z, у квадратi KT (крiм сторiн τ = 0,

τ = T ) визначенi формулами (3.17) i (3.19). На сторонi τ = 0 квадрата KT

кожну з них доозначуємо за неперервнiстю справа, а на сторонi τ = T – за

неперервнiстю злiва.

На пiдставi формул (3.16)–(3.19), теореми 3.1 i теореми 6.2 з [39, с. 111]

(згiдно з якою довiльний тригонометричний ряд у просторi T ′ є збiжним),

отримуємо таке твердження.

Теорема 3.2. Нехай справджуються умови (3.15). Якщо f ∈

C([0, T ], T ′), ϕj ∈ T ′, j ∈ {1, . . . , 2n}, то iснує єдиний розв’язок задачi (3.1),

(3.2) з простору C2n([0, T ], T ′).

Оскiльки простiр T неперервно вкладається у простiр T ′, то з теореми

3.2 випливає такий наслiдок.



37

Наслiдок 3.2. Нехай справджуються умови (3.15). Якщо f ∈

C([0, T ], T), ϕj ∈ T , j ∈ {1, . . . , 2n}, то iснує єдиний розв’язок задачi (3.1),

(3.2) з простору C2n([0, T ], T ).

Для промiжних просторiв (мiж C2n([0, T ], T ) i C2n([0, T ], T ′)), зокрема

для просторiв C2n([0, T ], Hq(Ω
1)), q ∈ R, iснування розв’язку задачi (3.1),

(3.2) пов’язане, взагалi, з проблемою малих знаменникiв, оскiльки модулi

виразiв cos(kλjT ), j ∈ {1, . . . , n}, якi входять знаменниками у формули (3.18)

i (3.19) i є вiдмiнними вiд нуля, можуть ставати як завгодно малими для

нескiнченної кiлькостi чисел k ∈ Z\{0}. Для розв’язання проблеми малих

знаменникiв використаємо метричний пiдхiд.

Лема 3.1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T оцiнки

| cos (λjkT )| ≥ |k |−α1 , α1 > 1, j ∈ {1, . . . , n}, (3.20)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z\{0}.

Доведення. Враховуючи елементарну нерiвнiсть (2.12), отримуємо

| cos (λjkT )| = | sin |λjkT − π/2−mj(k)π | | ≥

≥ |k | |2λjT/π − (2mj(k) + 1)/k | , j ∈ {1, . . . , n}, (3.21)

де mj(k) ∈ Z таке, що |λjkT − π/2−mj(k)π | ≤ π/2.

На пiдставi нерiвностi (3.21) i теореми 2.3 отримуємо, що для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) чисел βj = 2λjT/π, j ∈ {1, . . . , n}, справджуються

оцiнки | cos (λjkT )| ≥ |k |−(γ−1), γ > 2, j ∈ {1, . . . , n}, для всiх (крiм

скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z\{0}.

Зi сказаного вище, враховуючи те, що при вiдображеннях βj → βjπ/(2λj),

j ∈ {1, . . . , n}, множина з нульовою мiрою Лебега переходить знову у

множину нульової мiри, а також те, що об’єднання скiнченої кiлькостi

множин мiри нуль є множиною мiри нуль, випливає доведення леми. ♦

Теорема 3.3. Якщо f ∈C([0, T ], Hq−2n+1+α1
(Ω1)), ϕs∈Hq+α1

(Ω1), ϕn+s∈

Hq+α1−1(Ω
1), s∈{1, . . . , n}, α1>1, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега
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в R) чисел T та для фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (3.1) iснує єдиний

розв’язок задачi (3.1), (3.2) з простору C2n([0, T ], Hq(Ω
1)). Цей розв’язок

справджує нерiвнiсть
∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω

1))
∥∥ ≤ c1

(∑n
s=1

∥∥ϕs;Hα1+q(Ω
1)
∥∥+

+
∑2n

s=n+1

∥∥ϕs;Hα1+q−1(Ω
1)
∥∥ +

∥∥f ;C([0, T ], H1−2n+α1+q(Ω
1))
∥∥) ,

c1 = c1(n, T, a0, . . . , an).

Доведення. На пiдставi формул (3.16)–(3.19), леми 3.1 та означення

норми у просторi C2n([0, T ], Hq(Ω
1)), q ∈ R, отримуємо, що для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) чисел T справджується оцiнка∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω
1))
∥∥ =

=
2n∑
r=0

max
0≤t≤T

√√√√2π
∑
|k|>0

(1 + k2)q−r
∣∣∣∣v(r)
k (t) +

dr

dtr

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ) dτ

∣∣∣∣2 ≤
≤
√

4π
2n∑
r=0

√√√√∑
|k|≥0

(1 + k2)q−r max
0≤t≤T

∣∣∣v(r)
k (t)

∣∣∣2+
+
√

4π
2n∑
r=0

√√√√∑
|k|≥0

(1 + k2)q−r max
0≤t≤T

∣∣∣∣ drdtr
∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ) dτ

∣∣∣∣2 ≤
≤ c2

√
4π

2n∑
r=0

√√√√√∑
|k|≥0

(1 + k2)q−r
n∑
j=1

 |ϕjk| |k|r+α1 + |ϕn+j,k| |k|r+α1−1

2

+

+c3

√
4π

2n∑
r=0

√∑
|k|≥0

(1 + k2)q−r |k |r−2n+1+α1 f̄ 2
k ≤

≤
√

4π (2n+ 1)

c2

√
2


√√√√√∑
|k|≥0

(1 + k2)α1+q

(
n∑
s=1

|ϕsk|

)2

+

+

√√√√√∑
|k|≥0

(1 + k2)α1+q−1

(
2n∑

s=n+1

|ϕsk|

)2
+

+c3

√∑
|k|≥0

(1 + k2)1+α1+q−2nf̄ 2
k

 ≤ c4

√√√√ n∑
s=1

2π
∑
|k|≥0

|ϕsk|2 (1 + k2)α1+q +
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+

√√√√ 2n∑
s=n+1

2π
∑
|k|≥0

|ϕsk|2 (1 + k2)α1+q−1 +
∥∥f ;C([0, T ], H1+α1+q−2n(Ω

1))
∥∥ ≤

≤ c4

(
n∑
s=1

∥∥ϕs;Hα1+q(Ω
1)
∥∥+

2n∑
s=n+1

∥∥ϕs;Hα1+q−1(Ω
1)
∥∥ +

+
∥∥f ;C([0, T ], H1−2n+α1+q(Ω

1))
∥∥ , (3.22)

де f̄k = max
t∈[0,T ]

|fk(t)| , k ∈ Z, c2 = c2(n, T, a0, . . . , an), c3 = c3(n, T, a0, . . . , an),

c4 = (2n+ 1)
√

2 max {c2

√
2n, c3}.

З нерiвностi (3.22) випливає доведення теореми. ♦

б) В областi Dp розглянемо задачу з умовами (3.2) для рiвняння

∑
|ŝ|∗=2n

Aŝ
∂|ŝ|

∗
u (t, x)

∂t2s0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= 0, Aŝ ∈ R, A(n,0,...,0) = 1, (3.23)

яке є строго гiперболiчним за Петровським.

Зi строгої гiперболiчностi рiвняння (3.23) випливає, що µ-коренi рiвняння∑
|ŝ|∗=2n

Aŝ

(
k1

||k||

)s1
. . .

(
kp
||k||

)sp
µ2s0 = 0 (3.24)

є дiсними i рiзними (отже, i вiдмiнними вiд нуля), а також рiвномiрно

обмеженими для всiх k ∈ Zp\ {(0)}; крiм того, для кожного k ∈ Zp\ {(0)}

справджуються оцiнки

c5 ≤ µq (k) ≤ c6, c7 ≤ |µ2
s (k)− µ2

q (k) | ≤ c8, s, q ∈ {1, . . . , n} , s 6= q, (3.25)

де µ1 (k) , . . . , µn (k) – додатнi коренi рiвняння (3.24).

У випадку задачi (3.23), (3.2) для кожного k ∈ Zp\ {(0)}

∆(k, T ) =(−2i)n ||k||2n
2−n ∏

1≤s<l≤n

(
µ2
s (k)− µ2

l (k)
)2

n∏
j=1

(µj (k)cos (||k||µj (k)T )) ,

а ∆ (0, T ) = 1!2! . . . (2n− 1)!.
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Аналогiчно, як при доведеннi теореми 3.1, встановлюємо, що для єдиностi

розв’язку задачi (3.23), (3.2) у просторi C2n ([0, T ] , T ′) необхiдно i достатньо,

щоб виконувались умови

(∀k ∈ Zp\ {(0)} , ∀m ∈ Z+) µj (k) ||k|| 6= π

T
(m+ 1/2) , j ∈ {1, . . . , n} .

(3.26)

Якщо ϕj ∈ T ′, j ∈ {1, . . . , 2n} , то за умов (3.26) розв’язок задачi (3.23),

(3.2) з простору C2n ([0, T ] , T ′) зображає ряд

u (t, x) =
2n∑
i,j=1

(−1)j+i ϕj0
∆ji (0, T )

∆ (0, T )
ti−1+

+
∑
|k|>0

n∑
q,j=1

S
(q)
n−j [ϕjk|k|µq(k) cos (µq(k)|k| (T−t))−ϕn+j,k sin (µq(k)|k|t)]

(−1)n+j |k|µq(k) cos (µq(k)|k|T )
n∏

s=1,s6=q

(
µ2
s(k)− µ2

q(k)
) e(ik,x),

(3.27)

де S(q)
l , l ∈ {1, . . . , n− 1} – сума всiх можливих добуткiв елементiв µ2

1 (k), ...,

µ2
q−1 (k) , µ2

q+1 (k) , ..., µ2
n (k) , узятих по l штук у кожному добутку, S(q)

0 ≡ 1,

∆ij (0, T ) – алгебричне доповнення елемента, який стоїть на перетинi i-го

рядка та j-го стовпця у визначнику ∆ (0, T ), визначеному формулою (3.13).

Скориставшись схемою доведення леми 3.1, на пiдставi леми 2.2 ,

враховуючи елементарну нерiвнiсть (2.12) та рiвномiрну обмеженiсть µj (k),

j ∈ {1, . . . , n}, для всiх k ∈ Zp\ {(0)}, отримуємо, що для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) чисел T нерiвностi

|cos (µq (k) ||k||T )| ≥ T |k|−p−ε , q ∈ {1, . . . , n} , 0 < ε < 1, (3.28)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp\ {(0)}.

На пiдставi формули (3.27), оцiнок (3.25) та (3.28) отримуємо наступне

твердження.

Твердження 3. 1. Нехай справджуються умови (3.26). Якщо

ϕs ∈ Hχ (Ωp), ϕn+s ∈ Hχ−1 (Ωp), χ > q+p, s ∈ {1, . . . , n}, то для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для фiксованих коефiцiєнтiв
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рiвняння (3.23) у просторi C2n ([0, T ] , Hq (Ωp)) iснує єдиний розв’язок задачi

(3.23), (3.2). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n ([0, T ] , Hq (Ωp))
∥∥ ≤ c9

(∑n
s=1 ‖ϕs;Hχ‖+

∑2n
s=n+1 ‖ϕs;Hχ−1‖

)
.

в) Наявнiсть у гiперболiчному рiвняннi молодших членiв може послабити

умови на вихiднi данi у теоремах iснування та єдиностi розв’язку задачi з

умовами вигляду (3.2). Покажемо це на прикладi рiвняння
n∏
j=1

[
∂2

∂t2
−
(
aj
∂

∂x
+ bj

)2
]
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ D1, (3.29)

де bj ∈ R, aj > 0, aj 6= a`, j 6= `, j, ` ∈ {1, . . . , n}, а функцiї f та ϕr,

r ∈ {1, . . . , 2n}, визначаються формулами (3.4).

Розв’язок задачi (3.29), (3.2) з простору C2n([0, T ], T ′) шукаємо у виглядi

ряду (3.5), де кожна з функцiй uk(t), k ∈ Z, є розв’язком крайової задачi з

умовами (3.7) для рiвняння
n∏
j=1

[
d2

dt2
− (bj + ikaj)

2

]
uk(t) = fk(t). (3.30)

Розв’язавши для кожного k ∈ Z задачу (3.30), (3.7), для розв’язку задачi

(3.29), (3.2) з простору C2n([0, T ], T ′) отримуємо таку формулу:

u(t, x) = u0(t) +
∑
|k|>0

(
n∑

q,j=1

(−1)n+jS
(q)
n−j×

×(ϕjkγq(e
γq(T−t) + e−γq(T−t)) + ϕn+j,k(e

γqt − e−γqt))×

×

γq(eγqT + e−γqT )
n∏

s=1,s6=q

(γ2
q − γ2

s)
−1

+

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

)
exp(ikx),

(3.31)

де u0(t) – розв’язок задачi (3.30), (3.7) при k = 0 (припускаємо, що вiн єдиний

i iснує), а

Gk(t, τ) =
sgn(t− τ)

4

n∑
q=1

(eγq(t−τ) + (−1)ne−γq(t−τ))

γq n∏
s=1,s6=q

(γ2
q − γ2

s)

−1

+
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+
1

4

n∑
s,r,q=1

(−1)r+qS
(q)
n−rγ

2r−3
s

γq n∏
`=1, 6̀=q

(γ2
q − γ2

` )
n∏

h=1,h6=s

(γ2
s − γ2

h)(e
γqT + e−γqT )

−1

×

×(γq((− 1)n−1eγsτ − e−γsτ)(eγq(T−t) + (− 1)ne−γq(T−t))+

+γs((− 1)neγqt − e−γqt)(eγs(T−τ) + (−1)n−1e−γs(T−τ))), k ∈ Z\{0}, (3.32)

γj := γj(k) = bj + ikaj, j ∈ {1, . . . , n}; S(q)
` , ` ∈ {1, . . . , n − 1} – сума всiх

можливих добуткiв елементiв γ2
1 , . . ., γ2

q−1, γ
2
q+1, . . . , γ

2
n, узятих по ` штук у

кожному добутку; S(q)
0 ≡ 1.

Теорема 3.4. Для єдиностi розв’язку задачi (3.29), (3.2) у просторi

C2n([0, T ], T ′) необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови

(∀k ∈ Z\{0}, ∀m ∈ Z) (bj + ikaj)T 6= iπ(m+ 1/2), j ∈ {1, . . . , n}.

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 3.1.

Наслiдок 3.3. Якщо у рiвняннi (3.29) всi числа bj, j ∈ {1, . . . , n},

вiдмiннi вiд нуля, то для довiльних T , aj, j ∈ {1, . . . , n}, задача (3.29), (3.2)

не може мати двох рiзних розв’язкiв з простору C2n([0, T ], T ′). Якщо ж

bj = 0, j ∈ {j1, . . . , jr} ⊂ {1, . . . , n}, то для єдиностi розв’язку задачi (3.29),

(3.2) у просторi C2n([0, T ], T ′) необхiдно та достатньо, щоб виконувались

умови

(∀k ∈ Z\{0}, ∀m ∈ Z)
ajT

π
6= 2m+ 1

2k
, j ∈ {j1, . . . , jr}. (3.33)

Теорема 3.5. Нехай у рiвняннi (3.29) всi числа bj, j ∈

{1, . . . , n}, вiдмiннi вiд нуля. Якщо f ∈ C([0, T ], T ′) (C([0, T ], T )),

ϕs ∈ T ′ (T ), s ∈ {1, . . . , 2n}, то для довiльних T та

фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (3.29) iснує єдиний розв’язок

задачi (3.29), (3.2) з простору C2n([0, T ], T ′) (C2n([0, T ], T )). Якщо

f ∈ C([0, T ], H1+q−2n(Ω
1)), ϕs ∈ Hq(Ω

1), ϕn+s ∈ Hq−1(Ω
1),

s ∈ {1, . . . , n}, то iснує єдиний розв’язок задачi (3.29), (3.2) з простору
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C2n([0, T ], Hq(Ω
1)). Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та

ϕs, s ∈ {1, . . . , 2n}.

Теорема 3.6. Нехай у рiвняннi (3.29) bj = 0, j ∈ {j1, . . . , jr} ⊂ {1, . . . , n},

i виконуються умови (3.33). Якщо f ∈ C([0, T ], T ′) (C([0, T ], T )), ϕs ∈

∈ T ′ (T ), s ∈ {1, . . . , 2n}, то iснує єдиний розв’язок задачi (3.29), (3.2) з

простору C2n([0, T ], T ′) (C2n([0, T ], T )). Якщо f ∈ C([0, T ], Hq+1+α1−2n(Ω
1)),

ϕs ∈ Hq+α1
(Ω1), ϕn+s ∈ Hq−1+α1

(Ω1), s ∈ {1, . . . , n}, α1 > 1, то для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для фiксованих коефiцiєнтiв

рiвняння (3.29) iснує єдиний розв’язок задачi (3.29), (3.2) з простору

C2n([0, T ], Hq(Ω
1)). Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та

ϕs, s ∈ {1, . . . , 2n}.

Доведення теорем 3.5 i 3.6 є подiбними до доведень теорем 3.2 i 3.3.

Приклад 3.1. В областi D1 розглянемо задачу

∂2u (t, x)

∂t2
− ∂2u (t, x)

∂x2
= 0, (3.34)

u (t, x)|t=0 = ϕ1 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ϕ2 (x) . (3.35)

Для єдиностi розв’язку задачi (3.34), (3.35) у просторi C2
(
[0, T ] , Hq

(
Ω1
))

необхiдно i достатньо, щоб справджувалась умова

(∀k ∈ Z\ {0} ,∀m ∈ Z)
T

π
6= 2m+ 1

2k
. (3.36)

Надалi будемо вважати, що справджується умова (3.36). Тодi формальний

розв’язок задачi (3.34), (3.35) зображає ряд

u (t, x) = ϕ1,0 +ϕ2,0t+
∑
|k|>0

ϕ1kk cos (k (t− T )) + ϕ2k sin (kt)

k cos (kT )
exp (ikx) . (3.37)

Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T оцiнка |cos (kT )| ≥

2 |k|−(1+ε), ε>0, справджується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень

k ∈ Z\ {0}.

Твердження 3.2. Якщо ϕj ∈ Hγj

(
Ω1
)
, γj = q + 2− j + ε, ε>0,

j∈{1, 2}, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T∈ (0,+∞)
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iснує єдиний розв’язок задачi (3.34), (3.35) з простору C2
(
[0, T ] , Hq

(
Ω1
))
.

Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй ϕ1 та ϕ2.

Розглянемо рiвняння(
∂

∂t
− ∂

∂x
− a1

)(
∂

∂t
+

∂

∂x
− a2

)
u (t, x) = 0, a1 ≥ 0, a2 ≥ 0, a1 6= a2.

(3.38)

У випадку задачi (3.35), (3.38) вiдповiдний характеристичний визначник

∆1 (k, T ) визначається формулою

∆1 (k, T ) = (−ik + a2) exp (−ikT + a2T )− (ik + a1) exp (ikT + a1T ) . (3.39)

Зауважимо, що ∆1 (0, T ) =a2 exp (a2T )−a1 exp (a1T ) 6=0.

Лема 3.2. Якщо k ∈ Z\ {0}, то для довiльного T∈ (0,+∞)

справджується оцiнка |∆1 (k, T )| ≥c10 |k|, де c10 = |exp (a2T )− exp (a1T )| .

Доведення. На пiдставi формули (3.39) отримуємо

|∆1 (k, T )| ≥ ||−ik + a2| |exp (−ikT + a2T )| − |ik + a1| |exp (ikT + a1T )|| =

=
∣∣∣√k2 + a2

2 exp (a2T )−
√
k2 + a2

1 exp (a1T )
∣∣∣ ≥

≥
√
k2 + a2 |exp (a2T )− exp (a1T )| = c10

√
k2 + a2 ≥ c10 |k| ,

де c10 = |exp (a2T )− exp (a1T )|, a= max {a1, a2}, для довiльних k ∈ Z\ {0},

T ∈ (0,+∞). ♦

Таким чином, задача (3.35), (3.38) не може мати двох рiзних розв’язкiв;

для довiльного T ∈ (0,+∞) формальний розв’язок задачi (3.35), (3.38) у

класi функцiй, 2π-перiодичних за змiнною x, зображає ряд

u (t, x) =
∞∑

k=−∞
∆−1

1 (k, T ) exp (ikx)×

×{ϕ1k [(−ik + a2) exp (ik (t− T ) + a1t+ a2T ) −

− (ik + a1) exp (ik (T − t) + a1T + a2t)]−

−ϕ2k [exp (t (ik − a1))− exp (−t (ik + a2))]} .

(3.40)

Твердження 3.3. Якщо ϕj ∈ Hγj

(
Ω1
)
, γj = q + 3 − j, j ∈ {1, 2},

то для довiльного T ∈ (0,+∞) iснує єдиний розв’язок задачi (3.35), (3.38)
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з простору C2
(
[0, T ] , Hq

(
Ω1
))
. Цей розв’язок неперервно залежить вiд ϕ1

та ϕ2.

3.1.2. Випадок системи рiвнянь. В областi D1 розглянемо задачу

L[u] :=
n∑
s=0

As
∂2nu(t, x)

∂t2(n−s)∂x2s
= f(t, x), (3.41)

Ur[u] :=
∂2r−2u(t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= 0, Un+r[u] :=
∂2r−1u(t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, . . . , n},

(3.42)

де As = [aspq]
m
p,q=1 – матрицi з дiйсними сталими елементами, A0

– одинична матриця; u(t, x) = col (u1(t, x), . . . , um(t, x)), f(t, x) =

col(f1(t, x), . . . , fm(t, x)).

Припустимо, що система рiвнянь (3.41) є гiперболiчною за Петровським

у вузькому сенсi, тобто всi коренi рiвняння

δ(λ) := det

[
n∑
s=0

aspjλ
2n−2s

]m
p,j=1

= 0 (3.43)

є дiйсними i рiзними, отже, вiдмiнними вiд нуля. Вигляд областi D1 накладає

умови 2π-перiодичностi за змiнною x на функцiї u i f .

Припустимо, що f(t, x)=
∞∑

k=−∞
fk(t) exp(ikx), де

fk(t) =
1

2π

2π∫
0

f(t, x) exp(−ikx)dx, fk = col(fk1, . . . , fkm).

Нехай Hq

(
Ω1
)
, q ∈ R – простiр 2π-перiодичних комплекснозначних

функцiй v (x) =
∑
|k|∈Z

vk exp (ikx) з нормою
∥∥v;Hq

(
Ω1
)∥∥2

:=

2π
∑
|k|∈Z

(
1 + k2

)q |vk|2; Hq

(
Ω1
)
, q ∈ R – простiр вектор-функцiй

υ (t, x) = (υ1 (t, x) , . . . , υm (t, x)) таких що υj ∈ Hq

(
Ω1
)
, j ∈ {1, . . . ,m};∥∥υ;Hq

(
Ω1
)∥∥2

:=
∑m

j=1

∥∥υj;Hq

(
Ω1
)∥∥2

.

Означення 3.2. Розв’язком задачi (3.41), (3.42) з простору

C̄2n([0, T ], Hq(Ω
1)), q ∈ R, називатимемо вектор-функцiю u з цього
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простору, для якої справджуються такi умови:∥∥L[u]− f ; C̄([0, T ], Hq−2n(Ω
1))
∥∥ = 0,∥∥Ur[u]; H̄q−2r+2(Ω

1)
∥∥ = 0,

∥∥Un+r[u]; H̄q−2r+1(Ω
1)
∥∥ = 0, r ∈ {1, . . . , n}.

Розв’язок задачi (3.41), (3.42) шукаємо у виглядi векторного ряду

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

uk(t) exp (ikx), (3.44)

де uk = col (uk1, . . . , ukm). Кожна вектор-функцiя uk(t), k ∈ Z, iз (3.44)

є розв’язком, вiдповiдно, такої крайової задачi для системи звичайних

диференцiальних рiвнянь:
n∑
s=0

As(ik)2sd
2(n−s)uk(t)

dt2(n−s) = fk(t), (3.45)

u
(2r−2)
k (0) = 0, u

(2r−1)
k (T ) = 0, r ∈ {1, . . . , n}. (3.46)

Якщо k = 0, то система (3.45) розпадається на m незалежних рiвнянь.

Легко показати, що у цьому випадку задача (3.45), (3.46) завжди має єдиний

розв’язок u0(t), компоненти якого зображуються формулами

u0`(t) =

∫ T

0

G0(t, τ)f0`(τ) dτ, ` ∈ {1, . . . ,m}, (3.47)

в яких G0(t, τ) – функцiя Ґрiна крайової задачi

d2ny(t)

dt2n
= 0, y2r−2(0) = 0, y2r−1(T ) = 0, r ∈ {1, . . . , n}. (3.48)

Характеристичний визначник ∆ задачi (3.48) має вигляд (3.13) i

обчислюється за формулою ∆ = 1!2! . . . (2n− 1)!.

Нехай N – номер такого рядка у визначнику δ(λ) (див. (3.43)), не всi

алгебричнi доповнення ϕq(λ) := δNq(λ), q ∈ {1, . . . ,m}, елементiв якого

дорiвнюють нулевi; ϕ(λ) = col (ϕ1(λ), . . . , ϕm(λ)).

Якщо k 6= 0, то однорiдна система рiвнянь
n∑
s=0

As(ik)2sd
2(n−s)uk(t)

dt2(n−s) = 0, (3.49)
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що вiдповiдає системi (3.45), має таку фундаментальну систему розв’язкiв:

{ukj(t) = ϕ(λj) exp (γjt), uk,mn+j(t) = ϕ(λj) exp (− γjt), j ∈ {1, . . . ,mn}},

де λ1, . . . , λmn – додатнi коренi рiвняння (3.43), γj := γj(k) = ikλj, j ∈

{1, . . . ,mn}.

Зауважимо, що матрицi

Ykj(t) =


ϕ1,1+m(j−1) exp (γ1+m(j−1)t) . . . ϕ1,jm exp (γjmt)

. . . . . . . . .

ϕm,1+m(j−1) exp (γ1+m(j−1)t) . . . ϕm,jm exp (γjmt)

 ,
Yk,n+j(t) = Ykj(− t), j ∈ {1, . . . , n}, (3.50)

де ϕqj ≡ ϕq(λj), q ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . ,mn}, утворюють систему 2n

лiнiйно незалежних розв’язкiв для однорiдного матричного рiвняння
n∑
s=0

As(ik)2sY
(2n−2s)
k (t) = 0. (3.51)

Характеристичний визначник ∆(k) := det [Up(Ykj)]
2n
p,j=1 задачi (3.46),

(3.49) при k 6= 0 має вигляд

∆(k) = det

 Υ(γ) Υ(γ)

Υ(T )(γ) Υ(−T )(γ)

 , (3.52)

де

Υ(γ) =



ϕ1,1 . . . ϕ1,nm

. . . . . . . . .

ϕm,1 . . . ϕm,nm

ϕ1,1γ
2
1 . . . ϕ1,nmγ

2
nm

. . . . . . . . .

ϕm,1γ
2
1 . . . ϕm,nmγ

2
nm

. . . . . . . . .

ϕ1,1γ
2n−2
1 . . . ϕ1,nmγ

2n−2
nm

. . . . . . . . .

ϕm,1γ
2n−2
1 . . . ϕm,nmγ

2n−2
nm



, (3.53)
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Υ(±T )(γ) =



±ϕ1,1γ1e
±γ1T . . . ±ϕ1,nmγnme

± γnmT

. . . . . . . . .

±ϕm,1γ1e
± γ1T . . . ±ϕm,nmγnme± γnmT

±ϕ1,1γ
3
1e
± γ1T . . . ±ϕ1,nmγ

3
nme

± γnmT

. . . . . . . . .

±ϕm,1γ3
1e
± γ1T . . . ±ϕm,nmγ3

nme
± γnmT

. . . . . . . . .

±ϕ1,1γ
2n−1
1 e± γ1T . . . ±ϕ1,nmγ

2n−1
nm e± γnmT

. . . . . . . . .

±ϕm,1γ2n−1
1 e± γ1T . . . ±ϕm,nmγ2n−1

nm e± γnmT



. (3.54)

Обчислюючи визначник (3.52), отримуємо

∆(k) = (− 2)nm(ik)mn(2n−1)Υ2(λ)
nm∏
`=1

[λ` cos (kλ`T )], k ∈ Z\{0}. (3.55)

Визначник матрицi Υ(λ) (3.53) є вiдмiнним вiд нуля, оскiльки вiн входить

спiвмножником у вираз для вронскiана системи матриць-функцiй (3.50).

Вiдомо ( [73, с. 108]), що задача (3.46), (3.49) має нетривiальний розв’язок

тодi i лише тодi, коли ∆(k) = 0. На пiдставi цього та теореми про єдинiсть

розвинення перiодичної функцiї у ряд Фур’є отримуємо наступне твердження.

Теорема 3.7. Для єдиностi розв’язку задачi (3.41), (3.42) у просторi

C̄2n([0, T ], H2n(Ω
1)) необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k ∈ Z\{0},∀m ∈ Z) λjTk 6= (m+ 1/2)π, j ∈ {1, . . . , nm}. (3.56)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 2.1 iз [80, с. 97].

Надалi вважатимемо, що справджуються умови (3.56). Тодi для кожного

k ∈ Z\{0} iснує єдина матриця Ґрiна Gk(t, τ) = [pk,r,q(t, τ)]mr,q=1 задачi (3.46),

(3.49), за допомогою якої розв’язок задачi (3.45), (3.46) зображає формула [73,

гл. 3, §7] uk(t) =
∫ T

0 Gk(t, τ)fk(τ) dτ . У квадратi KT = {(t, τ) : 0 ≤ t, τ ≤ T}
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(крiм сторiн τ = 0, τ = T ) матрицю Gk(t, τ), k ∈ Z\{0}, визначає формула

Gk(t, τ) = gk(t, τ)− 1

∆(k)

2n∑
j,ν=1

Ykj(t)VkjνUν(gk),

де Vkjν – матриця, транспонована до матрицi m-го порядку, складеної

з алгебричних доповнень елементiв матрицi Uν(Ykj) у характеристичному

визначнику ∆(k) задачi (3.46), (3.49);

gk(t, τ) =
sgn (t− τ)

2Wk(τ)

2n∑
j=1

Ykj(t)Wkj(τ),

Wkj(t) – матриця, транспонована до матрицi m-го порядку, складеної з

алгебричних доповнень елементiв матрицi Y (2n−1)
kj (t) у визначнику Wk(t):

Wk(t) =


Y

(2n−1)
k1 (t) . . . Y

(2n−1)
k2n (t)

Y
(2n−2)
k1 (t) . . . Y

(2n−2)
k2n (t)

. . . . . . . . .

Yk1(t) . . . Yk2n(t)

 .

Здiйснивши необхiднi обчислення, отримуємо такi формули для

визначення елементiв матрицi Gk(t, τ), k ∈ Z\{0}:

pk,r,q(t, τ) =
sgn (t− τ)

4Υ

n∑
µ=1

m∑
`=1

ϕr,`+m(µ−1)Υq,`+m(µ−1)(e
ikλ`+m(µ−1)(t−τ)−

−(−1)nme−ikλ`+m(µ−1)(t−τ))+
sgn(t−τ)

8Υ2

n∑
j,ν,µ=1

m∑
`,d=1

iϕr,`+m(j−1)ϕr,d+m(µ−1)λ
2ν−3
d+m(µ−1)

k2n−1λ`+m(j−1) cos (kλ`+m(j−1)T )
×

×Υq+m(n−1),d+m(µ−1)Υq+m(ν−1),`+m(j−1)×

×{λ`+m(j−1)(e
ikλd+m(µ−1)τ + (− 1)nm−1e−ikλd+m(µ−1)τ)×

×((− 1)nm−1eikλ`+m(j−1)(T−t) + e−ikλ`+m(j−1)(T−t))+

+λd+m(µ−1)(e
ikλd+m(µ−1)(T−τ) + (− 1)nme−ikλd+m(µ−1)(T−τ))×

×(eikλ`+m(j−1)t + (− 1)nme−ikλ`+m(j−1)t)}, (3.57)
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де r, q ∈ {1, . . . ,m}, Υ`j – алгебричне доповнення елемента, який стоїть на

перетинi `-го рядка та j-го стовпця у визначнику Υ(λ) (3.53).

На сторонi τ = 0 квадрата KT кожну матрицю Gk(t, τ), k ∈ Z\{0},

доозначаємо за неперервнiстю справа, а на сторонi τ = T – за неперервнiстю

злiва.

Таким чином, формальний розв’язок задачi (3.41), (3.42) визначає

формула

u(t, x) = u0(t) +
∑
|k |>0

exp (ikx)

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ) dτ, (3.58)

де компоненти вектор-функцiї u0(t) зображають формули (3.47), а елементи

матрицi Ґрiна Gk(t, τ), k ∈ Z\{0} – формули (3.57).

Iснування розв’язку задачi (3.41), (3.42) пов’язане, взагалi, з проблемою

малих знаменникiв, оскiльки модулi виразiв cos (kλ`+m(j−1)T ), ` ∈ {1, . . . ,m},

j ∈ {1, . . . , n}, якi входять множниками у знаменники доданкiв у формулах

(3.57), будучи вiдмiнними вiд нуля, можуть ставати як завгодно малими для

нескiнченної кiлькостi значень k ∈ Z.

Лема 3.3. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T оцiнки

| cos (kλjT )| ≥ (1 + |k |)−α2, α2 > 1, j ∈ {1, . . . ,mn}, (3.59)

справджуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z та

фiксованих коренiв λ1, . . . , λmn рiвняння (3.43).

Доведення проводимо аналогiчно до доведення леми 3.1.

Теорема 3.8. Нехай справджуються умови (3.56). Якщо

f ∈ C([0, T ], Hq+χ(Ω1)), q ≥ 2n, χ > 2 − 2n, то для майже всiх (стосовно

мiри Лебега в R) чисел T i для фiксованих матриць As, s ∈ {0, . . . , n}, iснує

єдиний розв’язок задачi (3.41), (3.42) з простору C
2n

([0, T ], Hq(Ω
1)).

Цей розв’язок справджує нерiвнiсть
∥∥∥u;C

2n
([0, T ], Hq(Ω

1))
∥∥∥2

≤

c1

∥∥f ;C([0, T ], Hq+χ(Ω1))
∥∥2, де c11 = c11(n,m, T, a

s
pr, 0 ≤ s ≤ n, 1 ≤ p, r ≤ m).

Доведення. З формул (3.57) i леми 3.3 отримуємо, що для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) чисел T для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
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значень k ∈ Z справджуються такi оцiнки:

max
0≤t≤T

∣∣∣∣ dsdts
∫ T

0

pk,r,q(t, τ)fk,q(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ c12(1 + |k |)s−2n+1+α max
0≤t≤T

|fk,q(τ)| ,

k ∈ Z\{0}, r, q ∈ {1, . . . ,m}, α > 1. (3.60)

На пiдставi формули (3.58), оцiнок (3.60) i означення норми у просторi

C̄2n([0, T ], Hq(Ω
1)), q ∈ R, для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел

T отримуємо таку оцiнку для норми розв’язку задачi (3.41), (3.42):

∥∥u; C̄2n([0, T ], Hq(Ω
1))
∥∥2

=
m∑
j=1

∥∥uj;C2n([0, T ], Hq(Ω
1))
∥∥2

=

=
m∑
j=1

(
2n∑
r=0

max
0≤t≤T

∥∥∂ruj/∂tr;Hq−r(Ω
1)
∥∥)2

≤

≤ (2n+ 1)
m∑
j=1

2n∑
r=0

max
0≤t≤T

∥∥∂ruj/∂tr;Hq−r(Ω
1)
∥∥2 ≤

≤ (2n+ 1)2π
m∑
j=1

2n∑
r=0

∞∑
k=−∞

max
0≤t≤T

∣∣∣u(r)
kj (t)

∣∣∣2 (1 + k2)q−r ≤

≤ (2n+1)2πc13

m∑
j=1

2n∑
r=0

∞∑
k=−∞

(1+k2)r−2n+1+α2

(
m∑
q=1

max
0≤t≤T

|fkq(t)|

)2

(1+k2)q−r ≤

≤ 2πc13(2n+ 1)2m2
m∑
q=1

∞∑
k=−∞

max
0≤t≤T

|fkq(t)|2 (1 + k2)q−2n+1+α2 =

= c13(2n+ 1)2m2
m∑
q=1

∥∥fq;C([0, T ], Hq−2n+1+α2
(Ω1))

∥∥2
=

= c13(2n+ 1)2m2
∥∥f ; C̄([0, T ], Hq−2n+1+α2

(Ω1))
∥∥2
, α2 > 1.

З отриманої оцiнки випливає доведення теореми. ♦
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3.2. Задачi з даними на всiй межi областi для рiвнянь зi змiнними

за просторовими координатами коефiцiєнтами

3.2.1. Лiнiйнi рiвняння другого порядку. В областi Bp

розглядаємо задачу

∂2u (t, x)

∂t2
− Lu (t, x) = f (t, x) , (3.61)(

a1u(t, x)+a2
∂u(t, x)

∂t

)∣∣∣∣
t=0

=ϕ1(x) ,

(
b1u(t, x)+b2

∂u(t, x)

∂t

)∣∣∣∣
t=T

=ϕ2(x) ,

(3.62)

u |Σ = 0, (3.63)

де aj, bj ∈ R, a2
1 + a2

2 6= 0, b2
1 + b2

2 6= 0; L — елiптичний в областi G, G ∈ A2,ν,

диференцiальний вираз, заданий формулою (2.2), в якiй pij (x) ∈ C1,ν,

i, j = 1, ..., p, q (x) ∈ C0,ν, 0 < ν < 1.

Будемо шукати класичнi розв’язки задачi (3.61)–(3.63), тобто розв’язки з

простору C2
(
B
p).

Розв’язок задачi (3.61)–(3.63) шукаємо у виглядi ряду

u (t, x) =
∞∑
k=1

uk (t)Xk (x) , (3.64)

де Xk (x) — власнi функцiї задачi (2.3).

Нехай

ϕj (x) =
∞∑
k=1

ϕjkXk (x) , j = 1, 2, f (t, x) =
∞∑
k=1

fk (t)Xk (x) , (3.65)

де

ϕjk =

∫
G

ϕj (x)Xk (x) dx, j = 1, 2, fk (t) =

∫
G

f (t, x)Xk (x) dx. (3.66)

Кожна з функцiй uk (t), k ∈ N, є розв’язком такої задачi:

u
′′

k (t) + λkuk (t) = fk (t) , (3.67)
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a1uk (0) + a2u
′

k (0) = ϕ1k, b1uk (T ) + b2u
′

k (T ) = ϕ2k, (3.68)

де λk, k ∈ N, — власнi значення задачi (2.3), множину яких позначаємо через

Λ.

Характеристичний визначник ∆ (λk) := ∆ (T, λk) задачi (3.67), (3.68) має

вигляд∣∣∣∣∣∣ a1 a2

√
λk(

b1 cos
(√

λkT
)
− b2

√
λk sin

(√
λkT

)) (
b1 sin

(√
λkT

)
+ b2

√
λk cos

(√
λkT

))
∣∣∣∣∣∣

(3.69)

i обчислюється за формулою

∆ (λk) = (a1b1 + a2b2λk) sin
(√

λkT
)

+ (a1b2 − a2b1)
√
λk cos

(√
λkT

)
.

Теорема 3.9. Для єдиностi розв’язку задачi (3.61)–(3.63) у просторi

C2
(
B
p) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ) ∆ (λk) 6= 0. (3.70)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 5.3 в [80, гл.2].

Наслiдок 3.4. Якщо
a1

a2
6= b1

b2
, то для єдиностi розв’язку задачi (3.61)–

(3.63) у просторi C2
(
B
p) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ, ∀n ∈ Z+)
√
λkT − ϕk 6= π/2 + nπ, (3.71)

де

ϕk = arctg (a1b1 + a2b2λk) (a1b2 − b1a2)
−1 λ

−1/2
k . (3.72)

Доведення. За умови даного наслiдку визначник (3.69) можна записати

у виглядi

∆ (λk) =
√

(a2
1b

2
2 + a2

2b
2
1)λk + a2

1b
2
1 + a2

2b
2
2λ

2
k cos

(√
λkT − ϕk

)
. (3.73)

Очевидно, що √
(a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1)λk + a2

1b
2
1 + a2

2b
2
2λ

2
k 6= 0
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для довiльного λk ∈ Λ. Iз теореми 3.9 та формули (3.73) випливає доведення

наслiдку. ♦

Наслiдок 3.5. Якщо a1b2 − a2b1 = 0, то для єдиностi розв’язку задачi

(3.61)–(3.63) у просторi C2
(
B
p) необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ, ∀n ∈ N)
√
λkT − nπ 6= 0. (3.74)

Доведення. Розглянемо кожен з випадкiв, коли виконуються умови

даного наслiдку:
1. якщо a1 = b1 = 0, то ∆ (λk) = a2b2λk sin

(√
λkT

)
, причому a2b2 6= 0;

2. якщо a2 = b2 = 0 , то ∆ (λk) = a1b1 sin
(√

λkT
)
, причому a1b1 6= 0;

3. якщо
a1

a2
=
b1

b2
= q, 0 < |q| <∞, то a2b2 6= 0 i

∆ (λk) = (a1b1 + a2b2λk) sin
(√

λkT
)

= a2b2

(
q2 + λk

)
sin
(√

λkT
)
.

(3.75)
З вигляду ∆ (λk) у випадках 1–3 та теореми 3.9 випливає доведення наслiдку.

♦

Розглянемо питання про iснування розв’язку задачi (3.61)–(3.63).

Формальний розв’язок задачi зображає ряд

u (t, x) =
∞∑
k=1

(
1

∆ (λk)

(
ϕ1k

(
b1sin

(√
λk (T − t)

)
+b2

√
λkcos

(√
λk (T − t)

))
+

+ϕ2k

(
a1 sin

(√
λkt
)
− a2

√
λk cos

(√
λkt
)))

+

T∫
0

Gk (t, τ) fk (τ) dτ

Xk (x) ,

(3.76)

де кожна з функцiй Gk (t, τ), k ∈ N, у квадратi KT = {0 ≤ t, τ ≤ T} (крiм

сторiн τ = 0, τ = T ) зображається формулою

Gk (t, τ)=



1√
λk∆ (λk)

[√
λkb2 cos

(√
λk (τ − T )

)
− b1 sin

(√
λk (τ − T )

)]
×[√

λka2 cos
(√

λkt
)
− a1 sin

(√
λkt
)]
, 0 ≤ t < τ < T,

1√
λk∆ (λk)

[√
λkb2 cos

(√
λk (t− T )

)
− b1 sin

(√
λk (t− T )

)]
[√

λka2 cos
(√

λkτ
)
− a1 sin

(√
λkτ
)]
, 0 < τ < t ≤ T.

(3.77)
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На сторонi τ = 0 квадратаKT кожну з функцiйGk (t, τ), k ∈ N, довизначаємо

за неперервнiстю справа, а на сторонi τ = T — за неперервнiстю злiва.

Оскiльки величина |∆ (λk)|, будучи вiдмiнною вiд нуля, може приймати

якзавгодно малi значення для нескiнченної кiлькостi значень λk ∈ Λ, то

питання про iснування розв’язку задачi (3.61)–(3.63) пов’язане з проблемою

малих знаменникiв.

Теорема 3.10. Нехай справджується умова (3.70) i нехай iснують

константи c14 > 0 i γ ∈ R+ такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)

значень λk ∈ Λ виконується нерiвнiсть

|∆ (λk)| ≥ c14k
−γ. (3.78)

Якщо ϕj ∈ C2r
(
G
)
, Lqϕj|Γ = 0, j = 1, 2, f ∈ C(0,2r)

(
Bp
)
, Lqf |Γ = 0,

t ∈ [0, T ], де q = 0, 1, . . . , r− 1, r = [(5 + p (1, 5 + γ)) /2] + 1, то iснує єдиний

розв’язок задачi (3.61)–(3.63) з простору C2
(
Bp
)
. Цей розв’язок справджує

нерiвнiсть ‖u‖C2(B
p
) ≤ c15

(
||ϕ1||C2r(G) + ||ϕ2||C2r(G) + ||f ||C(0,2r)(Bp)

)
.

Доведення. На пiдставi формул (3.76), (3.77) та оцiнок (2.5) отримуємо

‖u (t, x)‖C2(Bp) ≤ c̃2c16

∞∑
k=1

|ϕ1k|+ |ϕ2k|
∆ (λk)

λ
3/2
k λ

p/4+1
k +

+c̃2c17

∞∑
k=1

λ
3/2
k

∆ (λk)
max
0≤t≤T

|fk (t)|λp/4+1
k .

(3.79)

Оскiльки диференцiальний вираз L є лiнiйним i самоспряженим, то за

умов теореми на функцiї ϕj, j = 1, 2, на пiдставi другої формули Ґрiна для

оператора L [36, 44,72] отримуємо

ϕjk =

∫
G

ϕjXkdx =− 1

λk

∫
G

ϕjLXkdx =− 1

λk

∫
G

LϕjXkdx =
1

λ2
k

∫
G

LϕjLXkdx =

=
1

λ2
k

∫
G

L2ϕjXkdx = . . . = (−1)r
1

λrk

∫
G

LrϕjXkdx. (3.80)

На основi формул (2.5), (3.66), (3.80) та нерiвностi Кошi–Буняковського
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[58] отримуємо таку оцiнку:

|ϕjk| ≤
1

λhk

√∫
G

X2
k dx

√∫
G

(Lhϕj)
2 dx ≤ c18λ

−r
k ‖ϕj‖C2r(G) , j = 1, 2. (3.81)

Аналогiчно для функцiї f (t, x) отримуємо таку оцiнку:

max
0≤t≤T

|fk (t)| ≤ c19λ
−r
k ‖f‖C(0,2r)(Bp) . (3.82)

На пiдставi оцiнок (2.4), (3.78), (3.79), (3.81) та (3.82) отримуємо

‖u‖C2(Bp) ≤ c20

(
||ϕ1||C2r(G) + ||ϕ2||C2r(G) + ||f ||C(0,2r)(Bp)

) ∞∑
k=1

1

kg
, (3.83)

де c20 = c̃2 max {c16c18, c17c19}, g = (2r − 5) /p− γ − 1/2. Оскiльки за умов

теореми 1 < g < 2, то ряд
∞∑
k=1

1

kg
є збiжним; позначимо його суму через S.

Тодi з (3.83) отримуємо

‖u‖C2(Bp) ≤ Sc20

(
||ϕ1||C2r(G) + ||ϕ2||C2r(G) + ||f ||C(0,2r)(Bp)

)
,

звiдки випливає доведення теореми. ♦

Вияснимо, наскiльки багата множина чисел T , для яких справедлива

нерiвнiсть (3.78).

Теорема 3.11. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T

нерiвнiсть (3.78) виконується для всiх (крiм скiнченного числа) значень

λk ∈ Λ при:

1. γ > 1, якщо a2 = b2 = 0;

2. γ > 1− 2/p, якщо a1 = b1 = 0 або
a1

a2
=
b1

b2
= q, 0 < |q| <∞.

Доведення. Доведення проведемо для випадку, коли
a1

a2
=
b1

b2
= q, 0 <

|q| <∞. У цьому випадку з формули (3.75) одержуємо

|∆ (λk)| = |a2b2|
∣∣q2 + λk

∣∣ ∣∣∣sin(√λkT
)∣∣∣ . (3.84)

Зауважимо, що для всiх значень λk ∈ Λ справджується нерiвнiсть

q2 + λk > λk. (3.85)
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Врахувавши нерiвнiсть (2.12), отримуємо оцiнку∣∣∣sin(√λkT
)∣∣∣ ≥ ∣∣∣sin ∣∣∣√λkT −mkπ

∣∣∣∣∣∣ ≥ 2

π

∣∣∣√λkT −mkπ
∣∣∣ , (3.86)

де mk ∈ Z таке, що
∣∣√λkT −mkπ

∣∣ ≤ π/2. Тодi з оцiнки (3.86) i леми 2.2

випливає, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T нерiвнiсть∣∣∣sin(√λkT
)∣∣∣ ≥ 2T

p
√
k

∣∣∣∣√λkp
√
kπ
− mk

p
√
kT

∣∣∣∣ ≥ 2Tk1/p 1

k1+1/p+ε
= 2Tk−1−ε (3.87)

справджується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень λk ∈ Λ. Таким

чином, з оцiнок (2.4), (3.85), (3.87) та рiвностi (3.84) випливає, що для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) значень λk ∈ Λ справджується нерiвнiсть

|∆ (λk)| ≥ c14k
−(1−2/p+ε),

де c14 = 2T c̃0 > 0, 0 < ε < 1, що й доводить теорему для випадку,

який розглядається. Для iнших випадкiв доведення проводиться аналогiчно.

Теорему доведено.♦

Теорема 3.12. Якщо a1b2−a2b1 6= 0, то для майже всiх (стосовно мiри

Лебега в R) чисел T нерiвнiсть (3.78) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) значень λk ∈ Λ при:

1. γ > 1− 2/p, якщо a2b2 6= 0;

2. γ > 1− 1/p, якщо a2b2 = 0.

Доведення. Якщо a2b2 6= 0, то з формули (3.73) випливає, що

|∆ (λk)| ≥ λk|a2b2|
∣∣∣cos

(√
λkT − ϕk

)∣∣∣ , (3.88)

де ϕk зображується формулою (3.72).

Розглянемо промiжок T ∈ (0, T0], де 0 < T0 < +∞, i покажемо, що мiра

Лебега тих чисел T ∈ (0, T0], для яких нерiвнiсть∣∣∣cos
(√

λkT − ϕk
)∣∣∣ < k−γ1, γ1 > 1, (3.89)

справджується для нескiнченної множини значень λk ∈ Λ, дорiвнює нулю.
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Запровадимо такi позначення: E(T0) – множина тих T ∈ (0, T0], для яких

нерiвнicть (3.89) є правильною для нескiнченної множини значень λk ∈ Λ;

E (T0, λk) – множина тих T ∈ (0, T0], для яких нерiвнiсть (3.89) справедлива

при фiксованому λk = λk ∈ Λ.

Розв’язком нерiвностi (3.89) вiдносно T при λk = λk є об’єднання

iнтервалiв(
1√
λk

(
arccos

1

k
γ1 + ϕk + πm

)
;

1√
λk

(
π − arccos

1

k
γ1 + ϕk + πm

))
,m ∈ Z,

(3.90)

довжина кожного з яких dk =
1√
λk

(
π − 2 arccos

1

k
γ1

)
=

2√
λk

arcsin
1

k
γ1 .

Оскiльки функцiя
∣∣cos

(√
λkT − ϕk

)∣∣ є перiодичною з перiодом
π√
λk

, то

для кiлькостi m0 усiх iнтервалiв (3.90), що потрапляють в iнтервал (0, T0],

справедлива оцiнка m0 ≤
T0

π

√
λk.

Отже, для мiри множини E (T0, λk) виконується оцiнка

mesRE (T0, λk) ≤
2T0

π
arcsin

1

k
γ1 . (3.91)

Оскiльки sin

(
arcsin

1

k
γ1

)
=

1

k
γ1 , то на пiдставi нерiвностi (2.12) отримуємо,

що

arcsin
1

k
γ1 ≤

π

2

1

k
γ1 . (3.92)

Пiдсумовуючи (3.91) для всiх λk ∈ Λ, iз врахуванням нерiвностi (3.94),

отримаємо таку оцiнку для мiри множини E (T0):

mesRE (T0) ≤ T0

∑
k∈N

1

kγ1
. (3.93)

Оскiльки γ1 > 1, то ряд у правiй частинi нерiвностi (3.93) є збiжним;

на пiдставi леми 2.1 отримуємо, що mesRE(T0) = 0, тобто для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R) T ∈ (0, T0] нерiвнiсть (3.89) виконується не бiльше,

нiж для скiнченної кiлькостi значень λk ∈ Λ. Таким чином, для майже всiх
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(стосовно мiри Лебега в R) T ∈ (0, T0] нерiвнiсть∣∣∣cos
(√

λkT − ϕk
)∣∣∣ > k−γ1, γ1 > 1, (3.94)

справджується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень λk ∈ Λ. На

пiдставi оцiнок (2.4), (3.88) та (3.94), враховуючи, що промiжок (0,+∞)

можна покрити злiченною кiлькiстю вiдрiзкiв довжиною T0, отримуємо

доведення леми для випадку, коли a2b2 6= 0.

Якщо ж a2b2 = 0, то з формули (3.73) випливає, що

|∆ (λk)| ≥
√
λk

√
a2

1b
2
2 + a2

2b
2
1

∣∣∣cos
(√

λkT − ϕk
)∣∣∣ .

Далi доведення теореми є аналогiчним, як у випадку, коли a2b2 6= 0. Теорему

доведено. ♦

3.2.2. Лiнiйнi рiвняння високого порядку. В областi Bp

розглядаємо задачу

n∑
s=0

as
∂2(n−s)

∂t2(n−s)L
su (t, x) = f (t, x) , (3.95)

∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= ϕr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+r (x) , r ∈ {1, ..., n},

(3.96)

Lqu |Σ = 0, q = 0, ..., n− 1, (3.97)

де as ∈ R, a0 6= 0, L — елiптичний в областi G, G ∈ A2n,ν, диференцiальний

вираз, заданий формулою (2.2), в якiй pij (x) ∈ C2n−1,ν, i, j = 1, ..., p,

q (x) ∈ C2n−2,ν, 0 < ν < 1; L0u = u, Lqu = L
(
Lq−1u

)
, q = 1, . . . , n.

Будемо шукати класичнi розв’язки задачi (3.95)–(3.97), тобто розв’язки з

простору C2n
(
B
p).

Розв’язок задачi (3.95)–(3.97) шукаємо у виглядi ряду

u (t, x) =
∞∑
k=1

uk (t)Xk (x) . (3.98)
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Кожна з функцiй uk (t), k ∈ N, є розв’язком, вiдповiдно, такої крайової

задачi:
n∑
s=0

as
d2(n−s)uk(t)

dt2(n−s) (−λk)s = fk (t) , t ∈ (0, T ), λk ∈ Λ, (3.99)

u
(2(r−1))
k (0) = ϕrk, u

(2r−1)
k (T ) = ϕn+r,k, r = 1, . . . , n, (3.100)

де ϕjk i fk (t) — коефiцiєнти розвинення функцiй ϕj (x) та f (t, x) , вiдповiдно,

в ряди Фур’є за системою власних функцiй Υ (див. (3.66)).

Припустимо, що рiвняння (3.95) є строго гiперболiчним за Петровським

в областi Bp. Тодi всi коренi γ1, . . . , γn рiвняння
n∑
s=0

asγ
n−s = 0 (3.101)

є рiзними та додатними, i для кожного λk ∈ Λ фундаментальна система

розв’язкiв однорiдного рiвняння, яке вiдповiдає рiвнянню (3.99), є такою:

{ wkj (t) = exp (βjt) ,wk,n+j (t) = exp (−βjt) , j = 1, . . . , n } ,

де βj := βj (λk) = i
√
γjλk. При цьому характеристичний визначник ∆ (λk) :=

∆ (T, λk) задачi (3.99), (3.100) має вигляд∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 . . . 1 1 . . . 1

β2
1 . . . β2

n β2
1 . . . β2

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

β
2(n−1)
1 . . . β

2(n−1)
n β

2(n−1)
1 . . . β

2(n−1)
n

β1e
β1T . . . βne

βnT −β1e
−β1T . . . −βne−βnT

β3
1e
β1T . . . β3

ne
βnT −β3

1e
−β1T . . . −β3

ne
−βnT

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

β2n−1
1 eβ1T . . . β2n−1

n eβnT −β2n−1
1 e−β1T . . . −β2n−1

n e−βnT

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i обчислюється за формулою

∆ (λk) = (−1)n
∏

1≤s<t≤n

(
β2
t − β2

s

)2
n∏
j=1

(
βj
(
eβjT + e−βjT

))
. (3.102)
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Задача (3.99)–(3.100) не може мати двох рiзних розв’язкiв тодi i лише тодi,

коли ∆ (λk) 6= 0.

Теорема 3.13. Для єдиностi розв’язку задачi (3.95)–(3.97) у просторi

C2n
(
B
p) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

(∀λk ∈ Λ, ∀m ∈ Z+)
√
γjλkT 6= π/2 + πm, j = 1, . . . , n. (3.103)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 5 з [83, c. 57].

За умов (3.103) розв’язок задачi (3.95)–(3.97) формально зображує ряд

u (t, x) =
∞∑
k=1

(
vk(t)+

T∫
0

Gk (t, τ) fk (τ) dτ

)
Xk (x) , (3.104)

де

vk(t) =
n∑

q,j=1

S
(q)
n−j

[
ϕjkβq

(
eβq(T−t) + e−βq(T−t)

)
+ ϕn+j,k

(
eβqt − e−βqt

)]
(−1)n+j βq (eβqT + e−βqT )

n∏
s=1,s6=q

(
β2
q − β2

s

) , (3.105)

S
(q)
l — сума всеможливих добуткiв елементiв β2

1 , . . . , β
2
q−1, β

2
q+1, . . . , β

2
n, взятих

по l штук у кожному добутку, S(q)
0 ≡ 1, Gk (t, τ) , k ∈ N, — функцiя Ґрiна

задачi (3.99), (3.100), яка у квадратi KT = {0 ≤ t, τ ≤ T} (крiм сторiн τ = 0,

τ = T ) визначається формулою

Gk (t, τ) =
sgn (t− τ)

4

n∑
q=1

[
eβq(t−τ) + (−1)n e−βq(t−τ)

]
βq

n∏
s=1,s6=q

(
β2
q − β2

s

) +

+
1

8

n∑
s,r,q=1

(−1)r+q S
(q)
n−rβ

2r−3
s

βq
n∏

l=1,l 6=q

(
β2
q − β2

l

) n∏
h=1,h6=s

(β2
s − β2

h) cos
(
T
√
γqλk

)
×
[
βq

(
eβsτ (−1)n−1 − e−βsτ

) (
eβq(T−t) + (−1)n e−βq(T−t)

)
+

+βs
(
eβqt (−1)n − e−βqt

) (
eβs(T−τ) + (−1)n−1 e−βs(T−τ)

)]
.

(3.106)

На сторонi τ = 0 квадратаKT кожну з функцiйGk (t, τ) , k ∈ N, довизначаємо

за неперервнiстю справа, а на сторонi τ = T — за неперервнiстю злiва.

Лема 3.5. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T

нерiвностi∣∣∣ cos (T
√
γqλk)

∣∣∣ ≥ 2Tk− 1−δ, δ > 0, q ∈ {1, . . . , n}, (3.107)
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справджуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень λk ∈ Λ.

Доведення. Врахувавши (2.12), отримуємо оцiнки∣∣∣ cos (T
√
γqλk)

∣∣∣ =
∣∣∣ sin (T

√
γqλk − π/2)

∣∣∣ =

=
∣∣∣ sin

∣∣∣T√γqλk − π/2−m(λk, q)π
∣∣∣ ∣∣∣ ≥ 2

π

∣∣∣T√γqλk − π/2−m(λk, q)π
∣∣∣ =

= T
p
√
k

∣∣∣∣∣ 2
√
γqλk/π
p
√
k

− (2m(λk, q) + 1)/T
p
√
k

∣∣∣∣∣ , q ∈ {1, . . . , n}, (3.108)

де m(λk, q) ∈ Z таке, що
∣∣T√γqλk − π/2−m(λk, q)π

∣∣ ≤ π/2.

З оцiнок (2.4), (3.108), леми 2.2 i неперервностi функцiї y = 1/T при T > 0

випливає доведення леми. ♦

Теорема 3.14. Нехай коефiцiєнти диференцiального виразу L є

достатньо гладкими, справджується умова (3.103), ϕj ∈ C2h1
(
G
)
,

Lq1ϕj|Γ = 0, q1 = 0, 1, . . . , h1 − 1, ϕn+j ∈ C2h2
(
G
)
, Lq2ϕn+j|Γ = 0, q2 =

0, 1, . . . , h2−1, j = 1, . . . , n; f ∈ C(0,2h3)
(
Bp
)
, Lq3f |Σ = 0, q3 = 0, 1, . . . , h3−1,

де h1 = [5p/4 + 1/2] + n, h2 = [5p/4] + n, h3 = [5p/4 + 5/2]. Тодi для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T iснує розв’язок задачi (3.95)–

(3.97) з простору C2n
(
B
p). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть ‖u‖C2n(B

p
) ≤

c21

(
‖f‖C(0,2h3)(B

p
) +

n∑
j=1

(
||ϕj||C2h1(G) + ||ϕn+j||C2h2(G)

))
.

Доведення. На пiдставi формул (3.105), (3.106) оцiнок (2.4), (2.5) та

леми 3.5 отримуємо, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел

T справджуються оцiнки

max
0≤t≤T

∣∣∣∣ dqdtq vk(t)
∣∣∣∣ ≤ n∑

j=1

c22λ
q/2+1−j
k

(
|ϕjk|+ |ϕn+j,k|λ−1/2

k

)
k1+δ, δ > 0,

max
0≤t≤T

∣∣∣∣ dqdtq
∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣ ≤ c23λ
(q+3)/2−n
k k1+δfk, q ∈ {0, 1, . . . , 2n},

(3.109)

де c23 = 1
8n

3 max
q∈{1,...,2n}

(
min

j∈{1,...,n}
|γj|
)q−1/2+n

 min
j,q∈{1,...,n}

j 6=q

|γj − γq|

−2n+2

,

fk = max
t∈[0,T ]

|fk(t)| , k ∈ N.
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Оскiльки диференцiальний вираз L є лiнiйним i самоспряженим, то,

застосовуючи h разiв до рiвностей (3.66) другу формулу Ґрiна [44, 72],

отримуємо

ϕjk = (−1)h
1

λhk

∫
G

LhϕjXkdx, j ∈ {1, . . . , 2n},

fk(t) = (−1)h
1

λhk

∫
G

LhfXkdx, k ∈ N.
(3.110)

Iз формул (3.110), нерiвностi Кошi – Буняковського [58] та нормованостi

функцiй Xk(x), k ∈ N, випливає, що

|ϕjk| ≤ c24λ
−h
k ‖ϕj‖C2h(G) , j ∈ {1, . . . , 2n}, fk ≤ c25λ

−h
k ‖f(t, x)‖C(0,2h)(Bp) ,

(3.111)

де c25 =
√

mesRpGmax { max
i,j∈{1,...,p}

‖pij‖C2h−3(G) , ‖q‖C2h−4(G) }.

Враховуючи оцiнки (2.4), (2.5), (3.109), (3.111), отримуємо, що для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T справджується така оцiнка для норми

розв’язку задачi (3.95)–(3.97):

‖u‖C2n(Bp) ≤
∞∑
k=1

∑
0≤|ŝ|≤2n

max
0≤t≤T

∣∣∣∣ ds0dts0

(
vk(t) +

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

)∣∣∣∣×
×max

x∈G

∣∣∣∣ ∂|s|Xk(x)

∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ≤ (2n+ 1)p+1c̃2c23

∞∑
k=1

λ
3/2−n
k k1+δλ

p/4+n
k fk+

+
n∑
j=1

(
(2n+ 1)p+1c̃2c22

∞∑
k=1

λ
p/4+n
k k1+δϕjk+

+(2n+ 1)p+1c̃2c22

∞∑
k=1

λ
p/4+n−1/2
k k1+δϕn+j,k

)
≤

≤ (2n+ 1)p+1c̃2c23c25 ||f ||C(0,2h3)(Bp)

∞∑
k=1

λ
p/4+3/2−h3
k k1+δ+

+
n∑
j=1

(
(2n+ 1)p+1c̃2c22c24 ||ϕj||C2h1(Bp)

∞∑
k=1

λ
p/4+n−h1
k k1+δ+

+(2n+ 1)p+1c̃2c22c24 ||ϕn+j||C2h2(Bp)

∞∑
k=1

λ
p/4+n−1/2−h2
k k1+δ

)
≤
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≤ (2n+ 1)p+1c26

(
||f ||C(0,2h3)(BP )

∞∑
k=1

1

kg3
+

+
n∑
j=1

(
||ϕj||C2h1(G)

∞∑
k=1

1

kg1
+ ||ϕn+j||C2h2(G)

∞∑
k=1

1

kg2

))
, (3.112)

де g1 = (2h1 − 2n) /p− 3/2− δ, g2 = (2h2 − 2n+ 1) /p− 3/2− δ, g3 = (2h3 −

3)/p− 3/2− δ, а δ – як завгодно мале додатне число.

Якщо 0 < δ < 1/p, то 1 < gi < 2, i = 1, 2, 3, тому ряди
∞∑
k=1

1

kgi
, i = 1, 2, 3,

є збiжними. Позначимо їх суми через K(g1), K(g2), K(g3) вiдповiдно. Тодi з

оцiнки (3.112) отримуємо

‖u‖C2n(Bp) ≤ (2n+ 1)p+1c26

(
K(g3) ‖f‖C(0,2h3)(Bp) +

+
n∑
j=1

(
K(g1) ||ϕj||C2h1(G) +K(g2) ||ϕn+j||C2h2(G)

))
. (3.113)

З нерiвностi (3.113) випливає доведення теореми. ♦

Аналогiчнi результати можна отримати для нестрого гiперболiчного

рiвняння вигляду (3.95), коли коренi γ1, . . . , γq (q < n) рiвняння (3.101)

мають кратностi m1, . . . ,mq, вiдповiдно (m1 + . . .+mq = n). У цьому випадку

вiдповiдний характеристичний визначник обчислюється за формулою

∆1 (λk) =
∏

1≤r<d≤q

(
β2
d − β2

r

)2mrmd

q∏
j=1

(
β
m2
j

j

(
eβjT + e−βjT

)mj

mj∏
s=1

22s−2(s− 1)!2

)
,

(3.114)

де βj = i
√
γjλk, j = 1, . . . , q.

Приклад 3.2. Розглянемо частинний випадок задачi (3.95)–(3.97), коли

p = 1, а коефiцiєнти рiвняння є сталими.

В областi B1 = {(t, x) ∈ R2 : t ∈ (0, T ) ⊂ R, x ∈ (0, l) ⊂ R} розглянемо

задачу
n∑
s=0

as
∂2nu (t, x)

∂t2(n−s)∂x2s
= f (t, x) , as ∈ R, (3.115)

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= ϕr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+r (x) , r = 1, ..., n, (3.116)
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∂2ru (t, x)

∂x2r

∣∣∣∣
x=0

= 0,
∂2ru (t, x)

∂x2r

∣∣∣∣
x=l

= 0, r = 1, ..., n. (3.117)

Розв’язок задачi шукаємо у виглядi ряду

u (t, x) =
∞∑
k=1

uk (t)X1
k (x) , (3.118)

де X1
k — власнi функцiї задачi

(X1
k (x))′′ + λX1

k (x) = 0, X1
k(0) = X1

k(l) = 0, (3.119)

яка має повну ортогональну у просторi L2([0, l]) систему власних фунцiй

Υ1 = {sin πk
l
x, k ∈ N} i множину власних значень Λ1 = {π

2k2

l2
, k ∈ N}.

Коефiцiєнти uk (t) , k ∈ N, ряду (3.118) є розв’язками рiвнянь
n∑
s=0

as

(
iπk

l

)2s
d2(n−s)uk(t)

dt2(n−s) = fk (t) , t ∈ (0, T ), (3.120)

що задовольняють умови (3.100). Фундаментальна система роз’язкiв

рiвняння (3.120) складається з таких функцiй: vkj (t) = exp
(√

γjiπkt/l
)
,

vk,j+n (t) = exp
(
−√γjiπkt/l

)
, j = 1, . . . , n, де γj — додатнi коренi рiвняння

(3.101), а характеристичний визначник задачi (3.120), (3.100) обчислюється

за формулою (3.102), де βj =
√
γjiπk/l, j = 1, . . . , n.

Твердження 3.4. Для єдиностi розв’язку задачi (3.115)–(3.117) у

просторi C2n
(
B

1
)
необхiдно i достатньо, щоб жодне з рiвнянь

kT
√
γj/l = 1/2 +m, j = 1, . . . , n,

не мало розв’язкiв у цiлих числах k та m (k ∈ N, m ∈ Z+).

Теорема iснування класичного розв’язку задачi (3.115)–(3.117)

формулюється аналогiчно до теореми 3.14, де треба покласти h1 = 2n+ 5/2,

h2 = 2n+ 2, h3 = n+ 5/2.

3.2.3. Випадок лiнiйного оператора високого порядку,

збуреного нелiнiйним доданком. В областi Bp розглядаємо задачу

£u ≡
n∑
s=0

as
∂2(n−s)

∂t2(n−s)L
su (t, x) = f (t, x) + εΦ (t, x, u (t, x)) , (3.121)
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∂2(r−1)u (0, x)

∂t2(r−1)
= 0,

∂2r−1u (T, x)

∂t2r−1
= 0, r = 1, ..., n, (3.122)

Lqu |Σ = 0, q = 0, ..., n− 1, (3.123)

де as ∈ R, a0 6= 0, L — елiптичний в областi G диференцiальний вираз,

заданий формулою (2.2), в якiй pij (x) ∈ C2n−1,ν, i, j = 1, ..., p, q (x) ∈ C2n−2,ν,

0 < ν < 1; L0u = u, Lqu = L
(
Lq−1u

)
, q = 1, . . . , n; ε ∈ R; функцiя Φ (t, x, u)

визначена та неперервна за змiнною t i досить гладка за x, u в замкненiй

областi Q =
{

(t, x, u) : (t, x) ∈ Bp
, u ∈ S

(
u0, r

)}
, де

S
(
u0, r

)
=
{
u ∈ C2n

(
B
p)

:
∥∥u− u0

∥∥
C2n(B

p
) ≤ r

}
,

u0 := u0 (t, x) — розв’язок задачi (3.121)–(3.123) при ε = 0 .

З пiдпункту 3.2.2 легко бачити, що

u0 (t, x) =
∞∑
k=1

T∫
0

Gk (t, τ) fk (τ) dτ Xk (x) , (3.124)

де кожна з функцiй Gk (t, τ) , k ∈ N, визначається формулою (3.106)

На сторонi τ = 0 квадрата KT кожну з функцiй Gk(t, τ), k ∈ N,

доозначаємо за неперервнiстю справа, а на сторонi τ = T – за неперервнiстю

злiва.

Якщо ряд
∞∑
k=1

Gk (t, τ)Xk (x)Xk (ξ) (3.125)

рiвномiрно збiгається в областi Bp × B
p до деякої функцiї K (t, x, τ, ξ), то

задача (3.121)–(3.123) еквiвалентна нелiнiйному iнтегральному рiвнянню

u(t, x) = u0(t, x) + ε

∫
Bp
K(t, x, τ, ξ)Φ(τ, ξ, u(τ, ξ)) dτ dξ. (3.126)

Лема 3.6. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T ряд

(3.125) рiвномiрно збiгається в областi Bp ×Bp при n ≥ [3 (p+ 1) /2] + 1.

Доведення. На пiдставi оцiнок (2.4), (2.5), рiвностей (3.106) та леми

3.5 отримуємо, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T
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справджуються оцiнки

max
B
p×Bp

|Gk (t, τ)Xk (x)Xk (ξ) | ≤ c27k
(3−2n)/p+2+δ, δ > 0, k ∈ N. (3.127)

Iз оцiнок (3.127) випливає, що ряд (3.125) мажорується числовим рядом iз

додатними членами

c27

∞∑
k=1

1

k(2n−3)/p−2−δ . (3.128)

Якщо 0 < δ < 1/p, n ≥ [3 (p+ 1) /2] + 1, то ряд (3.128) є збiжним. Тому

для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T ряд (3.125) є рiвномiрно

збiжним в областi Bp ×Bp. Лема доведена. ♦

Запишемо рiвняння (3.126) у виглядi операторного рiвняння

u(t, x) = Au0u(t, x),

де Av – нелiнiйний iнтегральний оператор, визначений у кулi S(u0, r)

формулою

Avu(t, x) := v(t, x) + ε

∫
Bp
K(t, x, τ, ξ)Φ(τ, ξ, u(τ, ξ)) dτ dξ. (3.129)

Позначимо

Φ = max
0≤| ŝ |≤2h+1

max
Q

∣∣∣∣ ∂| ŝ |Φ(t, x, u)

∂us0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ,
Ψ = c26c28(2n+ 1)p+1(1 + r + ρ)2hΦ

∞∑
k=1

1

kα
,

де ρ = (2n+1)p+1c26K(g3) ‖f‖C(0,2h3)(Bp) (див. формулу (3.113)), c28 = c28(h3, p)

– кiлькiсть доданкiв у виразi Lh3(Φ(t, x, u(t, x))); α = (2h3 − 3)/p − 3/2 − δ,

0 < δ < 1/p.

Теорема 3.15. Нехай n ≥ [3(p+ 1)/2] + 1, виконуються умови теореми

3.14, функцiя Φ(t, x, u) в областi Q неперервна за t та має неперервнi похiднi

за змiнними x i u до порядку 2h3 + 1, причому для кожної функцiї u ∈

S(u0, r) справджуються умови

LgΦ|Σ = 0, Lg
∂Φ

∂u

∣∣∣∣
Σ

= 0, g = 0, 1, . . . , h3 − 1,
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де h3 = [5(p+ 2)/4]. Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел

T i для всiх ε таких, що |ε| < min {r/Ψ, 1/Ψ}, iснує єдиний розв’язок

задачi (3.121)–(3.123). Цей розв’язок належить кулi S(u0, r) ⊂ C2n(Bp) i

неперервно залежить вiд функцiї f .

Доведення. Нехай |ε|Ψ < r. Позначимо через V сукупнiсть функцiй

v ∈ C2n(Bp), для яких

∥∥v − u0
∥∥
C2n(Bp)

≤ χ := r − |ε|Ψ.

Покажемо, що для довiльної функцiї v(t, x) iз V оператор Av переводить

кулю S(u0, r) в себе. Нехай u ∈ S(u0, r). Тодi

Φ(t, x, u(t, x)) =
∞∑
k=1

Φk(t)Xk(x),

де

Φk(t) =

∫
G

Φ(t, x, u(t, x))Xk(x) dx, k ∈ N. (3.130)

За умов теореми, на пiдставi формули (3.130), рiвностей вигляду (3.110),

нерiвностi Кошi – Буняковського [58], нормованостi функцiй Xk(x), k ∈ N,

та правила диференцiювання складної функцiї Φ(t, x, u(t, x)), знаходимо

max
0≤t≤T

|Φk(t)| = max
0≤t≤T

∣∣∣∣∫
G

Φ(t, x, u(t, x))Xk(x) dx

∣∣∣∣ =

= max
0≤t≤T

∣∣∣∣∣(−1)h3
1

λh3k

∫
G

Lh3ΦXkdx

∣∣∣∣∣ ≤
≤ c28

1

λh3k
max { max

1≤i,j≤p
‖pij‖C2h3−3(G) , ‖q‖C2h3−4(G) }×

× max
0≤|ŝ|≤2h3+1

max
Q

∣∣∣∣ ∂|ŝ|Φ(t, x, u)

∂us0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ (1 + ‖u‖C2n(Bp)

)2h3√
mesG ≤

≤ c25c28(1 + ‖u‖C2n(Bp) )2hΦλ−hk ≤ c25c28(1 +
∥∥u− u0

∥∥
C2n(Bp)

+

+
∥∥u0
∥∥
C2n(Bp)

)2hΦλ−hk ≤ c25c28(1 + r + ρ)2hΦλ−hk , k ∈ N. (3.131)
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Iз формули (3.129), враховуючи оцiнки (2.4), (2.5), (3.109), (3.131),

отримуємо

∥∥Avu(t, x)− u0(t, x)
∥∥
C2n(Bp)

≤
∥∥v − u0

∥∥
C2n(Bp)

+

+ |ε|
∥∥∥∥∫

Bp
K(t, x, τ, ξ)Φ(τ, ξ, u(τ, ξ)) dτ dξ

∥∥∥∥
C2n(Bp)

=
∥∥v − u0

∥∥
C2n(Bp)

+

+ |ε|

∥∥∥∥∥
∫
Bp

∞∑
k=1

Gk(t, τ)Φ(τ, ξ, u(τ, ξ))Xk(x)Xk(ξ) dτ dξ

∥∥∥∥∥
C2n(Bp)

≤

≤ χ+ |ε|
∞∑
k=1

∑
0≤| ŝ |≤2n

max
x∈G

∣∣∣∣ ∂|s |Xk(x)

∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ max
0≤t≤T

∣∣∣∣ ds0dts0

∫ T

0

Gk(t, τ)Φk(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤
≤ χ+ |ε| (2n+ 1)p+1c̃2c23

∞∑
k=1

λ
3/2−n
k k1+δλ

p/4+n
k max

0≤t≤T
|Φk(t)| ≤

≤ χ+ |ε| (2n+ 1)p+1c̃2c23

∞∑
k=1

λ
p/4+3/2−h3
k k1+δc25c28(1 + r + ρ)2h3Φ ≤

≤ χ+ |ε| c26c28(2n+ 1)p+1(1 + r + ρ)2h3Φ×

×
∞∑
k=1

1

k(2h3−3)/p−3/2−δ = χ+ |ε|Ψ = r.

Покажемо, що для довiльної функцiї v ∈ V оператор Av є оператором

стиску, якщо |ε| < 1/Ψ. Нехай u1, u2 ∈ S(u0, r). Позначимо

ũ(t, x) = (1−Θ)u1(t, x) + Θu2(t, x), Θ ∈ (0, 1).

На пiдставi формули (3.129), враховуючи оцiнки (2.4), (2.5), (3.109),

рiвностi вигляду (3.110), нерiвнiсть Кошi – Буняковського [58], нормованiсть

функцiй Xk(x), k ∈ N, та формулу Лагранжа про скiнченнi прирости,

одержуємо оцiнку

‖Avu1(t, x)− Avu2(t, x)‖C2n(Bp) =

= |ε|
∥∥∥∥∫

Bp
K(t, x, τ, ξ)(Φ(τ, ξ, u1(τ, ξ))− Φ(τ, ξ, u2(τ, ξ))) dτ dξ

∥∥∥∥
C2n(Bp)

=
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= |ε|
∥∥∥∥∫

Bp
K(t, x, τ, ξ)

∂Φ(τ, ξ, ũ(τ, ξ))

∂u
(u1(τ, ξ)− u2(τ, ξ)) dτ dξ

∥∥∥∥
C2n(Bp)

≤

≤ |ε| max
(t,x)∈Bp

|u1(t, x)− u2(t, x)|
∞∑
k=1

∑
0≤| ŝ |≤2n

max
(t,x)∈Bp

∣∣∣∣ ∂|s |Xk(x)

∂xs11 . . . ∂x
sp
p
×

× ds0

dts0

∫
Bp
Gk(t, τ)

∂Φ(τ, ξ, ũ(τ, ξ))

∂u
Xk(ξ) dτ dξ

∣∣∣∣ ≤ |ε| ‖u1 − u2‖C2n(Bp)×

×
∞∑
k=1

∑
0≤| ŝ |≤2n

max
x∈G

∣∣∣∣ ∂|s |Xk(x)

∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ max
0≤t≤T

∣∣∣∣ ∫
G

∂Φ(t, ξ, ũ(t, ξ))

∂u
Xk(ξ) dξ

∣∣∣∣×
× max

0≤t≤T

∣∣∣∣ ds0dts0

∫ T

0

Gk(t, τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ |ε| ‖u1 − u2‖C2n(Bp) (2n+ 1)p+1c̃2c23×

×
∞∑
k=1

λ
p/4+n
k λ

3/2−n
k k1+δ max

0≤t≤T

∣∣∣∣∣(−1)h3
1

λh3k

∫
G

Lh3
∂Φ(τ, ξ, ũ(τ, ξ))

∂u
Xk(ξ) dξ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ |ε| ‖u1 − u2‖C2n(Bp) (2n+ 1)p+1c̃2c23c25c28

∞∑
k=1

λ
p/4+3/2−h3
k k1+δ×

×(1 + r + ρ)2h3Φ ≤ |ε| ‖u1 − u2‖C2n(Bp) c26c28(2n+ 1)p+1(1 + r + ρ)2h3Φ×

×
∞∑
k=1

1

k(2h−3)/p−3/2−δ = |ε| ‖u1 − u2‖C2n(Bp) Ψ. (3.132)

Якщо |ε| < 1/Ψ, то з нерiвностi (3.132) випливає, що Av є оператором

стиску. Крiм того, оператор Av є неперервним за ν. Тому згiдно з теоремами

2.1, 2.2 i 3.14 рiвняння (3.126), а разом з ним i задача (3.121)–(3.123) має

єдиний розв’язок, який належить кулi S(u0, r) i неперервно залежить вiд

f(t, x). Теорему доведено. ♦

Наближений розв’язок задачi (3.121)–(3.123) можна шукати методом

послiдовних наближень. Послiдовнi наближення отримують за формулами

un(t, x) := u0(t, x) + ε

∫
Bp
K(t, x, τ, ξ)Φ(τ, ξ, un−1) dτ dξ , n = 1, 2, . . . ,

де u0(t, x) – розв’язок задачi (3.121)–(3.123) при ε = 0. Швидкiсть

збiжностi послiдовностi {un} до точного розв’язку u∗(t, x) задачi (3.121)–

(3.123) визначається нерiвнiстю (див. теорему 2.1)

‖un − u∗‖C2n(Bp) ≤
( |ε|Ψ)n

1− |ε|Ψ
‖u1 − u0‖C2n(Bp) .
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Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї в обмежених цилiндричних областях

встановлено умови коректної розв’язностi у рiзних функцiйних просторах

та побудовано розв’язки крайових задач для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь

та систем рiвнянь зi сталими та змiнними за x1, . . . , xp коефiцiєнтами;

дослiджено задачу Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для лiнiйного

гiперболiчного рiвняння високого порядку зi змiнними коефiцiєнтами,

збуреного нелiнiйним доданком.

Доведено метричнi леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли

при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач. На пiдставi доведених лем

встановлено умови однозначної розв’язностi розглядуваних задач для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) параметрiв областi та для фiксованих

коефiцiєнтiв рiвнянь.

Задачу для слабконелiнiйного рiвняння зведено до еквiвалентного їй

iнтегрального рiвняння, попередньо з’ясувавши, коли таке зведення можливе.

Використовуючи результати дослiджень вiдповiдної задачi для лiнiйного

рiвняння, застосувавши принцип нерухомої точки, встановлено умови

iснування i єдиностi розв’язку задачi для слабко нелiнiйного рiвняння при

досить малих збуреннях. При цьому наведено алгоритм пошуку наближеного

розв’язку дослiджуваної задачi.

Основнi результати роздiлу опублiковано в роботах [16,84,87,88].
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РОЗДIЛ 4

ЗАДАЧА ДIРIХЛЕ-НЕЙМАНА ДЛЯ ЛIНIЙНИХ БЕЗТИПНИХ

РIВНЯНЬ ТА СИСТЕМ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ ВИСОКОГО ПОРЯДКУ В ОБМЕЖЕНИХ

ОБЛАСТЯХ

У даному роздiлi в областi, що є декартовим добутком вiдрiзка 0 ≤ t ≤ T

на p-вимiрний тор, p ≥ 1, дослiджено задачу з умовами Дiрiхле-Неймана

за видiленою змiнною t для загальних (без обмеження на тип) лiнiйних

рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними високого порядку зi

сталими коефiцiєнтами, iзотропних вiдносно порядку диференцiювання за

всiма незалежними змiнними.

У першому пiдроздiлi розглянуто задачу Дiрiхле-Неймана для безтипного

рiвняння високого порядку з молодшими членами, а також її частиннi

випадки, для яких отримано кращi оцiнки знизу малих знаменникiв (а тому i

слабшi умови на вихiднi данi у теоремах iснування розв’язку задачi зi шкали

просторiв Соболєва), нiж для загального рiвняння; у другому пiдроздiлi –

задачу для системи рiвнянь.
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4.1. Випадок одного рiвняння

4.1.1. Рiвняння парного порядку з молодшими членами. В

областi Dp розглянемо задачу

P

(
∂2

∂t2
,
∂

∂x

)
u (t, x) :=

∑
|ŝ|∗≤2n

Aŝ
∂|ŝ|

∗
u (t, x)

∂t2s0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= 0, (t, x) ∈ Dp, (4.1)

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= ϕr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+r (x) , r ∈ {1, . . . , n} , x ∈ Ωp,

(4.2)

де Aŝ ∈ C, A(n,0,...,0) = 1.

Вигляд областi Dp накладає умови 2π-перiодичностi за змiнними

x1, . . . , xp на функцiї u та ϕj, j ∈ {1, . . . , 2n}. Нехай ϕj ∈ T ′,

ϕj (x) =
∑
|k|≥0 ϕjk exp (ik, x) ,

ϕjk = (2π)−p
∫

Ωp ϕj (x) exp (−ik, x) dx,
j ∈ {1, . . . , 2n} . (4.3)

Означення 4.1. Розв’язком задачi (4.1), (4.2) з простору C2n ([0, T ] , T ′)

називатимемо функцiю

u (t, x) =
∑
|k|≥0

uk (t) exp (ik, x) (4.4)

таку, що кожен з коефiцiєнтiв uk (t), k ∈ Zp, належить простору

C2n ([0, T ]) i справджує, вiдповiдно, рiвностi

P

(
d2

dt2
, ik

)
uk (t) :=

∑
|ŝ|∗≤2n

Aŝ (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp d
2s0uk (t)

dt2s0
= 0, t ∈ (0, T ) , (4.5)

u
(2r−2)
k (0) = ϕrk, u

(2r−1)
k (T ) = ϕn+r,k, r ∈ {1, . . . , n} . (4.6)

Отже, розв’язок задачi (4.1), (4.2) з простору C2n ([0, T ] , T ′) шукаємо у

виглядi ряду (4.4), де uk (t), k ∈ Zp, є розв’язком вiдповiдної задачi (4.5),

(4.6).

Поряд iз умовами (4.2), (4.6) розглядатимемо вiдповiднi їм однорiднi

умови

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= 0,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, . . . , n} , (4.7)
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u
(2r−2)
k (0) = 0, u

(2r−1)
k (T ) = 0, r ∈ {1, . . . , n} . (4.8)

Для кожного k ∈ Zp рiвнянню (4.5) вiдповiдає характеристичне рiвняння∑
|ŝ|∗≤2n

Aŝ (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp η2s0 = 0, (4.9)

η–коренi якого є такими:

ηj :=ηj (k)=
√
|λj (k)| exp (i arg λj (k) /2) ,

ηn+j :=ηn+j (k)=−ηj (k) ,
j∈{1, . . . , n} , (4.10)

де λ1 (k) , . . . , λn (k) – коренi рiвняння

P (λ, ik) :=
∑
|ŝ|∗≤2n

Aŝ (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp λs0 = 0. (4.11)

Припустимо, що для кожного k ∈ Zp коренi η1(k), . . . , ηn(k), −η1(k), . . . ,

−ηn(k) рiвняння (4.9) є рiзними, а отже, вiдмiнними вiд нуля; не порушуючи

загальностi, надалi будемо вважати, що Re ηj (k) ≥ 0, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ Zp.

Рiвняння (4.5) для кожного k ∈ Zp має таку фундаментальну систему

розв’язкiв:

{ukj (t) = exp (ηj (k) t) , uk,n+j (t) = exp (−ηj (k) t) , j ∈ {1, . . . , n}} .

Характеристичний визначник [73] задачi (4.5), (4.6) є таким:

∆ (k, T ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 1 . . . 1

η2
1 . . . η2

n η2
1 . . . η2

n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

η
2(n−1)
1 . . . η

2(n−1)
n η

2(n−1)
1 . . . η

2(n−1)
n

η1e
η1T . . . ηne

ηnT −η1e
−η1T . . . −ηne−ηnT

η3
1e
η1T . . . η3

ne
ηnT −η3

1e
−η1T . . . −η3

ne
−ηnT

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

η2n−1
1 eη1T . . . η2n−1

n eηnT −η2n−1
1 e−η1T . . . −η2n−1

n e−ηnT

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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i обчислюється за формулою

∆ (k, T ) = (−1)n
∏

1≤s<l≤n

(
η2
l − η2

s

)2
n∏
j=1

((
eηjT + e−ηjT

)
ηj
)
, k ∈ Zp. (4.12)

Вiдомо [73], що задача (4.5), (4.6) для кожного k ∈ Zp не може мати двох

рiзних розв’язкiв тодi i лише тодi, коли ∆ (k, T ) 6= 0.

Теорема 4.1. Для єдиностi розв’язку задачi (4.1), (4.2) у просторi

C2n ([0, T ] , T ′) необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k∈Zp, ∀m∈Z) iηj (k)T 6=π (m+ 1/2) , j∈{1, . . . , n} . (4.13)

Доведення. Необхiднiсть. Припустимо, що хоч одна з умов (4.13) (нехай

при j = j0, 1 ≤ j0 ≤ n) порушується, тобто для деяких k0 ∈ Zp та

m0 ∈ Z справджується рiвнiсть iηj0 (k0)T = π (m0 + 1/2). Тодi ∆ (k0, T ) = 0

( оскiльки eηj0(k0)T + e−ηj0(k0)T = 0 ) та iснують нетривiальнi розв’язки задачi

(4.1), (4.7) u0 (t, x) = A sin((2m0 + 1)πt/(2T )) exp(ik0, x), де A – довiльна

стала. Тому розв’язок задачi (4.1), (4.2), якщо вiн iснує, не буде єдиним.

Достатнiсть. Нехай задача (4.1), (4.2) має два рiзнi розв’язки u1, u2

з простору C2n ([0, T ] , T ′). Тодi функцiя u1 − u2 = ū ∈ C2n ([0, T ] , T ′) є

розв’язком задачi (4.1), (4.7) i зображується рядом вигляду (4.4), в якому

кожен коефiцiєнт ūk (t), k ∈ Zp, є розв’язком задачi (4.5), (4.8), яка для

кожного k ∈ Zp за умов (4.13) має лише тривiальний розв’язок. Таким чином,

ūk (t) ≡ 0, k ∈ Zp, тобто u1k (t) ≡ u2k (t), k ∈ Zp. Тодi з теореми 6.2 [39, с. 111],

враховуючи, що u1, u2 ∈ C2n ([0, T ] , T ′), випливає, що для кожного t ∈ [0, T ]

функцiї u1 i u2 спiвпадають мiж собою. Теорему доведено. ♦

Зауваження 4.1. Очевидно, що j-та умова, j ∈ {1, . . . , n}, iз (4.13)

виконується, якщо справджується хоч одна з таких умов:

(∀k ∈ Zp, ∀m ∈ Z) − Im ηj (k)T 6=π (m+ 1/2) , (4.14)

або

(∀k ∈ Zp) Re ηj (k)T 6= 0. (4.15)
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Теорема 4.2. Нехай справджуються умови (4.13). Якщо ϕj ∈ T ′ (T ),

j ∈ {1, . . . , 2n} , то iснує єдиний розв’язок задачi (4.1), (4.2) з простору

C2n ([0, T ] ; T ′)
(
C2n ([0, T ] ; T )

)
; цей розв’язок визначає формула

u (t, x) =
∑
|k|≥0

uk (t) e(ik,x) :=

:=
∑
|k|≥0

n∑
q,j=1

S
(q)
n−j

ϕjkηq
(
e−ηqt + e−2ηqT+ηqt

)
+ ϕn+j,k

(
eηqt−ηqT − e−ηqt−ηqT

)
(−1)n+j ηq (1 + e−2ηqT )

∏n
s=1,s6=q

(
η2
q − η2

s

) e(ik,x),

(4.16)

де S(q)
l , l∈{1,. . .,n−1}, – сума всiх можливих добуткiв елементiв η2

1,...,η2
q−1,

η2
q+1,...,η2

n, узятих по l штук у кожному добутку, S(q)
0 ≡ 1.

Доведення теореми грунтується на теоремi 6.2 з [39, с. 111] (згiдно з

якою у просторi T ′ довiльний тригонометричний ряд є збiжним) i на тому

фактi, що простiр T неперервно вкладається у простiр T ′ [39, с. 110].

Для промiжних просторiв (мiж C2n([0, T ], T ) i C2n([0, T ], T ′)), зокрема

для просторiв C2n ([0, T ] , Hq (Ωp)), q ∈ R, iснування розв’язку задачi

(4.1), (4.2) пов’язане, взагалi, з проблемою малих знаменникiв, бо модулi

виразiв ηq (k), η2
q (k)−η2

s (k), 1+e−2ηqT , q, s ∈ {1, . . . , n}, q 6= s, якi входять

множниками у знаменники членiв ряду (4.16), будучи вiдмiнними вiд нуля,

можуть ставати як завгодно малими для нескiнченної кiлькостi векторiв

k ∈ Zp.

Для λ-коренiв рiвняння (4.11) (див. [108, с. 101] ) отримуємо оцiнки

|λj (0)|≤c0, |λj (k)|≤c1 |k|2 , k∈Zp\ {(0)} ; j∈{1, . . . , n} , (4.17)

де c0 = 2 max
s0∈{0,...,n−1}

n−s0

√∣∣A(s0,0,...,0)

∣∣, c1 = 2 max
s0∈{0,...,n−1}

n−s0

√ ∑
|s|≤2(n−s0)

∣∣A(s0,s1,...sp)

∣∣;
з формули (4.10) та оцiнок (4.17) випливає, що

|ηj (0)|≤
√
c0, |ηj (k)|≤

√
c1 |k| , k∈Zp\ {(0)} ; j∈{1, . . . , n} . (4.18)

Теорема 4.3. Нехай справджуються умови (4.13) та iснують такi

додатнi сталi c2, c3, c4, α1, α2, α3, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
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векторiв k∈Zp правильними є оцiнки

|ηq (k)| ≥ c2 (1 + |k|)−α1 , q ∈ {1, . . . , n} , (4.19)
n∏

s=1,s6=q

∣∣η2
q(k)− η2

s(k)
∣∣ ≥ c3 (1 + |k|)−α2 , q ∈ {1, . . . , n} , (4.20)

∣∣∣1 + e−2ηq(k)T
∣∣∣ ≥ c4 (1 + |k|)−α3 , q ∈ {1, . . . , n} . (4.21)

Якщо ϕs ∈ Hχ+q(Ω
p), ϕn+s ∈ Hχ+α1+q(Ω

p), s ∈ {1,. . ., n}, χ =

2n − 2 + α2 + α3, то iснує єдиний розв’язок задачi (4.1), (4.2)

з простору C2n([0, T ], Hq(Ω
p)). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω

p))
∥∥ ≤ c5

(∑n
s=1‖ϕs;Hχ+q‖+

∑2n
s=n+1‖ϕs;Hχ+α1+q‖

)
, де

c5 = c5(Aŝ, |ŝ|∗ ≤ 2n;n, c2, c3, c4).

Доведення. На пiдставi формули (4.16) та оцiнок (4.18)–(4.21) для

кожного k ∈ Zp отримуємо

max
0≤t≤T

∣∣∣u(q)
k (t)

∣∣∣≤c6

(
(1 + |k|)h1+q

n∑
s=1

|ϕsk|+c−1
2 (1 + |k|)h2+q

2n∑
s=n+1

|ϕsk|

)
,

q ∈ {0, 1, . . . , 2n} , (4.22)

де h1 = 2n− 2 + α2 + α3, h2 = h1 + α1, c6 = n (max {c0, c1})n−1+q/2 (c3c4)
−1.

На пiдставi формули (4.16), оцiнок (4.22) i того факту, що середнє

арифметичне скiнченної кiлькостi додатних чисел не перевищує їхнього

середнього квадратичного, отримаємо таку оцiнку для норми розв’язку

задачi (4.1), (4.2):

∥∥u;C2n ([0, T ] , Hq (Ωp))
∥∥ :=

2n∑
r=0

max
0≤t≤T

√√√√∑
|k|≥0

∣∣∣u(r)
k (t)

∣∣∣2 (1 + |k|2
)q−r

≤

≤
2n∑
r=0

√√√√√∑
|k|≥0

c2
6

∣∣∣∣∣(1+|k|)h1+r

n∑
s=1

|ϕsk|+c−1
2 (1+|k|)h2+r

2n∑
s=n+1

|ϕsk|

∣∣∣∣∣
2(

1+|k|2
)q−r

≤

≤ (2n+ 1)
√

2c6

√√√√√∑
|k|≥0

(
1 + |k|2

)h1+q

∣∣∣∣∣
n∑
s=1

|ϕsk|

∣∣∣∣∣
2

+
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+ (2n+ 1) c6c
−1
2

√√√√√∑
|k|≥0

(
1 + |k|2

)h2+q

∣∣∣∣∣
2n∑

s=n+1

|ϕsk|

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ (2n+ 1)
√

2c6

√√√√n
∑
|k|≥0

n∑
s=1

|ϕsk|2
(

1 + |k|2
)h1+q

+

+ (2n+ 1) c6c
−1
2

√√√√n
∑
|k|≥0

2n∑
s=n+1

|ϕsk|2
(

1 + |k|2
)h2+q

≤

≤ c7

 n∑
s=1

√√√√∑
|k|≥0

|ϕsk|2
(

1 + |k|2
)h1+q

+
2n∑

s=n+1

√√√√∑
|k|≥0

|ϕsk|2
(

1 + |k|2
)h2+q

 =

= c7

(
n∑
s=1

‖ϕs;Hh1+q‖+
2n∑

s=n+1

‖ϕs;Hh2+q‖

)
,

де c7 = c6

√
2n (2n+ 1) max

{
1, c−1

2

}
.

З отриманої нерiвностi випливає доведення теореми.♦

Вияснимо можливiсть виконання оцiнок (4.19)–(4.21). Позначимо через

b = (b1, . . . , bβ)∈Zβ та d = (d1, . . . , dβ) ∈ Zβ вектори, складенi, вiдповiдно, iз

дiйсних та уявних частин коефiцiєнтiв A(0,s) рiвняння (4.1), де β – кiлькiсть

розв’язкiв у цiлих невiд’ємних числах нерiвностi s1+s2+· · ·+sp ≤ 2n, а через

l = (l1, . . . , lγ)∈Zγ та h = (h1, . . . , hγ) ∈ Zγ – вектори, складенi, вiдповiдно, iз

дiйсних та уявних частин коефiцiєнтiв A(s0,s) рiвняння (4.1), де γ – кiлькiсть

розв’язкiв у цiлих невiд’ємних числах нерiвностi 2s0 + s1 + s2 + · · ·+ sp ≤ 2n.

Лема 4.1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i

довiльного фiксованого вектора d, або для довiльного фiксованого вектора

b i майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв d нерiвностi (4.19)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp при α1>

n+ p/2− 1.

Доведення. Вiльний член P0 (k) рiвняння (4.11) зобразимо таким чином:

P0 (k) :=
∑
|s|≤2n

A(0,s) (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp = A(0,2n,0,...,0) (−1)n k2n
1 +R0 (k) =
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= (−1)n ReA(0,2n,0,...,0)k
2n
1 + ReR0 (k) + i

[
(−1)n ImA(0,2n,0,...,0)k

2n
1 + ImR0 (k)

]
,

(4.23)

де k∈Zp, а R0 (k) не мiстить коефiцiєнта A(0,2n,0,...,0).

Аналогiчно, як при доведеннi теореми 4.4 з [80, с. 61], враховуючи (4.23),

отримаємо, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp нерiвнiсть

|ReP0 (k)| ≥ (1 + |k|)−p−ε, 0 < ε < 1, (4.24)

виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b та

довiльного фiксованого вектора d, а нерiвнiсть

|ImP0 (k)| ≥ (1 + |k|)−p−ε, 0 < ε < 1 (4.25)

– для довiльного фiксованого вектора b та майже всiх (стосовно мiри Лебега

в Rβ) векторiв d. Таким чином, для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ)

векторiв b i довiльного фiксованого вектора d, або для довiльного фiксованого

вектора b i майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв d оцiнка

|P0 (k)| ≥ (1 + |k|)−p−ε, 0 < ε < 1, (4.26)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp.

На пiдставi теореми Вiєта отримуємо, що

|λq (k)| = |P0 (k)|
|λ1 (k) . . . λq−1 (k)λq+1 (k) . . . λn (k)|

, q ∈ {1, . . . , n} . (4.27)

З рiвностей (4.27), оцiнок (4.17) та (4.26) отримуємо, що для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i довiльного фiксованого вектора d,

або для довiльного фiксованого вектора b i майже всiх (стосовно мiри Лебега

в Rβ) векторiв d оцiнки |λq (k)| ≥ c8 (1 + |k|)−(2n+p−2+ε), q ∈ {1, . . . , n}, 0 <

ε < 1, справджуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp,

що iз врахуванням формул (4.10) доводить лему.♦

Лема 4.2. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ) векторiв l i

довiльного фiксованого вектора h, або для довiльного фiксованого вектора
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l i майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ) векторiв h, нерiвностi (4.20)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp при α2>

(n−1)p/2.

Доведення. Для дискримiнанта D (P ) полiнома P := P (λ, ik) з

параметром k∈Zp справедливим є таке зображення [61, с. 265]:

D (P ) =
∏

n≥i>j≥1

(λi(k)− λj(k))2 , (4.28)

де λq(k), q ∈ {1, . . . , n} , – коренi рiвняння (4.11).

Аналогiчно, як при доведеннi теореми 4.5 iз [80, с. 62], встановлюємо, що

для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp нерiвнiсть

|ReD (P )| ≥ (1 + |k|)(n−1)(2n−p)−ε , 0 < ε < 1, (4.29)

виконується для довiльного фiксованого вектора h та майже всiх (стосовно

мiри Лебега в Rγ) векторiв l, а нерiвнiсть

|ImD (P )| ≥ (1 + |k|)(n−1)(2n−p)−ε , 0 < ε < 1 (4.30)

– для довiльного фiксованого вектора l та майже всiх (стосовно мiри Лебега

в Rγ) векторiв h. Таким чином, для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ)

векторiв l i довiльного фiксованого вектора h, або для довiльного фiксованого

вектора l i майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ) векторiв h, оцiнка

|D (P )| ≥ (1 + |k|)(n−1)(2n−p)−ε , 0 < ε < 1, (4.31)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp.

На пiдставi формули (4.28), оцiнок (4.17) та (4.31) отримуємо, що для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rγ) векторiв l i довiльного фiксованого

вектора h, або для довiльного фiксованого вектора l i майже всiх (стосовно

мiри Лебега в Rγ) векторiв h, оцiнка∣∣∣∣∣∣∣
n∏
s=1,
s6=q

(λq(k)−λs(k))

∣∣∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣∣∣∣
∏

n≥i>j≥1

(λi(k)−λj(k))∏
n≥i>j≥1
i,j 6=q

(λi(k)−λj(k))

∣∣∣∣∣∣∣∣≥c9(1+|k|)−(n−1)p/2−ε/2 , 0 <ε< 1,
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виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp, що iз

врахуванням формул (4.10) доводить лему. ♦

Лема 4.3. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i довiльного фiксованого

вектора d (або для майже всiх векторiв d i довiльного фiксованого вектора

b) нерiвностi (4.21) виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)

векторiв k ∈ Zp при α3 > α1 + p, де α1 > n+ p/2− 1.

Доведення. Для кожної з нерiвностей (4.21) лема доводиться

однотипно. Розглянемо q-ту нерiвнiсть, q∈{1, . . . , n} , i позначимо

h(T, k) :=
(
1 + e−2ηq(k)T

)
. Легко показати, що для кожного T ∈ (0,+∞) i для

кожного k ∈ Zp справджується рiвнiсть

h(T, k) +
∂h(T, k)

∂T
(2ηq(k))−1 = 1, (4.32)

з якої випливає, що

max

{
|h(T, k)| ,

∣∣∣∣∂h(T, k)

∂T
(2ηq(k))−1

∣∣∣∣} ≥ 1

2
, T ∈ (0,+∞), k ∈ Zp. (4.33)

Розглянемо функцiю

z(T, k) := |h(T, k)| −
∣∣∣∣∂h(T, k)

∂T
(2ηq(k))−1

∣∣∣∣ , T ∈ (0,+∞), k ∈ Zp, (4.34)

як функцiю змiнної T i параметра k та встановимо кiлькiсть її нулiв на

промiжку (0,+∞). На пiдставi (4.32) i (4.34) отримуємо, що нулi функцiї

z збiгаються з нулями функцiї z1(T, k) := h(T, k) − ∂h(T, k)

∂T
(2ηq(k))−1 =

2e−2ηq(k)T +1. Зауважимо, що рiвняння 2e−2ηq(k)T +1 = 0 еквiвалентне системi

рiвнянь {
cos(2Im ηq(k)T ) = −1

2e
2Re ηq(k)T ,

sin(2Im ηq(k)T ) = 0,
k ∈ Zp. (4.35)

Очевидно, що система (4.35) має вiдносно T розв’язок, причому єдиний,

лише при тих значеннях векторного параметра k ∈ Zp, для яких Re ηq(k) 6= 0,

а
ln 2 Im ηq(k)

πRe ηq(k)
є непарним цiлим числом; множину таких векторiв k ∈ Zp
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позначимо через K. Розв’язок системи (4.35) є додатним i зображається так:

T̃ (k) =
ln 2

2Re ηq(k)
, k ∈ K.

Розглянемо вiдрiзок (0, T0], де 0 < T0 < +∞, i запровадимо такi

позначення: E(T0) – множина тих значень T ∈ (0, T0], для яких нерiвнicть

|h(T, k)| < c4 (1 + |k|)−α3 (4.36)

є правильною для нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Zp; E
(
T0, k̄

)
–

множина тих значень T ∈ (0, T0], для яких нерiвнiсть (4.36) справедлива

при фiксованому k = k̄ ∈ Zp; E1

(
T0, k̄

)
та E2

(
T0, k̄

)
– множини тих

значень T ∈ (0, T0], для яких нерiвностi |Reh(T, k)| < c4 (1 + |k|)−α3 та

|Imh(T, k)| < c4 (1 + |k|)−α3, вiдповiдно, справедливi при фiксованому k =

k̄ ∈ Zp; K1 = {k ∈ K : T̃ (k) ≥ T0}; K2 = (Zp\K)
⋃
K1.

Якщо k̄ ∈ K2, то на вiдрiзку (0, T0] функцiя z не має нулiв. Позначимо

K3 = {k ∈ K2 : z(T, k) > 0, T ∈ (0, T0]}. Якщо k̄ ∈ K3, то на пiдставi (4.33),

(4.34) отримуємо, що ∣∣h(T, k̄)
∣∣ ≥ 1

2
, T ∈ (0, T0]. (4.37)

Таким чином,

mesR(E(T0, k̄)) = 0, k̄ ∈ K3, (4.38)

коли c4 < 1/2.

Якщо k̄ ∈ K2\K3, то z(T, k̄) < 0 для всiх T ∈ (0, T0]; тодi на пiдставi

(4.33), (4.34) отримуємо, що∣∣∣∣∂h(T, k̄)

∂T

∣∣∣∣ ≥ ∣∣ηq(k̄)
∣∣ , T ∈ (0, T0], k̄ ∈ K2\K3. (4.39)

З оцiнки (4.39) та леми 4.1 випливає, що для майже всiх (стосовно мiри

Лебега в Rβ) векторiв b i довiльного фiксованого вектора d (або для майже

всiх векторiв d i довiльного фiксованого вектора b) для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) векторiв k̄ справджується одна з таких нерiвностей:∣∣∣∣ ∂∂T (Reh(T, k̄)
)∣∣∣∣≥ c2√

2

(
1+
∣∣k̄∣∣)−α1,

∣∣∣∣ ∂∂T (Imh(T, k̄)
)∣∣∣∣≥ c2√

2

(
1+
∣∣k̄∣∣)−α1, (4.40)
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де T ∈ (0, T0], k̄ ∈ K2\K3.

Згiдно з лемою 2.2 [80, с. 15], на пiдставi оцiнок (4.40), отримуємо, що для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i довiльного фiксованого

вектора d (або для майже всiх векторiв d i довiльного фiксованого вектора

b) для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k̄ справджується одна з

нерiвностей

mesRE1(T0, k̄)≤c10

(
1+
∣∣k̄∣∣)−(α3−α1)

, mesRE2(T0, k̄)≤c10

(
1+
∣∣k̄∣∣)−(α3−α1)

,

(4.41)

де k̄∈K2\K3; оскiльки

E(T0, k̄) ⊂ E1(T0, k̄), E(T0, k̄) ⊂ E2(T0, k̄), (4.42)

то на пiдставi нерiвностей (4.41), отримуємо, що

mesRE(T0, k̄) ≤ c10

(
1 +

∣∣k̄∣∣)−(α3−α1)
, k̄ ∈ K2\K3. (4.43)

З формул (4.38) i (4.43) випливає, що для майже всiх (стосовно мiри

Лебега в Rβ) векторiв b i довiльного фiксованого вектора d (або для майже

всiх векторiв d i довiльного фiксованого вектора b) для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) векторiв k̄ виконується оцiнка

mesRE(T0, k̄) ≤ c10

(
1 +

∣∣k̄∣∣)−(α3−α1)
, k̄ ∈ K2. (4.44)

Якщо k̄ ∈ K\K1, тобто функцiя z має один нуль T̃ (k̄), який належить

вiдрiзку (0, T0], то вiдрiзок (0, T0] розбиваємо на вiдрiзки J1 = (0, T̃ ) i

J2 = (T̃ , T0]. На кожному з них функцiя z нулiв не має. Провiвши на кожному

з вiдрiзкiв J1 i J2 викладки, аналогiчнi наведеним вище, отримаємо, що на

вiдрiзку (0, T0] для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ) векторiв b i

довiльного фiксованого вектора d (або для майже всiх векторiв d i довiльного

фiксованого вектора b) для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k̄

справджується оцiнка

mesRE(T0, k̄) ≤ 2c10

(
1 +

∣∣k̄∣∣)−(α3−α1)
, k̄ ∈ K\K1. (4.45)
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Пiдсумовуючи оцiнки (4.44) i (4.45) за k ∈ K2 i k ∈ K\K1, вiдповiдно, для

мiри множини E(T0) отримуємо таку оцiнку:

mesRE(T0) ≤ c11

∑
k∈Zp

(1 + |k|)−(α3−α1) . (4.46)

Якщо α3 − α1 > p, тобто якщо α3 > α1 + p, то ряд у правiй частинi

нерiвностi (4.46) є збiжним, тому на пiдставi леми 2.1 mesRE(T0) = 0, тобто

для майже всiх T ∈ (0, T0] та для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rβ)

векторiв b i довiльного фiксованого вектора d (або для майже всiх векторiв

d i довiльного фiксованого вектора b) виконується нерiвнiсть, протилежна

до нерiвностi (4.36), для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp.

Враховуючи той факт, що промiжок (0,+∞) можна покрити злiченною

кiлькiстю вiдрiзкiв довжиною T0, отримуємо доведення леми. ♦

Iз теореми 4.3 та лем 4.1–4.3 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.1. Якщо ϕs ∈ Hq+χ (Ωp), ϕn+s ∈ Hq+χ+p/2+n−1 (Ωp),

χ > (pn)/2 + 3n+ p− 3, s ∈ {1, . . . , n}, то, за умов (4.13), для майже

всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для майже всiх коефiцiєнтiв

рiвняння (4.1) у просторi C2n ([0, T ] , Hq (Ωp)) iснує єдиний розв’язок задачi

(4.1), (4.2); цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω
p))
∥∥ ≤ c12

(
n∑
s=1

‖ϕs;Hq+χ‖+
2n∑

s=n+1

∥∥ϕs;Hq+χ+p/2+n−1

∥∥) .
Наведемо частинний випадок рiвняння (4.1), для якого отримано кращу

оцiнку знизу малого знаменника, нiж у лемi 4.3, а отже, i слабшi умови

на вихiднi данi у теоремах iснування розв’язку задачi (4.1), (4.2) зi шкали

просторiв C2n ([0, T ] , Hq (Ωp)), q ∈ R.

Приклад 4.1. Розглянемо випадок, коли рiвняння (4.1) є гiперболiчним

за Гордiнгом. Тодi, згiдно з припущенням, що для кожного k ∈ Zp коренi

η1(k), . . . , ηn(k), −η1(k), . . . , −ηn(k) рiвняння (4.9) є рiзними i Re ηj (k) ≥ 0,

j ∈ {1, . . . , n}, справджуються оцiнки

0 ≤ Re ηj (k) ≤ H, j ∈ {1, . . . , n} , k ∈ Zp. (4.47)
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У цьому випадку справджуться теореми 4.1–4.3 та леми 4.1, 4.2, а також

наступна лема.

Лема 4.4. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для

фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (4.1) нерiвностi (4.21) виконуються для

всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при α3 > p.

Доведення. На пiдставi оцiнок (4.47) отримуємо, що∣∣∣1 + e−2ηj(k)T
∣∣∣ ≥ e−HT

∣∣∣eηj(k)T + e−ηj(k)T
∣∣∣ , j ∈ {1, . . . , n} . (4.48)

Легко показати, що для кожного j ∈ {1, . . . , n}∣∣∣eηj(k)T +e−ηj(k)T
∣∣∣=√(exp(TRe ηj (k))−exp (−TRe ηj(k)))2+4cos2(T Im ηj (k)).

(4.49)

Якщо виконується умова (4.14), то з формули (4.49), враховуючи

елементарну нерiвнiсть sinx ≥ 2x/π, x ∈ [0, π/2], для кожного j ∈ {1, . . . , n}

отримуємо таку оцiнку:∣∣∣eηj(k)T +e−ηj(k)T
∣∣∣>2|cos (T Im ηj (k))|=2|sin |T Im ηj (k)−π/2−mj (k) π|| ≥

≥ 2T |k|
∣∣∣∣2Im ηj (k)

π |k|
− (2mj (k) + 1) /T

|k|

∣∣∣∣ , (4.50)

де mj (k) ∈ Z таке, що |T Im ηj (k)− π/2−mj (k)π| ≤ π/2. На пiдставi

формул (4.50), оцiнок (4.18), леми 2.2 та неперервностi функцiї y (T ) = 1/T

при T > 0 отримуємо, що нерiвностi∣∣∣eηj(k)T + e−ηj(k)T
∣∣∣ ≥ 2T (1 + |k|)−(p+ε) , j ∈ {1, . . . , n} , 0 < ε < 1, (4.51)

справджуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T для всiх

(крiм скiнченої кiлькостi) векторiв k ∈ Zp.

Множина чисел T , для яких умова (4.14) не справджується, є злiченною

множиною, i її мiра Лебега рiвна нулевi.

Iз сказаного вище та оцiнок (4.48), (4.51) випливає доведення леми. ♦
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Твердження 4.1. Нехай рiвняння (4.1) є гiперболiчним за Гордiнгом i

справджуються умови (4.13). Якщо ϕs∈Hq+χ (Ωp), ϕn+s∈Hq+χ+p/2+n−1 (Ωp),

χ > 2(n − 1) + p/2(n + 1), s ∈ {1, . . . , n}, то для майже всiх (стосовно

мiри Лебега в R) чисел T та для майже всiх коефiцiєнтiв рiвняння (4.1)

у просторi C2n([0, T ], Hq(Ω
p)) iснує єдиний розв’язок задачi (4.1), (4.2). Цей

розв’язок справджує нерiвнiсть

∥∥u;C2n([0, T ], Hq(Ω
p))
∥∥ ≤ c13

(
n∑
s=1

‖ϕs;Hq+χ‖+
2n∑

s=n+1

∥∥ϕs;Hq+χ+p/2+n−1

∥∥) .
4.1.2. Рiвняння з факторизованим оператором. Розглянемо

задачу з умовами (4.2) для рiвняння

n∏
j=1

 ∂2

∂t2
−

(
p∑
s=1

ajs
∂

∂xs
+bj

)2
u (t, x)=0, (t, x) ∈ Dp, ajs, bj ∈ C. (4.52)

Позначимо: η∗j (k) :=bj+i
∑p

s=1 ajsks, j∈{1, . . . , n} ;

a
(1)
js =Reajs, a

(2)
js =Imajs, b

(1)
j =Rebj, b

(2)
j =Imbj, j∈{1,. . ., n} , s∈{1,. . ., p} ;

ā1 =
(
a

(1)
11 /b

(2)
1 , . . . , a

(1)
1p /b

(2)
1 , a

(1)
21 /b

(2)
2 , . . . , a

(1)
2p /b

(2)
2 , . . . , a

(1)
n1 /b

(2)
n , . . . , a

(1)
np /b

(2)
n

)
,

ā2 =
(
a

(2)
11 /b

(1)
1 , . . . , a

(2)
1p /b

(1)
1 , a

(2)
21 /b

(1)
2 , . . . , a

(2)
2p /b

(1)
2 , . . . , a

(2)
n1 /b

(1)
n , . . . , a

(2)
np /b

(1)
n

)
.

Надалi вважатимемо, що

(∀k ∈ Zp) (η∗j (k))2 6= (η∗r (k))2, j, r ∈ {1, . . . , n} , j 6= r.

Iз теореми 4.1 випливає наступне твердження.

Наслiдок 4.2. Для єдиностi розв’язку задачi (4.2), (4.52) у просторi

C2n ([0, T ] , T ′) необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k ∈ Zp, ∀m ∈ Z) bj+i

p∑
s=1

ajsks 6= iπ (m+ 1/2) /T , j ∈ {1, . . . , n} . (4.53)

Очевидно, що j-та умова, j ∈ {1, . . . , n}, iз (4.53) виконується, якщо

справджується хоч одна з таких умов:

(∀k ∈ Zp, ∀m ∈ Z) b
(2)
j +

p∑
s=1

a
(1)
js ks 6= π (m+ 1/2) /T , (4.54)
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або

(∀k ∈ Zp) b
(1)
j −

p∑
s=1

a
(2)
js ks 6= 0. (4.55)

Для задачi (4.2), (4.52) ( за умов (4.53) ) справедливi теореми 4.2, 4.3,

у яких треба покласти замiсть ηj (k) , j ∈ {1, . . . , n} , вирази η∗j (k), j ∈

{1, . . . , n} , а також наступнi леми.

Лема 4.5. Для довiльного фiксованого вектора ā1 та для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в Rnp) векторiв ā2, або для довiльного фiксованого

вектора ā2 та для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rnp) векторiв ā1,

нерiвностi ∣∣∣∣∣bj + i

p∑
s=1

ajsks

∣∣∣∣∣ ≥ c14 (1 + |k|)−α1 , j ∈ {1, . . . , n} . (4.56)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при α1 >

p/n.

Доведення. Очевидно, що
∣∣η∗j (k)

∣∣≥ ∣∣Re η∗j (k)
∣∣=b

(1)
j

∣∣∣∣a(2)j1b(1)j k1+· · ·+ a
(2)
jp

b
(1)
j

kp−1

∣∣∣∣,∣∣η∗j (k)
∣∣≥ ∣∣Im η∗j (k)

∣∣ = b
(2)
j

∣∣∣∣a(1)j1b(2)j k1 + · · ·+ a
(1)
jp

b
(2)
j

kp + 1

∣∣∣∣, j ∈ {1, . . . , n}. За

теоремою 2.4, враховуючи збiжнiсть iнтегралу
∫∞
c xp−1 (1 + x)−α1n dx при

α1 > p/n, для майже всiх векторiв ā1 ∈ Rnp ( ā2 ∈ Rnp ) система нерiвностей∣∣Re η∗j (k)
∣∣ ≥ c15 (1 + |k|)−α1 (

∣∣Im η∗j (k)
∣∣ ≥ c15 (1 + |k|)−α1), j∈{1, . . . , n} ,

c14 = c15 (p, n), справджується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв

k ∈ Zp при α1 > p/n.

Отже, нерiвностi (4.56) виконуються для довiльного фiксованого вектора

ā2 та для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rnp) векторiв ā1, або для

довiльного фiксованого вектора ā1 та для майже всiх (стосовно мiри Лебега

в Rnp) векторiв ā2, для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при

α1 > p/n. Лему доведено. ♦

Лема 4.6. Для довiльного фiксованого вектора ā2 та для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в R(n−1)p) векторiв ā1, або для довiльного фiксованого



88

вектора ā1 та для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R(n−1)p) векторiв

ā2, нерiвностi
n∏

j=1,j 6=m

∣∣(η∗j (k))2 − (η∗m(k))2
∣∣ :=

:=
n∏

j=1,j 6=m

∣∣∣∣∣
(
bj − bm+ i

p∑
s=1

(ajs−ams) ks

)(
bj + bm+ i

p∑
s=1

(ajs+ams) ks

)∣∣∣∣∣ ≥
≥ c16 (1 + |k|)−α2 , 0 < ε < 1, m ∈ {1, . . . , n} , (4.57)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k∈Zp при α2>2p.

Доведення проводиться за схемою доведення леми 4.5.

Лема 4.7. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та

для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rnp)) векторiв ā1 i довiльного

фiксованого вектора ā2 або для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rnp))

векторiв ā2 i довiльного фiксованого вектора ā1 нерiвностi∣∣∣∣∣1 + exp

[
−2T

(
bj+i

p∑
s=1

ajsks

)]∣∣∣∣∣ ≥ c17 (1 + |k|)−α3 , q ∈ {1, . . . , n} , (4.58)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp при α3 >

α1 + p, де α1 > p/n.

Доведення проводиться за схемою доведення леми 4.3 з використанням

леми 4.5.

Твердження 4.2. Нехай справджуються умови (4.53). Якщо функцiї

ϕs ∈ Hq+χ (Ωp), ϕn+s ∈ Hq+χ+p/n (Ωp), χ > 2n + 3p + p/n − 2, s ∈ {1, . . . , n},

то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T та для майже всiх

коефiцiєнтiв рiвняння (4.52) у просторi C2n ([0, T ] , Hq (Ωp)) iснує єдиний

розв’язок задачi (4.2), (4.52). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;C2n ([0, T ] , Hq (Ωp))
∥∥ ≤ c18

(∑n
s=1 ‖ϕs;Hq+χ‖+

∑2n
s=n+1

∥∥ϕs;Hq+χ+p/n

∥∥) .
Доведення проводиться за схемою доведення теореми 4.3 з

використанням лем 4.5 – 4.7.



89

4.2. Випадок системи рiвнянь

В областi Dp розглянемо задачу

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x) :=

∑
|ŝ|∗≤2n

Aŝ
∂|ŝ|

∗
u (t, x)

∂t2s0∂xs11 · · · ∂x
sp
p

= f (t, x) , (4.59)

∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

=
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, . . . , n} , (4.60)

деAŝ –m×m-матрицi зi сталими дiйсними елементами, причому detAn,0,...,0 6=

0, u (t, x) = col (u1 (t, x) , . . . , um (t, x)), f (t, x) = col (f1 (t, x) , . . . , fm (t, x)).

На тип системи рiвнянь (4.59) нiяких обмежень не накладаємо. Вигляд

областi Dp накладає умови 2π-перiодичностi за змiнними x1, . . . , xp на праву

частину рiвняння (4.59) i на розв’язок задачi (4.59), (4.60).

Зауважимо, що система функцiй {exp (ik, x) , k ∈ Zp} утворює повну

ортогональну систему в просторi L2 (Ωp).

Розглянемо тепер задачу на власнi значення (з огляду на умови (4.60)):

y′′ (t) + λy (t) = 0, y (0) = y′ (T ) = 0. (4.61)

Множина власних значень задачi (4.61) є такою:

Λ = {λk0 = (k0 + 1/2)2 π2
/
T 2, k0 ∈ Z +} , а власнi функцiї утворюють

систему Υ = {sin ((k0 + 1/2) tπ/T ) , k0 ∈ Z+}, яка є повною i ортогональною

в L2 (0, T ).

Згiдно з лемою з працi [79, с. 217] система функцiй

{ sin ((k0 + 1/2) tπ/T ) exp (ik, x) , k0 ∈ Z+, k ∈ Z p} (4.62)

є повною i ортогональною у просторi L2 (Dp).

Введемо такi позначення: Hq (Dp), q∈Z+, – простiр комплекснозначних

функцiй υ (t, x) =
∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

υk̃ sin ((k0 + 1/2) tπ/T ) exp (ik, x) зi скiнченною

нормою ‖υ;Hq (Dp)‖2 := 2p−1Tπp
∑∞

k0=0

∑
|k|≥0(1 + |k̃|2)q |υk̃|

2 ; Hq (Dp), q ∈
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Z+, – простiр вектор-функцiй υ(t, x) = (υ1 (t, x) , . . . , υm (t, x)), для яких

υj ∈ Hq (Dp), j ∈ {1, . . . ,m};
∥∥υ;Hq (Dp)

∥∥2
:=

m∑
j=0

‖υj;Hq (Dp)‖2.

Припустимо, що f (t, x) ∈ L2 (Dp) i

f (t, x) =
∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

fk̃ sin ((k0 + 1/2) tπ/T ) exp (ik, x) , fk̃ = col (fk̃1, . . . , fk̃m) ,

(4.63)

fk̃j =c19

∫ T

0

∫
Ωp
fj (t, x) sin ((k0 + 1/2) tπ/T ) exp (−ik, x) dtdx, j ∈ {1, . . . ,m} ,

(4.64)

де c19 = 21−p/ (Tπp).

Розв’язок задачi (4.59), (4.60) шукаємо у виглядi векторного ряду

u (t, x) =
∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

uk̃ sin ((k0 + 1/2) tπ/T ) exp (ik, x) , (4.65)

де uk̃ = col (uk̃1, . . . , uk̃m). Очевидно, що кожен член ряду (4.65) задовольняє

умови (4.60). Якщо коефiцiєнти uk̃ такi, що ряд (4.65) i ряди, отриманi з

нього почленним диференцiюванням до порядку 2n− 1 включно, рiвномiрно

збiгаються в Dp, то i функцiя (4.65) задовольняє умови (4.60).

Пiдставляючи ряди (4.63) i (4.65) у систему рiвнянь (4.59), отримуємо

для визначення компонент кожного вектора uk̃, k̃ ∈ K, лiнiйну систему

алгебричних рiвнянь∑
|s|∗≤2n

(−1)s0 As (k0 + 1/2)2s0 (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp ωs0uk̃ = fk̃, (4.66)

визначник якої позначимо через ∆(k̃, ω), де ω = (π/T )2.

Теорема 4.4. Для єдиностi розв’язку задачi (4.59), (4.60) у просторi

H2n (Dp) необхiдно i досить, щоб рiвняння

∆(k̃, ω) = 0 (4.67)

не мало розв’язкiв у цiлих числах k0, k1, . . . , kp, k̃ ∈ K.

Доведення. Скористаємось схемою доведення теореми 1 з працi [7].
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Необхiднiсть. Нехай ∆(k̃0, ω) = 0 для деякого вектора k̃0 ∈ K. Тодi у

просторi H2n (Dp) iснує нетривiальний розв’язок задачi з умовами (4.60) для

однорiдної системи рiвнянь

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x) = 0, (4.68)

який визначає формула

u (t, x) = uk̃0 sin
((
k0

0 + 1/2
)
tπ/T

)
exp

(
ik0

1, x
)
· · · exp

(
ik0
p, x
)
,

де вектор uk̃0 є розв’язком системи алгебричних рiвнянь∑
|s|∗≤2n

(−1)s0 As (k0 + 1/2)2s0 (ik1)
s1 . . . (ikp)

sp ωs0uk̃ = 0, (4.69)

якщо k̃ = k̃0. Отже, розв’язок неоднорiдної задачi (4.59), (4.60) у просторi

H2n (Dp), якщо вiн iснує, не буде єдиним.

Достатнiсть. Припустимо, що задача (4.59), (4.60) має два рiзнi

розв’язки u1, u2 ∈ H2n (Dp). Тодi функцiя u1 − u2 = u ∈ H2n (Dp) є

нетривiальним розв’язком задачi (4.68), (4.60) i визначається рядом вигляду

(4.65). З рiвностей Парсеваля для функцiй [L (∂/∂t, ∂/∂x)u (t, x)]j, j ∈

{1, . . . ,m}, випливає, що компоненти кожного вектора uk̃, k̃ ∈ K, є

розв’язками системи рiвнянь (4.69), визначник якої дорiвнює ∆(k̃, ω). Якщо

рiвняння (4.67) не має розв’язкiв у цiлих числах, то для всiх векторiв k̃ ∈ K

uk̃ = (
−→
0 ). Згiдно з теоремою про єдинiсть розвинення функцiї з L2 (Dp) у

ряд Фур’є отримуємо, що u (t, x) = (
−→
0 ) для майже всiх точок (t, x) ∈ Dp,

тобто
∥∥u1 (t, x)− u2 (t, x) ;H2n (Dp)

∥∥ = 0. Теорему доведено. ♦

Зауважимо, що множина чисел η = π/T , для яких рiвняння (4.67) має

розв’язки в цiлих числах k0, k1, . . . , kp, k̃ ∈ K, є злiченною, тобто мiра Лебега

i розмiрнiсть Хаусдорфа цiєї множини рiвнi нулю.

Припустимо, що задача (4.59), (4.60) не може мати двох рiзних розв’язкiв

iз простору Hq (Dp), r ≥ 2n. Тодi для кожного вектора k̃, k̃ ∈ K, система
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рiвнянь (4.66) має єдиний розв’язок, який визначають формули

uk̃j =
m∑
q=1

∆qj(k̃, ω)

∆(k̃, ω)
fk̃q, j ∈ {1, . . . ,m} , (4.70)

де ∆qj(k̃, ω) – алгебричне доповнення елемента, який стоїть на перетинi q-го

рядка та j-го стовпця у визначнику ∆(k̃, ω); при цьому

|∆qj(k̃, ω)| ≤ c20|k̃|2n(m−1), q, j ∈ {1, . . . ,m} , k̃ ∈ K, (4.71)

де стала c20 > 0 не залежить вiд k̃.

З рiвностей (4.65) i (4.70) випливає, що компоненти формального

розв’язку u (t, x) задачi (4.59), (4.60) зображають формули

uj(t, x)=
∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

m∑
q=1

∆qj(k̃, ω)

∆(k̃, ω)
fk̃qsin ((k0+1/2) tπ/T )exp(ik, x), j∈{1, . . . ,m} .

(4.72)

Питання про iснування розв’язку задачi (4.59), (4.60) у шкалi просторiв

Hr (Dp), r ∈ Z+, пов’язане з проблемою малих знаменникiв, бо величина

|∆(k̃, ω)|, будучи вiдмiнною вiд нуля, може ставати як завгодно малою для

нескiнченної множини векторiв k̃, k̃ ∈ K.

Теорема 4.5. Нехай iснує така стала α ∈ R+, що для всiх (крiм

скiнченної кiлькостi) векторiв k̃, k̃ ∈ K, справджується нерiвнiсть

|∆(k̃, ω)| > |k̃|−α. (4.73)

Якщо f∈Hr+γ (Dp), γ=α+2n (m− 1), то iснує розв’язок u

задачi (4.59), (4.60) з простору Hr (Dp); його компоненти

визначають формули (4.72). Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥u;Hr (Dp)
∥∥2≤c20m

∥∥f ;Hr+α+2n(m−1)(D
p)
∥∥2.

Доведення. Iз формул (4.72), враховуючи оцiнки (4.71) i (4.73),

отримуємо таку оцiнку для норми розв’язку задачi (4.59), (4.60):

∥∥u;Hr (Dp)
∥∥2

=
m∑
j=1

‖uj;Hr (Dp)‖2 := 2p−1Tπp
m∑
j=1

∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

(
1+|k̃|2

)r ∣∣∣uk̃j∣∣∣2 =
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= 2p−1Tπp
m∑
j=1

∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

(
1 + |k̃|2

)r ∣∣∣∣∣
m∑
q=1

∆qj(k̃, ω)

∆(k̃, ω)
fk̃q

∣∣∣∣∣
2

≤

≤ c202
p−1Tπp

m∑
j=1

∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

(
1 + |k̃|2

)r m∑
q=1

|k̃|2α+4n(m−1)
∣∣∣fk̃q∣∣∣2 ≤

≤ c20m2p−1Tπp
m∑
q=1

∞∑
k0=0

∑
|k|≥0

(
1 + |k̃|2

)r+α+2n(m−1) ∣∣∣fk̃q∣∣∣2 =

= c20m
m∑
q=1

∥∥fq;Hr+α+2n(m−1) (Dp)
∥∥2

= c20m
∥∥f ;Hr+α+2n(m−1) (Dp)

∥∥2
. (4.74)

З оцiнки (4.74) випливає доведення теореми. ♦

Дослiдимо можливiсть виконання оцiнки (4.73).

Лема 4.8. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел ω

нерiвнiсть ∣∣∣∆(k̃, ω)
∣∣∣ < h−pmn−ε, (4.75)

де h = max
j∈{0,...,p}

{ |kj| }, 0 < ε < 1, має не бiльше нiж скiнченну кiлькiсть

розв’язкiв у цiлих числах k0, k1, . . . , kp, k̃ ∈ K.

Доведення виконуємо за схемою доведення теореми 2 з працi [7].

З леми 4. 8 i того, що за вiдображення η2→η множина з нульовою мiрою

Лебега переходить знов у множину нульової мiри, випливає таке твердження.

Наслiдок 4.3. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел η =

π/T нерiвнiсть (4.73) справджується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)

векторiв k̃, k̃ ∈ K, якщо α > nmp.

З теореми 4.5, наслiдку 4.3 та неперервностi функцiї y (T ) = 1/T при

T > 0 випливає така теорема.

Теорема 4.6. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T

iснує розв’язок задачi (4.59), (4.60) з простору Hr (Dp), r ≥ 2n, якщо

f ∈ Hr+γ (Dp), де γ > n (m (p+ 2)− 2). Цей розв’язок неперервно залежить

вiд вектор-функцiї f (t, x). Його компоненти визначають формули (4.72).
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Позначимо через C
r (
D
p) простiр вектор-функцiй

υ (t, x) = (υ1 (t, x) , . . . , υm (t, x)), для яких υj ∈ Cr
(
D
p), j ∈ {1, . . . ,m}.

Зауваження 4.2. Виходячи з формул (4.72), легко показати, що

якщо f ∈ C̄r
(
Dp
)
, де r = (p+ 2) (mn+ 1), причому для всiх x ∈ Ωp

∂2(g−1)fj (t, x)

∂t2(g−1)

∣∣∣∣
t=0

= 0, g ∈ {1, . . . , [(r + 1) /2]}, ∂
2g−1fj (t, x)

∂t2g−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, g ∈

{1, . . . , [(r − 1) /2]}, j ∈ {1, . . . ,m}, то для майже всiх (стосовно мiри

Лебега в R) чисел η = π/T iснує розв’язок задачi (4.59), (4.60) з простору

C̄2n(Dp), який неперервно залежить вiд вектор-функцiї f .

Зауважимо, що при α > mnp потужнiсть множини Aα (мiри нуль) тих

чисел ω, для яких нерiвнiсть

|∆(k̃, ω)| < h−α, h = max
j∈{0,...,p}

{|kj|} , (4.76)

має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах k0, k1, . . . , kp, k̃ ∈ K,

зменшується iз ростом α. Однак це не вiдображається у термiнах мiри Лебега.

Щоб розрiзняти такi множини за рiзних значень α, застосуємо поняття

розмiрностi Хаусдорфа [8,122]. Справедливе таке твердження.

Теорема 4.7. Якщо mnp < α < 2mnp, то нерiвнiсть (4.76) має

нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах k0, k1, . . . , kp, k̃ ∈ K,

для множини дiйсних чисел ω, розмiрнiсть Хаусдорфа якої не перевищує

mnp/α; якщо α ≥ 2mnp, то нерiвнiсть (4.76) має нескiнченну кiлькiсть

розв’язкiв у цiлих числах k0, k1, . . . , kp, k̃ ∈K, для множини дiйсних чисел

ω, розмiрнiсть Хаусдорфа якої не перевищує mn (p+ 1) / (α + 2mn).

Доведення виконуємо за схемою доведення теореми 4 з працi [7].

Iз леми 4.8 i теорем 4.6 та 4.7 випливає, що, збiльшуючи гладкiсть функцiї

f , можна забезпечити розв’язнiсть задачi (4.59), (4.60) для кожної областiDp,

крiм множини, розмiрнiсть Хаусдорфа якої не перевищує як завгодно малого

наперед заданого числа ε > 0.
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Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi дисертацiї встановлено умови коректної

розв’язностi у рiзних функцiйних просторах задач з умовами Дiрiхле-

Неймана за змiнною t та умовами 2π-перiодичностi за змiнними x1, . . . , xp

для загальних (без обмеження на тип) лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь

iз частинними похiдними високого порядку зi сталими коефiцiєнтами,

iзотропних вiдносно порядку диференцiювання за всiма незалежними

змiнними.

Доведено метричнi твердження про оцiнки знизу малих знаменникiв, з

яких випливає однозначна розв’язнiсть дослiджуваних задач для майже всiх

(стосовно мiри Лебега) параметрiв областi та для майже всiх коефiцiєнтiв

рiвнянь.

У випадку задач для одного рiвняння розв’язки побудовано у виглядi

рядiв за системою ортогональних функцiй змiнних x1, . . . , xp, а у випадку

задачi для системи рiвнянь – у виглядi ряду за системою ортогональних

функцiй змiнних t, x1, . . . , xp.

Основнi результати роздiлу опублiковано в роботах [86,89].
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РОЗДIЛ 5

ЗАДАЧА ДIРIХЛЕ-НЕЙМАНА ДЛЯ ЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ З

ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ У НЕОБМЕЖЕНИХ ЗА

ПРОСТОРОВИМИ ЗМIННИМИ ОБЛАСТЯХ

У даному роздiлi дослiджено умови однозначної розв’язностi у рiзних

функцiйних просторах задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для

лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними у необмежених за просторовими

змiнними областях.

У першому пiдроздiлi розглянуто задачу Дiрiхле-Неймана для

гiперболiчних рiвнянь високого порядку зi сталими коефiцiєнтами у

смузi за умови майже перiодичностi шуканого розв’язку за просторовою

змiнною або за певних умов щодо поведiнки розв’язку на нескiнченностi (за

просторовою змiнною).

У другому пiдроздiлi дослiджено задачу Дiрiхле-Неймана за часовою

змiнною для рiвняння вiльних коливань безмежної струни з додатковою

умовою Дiрiхле або Неймана у внутрiшнiй точцi часового iнтервалу.

У третьому пiдроздiлi у багатовимiрному безмежному шарi розглянуто

задачу з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi для

еволюцiйного рiвняння високого порядку, що мiстить псевдодиференцiальнi

оператори за просторовими змiнними з аналiтичними символами.
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5.1. Гiперболiчнi рiвняння високого порядку зi сталими

коефiцiєнтами

5.1.1. Iснування єдиного розв’язку у класi функцiй, якi є

майже перiодичними за просторовою змiнною .

а) В областi Q1 розглянемо задачу

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x) :=

n∑
s=0

as
∂2nu (t, x)

∂t2n−2s∂x2s
= f (t, x) , (5.1)

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

= ϕr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕn+r (x) , r ∈ {1, . . . , n} ,

(5.2)

де as ∈ R, s ∈ {0, 1, . . . , n}, a0 = 1. Припустимо, що рiвняння (5.1) є строго

гiперболiчним за Петровським, тобто всi коренi рiвняння

n∑
s=0

asλ
2(n−s) = 0 (5.3)

є дiйсними та рiзними, а отже, i вiдмiнними вiд нуля.

Зауважимо, що задача (5.1), (5.2) (як i задача Дiрiхле) у смузi Q1,

взагалi, не буде коректною, якщо на її розв’язок не накласти певнi додатковi

обмеження (див. [80, гл. 2; гл. 3], [86, 97]). Такими обмеженнями у цьому

пiдпунктi є умови майже перiодичностi за змiнною x.

Дослiдимо питання однозначної розв’язностi задачi (5.1), (5.2) у класi

функцiй, майже перiодичних за змiнною x, iз заданим спектром

M = {µk ∈ R : µ−k = −µk, µ0 = 0, d1 |k |σ ≤ |µk | ≤ d2 |k |σ ,

σ > 0, d2 ≥ d1 > 0, k ∈ Z}.

Введемо такi позначення для функцiй, майже перiодичних за змiнною

x: TM – простiр тригонометричних полiномiв v(x) =
∑
|k |≤N vk exp (iµkx),

N ∈ Z+, µk ∈ M ; T ′M – простiр антилiнiйних неперервних функцiоналiв над

TM ; послiдовнiсть gq ∈ T ′M збiгається до g ∈ T ′M , якщо 〈gq, v〉 →
q→∞
〈g, v〉 для
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довiльного v ∈ TM , де 〈g, v〉 позначає дiю функцiонала g ∈ T ′M на елемент

v ∈ TM ; якщо v ∈ TM , то елемент gv ∈ T ′M , який вiдповiдає елементу v,

визначається як 〈gv, z〉 = lim
h→∞

1

h

∫ h

0

v (x) z(x)dx для довiльного z ∈ TM ; для

довiльної функцiї g ∈ T ′M нерiвнiсть 〈g, exp (iµkx)〉 6= 0 справджується не

бiльше, нiж для злiченної кiлькостi значень µk ∈M ; ряд
∑∞

k=−∞ gk exp (iµkx),

де gk = 〈g, exp (iµkx)〉, називається рядом Фур’є функцiї g ∈ T ′M ;

Cp([0, T ], T ′M) – простiр функцiй v(t, x) =
∑
|k |≥0 vk(t) exp (iµkx), µk ∈ M ,

vk(t) ∈ Cp([0, T ]), таких, що
∂jv

∂tj
∈ T ′M , j ∈ {0, 1, . . . , p}, при кожному

фiксованому t ∈ [0, T ]; HM
q (R), q ∈ R, – простiр, отриманий шляхом

поповнення простору TM за нормою
∥∥v;HM

q (R)
∥∥2

:=
∑∞

k=−∞(1 + µ2
k)
q |vk|2;

Cr([0, T ], HM
q (R)), q ∈ R, r ∈ Z+, – простiр функцiй v(t, x) таких, що для

кожного t ∈ [0, T ] функцiї
∂jv(t, x)

∂tj
, j ∈ {0, 1, . . . , r}, належать простору

HM
q−j(R) i є неперервними за t у нормi HM

q (R),
∥∥v;Cr([0, T ], HM

q (R)
∥∥ :=∑r

j=0 max
0≤t≤T

∥∥∂jv/∂tj;HM
q−j(R)

∥∥ .
Нехай

ϕj(x) ∈ T ′M , f(t, x) ∈ C([0, T ], T ′M), f(t, x) =
∞∑

k=−∞

fk(t) exp(iµkx),

ϕj(x) =
∞∑

k=−∞

ϕjk exp (iµkx), j ∈ {1, . . . , 2n}, (5.4)

де

fk(t) = lim
h→∞

1

h

∫ h

0

f(t, x) exp (− iµkx) dx,

ϕjk = lim
h→∞

1

h

∫ h

0

ϕj(x) exp (− iµkx) dx, j ∈ {1, . . . , 2n}.

Означення розв’язку задачi (5.1), (5.2) з простору C2n([0, T ], T ′M) є

аналогiчним до означення 3.1.

Майже перiодичний за x зi спектром M розв’язок задачi (5.1), (5.2)

шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

uk(t) exp (iµkx). (5.5)
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Кожна з функцiй uk(t), k ∈ Z, у (5.5) є розв’язком крайової задачi

n∑
s=0

as(iµk)
2sd

2(n−s)uk(t)

dt2(n−s) = fk(t), (5.6)

u
(2r−2)
k (0) = ϕrk, u

(2r−1)
k (T ) = ϕn+r,k, r ∈ {1, . . . , n}. (5.7)

Характеристичний визначник задачi (5.6), (5.7) для кожного µk ∈M\{0}

обчислюється за формулою

∆(µk, T ) = (− 2)n
∏

1≤s<l≤n

µ4
k(λ

2
s − λ2

l )
2

n∏
j=1

((iµkλj) cos (µkλjT )), (5.8)

де λ1, . . . , λn – додатнi коренi рiвняння (5.3), а ∆(0, T ) визначається

формулою

∆(0, T ) = 1!2! . . . (2n− 1)!. (5.9)

Задача (5.6), (5.7) для кожного µk ∈ M не може мати двох рiзних

розв’язкiв тодi й лише тодi, коли ∆(µk, T ) 6= 0. На пiдставi (5.9) i (5.8)

отримуємо таке твердження.

Теорема 5.1. Для єдиностi розв’язку задачi (5.1), (5.2) у просторi

C2n([0, T ], T ′M) необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови

(∀µk ∈M\{0}, ∀m ∈ Z)
λjT

π
6= 2m+ 1

2µk
, j ∈ {1, . . . , n}. (5.10)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 3.1. ♦

Надалi будемо вважати, що справджується умова (5.10). Тодi розв’язок

задачi (5.1), (5.2) з простору C2n([0, T ],T′M) зображується формулою

u(t, x) =
∞∑

k=−∞

(
vk(t) +

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

)
exp(iµkx),

у якiй v0(t) i G0(t, τ) визначаються формулами (3.16) (див. роздiл 3), а

vk(t) =
n∑

q,j=1

S
(q)
n−j

ϕjkλqµk cos (λqµk(T − t)) + ϕn+j,k sin (λqµkt)

2(− 1)n+jλqµ
2n−1
k cos (µkλjT )

∏n
s=1,s6=q(λ

2
s − λ2

q)
, k ∈ Z\{0},
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Gk(t, τ) =
sgn(t− τ)

4

n∑
q=1

(eiλqµk(t−τ) + (−1)ne−iλqµk(t−τ))×

×

iλqµ2n−1
k

n∏
s=1,s6=q

(λ2
s − λ2

q)

−1

+
1

8

n∑
r,q,s=1

(−1)qiS
(q)
n−rλ

2r−3
s µ2r−2n+1

k ×

×

λq n∏
`=1, 6̀=q

(λ2
` − λ2

q)
n∏

h=1,h6=s

(λ2
h − λ2

s) cos(µkλqT )

−1

×

×{λq((−1)n−1eiλsµkτ − e−iλsµkτ)(eiλqµk(T−t)+

+(− 1)ne−iλqµk(T−t)) + λs((−1)neiλqµkt − e−iλqµkt)×

×(eiλsµk(T−τ) + (− 1)n−1e−iλsµk(T−τ))}, k ∈ Z\{0}.

Аналогiчно, як у пунктi 3.1.1, доводимо наступне твердження.

Теорема 5.2. Нехай справджуються умови (5.10). Якщо

f ∈ C([0, T ],T′M) (C([0, T ], TM)), ϕj ∈ T ′M (TM), j ∈ {1, . . . , 2n}, то

iснує єдиний розв’язок задачi (5.1), (5.2) з простору C2n([0, T ], T ′M)

(C2n([0, T ], TM)).

Лема 5.1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел T оцiнки

| cos (λjµkT )| ≥ c1 |k|−α1, де α1 > 1, j ∈ {1, . . . , n}, виконуються для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z\{0}.

Доведення. Враховуючи елементарну нерiвнiсть (2.12), отримуємо

|cos(λjµkT )| = |sin |λjµkT − π/2−mj(k)π|| ≥

≥ 2

π
|k|σ Tλj

∣∣∣∣ µk|k|σ − (2mj(k) + 1)π/(2λjT )

|k|σ
∣∣∣∣ , (5.11)

j ∈ {1, . . . , n}, а mj(k) ∈ Z таке, що |λjµkT − π/2−mj(k)π | ≤ π/2.

Iз асимптотики спектраM , оцiнок (5.11), леми 2.2 i неперервностi функцiї

y(T ) = 1/T при T > 0 випливає, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега в

R) чисел βj = λjT/π, j ∈ {1, . . . , n}, нерiвностi

|cos(λjµkT )| ≥ c1

|k|1+ε
, c1 =

2λjT

π
, 0 < ε < 1,
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справджуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z\{0}.

Зi сказаного вище, враховуючи те, що при вiдображеннях βj → βjπ/λj,

j ∈ {1, . . . , n}, множина з нульовою мiрою Лебега переходить знову у

множину нульової мiри, а також те, що об’єднання скiнченої кiлькостi

множин мiри нуль є множиною мiри нуль, випливає доведення леми. ♦

Теорема 5.3. Якщо f ∈ C([0, T ], HM
q+1−2n+(1+ε)/σ(R)), ϕs ∈ HM

q+(1+ε)/σ(R),

ϕn+s ∈ HM
q−1+(1+ε)/σ(R), s ∈ {1, . . . , n}, ε > 0, то для майже всiх (стосовно

мiри Лебега в R) чисел T iснує єдиний розв’язок задачi (3.1), (3.2) з простору

C2n([0, T ], HM
q (R)). Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй f та

ϕs, s ∈ {1, . . . , 2n}.

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 3.3. ♦

б) Розглянемо задачу з умовами (5.2) для рiвняння

n∏
j=1

[
∂2

∂t2
−
(
aj
∂

∂x
+ bj

)2
]
u(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ Q1, (5.12)

де bj ∈ R, aj > 0, aj 6= a`, j 6= `, j, ` ∈ {1, . . . , n}, а функцiї f та ϕj,

j ∈ {1, . . . , 2n}, визначаються формулами (5.4).

Розв’язок задачi (5.2), (5.12) з простору C2n([0, T ], T ′M) шукаємо у виглядi

ряду (5.5), де кожна з функцiй uk(t), k ∈ Z, є розв’язком крайової задачi з

умовами (5.7) для рiвняння

n∏
j=1

[
d2

dt2
− (bj + iµkaj)

2

]
uk(t) = fk(t). (5.13)

Розв’язавши для кожного k ∈ Z задачу (5.7), (5.13), для розв’язку задачi

(5.2), (5.12) з простору C2n([0, T ], T ′M) отримуємо таку формулу:

u(t, x) = u0(t) +
∞∑

k=−∞

(
n∑

q,j=1

(−1)n+j

γq(eγqT + e−γqT )
n∏

s=1,s6=q

(γ2
q − γ2

s)

−1

×

×S(q)
n−j

(
ϕjkγq

(
eγq(T−t) + e−γq(T−t)

)
+ ϕn+j,k

(
eγqt − e−γqt

))
+
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+

∫ T

0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

)
exp(iµkx), (5.14)

де u0(t) – розв’язок задачi (5.7), (5.13) при k = 0 (припускаємо, що вiн єдиний

i iснує); γj := γj(µk) = bj + iµkaj, j ∈ {1, . . . , n}; S(q)
` , ` ∈ {1, . . . , n − 1}, –

сума всiх можливих добуткiв елементiв γ2
1 , . . ., γ2

q−1, γ
2
q+1, . . . , γ

2
n, узятих по

` штук у кожному добутку; S(q)
0 ≡ 1;

Gk(t, τ) =
sgn(t− τ)

4

n∑
q=1

(eγq(t−τ)(−1)ne−γq(t−τ))

γq n∏
s=1,s6=q

(γ2
q − γ2

s)

−1

+

+
1

4

n∑
s,r,q=1

(−1)r+qS
(q)
n−rγ

2r−3
s

γq n∏
`=1, 6̀=q

(γ2
q−γ2

` )
n∏

h=1,h6=s

(γ2
s−γ2

h)(e
γqT +e−γqT )

−1

×

×(γq((−1)n−1eγsτ − e−γsτ)(eγq(T−t) + (− 1)ne−γq(T−t))+

+γs((− 1)neγqt − e−γqt)(eγs(T−τ) + (− 1)n−1e−γs(T−τ))), k ∈ Z\{0}. (5.15)

Твердження 5.1. Для єдиностi розв’язку задачi (5.2), (5.12) у просторi

C2n([0, T ], T ′M) необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови

(∀µk ∈M\{0}, ∀m ∈ Z) (bj + iµkaj)T 6= iπ(m+ 1/2), j ∈ {1, . . . , n}.

Теореми iснування розв’язку задачi (5.2), (5.12) у просторах

C2n([0, T ], T ′M) та C2n([0, T ], HM
q (R)) формулюються аналогiчно до теорем

3.5, 3.6.

5.1.2. Однозначна розв’язнiсть у класах цiлих функцiй .

а) В областi Q1 розглянемо задачу (5.1), (5.2). Припустимо, що рiвняння

(5.1) є строго гiперболiчним за Петровським, тобто всi коренi рiвняння

n∑
s=0

asλ
2n−2s = 0 (5.16)

є дiйсними та рiзними, а отже, i вiдмiнними вiд нуля. Нехай λj, j ∈ {1, . . . , n} ,

— додатнi коренi рiвняння (5.16), причому λ1 < λ2 < · · · < λn.
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Поряд iз задачею (5.1), (5.2) розглядатимемо вiдповiдну їй однорiдну

задачу

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x) = 0, (5.17)

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, . . . , n} . (5.18)

Розв’язок неоднорiдної задачi (5.1), (5.2), якщо вiн iснує, не завжди буде

єдиним. Наприклад, однорiдна задача(
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

)
u(t, x) = 0, u|t=0 =

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=T

= 0

має нетривiальнi розв’язки u(t, x) = sin
(2k + 1)πt

2T
sin

(2k + 1)πx

2T
, де k ∈ Z,

тому вiдповiдна неоднорiдна задача не може мати єдиного розв’язку.

Розв’язок задачi (5.1), (5.2) зобразимо у виглядi суми

u (t, x) = v (t, x) + w (t, x) , (5.19)

де v (t, x) — розв’язок задачi (5.1), (5.18), а w (t, x) — розв’язок задачi (5.17),

(5.2).

Дослiдимо спочатку задачу (5.17), (5.2). Розглянемо звичайне диференцi-

альне рiвняння

L

(
d

dt
, ν

)
T (t, ν) = 0, (5.20)

яке одержуємо з (5.17) формальною замiною
∂

∂x
на ν, де ν — деякий

параметр, ν ∈ C.

Випадок ν 6= 0. Фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (5.20) є

такою:
{

exp (νλjt) , exp (−νλjt) , j ∈ {1, . . . , n}
}
.

Загальний розв’язок рiвняння (5.20) визначає формула

T (t, ν) =
n∑
l=1

(Cl(ν) exp (νλlt) + Cn+l(ν) exp (−νλlt)) ,

де Cl(ν), l ∈ {1, . . . , 2n}, — довiльнi функцiї параметра ν.



104

Знайдемо розв’язки T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, рiвняння (5.20), якi

задовольняють умови

d2r−2T̃j

dt2r−2

∣∣∣∣∣
t=0

= δr,j,
d2r−1T̃j

dt2r−1

∣∣∣∣∣
t=T

= δn+r,j, r ∈ {1, . . . , n} . (5.21)

Цi розв’язки зображаємо формулами

T̃j (t, ν) =
n∑
l=1

{Cj,l(ν) exp (νλlt) + Cj,n+l(ν) exp (−νλlt)} , j ∈ {1, . . . , 2n} ,

де Cj,l := Cj,l(ν), j, l ∈ {1, ..., 2n} , — функцiї параметра ν, якi визначаємо зi

системи лiнiйних алгебричних рiвнянь
n∑
l=1

{Cj,l + Cj,n+l} (νλl)
2r−2 = δr,j,

n∑
l=1

{Cj,l exp [νλlT ]− Cj,n+l exp (−νλlT )} (νλl)
2r−1 = δn+r,j,

r ∈ {1, . . . , n} .

(5.22)

Головний визначник ∆ (T, ν) системи (5.22) є визначником матрицi

1 · · · 1 1 . . . 1

(νλ1)
2 . . . (νλn)

2 (νλ1)
2 . . . (νλn)

2

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(νλ1)
2(n−1) . . . (νλn)

2(n−1) (νλ1)
2(n−1) . . . (νλn)

2(n−1)

νλ1e
νλ1T . . . νλne

νλnT −νλ1e
−νλ1T . . . −νλTe−νλnT

(νλ1)
3eνλ1T . . . (νλn)

3eνλnT −(νλ1)
3e−νλ1T . . . −(νλn)

3e−νλnT

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

(νλ1)
2n−1eνλ1T . . . (νλn)

2n−1eνλnT −(νλ1)
2n−1e−νλ1T . . . −(νλn)

2n−1e−νλnT


i обчислюється за формулою

∆ (T, ν) = (−2)nν2n2−n
∏

1≤s<l≤n

(
λ2
s − λ2

l

)2
n∏
j=1

(λj ch (νλjT )) . (5.23)

Запишемо множину M тих значень ν, при яких визначник ∆ (T, ν)

перетворюється в нуль, тобто

M =

{
(2m+ 1) π

2λjT
i, m ∈ Z, i =

√
−1, j ∈ {1, . . . , n}

}
. (5.24)
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Для всiх ν ∈ C\M система рiвнянь (5.22) має єдиний розв’язок, i ми

отримуємо такi розв’язки задач (5.20), (5.21):

T̃j (t, ν) =
n∑
l=1

(
∆j,l (T, ν)

∆ (T, ν)
exp (νλlt) +

∆j,n+l (T, ν)

∆ (T, ν)
exp (−νλlt)

)
,

де ∆j,l (T, ν), j, l ∈ {1, ..., 2n}, — алгебричне доповнення елемента, який стоїть

на перетинi j-го рядка та l-го стовпця у визначнику ∆ (T, ν).

Спростивши вирази, отримуємо, що для всiх ν ∈ C\M шуканi розв’язки

задач (5.20), (5.21) T̃j (t, ν) , T̃n+j (t, ν) , j ∈ {1, . . . , n} , набувають вигляду

T̃j (t, ν) =
n∑
l=1

(−1)n+j S
(l)
n−j ch (νλl (T − t))

ν2n−2 ch (νλlT )
n∏

s=1,s6=l
(λ2

l − λ2
s)
,

T̃n+j (t, ν) =
n∑
l=1

(−1)n+j S
(l)
n−j sh (νλlt)

ν2n−1λl ch (νλlT )
n∏

s=1,s6=l
(λ2

l − λ2
s)
,

(5.25)

де S(l)
q — сума всiх можливих добуткiв елементiв (νλ1)

2 , ..., (νλl−1)
2, (νλl+1)

2 ,

... , (νλn)
2, узятих по q ≥ 1 штук у кожному добутку, S(l)

0 ≡ 1, l ∈ {1, . . . , n}.

Випадок ν = 0. Рiвняння (5.20) набуває вигляду

d2nT(t, 0)

dt2n
= 0, (5.26)

а
{
tj−1, j ∈ {1, . . . , 2n}

}
є фундаментальною системою його розв’язкiв.

Розв’язки задачi (5.26), (5.21) є такими полiномами:

T̃j (t, 0) =
2n∑
l=1

Cj,lt
l−1, j ∈ {1, . . . , 2n} ,

де сталi Cj,l, j, l ∈ {1, ..., 2n} , для кожного j ∈ {1, . . . , 2n} визначаються зi

системи лiнiйних алгебричних рiвнянь
Cj,2r−1(2r − 2)! = δr,j,
2n∑
l=2r

Cj,l
(l − 1)!

(l − 2r)!
T l−2r = δn+r,j,

r ∈ {1, . . . , n} , (5.27)
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з головним визначником ∆(T ) вигляду∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 · · · 0

0 1 2T · · · (n−1)T n−2 · · · (2n−1)T 2n−2

0 0 2 · 1 · · · 0 · · · 0

0 0 0 · · · (n−1)(n−2)(n−3)T n−4 · · · (2n−1)(2n−2)(2n−3)T 2n−4

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · (n−1)(n−2) · · · 3 · 2 · 1 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · 0 · · · (2n−1)(2n−2) · · · 3 · 2 · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

,

який обчислюється за формулою ∆(T ) = 1! 2! · · · (2n− 1)!.

Розв’язуючи систему (5.27), знаходимо шуканi функцiї:

T̃j(t, 0) =
2n∑
l=1

∆j,l (T )

∆ (T )
tl−1, j ∈ {1, . . . , 2n} , (5.28)

де ∆j,l (T ), j, l ∈ {1, ..., 2n}, — алгебричне доповнення елемента, який стоїть

на перетинi j-го рядка та l-го стовпця у визначнику ∆ (T ).

Зауваження 5.1. Формули (5.28) можна одержати з (5.25) шляхом

граничного переходу при ν→0. Надалi вважатимемо, що параметр ν може

набувати довiльного значення з множини C\M i на цiй множинi визначенi

функцiї T̃1(t, · ), . . . , T̃2n(t, · ) формулами (5.25).

Позначимо черезA1,d клас цiлих функцiй, порядок яких не перевищує оди-

ницi, причому функцiї першого порядку мають тип менший, нiж d, d > 0, а

через Ad позначимо клас цiлих функцiй g(t, x), якi для кожного фiксованого

t ∈ [0, T ] належать класу A1,d.

Для встановлення класу однозначної розв’язностi задачi (5.17), (5.2) нам

знадобиться наступне твердження.

Лема 5.2. Нехай P (z) — аналiтична функцiя в крузi

Bd = {z ∈ C : |z| < d}, а f(z) належить класу A1,d. Тодi P
(
d
dz

)
f(z)

належить класу A1,d.
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Доведення. Якщо P (z) =
∑
s≥0

asz
s — довiльна аналiтична в Bd функ-

цiя, то функцiя P̃ (z) =
∑
s≥0
|as|zs також є аналiтичною в Bd. Оскiльки цiла

функцiя f(z) =
∑
r≥0

brz
r належить класу A1,d, то

∀d1 ∈ (0, d) ∃N ∈ N ∀r > N |br| < dr1/r!.

Зобразимо дiю виразу P
(
d
dz

)
на f(z) у виглядi P

(
d
dz

)
f(z) = M1(z) +

M2(z), де M1(z) =
∑

0≤r≤N
arf

(r)(z), M2(z) =
∑
r>N

arf
(r)(z).

Функцiя M1(z) належить класу A1,d як дiя диференцiального полiнома

на f(z) з класу A1,d. Покажемо, що функцiя M2(z) також належить класу

A1,d. Оцiнимо зверху за модулем коефiцiєнти cs, s ≥ 0, степеневого ряду

M2(z)=
∑
s≥0

csz
s, що обчислюються [50] за формулами cs=

∑
r>N

arbr+s
(r+s)!
s! , s≥0:

|cs|≤
∑
r>N

|ar||br+s|
(r + s)!

s!
≤
∑
r>N

|ar|
dr+s1

(r + s)!

(r + s)!

s!
=
∑
r>N

|ar|dr1
ds1
s!

= P̃ (d1)
ds1
s!
.

Оскiльки |cs| ≤ P̃ (d1)
ds1
s! для довiльного s ≥ 0, то функцiяM2(z) належить

класу A1,d. Отже, функцiя P
(
d
dz

)
f(z) як сума цiлих функцiй з класу A1,d є

цiлою функцiєю з цього ж класу. Лему доведено. ♦

Теорема 5.4. Нехай ϕr ∈ A1,d, r ∈ {1, . . . , 2n}, де d = π (2Tλn)
−1 . Тодi

у класi цiлих функцiй Ad, iснує єдиний розв’язок задачi (5.17), (5.2), який

можна подати у виглядi

w (t, x) =
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

, (5.29)

де T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, — функцiї вигляду (5.25).

Доведення. Диференцiальнi вирази ϕr
(
∂
∂ν

)
, r∈{1, . . . , 2n},

нескiнченного порядку визначимо шляхом замiни x на ∂
∂ν у рядах Маклорена

для функцiй ϕr (x), r∈{1, . . . , 2n}. Тодi вираз (5.29) є деяким рядом. Цей

ряд визначає цiлу функцiю w (t, x), яка є цiлою функцiєю за змiнною t i для

кожного фiксованого t ∈ [0, T ] належить класу A1,d, що випливає з рiвностей

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃j (t, ν) exp (νx)

} ∣∣∣
ν=0

= T̃j

(
t,
∂

∂x

)
ϕj(x), j ∈ {1, . . . , 2n},

та леми 1. Отже, w ∈ Ad.
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Покажемо тепер, що функцiя (5.29) є розв’язком задачi (5.17), (5.2) i у

класi Ad не iснує iнших розв’язкiв.

Доведемо, що функцiя (5.29) задовольняє рiвняння (5.17). З того, що

функцiї (5.25) є розв’язками рiвняння (5.20), випливає

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
w (t, x) = L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

) 2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

)
L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

){
T̃j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
exp (νx)L

(
d

dt
, ν

)
T̃j (t, ν)

}∣∣∣∣∣
ν=0

= 0.

Враховуючи, що функцiї (5.25) задовольняють умови (5.21), i що

для цiлих функцiй ϕj(x), j ∈ {1, . . . , 2n} , справджуються рiвностi

ϕj
(
∂
∂ν

)
{exp (νx)}|ν=0 = ϕj(x), j ∈ {1, . . . , 2n} , отримуємо

∂2r−2w

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
∂2r−2

∂t2r−2

 2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

∣∣∣∣∣∣
t=0

=

=
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){[
∂2r−2

∂t2r−2
T̃j (t, ν)

]∣∣∣∣
t=0

exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

=
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

)
{δr,j exp (νx)}

∣∣∣∣∣
ν=0

=
2n∑
j=1

δr,jϕj(x) = ϕr(x), r ∈ {1, . . . , n} .

Подiбно доводимо, що функцiя (5.29) задовольняє умови (5.2) у точцi t = T .

Застосовуючи методику працi [25] до задачi (5.1), (5.2), доводимо, що

задача (5.17), (5.2) не може мати двох рiзних розв’язкiв у класi функцiй, якi

для кожного t ∈ [0, T ] зростають на нескiнченностi не швидше, нiж exp (d |x|),

d = π (2Tλn)
−1. Позначимо цей клас функцiй через Ed.

Оскiльки Ad ⊂ Ed, то з вище сказаного випливає, що клас цiлих функцiй

Ad є класом однозначної розв’язностi задачi (5.17), (5.2). Теорему доведено.

♦
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Нехай KL — клас квазiполiномiв вигляду

ϕ (x) =
m∑
j=1

Qj (x) exp (αjx) , (5.30)

де αj ∈ L ⊆ C, αj 6= αk для j 6= k, j, k ∈ {1, . . . ,m}, m ∈ N, Qj (x),

j ∈ {1, . . . ,m}, — полiноми.

Зауважимо, що кожний квазiполiном ϕ (x) вигляду (5.30) визначає дифе-

ренцiальну операцiю
m∑
j=1

Qj

(
d
dν

)
скiнченного порядку на класi цiлих функцiй

Φ(ν), а саме ϕ
(
d
dν

)
Φ(ν) =

m∑
j=1

Qj

(
d
dν

)
Φ(ν + αj), зокрема,

ϕ

(
d

dν

)
Φ(ν)

∣∣∣∣
ν=0

=
m∑
j=1

Qj

(
d

dν

)
Φ(ν)

∣∣∣∣∣
ν=αj

. (5.31)

Позначимо через KC, L клас квазiполiномiв двох змiнних

f (t, x) =
m∑
j=1

N∑
l=1

Pl,j (t, x) exp (βlt+ αjx) ,

де Pl,j (t, x) — полiноми змiнних t та x, βl ∈ C, αj ∈ L, βl 6= βr для l 6= r,

l, r ∈ {1, . . . , N}, αk 6= αj для k 6= j, k, j ∈ {1, . . . ,m}, m,N ∈ N.

Теорема 5.5. Нехай ϕr ∈ KC\M , r ∈ {1, . . . , 2n}, де M — множина

(5.24). Тодi у класi квазiполiномiв KC,C\M iснує єдиний розв’язок задачi

(5.17), (5.2), який можна подати у виглядi (5.29).

Доведення. Згiдно з формулою (5.31) за умов теореми випливає,

що функцiє ϕj
(
∂
∂ν

){
T̃j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣
ν=0

, j ∈ {1, . . . , 2n}, належать до

KC, C\M . Оскiльки функцiя (5.29) задовольняє рiвняння (5.17) i умови (5.2),

то в класi KC, C\M вона є розв’язком задачi (5.17), (5.2).

Єдинiсть розв’язку задачi (5.17), (5.2) у парi класiв KC\M , KC, C\M

доведемо методом вiд супротивного. Припустимо, що для ϕr ∈ KC\M , r ∈

{1, . . . , 2n}, у класiKC, C\M iснує два розв’язки w1 (t, x), w2 (t, x) задачi (5.17),

(5.2) у смузi Q1; тодi їх можна подати у виглядi

w1 (t, x) =
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃1,j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

,
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w2 (t, x) =
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃2,j (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

,

де T̃1,j (t, ν), T̃2,j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, — деякi розв’язки рiвняння (5.20).

Рiзниця цих функцiй

w̃ (t, x)=w1 (t, x)−w2 (t, x)=
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){(
T̃1,j (t, ν)−T̃2,j (t, ν)

)
exp (νx)

}∣∣∣∣∣
ν=0

задовольняє у смузi Q1 рiвняння (5.17) i умови (5.18).

Оскiльки ϕr ∈ KC\M , r ∈ {1, . . . , 2n}, то згiдно з (5.31) квазiполiном

w̃ (t, x) належить до KC, C\M . Цей квазiполiном мiстить значення T̃1,r (t, ν)−

T̃2,r (t, ν), r ∈ {1, . . . , 2n}, та значення їх вiдповiдних похiдних за ν в точках

(t, ν), де ν ∈ C\M , t ∈ [0, T ]. Оскiльки T̃1,r (t, ν)−T̃2,r (t, ν), r ∈ {1, . . . , 2n},—

розв’язки рiвняння (5.20), якi задовольняють однорiднi умови (5.21), i ν ∈

C\M , то ∆(T, ν) 6= 0 i цi розв’язки є нульовими, тобто T̃1,r (t, ν)−T̃2,r (t, ν) ≡

0, r ∈ {1, . . . , 2n} , на [0, T ] × (C\M). Отже, w1(t, x) ≡ w2(t, x). Теорему

доведено. ♦

Розглянемо тепер задачу для неоднорiдного рiвняння та однорiдних

умов. Нехай
{

Tk(t, ν), k ∈ {0, . . . , 2n − 1}
}

— нормальна в точцi t = 0

фундаментальна система розв’язкiв рiвняння (5.20). Розглянемо визначену

на множинi [0, T ]× C2 функцiю

Φ (t, λ, ν) =

exp (λt)−
2n−1∑
k=0

λkTk (t, ν)

L (λ, ν)
, (5.32)

яка є розв’язком задачi Кошi

L

(
d

dt
, ν

)
Φ = exp (λt) ,

dkΦ

dtk

∣∣∣∣
t=0

= 0, k ∈ {0, . . . , 2n− 1}, (5.33)

та визначену на [0, T ]× C× (C \M) функцiю

F (t, λ, ν) =

exp (λt)−
n∑
j=1

λ2j−2T̃j (t, ν)− exp (λh)
n∑
j=1

λ2j−1T̃n+j (t, ν)

L (λ, ν)
,

(5.34)
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де T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, — функцiї (5.25).

Лема 5.3. Функцiю F (t, λ, ν) можна подати у такому виглядi:

F (t, λ, ν) = Φ (t, λ, ν)−
n∑

m=1

d2m−1Φ

dt2m−1

∣∣∣∣
t=T

T̃n+m(t, ν). (5.35)

Доведення. Елементи нормальної фундаментальної системи розв’язкiв{
Tk(t, ν), k ∈ {0, . . . , 2n−1}

}
подамо у виглядi лiнiйної комбiнацiї елементiв

фундаментальної системи
{

T̃j(t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}
}
:

Tj(t, ν) =
n∑

m=1

(
cj,m(ν)T̃m(t, ν) + dj,m(ν)T̃n+m(t, ν)

)
, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}.

(5.36)

Визначимо коефiцiєнти cj,m(ν), dj,m(ν) на пiдставi умов (5.21):

d2r−2Tj

dt2r−2

∣∣∣∣
t=0

= δj,2r−2 =
n∑

m=1

cj,m(ν)δr,m = cj,r(ν),

d2r−1Tj

dt2r−1

∣∣∣∣
t=T

=
n∑

m=1

dj,m(ν)δn+r,n+m = dj,r(ν), r ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , 2n−1}.

Пiдставляючи знайденi значення коефiцiєнтiв cj,r(ν), dj,r(ν),

r ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {0, . . . , 2n − 1}, у вирази (5.36), одержуємо такi

спiввiдношення:

Tj(t, ν)=
n∑

m=1

(
δj,2m−2T̃m(t, ν)+T

(2m−1)
j (T, ν)T̃n+m(t, ν)

)
, j ∈ {0, . . . , 2n− 1}.

(5.37)

Домноживши обидвi частини рiвностi (5.37) на λj та пiдсумувавши за j,

одержуємо
2n−1∑
j=0

λjTj(t, ν) =
n∑

m=1

λ2m−2T̃m(t, ν) +
n∑

m=1

T̃n+m(t, ν)
2n−1∑
j=0

λjT
(2m−1)
j (T, ν).

(5.38)

Здiйснимо перетворення правої частини формули (5.35):

Φ (t, λ, ν)−
n∑

m=1

d2m−1Φ

dt2m−1

∣∣∣∣
t=T

T̃n+m(t, ν) =
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=

exp(λt)−
2n−1∑
j=0

λjTj(t, ν)

L(λ, ν)
−

n∑
m=1

λ2m−1exp(λh)−
2n−1∑
j=0

λjT
(2m−1)
j (T, ν)

L (λ, ν)
T̃n+m(t, ν)=

=

n∑
m=1

λ2m−2T̃m (t, ν) +
n∑

m=1
T̃n+m(t, ν)

2n−1∑
j=0

λjT
(2m−1)
j (T, ν)−

2n−1∑
j=0

λjTj (t, ν)

L (λ, ν)
+

+F (t, λ, ν) . (5.39)

Iз (5.39), на пiдставi формули (5.38), одержуємо рiвнiсть (5.35). Лему

доведено. ♦

Позначимо через AM
d клас цiлих функцiй g(t, x), якi для кожного

фiксованого t ∈ [0, T ] належать класу A1,d

⋃
KC\M .

Теорема 5.6. Нехай f (t, x) належить класу AM
d , де d = π (2Tλn)

−1, а

M — множина (5.24). Тодi у класi цiлих функцiй AM
d iснує єдиний розв’язок

задачi (5.1), (5.18), який можна подати у виглядi

v (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

, (5.40)

де функцiю F (t, λ, ν) визначає формула (5.34).

Доведення. Згiдно з теоремою Пуанкаре [106, с. 59] про аналiтичну

залежнiсть розв’язку задачi Кошi вiд параметрiв, функцiя Φ (t, λ, ν), яка

визначена рiвнiстю (5.32), як розв’язок задачi (5.33) є цiлою стосовно λ i

ν. З леми 5.3 випливає, що F (t, λ, ν) — мероморфна стосовно ν функцiя,

полюсами якої є точки множини M , а стосовно λ — цiла функцiя першого

порядку скiнченного типу. За цiлою функцiєю f(t, x) визначаємо диферен-

цiальний вираз нескiнченного порядку f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

)
шляхом формальної замiни

t на ∂
∂λ , а x на ∂

∂ν у рядi Маклорена для функцiї f(t, x). Тодi вираз (5.40) є

деяким рядом, що визначає цiлу функцiю v (t, x), яка є цiлою за змiнною t, а

для кожного фiксованого t ∈ [0, T ] є цiлою функцiєю класу A1,d, тобто v (t, x)

належить класу AM
d .
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Покажемо, що функцiя (5.40) задовольняє рiвняння (5.1):

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
v (t, x)=L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)(
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

)
=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
{F (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0,ν=0

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
exp (νx)L

(
d

dt
, ν

)
F (t, λ, ν)

}∣∣∣∣
λ=0, ν=0

. (5.41)

Оскiльки функцiї (5.25) задовольняють рiвняння (5.20), то

L

(
d

dt
, ν

)
F (t, λ, ν) =

= L

(
d

dt
, ν

) exp (λt)−
n∑
j=1

λ2j−2T̃j (t, ν)− exp (λT )
n∑
j=1

λ2j−1T̃n+j (t, ν)

L (λ, ν)
=

= L−1 (λ, ν)

{
L

(
d

dt
, ν

)
exp (λt)−

n∑
j=1

λ2j−2L

(
d

dt
, ν

)
T̃j (t, ν) −

−exp (λT )
n∑
j=1

λ2j−1L

(
d

dt
, ν

)
T̃n+j(t, ν)

}
=L−1(λ, ν)L

(
d

dt
, ν

)
exp (λt)=exp (λt) .

(5.42)

Iз (5.41) та (5.42) випливає, що

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
v (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{exp (λt+ νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

= f(t, x).

Покажемо, що функцiя (5.40) справджує умови (5.18). Дiйсно, враховуючи

(5.21) i (5.34), для r ∈ {1, . . . , n} отримуємо

∂2r−2v

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=

[
∂2r−2

∂t2r−2
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

]∣∣∣∣∣
t=0

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)[{
exp (νx)

∂2r−2

∂t2r−2
F (t, λ, ν)

}∣∣∣∣
λ=0, ν=0

]∣∣∣∣∣
t=0

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) exp (νx)

λ2r−2 −
n∑
j=1

λ2j−2δr,j − 0

L (λ, ν)


∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0, ν=0

= 0.
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Подiбно показуємо, що функцiя (5.40) задовольняє умови (5.18) також у

точцi t = T .

Встановимо єдинiсть розв’язку задачi (5.1), (5.18) у класi функцiй AM
d . У

пiдкласi функцiй, якi для кожного фiксованого t ∈ [0, T ] належать до A1,d,

єдинiсть доводимо подiбно до доведення єдиностi розв’язку в теоремi 5.4.

Покажемо тепер, що у пiдкласi KC, C\M класу AM
d немає iнших розв’язкiв

задачi (5.1), (5.18), окрiм (5.40). Припустимо, що для f ∈ KC,C\M у класi

KC,C\M iснує два розв’язки v1, v2 задачi (5.1), (5.18) у смузi Q1; тодi їх можна

подати у виглядi

v1 (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F1 (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

,

v2 (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F2 (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

,

де F1 (t, λ, ν), F2 (t, λ, ν) — деякi розв’язки рiвняння L
(
d

dt
, ν

)
F = exp(λt),

якi задовольняють однорiднi умови

d2r−2F

dt2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
d2r−1F

dt2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0.

Функцiя ṽ (t, x) = v1 (t, x)−v2 (t, x) у смузi Q1 задовольняє рiвняння (5.17)

та умови (5.18). Провiвши далi мiркування, аналогiчнi доведенню єдиностi в

теоремi 5.4, отримуємо, що F1 (t, λ, ν)−F2 (t, λ, ν) ≡ 0 на [0, T ]×C× (C\M).

Отже, v1(t, x) ≡ v2(t, x). Теорему доведено. ♦

Оскiльки розв’язок задачi (5.1), (5.2) ми можемо подати у виглядi (5.19),

то з теорем 5.4–5.6 випливає таке твердження.

Твердження 5.2. Нехай ϕj ∈ A1,d

⋃
KC\M , j ∈ {1, . . . , 2n}, f ∈ AM

d ,

де M — множина (5.24), а d = π (2Tλn)
−1. Тодi у класi AM

d iснує єдиний

розв’язок задачi (5.1), (5.2), який є сумою функцiй (5.29) та (5.40).

Приклад 5.1. У смузi Q1 розв’язати задачу

∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= t exp(x+ t), (5.43)
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u|t=0 = exp(x),
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=T

= cos(x). (5.44)

Для побудови розв’язку задачi (5.43), (5.44) скористаємось загальними

формулами (5.29) та (5.40), зауваживши, що в задачi (5.43), (5.44)

ϕ1(x) = exp(x), ϕ2(x) = cos(x), f(t, x) = t exp(x+ t),

T̃1 (t, ν) =
ch (ν (T − t))

ch (νT )
, T̃2 (t, ν) =

sh (νt)

ν ch (νT )
,

F (t, λ, ν) =
1

λ2 − ν2

(
exp(λt)− ν ch (ν (T − t)) + λ exp(λT ) sh (νt)

ν ch (νT )

)
.

Тодi отримаємо

u (t, x) = ϕ1

(
∂

∂ν

){
T̃1 (t, ν) exp (νx)

}∣∣∣∣
ν=0

+

+ϕ2

(
∂

∂ν

){
T̃2(t, ν) exp(νx)

}∣∣∣∣
ν=0

+f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F (t, λ, ν) exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0, ν=0

=

= exp

(
∂

∂ν

){
ch (ν (T − t))

ch (νT )
exp(νx)

}∣∣∣∣
ν=0

+

+cos

(
∂

∂ν

){
sh (νt)

ν ch (νT )
exp(νx)

}∣∣∣∣
ν=0

+
∂

∂λ
exp

(
∂

∂ν
+
∂

∂λ

)
×

×
{
νexp(λt) ch (νT )−ν ch(ν (T−t))−λexp(λT )sh(νt)

ν (λ2−ν2)ch(νT ) (exp(νx))−1

}∣∣∣∣
λ=0, ν=0

=

=

{
ch (ν (T−t))exp(νx)

ch (νT )

}∣∣∣∣
ν=1

+

+
1

2

({
sh (νt)exp(νx)

ν ch (νT )

}∣∣∣∣
ν=i

+

{
sh (νt)exp(νx)

ν ch (νT )

}∣∣∣∣
ν=−i

)
+

+

{
exp(νx)

∂

∂λ

ν exp(λt) ch (νT )−ν ch (ν (T−t))−λ exp(λT ) sh (νt)

ν (λ2 − ν2) ch (νT )

}∣∣∣∣
λ=1, ν=1

.

(5.45)

Провiвши обчислення у (5.45), отримуємо таку формулу для розв’язку

задачi (5.43), (5.44):

u (t, x) =
ch (T − t)

ch (T )
exp(x) +

sin(t) cos(x)

cos(T )
+
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+
(t2 − t) ch(T ) exp(t)− (T 2 + T − 1) sh(t) exp(T )

4 ch(T )
exp(x).

На пiдставi теорем 5.4–5.6 знайдений розв’язок є єдиним у класi AM
d , де

d =
π

2T
, а M =

{
πi

T

(
m+

1

2

)
, m ∈ Z

}
. N

б) В областi Q1 розглянемо задачу з умовами (5.2) для рiвняння

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x) :=

n∏
j=1

[
∂2

∂t2
−
(
aj
∂

∂x
+ bj

)2
]
u (t, x) = f (t, x) , (5.46)

де bj ∈ R, aj > 0, aj 6= al, j, l ∈ {1, . . . , n}, j 6= l.

Поряд iз задачею (5.46), (5.2) розглядатимемо вiдповiдну їй однорiдну

задачу

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u (t, x) = 0, (5.47)

∂2r−2u (t, x)

∂t2r−2

∣∣∣∣
t=0

=
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= 0, r ∈ {1, . . . , n} . (5.48)

Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння

L

(
d

dt
, ν

)
T (t, ν) = 0, (5.49)

яке одержуємо з (5.47) формальною замiною ∂/∂x на ν, де ν — деякий

параметр, ν ∈ C.

Позначимо γj = bj +νaj, j ∈ {1, . . . , n}. Надалi вважатимемо, що γ2
j 6= γ2

r ,

j, r ∈ {1, . . . , n}, j 6= r, для довiльного ν ∈ C .

Нехай ν 6= −bj/aj, j ∈ {1, . . . , n}. Тодi фундаментальна система

розв’язкiв рiвняння (5.49) є такою: {exp (γjt) , exp (−γjt) , j ∈ {1, . . . , n}}.

Загальний розв’язок рiвняння (5.49) визначає формула

T (t, ν) =
n∑
l=1

(Cl(ν) exp (γlt) + Cn+l(ν) exp (−γlt)) ,

де Cl(ν), l ∈ {1, . . . , 2n}, — довiльнi функцiї параметра ν.

Розв’язки T̃j (t, ν), j ∈ {1, . . . , 2n}, рiвняння (5.49), якi задовольняють умови

d2r−2T̃j

dt2r−2

∣∣∣∣∣
t=0

= δr,j,
d2r−1T̃j

dt2r−1

∣∣∣∣∣
t=T

= δn+r,j, r ∈ {1, . . . , n} ,
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зображають формулами

T̃j (t, ν) =
n∑
l=1

{Cj,l(ν) exp (γlt) + Cj,n+l(ν) exp (−γlt)} , j ∈ {1, . . . , 2n} ,

де Cj,l := Cj,l(ν), j, l ∈ {1, ..., 2n} , — функцiї параметра ν, якi визначаємо

зi системи лiнiйних алгебричних рiвнянь, головний визначник ∆1 (T, ν) якої

обчислюється за формулою

∆ (T, ν) = (−2)n
∏

1≤s<l≤n

(
γ2
s − γ2

l

)2
n∏
j=1

(γj ch (γjT )) . (5.50)

Запишемо множину M1 тих значень ν, при яких визначник ∆1 (h, ν) пе-

ретворюється в нуль:

M1 =

{
−2blT + iπ (2m+ 1)

2alT
, m ∈ Z, i =

√
−1, l ∈ {1, . . . , n}

}
. (5.51)

Для всiх ν ∈ C\M1

T̃j (t, ν) =
n∑
l=1

(−1)n+j S
(l)
n−j ch (γl (T − t))

ch (γlT )
n∏

s=1,s6=l
(γ2
l − γ2

s)
,

T̃n+j (t, ν) =
n∑
l=1

(−1)n+j S
(l)
n−j sh (γlt)

γ ch (γlT )
n∏

s=1,s6=l
(γ2
l − γ2

s)
,

j ∈ {1, . . . , n} , (5.52)

де S(l)
q – сума всiх можливих добуткiв елементiв (γ1)

2 , ..., (γl−1)
2, (γl+1)

2 , ...,

(γn)
2, узятих по q ≥ 1 штук у кожному добутку, S(l)

0 ≡ 1, l ∈ {1, . . . , n}.

Нехай ν = −bj/aj, j ∈ {1, . . . , n}. Тодi аналогiчно, як у пунктi а),

можна показати, що формули для T̃j(t, 0), j ∈ {1, . . . , n} , можна одержати з

(5.52) шляхом граничного переходу при ν→− bj/aj, j ∈ {1, . . . , n}. Надалi

вважатимемо, що параметр ν може набувати довiльного значення з множини

C\M1 i на цiй множинi визначенi функцiї T̃1(t, · ), . . . , T̃2n(t, · ), якi задають

формули (5.52).

Теорема 5.7. Нехай ϕj ∈ A1,d1

⋃
KC\M1

, j ∈ {1, . . . , 2n}, f ∈ AM1

d1
,

де d1 =

(
π2 + 4T 2 min

j∈{1,...,n}

{
b2
j

}) 1
2
(

2T max
j∈{1,...,n}

{aj}
)−1

, а множина M1
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визначена формулою (5.51). Тодi у класi AM1

d1
iснує єдиний розв’язок задачi

(5.46), (5.2), який можна подати у виглядi

u(t,x)=
2n∑
j=1

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃j(t,ν)exp(νx)

}∣∣∣∣
ν=0

+f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
{F (t,λ,ν)exp (νx)}

∣∣∣∣
λ=0,ν=0

,

(5.53)

де функцiї T̃j (t, ν) , j ∈ {1, . . . , 2n}, визначенi формулами (5.52), а

F (t, λ, ν) =

exp (λt)−
n∑
j=1

λ2j−2T̃j (t, ν)− exp (λT )
n∑
j=1

λ2j−1T̃n+j (t, ν)

L (λ, ν)
.

5.2. Задача для рiвняння вiльних коливань струни з додатковою

умовою за часовою змiнною

а) В областi Q1 розглянемо задачу

∂2u (t, x)

∂t2
− ∂2u (t, x)

∂x2
= 0, (5.54)

u (t, x)|t=0 = 0,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= ϕ (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= 0, 0 < τ < T.

(5.55)

Задача (5.54), (5.55) не може мати двох рiзних класичних розв’язкiв тодi

i лише тодi, коли вiдповiдна однорiдна задача з умовами

u (t, x)|t=0 = 0,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= 0,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= 0, 0 < τ < T, (5.56)

не має нетривiальних розв’язкiв.

Теорема 5.8. Для єдиностi класичного розв’язку задачi (5.54), (5.55)

достатньо, щоб число τ/T було iррацiональним.

Доведення. Розв’язок задачi (5.54), (5.55) має вигляд

u (t, x) = χ (x+ t) + ψ (x− t) , (5.57)
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де функцiї χ (x) та ψ (x) визначаються iз системи рiвнянь
χ (x) + ψ (x) = 0,

χ′ (x+ τ)− ψ′ (x− τ) = 0,

χ′ (x+ T )− ψ′ (x− T ) = 0.

(5.58)

Система рiвнянь (5.58) рiвносильна системi рiвнянь
ψ (x) = −χ (x) ,

χ (x+ 2τ) + χ (x) = b1,

χ (x+ 2T ) + χ (x) = b2,

(5.59)

де b1, b2 — константи iнтегрування.

Якщо функцiя χ (x) задовольняє друге i третє рiвняння системи (5.59),

то ця функцiя задовольняє систему рiвнянь χ (x+ 4τ) = χ (x) ,

χ (x+ 4T ) = χ (x) ,
(5.60)

з якої видно, що функцiя χ (x) — двояко перiодична з перiодами 4τ та 4T .

Вiдомо [3], що якщо вiдношення τ/T є iррацiональним числом, то

неперервна функцiя χ (x), яка має два несумiрнi перiоди, є константою, тобто

χ (x) = b3. Тодi ψ (x) = −b3, i задача (5.54), (5.55) має лише тривiальний

розв’язок. ♦

Класичний розв’язок задачi (5.54), (5.55) зображає формула (5.57),

де χ (x) та ψ (x) є двiчi неперервно диференцiйовними функцiями, якi

визначаються iз системи рiвнянь
χ (x) + ψ (x) = 0,

χ′ (x+ τ)− ψ′ (x− τ) = ϕ (x) ,

χ′ (x+ T )− ψ′ (x− T ) = 0,

(5.61)

яка рiвносильна такiй системi:
ψ (x) = −χ (x) ,

χ′ (x+ τ)− ψ′ (x− τ) = ϕ (x) ,

χ (x+ 2T ) + χ (x) = b4,

(5.62)
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де b4 — константа iнтегрування.

Третє рiвняння системи (5.62) задовольняють функцiї

χ (x), що є перiодичними функцiями з перiодом 4T , вигляду

χ (x) =
∞∑

k=−∞

χk exp
(
ikx

π

2T

)
.

Тодi iз першого рiвняння системи (5.62) видно, що ψ (x) буде 4T -перiо-

дичною, а отже, i функцiя ϕ (x) теж повинна бути 4T -перiодичною, тобто

ϕ (x) =
∞∑

k=−∞

ϕk exp
(
ikx

π

2T

)
,

ϕk =
1

4T

4T∫
0

ϕ (x) exp
(
−ikx π

2T

)
dx. (5.63)

Для розв’язностi системи (5.61) необхiдно накласти умову
4T∫

0

ϕ (x) dx = 0.

За цiєї умови χk
(
ik
π

T
cos
(
kτ

π

2T

))
= ϕk, k ∈ Z\ {0}.

Зауваження 5.2. Для однозначного визначення коефiцiєнтiв χk, k ∈

Z\ {0}, необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k ∈ Z\ {0} , ∀m ∈ Z)
τ

T
6= 2m+ 1

k
. (5.64)

Надалi вважатимемо, що справджується умова (5.64). Тодi

χ (x) = χ0 +
∑
|k|>0

ϕk
T

kπi cos (τkπ/ (2T ))
exp

(
ikx

π

2T

)
,

а формальний розв’язок задачi (5.54), (5.55) зображає ряд

u (t, x) =
∑
|k|>0

ϕk
2T

kπ

sin (tkπ/ (2T ))

cos (τkπ/ (2T ))
exp

(
ikx

π

2T

)
. (5.65)

Якщо ϕ (x) — тригонометричний многочлен вигляду

ϕ (x) =
∑N

k=−N ϕk exp
(
ikx

π

2T

)
, то завжди iснує єдиний розв’язок задачi

(5.54), (5.55), який є скiнченною сумою

u (t, x) =
N∑

k=−N

ϕk
2T

kπ

sin (tkπ/ (2T ))

cos (τkπ/ (2T ))
exp

(
ikx

π

2T

)
.
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У загальному випадку величини |cos (τkπ/ (2T ))| , k ∈ Z\ {0}, будучи

вiдмiнними вiд нуля, можуть ставати як завгодно малими для нескiнченної

кiлькостi чисел k ∈ Z\ {0}, тому питання iснування класичного розв’язку

задачi (5.54), (5.55) пов’язане, взагалi, з проблемою малих знаменникiв.

Лема 5.4. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ/T

нерiвнiсть |cos (τkπ/ (2T ))| ≥c2 |k|−α2, α2>1, виконується для всiх (крiм

скiнченної кiлькостi) значень k ∈ Z\ {0}.

Доведення проводиться за схемою доведення леми 5.1. ♦

Теорема 5.9. Нехай справджується умова (5.64). Якщо ϕ — перiодична

з перiодом 4T функцiя з класу Ch([0, 4T ]), де h = [2 + α2] + 1, α2 > 1, така,

що
4T∫
0

ϕ (x) dx = 0, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел

τ/T iснує класичний розв’язок задачi (5.54), (5.55). Цей розв’язок неперервно

залежить вiд функцiї ϕ.

Доведення. За умов теореми iз формули (5.63) випливають оцiнки

|ϕk| ≤ (2T/π)h|k|−h‖ϕ(x);Ch([0, 4T ])‖, k ∈ Z\ {0} , (5.66)

де h = [2 + α2] + 1, α2 > 1.

На основi формули (5.65), леми 5.4 та оцiнок (5.66) отримуємо, що для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ/T справджується така оцiнка

для норми розв’язку задачi (5.54), (5.55):

‖u (t, x) ;C2(Q1)‖ ≤
∑
|k|>0

|ϕk|kπ
2Tc2|k|−α2

≤

≤
∑
|k|>0

c−1
2 (2T/π)h−1|k|−h+α2+1‖ϕ(x);Ch([0, 4T ])‖ = Sc3‖ϕ(x);Ch([0, 4T ])‖,

(5.67)

де S — сума ряду
∑
|k|>0

|k|−h+α2+1, c3 = c−1
2 (2T/π)h−1. З оцiнки (5.67) випливає

доведення леми. ♦

В областi Q1 розглянемо задачу з умовами

u (t, x)|t=0 = 0, u (t, x)|t=τ = ϕ (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= 0, 0 < τ < T, (5.68)
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для рiвняння (5.54).

Аналогiчно, як для задачi (5.54), (5.55), можна довести наступну теорему.

Теорема 5.10. Для єдиностi класичного розв’язку задачi (5.54), (5.68)

достатньо, щоб число τ/T було iррацiональним.

Для однозначної побудови формального розв’язку задачi (5.54), (5.68)

необхiдно i достатньо, щоб справджувались умови

(∀k ∈ Z\ {0} ,∀m ∈ Z) τ/T 6= 2m/k. (5.69)

За виконання умови (5.69) формальний розв’язок задачi (5.54), (5.68)

зображає формула

u (t, x) =
∑
|k|>0

ϕk
sin (tkπ/ (2T ))

sin (τkπ/ (2T ))
exp

(
ikx

π

2T

)
. (5.70)

Теорема 5.11. Нехай справджується умова (5.69). Якщо ϕ —

перiодична з перiодом 4T функцiя з класу Ch([0, 4T ]), де h = [3 + α2] + 1,

α2 > 1, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ/T

iснує класичний розв’язок задачi (5.54), (5.55). Цей розв’язок неперервно

залежить вiд функцiї ϕ.

б) Результати пункту а) поширено на випадки крайових задач для

рiвняння (5.54) з умовами

u (t, x)|t=0 = ϕ1 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=τ

= ϕ3 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ϕ2 (x) , 0 < τ < T,

(5.71)

або

u (t, x)|t=0 = ϕ1 (x) , u (t, x)|t=τ = ϕ3 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ϕ2 (x) , 0 < τ < T.

(5.72)

Розв’язки задач (5.54), (5.71) та (5.54), (5.72) знайдено у виглядi

u (t, x) = u1 (t, x) + u2 (t, x) + u3 (t, x) , (5.73)

де кожна з функцiй ui (t, x), i ∈ {1, 2, 3}, є розв’язком задачi (5.54), (5.71) чи

(5.54), (5.72), коли ϕj (x) ≡ 0, j ∈ {1, 2, 3}, j 6= i.
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Для задач (5.54), (5.71) та (5.54), (5.72) встановлено справедливiсть

наступних теорем.

Теорема 5.12. Нехай число τ/T є iррацiональним. Якщо ϕj, j ∈ {1, 2, 3},

— перiодична з перiодом ωj функцiя з класу Chj([0, ωj]), де ω1 = 2 (T − τ),

h1 = [3 + α2] + 1, ω2 = 4τ , h2 = h3 = [2 + α2] + 1, ω3 = 4T , α2 > 1, причому
ω3∫
0

ϕ3 (x) dx = 0,
ω2∫
0

ϕ2 (x) dx = 0, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в

R) чисел τ/T iснує класичний розв’язок задачi (5.54), (5.71). Цей розв’язок

неперервно залежить вiд функцiй ϕi, i∈{1, 2, 3} i зображається формулою

(5.73), де

u1 (t, x) =
∑
|k|>0

ϕ1k
cos (πk (t− τ) / (T − τ))

cos (πkτ/ (T − τ))
exp

(
ikx

π

T − τ

)
,

u2 (t, x) =
2τ

π

∑
|k|>0

ϕ2k
sin (tkπ/ (2τ))

k cos (Tkπ/ (2τ))
exp

(
ikx

π

2τ

)
,

u3 (t, x) =
2T

π

∑
|k|>0

ϕ3k
sin (tkπ/ (2T ))

k cos (τkπ/ (2T ))
exp

(
ikx

π

2T

)
.

Теорема 5.13. Нехай число τ/T є iррацiональним. Якщо ϕj, j ∈ {1, 2, 3},

— перiодична з перiодом ωj функцiя з класу Chj([0, ωj]), де ω1 = 4 (T − τ),

h1 = h3 = [3 + α2] + 1, ω2 = 2τ , h2 = [2 + α2] + 1, ω3 = 4T , α2 > 1, причому
ω2∫
0

ϕ2 (x) dx = 0, то для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел τ/T

iснує класичний розв’язок задачi (5.54), (5.71). Цей розв’язок неперервно

залежить вiд функцiй ϕi, i∈{1, 2, 3} i зображається формулою (5.73), де

u1 (t, x) =
∑
|k|>0

ϕ1k
cos (πk (T − t) /(2 (T − τ)))

cos (πkT/(2 (T − τ)))
exp

(
ikx

π/2

(T − τ)

)
,

u2 (t, x) =
τ

π

∑
|k|>0

ϕ2k
sin (tkπ/τ)

k cos (Tkπ/τ)
exp

(
ikx

π

τ

)
,

u3 (t, x) =
∑
|k|>0

ϕ3k
sin (tkπ/ (2T ))

sin (τkπ/ (2T ))
exp

(
ikx

π

2T

)
.
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Зауваження 5.3. Якщо ϕi (x), i∈{1, 2, 3}, є тригонометричними

многочленами вигляду ϕi (x) =
N∑

k=−N
ϕik exp (ikx2π/ωi), а число τ/T є

iрацiональним, то завжди iснують розв’язки задач (5.54), (5.71) та (5.54),

(5.72), якi є скiнченними тригонометричними сумами за змiнною x.

5.3. Рiвняння з псевдодиференцiальними операторами за

просторовими змiнними

У цьому пунктi використовуватимемо такi позначення та допомiжнi вi-

домостi [42]: ξ = (ξ1, . . . , ξp) ∈ Rp
ξ , ξ

s = ξs11 · · · ξ
sp
p , (x, ξ) = x1ξ1 + . . .+ xpξp;

Qp = {(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ Rp
x},

D = (D1, . . . , Dp), Dj = −i∂/∂xj, j ∈ {1, . . . , p}, Ds = Ds1
1 · · ·D

sp
p ;

A (D) :=
∑∞
|s|=0 asD

s, as ∈ C, – псевдодиференцiальний оператор, символ

якого A (ξ) :=
∑∞
|s|=0 asξ

s є аналiтичною функцiєю в областi Θ ⊂ Rp
ξ ;

υ̃ (ξ) – перетворення Фур’є функцiї υ (x);

H+∞ (Θ) – простiр функцiй υ ∈ L2(Rp
x), для яких υ̃ (ξ) є фiнiтними в

областi Θ ⊂ Rp
ξ ; [H+∞ (Θ)]∗ – простiр узагальнених функцiй над H+∞ (Θ);

H−∞ (Θ) = [H+∞ (−Θ)]∗, −Θ = {ξ ∈ Rp
ξ : −ξ ∈ Θ}; Ck ([0, T ] , H±∞ (Θ)) –

простiр функцiй υ (t, x), якi для кожного t ∈ [0, T ] є функцiями з простору

H±∞ (Θ) i неперервно залежать вiд t разом iз похiдними за t до порядку k.

Якщо υ ∈ H+∞ (Θ), то A (D) υ (x) := (2π)−p
∫

ΘA (ξ) υ̃ (ξ) exp (ix, ξ) dξ;

якщо υ ∈ [H+∞ (Θ)] ∗, то для кожної функцiї φ ∈ H+∞ (Θ) справджується

〈A (D) υ (x) , φ (x)〉 := 〈υ (x) , A (−D)φ (x)〉 . Простiр H+∞ (Θ) ([H+∞ (Θ)]∗)

iнварiантний вiдносно оператора A (D) (A (−D)).

Для довiльної аналiтичної в Θ функцiї A (ξ) вiдображення A (D):

H±∞ (Θ) → H±∞ (Θ) (де знаковi «+» вiдповiдає знак «+», а знаковi «-»

– знак «-») є неперервними i утворюють неформальну алгебру псевдодифе-

ренцiальних операторiв, що iзоморфна алгебрi аналiтичних у Θ функцiй.
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Довiльний функцiонал υ ∈ [H+∞ (Θ)]∗

υ (x) = A0 (−D) υ0 (x) , (5.74)

де A0 (−D) – деякий псевдодиференцiальний оператор, такий, що функцiя

A0 (ξ) аналiтична в Θ, а υ0 ∈ L2(Rp
x).

В областi Qp розглянемо задачу

L

(
∂

∂t
,D

)
u (t, x) :=

∂2nu (t, x)

∂t2n
+

2n−1∑
k=0

Ak (t,D)
∂ku (t, x)

∂tk
=0, (5.75)

∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

=ϕr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

=ϕn+r (x) , r∈{1, . . . , n} , (5.76)

де Ak (t,D), k ∈ {0, 1, . . . , 2n− 1} – лiнiйнi диференцiальнi оператори (взага-

лi, нескiнченного порядку) з неперервними за t коефiцiєнтами, t ∈ [0, T ].

Вважатимемо, що для кожного t ∈ [0, T ] символи Ak (t, ξ) цих операторiв є

аналiтичними за ξ функцiями в деякiй областi G1 ⊂ Rp
ξ .

У задачi (5.75), (5.76) покладемо формально D ↔ ξ, де ξ ∈ G1, i

розглянемо таку сiм’ю 2n крайових задач для звичайного диференцiального

рiвняння з параметром ξ:

d2nwj (t, ξ)

dt2n
+

2n−1∑
k=0

Ak (t, ξ)
dkwj (t, ξ)

dtk
= 0, (5.77)

d2(r−1)wj (t, ξ)

dt2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= δrj,
d2r−1wj (t, ξ)

dt2r−1

∣∣∣∣
t=T

= δn+r,j, r ∈ {1, . . . , n} , (5.78)

де j ∈ {1, . . . , 2n} , δpq – символ Кронекера. Позначимо через v1 (t, ξ), . . .,

v2n (t, ξ) нормальну фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (5.77). Ос-

кiльки для кожного t ∈ [0, T ] функцiї Ak (t, ξ) аналiтично залежать вiд ξ в

областi G1, то, згiдно з теоремою Пуанкаре [106] про аналiтичну залежнiсть

вiд параметра розв’язку задачi Кошi для звичайного диференцiального

рiвняння, кожна функцiя vj (t, ξ) , j ∈ {1, . . . , 2n} , аналiтична за ξ в областi

G1 для кожного t ∈ [0, T ]. Для кожного j ∈ {1, . . . , 2n} характеристичний
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визначник [73] задачi (5.77), (5.78) такий:

∆ (ξ)=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

v1 (0, ξ) . . . v2n (0, ξ)

∂2v1 (0, ξ)
/
∂ t2 . . . ∂2v2n (0, ξ)

/
∂ t2

. . . . . . . . .

∂2n−2v1 (0, ξ)
/
∂ t2n−2 . . . ∂2n−2v2n (0, ξ)

/
∂ t2n−2

∂v1 (T, ξ) /∂ t . . . ∂v2n (T, ξ) /∂ t

∂3v1 (T, ξ)
/
∂ t3 . . . ∂3v2n (T, ξ)

/
∂ t3

. . . . . . . . .

∂2n−1v1 (T, ξ)
/
∂ t2n−1 . . . ∂2n−1v2n (T, ξ)

/
∂ t2n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, ξ ∈ G1.

(5.79)

Для кожного ξ ∈ G1 розв’язки задач (5.77), (5.78) зображають формули

wj (t, ξ) =
2n∑
l=1

Cjlvl (t, ξ) , j ∈ {1, . . . , 2n} ,

де Cjl, l ∈ {1, ..., 2n} , визначають зi системи лiнiйних алгебричних рiвнянь
2n∑
l=1

Cjl
d2r−2v1 (t, ξ)

dt2r−2

∣∣∣∣
t=0

= δrj,

2n∑
l=1

Cjl
d2r−1v1 (t, ξ)

dt2r−1

∣∣∣∣
t=T

= δn+r,j,
r ∈ {1, . . . , n} ,

визначник якої збiгається з визначником ∆ (ξ).

Позначимо:G2 = G1\Γ1, де Γ1 = {ξ ∈ G1 : ∆ (ξ) = 0}. Для кожної iз задач

(5.77), (5.78), якщо ξ ∈ G2, iснує єдиний розв’язок iз класу C2n ( [0, T ] ). Цi

розв’язки визначають формули

wj (t, ξ) =
2n∑
l=1

∆jl (ξ)

∆ (ξ)
vl (t, ξ) , j ∈ {1, . . . , 2n} , (5.80)

де ∆jl (ξ) , j, l ∈ {1, . . . , 2n} – алгебричне доповнення у визначнику ∆ (ξ)

елемента, який стоїть на перетинi l-го стовпця та j-го рядка. З формул (5.79),

(5.80) видно, що функцiї wj (t, ξ) , j ∈ {1, . . . , 2n} , для кожного t ∈ [0, T ] є

аналiтичними за ξ в областi G2.
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Теорема 5.14. Нехай ϕj ∈ H+∞ (G2), j ∈ {1, . . . , 2n}. Тодi iснує єдиний

розв’язок u (t, x) задачi (5.75), (5.76) з простору C2n ([0, T ] , H+∞ (G2)).

Доведення. Кожнiй функцiї wj (t, ξ), j ∈ {1, . . . , 2n} , iз

(5.80) поставимо у вiдповiднiсть псевдодиференцiальний оператор

Wj (t,D) =
2n∑
l=1

∆jl (D)

∆ (D)
vl (t,D), дiю якого на υ ∈ H+∞ (G2) визначає

формула

Wj (t,D) υ (x) := (2π)−p
∫
G2

Wj (t, ξ) υ̃ (ξ) exp (ix, ξ) dξ. (5.81)

Враховуючи (5.81), безпосередньою перевiркою переконуємося в тому, що

функцiя

u (t, x) =
2n∑
j=1

Wj (t,D)ϕj (x) (5.82)

є розв’язком задачi (5.75), (5.76) з простору C2n ([0, T ] , H+∞ (G2)).

Для доведення єдиностi роз’язку розглянемо перетворення Фур’є ũ (t, ξ)

функцiї u (t, x), визначеної формулою (5.82). Функцiя ũ (t, ξ) є розв’язком

такої крайової задачi:

d2nũ (t, ξ)

dt2n
+

2n−1∑
k=0

Ak (t, ξ)
dkũ (t, ξ)

dtk
= 0, (5.83)

d2(r−1)ũ (t, ξ)

dt2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= ϕ̃r (ξ) ,
d2r−1ũ (t, ξ)

dt2r−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕ̃n+r (ξ) , r ∈ {1, . . . , n} , (5.84)

де ϕ̃j (ξ) – перетворення Фур’є функцiї ϕj (ξ), j ∈ {1, . . . , 2n}.

Характеристичним визначником задачi (5.83), (5.84) є визначник (5.79). Якщо

ξ ∈ G2, то ∆ (ξ) 6= 0, i тому задача (5.83), (5.84) не може мати двох рiзних

розв’язкiв iз простору C2n ( [0, T ]). Отже, задача (5.75), (5.76) не може мати

двох рiзних розв’язкiв iз простору C2n ([0, T ] , H+∞ (G2)). Теорему доведено.

Теорема 5.15. Нехай ϕj ∈ H−∞ (G2) , j ∈ {1, . . . , 2n}. Тодi iснує єдиний

розв’язок u ∈ C2n ( [0, T ] , H−∞ (G2)) задачi (5.75), (5.76), який визначає

формула (5.82).

Доведення. Нагадаємо, що Wj (t,D), j ∈ {1, . . . , 2n} —

псевдодиференцiальнi оператори, символи яких wj (t, ξ) є розв’язками
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задач (5.77), (5.78). Зауважимо, що для псевдодиференцiальних операторiв

Ak (t,D) , k ∈ {0, 1, . . . 2n− 1} , та Wj (t,D) спряженими є оператори

Ak (t,−D) та Wj (t,−D), вiдповiдно. Очевидно [42], що якщо для довiльної

функцiї ϕ ∈ H+∞ (G2) функцiя wj (t, x) = Wj (t,D)ϕ (x) є розв’язком

рiвняння
∂2nw (t, x)

∂t2n
+

2n−1∑
k=0

Ak (t,D)
∂kw (t, x)

∂tk
= 0,

то для довiльної функцiї ψ ∈ H+∞ (−G2) функцiя w∗j (t, x) = Wj (t,−D)ψ (x)

є розв’язком рiвняння

∂2nw∗ (t, x)

∂t2n
+

2n−1∑
k=0

Ak (t,−D)
∂kw∗ (t, x)

∂tk
= 0.

Покажемо, що якщо ϕj ∈ H−∞ (G2), j ∈ {1, . . . , 2n} , то функцiя

u (t, x) =
2n∑
j=1

Wj (t,D)ϕj (x) є розв’язком задачi (5.75), (5.76) з простору

C2n ([0, T ] , H−∞ (G2)).

Враховуючи сказане вище, для довiльної функцiї ψ ∈ H+∞ (−G2)

отримуємо:〈
L

(
∂

∂t
,D

)
u, ψ

〉
=

〈
L

(
∂

∂t
,D

)( 2n∑
j=1

Wj (t,D)ϕj (x)

)
, ψ (x)

〉
=

=
2n∑
j=1

[〈
d2n

dt2n
Wj (t,D)ϕj (x) , ψ (x)

〉
+

+
2n−1∑
k=0

〈
Ak (t,D)

dk

dtk
Wj (t,D)ϕj (x) , ψ (x)

〉]
=

=
2n∑
j=1

[〈
ϕj (x) ,

d2n

dt2n
Wj (t,−D)ψ (x)

〉
+

+
2n−1∑
k=0

〈
ϕj (x) , Ak (t,−D)

dk

dtk
Wj (t,−D)ψ (x)

〉]
=

=
2n∑
j=1

〈
ϕj (x) ,

∂2nw∗j (t, x)

∂t2n
+

2n−1∑
k=0

Ak(t,−D)
∂kw∗j (t, x)

∂tk

〉
=

2n∑
j=1

〈ϕj (x) , 0〉=0,
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тобто функцiя u (t, x) є розв’язком рiвняння (5.75) з простору

C2n ([0, T ] , H−∞ (G2)). Покажемо тепер, що ця функцiя задовольняє

умови (5.76). Враховуючи (5.78), бачимо, що для операторiв Wj (t,D),

j ∈ {1, . . . , 2n} , виконуються рiвностi

∂2(r−1)Wj (t,D)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= δrjI,
∂2r−1Wj (t,D)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= δr+n,jI, r ∈ {1, . . . , n} ,

де I– тотожний оператор у просторi H+∞ (G2). Звiдси аналогiчно, як у [42],

отримуємо:
∂2(r−1)Wj (t,−D)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

= δrjI,

∂2r−1Wj (t,−D)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

= δr+n,jI, r ∈ {1, . . . , n} , j ∈ {1, . . . , 2n} .

Тодi для довiльної функцiї ψ ∈ H+∞ (−G2) виконуються такi рiвностi:〈
∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)
, ψ (x)

〉∣∣∣∣
t=0

=

〈
∂2(r−1)

∂t2(r−1)

2n∑
j=1

Wj (t,D) ϕj (x) , ψ (x)

〉∣∣∣∣∣
t=0

=

=
2n∑
j=1

〈
d2(r−1)Wj (t,D)

dt2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

ϕj (x) , ψ (x)

〉
=

=
2n∑
j=1

〈
ϕj (x) ,

d2(r−1)Wj (t,−D)

dt2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

ψ (x)

〉
=

=
2n∑
j=1

〈ϕj (x) , δrjIψ (x)〉 = 〈ϕr (x) , ψ (x)〉 ,

〈
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1
, ψ (x)

〉∣∣∣∣
t=T

=
2n∑
j=1

〈ϕj (x) , δr+n,jIψ (x)〉 =

= 〈ϕr+n (x) , ψ (x)〉 , r ∈ {1, . . . , n} ,

тобто функцiя u (t, x) задовольняє умови (5.76) у просторi

C2n ([0, T ] , H−∞ (G2)).

Доведемо тепер єдинiсть розв’язку задачi. Нехай u (t, x) – розв’язок

задачi (5.75), (5.76) з простору C2n([0, T ] , H−∞(G2)). Тодi, згiдно з формулою

(5.74), справедливе зображення u (t, x) = A0 (t,D)u0 (t, x) , де A0 (t,D) –
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такий псевдодиференцiальний оператор, що функцiя A0 (t, ξ) для кожного

t ∈ [0, T ] є аналiтичною за ξ в областi G2, причому функцiї ∂sA0 (t, ξ) /∂ts,

s ∈ {0, 1, . . . , 2n} , неперервнi за t ∈ [0, T ] i аналiтичнi за ξ в областi G2,

а функцiя u0 (t, x) належить простору C2n ([0, T ] , L2(Rp
x)) i для кожного

t ∈ [0, T ] її x-перетворення Фур’є фiнiтне в областi G2. Отже, для кожного

t ∈ [0, T ] перетворення Фур’є ũ (t, ξ) = A0 (t, ξ) ũ0 (t, ξ) функцiї u (t, x)

за змiнною x є звичайною функцiєю, локально iнтегровною з квадратом в

областi G2. Оскiльки функцiя ũ (t, ξ) є розв’язком задачi (5.83), (5.84), де

ϕj ∈ H−∞ (G2), то зi сказаного вище отримаємо, що цей розв’язок єдиний у

просторi C2n ( [0, T ]), якщо ξ ∈ G2. Звiдси випливає єдинiсть розв’язку задачi

(5.75), (5.76) у просторi C2n ([0, T ] , H−∞ (G2)). Теорему доведено. ♦

У наведених нижче прикладах побудовано явно область G2 та розв’язки

задач.

Приклад 5.2. Розглянемо в областi Qp задачу(
∂

∂t
− A1 (t,D)

)(
∂

∂t
− A2 (t,D)

)
u (t, x) = 0, (5.85)

u (t, x)|t=0 = ϕ1 (x) ,
∂u (t, x)

∂t

∣∣∣∣
t=T

= ϕ2 (x) , (5.86)

де Ak (t,D) , k ∈ {1, 2} – тi самi оператори, що i у рiвняннi (5.75), причому

A1 (t,D) i A2 (t,D) не збiгаються. Розв’язок задачi зображає формула

u (t, x)=

(
exp

(∫ t

0

A2 (τ,D) dτ

)
−A2 (T,D) (∆1 (D))−1exp

(∫ T

0

A2 (τ,D) dτ

)
×

×
∫ t

0

exp

(∫ τ

0

a (τ1, D) dτ1

)
dτ exp

(∫ t

0

A2 (τ,D) dτ

))
ϕ1 (x) +

+ (∆1 (D))−1

∫ t

0

exp

(∫ τ

0

a (τ1, D) dτ1

)
dτ exp

(∫ t

0

A2 (τ,D) dτ

)
ϕ2 (x) ,

де

∆1 (ξ) = exp

(∫ T

0

A2 (τ, ξ) dτ

)
×

×
(
A2 (T, ξ)

∫ T

0

exp

(∫ τ

0

a (τ1, ξ) dτ1

)
dτ+exp

(∫ T

0

a (τ, ξ) dτ

))
,
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a (t, ξ) = A1 (t, ξ)− A2 (t, ξ) ,

а

G2 = G1\Γ1 = G1\

ξ ∈ G1 : A2 (T, ξ) = −
exp

(∫ T
0 a (τ, ξ) dτ

)
∫ T

0 exp
(∫ τ

0 a (τ1, ξ) dτ1

)
dτ

 .

Нехай a (t, ξ) ≡ α (ξ) i P = {ξ ∈ G1 : α (ξ) = 0}. Якщо P – порожня мно-

жина, то Γ1 =
{
ξ ∈ G1 : eα(ξ)T = A2 (T, ξ) /A1 (T, ξ)

}
; якщо множина P не

є порожньою, то Γ1 = Γ2 ∪ Γ3, де Γ2 = {ξ ∈ P : A2 (T, ξ) = −1/T} , Γ3 ={
ξ ∈ G1\P : eα(ξ)T = A2 (T, ξ) /A1 (T, ξ)

}
.

Якщо A1 (t,D) ≡ A2 (t,D), то G2 = G1\ {ξ ∈ G1 : A1 (T, ξ) = −1/T}.

Приклад 5.3. В областi Qp розглядаємо задачу

L1

(
∂

∂t
,D

)
u (t, x) :=

∂2nu (t, x)

∂t2n
+

n−1∑
k=0

Ak (D)
∂2ku (t, x)

∂t2k
= 0, (5.87)

∂2(r−1)u (t, x)

∂t2(r−1)

∣∣∣∣
t=0

=ϕr (x) ,
∂2r−1u (t, x)

∂t2r−1

∣∣∣∣
t=T

=ϕn+r (x) , r∈{1, . . . , n} , (5.88)

де Ak (D), k ∈ {0, 1, . . . , n− 1} – псевдодиференцiальнi оператори, символи

Ak (ξ) яких є аналiтичними функцiями в областi Θ ⊂ Rp
ξ .

Позначимо G1 = Θ\Γ, де Γ = {ξ ∈ Θ : Rλ (L1 (λ, ξ) , ∂L1 (λ, ξ) /∂λ) = 0},

Rλ (σ1, σ2) – результант полiномiв σ1 (λ) i σ2 (λ) [107]; ±λl (ξ), l ∈ {1, . . . , n}

– коренi рiвняння L1 (λ, ξ) = 0.

Розв’язок задачi (5.87), (5.88) зображає формула

u (t, x) =
n∑

j,l=1

(
∆jl (D)

∆2 (D)
eλj(D)t +

∆j,n+l (D)

∆2 (D)
e−λj(D)t

)
ϕj (x) +

+
2n∑

j=n+1

n∑
l=1

(−1)n
(

∆jl (D)

∆2 (D)
eλj(D)t +

∆j,n+l (D)

∆2 (D)
e−λj(D)t

)
ϕj (x) ,
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де ∆2 (ξ) має вигляд∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 1 . . . 1

λ2
1 (ξ) . . . λ2

n (ξ) λ2
1 (ξ) . . . λ2

n (ξ)

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ
2(n−1)
1 (ξ) . . . λ

2(n−1)
n (ξ) λ

2(n−1)
1 (ξ) . . . λ

2(n−1)
n (ξ)

λ1 (ξ) eλ1(ξ)T . . . λn (ξ) eλn(ξ)T −λ1 (ξ) e−λ1(ξ)T . . . −λn (ξ) e−λn(ξ)T

λ3
1 (ξ) eλ1(ξ)T . . . λ3

n (ξ) eλn(ξ)T −λ3
1 (ξ) e−λ1(ξ)T . . . −λ3

n (ξ) e−λn(ξ)T

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

λ2n−1
1 (ξ)eλ1(ξ)T . . . λ2n−1

n (ξ)eλn(ξ)T −λ2n−1
1 (ξ)e−λ1(ξ)T . . . −λ2n−1

n (ξ)e−λn(ξ)T

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i обчислюється за формулою

∆2 (ξ) = (−1)n
∏

1≤s<r≤n

(
λ2
r (ξ)− λ2

s (ξ)
)2

n∏
j=1

(
λj (ξ)

(
eλj(ξ)T + e−λj(ξ)T

))
,

а ∆rs (ξ) , r, s ∈ {1, ..., 2n} – алгебричне доповнення у визначнику ∆2 (ξ)

елемента, який стоїть на перетинi s-го стовпця i r-го рядка.

При цьому G2 = G1\
⋃
m∈Z γm, γm = {ξ ∈ G1 : L1 ((2m+ 1) π/2T , ξ) = 0},

m ∈ Z.
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Висновки до роздiлу 5

У п’ятому роздiлi дисертацiї у необмежених за просторовими змiнними

областях встановлено умови коректностi у рiзних функцiйних просторах

та побудовано розв’язки задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для

лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними зi сталими та змiнними за t

коефiцiєнтами.

Доведено метричнi леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi

виникли при побудовi розв’язкiв задач для гiперболiчних рiвнянь. На пiдставi

доведених лем встановлено умови iснування єдиного розв’язку розглянутих

задач для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) параметрiв областi та для

фiксованих коефiцiєнтiв рiвнянь.

За допомогою диференцiально-символьного методу [52] побудовано роз-

в’язки задач для гiперболiчних рiвнянь високого порядку у виглядi дiї

диференцiальних виразiв (загалом нескiнченного порядку), символами яких

є правi частини крайових умов та рiвняння, на деякi мероморфнi функцiї

параметрiв. Встановлено, що класами однозначної розв’язностi задачi є цiлi

функцiї, порядок яких не перевищує одиницi.

Встановлено однозначну розв’язнiсть у просторах основних i узагальнених

функцiй, якi запровадженi та вивченi Ю. А. Дубiнським у працi [42],

та побудовано розв’язок крайової задачi з мiшаними умовами на межi

областi для еволюцiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними операторами

за просторовими змiнними, що мають аналiтичнi символи.

Основнi результати роздiлу опублiковано в роботах [76,85,87,98,99].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню задач з умовами Дiрiхле-

Неймана за видiленою змiнною та певними умовами (перiодичностi, майже

перiодичностi, умовами типу умов Дiрiхле та iн.) за рештою змiнних для

гiперболiчних (лiнiйних i слабко нелiнiйних) та безтипних (лiнiйних) рiвнянь

i систем рiвнянь з частинними похiдними в обмежених та необмежених

цилiндричних областях. Бiльшiсть розглянутих у дисертацiйнiй роботi задач

є, взагалi, умовно коректними, а їхня розв’язнiсть, зазвичай, пов’язана з

проблемою малих знаменникiв, для розв’язання якої використано метричний

пiдхiд.

У дисертацiйнiй роботi отримано такi новi результати:

— дослiджено коректнiсть у рiзних функцiйних просторах крайових

задач для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь та систем рiвнянь в обмежених

цилiндричних областях, коли на нижнiй та верхнiй основах цилiндра задано

умови Дiрiхле та Неймана вiдповiдно або локальнi крайовi умови третього

роду;

— дослiджено класичну розв’язнiсть задачi Дiрiхле-Неймана (за часовою

змiнною) для лiнiйного гiперболiчного оператора високого порядку, збуреного

нелiнiйним доданком (застосовуючи принцип нерухомої точки);

— дослiджено умови однозначної розв’язностi у рiзних функцiйних

просторах задач з умовами Дiрiхле-Неймана за видiленою змiнною та

умовами 2π-перiодичностi за iншими змiнними для загальних (без обмеження

на тип) лiнiйних рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними високого

порядку зi сталими коефiцiєнтами;

— дослiджено коректнiсть у безмежнiй смузi задачi Дiрiхле-Неймана

(за часовою змiнною) для лiнiйних гiперболiчних рiвнянь високого

порядку зi сталими коефiцiєнтами в класах цiлих функцiй (застосовуючи

диференцiально-символьний метод) i в класах майже перiодичних функцiй
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за просторовою змiнною;

— встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку задачi

Дiрiхле-Неймана (за часовою змiнною) для рiвняння вiльних коливань

безмежної струни з додатковою умовою Дiрiхле або Неймана у внутрiшнiй

точцi часового iнтервалу;

— у безмежному шарi дослiджено однозначну розв’язнiсть крайової задачi

з мiшаними умовами (Дiрiхле-Неймана) на межi областi для рiвнянь iз

псевдодиференцiальними операторами (використовуючи технiку

диференцiальних операторiв нескiнченного порядку);

— побудовано точнi розв’язки дослiджуваних задач у випадках лiнiйних

рiвнянь та вказано алгоритм побудови наближеного розв’язку у випадку

задачi для слабко нелiнiйного рiвняння;

— доведено метричнi леми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi

виникли при побудовi розв’язкiв дослiджуваних задач, на пiдставi яких

встановлено умови коректної розв’язностi задач для майже всiх (стосовно

мiри Лебега) параметрiв задачi.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть

бути застосованi у подальших дослiдженнях рiзних крайових задач для

рiвнянь iз частинними похiдними, а також при розв’язаннi конкретних задач

практики, математичними моделями яких є дослiдженi у роботi крайовi

задачi.
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