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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. В багатьох випадках математичне моделювання рiзних
процесiв реального свiту зводиться до побудови та дослiдження диференцiальних
рiвнянь в просторах рiзних вимiрностей, якi мають нетривiальнi групи симетрiї.
З цiєю метою можна використати, зокрема, методи С. Лi (S. Lie) та його учнiв.
Cлiд зазначити, що особливу актуальнiсть цi методи набувають для нелiнiйних
рiвнянь до яких не завжди можна застосувати класичнi методи математичної
фiзики. Важливий внесок в розвиток теоретико-групових методiв внесли Л.В.
Овсяннiков, Н.Х. Iбрагiмов, П. Олвер (P. Olver), Г. Бiркгоф (G. Birkhoff), Л.I.
Сєдов, Д. Блумен (G. Bluman), Ю. Коул (J. Cole) та iншi.

Значний вклад в розвиток групового аналiзу диференцiальних рiвнянь внесли
вiтчизнянi вченi. Серед них В.I. Фущич, А.Г. Нiкiтiн, Л.Ф. Баранник, А.Ф. Баран-
ник, М.I. Сєров, В.I. Лагно, Р.О. Попович, I.М. Цифра, В.А. Владiмiров, В.Г. Ко-
стенко та iншi.

Добре вiдомо, що при побудовi математичних моделей реальних процесiв до-
сить часто отримуються диференцiальнi рiвняння, якi мiстять довiльнi функцiї
(довiльнi параметри). Для дослiдження таких рiвнянь проводиться їх групова
класифiкацiя.

На даний час опублiковано багато наукових праць, якi присвяченi груповiй
класифiкацiї лiнiйних та нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (систем диферен-
цiальних рiвнянь) рiзних типiв, якi заданi в просторах рiзних вимiрностей. Серед
них працi С. Лi (S. Lie), Л.В. Овсяннiкова, Н.Х. Iбрагiмова, П. Олвера (P. Olver),
В. Еймса (W. Ames), Р. Поповича, С. Софоклеоуса (S. Sophocleous), А. Нiкiтiна,
П. Лiча (P. Leach), В. Лагно, А. Самойленка, Р. Жданова, П. Басараб-Горвата
(P. Basarab-Horwath), М. Сєрова, П. Вiнтернiца (P. Winternitz), Р. Чернiги, С.
Мелешка, С. Спiчака, В. Стогнiя, В. Дороднiцина, А. Орона (A. Oron), Е. Пуч-
чi (E. Pucci), Д. Аррiго (D. Arrigo), Р. Ередеро (R. Heredero), М. Гандарiаса
(M. Gandarias), Н. Iванової, Р. Трацiни (R. Tracina), О. Ванеєвої, I. Єгорченко
та iнших.

У дисеpтацiйнiй pоботi проведена групова класифiкацiя певного класу нелiнiй-
них п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u) (тут, i всюди
надалi R(u) – числова вiсь залежної змiнної u) шляхом побудови нееквiвален-
тних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв (ДI) першого порядку
неспряжених пiдгруп групи P (1, 4), сформульовано та доведено критерiй еквi-
валентностi цих функцiональних базисiв, проведено симетрiйну редукцiю (в усiх
випадках, коли це можливо зробити за допомогою класичного методу Лi) та по-
будовано класи iнварiантних розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятиви-
мiрних рiвнянь Д’Аламбера.

Узагальнена група Пуанкаре P (1, 4) це група поворотiв та зсувiв п’ятивимiрно-
го простору Мiнковського M(1, 4). Серед важливих для теоретичної та математи-



2

чної фiзики груп ця група посiдає особливе мiсце. Вона є найменшою групою, що
мiстить, як пiдгрупи, розширену групу Галiлея G̃(1, 3) (групу симетрiї класичної
фiзики) i групу Пуанкаре P (1, 3) (групу симетрiї релятивiстської фiзики). Група
P (1, 4) має широке застосування при розглядi рiзних питань теоретичної i мате-
матичної фiзики. Деякi з них можна знайти в працях В.I. Фущича, А.Г. Нiкiтiна,
I.Ю. Кривського, В.Г. Кадишевського, Л.П. Сокура та iнших.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiю виконано на кафедрi математичного моделювання ЛНУ iм. Iвана Франка
та у вiддiлi алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математики iменi
Я.С. Пiдстригача НАН України.

Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiйнiй роботi, пов’язаний iз наукови-
ми дослiдженнями кафедри математичного моделювання Львiвського нацiональ-
ного унiверситету iменi Iвана Франка i є складовою частиною завдань держбю-
джетних тем:

– "Розробка математичних методiв дослiдження прямих, обернених i спект-
ральних задач для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними"(1997–2000
pp., номер держреєстрацiї № 0197U018069);

– "Побудова математичних моделей та розробка методiв дослiдження крайових
задач для диференцiальних рiвнянь i випадкових еволюцiй"(2000–2003 pp., номер
держреєстрацiї № 0100U001411);

та вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математики iм.
Я.С. Пiдстригача НАН України i є складовою частиною завдань наступних держ-
бюджетних тем:

– "Алгебраїчнi та комбiнаторнi методи в матричних кiльцях, скiнченнопараме-
тричних групах Лi та топологiчних напiвгрупах"(2002–2006 рр., номер держреє-
страцiї: № 0102U000451);

– "Розробка теоретико-кiльцевих i групових методiв дослiдження задач фа-
кторизацiї та класифiкацiї матриць над кiльцями скiнченнопороджених головних
iдеалiв i вивчення структурних властивостей скiнченновимiрних алгебр Лi"(2007–
2011 рр., номер державної реєстрацiї: № 0107U000361);

– "Дослiдження матричних алгебричних систем та їх застосування"(2012–2016
рр., номер держреєстрацiї: № 0111U008859).

Автор брав участь у цих дослiдженнях як виконавець вищевказаних держбю-
джетних тем.

Мета i задачi дослiдження. Метою даної роботи є групова класифiкацiя
певного класу нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторiM(1, 4)×
R(u) а також проведення симетрiйної редукцiї та побудова класiв iнварiантних
розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

Завдання дисертацiйної роботи конкретизується такими пунктами:
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1) Провести групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятивимiрних рiв-
нянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u).

2) Сформульовати i довести критерiй еквiвалентностi функцiональних базисiв
ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

3) Побудувати в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси ДI пер-
шого порядку для всiх неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

4) Провести симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можливо зроби-
ти класичним методом Лi) та побудувати класи iнварiантних розв’язкiв для
деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

Об’єктом дослiдження є певний клас п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера в
просторi M(1, 4)×R(u), функцiональнi базиси ДI першого порядку неспряжених
пiдгруп групи P (1, 4), деякi диференцiальнi рiвняння другого порядку, iнварiан-
тнi вiдносно групи P (1, 4).

Предметом дослiдження є групова класифiкацiя, симетрiйна редукцiя та кла-
си iнварiантних розв’язкiв таких рiвнянь.

Методи дослiдження. У роботi використано апарат групового аналiзу дифе-
ренцiальних рiвнянь.

Наукова новизна одержаних результатiв. Основнi результати, якi визна-
чають наукову новизну та виносяться на захист, такi.

1) Проведено групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятивимiрних
рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u).

2) Сформульовано i доведено критерiй еквiвалентностi функцiональних базисiв
ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

3) Побудовано в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси ДI пер-
шого порядку для всiх неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

4) Проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можливо зроби-
ти класичним методом Лi) та побудовано класи iнварiантних розв’язкiв для
деяких P (1, 4)–iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної
роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути використанi при побудовi
та дослiдженнi моделей теоретичної та математичної фiзики в просторi M(1, 4)×
R(u), якi iнварiантнi вiдносно неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Особистий внесок здобувача. Постановка задач належить науковому ке-
рiвнику Ю.М. Сидоренку. У спiльних статтях [3, 5–9] В.М. Федорчуку належать
результати по вивченню пiдгрупової структури групи P (1, 4) та обговорення отри-
маних результатiв. У спiльнiй роботi [2] В.М. Федорчуку належать результати з
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вивчення пiдгрупової структури групи P (1, 4), диференцiальних iнварiантiв пер-
шого та другого порядкiв в просторi M(1, 3)×R(u) для розщеплюваних пiдгруп
групи P (1, 4). У спiльнiй роботi [4] В.М. Федорчуку належать результати з ви-
вчення пiдгрупової структури групи P (1, 4) та класiв диференцiальних рiвнянь
першого порядку в просторi M(1, 3)× R(u) з нетривiальною симетрiєю. Iншi ре-
зультати, якi опублiковано в спiльних з Федорчуком В.М. статтях, зокрема, кри-
терiй еквiвалентностi функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених
пiдгруп групи P (1, 4) та побудова в явному виглядi нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI належать дисертантовi. Результати, якi виносяться на захист,
отримано дисертантом самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiйної робо-
ти доповiдалися дисертантом на таких конференцiях: Fourth Conference "Symmet-
ry in Nonlinear Mathematical Physics"(July 9—15, 2001); International Conference on
Functional Analysis and its Applications Dedicated to the 110-th anniversary of Stefan
Banach (May 28–31, 2002, Lviv, Ukraine); Конференцiя молодих учених iз сучасних
проблем механiки i математики iм. акад. Я.С. Пiдстригача, (24–27 травня 2005
року, Львiв); Sixth International Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical
Physics" (20–26 June 2005, Kyiv, Ukraine); 8th International Conference "Symmetry
in Nonlinear Mathematical Physics" (June 21–27, 2009, Kyiv, Ukraine); Конферен-
цiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання" (23–25 травня 2012 року, Львiв);
V Всеукраїнська наукова конференцiя "Нелiнiйнi проблеми аналiзу" (19–21 вере-
сня 2013 року, м. Iвано-Франкiвськ); Конференцiя молодих учених "Пiдстрига-
чiвськi читання – 2015" , 26–28 травня 2015 р., Львiв; Мiжнародна конференцiя
молодих математикiв, 3–6 червня 2015 р., Київ; 10-та Мiжнародна математична
конференцiя iм. В.Я. Скоробогатька, 25–28 серпня 2015, Дрогобич;
та Федорчуком В.М. (у випадках спiльних доповiдей) на наступних наукових кон-
ференцiях: Український математичний конгрес, 21–23 серпня 2001 року, Київ;
Мiжнароднiй математичнiй конференцiї, присвяченiй сторiччю вiд початку робо-
ти Д.О. Граве (1863–1939) в Київському унiверситетi, (17–22 червня 2002, м. Київ);
Fifth Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics"(June 23–29, 2003);
10th International Conference on Differential Geometry and Its Applications In honour
of the 300th anniversary of the birth of Leonhard Euler (27–31 August, 2007, Olomouc,
Czech Republic); "Український математичний конгрес – 2009" (до 100-рiччя вiд
дня народження Миколи М. Боголюбова), 27–29 серпня 2009 року, Київ;
а також доповiдалися дисертантом i обговорювалися на наукових семiнарах:

– кафедри математичного моделювання механiко-математичного факультету
Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка (керiвники: до-
ктор фiзико-математичних наук, професор Заболоцький М.В.; кандидат фi-
зико-математичних наук, доцент Сидоренко Ю.М.);
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– вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математики iм.
Я.С. Пiдстригача НАН України (керiвник семiнару – доктор фiзико-матема-
тичних наук, професор Петричкович В.М.);

– математичному семiнарi Iнституту прикладних проблем механiки i математи-
ки iм. Я.С. Пiдстригача НАН України (керiвники: член-кореспондент НАН
України, доктор фiзико-математичних наук, професор Пташник Б.Й.; до-
ктор фiзико-математичних наук, професор Войтович М.М.; доктор фiзико-
математичних наук Пелих В.О.; доктор фiзико-математичних наук, професор
Петричкович В.М.);

– Львiвському мiському семiнарi з диференцiальних рiвнянь (керiвники: член-
кореспондент НАН України, доктор фiзико-математичних наук, професор
Пташник Б.Й., доктор фiзико-математичних наук, професор Iванчов М.I.,
доктор фiзико-математичних наук, професор Каленюк П.I.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 11 статтях [1–11].
З них – 6 в наукових фахових виданнях України, 5 – в закордонних виданнях.
З них – 9 ( [1, 2, 4–10] ) опублiковано у виданнях, що включенi до мiжнародної
науко-метричної бази MathSciNet, а також додатково висвiтлено в матерiалах i
тезах 9 ( [12–20] ) наукових конференцiй.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу, трьох роздi-
лiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи становить
154 сторiнки, основного тексту – 130 сторiнок. Список використаних джерел на-
лiчує 167 найменуваннь.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiйної роботи обгрунтовано актуальнiсть теми, сформульова-
но мету i задачi дослiдження, вказано наукову новизну та апробацiю одержаних
результатiв.

У першому роздiлi проведено короткий огляд лiтератури, пов’язаної з темою
дисертацiї.

Другий роздiл дисертацiї мiстить результати групової класифiкацiї певного
класу нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

У першому пiдроздiлi наведено деякi вiдомi факти з групового аналiзу ди-
ференцiальних рiвнянь.

Нехай GN
r – локальна група Лi точкових перетворень простору EN :

x′ = Tax = f(x, a), x, x′ ∈ EN , a ∈ Er,

де f(x, a) – достатньо гладкi функцiї своїх аргументiв.
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Означення 2.1 Не тотожньо стала функцiя I(x) називається iнварiантом
групи GN

r , якщо
I(Tax) = I(x)

для всiх перетворень Ta ∈ GN
r .

Базиснi елементи алгебри Лi групи GN
r позначимо через X1, X2, ..., Xr. Вони

мають вигляд:

Xα = ξiα(x)
∂

∂xi
,

(
i = 1, . . . , N
α = 1, . . . , r

)
,

де ξiα(x) =
∂f i

∂aα

∣∣∣∣
a=0

. Функцiї ξiα(x) називаються координатами операторiв Xα.

Побудуємо матрицю iз координат операторiв Xα:

M = ||ξiα(x)||,

де α – номер рядка, i – номер стовпця, причому α = 1, . . . , r; i = 1, . . . , N.
Загальний ранг матрицi M позначимо через R.

Теорема 2.1 Група GN
r має iнварiанти тодi i тiльки тодi, коли R <

N. Якщо ця нерiвнiсть виконується, то iснує t = N − R функцiонально
незалежних iнварiантiв Iτ(x) (τ = 1, . . . , t) групи GN

r таких, що довiльний
її iнварiант є функцiєю вiд них.

Означення 2.2 Iнварiанти продовженої групи називаються диференцiальни-
ми iнварiантами групи GN

r .

Другий пiдроздiл мiстить опис алгебри Лi групи P (1, 4).

Алгебра Лi групи P (1, 4) задається 15 базисними елементами Mµν = −Mνµ

(µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) i P ′µ (µ = 0, 1, 2, 3, 4), якi задовiльняють комутацiйним
спiввiдношенням:[

P ′µ, P
′
ν

]
= 0,[

M ′
µν, P

′
σ

]
= gµσP

′
ν − gνσP ′µ,[

M ′
µν,M

′
ρσ

]
= gµρM

′
νσ + gνσM

′
µρ − gνρM ′

µσ − gµσM ′
νρ,

де gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) – метричний тензор з компонентами g00 =
= −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0, якщо µ 6= ν. Тут i всюди в
дальнiшому M ′

µν = iMµν.
Для зручностi перейдемо вiд M ′

µν i P ′µ до наступних лiнiйних комбiнацiй:

G = M ′
40, L1 = M ′

32, L2 = −M ′
31, L3 = M ′

21,

Pa = M ′
4a −M ′

a0, Ca = M ′
4a +M ′

a0, (a = 1, 2, 3),
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X0 =
1

2
(P ′0 − P ′4) , Xk = P ′k (k = 1, 2, 3), X4 =

1

2
(P ′0 + P ′4) .

Одним iз нетривiальних наслiдкiв вивчення пiдгрупової структури групи
P (1, 4) є те, що група P (1, 4) мiстить як пiдгрупи групу Пуанкаре P (1, 3) i
розширену групу Галiлея G̃(1, 3), тобто природньо об’єднує групи симетрiї реля-
тивiстської та нерелятивiстської фiзики.

Алгебра Лi групи G̃(1, 3) генерується наступними базисними елементами:

L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4.

Розглянемо наступне зображення алгебри Лi групи P (1, 4):

P ′0 =
∂

∂x0
, P ′1 = − ∂

∂x1
, P ′2 = − ∂

∂x2
, P ′3 = − ∂

∂x3
,

P ′4 = − ∂

∂x4
, M ′

µν = −
(
xµP

′
ν − xνP ′µ

)
.

(2.1)

У третьому пiдроздiлi сформульовано та доведено критерiй еквiвалентностi
функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Функцiональнi базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4)
отримуються при розв’язуваннi систем диференцiальних рiвнянь виду:

X̃1J(x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) = 0,

X̃2J(x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) = 0,
...
X̃kJ(x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) = 0,

де {X̃1, X̃2, ...X̃k, ( k = 1, ..., 15 )} – один раз продовженi базиснi оператори

k-вимiрної неспряженої пiдалгебри алебри Лi групи P (1, 4), uµ ≡
∂u

∂xµ
, µ =

0, 1, 2, 3, 4.
Перше продовження базисних операторiв алгебри Лi групи P (1, 4) має вигляд:

G̃ = −x4
∂

∂x0
− x0

∂

∂x4
+ u4

∂

∂u0
+ u0

∂

∂u4
,

L̃1 = x3
∂

∂x2
− x2

∂

∂x3
+ u3

∂

∂u2
− u2

∂

∂u3
,

L̃2 = −x3
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x3
− u3

∂

∂u1
+ u1

∂

∂u3
,

L̃3 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
+ u2

∂

∂u1
− u1

∂

∂u2
,
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P̃1 = x1
∂

∂x0
+ (x0 + x4)

∂

∂x1
− x1

∂

∂x4
− u1

∂

∂u0
− (u0 − u4)

∂

∂u1
− u1

∂

∂u4
,

P̃2 = x2
∂

∂x0
+ (x0 + x4)

∂

∂x2
− x2

∂

∂x4
− u2

∂

∂u0
− (u0 − u4)

∂

∂u2
− u2

∂

∂u4
,

P̃3 = x3
∂

∂x0
+ (x0 + x4)

∂

∂x3
− x3

∂

∂x4
− u3

∂

∂u0
− (u0 − u4)

∂

∂u3
− u3

∂

∂u4
,

C̃1 = −x1
∂

∂x0
− (x0 − x4)

∂

∂x1
− x1

∂

∂x4
+ u1

∂

∂u0
+ (u0 + u4)

∂

∂u1
− u1

∂

∂u4
,

C̃2 = −x2
∂

∂x0
− (x0 − x4)

∂

∂x2
− x2

∂

∂x4
+ u2

∂

∂u0
+ (u0 + u4)

∂

∂u2
− u2

∂

∂u4
,

C̃3 = −x3
∂

∂x0
− (x0 − x4)

∂

∂x3
− x3

∂

∂x4
+ u3

∂

∂u0
+ (u0 + u4)

∂

∂u3
− u3

∂

∂u4
,

X̃0 =
1

2

(
∂

∂x0
+

∂

∂x4

)
, X̃1 = − ∂

∂x1
, X̃2 = − ∂

∂x2
,

X̃3 = − ∂

∂x3
, X̃4 =

1

2

(
∂

∂x0
− ∂

∂x4

)
.

В даному роздiлi N = 11, бо координатами в один раз продовженому просторi є
значення величин x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4.

Для довiльної k-вимiрної (k = 1, 2, . . . , 15) пiдалгебри алгебри Лi групи
P (1, 4) матриця M матиме розмiрнiсть k × 11. Загальний ранг такої матрицi
може приймати значення 1, 2, . . . ,min(k, 11).

З вище наведеної теореми 2.1 випливає, що всi цi пiдалгебри в один раз продов-
женому просторi матимуть t = 11−R – вимiрнi функцiональнi базиси iнварiантiв.
Це рiвнозначне тому, що всi k-вимiрнi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) мати-
муть ДI першого порядку, якщо R < 11. Для кожної пiдалгебри позначатимемо
цi iнварiанти через {J1, J2, . . . , Jt}.

В процесi побудови функцiональних базисiв ДI виявилося, що немає взаємно одно-
значної вiдповiдностi мiж неспряженими пiдалгебрами алгебри Лi групи P (1, 4)
та вiдповiдними функцiональними базисами. Це означає, що деякi з цих базисiв
є еквiвалентними.

Нехай {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t } i {J

(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t } є функцiональними базисами ДI пер-

шого порядку вiдповiдно для пiдалгебр L1 i L2.

Означення 2.3 Кажемо, що функцiональнi базиси {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t } i {J (2)

1 ,

J
(2)
2 , ..., J

(2)
t } є еквiвалентними, якщо iснують гладкi функцiї f1, f2, ..., ft i g1, g2,

..., gt такi що
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J
(2)
1 = f1

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
J
(2)
2 = f2

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
............................................

J
(2)
t = ft

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

) (2.2)

i 
J
(1)
1 = g1

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
J
(1)
2 = g2

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
............................................

J
(1)
t = gt

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
.

(2.3)

Теорема 2.2 Два функцiональнi базиси {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t } i {J

(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t } є

еквiвалентними тодi i тiльки тодi, якщо вони задовiльняють наступнi умови:



X̃
(1)
1 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
1 J

(2)
2 = 0, . . . , X̃

(1)
1 J

(2)
t = 0

X̃
(1)
2 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
2 J

(2)
2 = 0, . . . , X̃

(1)
2 J

(2)
t = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X̃
(1)
r1 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
r1 J

(2)
2 = 0, . . . , X̃

(1)
r1 J

(2)
t = 0

X̃
(2)
1 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
1 J

(1)
2 = 0, . . . , X̃

(2)
1 J

(1)
t = 0

X̃
(2)
2 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
2 J

(1)
2 = 0, . . . , X̃

(2)
2 J

(1)
t = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X̃
(2)
r2 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
r2 J

(1)
2 = 0, . . . , X̃

(2)
r2 J

(1)
t = 0

, (2.4)

де {X̃(1)
1 , X̃

(1)
2 , ..., X̃

(1)
r1 }, {X̃

(2)
1 , X̃

(2)
2 , ..., X̃

(2)
r2 } – один раз продовженi базиснi опера-

тори пiдалгебр L1 i L2 вiдповiдно; r1, r2 – розмiрностi пiдалгебр L1 i L2.
У четвертому пiдроздiлi проведено групову класифiкацiю певного класу не-

лiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера. Цей пiдроздiл складається з дев’яти
пiдпiдроздiлiв в яких описано отриманi P (1, 4)-нееквiвалентнi пiдкласи рiвнянь.

Розглянемо клас нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера виду:

�5u = F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4), (2.5)

де �5 ≡
∂2

∂x20
− ∂2

∂x21
− ∂2

∂x22
− ∂2

∂x23
− ∂2

∂x24
– оператор Д’Аламбера в просторi M(1, 4),

F – довiльна гладка функцiя, u = u(x0, x1, x2, x3, x4), uµ =
∂u

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3, 4.



10

Цей клас є широким узагальненням лiнiйного та нелiнiйного рiвнянь Д’Аламбера,
рiвняння sin-Гордона, рiвняння Лiувiлля та рiвняння sinh-Гордона.

Кожне перетворення з конформної групи С(1,4) простору М(1,4) належить до
групи еквiвалентностi класу (2.5). Для групової класифiкацiї обмежимося пiдгру-
пою P (1, 4) групи C(1, 4). А саме: використаємо неспряженi пiдалгебри алгебри
Лi групи P (1, 4) (спряження розглядалося вiдносно групи P (1, 4)) та нееквiвален-
тнi функцiональнi базиси ДI першого порядку цих пiдалгебр. В цьому випадку
групова класифiкацiя розглядуваного класу рiвнянь зводиться до побудови пiд-
класiв цього класу, якi будуть iнварiантними вiдносно неспряжених пiдгруп групи
P (1, 4). Добре вiдомо, що лiва сторона рiвняння, що дослiджується, є iнварiан-
тною вiдносно групи P (1, 4). Тому наше завдання полягає на побудовi правих
сторiн (функцiй F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4)) iнварiантних вiдносно не-
спряжених пiдгруп групи P (1, 4). Оскiльки розглядуванi функцiї залежать також
вiд похiдних першого порядку шуканої функцiї по незалежних змiнних, то шуканi
пiдкласи рiвнянь можна записати у такому виглядi:

�5u = Φ(J1, J2, ..., Jt1), (2.6)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., Jt1}(t1 = 2, 3, ..., 10) – нееквiвалентнi
функцiональнi базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Таким чином, задача групової класифiкацiї класу рiвнянь, що дослiджується,
звелася до побудови нееквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку
неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Основний результат цього роздiлу можна сформулювати у виглядi наступної
Теорема 2.3 Iснує 495 P (1, 4)-нееквiвалентнних пiдкласiв рiвнянь виду (2.6).

Серед них:

- один пiдклас побудований на основi двовимiрного нееквiвалентного функцiо-
нального базису ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 7 пiдкласiв побудованих на основi тривимiрних нееквiвалентних функцiональ-
них базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 23 пiдкласи побудованi на основi чотиривимiрних нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 62 пiдкласи побудованi на основi п’ятивимiрних нееквiвалентних функцiональ-
них базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 108 пiдкласiв побудованих на основi шестивимiрних нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 136 пiдкласiв побудованих на основi семивимiрних нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);
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- 89 пiдкласiв побудованих на основi восьмивимiрних нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 49 пiдкласiв побудованих на основi дев’ятивимiрних нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

- 20 пiдкласiв побудованих на основi десятивимiрних нееквiвалентних функцiо-
нальних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2), (2.7)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2} – нееквiвалентнi функцiональнi базиси
ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.1 З точнiстю до еквiвалентностi iснує єдиний двовимiрний
функцiональний базис ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4),
що задається формулою (2.8).
Твердження 2.2 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд рiвнян-
ня (2.6), що права частина залежить вiд двох функцiонально незалежних iн-
варiантiв, задається формулою (2.7), де J1, J2 мають вигляд (2.8).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, J3), (2.10)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, J3} – нееквiвалентнi функцiональнi базиси
ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.3 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 7 тривимiрних не-
еквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiд-
груп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 8
задаються формулами (2.11).
Твердження 2.4 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 7 пiдкла-
сiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд трьох функцiональ-
но незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.10), де J1, J2, J3 мають ви-
гляд (2.11).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J4), (2.12)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J4} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).
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Твердження 2.5 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 23 чотиривимiрних не-
еквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп
групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 7 зада-
ються формулами (2.13).

Твердження 2.6 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 23 пiд-
класiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд чотирьох функцiо-
нально незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.12), де J1, J2, ..., J4 ма-
ють вигляд (2.13).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J5), (2.14)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J5} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.7 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 62 п’ятивимiрнi нееквi-
валентнi функцiональнi базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи
P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 6 задаються
формулами (2.15).
Твердження 2.8 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 62 пiдкла-
сiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд п’ятьох функцiонально
незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.14), де J1, J2, ..., J5 мають ви-
гляд (2.15).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J6), (2.16)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J6} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.9 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 108 шестивимiрних
нееквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiд-
груп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 5
задаються формулами (2.17).
Твердження 2.10 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 108 пiд-
класiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд шести функцiональ-
но незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.16), де J1, J2, ..., J6 мають
вигляд (2.17).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J7), (2.18)
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де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J7} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.11 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 136 семивимiрних не-
еквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiдгруп
групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 4 зада-
ються формулами (2.19).
Твердження 2.12 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 136 пiд-
класiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд семи функцiонально
незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.18), де J1, J2, ..., J7 мають ви-
гляд (2.19).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J8), (2.20)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J8} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).
Твердження 2.13 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 89 восьмивимiрних
нееквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiд-
груп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 3
задаються формулами (2.21).
Твердження 2.14 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 89 пiдкла-
сiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд восьми функцiонально
незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.20), де J1, J2, ..., J8 мають ви-
гляд (2.21).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J9), (2.22)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J9} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).
Твердження 2.15 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 49 дев’ятивимiрних
нееквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiд-
груп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 2
задаються формулами (2.23).
Твердження 2.16 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 49 пiдкла-
сiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд дев’яти функцiонально
незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.22), де J1, J2, ..., J9 мають ви-
гляд (2.23).

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь виду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J10), (2.24)
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де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J10} – нееквiвалентнi функцiональнi
базиси ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.17 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 20 десятивимiрних
нееквiвалентних функцiональних базисiв ДI першого порядку неспряжених пiд-
груп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 1
задаються формулами (2.25).
Твердження 2.18 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 20 пiдкла-
сiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд десяти функцiонально
незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.24), де J1, J2, ..., J10 мають ви-
гляд (2.25).

У третьому роздiлi проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли
це можливо зробити класичним методом Лi) та побудовано класи iнварiантних
розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.
Вiн складається з пяти пiдроздiлiв.

У першому пiдроздiлi коротко описано симетрiйну редукцiю деяких P (1, 4)-
нееквiвалентних пiдкласiв п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

У другому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю та побудовано деякi
класи iнварiантних розв’язкiв лiнiйного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбера

�5u = λu, λ ∈ R. (3.1)

Серед побудованих розв’язкiв є розв’язки, що виражаються через елементарнi
функцiї, розв’язки, що виражаються через спецiальнi функцiї, та розв’язки, якi
мiстять довiльнi функцiї.

У третьому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю та побудовано деякi
класи iнварiантних розв’язкiв п’ятивимiрного рiвняння sin–Гордона

�5u = sinu. (3.27)

Серед побудованих розв’язкiв є розв’язки, що виражаються через елементарнi
функцiї, розв’язки, що виражаються через спецiальнi функцiї, та розв’язки, якi
мiстять довiльнi функцiї.

У четвертому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю та побудовано де-
якi класи iнварiантних розв’язкiв п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля

�5u = eu. (3.41)

Серед побудованих розв’язкiв є розв’язки, що виражаються через елементарнi
функцiї та розв’язки, якi мiстять довiльнi функцiї.

У п’ятому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю та побудовано деякi
класи iнварiантних розв’язкiв п’ятивимiрного рiвняння sinh–Гордона
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�5u = sinhu. (3.49)

Серед побудованих розв’язкiв є розв’язки, що виражаються через елементарнi
функцiї, розв’язки, що виражаються через спецiальнi функцiї, та розв’язки, якi
мiстять довiльнi функцiї.

ВИСНОВКИ

Дисеpтацiя присвячена груповiй класифiкацiї певного класу нелiнiйних п’яти-
вимiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u), симетрiйнiй редукцiї та
побудовi класiв iнварiантних розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятиви-
мiрних рiвнянь Д’Аламбера. У дисертацiйнiй роботi одержано такi новi результа-
ти.

1. Проведено групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятивимiрних
рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u).

2. Сформульовано i доведено критерiй еквiвалентностi функцiональних базисiв
ДI першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

3. Побудовано в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси ДI пер-
шого порядку для всiх неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

4. Проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можливо зробити
класичним методом Лi) та побудовано деякi класи iнварiантних розв’язкiв для
наступних P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера:

– лiнiйне п’ятивимiрне рiвняння Д’Аламбера;
– п’ятивимiрне рiвняння sin–Гордона;
– п’ятивимiрне рiвняння Лiувiлля;
– п’ятивимiрне рiвняння sinh–Гордона.
5. Серед побудованих класiв iнварiантних розв’язкiв є розв’язки, якi виража-

ються через елементарнi функцiї, спецiальнi функцiї, та розв’язки, якi залежать
вiд двох довiльних функцiй.

6. Отриманi результати можуть бути застосованi при побудовi та дослiдженнi
математичних моделей в просторiM(1, 4)×R(u), якi iнварiантнi вiдносно неспря-
жених пiдгруп групи P (1, 4).
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АНОТАЦIЯ

Федорчук В.I. Групова класифiкацiя нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь
Д’Аламбера та диференцiальнi iнварiанти першого порядку неспряжених пiд-
груп групи Пуанкаре Р(1,4). — На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.02 — диференцiальнi рiвняння. — Львiвський нацiо-
нальний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2015.

У дисертацiйнiй роботi проведена групова класифiкацiя певного класу нелiнiй-
них п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторiM(1, 4)×R(u), побудовано не-
еквiвалентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку
неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Сформульовано i доведено критерiй еквiва-
лентностi функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку
неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiр-
них рiвнянь Д’Аламбера проведено симетрiйну редукцiю та побудовано деякi кла-
си iнварiантних розв’язкiв.

Ключовi слова: групова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь, неспряже-
нi пiдгрупи, нееквiвалентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв,
симетрiйна редукцiя, iнварiантнi розв’язки.

АННОТАЦИЯ

Федорчук В.И. Групповая классификация нелинейных пятимерных уравне-
ний Д’Аламбера и дифференциальные инварианты первого порядка несопряжен-
ных подгрупп группы Пуанкаре Р(1,4). — На правах рукописи.

Диссертация на соискание научной степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения. — Львовский
национальний университет имени Ивана Франка, Львов, 2015.
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В диссертационной работе проведена групповая классификация одного класса
нелинейных пятимерных уравнений Д’Аламбера в пространстве M(1, 4) × R(u),
построены неэквивалентные функциональные базисы дифференциальных инва-
риантов первого порядка несопряженных подгрупп группы P (1, 4). Сформулиро-
ван и доказан критерий эквивалентности функциональных базисов дифференци-
альных инвариантов первого порядка несопряженных подгрупп группы P (1, 4).
Для некоторых P (1, 4)-инвариантных пятимерных уравнений Д’Аламбера прове-
дена симметрийная редукция и построены некоторые классы инвариантных ре-
шений.

Ключевые слова: групповая классификация дифференциальных уравнений,
несопряженные подгруппы, неэквивалентные функциональные базисы дифферен-
циальных инвариантов, симметрийная редукция, инвариантные решения.

ABSTRACT

Fedorchuk V.I. Group classification of non-linear five-dimensional D’Alembert
equations and first-order differential invariants of non-conjugate subgroups of the Poi-
ncaré group P (1, 4). — On the rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences
degree on the speciality 01.01.02 — Differential equations. — Ivan Franko National
University of Lviv, Lviv, 2015.

In the thesis a group classification of a certain class of non-linear five-dimensional
D’Alembert equations in the spaceM(1, 4)×R(u) has been performed. Non-equivalent
functional bases of the first-order differential invariants for non-conjugate subgoups
of the Poincaré group P (1, 4) have been constructed. A criterion of equivalence for
functional bases of the first-order differential invariants for non-conjugate subgoups of
the Poincaré group P (1, 4) has been formulated and proven. For some P (1, 4)-invariant
five-dimensional D’Alembert equations, the symmetry reduction has been performed
and some classes of invariant solutions have been constructed.

Key words: group classification of differential equations, non-conjugate subgroups,
non-equivalent functional bases of differential invariants, symmetry reduction, invari-
ant solutions.


