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ВСТУП

Актуальнiсть теми. В багатьох випадках математичне моделювання

рiзних процесiв реального свiту зводиться до побудови та дослiдження

диференцiальних рiвнянь в просторах рiзних вимiрностей, якi мають не-

тривiальнi групи симетрiї. З цiєю метою можна використати, зокрема,

методи С. Лi та його учнiв (див., наприклад [1–6]). Cлiд зазначити, що

особливу актуальнiсть цi методи набувають для нелiнiйних рiвнянь, до

яких не завжди можна застосувати класичнi методи математичної фi-

зики. Важливий внесок в розвиток теоретико-групових методiв внесли

Л.В. Овсяннiков [7–9], Н.Х. Iбрагiмов [10–16], П. Олвер (P. Olver) [17–19],

Г. Бiркгоф (G. Birkhoff) [20], Л.I. Сєдов [21], Д. Блумен (G. Bluman), Ю.

Коул (J. Cole) [22,23] та iншi.

Значний вклад в розвиток групового аналiзу диференцiальних рiвнянь

внесли вiтчизнянi вченi. Серед них В.I. Фущич, А.Г. Нiкiтiн, Л.Ф. Баран-

ник, А.Ф. Баранник, М.I. Сєров, В.I. Лагно, Р.О. Попович, I.М. Цифра,

В.А. Владiмiров, В.Г. Костенко та iншi [24–40].

Добре вiдомо, що при побудовi математичних моделей реальних про-

цесiв досить часто отримуються диференцiальнi рiвняння, якi мiстять

довiльнi функцiї (довiльнi параметри). Для дослiдження таких рiвнянь

проводиться їх групова класифiкацiя.

На даний час опублiковано багато наукових праць, якi присвяченi гру-

повiй класифiкацiї лiнiйних та нелiнiйних диференцiальних рiвнянь (си-

стем диференцiальних рiвнянь) рiзних типiв, якi заданi в просторах рi-

зних вимiрностей. Серед них працi С. Лi (S. Lie), Л.В. Овсяннiкова,

Н.Х. Iбрагiмова, П. Олвера (P. Olver), В. Еймса (W. Ames), Р. Попо-

вича, С. Софоклеоуса (S. Sophocleous), А. Нiкiтiна, П. Лiча (P. Leach),
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В. Лагно, А. Самойленка, Р. Жданова, П. Басараб-Горвата (P. Basarab-

Horwath), М. Сєрова, П. Вiнтернiца (P. Winternitz), Р. Чернiги, С. Меле-

шка, С. Спiчака, В. Стогнiя, В. Дороднiцина, А. Орона (A. Oron), Е. Пуччi

(E. Pucci), Д. Аррiго (D. Arrigo), Р. Ередеро (R. Heredero), М. Гандарiаса

(M. Gandarias), Н. Iванової, Р. Трацiни (R. Tracina), О. Ванеєвої, I. Єгор-

ченко та iнших ( [41–80] ).

У дисеpтацiйнiй pоботi проведена групова класифiкацiя певного класу

нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u)

(тут, i всюди надалi R(u) – числова вiсь залежної змiнної u) шляхом побу-

дови нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiан-

тiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4), сформульовано

та доведено критерiй еквiвалентностi цих функцiональних базисiв, про-

ведено симетрiйну редукцiю (в усiх випадках, коли це можливо зробити

за допомогою класичного методу Лi) та побудовано класи iнварiантних

розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’А-

ламбера.

Узагальнена група Пуанкаре P (1, 4) – це група поворотiв та зсувiв п’я-

тивимiрного простору Мiнковського M(1, 4). Серед важливих для тео-

ретичної та математичної фiзики груп ця група посiдає особливе мiсце.

Вона є найменшою групою, що мiстить, як пiдгрупи, розширену групу

Галiлея G̃(1, 3) [81] (групу симетрiї класичної фiзики) i групу Пуанкаре

P (1, 3) (групу симетрiї релятивiстської фiзики). Група P (1, 4) має широ-

ке застосування при розглядi рiзних питань теоретичної i математичної

фiзики [82–87].

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Дисертацiю виконано на кафедрi математичного моделювання Львiвсько-

го нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка та у вiддiлi алгебри
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Iнституту прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстри-

гача НАН України. Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiйнiй робо-

тi, пов’язаний iз науковими дослiдженнями кафедри математичного мо-

делювання Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка i

є складовою частиною завдань держбюджетних тем:

– "Розробка математичних методiв дослiдження прямих, обернених i

спектральних задач для диференцiальних рiвнянь з частинними похiд-

ними"(1997–2000 pp., номер держреєстрацiї № 0197U018069);

– "Побудова математичних моделей та розробка методiв дослiдже-

ння крайових задач для диференцiальних рiвнянь i випадкових ево-

люцiй"(2000–2003pp., номер держреєстрацiї № 0100U001411);

та вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i матема-

тики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України i є складовою частиною завдань

держбюджетних тем:

– "Алгебраїчнi та комбiнаторнi методи в матричних кiльцях, скiнчен-

нопараметричних групах Лi та топологiчних напiвгрупах"(2002–2006 рр.,

номер держреєстрацiї: № 0102U000451);

– "Розробка теоретико-кiльцевих i групових методiв дослiдження за-

дач факторизацiї та класифiкацiї матриць над кiльцями скiнченнопо-

роджених головних iдеалiв i вивчення структурних властивостей скiн-

ченновимiрних алгебр Лi"(2007–2011 рр., номер державної реєстрацiї:

№ 0107U000361);

– "Дослiдження матричних алгебричних систем та їх застосуван-

ня"(2012–2016 рр., номер держреєстрацiї: № 0111U008859).

Автор брав участь у цих дослiдженнях як виконавець вищевказаних

держбюджетних тем.

Мета i задачi дослiдження. Метою даної роботи є групова кла-

сифiкацiя певного класу нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера

в просторi M(1, 4) × R(u) а також проведення симетрiйної редукцiї та
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побудова класiв iнварiантних розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних

п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

Завдання дисертацiйної роботи конкретизується такими пунктами:

1) провести групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятивимiр-

них рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u);

2) сформульовати i довести критерiй еквiвалентностi функцiональних

базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4);

3) побудувати в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси

диференцiальних iнварiантiв першого порядку для всiх неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4);

4) провести симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можли-

во зробити класичним методом Лi) та побудувати класи iнварiан-

тних розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiв-

нянь Д’Аламбера.

Об’єктом дослiдження є певний клас п’ятивимiрних рiвнянь Д’Алам-

бера в просторi M(1, 4) × R(u), функцiональнi базиси диференцiаль-

них iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4), де-

якi диференцiальнi рiвняння другого порядку, iнварiантнi вiдносно групи

P (1, 4).

Предметом дослiдження є групова класифiкацiя, симетрiйна редукцiя

та класи iнварiантних розв’язкiв таких рiвнянь.

Методи дослiдження. У роботi використано апарат групового аналiзу

диференцiальних рiвнянь.

Наукова новизна отриманих результатiв. Основнi результати, якi

визначають наукову новизну та виносяться на захист, такi:

1) проведено групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятиви-

мiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u);
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2) сформульовано i доведено критерiй еквiвалентностi функцiональних

базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiд-

груп групи P (1, 4);

3) побудовано в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси

диференцiальних iнварiантiв першого порядку для всiх неспряжених пiд-

груп групи P (1, 4);

4) проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можли-

во зробити класичним методом Лi) та побудовано класи iнварiантних

розв’язкiв для деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’А-

ламбера.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисер-

тацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони можуть бути викори-

станi при побудовi та дослiдженнi моделей теоретичної та математичної

фiзики в просторi M(1, 4) × R(u), якi iнварiантнi вiдносно неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4). Результати дисертацiї можна використати у нау-

кових дослiдженнях, якi проводяться у Львiвському нацiональному унi-

верситетi iменi Iвана Франка, Iнститутi прикладних проблем механiки

i математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України, Iнститутi математики

НАН України, Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шев-

ченка, Полтавському нацiональному технiчному унiверситетi iменi Юрiя

Кондратюка, Полтавському державному педагогiчному унiверситетi iм.

В.Г. Короленка, Схiдноєвропейському нацiональному унiверситетi iменi

Лесi Українки, Нацiональному технiчному унiверситетi «Київський полi-

технiчний iнститут», Iнститутi геофiзики iм. С.I. Суботiна НАН України,

Нацiональному унiверситетi харчових технологiй.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї опу-

блiковано у 11 статтях [88–98]. З них – 6 в наукових фахових виданнях
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України, 5 – в закордонних виданнях. З них – 9 ( [88, 89, 91–97] ) опублi-

ковано у виданнях, що включенi до мiжнародної науко-метричної бази

MathSciNet. Також результати додатково висвiтлено в матерiалах i тезах

9-ти ( [99–107] ) наукових математичних конференцiй.

Постановка задач належить науковому керiвнику Ю.М. Сидоренку. У

спiльних статтях [90, 92–96] В.М. Федорчуку належать результати по ви-

вченню пiдгрупової структури групи P (1, 4) та обговорення отриманих

результатiв. У спiльнiй роботi [89] В.М. Федорчуку належать результа-

ти з вивчення пiдгрупової структури групи P (1, 4), диференцiальних iн-

варiантiв першого та другого порядкiв в просторi M(1, 3) × R(u) для

розщеплюваних пiдгруп групи P (1, 4). У спiльнiй роботi [91] В.М. Фе-

дорчуку належать результати з вивчення пiдгрупової структури групи

P (1, 4) та класiв диференцiальних рiвнянь першого порядку в просторi

M(1, 3) × R(u) з нетривiальною симетрiєю. Iншi результати, якi опублi-

ковано в спiльних з Федорчуком В.М. статтях, зокрема, критерiй еквiва-

лентностi функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого

порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4) та побудова в явному вигля-

дi нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв

належать дисертантовi. Результати, якi виносяться на захист, отримано

дисертантом самостiйно.

Апробацiя роботи. Основнi результати дисертацiйної роботи допо-

вiдалися дисертантом на таких конференцiях:

– Fourth Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics"(July

9—15, 2001, Kyiv);

– International Conference on Functional Analysis and its Applications De-

dicated to the 110-th anniversary of Stefan Banach (May 28–31, 2002,

Lviv, Ukraine);
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– Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i матема-

тики iм. акад. Я.С. Пiдстригача, (24–27 травня 2005 року, Львiв);

– Sixth International Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical

Physics" (20–26 June 2005, Kyiv);

– 8th International Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical

Physics" (June 21–27, 2009, Kyiv);

– Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання" (23–25 тра-

вня 2012 року, Львiв);

– V Всеукраїнська наукова конференцiя "Нелiнiйнi проблеми аналiзу"

(19–21 вересня 2013 року, Iвано-Франкiвськ);

– Конференцiя молодих учених "Пiдстригачiвськi читання – 2015" (26–

28 травня 2015 р., Львiв);

– Мiжнародна конференцiя молодих математикiв (3–6 червня 2015 р.,

Київ);

– 10-та Мiжнародна математична конференцiя iм. В.Я. Скоробогатька

(25–28 серпня 2015, Дрогобич),

та Федорчуком В.М. (у випадках спiльних доповiдей) на наступних нау-

кових конференцiях:

– Український математичний конгрес (21–23 серпня 2001 року, Київ);

– Мiжнароднiй математичнiй конференцiї, присвяченiй сторiччю вiд

початку роботи Д.О. Граве (1863–1939) в Київському унiверситетi

(17–22 червня 2002, Київ);

– Fifth Conference "Symmetry in Nonlinear Mathematical Physics"(June

23–29, 2003);
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– 10th International Conference on Differential Geometry and Its Appli-

cations In honour of the 300th anniversary of the birth of Leonhard Euler

(27–31 August, 2007, Olomouc, Czech Republic);

– "Український математичний конгрес – 2009" до 100-рiччя вiд дня на-

родження Миколи М. Боголюбова (27–29 серпня 2009 року, Київ),

а також доповiдалися дисертантом i обговорювалися на наукових семiна-

рах:

– кафедри математичного моделювання механiко-математичного фа-

культету Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Фран-

ка (керiвники: доктор фiзико-математичних наук, професор Заболо-

цький М.В.; кандидат фiзико-математичних наук, доцент Сидорен-

ко Ю.М.);

– вiддiлу алгебри Iнституту прикладних проблем механiки i математи-

ки iм. Я.С. Пiдстригача НАН України (керiвник семiнару – доктор

фiзико-математичних наук, професор Петричкович В.М.);

– математичному семiнарi Iнституту прикладних проблем механiки i

математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН України (керiвники: член-

кореспондент НАН України, доктор фiзико-математичних наук, про-

фесор Пташник Б.Й.; доктор фiзико-математичних наук, професор

Войтович М.М.; доктор фiзико-математичних наук Пелих В.О.; до-

ктор фiзико-математичних наук, професор Петричкович В.М.);

– Львiвському мiському семiнарi з диференцiальних рiвнянь (керiвни-

ки: член-кореспондент НАН України, доктор фiзико-математичних

наук, професор Пташник Б.Й.; доктор фiзико-математичних наук,

професор Iванчов М.I.; доктор фiзико-математичних наук, професор

Каленюк П.I.).
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 11 стат-

тях [88–98]. З них – 6 в наукових фахових виданнях України, 5 – в за-

кордонних виданнях. Принаймi 9 з них ( [88, 89, 91–97] ) опублiковано у

виданнях, що включенi до мiжнародної науко-метричної бази MathSciNet,

а також додатково висвiтлено в 9 тезах [99–107] наукових конференцiй.

Структура, обсяг та змiст дисертацiї. Дисертацiйна робота склада-

ється зi вступу, трьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

Загальний обсяг дисертацiї становить 154 сторiнки, основного тексту – 130

сторiнок. Список використаних джерел складає 167 найменувань.

Подяки. Виpажаю щиpу вдячнiсть науковому керiвнику – кандидату

фiзико–математичних наук, доценту Юрiю Миколайовичу Сидоренку за

постановку задач, суттєву пiдтpимку i стимулювання моїх дослiджень,

члену-кореспонденту НАН України, доктоpу фiзико–математичних на-

ук, професору Анатолiю Глiбовичу Нiкiтiну за кориснi поради; доктоpу

фiзико–математичних наук Василю Максимовичу Федоpчуку за пiдтрим-

ку, суттєву допомогу та стимулювання моїх дослiджень. Автор також

вдячний усiм учасникам наукового семiнару вiддiлу алгебри Iнституту

прикладних проблем механiки i математики iм. Я.С. Пiдстригача НАН

України за цiннi зауваження, зробленi пiд час обговорення результатiв.
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Роздiл 1
ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

У даному роздiлi проведено короткий огляд лiтератури, пов’язаної з те-

мою дисертацiї. Короткий огляд лiтератури, в якому розглядаються гру-

пова класифiкацiя диференцiальних рiвнянь, виконано у пiдроздiлi 1.1. У

пiдроздiлi 1.2 проаналiзовано деякi роботи, якi пов’язанi з диференцiаль-

ними iнварiантами локальних груп Лi точкових перетворень.

1.1 Групова класифiкацiя диференцiальних рiв-
нянь

Започаткована ця тематика у 1881 р. працею S. Lie [41], у якiй була розв’я-

зана проблема групової класифiкацiї лiнiйного двовимiрного рiвняння гi-

перболiчного типу.

Один з найбiльш вражаючих результатiв в груповiй класифiкацiї на-

лежить С.Лi, який повнiстю прокласифiкував звичайнi диференцiальнi

рiвняння другого порядку [6].

Л.В. Овсяннiков в [8] запропонував регулярний метод для класифiка-

цiї диференцiальних рiвнянь з нетривiальною симетрiєю i провiв повну

групову класифiкацiю класу рiвнянь нелiнiйної теплопровiдностi.

Вiд цього часу опублiковано багато наукових праць присвячених групо-

вiй класифiкацiї класiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними

(ДРЧП) та звичайних диференцiальних рiвнянь (ЗДР). Поскiльки дисер-

тацiйна робота присвячена груповiй класифiкацiї певного класу ДРЧП,

то нижче ми наводимо короткий огляд наукових праць, що вiдносяться

до групової класифiкацiї ДРЧП.

Розглядаючи цi працi зауважимо, що переважна бiльшiсть з них мi-

стить результати групової класифiкацiї класiв скалярних ДРЧП довiльнi

функцiї в яких залежать вiд однiєї змiнної. Нижче наводимо деякi з них.
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1. utt = (f(u)ux)x [42].

2.
∂T

∂t
=
∑N

i=1

∂

∂xi

(
Ki(T )

∂T

∂xi

)
+Q(T ), Ki(T ) ≥ 0 [43].

3. ut = [K(u)ux]x + [ϕ(u)]x, utt = [K(u)ux]x [44].

4. uxt = f(u) [45].

5. uxx − umy uyy = f(u) [46].

6. utt = F [u], uxt = F [u] [47].

7.
∂u

∂t
= − ∂

∂x
(yu) +

∂

∂y
(V ′(x)u) + γ

∂

∂y

(
yu+

∂u

∂y

)
[48].

8. utt = g(ux)uxx + h(ux), gux 6= 0 [49].

9. ut = b(t)uux + a(t)uxx [50].

10. ut = [A(u)ux]x +B(u)ux + C(u) [51].

11. ut = A(t)uxx +B(t)uyy + uux [52].

12. f(x)ut = (g(x)enuux)x + h(x)emu [53].

13. ut + u2ux + a(t)u+ b(t)uxxx = 0 [54].

14. ut + f(t)ux + g(t)uux + h(t)uxxt = 0 [55].

15. ut ≈ k(ux)uxx + εf(u) [56].

16. f(x)ut = (g(x)A(u)ux)x + h(x)B(u)ux [57].

Для всiх вищенаведених класiв рiвнянь проведена групова класифi-

кацiя. Крiм цього, для бiльшостi з них побудовано класи iнварiантних

розв’язкiв.

Значно менше виявилося наукових праць присвячених груповiй кла-

сифiкацiї класiв скалярних ДРЧП в яких довiльнi функцiї залежать вiд

двох змiнних. Наведемо деякi з них:

1. utt + λuxx = g(u, ux) [58].
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2.
∂u

∂t
= − ∂

∂x
[A(t, x)u] +

1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u] [59].

3.
∂u

∂t
+

∂

∂x
[A(t, x)u]− 1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u] = 0 [60].

4. iψt + ∆ψ + F (ψ, ψ∗) = 0 [61].

5.
∂u

∂t
+

1

2
ρ2x2γ

∂2u

∂x2
+ (α + βx− λρxγ) ∂u

∂x
− xu = 0 [62].

6. ut − f(x, u)u2x − g(x, u)uxx = 0 [63].

7. ut = f1(t, x)uxxxx + f2(t, x)uxxx + f3(t, x)uxx + f4(t, x)ux + f5(t, x)u +

f6(t, x) [64].

8. iut + f(x, t)uxx + k(x, t)ux + g(x, t)|u|2u+ q(x, t)|u|4u+ h(x, t)u = 0 [65].

9. iψt + ψ11 + ψ22 + |ψ|2ψ + V (t, x)ψ = 0 [66].

Для всiх вищенаведених класiв рiвнянь проведена групова класифiка-

цiя. В роботi [63] також проведено аналiз деяких наукових праць при-

свячених попереднiй груповiй класифiкацiї. В цiй же працi удосконалено

метод попередньої групової класифiкацiї. Представлено алгоритм повної

попередньої групової класифiкацiї.

Ще менше виявилося наукових праць присвячених груповiй класифi-

кацiї класiв скалярних ДРЧП в яких довiльнi функцiї залежать вiд трьох

змiнних. Наведемо деякi з них:

1. uxαuxα = F (t, u, ut) [67].

2. ut = uxx + uyy +Q(u, ux, uy) [68].

3. ut − uxx = g (x, u(x, t), u(x, t− τ)) [69].

Для вищенаведених класiв рiвнянь проведена групова класифiкацiя.

Тепер розглянемо деякi науковi працi присвяченi груповiй класифiкацiї

класiв скалярних ДРЧП в яких довiльнi функцiї залежать вiд чотирьох

змiнних. Наведемо деякi з них:
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1. ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux), u = u(t, x), F 6= 0 [70, 71].

2. utt = uxx + F (t, x, u, ux) [72].

Для вищенаведених класiв рiвнянь проведена групова класифiкацiя. Крiм

цього для другого класу рiвнянь побудовано точнi розв’язки.

Тепер розглянемо деякi науковi працi присвяченi груповiй класифiка-

цiї класiв скалярних ДРЧП в яких довiльнi функцiї залежать вiд п’яти

змiнних. Деякi з них:

1. uxy + f(x, y, u, ux, uy) = 0 [73].

2. ut = F (t, x, u, ux, uxx)uxxx +G(t, x, u, ux, uxx) [74].

3. ut = uxxx + F (x, t, u, ux, uxx) [75].

4. ∆u = F (x, y, u, ux, uy) [76].

5. ∆u = F (x, y, u, ux, uy) [77].

6. ut = F (t, x, u, ux, uxx)uxxx +G(t, x, u, ux, uxx) [78].

Для вищенаведених класiв рiвнянь проведена групова класифiкацiя.

Крiм цього в працi [74] вивчається зв’язок мiж структурою алгебр Лi i

класифiкацiйною проблемою для класiв диференцiальних рiвнянь з ча-

стинними похiдними.

Перейдемо до розгляду деяких наукових праць, присвячених груповiй

класифiкацiї класiв скалярних ДРЧП в яких довiльнi функцiї залежать

вiд шести змiнних. Наведемо деякi з них:

1. ut = −uxxxx + F (t, x, u, ux, uxx, uxxx) [79].

2. iψt + ψxx + F (t, x, ψ, ψ∗, ψx, ψ
∗
x) = 0 [66].

Для вищенаведених класiв рiвнянь проведена групова класифiкацiя.

Крiм цього в працi [66] автори переглядають поняття i пiдходи до групової

класифiкацiї класiв систем диференцiальних рiвнянь.
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Накiнець розглянемо деякi науковi працi присвяченi груповiй класифi-

кацiї класiв скалярних ДРЧП в яких довiльнi функцiї залежать вiд семи

змiнних. Наведемо один з них:

ψt + F (x, t, ψψ∗, ψx, ψ
∗
x, ψxx, ψ

∗
xx) = 0 [80].

Для вищенаведеного класу рiвнянь проведено групову класифiкацiю.

1.2 Диференцiальнi iнварiанти

То, что современные физики называют теорией относительно-

сти, является теорией инвариантов четырехмерной области

пространства — времени... относительно... «лоренцевой груп-

пы». Ф. Клейн

Iнварiанти використовуються в рiзних роздiлах математики, зокрема

для класифiкацiї математичних об’єктiв.

В 1872 роцi нiмецький математик Фелiкс Клейн виступив в Ерланген-

ському унiверситетi з доповiддю в якiй вiн запропонував загальний ал-

гебраїчний пiдхiд до рiзних геометричних теорiй. Згiдно з цим пiдходом

один роздiл геометрiї вiдрiзняється вiд другого тим, що їм вiдповiдають

рiзнi групи перетворень простору, а об’єктами вивчення є iнварiанти та-

ких перетворень.

Класифiкацiя геометрiї, запропонована Клейном в «Эрлангенськiй про-

грамi» в 1872 роцi зберiгається й до сьогоднiшнього дня.

В теорiї диференцiальних рiвнянь iнварiанти неспряжених пiдгруп їх

груп симетрiї використовуються для симетрiйної редукцiї цих рiвнянь.

При побудовi диференцiальних рiвнянь з наперед заданою групою симе-

трiї G використовуються диференцiальнi iнварiанти рiзних порядкiв цiєї

групи.
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Прикладами iнварiантiв в фiзицi є енергiя, компоненти iмпульса i мо-

мента iмпульса в замкнутих системах, iнтервал та швидкiсть свiтла в ва-

куумi в спецiальнiй теорiї вiдносностi.

Герман Мiнковський в 1905 роцi включив в схему Клейна теорiю вiд-

носностi, обгрунтувавши, що з математичної точки зору вона представ-

ляє собою теорiю iнварiантiв групи Пуанкаре, яка дiє в чотиривимiрному

просторi-часi.

В теоретичнiй i математичнiй фiзицi при побудовi математичних мо-

делей (диференцiальних рiвнянь та їх систем) з нетривiальними групами

симетрiї широко використовуються диференцiальнi iнварiанти рiзних по-

рядкiв вiдповiдних груп Лi точкових перетворень.

Нижче подаємо короткий огляд деяких наукових праць присвячених

вивченню та застосуванню диференцiальних iнварiантiв груп Лi точкових

перетворень.

Спочатку коротко зупинимося на деяких працях в яких мiстяться за-

гальнi положення теорiї диференцiальних iнварiантiв.

Початок класичної теорiї диференцiальних iнварiантiв був покладений

Софусом Лi [5]. В цiй роботi, зокрема, вивчаються диференцiальнi iнва-

рiанти скiнченних (endlichen) i нескiнченних (unendlichen) неперервних

груп.

Теорема про скiнченнiсть базису диференцiальних iнварiантiв доведена

в роботi [108]. Доведення цiєї теореми з допомогою операторiв iнварiан-

тного диференцiювання викладенo в [7].

В [18] мова йде про класифiкацiю диференцiальних iнварiантiв груп

перетворень i їх застосування до iнварiатних диференцiальних рiвнянь i

варiацiйних задач.

Робота [109] є формулюванням теорiї Лi для систем диференцiальних

рiвнянь, якi допускають групу Лi перетворень G як групу симетрiї.
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В роботах [110–112] iнтерпретуються iдеї та результати С. Лi в кон-

текстi сучасної диференцiальної геометрiї i подано доведення основних

теорем про диференцiальнi iнварiанти. Детально розглядається питання

про скiнченний базис диференцiальних iнварiантiв. Аналiзується вплив

C. Лi на подальший розвиток математики.

Оглядова робота [113] присвячена основним положенням теорiї дифрен-

цiальних iнварiантiв неперервних груп. Вивчається структура алгебри Лi

операторiв iнварiантного диференцiювання. Побудовано базис дифренцi-

альних iнварiантiв i алгебра операторiв iнварiантного диференцiювання

для алгебри Лi групи симетрiї рiвняння Кортевега-де Врiза.

В роботi [114] запропоновано новий пiдхiд до побудови диференцiаль-

них iнварiантiв однопараметричних груп локальних перетворень в про-

сторi двох змiнних. Доведено, що повна множина її функцiонально неза-

лежних диференцiальних iнварiантiв може бути отримана за допомогою

однiєї квадратури i диференцiювань, якщо вiдомий один iнварiант цiєї

групи.

На даний час опублiковано дуже багато наукових праць присвячених

вивченню та рiзним застосуванням диференцiальних iнварiантiв груп Лi

точкових перетворень. Надалi обмежимося коротким оглядом тiльки тих

з них, якi пов’язанi з рiзними застосуваннями в теорiї диференцiальних

рiвнянь з частинними похiдними.

Важливою задачею групового аналiзу диференцiальних рiвнянь є зада-

ча С. Лi про групове шарування даної системи диференцiальних рiвнянь

на автоморфну i розв’язну системи, яка в загальному виглядi була розв’я-

зана в [115].

Розглянемо коротко деякi науковi роботи, якi належать до цього на-

прямку.
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В роботi [116] використовується метод групового шарування для ком-

плексного рiвняння Монжа-Ампера. Запропоновано новий пiдхiд в методi

групового шарування, який базується на комутаторi алгебри операторiв

iнварiантного диференцiювання.

Метод групового шарування, як засiб для отримання не iнварiантних

розв’язкiв диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними з нескiнчен-

новимiрними групами симетрiї, запропоновано в роботi [117].

В роботi [118] розглядаються рiвняння Ейлера для обертально симе-

тричних рухiв iдеального потоку. Обчислено базис диференцiальних iн-

варiантiв для нескiнченовимiрної частини групи симетрiї розглядувано-

го рiвняння. Базис використовується для побудови групового шарування

рiвнянь Ейлера.

Тепер розглянемо деякi працi, в яких побудованi диференцiальнi iн-

варiанти рiзних порядкiв для конкретних груп перетворень з метою за-

стосування цих iнварiантiв для побудови нових класiв диференцiальних

рiвнянь з нетривiальними групами симетрiї.

В роботi [119] побудовано базиси диференцiальних iнварiантiв другого

порядку алгебри Галiлея для n - вимiрних дiйсних i комплексних скаляр-

них функцiй. Знайденi новi класи нелiнiйних нерелятивiстських рiвнянь.

Базиси диференцiальних iнварiантiв другого порядку алгебр Пуанкаре

та конформної алгебри для множини скалярних функцiй в n - вимiрному

просторi Мiнковського побудовано в роботi [120]. В нiй також описано

новi класи нелiнiйних конформно-iнварiантних рiвнянь.

В роботi [121] вивчаються скалярнi представлення алгебри Пуанкаре

p(1, n) при n ≥ 2. Представлено функцiональнi базиси диференцiальних

iнварiантiв першого та другого порядкiв для нелiнiйного представлення

алгебри Пуанкаре P (1, 2) та описано новi нелiнiйнi Пуанкаре-iнварiантнi

рiвняння.
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В роботi [122] побудовано 33 види нелiнiйних хвильових рiвнянь з не-

тривiальними групами симетрiї, використовуючи диференцiальнi iнварi-

анти.

В [123] автор отримав всi диференцiальнi рiвняння з частинними по-

хiдними, якi допускають фундаментальнi представлення класичних груп

SL(n), SO(m,n), Sp(2n), U(n) i їх напiвдобуткiв з трансляцiями як на-

перед заданою групою симетрiї. Зокрема, знайдено всi диференцiальнi

iнварiанти групи Галiлея i групи Пуанкаре.

Побудовi Пуанкаре-iнварiантних диференцiальних рiвнянь другого по-

рядку з частинними похiдними присвячена робота [124].

В роботi [125] повнiстю прокласифiковано скалярнi релятивiстськи-

iнварiантнi рiвняння в (1 + 1)-вимiрному просторi-часi. Отримано новi

представлення алгебр Лi групи Пуанкаре i розширеної групи Пуанкаре.

Автор побудував диференцiальнi iнварiанти вiдповiдних груп для кожної

з отриманих реалiзацiй вiдповiдних алгебр Лi.

Окрiм вищенаведеного, диференцiальнi iнварiанти рiзних порядкiв за-

стосовуються також при розглядi iнших питань групового аналiзу ди-

ференцiальних рiвнянь. Розглянемо коротко деякi науковi працi з цього

напрямку.

В роботах [126,127] узагальнено класичнi результати Лi стосовно бази-

су диференцiальних iнварiантiв для однопараметричних груп локальних

перетворень на випадок довiльного числа незалежних i залежних змiн-

них. Представлено деякi застосування дифренцiальних iнварiантiв пер-

шого порядку до систем типу Рiккатi.

Диференцiальнi iнварiанти використовуються також при дослiдженнi

комплексного рiвняння Монжа-Ампера (див., [116]).
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В [128] знайденi iнварiанти сiм’ї нелiнiйних хвильових рiвнянь, викори-

стовуючи iнфiнiтезимальний пiдхiд. Диференцiальнi iнварiанти викори-

станi до розв’язання проблеми лiнеаризацiї.

Базиси диференцiальних iнварiантiв для нескiнченно вимiрних груп Лi,

якi допускаються рiвняннями Нав’є-Стокса i газової динамiки побудовано

в роботi [129]. В нiй також розглянуто можливостi застосування отрима-

них базисiв для побудови диференцiально iнварiантних розв’язкiв.

Диференцiальнi iнварiанти для алгебр Пуанкаре, Галiлея i конформної

алгебри в багатовимiрних просторах з точки зору симетрiйного аналiзу

диференцiальних рiвнянь дослiджуються в роботi [130].
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Роздiл 2
ГРУПОВА КЛАСИФIКАЦIЯ ПЕВНОГО КЛАСУ

НЕЛIНIЙНИХ П’ЯТИВИМIРНИХ РIВНЯНЬ
Д’АЛАМБЕРА

Цей роздiл присвячено груповiй класифiкацiї певного класу нелiнiйних

п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера.

У пiдроздiлi 2.1 наведено деякi вiдомi факти з групового аналiзу ди-

ференцiальних рiвнянь. Алгебра Лi групи P (1, 4) та її зображення ко-

ротко описанi у пiдроздiлi 2.2. У пiдроздiлi 2.3. сформульовано i дове-

дено критерiй еквiвалентностi функцiональних базисiв диференцiальних

iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Групо-

вiй класифiкацiї нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера присвя-

чено пiдроздiл 2.4. В цьому пiдроздiлi сформульовано i доведено теорему

(Теорема 2.3) в якiй представлено основний результат роздiлу. У пiдроз-

дiлах 2.4.1–2.4.9 сформульовано та доведено твердження про кiлькостi

P (1, 4)-нееквiвалентних пiдкласiв рiвнянь побудованих з використанням

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Вiдповiднi функцiональнi базиси на-

ведено в явному виглядi.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [88,90,91,93–

97].

2.1 Деякi вiдомостi з групового аналiзу диференцi-
альних рiвнянь

Нижче наводимо деякi вiдомi факти з групового аналiзу диференцiальних

рiвнянь (див., наприклад, [131]).

Нехай GN
r – локальна група Лi точкових перетворень простору EN :

x′ = Tax = f(x, a), x, x′ ∈ EN , a ∈ Er,

де f(x, a) – достатньо гладкi функцiї своїх аргументiв.
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Означення 2.1 Не тотожньо стала функцiя I(x) називається iнварiан-

том групи GN
r , якщо

I(Tax) = I(x)

для всiх перетворень Ta ∈ GN
r .

Базиснi елементи алгебри Лi групи GN
r позначимо через X1, X2, ..., Xr.

Вони мають вигляд:

Xα = ξiα(x)
∂

∂xi
,

 i = 1, . . . , N

α = 1, . . . , r

 ,

де ξiα(x) =
∂f i

∂aα

∣∣∣∣
a=0

. Функцiї ξiα(x) називаються координатами опера-

торiв Xα.

Побудуємо матрицю iз координат операторiв Xα:

M = ||ξiα(x)||,

де α – номер рядка, i – номер стовпця, причому α = 1, . . . , r;

i = 1, . . . , N. Загальний ранг матрицi M позначимо через R.

Теорема 2.1 Група GN
r має iнварiанти тодi i тiльки тодi, коли R <

N. Якщо ця нерiвнiсть виконується, то iснує t = N−R функцiонально

незалежних iнварiантiв Iτ(x) (τ = 1, . . . , t) групи GN
r таких, що

довiльний її iнварiант є функцiєю вiд них.

Означення 2.2 Iнварiанти продовженої групи називаються диференцi-

альними iнварiантами групи GN
r .

2.2 Алгебра Лi групи P (1, 4).

Алгебра Лi групи P (1, 4) задається 15 базисними елементами Mµν =

−Mνµ (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) i P ′µ (µ = 0, 1, 2, 3, 4), якi задовольняють
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комутацiйним спiввiдношенням:[
P ′µ, P

′
ν

]
= 0,[

M ′
µν, P

′
σ

]
= gµσP

′
ν − gνσP ′µ,[

M ′
µν,M

′
ρσ

]
= gµρM

′
νσ + gνσM

′
µρ − gνρM ′

µσ − gµσM ′
νρ,

де gµν (µ, ν = 0, 1, 2, 3, 4) – метричний тензор з компонентами g00 =

= −g11 = −g22 = −g33 = −g44 = 1, gµν = 0, якщо µ 6= ν. Тут i всюди в

дальнiшому M ′
µν = iMµν.

Для зручностi перейдемо вiд M ′
µν i P ′µ до наступних лiнiйних комбi-

нацiй:

G = M ′
40, L1 = M ′

32, L2 = −M ′
31, L3 = M ′

21,

Pa = M ′
4a −M ′

a0, Ca = M ′
4a +M ′

a0, (a = 1, 2, 3),

X0 =
1

2
(P ′0 − P ′4) , Xk = P ′k (k = 1, 2, 3), X4 =

1

2
(P ′0 + P ′4) .

Неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) описанi в робо-

тах [132–136].

Одним iз нетривiальних наслiдкiв вивчення пiдгрупової структури гру-

пи P (1, 4) є те, що група P (1, 4) мiстить як пiдгрупи групу Пуанкаре

P (1, 3) i розширену групу Галiлея G̃(1, 3) [81], тобто природньо об’єднує

групи симетрiї релятивiстської та нерелятивiстської фiзики.

Алгебра Лi групи G̃(1, 3) генерується наступними базисними елемента-

ми:

L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4.

В основу дисертацiйної роботи покладено повний список неспряжених

(з точнiстю до P (1, 4) - спряженостi) пiдалгебр алгебри Лi групи P (1, 4),

який можна знайти в [26].

Розглянемо наступне зображення алгебри Лi групи P (1, 4):
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P ′0 =
∂

∂x0
, P ′1 = − ∂

∂x1
, P ′2 = − ∂

∂x2
, P ′3 = − ∂

∂x3
,

P ′4 = − ∂

∂x4
, M ′

µν = −
(
xµP

′
ν − xνP ′µ

)
.

(2.1)

2.3 Критерiй еквiвалентностi функцiональних ба-
зисiв диференцiальних iнварiантiв першого по-
рядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4)

Функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку не-

спряжених пiдгруп групи P (1, 4) отримуються при розв’язуваннi систем

диференцiальних рiвнянь вигляду (див., наприклад, [5–7,17]):



X̃1J(x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) = 0,

X̃2J(x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) = 0,
...

X̃kJ(x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) = 0,

де {X̃1, X̃2, ...X̃k, ( k = 1, ..., 15 )} – один раз продовженi базиснi

оператори k-вимiрної неспряженої пiдалгебри алебри Лi групи P (1, 4),

uµ ≡
∂u

∂xµ
, µ = 0, 1, 2, 3, 4.

Перше продовження базисних операторiв алгебри Лi групи P (1, 4) має

вигляд:

G̃ = −x4
∂

∂x0
− x0

∂

∂x4
+ u4

∂

∂u0
+ u0

∂

∂u4
,

L̃1 = x3
∂

∂x2
− x2

∂

∂x3
+ u3

∂

∂u2
− u2

∂

∂u3
,

L̃2 = −x3
∂

∂x1
+ x1

∂

∂x3
− u3

∂

∂u1
+ u1

∂

∂u3
,

L̃3 = x2
∂

∂x1
− x1

∂

∂x2
+ u2

∂

∂u1
− u1

∂

∂u2
,

P̃1 = x1
∂

∂x0
+ (x0 + x4)

∂

∂x1
− x1

∂

∂x4
− u1

∂

∂u0
− (u0 − u4)

∂

∂u1
− u1

∂

∂u4
,
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P̃2 = x2
∂

∂x0
+ (x0 + x4)

∂

∂x2
− x2

∂

∂x4
− u2

∂

∂u0
− (u0 − u4)

∂

∂u2
− u2

∂

∂u4
,

P̃3 = x3
∂

∂x0
+ (x0 + x4)

∂

∂x3
− x3

∂

∂x4
− u3

∂

∂u0
− (u0 − u4)

∂

∂u3
− u3

∂

∂u4
,

C̃1 = −x1
∂

∂x0
− (x0 − x4)

∂

∂x1
− x1

∂

∂x4
+ u1

∂

∂u0
+ (u0 + u4)

∂

∂u1
− u1

∂

∂u4
,

C̃2 = −x2
∂

∂x0
− (x0 − x4)

∂

∂x2
− x2

∂

∂x4
+ u2

∂

∂u0
+ (u0 + u4)

∂

∂u2
− u2

∂

∂u4
,

C̃3 = −x3
∂

∂x0
− (x0 − x4)

∂

∂x3
− x3

∂

∂x4
+ u3

∂

∂u0
+ (u0 + u4)

∂

∂u3
− u3

∂

∂u4
,

X̃0 =
1

2

(
∂

∂x0
+

∂

∂x4

)
, X̃1 = − ∂

∂x1
, X̃2 = − ∂

∂x2
,

X̃3 = − ∂

∂x3
, X̃4 =

1

2

(
∂

∂x0
− ∂

∂x4

)
.

В даному роздiлi N = 11, бо координатами в один раз продовженому

просторi є значення величин x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4.

Для довiльної k-вимiрної (k = 1, 2, . . . , 15) пiдалгебри алгебри Лi

групи P (1, 4) матриця M матиме розмiрнiсть k× 11. Загальний ранг

такої матрицi може приймати значення 1, 2, . . . ,min(k, 11).

З вище наведеної теореми 2.1 випливає, що всi цi пiдалгебри в один

раз продовженому просторi матимуть t = 11−R – вимiрнi функцiональ-

нi базиси iнварiантiв. Це рiвнозначне тому, що всi k-вимiрнi пiдалгебри

алгебри Лi групи P (1, 4) матимуть диференцiальнi iнварiанти першого

порядку, якщо R < 11. Для кожної пiдалгебри позначатимемо цi iнварi-

анти через {J1, J2, . . . , Jt}.

В процесi побудови функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв

виявилося, що немає взаємно однозначної вiдповiдностi мiж неспряжени-

ми пiдалгебрами алгебри Лi групи P (1, 4) та вiдповiдними функцiональ-

ними базисами. Це означає, що деякi з цих базисiв є еквiвалентними.

Нехай {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t } i {J

(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t } є функцiональними базисами

диференцiальних iнварiантiв першого порядку вiдповiдно для пiдалгебр
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L1 i L2.

Означення 2.3 Кажемо, що функцiональнi базиси {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t }

i {J (2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t } є еквiвалентними, якщо iснують гладкi функцiї f1,

f2, ..., ft i g1, g2, ..., gt такi що



J
(2)
1 = f1

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
J
(2)
2 = f2

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
............................................

J
(2)
t = ft

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

) (2.2)

i



J
(1)
1 = g1

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
J
(1)
2 = g2

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
............................................

J
(1)
t = gt

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
.

(2.3)

Теорема 2.2 Два функцiональнi базиси {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t } i {J (2)

1 , J
(2)
2 ,

..., J
(2)
t } є еквiвалентними тодi i тiльки тодi, якщо вони задовiльняють

наступнi умови:



X̃
(1)
1 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
1 J

(2)
2 = 0, . . . , X̃

(1)
1 J

(2)
t = 0

X̃
(1)
2 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
2 J

(2)
2 = 0, . . . , X̃

(1)
2 J

(2)
t = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X̃
(1)
r1 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
r1 J

(2)
2 = 0, . . . , X̃

(1)
r1 J

(2)
t = 0

X̃
(2)
1 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
1 J

(1)
2 = 0, . . . , X̃

(2)
1 J

(1)
t = 0

X̃
(2)
2 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
2 J

(1)
2 = 0, . . . , X̃

(2)
2 J

(1)
t = 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X̃
(2)
r2 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
r2 J

(1)
2 = 0, . . . , X̃

(2)
r2 J

(1)
t = 0

, (2.4)

де
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{X̃(1)
1 , X̃

(1)
2 , ..., X̃

(1)
r1 }, {X̃

(2)
1 , X̃

(2)
2 , ..., X̃

(2)
r2 } – один раз продовженi базиснi

оператори пiдалгебр L1 i L2 вiдповiдно; r1, r2 – розмiрностi пiдалгебр L1

i L2.

Доведення. Необхiднiсть.

Нехай функцiональнi базиси {J (1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t } i {J (2)

1 , J
(2)
2 , ..., J

(2)
t } є

еквiвалентними. Тодi iснують фукнцiї f1, f2, ..., ft i g1, g2, ..., gt такi що



J
(2)
1 = f1

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
J
(2)
2 = f2

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
............................................

J
(2)
t = ft

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
i



J
(1)
1 = g1

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
J
(1)
2 = g2

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
............................................

J
(1)
t = gt

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

) .

Оскiльки

f1
(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
, f2

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
, ..., ft

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
є диференцiальними iнварiантами першого порядку пiдалгебри L1, тому

матимемо (див., наприклад [7, 17]):

X̃
(1)
1 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
1 J

(2)
2 = 0, ..., X̃(1)

r1
J
(2)
t = 0.

Так як

g1
(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
, g2

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
, ..., gt

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
є диференцiальними iнварiантами першого порядку пiдалгебри L2, тому

X̃
(2)
1 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
1 J

(1)
2 = 0, ..., X̃(2)

r2
J
(1)
t = 0.
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Таким чином, умови (2.4) виконуються.

Необхiднiсть доведено.

Достатнiсть. Нехай умови (2.4) задовiльняються. Умови

X̃
(1)
1 J

(2)
1 = 0, X̃

(1)
1 J

(2)
2 = 0, ..., X̃(1)

r1
J
(2)
t = 0

дають нам (див., наприклад, [7,17]), що функцiї J (2)
1 , J

(2)
2 , ...., J

(2)
t є дифе-

ренцiальними iнварiантами першого порядку пiдалгебри L1 i внаслiдок

цього, мають вигляд:

J
(2)
1 = f1

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
J
(2)
2 = f2

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

)
............................................

J
(2)
t = ft

(
J
(1)
1 , J

(1)
2 , ..., J

(1)
t

) ,

де f1, f2, ..., ft - довiльнi гладкi функцiї.

Умови

X̃
(2)
1 J

(1)
1 = 0, X̃

(2)
1 J

(1)
2 = 0, ..., X̃(2)

r2
J
(1)
t = 0

означають, що функцiї J (1)
1 , J

(1)
2 , ...., J

(1)
t є диференцiальними iнварiантами

пiдалгебри L2 i тому можуть бути записанi у виглядi:



J
(1)
1 = g1

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
J
(1)
2 = g2

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

)
............................................

J
(1)
t = gt

(
J
(2)
1 , J

(2)
2 , ..., J

(2)
t

) ,

де g1, g2, ..., gt – довiльнi гладкi функцiї.

Таким чином, отримуємо умови (2.2) i (2.3).

Достатнiсть доведено.
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2.4 Групова класифiкацiя нелiнiйних п’ятивимiр-
них рiвнянь Д’Аламбера

Розглянемо клас нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера вигляду:

�5u = F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4), (2.5)

де �5 ≡
∂2

∂x20
− ∂2

∂x21
− ∂2

∂x22
− ∂2

∂x23
− ∂2

∂x24
– оператор Д’Аламбера в просторi

M(1, 4), F – довiльна гладка функцiя, u = u(x0, x1, x2, x3, x4), uµ =
∂u

∂xµ
,

µ = 0, 1, 2, 3, 4.

Цей клас є широким узагальненням лiнiйного та нелiнiйного рiвнянь

Д’Аламбера, рiвняння sin-Гордона, рiвняння Лiувiлля та рiвняння sinh-

Гордона.

Лiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння Д’Аламбера в просторах рiзних вимiрно-

стей використовуються для розв’язування багатьох задач диференцiаль-

ної геометрiї, теорiї нелiнiйних хвиль, теоретичної та математичної фiзики

(див., наприклад, [86,137–144]).

Кожне перетворення з конформної групи С(1,4) простору М(1,4) на-

лежить до групи еквiвалентностi класу (2.5). Для групової класифiка-

цiї обмежимося пiдгрупою P (1, 4) групи C(1, 4). А саме: використаємо

неспряженi пiдалгебри [132–136] алгебри Лi групи P (1, 4) (спряження

розглядалося вiдносно групи P (1, 4)) та нееквiвалентнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку [93, 95] цих пiдал-

гебр. В цьому випадку групова класифiкацiя розглядуваного класу рiв-

нянь зводиться до побудови пiдкласiв цього класу, якi будуть iнварiан-

тними вiдносно неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Добре вiдомо, що лi-

ва сторона рiвняння, що дослiджується, є iнварiантною вiдносно групи

P (1, 4). Тому наше завдання полягає на побудовi правих сторiн (функцiй

F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4)) iнварiантних вiдносно неспряжених
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пiдгруп групи P (1, 4). Оскiльки розглядуванi функцiї залежать також

вiд похiдних першого порядку шуканої функцiї по незалежних змiнних,

то шуканi пiдкласи рiвнянь можна записати у такому виглядi:

�5u = Φ(J1, J2, ..., Jt1), (2.6)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., Jt1}(t1 = 2, 3, ..., 10) – нее-

квiвалентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого

порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Таким чином, задача групової класифiкацiї класу рiвнянь, що дослi-

джується, звелася до побудови нееквiвалентних функцiональних базисiв

диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп гру-

пи P (1, 4).

Основний результат цього роздiлу можна сформулювати у виглядi на-

ступної теореми.

Теорема 2.3 Iснує 495 P (1, 4)-нееквiвалентнних пiдкласiв рiвнянь

вигляду (2.6). Серед них:

– один пiдклас побудований на основi двовимiрного нееквiвалентного

функцiонального базису диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 7 пiдкласiв побудованих на основi тривимiрних нееквiвалентних

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 23 пiдкласи побудованi на основi чотиривимiрних нееквiвалентних

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 62 пiдкласи побудованi на основi п’ятивимiрних нееквiвалентних

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);
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– 108 пiдкласiв побудованих на основi шестивимiрних нееквiвален-

тних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого по-

рядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 136 пiдкласiв побудованих на основi семивимiрних нееквiвалентних

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 89 пiдкласiв побудованих на основi восьмивимiрних нееквiвалентних

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 49 пiдкласiв побудованих на основi дев’ятивимiрних нееквiвален-

тних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого по-

рядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4);

– 20 пiдкласiв побудованих на основi десятивимiрних нееквiвалентних

функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку

неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Доведення. Для доведення розглядатимемо почергово всi пiдкласи ди-

ференцiальних рiвнянь згаданi в теоремi.

2.4.1 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2), (2.7)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2} – нееквiвалентнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiд-

груп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки,

скiльки є двовимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диферен-

цiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).
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Твердження 2.1 З точнiстю до еквiвалентностi iснує єдиний двови-

мiрний функцiональний базис диференцiальних iнварiантiв першого по-

рядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4), що задається формулою (2.8):

J1 = u, J2 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 . (2.8)

Вiдповiднi неспряженi пiдалгебри мають ранг R = 9 i задаються фор-

мулами (2.9):

〈G, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4〉,

〈L3 + eG, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4, e > 0〉,

〈G, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4〉, (2.9)

〈G, L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4〉,

〈G, C1, C2, C3, L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. В даному роздiлi:

N = 11, бо координатами в один раз продовженому просторi є значення

величин x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4;

матриця M побудована з координат один раз продовжених базисних

операторiв алгебри Лi групи P (1, 4);

загальний ранг матрицi M й надалi позначатимемо через R.

З теореми 2.1 випливає, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи

P (1, 4) в один раз продовженому просторi матимуть t = 11−R – вимiрнi

функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, двовимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних iн-

варiантiв першого порядку матимуть тiльки неспряженi пiдалгебри для

яких R = 9.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

триць M виявилося, що тiльки 5 неспряжених пiдалгебр мають R = 9.
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Це означає, що iснує тiльки 5 двовимiрних функцiональних базисiв дифе-

ренцiальних iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що всi

вони є еквiвалентними.

Це означає, що нееквiвалентним є тiльки один з них.

Твердження доведено.

Наслiдком цього є те, що iснує тiльки один пiдклас диференцiальних

рiвнянь вигляду (2.7). Таким чином, доведено наступне твердження.

Твердження 2.2 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд

рiвняння (2.6), що права частина залежить вiд двох функцiонально не-

залежних iнварiантiв, задається формулою (2.7), де J1, J2 мають ви-

гляд (2.8).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

двовимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.2 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, J3)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, J3), (2.10)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, J3} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки скiль-

ки є тривимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiаль-

них iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.3 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 7 тривимiрних
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нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв

першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiд-

нi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 8 задаються формулами (2.11):

1. J1 = u, J2 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

: 〈G, P1,

P2, P3, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3 + eG, P1, P2, P3, X1, X2,

X3, X4, e > 0〉, 〈G, L3, P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4〉,

〈G, L1, L2, L3, P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4〉, 〈G+ aX3,

L3 + bX3, P1, P2, P3, X1, X2, X4, a < 0, b < 0〉, 〈G,

L3 + bX3, P1, P2, P3, X1, X2, X4, b < 0〉; (2.11)

2. J1 = u, J2 = u21 + u22, J3 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3, X0,

X1, X2, X3, X4〉, 〈G, P3, C3, L3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

3. J1 = u, J2 = u3, J3 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X0, X1,

X2, X3, X4〉, 〈L3 + eG, P1, P2, X0, X1, X2, X3, X4, e > 0〉,

〈G, L3, P1, P2, X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈G+ a3X3, L3 + d3X3,

P1, P2, X0, X1, X2, X4, a3 < 0, d3 < 0〉, 〈G, L3 + d3X3, P1,

P2, X0, X1, X2, X4, d3 < 0〉;

4. J1 = u, J2 = u0, J3 = u21 + u22 + u23 + u24 : 〈L1 +
1

2
(P1 + C1) ,

L2 +
1

2
(P2 + C2) , L3 +

1

2
(P3 + C3) , X0, X1, X2, X3, X4〉,

〈L1 +
1

2
(P1 + C1) , L2 +

1

2
(P2 + C2) , L3 +

1

2
(P3 + C3) ,

L3 −
1

2
(P3 + C3) , X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈L1, L2, L3, P1 + C1,

P2 + C2, P3 + C3, X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈L1 +
1

2
(P1 + C1),

L2 +
1

2
(P2 + C2), L3 +

1

2
(P3 + C3), L3 −

1

2
(P3 + C3) + α(X0 +X4),

X1, X2, X3, X0 −X4, α < 0〉;

5. J1 = u, J2 = u20 − u24, J3 = u21 + u22 + u23 : 〈G, L1, L2, L3, X0, X1,
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X2, X3, X4〉;

6. J1 = u, J2 = u4, J3 = u20 − u21 − u22 − u23 : 〈L1, L2, L3, P1 − C1,

P2 − C2, P3 − C3, X0, X1, X2, X3, X4〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

7. J1 = u, J2 = u0 − u4, J3 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2, P3, X0,

X1, X2, X3, X4〉, 〈L3 − P3, P1, P2, X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3, P1,

P2, P3, X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈L1, L2, L3, P1, P2, P3, X0, X1, X2,

X3, X4〉, 〈L3 −X0, P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4〉, 〈P1, P2, P3 +X0,

L3 + βX0, X1, X2, X3, X4, β < 0〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, тривимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних iн-

варiантiв першого порядку матимуть тiльки неспряженi пiдалгебри для

яких R = 8.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

триць M виявилося, що тiльки 25 неспряжених пiдалгебр мають R = 8.

Це означає, що iснує тiльки 25 тривимiрних функцiональних базисiв ди-

ференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є тiльки 7. Твердження доведено.

Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне

Твердження 2.4 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд
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7 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд трьох

функцiонально незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.10), де

J1, J2, J3 мають вигляд (2.11).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

тривимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.3 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J4)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J4), (2.12)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J4} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки,

скiльки є чотиривимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв ди-

ференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи

P (1, 4).

Твердження 2.5 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 23 чотириви-

мiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнва-

рiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси

i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 7 задаються формула-

ми (2.13):

1. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J4 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈G, L3, P1, P2, P3, X3, X4〉; (2.13)
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2. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3, J4 = u20 − u21−

− u22 − u23 − u24 : 〈G, P1, P2, P3, X1, X2, X4〉, 〈L3 + eG,

P1, P2, P3, X1, X2, X4, e > 0〉, 〈G, L3, P1, P2, P3, X1,

X2, X4〉;

3. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = u21 + u22, J4 = u20 − u23 − u24 :

〈G, P3, L3, X1, X2, X3, X4〉;

4. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = u3, J4 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G, P1, P2, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3 + eG, P1, P2, X1, X2,

X3, X4, e > 0〉, 〈G, L3, P1, P2, X1, X2, X3, X4〉, 〈G+ a3X3,

L3 + d3X3, P1, P2, X1, X2, X4, a3 < 0, d3 < 0〉, 〈G, L3 + d3X3,

P1, P2, X1, X2, X4, d3 < 0〉;

5. J1 = x3, J2 = u, J3 = u3, J4 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2,

X0, X1, X2, X4〉, 〈L3 + eG, P1, P2, X0, X1, X2, X4, e > 0〉,

〈G, L3, P1, P2, X0, X1, X2, X4〉;

6. J1 = u, J2 = u3, J3 = u20 − u24, J4 = u21 + u22 : 〈G, L3, X0, X1,

X2, X3, X4〉;

7. J1 = u, J2 = u1, J3 = u2, J4 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X0, X1,

X2, X3, X4〉, 〈G, P3, C3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

8. J1 = u, J2 = u21 + u22, J3 = u20 − u23 − u24, J4 = e arctan
u1
u2

+

+ ln(u0 − u4) : 〈L3 + eG, P3, X0, X1, X2, X3, X4, e > 0〉;

9. J1 = u, J2 = u0, J3 = u21 + u22, J4 = u23 + u24 : 〈P3 + C3, L3, X0,

X1, X2, X3, X4〉;

10. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u21 + u22 + u23 + u24 : 〈L1, L2, L3,

P1 + C1, P2 + C2, P3 + C3, X1, X2, X3, X0 −X4〉,
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〈L1 +
1

2
(P1 + C1) , L2 +

1

2
(P2 + C2) , L3 +

1

2
(P3 + C3) , X1, X2,

X3, X0 −X4〉, 〈L1 +
1

2
(P1 + C1) , L2 +

1

2
(P2 + C2) , L3+

+
1

2
(P3 + C3) , L3 −

1

2
(P3 + C3) , X1, X2, X3, X0 −X4〉;

11. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x20 − x21 − x22 − x23 − x24−

− 2(x0u0 + x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4)
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u20 − u21−

− u22 − u23 − u24 : 〈G, L1, L2, L3, P1, P2, P3, X4〉;

12. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = u20 − u24, J4 = u21 + u22 + u23 :

〈G, L1, L2, L3, X1, X2, X3, X4〉;

13. J1 = x4, J2 = u, J3 = u4, J4 = u20 − u21 − u22 − u23 : 〈L1, L2, L3,

P1 − C1, P2 − C2, P3 − C3, X1, X2, X3, X0 +X4〉;

14. J1 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 = x0u0 + x1u1+

+ x2u2 + x3u3 + x4u4, J4 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G, C1, C2,

C3, L1, L2, L3, P1, P2, P3〉;

15. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = a ln(u0 − u4)−
x0 + x4
u0 − u4

u3 − x3,

J4 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G+ aX3, P1, P2, P3, X1, X2,

X4, a < 0〉, 〈G+ aX3, L3, P1, P2, P3, X1, X2, X4, a < 0〉,

〈L3 + bG+ kX3, P1, P2, P3, X1, X2, X4, b > 0, k < 0,
k

b
= a〉;

16. J1 = u, J2 = x3 − a3 ln(u0 − u4), J3 = u3, J4 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ a3X3, P1, P2, X0, X1, X2, X4, a3 < 0〉, 〈G+ a3X3, L3, P1,

P2, X0, X1, X2, X4, a3 < 0〉, 〈L3 + cG+ bX3, P1, P2, X0, X1,

X2, X4, c > 0, b < 0,
b

c
≡ a3 < 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

17. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u0 − u4, J4 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :
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〈P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3 − P3, P1, P2, X1, X2, X3,

X4〉, 〈L3, P1, P2, P3, X1, X2, X3, X4〉, 〈L1, L2, L3, P1, P2,

P3, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3 + d3X3, P1, P2, P3, X1, X2, X4,

d3 < 0〉;

18. J1 = u, J2 = u3, J3 = u0 − u4, J4 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2,

X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3, P1, P2, X0, X1, X2, X3, X4〉,

〈L3 + d3X3, P1, P2, X0, X1, X2, X4, d3 < 0〉, 〈L3 −X0, P1, P2,

X1, X2, X3, X4〉;

19. J1 = u, J2 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24, J3 = u0 − u4, J4 = u21 + u22 :

〈L3, P3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

20. J1 = u, J2 = u0 − u4, J3 = u21 + u22, J4 = u20 − u23 − u24 : 〈L1, L2,

L3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

21. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J3 = u0 − u4, J4 = u20−

− u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1, P2, P3 +X0, X1, X2,

X4, d3 < 0〉, 〈L3, P1, P2, P3 +X0, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3−

− P3 + α0X0, P1, P2, X1, X2, X3, X4, α0 = −1〉;

22. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 − u4)− α0u3, J3 = u0 − u4, J4 = u20−

− u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 − P3 + α0X0, P1, P2, X1, X2, X3,

X4, α0 < 0, α0 6= −1〉;

23. J1 = u, J2 = u1 + (x0 + x4)(u0 − u4), J3 = u0 − u4, J4 = u20−

− u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1 +X0, P2, P3, X1, X2, X3, X4〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, чотиривимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних
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iнварiантiв першого порядку матимуть тiльки неспряженi пiдалгебри для

яких R = 7.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

триць M виявилося, що тiльки 48 неспряжених пiдалгебр мають R = 7.

Це означає, що iснує 48 чотиривимiрних функцiональних базисiв дифе-

ренцiальних iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є тiльки 23. Твердження доведено.

Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне

Твердження 2.6 З точнiстю до еквiвалентностi загальний ви-

гляд 23 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить

вiд чотирьох функцiонально незалежних iнварiантiв, задається фор-

мулою (2.12), де J1, J2, ..., J4 мають вигляд (2.13).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

чотиривимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспря-

жених пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.4 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J5)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J5), (2.14)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J5} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки скiль-

ки є п’ятивимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцi-

альних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).
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Твердження 2.7 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 62 п’ятиви-

мiрнi нееквiвалентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв

першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси i вiдповiд-

нi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 6 задаються формулами (2.15):

1. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3, J4 =

(u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4))2 + (u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4))2)
((x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3)2

, (2.15)

J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G, L3, P1, P2, P3, X4〉;

2. J1 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J2 = u, J3 = x1u1 + x2u2 + x3u3, J4 =

= u20 − u24, J5 = u21 + u22 + u23 : 〈G, L1, L2, L3, X0, X4〉;

3. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

u3+

+ x3, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G, P1, P2, P3, X1, X4〉;

4. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J4 = e arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+ ln(x0 + x4), J5 =

= u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P1, P2, P3, X3, X4, e > 0〉;

5. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J4 = u3, J5 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, L3, P1, P2, X3, X4〉;

6. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J4 = u21 + u22, J5 =

= u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3, X1, X2, X4〉;

7. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u21 + u22, J5 =

= u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3, X0, X3, X4〉, 〈G, P3, C3, L3,

X0, X3, X4〉;

8. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u3, J5 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G, P1, P2, X1, X2, X4〉, 〈L3 + eG, P1, P2, X1, X2, X4, e > 0〉,
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〈G, L3, P1, P2, X1, X2, X4〉;

9. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J4 = u3, J5 = u20−

− u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X1, X3, X4〉;

10. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = e
x0 + x4
u0 − u4

u1 + ex1 − x3, J4 = u3,

J5 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X2, X4, X1 + eX3, e > 0〉;

11. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = u3, J4 = u20 − u24, J5 =

= u21 + u22 : 〈G, L3, X1, X2, X3, X4〉;

12. J1 = x3, J2 = u, J3 = u3, J4 = u20 − u24, J5 = u21 + u22 : 〈G, L3,

X0, X1, X2, X4〉;

13. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u20 − u23 − u24 :

〈G, P3, X1, X2, X3, X4〉;

14. J1 = x2, J2 = u, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3,

X0, X1, X3, X4〉, 〈G, P3, C3, X0, X1, X3, X4〉;

15. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = e arctan
u1
u2

+ ln(x0 + x4), J4 =

= u21 + u22, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P3, X1, X2, X3,

X4, e > 0〉;

16. J1 = u, J2 = u1, J3 = u2, J4 = u3, J5 = u20 − u24 : 〈G, X0,

X1, X2, X3, X4〉;

17. J1 = u, J2 = u3, J3 = u20 − u24, J4 = u21 + u22, J5 = e arctan
u1
u2
−

− ln(u0 + u4) : 〈L3 + eG, X0, X1, X2, X3, X4, e > 0〉;

18. J1 = (x20 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 = x0u0 + x3u3 + x4u4,

J4 = u21 + u22, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, C3, L3, X1, X2〉;

19. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u21 + u22, J5 = u23 + u24 :

〈P3 + C3, L3, X1, X2, X3, X0 −X4〉;
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20. J1 = u, J2 = u0, J3 = u21 + u22, J4 = u23 + u24, J5 = u1u4 − u2u3 :

〈P3 + C3 + 2L3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

21. J1 = u, J2 = u0, J3 = u21 + u22, J4 = u23 + u24, J5 = 2 arctan
u1
u2
−

− e arctan
u3
u4

: 〈P3 + C3 + eL3, X0, X1, X2, X3, X4, e > 2〉;

22. J1 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 = x0u0 + x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4, J5 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈G, L1, L2, L3, P1, P2, P3〉;

23. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u20 − u24,

J5 = u21 + u22 + u23 : 〈G, L1, L2, L3, X1, X2, X3〉;

24. J1 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x1u1 + x2u2 + x3u3+

+ x4u4, J4 = u0, J5 = u21 + u22 + u23 + u24 : 〈L1, L2, L3, P1 + C1,

P2 + C2, P3 + C3, X0 +X4〉;

25. J1 = (x20 − x21 − x22 − x23)1/2, J2 = u, J3 = x0u0 + x1u1 + x2u2+

+ x3u3, J4 = u4, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 : 〈L1, L2, L3, P1 − C1,

P2 − C2, P3 − C3, X0 −X4〉;

26. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J4 = x3 − a ln(x0 + x4) +
x0 + x4
u0 − u4

u3+

+ d arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

)
, J5 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈G+ aX3, L3 + dX3, P1, P2, P3, X4, a < 0, d < 0〉;

27. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 + u1

)2

+

+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 + u2

)2

, J4 = x3 − a ln(u0 − u4) +
x0 + x4
u0 − u4

u3,

J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G+ aX3, L3, P1, P2, P3,

X4, a < 0〉;
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28. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 + u1

)2

+

+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 + u2

)2

, J4 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3+

+ d arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

)
, J5 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈G, L3 + dX3, P1, P2, P3, X4, d < 0〉;

29. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2 − ã2 ln(x0 + x4),

J4 = x3 + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G+ ã2X2,

P1, P2, P3, X1, X4, ã2 < 0〉;

30. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x3 − a3 ln(u0 − u4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

+

+ d3 arctan
u1
u2
, J4 = u21 + u22, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a3X3,

L3 + d3X3, P3, X1, X2, X4, a3 < 0, d3 < 0〉;

31. J1 = u, J2 =
u0 − u4
x0 + x4

, J3 = x3 − a3 ln(x0 + x4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 = u21 + u22, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a3X3, L3, P3, X1,

X2, X4, a3 < 0〉;

32. J1 = u, J2 =
u0 − u4
x0 + x4

, J3 = x3 + u3
x0 + x4
u0 − u4

− d3 arctan
u2
u1
,

J4 = u21 + u22, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈G, L3 + d3X3, P3, X1,

X2, X4, d3 < 0〉;

33. J1 = u, J2 =
u0 − u4
x0 + x4

, J3 = x3 − a3 ln(u0 − u4), J4 = u3,

J5 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, P1, P2, X1, X2, X4,

a3 < 0〉, 〈G+ a3X3, L3, P1, P2, X1, X2, X4, a3 < 0〉, 〈L3+

+ cG+ bX3, P1, P2, X1, X2, X4, c > 0, b < 0,
b

c
≡ a3 < 0〉;

34. J1 = u, J2 =
u0 − u4
x0 + x4

, J3 = x2 − a2 ln(x0 + x4) +
x0 + x4
u0 − u4

u2,

J4 = u3, J5 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a2X2, P1, P2, X1,
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X3, X4, a2 < 0〉;

35. J1 = u, J2 = x3 − d arctan
u2
u1

+ a ln(u0 + u4), J3 = u3,

J4 = u20 − u24, J5 = u21 + u22 : 〈G+ aX3, L3 + dX3, X0, X1,

X2, X4, a < 0, d < 0〉;

36. J1 = u, J2 = x3 + a ln(u0 + u4), J3 = u3, J4 = u20 − u24, J5 =

= u21 + u22 : 〈G+ aX3, L3, X0, X1, X2, X4, a < 0〉;

37. J1 = u, J2 = x3 + d arctan
u1
u2
, J3 = u3, J4 = u20 − u24, J5 =

= u21 + u22 : 〈G, L3 + dX3, X0, X1, X2, X4, d < 0〉;

38. J1 = u, J2 = x2 − a ln(u0 − u4), J3 = u1, J4 = u2, J5 = u20−

− u23 − u24 : 〈G+ aX2, P3, X0, X1, X3, X4, a < 0〉;

39. J1 = u, J2 = 2x0 − 2α arctan
u1
u2

+ β arctan
u4
u3
, J3 = u0,

J4 = u21 + u22, J5 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + β(X0 +X4), L3+

+ α(X0 +X4), X1, X2, X3, X0 −X4, α < 0, β ≥ 0〉;

40. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x3 − µx1 − µ
x0 + x4
u0 − u4

u1+

+ µα ln(u0 − u4), J4 = u3, J5 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ αX1, P1, P2, X1 + µX3, X2, X4, α < 0, µ > 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

41. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈L3, P1, P2, P3, X3, X4〉;

42. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J4 = u0 − u4,

J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2, P3, X1, X2, X4〉,
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〈L3 − P3, P1, P2, X1, X2, X4〉, 〈L3, P1, P2, P3, X1, X2, X4〉;

43. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u3, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈P1, P2, X1, X2, X3, X4〉, 〈L3, P1, P2, X1, X2,

X3, X4〉, 〈L3 + d3X3, P1, P2, X1, X2, X4, d3 < 0〉;

44. J1 = x3, J2 = u, J3 = u3, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1, P2, X0, X1, X2, X4〉, 〈L3, P1, P2, X0, X1, X2, X4〉,

〈L3 −X0, P1, P2, X1, X2, X4〉;

45. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u0 − u4, J4 = u21 + u22, J5 = u20−

− u23 − u24 : 〈L3, P3, X1, X2, X3, X4〉;

46. J1 = u, J2 = u1, J3 = u2, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u23 − u24 :

〈P3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

47. J1 = u, J2 = u0 − u4, J3 = u21 + u22, J4 = u20 − u23 − u24, J5 =

= arctan
u1
u2
− u3
u0 − u4

: 〈L3 − P3, X0, X1, X2, X3, X4〉;

48. J1 = u, J2 = u0, J3 = u3, J4 = u4, J5 = u21 + u22 : 〈L3, X0,

X1, X2, X3, X4〉;

49. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (u0 − u4)(x20 − x21 − x22 − x23 − x24)−

− 2(x0u0 + x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4)(x0 + x4), J4 = u0 − u4,

J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L1, L2, L3, P1, P2, P3, X4〉;

50. J1 = x4, J2 = u, J3 = u0, J4 = u4, J5 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2,

L3, X1, X2, X3, X0 +X4〉;

51. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u4, J5 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2,

L3, X1, X2, X3, X0 −X4〉;

52. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u0, J4 = u4, J5 = u21 + u22 + u23 : 〈L1,

L2, L3, X1, X2, X3, X4〉;

53. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 +
u2

x0 + x4
+ u1

)2

+
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+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 −
u1

x0 + x4
+ u2

)2

, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21−

− u22 − u23 − u24 : 〈L3, P1 +X2, P2 −X1, P3, X3, X4〉;

54. J1 = 2α0x3 + (x0 + x4)
2, J2 = u, J3 = α0u3 − (x0 + x4)(u0 − u4),

J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 − P3 + α0X0, P1,

P2, X1, X2, X4, α0 < 0, α0 6= −1〉;

55. J1 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J4 =

= u0 − u4, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2, P3 +X0, X1,

X2, X4〉, 〈L3, P1, P2, P3 +X0, X1, X2, X4〉, 〈L3 − P3 + α0X0,

P1, P2, X1, X2, X4, α0 = −1〉;

56. J1 = u, J2 = x0 + x4 − arctan
u2
u1
, J3 = u0 − u4, J4 = u21 + u22,

J5 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 −X0, P3, X1, X2, X3, X4〉;

57. J1 = u, J2 = x0 + x4 +
u3

u0 − u4
, J3 = u0 − u4, J4 = u21 + u22, J5 =

= u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3 +X0, X1, X2, X3, X4〉;

58. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3 − β(u0 − u4) arctan
u1
u2
, J3 =

= u21 + u22, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + βX0, P3 +X0,

X1, X2, X3, X4, β < 0〉;

59. J1 = u, J2 = u1 − (u0 − u4)x3, J3 = u3, J4 = u0 − u4, J5 = u20−

− u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X3, P2, X0, X1, X2, X4〉;

60. J1 = u, J2 = u1 + (x0 + x4)(u0 − u4), J3 = u3, J4 = u0 − u4,

J5 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X0, P2, X1, X2, X3, X4〉;

61. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u1 − (u0 − u4)x3 − (x0 + x4)u3,

J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1 +X3, P2, P3,

X1, X2, X4〉;

62. J1 = u, J2 = (x0 + x4) +
u3

u0 − u4
, J3 = (x0 + x4)

2 − 2x3+
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+ 2β
u1

u0 − u4
, J4 = u0 − u4, J5 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1 + βX3, P2, P3 +X0, X1, X2, X4, β > 0〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, п’ятивимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних iн-

варiантiв першого порядку матимуть тiльки неспряженi пiдалгебри для

яких R = 6.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

триць M виявилося, що 72 неспряжених пiдалгебри мають R = 6. Це

означає, що iснує 72 п’ятивимiрних функцiональних базисiв диференцi-

альних iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є тiльки 62. Твердження доведено. Беручи до уваги вище-

наведене, доведено наступне

Твердження 2.8 З точнiстю до еквiвалентностi загальний ви-

гляд 62 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить

вiд п’ятьох функцiонально незалежних iнварiантiв, задається форму-

лою (2.14), де J1, J2, ..., J5 мають вигляд (2.15).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

п’ятивимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).
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2.4.5 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J6)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J6), (2.16)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J6} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки,

скiльки є шестивимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв ди-

ференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи

P (1, 4).

Твердження 2.9 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 108 шестиви-

мiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнва-

рiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси

i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 5 задаються формула-

ми (2.17):

1. J1 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =
(u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4))2 + (u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4))2

((x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3)2
,

J5 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G, L3,

P1, P2, P3〉; (2.17)

2. J1 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J4 = x1u1 + x2u2 + x3u3, J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22 + u23 :

〈G, L1, L2, L3, X4〉;

3. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x1 +
x0 + x4
u0 − u4

u1, J4 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2,

J5 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :
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〈G, P1, P2, P3, X4〉;

4. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3,

J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J5 = e arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+ ln(x0 + x4),

J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P1, P2, P3, X4, e > 0〉;

5. J1 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, L3, P1, P2, X3〉;

6. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G, L3, P1, P2, X4〉;

7. J1 = (x20 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
u0 − u4
x0 + x4

x3+

+ u3, J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3, X1, X2〉;

8. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 =

x0 + x4
u0 − u4

,

J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3, X3, X4〉;

9. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J5 = u3,

J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X1, X4〉;

10. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = u1 +
u0 − u4
x0 + x4

x1, J4 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2,

J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X3, X4〉;

11. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = u2 +
u0 − u4
x0 + x4

x2, J4 = e
x0 + x4
u0 − u4

u1+

+ ex1 − x3, J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X4,
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X1 + eX3, e > 0〉;

12. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J4 = ln(x0 + x4)+

+ e arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
, J5 = u3, J6 = u20−

− u21 − u22 − u24 : 〈L3 + eG, P1, P2, X3, X4, e > 0〉;

13. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u3,

J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22 : 〈G, L3, X1, X2, X3〉;

14. J1 = x3, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u3, J5 = u20 − u24,

J6 = u21 + u22 : 〈G, L3, X1, X2, X4〉;

15. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u3, J5 = u20 − u24,

J6 = u21 + u22 : 〈G, L3, X0, X3, X4〉;

16. J1 = x1, J2 = x2, J3 = u, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u20 − u23 − u24 :

〈G, P3, X0, X3, X4〉, 〈G, P3, C3, X0, X3, X4〉;

17. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u20 − u23 − u24 :

〈G, P3, X1, X3, X4〉;

18. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X1, X2, X4〉;

19. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

u3 + x3 − ex1, J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X2, X4, X1 + eX3, e > 0〉;

20. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J4 = e arctan
u1
u2

+

+ ln(x0 + x4), J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P3,

X1, X2, X4, e > 0〉;

21. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = e arctan

x1
x2

+
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+ ln(u0 − u4), J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P3,

X0, X3, X4, e > 0〉;

22. J1 = x3, J2 = u, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u3, J6 = u20 − u24 :

〈G, X0, X1, X2, X4〉;

23. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = u1, J4 = u2, J5 = u3,

J6 = u20 − u24 : 〈G, X1, X2, X3, X4〉;

24. J1 = x3, J2 = u, J3 = u3, J4 = u20 − u24, J5 = u21 + u22,

J6 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) : 〈L3 + eG, X0, X1, X2, X4, e > 0〉;

25. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = u3, J4 = u20 − u24,

J5 = u21 + u22, J6 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) : 〈L3 + eG, X1, X2,

X3, X4, e > 0〉;

26. J1 = (x20 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 = x0u0 + x3u3 + x4u4, J4 = u1,

J5 = u2, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, C3, X1, X2〉;

27. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x3u4 − x4u3, J4 = u0, J5 = u21 + u22,

J6 = u23 + u24 : 〈P3 + C3, L3, X1, X2, X0 +X4〉;

28. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u21 + u22, J5 = u23 + u24,

J6 = u1u4 − u2u3 : 〈P3 + C3 + 2L3, X1, X2, X3, X0 −X4〉;

29. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u21 + u22, J5 = u23 + u24,

J6 = 2 arctan
u1
u2
− e arctan

u3
u4

: 〈P3 + C3 + eL3, X1, X2, X3,

X0 −X4, e > 2〉;

30. J1 = u, J2 = u0, J3 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, J4 = x1u1 + x2u2+

+ x3u3 + x4u4, J5 = x1u2 − x2u1 + x4u3 − x3u4, J6 = u21 + u22+

+ u23 + u24 : 〈L1 +
1

2
(P1 + C1) , L2 +

1

2
(P2 + C2) , L3 +

1

2
(P3 + C3) ,

L3 −
1

2
(P3 + C3) , X0 +X4〉;
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31. J1 = x0, J2 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, J3 = u, J4 = x1u1 + x2u2+

+ x3u3 + x4u4, J5 = u0, J6 = u21 + u22 + u23 + u24 : 〈L1, L2, L3,

P1 + C1, P2 + C2, P3 + C3〉;

32. J1 = x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x23)1/2, J3 = u, J4 = x0u0 + x1u1+

+ x2u2 + x3u3, J5 = u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 : 〈L1, L2, L3,

P1 − C1, P2 − C2, P3 − C3〉;

33. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x1 +
x0 + x4
u0 − u4

u1 − a2 ln(x0 + x4),

J4 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J5 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u23−

− u24 : 〈G+ a2X1, P1, P2, P3, X4, a2 < 0〉;

34. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = bx3 − k ln(x0 + x4) + b
x0 + x4
u0 − u4

u3,

J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J5 = ln(x0 + x4)+

+ b arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
, J6 = u20 − u21 − u22 − u23−

− u24 : 〈L3 + bG+ kX3, P1, P2, P3, X4, b > 0, k < 0〉;

35. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 + u1

)2

+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 + u2

)2

,

J4 = x3 − a3 ln(u0 − u4) + d3 arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
,

J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, L3 + d3X3, P1, P2,

X4, a3 < 0, d3 < 0〉;

36. J1 = u, J2 =
u0 − u4
x0 + x4

, J3 = x3 − a3 ln(u0 − u4),

J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J5 = u3, J6 = u20−

− u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, L3, P1, P2, X4, a3 < 0〉;

37. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 + u1

)2

+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 + u2

)2

,

J4 = x3 + d3 arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
, J5 = u3, J6 = u20−
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− u21 − u22 − u24 : 〈G, L3 + d3X3, P1, P2, X4, d3 < 0〉;

38. J1 = x3 − a3 ln(x0 + x4), J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x2−

− a2 ln(x0 + x4) +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ a2X2 + a3X3, P1, P2, X1, X4, a2 < 0, a3 < 0〉;

39. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x2 − a2 ln(u0 − u4) +
x0 + x4
u0 − u4

u2,

J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a2X2, P1, P2, X1, X4, a2 < 0〉;

40. J1 = x3 − a3 ln(x0 + x4), J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
u0 − u4
x0 + x4

x2 + u2,

J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, P1, P2, X1, X4, a3 < 0〉;

41. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J4 = x1 +
x0 + x4
u0 − u4

u1−

− a1 ln(u0 − u4), J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a1X1, P1,

P2, X3, X4, a1 < 0〉;

42. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = x3 + a ln(u0 + u4)+

+ d arctan
u1
u2
, J4 = u3, J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22 : 〈G+ aX3,

L3 + dX3, X1, X2, X4, a < 0, d < 0〉;

43. J1 = x3 − a ln(x0 + x4), J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u3,

J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22 : 〈G+ aX3, L3, X1, X2, X4, a < 0〉;

44. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 + u4), J3 = x3 − d arctan
u2
u1
, J4 = u3,

J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22 : 〈G, L3 + dX3, X1, X2, X4, d < 0〉;

45. J1 = x2, J2 = u, J3 = x1 − a ln(u0 − u4), J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ aX1, P3, X0, X3, X4, a < 0〉;

46. J1 =
x0 + x4
u0 − u4

, J2 = u, J3 = x2 − a ln(x0 + x4), J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ aX2, P3, X1, X3, X4, a < 0〉;

47. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = a ln(u0 − u4)−
x0 + x4
u0 − u4

u3 − x3, J4 = u1,
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J5 = u2, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ aX3, P3, X1, X2, X4, a < 0〉;

48. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = d arctan
u2
u1
− ln(x0 + x4), J4 = dx3−

− α3 ln(x0 + x4) + du3
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 + dG+ α3X3, P3, X1, X2, X4, d > 0, α3 < 0〉;

49. J1 = u, J2 = x3 − a3 ln(u0 − u4), J3 = u1, J4 = u3, J5 = u2,

J6 = u20 − u24 : 〈G+ a3X3, X0, X1, X2, X4, a3 < 0〉;

50. J1 = u, J2 = κ3 ln(u0 + u4) + ex3, J3 = u3, J4 = u20 − u24,

J5 = u21 + u22, J6 = ln(u0 + u4)− e arctan
u1
u2

: 〈L3 + eG+ κ3X3,

X0, X1, X2, X4, e > 0, κ3 < 0〉;

51. J1 = u, J2 = α arctan
u3
u4
− 2x0, J3 = u0, J4 = u21 + u22, J5 = u23 + u24,

J6 = u1u4 − u2u3 : 〈P3 + C3 + 2L3 + α(X0 +X4), X1, X2, X3,

X0 −X4, α < 0〉;

52. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = µ(x1 − α ln(u0 − u4))− x3 −
x0 + x4
u0 − u4

u3,

J4 = u1, J5 = u2, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ αX1, P3, X1 + µX3,

X2, X4, α < 0, µ > 0〉;

53. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = α ln(u0 − u4)−
x0 + x4
u0 − u4

u2 − x2,

J4 = x3 − µx1 − µ
x0 + x4
u0 − u4

u1, J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ αX2, P1, P2, X1 + µX3, X4, α < 0, µ > 0〉;

54. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J4 = x3 − µx1−

− µx0 + x4
u0 − u4

u1 + µα ln(u0 − u4), J5 = u3, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ αX1, P1, P2, X1 + µX3, X4, α < 0, µ > 0〉;

55. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = β ln(u0 − u4)−
x0 + x4
u0 − u4

u2 − x2, J4 =

= x3 − µx1 − µ
x0 + x4
u0 − u4

u1 + µα ln(u0 − u4), J5 = u3, J6 = u20 − u21−
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− u22 − u24 : 〈G+ αX1 + βX2, P1, P2, X1 + µX3, X4, α > 0,

β > 0, µ > 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

56. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J4 =

=

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3, P1, P2, P3, X4〉;

57. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J4 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2, P3, X1, X4〉;

58. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈L3, P1, P2, X3, X4〉;

59. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
−

− u3
u0 − u4

, J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 − P3, P1, P2, X3, X4〉;

60. J1 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J2 = u, J3 = x1u1 + x2u2 + x3u3, J4 = u0,

J5 = u4, J6 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2, L3, X0, X4〉;

61. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈P1, P2, X1, X2, X4〉, 〈L3, P1, P2, X1, X2, X4〉;

62. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J4 = u3, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X1, X3, X4〉;

63. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = e
x0 + x4
u0 − u4

u1 + ex1 − x3, J4 = u3, J5 = u0−
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− u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X4, X2, X1 + eX3, e > 0〉;

64. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J4 = u0 − u4,

J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3, X1, X2, X4〉;

65. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u0 − u4,

J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3, X0, X3, X4〉;

66. J1 = x2, J2 = u, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u23 − u24 :

〈P3, X0, X1, X3, X4〉;

67. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u0 − u4, J6 = u20−

− u23 − u24 : 〈P3, X1, X2, X3, X4〉;

68. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u0 − u4, J4 = u21 + u22, J5 = u20 − u23 − u24,

J6 = arctan
u1
u2
− u3
u0 − u4

: 〈L3 − P3, X1, X2, X3, X4〉;

69. J1 = x3, J2 = u, J3 = u0, J4 = u3, J5 = u4, J6 = u21 + u22 :

〈L3, X0, X1, X2, X4〉;

70. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u0, J4 = u3, J5 = u4, J6 = u21 + u22 :

〈L3, X1, X2, X3, X4〉;

71. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u3, J5 = u4, J6 = u21 + u22 :

〈L3, X1, X2, X3, X0 −X4〉;

72. J1 = u, J2 = u0, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u3, J6 = u4 : 〈X0 +X4,

X1, X2, X3, X0 −X4〉;

73. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J3 = u,

J4 = x0u0 + x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L1, L2, L3, P1, P2, P3〉;

74. J1 = x0, J2 = x4, J3 = u, J4 = u0, J5 = u4, J6 = u21 + u22 + u23 :

〈L1, L2, L3, X1, X2, X3〉;

75. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 +
x0 + x4 − h̃3
u0 − u4

u3 + d3×
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× arctan

(
u1(x0 + x4)

2 + x1(x0 + x4)(u0 − u4)− x2(u0 − u4) + u1
u2(x0 + x4)2 + x2(x0 + x4)(u0 − u4) + x1(u0 − u4) + u2

)
,

J4 =

(
x1 +

u2
u0 − u4

+
x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 −

u1
u0 − u4

+
x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1 +X2,

P2 −X1, P3 + h̃3X3, X4, d3 < 0〉;

76. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J4 = x3 − d3 arctan

(
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)

)
+
x0 + x4 − 1

u0 − u4
u3,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1, P2,

P3 +X3, X4, d3 < 0〉;

77. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (u0 − u4)x3 + (x0 + x4)u3 − u3h̃3,

J4 = (x1(u0 − u4) + u2 + u1(x0 + x4))
2 + (x2(u0 − u4)− u1+

+ u2(x0 + x4))
2, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈L3, P1 +X2, P2 −X1, P3 + h̃3X3, X4〉;

78. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 +
x0 + x4 − 1

u0 − u4
u3,

J4 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 + u1

)2

+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 + u2

)2

, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3, P1, P2, P3 +X3, X4〉;

79. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J4 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3−

− d3 arctan

(
x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

)
, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1, P2, P3, X4, d3 < 0〉;

80. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
u0 − u4
x0 + x4

x1 +
u2

x0 + x4
+ u1

)2

+

+

(
u0 − u4
x0 + x4

x2 −
u1

x0 + x4
+ u2

)2

, J4 = u3, J5 = u0 − u4,
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J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3, P1 +X2, P2 −X1, X3, X4〉;

81. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + µ2)
2+

+ (x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)− µ1)2, J4 =
u3

u0 − u4
−

− arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + µ2
x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)− µ1

)
, J5 = u0 − u4,

J6 = u23 − u20 + u21 + u22 + u24 : 〈L3 − P3, P1 + µX2, P2 − µX1,

X3, X4, µ > 0〉;

82. J1 = u, J2 = (x0 + x4)
2 − 2x3 − 2d arctan

u1
u2
, J3 = x0 + x4+

+
u3

u0 − u4
, J4 = u0 − u4, J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 + dX3, P3 +X0, X1, X2, X4, d < 0〉;

83. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 + d arctan
u1
u2

+ u3
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 = u0 − u4, J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 + dX3, P3, X1, X2, X4, d < 0〉;

84. J1 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3,

J4 = u0 − u4, J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3 +X0,

X1, X2, X4〉;

85. J1 = x2(u0 − u4)− u3, J2 = u, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X2, X0, X1, X3, X4〉;

86. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J3 = u1, J4 = u2, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0, X1, X2, X3, X4〉;

87. J1 = u, J2 = α0
u3

u0 − u4
− x0 − x4, J3 = u0 − u4, J4 = u21 + u22,

J5 = u20 − u23 − u24, J6 = u3 − (u0 − u4) arctan
u1
u2

:

〈L3 − P3 + α0X0, X1, X2, X3, X4, α0 < 0〉;

88. J1 = u, J2 = d3 arctan
u1
u2

+ x3, J3 = u0, J4 = u3, J5 = u4,
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J6 = u21 + u22 : 〈L3 + d3X3, X0, X1, X2, X4, d3 < 0〉;

89. J1 = u, J2 = 2x0 + d̃0 arctan
u2
u1
, J3 = u0, J4 = u3, J5 = u4,

J6 = u21 + u22 : 〈L3 + d̃0X0, X1, X2, X3, X0 −X4, d̃0 < 0〉;

90. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u1 − x3(u0 − u4), J4 = u3,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X3, P2, X1, X2, X4〉;

91. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u2 −
u1

x0 + x4
+
u0 − u4
x0 + x4

x2, J4 = u3,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2, P2, X1, X3, X4〉;

92. J1 = u, J2 = βu2 − x3(u0 − u4), J3 = u1 + (u0 − u4)(x0 + x4),

J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X0, P2 + βX3, X1, X2, X4, β > 0〉;

93. J1 = x3, J2 = u, J3 =
u1

u0 − u4
+ x0 + x4, J4 = u3, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X0, P2, X1, X2, X4〉;

94. J1 = u, J2 = γu2 + (u0 − u4)(x0 + x4), J3 = (x0 + x4)
2 + 2γ×

×
(

u1
u0 − u4

− x2
)
, J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X2, P2 + γX0, X1, X3, X4, γ > 0〉;

95. J1 = 2x2 − (x0 + x4)
2, J2 = u, J3 = u2 + (u0 − u4)(x0 + x4),

J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1, P2 +X0, X1, X3, X4〉;

96. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u2 + µ(x0 + x4)u1 + (µx1 − x3)(u0 − u4),

J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2 +X3,

X1 + µX3, X2, X4, µ > 0〉;

97. J1 = u, J2 = x0 + x4 +
u1

u0 − u4
, J3 = µ(x0 + x4)

2 − 2(µx1 − x3)−

− 2β
u2

u0 − u4
, J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X0, P2 + βX3, X1 + µX3, X2, X4, β > 0, µ > 0〉;
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98. J1 = u, J2 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u1, J3 = µ((x0 + x4)
2 − 2x1)+

+ 2x3, J4 = u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X0, P2, X1 + µX3, X2, X4, µ > 0〉;

99. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)− βu1 + u3,

J4 = x3(u0 − u4) + (x0 + x4)u3 − u2, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21−

− u22 − u23 − u24 : 〈P1 + βX2, P2 +X3, P3 −X2, X1, X4, β > 0〉;

100. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (u0 − u4)x2 + (x0 + x4)u2 + u3,

J4 = (u0 − u4)x3 + (x0 + x4)u3 − u2, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21−

− u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2 +X3, P3 −X2, X1, X4〉;

101. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)− γu1 + u3,

J4 = u3(γ(x0 + x4)− γµ− δ)− u2(δ(x0 + x4) + γ)− (x2δ − γx3)×

× (u0 − u4), J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1+

+ γX2 + δX3, P2 +X3, P3 −X2 + µX3, X1, X4, µ > 0, γ > 0〉;

102. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4) + u3,

J4 = x3(u0 − u4) + (x0 + x4 − µ)u3 − δu1 − u2, J5 = u0 − u4,

J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1 + δX3, P2 +X3, P3 −X2 + µX3,

X1, X4, δ > 0〉;

103. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2 +
u2(x0 + x4) + u3

u0 − u4
, J4 = x3(u0 − u4)+

+ (x0 + x4 − µ)u3 − u2, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1, P2 +X3, P3 −X2 + µX3, X1, X4〉;

104. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2 − γ
u1

u0 − u4
,

J4 = (δx2 − γx3)(u0 − u4) + (δu2 − u3γ)(x0 + x4) + u3γ,

J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1 + γX2 + δX3,

P2, P3 +X3, X1, X4, γ > 0〉;

105. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J4 = x3(u0 − u4)+



64

+ u3(x0 + x4)− δu1 − u3, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈P1 + δX3, P2, P3 +X3, X1, X4, δ > 0〉;

106. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J4 = x3
u0 − u4
x0 + x4

+

+ u3 −
u3

x0 + x4
, J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1, P2, P3 +X3, X1, X4〉;

107. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J4 = u1−

− u2(x0 + x4)− x2(u0 − u4), J5 = u0 − u4, J6 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈P1 +X2, P2, P3, X1, X4〉;

108. J1 = u, J2 = α arctan
u1
u2
− x0 − x4, J3 = u0, J4 = u3, J5 = u4,

J6 = u21 + u22 : 〈L3 + α(X0 +X4), X1, X2, X3, X4, α < 0〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, шестивимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних iн-

варiантiв першого порядку матимуть неспряженi пiдалгебри для яких

R = 5.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

триць M виявилося, що 109 неспряжених пiдалгебр мають R = 5. Це

означає, що iснує 109 шестивимiрних функцiональних базисiв диференцi-

альних iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є тiльки 108. Твердження доведено.

Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне
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Твердження 2.10 З точнiстю до еквiвалентностi загальний ви-

гляд 108 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить

вiд шести функцiонально незалежних iнварiантiв, задається форму-

лою (2.16), де J1, J2, ..., J6 мають вигляд (2.17).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

шестивимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.6 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J7)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J7), (2.18)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J7} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки скiль-

ки є семивимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцi-

альних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.11 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 136 семиви-

мiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнва-

рiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси

i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 4 задаються формула-

ми (2.19):

1. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J3 = u, J4 = x1u1+

+ x2u2 + x3u3, J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = u20 − u24,

J7 = u21 + u22 + u23 : 〈G, L1, L2, L3〉; (2.19)

2. J1 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,
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J4 = x1 +
x0 + x4
u0 − u4

u1, J5 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J6 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3,

J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈G, P1, P2, P3〉;

3. J1 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J5 =
x0 + x4
u0 − u4

u3+

+ x3, J6 = b arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+ ln(x0 + x4),

J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P1, P2, P3, e > 0〉;

4. J1 = x3, J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J5 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J6 = u3,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, L3, P1, P2〉;

5. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 =

x0 + x4
u0 − u4

, J5 = u3+

+
u0 − u4
x0 + x4

x3, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3, X4〉;

6. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u1 +
u0 − u4
x0 + x4

x1, J5 = x2+

+
x0 + x4
u0 − u4

u2, J6 = u3, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2, X4〉;

7. J1 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

u1+

+ x1, J5 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J6 = u3, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G, P1, P2, X3〉;

8. J1 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J5 = ln(x0 + x4)+

+ e arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
, J6 = u3, J7 = u20−

− u21 − u22 − u24 : 〈L3 + eG, P1, P2, X3, e > 0〉;

9. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+
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+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J5 = e arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+

+ ln(x0 + x4), J6 = u3, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈L3 + eG, P1, P2, X4, e > 0〉;

10. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = u3, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u24 : 〈G, L3, X3, X4〉;

11. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = u3,

J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 : 〈G, L3, X0, X4〉;

12. J1 = x3, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 : 〈G, L3, X1, X2〉;

13. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J5 = u1,

J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X1, X4〉;

14. J1 = x1, J2 = x2, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = u1, J6 = u2,

J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X3, X4〉;

15. J1 = (x20 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
u0 − u4
x0 + x4

x3+

+ u3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X1, X2〉;

16. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

u3 − ex1 + x3, J5 = u1,

J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X4, X1 + eX3, e > 0〉;

17. J1 = (x20 − x23 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3,

J5 = d arctan
u1
u2

+ ln(x0 + x4), J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 + eG, P3, X1, X2, e > 0〉;

18. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 =

x0 + x4
u0 − u4

,

J5 = ln(x0 + x4) + d arctan
x1
x2
, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 + eG, P3, X3, X4, e > 0〉;
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19. J1 = x2, J2 = x3, J3 = u, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u3,

J7 = u20 − u24 : 〈G, X0, X1, X4〉;

20. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u1,

J5 = u2, J6 = u3, J7 = u20 − u24 : 〈G, X1, X2, X3〉;

21. J1 = x3, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u3, J7 = u20 − u24 : 〈G, X1, X2, X4〉;

22. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u3,

J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22, J7 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) :

〈L3 + eG, X1, X2, X3, e > 0〉;

23. J1 = x3, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u3, J5 = u20 − u24,

J6 = u21 + u22, J7 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) :

〈L3 + eG, X1, X2, X4, e > 0〉;

24. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u3,

J5 = u20 − u24, J6 = u21 + u22, J7 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) :

〈L3 + eG, X0, X3, X4, e > 0〉;

25. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 = x0u0 + x3u3 + x4u4, J6 = u21 + u22,

J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, C3, L3〉;

26. J1 = x2, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 = x0u0 + x3u3 + x4u4,

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, C3, X1〉;

27. J1 = x0, J2 = (x23 + x24)
1/2, J3 = u, J4 = x3u4 − x4u3, J5 = u0,

J6 = u21 + u22, J7 = u23 + u24 : 〈P3 + C3, L3, X1, X2〉;

28. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u0,

J5 = u21 + u22, J6 = u23 + u24, J7 = 2 arctan
u1
u2
− e arctan

u3
u4

:
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〈P3 + C3 + eL3, X0, X3, X4, e > 2〉;

29. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x3u4 − x4u3, J4 = x3u2 − x4u1,

J5 = u0, J6 = u21 + u22, J7 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + 2L3, X1,

X2, X0 +X4〉;

30. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x3u4 − x4u3, J4 = e arctan

x3
x4
−

− 2 arctan
u1
u2
, J5 = u0, J6 = u21 + u22, J7 = u23 + u24 :

〈P3 + C3 + eL3, X1, X2, X0 +X4, e > 2〉;

31. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, J5 =

= x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4, J6 = x1u2 − x2u1 + x4u3 − x3u4,

J7 = u21 + u22 + u23 + u24 : 〈L1 +
1

2
(P1 + C1) , L2 +

1

2
(P2 + C2) ,

L3 +
1

2
(P3 + C3) , L3 −

1

2
(P3 + C3)〉;

32. J1 = u, J2 = u0, J3 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, J4 = x1u1 + x2u2+

+ x3u3 + x4u4, J5 = x1u2 − x2u1 + x4u3 − x3u4, J6 = x2u3+

+ x4u1 − x1u4 − x3u2, J7 = u21 + u22 + u23 + u24 : 〈L1 +
1

2
(P1 + C1) ,

L2 +
1

2
(P2 + C2) , L3 +

1

2
(P3 + C3) , X0 +X4〉;

33. J1 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =

(
x1 + u1

x0 + x4
u0 − u4

)2

+

(
x2 + u2

x0 + x4
u0 − u4

)2

, J5 = x3−

− a3 ln(x0 + x4) + d3 arctan

(
(x0 + x4)u1 + (u0 − u4)x1
(x0 + x4)u2 + (u0 − u4)x2

)
, J6 = u3,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, L3 + d3X3, P1, P2, a3, d3 < 0〉;

34. J1 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
u0 − u4
x0 + x4

, J4 = x3−

− a3 ln(x0 + x4), J5 =

(
u1 + x1

u0 − u4
x0 + x4

)2

+

(
u2 + x2

u0 − u4
x0 + x4

)2

,

J6 = u3, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, L3, P1, P2, a3 < 0〉;
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35. J1 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =

(
x1
u0 − u4
x0 + x4

+ u1

)2

+

(
x2
u0 − u4
x0 + x4

+ u2

)2

, J5 = x3+

+ d3 arctan

(
(x0 + x4)u1 + (u0 − u4)x1
(x0 + x4)u2 + (u0 − u4)x2

)
, J6 = u3, J7 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈G, L3 + d3X3, P1, P2, d3 < 0〉;

36. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 =

x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = d3 arctan
x1
x2

+ x3 − a3 ln(u0 − u4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u21 + u22,

J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a3X3, L3 + d3X3, P3, X4, a3 < 0, d3 < 0〉;

37. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 =

x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u1x2 − u2x1,

J5 = x3 − a3 ln(x0 + x4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23−

− u24 : 〈G+ a3X3, L3, P3, X4, a3 < 0〉;

38. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 =

u0 − u4
x0 + x4

, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = d3 arctan
x1
x2

+ x3 + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23−

− u24 : 〈G, L3 + d3X3, P3, X4, d3 < 0〉;

39. J1 = a3 ln(x0 + x4)− x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x2
u0 − u4
x0 + x4

+

+ u2, J5 = a3u1
x0 + x4
u0 − u4

+ a3x1 − a1x3, J6 = u3, J7 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈G+ a1X1 + a3X3, P1, P2, X4, a1 < 0, a3 < 0〉;

40. J1 = x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u2 + x2
u0 − u4
x0 + x4

, J5 = x1−

− a1 ln(x0 + x4) + u1
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u3, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ a1X1, P1, P2, X4, a1 < 0〉;

41. J1 = a3 ln(u0 − u4)− x3, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u1
x0 + x4
u0 − u4

+

+ x1, J5 = u2 + x2
u0 − u4
x0 + x4

, J6 = u3, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈G+ a3X3, P1, P2, X4, a3 < 0〉;
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42. J1 = cx3 − b ln(x0 + x4), J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =

(
x1
u0 − u4
x0 + x4

+ u1

)2

+

(
x2
u0 − u4
x0 + x4

+ u2

)2

, J5 = ln(u0 − u4)+

+ c arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
, J6 = u3, J7 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈L3 + cG+ bX3, P1, P2, X4, c > 0, b < 0〉;

43. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = a ln(u0 + u4)+

+ x3 + d arctan
u1
u2
, J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 :

〈G+ aX3, L3 + dX3, X0, X4, a < 0, d < 0〉;

44. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = a ln(u0 + u4) + x3,

J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 : 〈G+ aX3, L3, X0, X4, a < 0〉;

45. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = x3 + d arctan

x1
x2
, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 : 〈G,L3 + dX3, X0, X4, d < 0〉;

46. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = x3−

− a ln(x0 + x4) + d arctan
u1
u2
, J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 :

〈G+ aX3, L3 + dX3, X1, X2, a < 0, d < 0〉;

47. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = x3−

− a ln(u0 − u4), J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 :

〈G+ aX3, L3, X1, X2, a < 0〉;

48. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = x3+

+ d arctan
u1
u2
, J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 :

〈G, L3 + dX3, X1, X2, d < 0〉;

49. J1 = u, J2 =
x0 + x4
u0 − u4

, J3 = x2 − a2 ln(u0 − u4), J4 = u3
x0 + x4
u0 − u4

+

+ x3 − a3 ln(u0 − u4), J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈G+ a2X2 + a3X3, P3, X1, X4, a2 < 0, a3 < 0〉;
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50. J1 = x2 − a2 ln(x0 + x4), J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u3
x0 + x4
u0 − u4

+

+ x3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a2X2, P3, X1,

X4, a2 < 0〉;

51. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x3 − a3 ln(x0 + x4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

,

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a3X3, P3, X1, X4, a3 < 0〉;

52. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x1 − a ln(u0 − u4), J5 = u1,

J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ aX1, P3, X3, X4, a < 0〉;

53. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = b (x1 − a1 ln(u0 − u4))−

− x3 − u3
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈G+ a1X1, P3, X1 + bX3, X4, a1 < 0, b > 0〉;

54. J1 = x3, J2 = u, J3 = x2 − ã2 ln(u0 − u4), J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u3, J7 = u20 − u24 : 〈G+ ã2X2, X0, X1, X4, ã2 < 0〉;

55. J1 = u, J2 = x3 − a3 ln(u0 − u4), J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = u1,

J5 = u2, J6 = u3, J7 = u20 − u24 : 〈G+ a3X3, X1, X2, X4, a3 < 0〉;

56. J1 = ln(x0 + x4) + e arctan
u1
u2
, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J4 = κ3 ln(u0 + u4) + ex3, J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22 :

〈L3 + eG+ κ3X3, X1, X2, X4, e > 0, κ3 < 0〉;

57. J1 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4,

J4 = x1u2 − x2u1 − x3u4 + x4u3, J5 = 2x0 + b×

× arctan

(
x1u3 + x2u4 − x3u1 − x4u2
x1u4 − x2u3 + x3u2 − x4u1

)
, J6 = u0, J7 = u21 + u22+

+ u23 + u24 : 〈L1 +
1

2
(P1 + C1), L2 +

1

2
(P2 + C2), L3 +

1

2
(P3 + C3),

L3 −
1

2
(P3 + C3) + b(X0 +X4), b < 0〉;

58. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = 2x0 + α arctan

x4
x3
, J3 = u, J4 = x3u4 − x4u3,
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J5 = u0, J6 = u21 + u22, J7 = u23 + u24 : 〈L3, P3 + C3 + α(X0 +X4),

X1, X2, α < 0〉;

59. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x3u4 − x4u3, J4 = β arctan

x4
x3

+

+ 2x0 − 2α arctan
u1
u2
, J5 = u0, J6 = u21 + u22, J7 = u23 + u24 :

〈L3 + α(X0 +X4), P3 + C3 + β(X0 +X4), X1, X2, α < 0, β < 0〉;

60. J1 = α ln(x0 + x4)− x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = µx1 − x3−

− x0 + x4
u0 − u4

u3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈G+ αX2, P3, X4, X1 + µX3, α < 0, µ > 0〉;

61. J1 = x2 − β ln(x0 + x4), J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

u3+

+ µ(α ln(x0 + x4)− x1) + x3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈G+ αX1 + βX2, P3, X1 + µX3, X4, α < 0, β < 0, µ > 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

62. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

,

J5 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22−

− u23 − u24 : 〈L3, P1, P2, P3〉;

63. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

, J4 =
x2

x0 + x4
+

+
u2

u0 − u4
, J5 =

x3
x0 + x4

+
u3

u0 − u4
, J6 = u0 − u4, J7 = u20−

− u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2, P3, X4〉;

64. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J5 = u3,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3, P1, P2, X3〉;



74

65. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈L3, P1, P2, X4〉;

66. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 +
x0 + x4
u0 − u4

u3,

J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

,

J5 = arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
− u3
u0 − u4

,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 − P3, P1, P2, X4〉;

67. J1 = x4, J2 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J3 = u, J4 = x1u1 + x2u2 + x3u3,

J5 = u0, J6 = u4, J7 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2, L3, X0 +X4〉;

68. J1 = x0, J2 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J3 = u, J4 = x1u1 + x2u2 + x3u3,

J5 = u0, J6 = u4, J7 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2, L3, X0 −X4〉;

69. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J3 = u, J4 = x1u1 + x2u2+

+ x3u3, J5 = u0, J6 = u4, J7 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2, L3, X4〉;

70. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4),

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X1, X4〉;

71. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4),

J4 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4), J5 = u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X3, X4〉;

72. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4),

J4 = e
x0 + x4
u0 − u4

u1 + ex1 − x3, J5 = u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X4, X1 + eX3, e > 0〉;

73. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)u3+

+ (u0 − u4)x3, J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 :
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〈L3, P3, X1, X2〉;

74. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3, X3, X4〉;

75. J1 = x1, J2 = x2, J3 = u, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X0, X3, X4〉;

76. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X1, X3, X4〉;

77. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J4 = u1,

J5 = u2, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X1, X2, X4〉;

78. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

u3 + x3 − ex1, J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X2, X4, X1 + eX3, e > 0〉;

79. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J4 = u0 − u4,

J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24, J7 = arctan
u1
u2
− u3
u0 − u4

:

〈L3 − P3, X1, X2, X4〉;

80. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u0 − u4,

J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24,

J7 = arctan
u1
u2
− u3
u0 − u4

: 〈L3 − P3, X0, X3, X4〉;

81. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = u0, J5 = u3,

J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3, X0, X3, X4〉;

82. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = u0, J5 = u3, J6 = u4,

J7 = u21 + u22 : 〈L3, X1, X2, X4〉;

83. J1 = x3, J2 = x4, J3 = u, J4 = u0, J5 = u3, J6 = u4, J7 = u21 + u22 :

〈L3, X1, X2, X0 +X4〉;

84. J1 = x0, J2 = x3, J3 = u, J4 = u0, J5 = u3, J6 = u4, J7 = u21 + u22 :
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〈L3, X1, X2, X0 −X4〉;

85. J1 = x3, J2 = u, J3 = u0, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u3, J7 = u4 :

〈X0 +X4, X1, X2, X0 −X4〉;

86. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u0, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u3, J7 = u4 :

〈X1, X2, X3, X4〉;

87. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u3, J7 = u4 :

〈X1, X2, X3, X0 −X4〉;

88. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 + u3
x0 + x4 − h̃3
u0 − u4

,

J4 =

(
x1 + u1

x0 + x4
u0 − u4

)2

+

(
x2 + u2

x0 + x4
u0 − u4

)2

, J5 =
x21 + x22
x0 + x4

+

+ 2x4 +
x23

x0 + x4 − h̃3
− arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

)
,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 −X4, P1, P2,

P3 + h̃3X3, h̃3 > 0〉;

89. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3
u0 − u4
x0 + x4

+ u3,

J4 =

(
x1
u0 − u4
x0 + x4

+ u1

)2

+

(
x2
u0 − u4
x0 + x4

+ u2

)2

, J5 = 2x4+

+
x21 + x22 + x23
x0 + x4

− arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

)
,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 −X4, P1, P2, P3〉;

90. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4 − 1
+

u3
u0 − u4

,

J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

,

J5 = x20 − x21 − x22 − x24 − x23
x0 + x4

x0 + x4 − 1
, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3, P1, P2, P3 +X3〉;

91. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
x1 + u1

x0 + x4
u0 − u4

)2

+
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+

(
x2 + u2

x0 + x4
u0 − u4

)2

, J4 = x20 − x21 − x22 − x24 + (x0 + x4)×

× arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

)
, J5 = u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3 −X4, P1, P2, X3〉;

92. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u3, J4 = u0 − u4, J5 = x3 + d3×

× arctan

(
u1(x0 + x4)

2 + x1(x0 + x4)(u0 − u4)− x2(u0 − u4) + u1
u2(x0 + x4)2 + x2(x0 + x4)(u0 − u4) + x1(u0 − u4) + u2

)
,

J6 =

(
x1 +

u2
u0 − u4

+ u1
x0 + x4
u0 − u4

)2

+

(
x2 −

u1
u0 − u4

+ u2
x0 + x4
u0 − u4

)2

,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1 +X2, P2 −X1, X4, d3 < 0〉;

93. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =

(
x1 + u1

x0 + x4
u0 − u4

)2

+

(
x2 + u2

x0 + x4
u0 − u4

)2

,

J4 = x3 − d3 arctan

(
x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

)
, J5 = u3, J6 =

= u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1, P2, X4, d3 < 0〉;

94. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = (x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)+

+u2)
2 + (x2(u0 − u4)− u1 + u2(x0 + x4))

2 , J5 = u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3, P1 +X2, P2 −X1, X4〉;

95. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J4 = (mu2+

+x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4 − k))2 + (u2(x0 + x4 − k) + x2(u0 − u4)−

−mu1)2 , J5 = arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4 − k) +mu2
x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4 − k)−mu1

)
−

− u3
u0 − u4

, J6 = u0 − u4, J7 = u23 − u20 + u21 + u22 + u24 :

〈L3 − P3, P1 + kX1 +mX2, P2 −mX1 + kX2, X4, m > 0, k > 0〉;

96. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

,

J4 =

(
x1

x0 + x4 − k
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4 − k
+

u2
u0 − u4

)2

,

J5 =
u3

u0 − u4
− arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4 − k)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4 − k)

)
,
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J6 = u0 − u4, J7 = u23 − u20 + u21 + u22 + u24 : 〈L3 − P3, P1 + kX1,

P2 + kX2, X4, k > 0〉;

97. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = (x1(u0 − u4)+

+u1(x0 + x4) +mu2)
2 + (x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)−mu1)2 ,

J5 =
u3

u0 − u4
− arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) +mu2
x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)−mu1

)
,

J6 = u0 − u4, J7 = u23 − u20 + u21 + u22 + u24 : 〈L3 − P3, P1 +mX2,

P2 −mX1, X4, m > 0〉;

98. J1 = (x0 + x4)
2 − 2hx3, J2 = u, J3 = −3h(2x3 − h)(x0 + x4)+

+ 2(x0 + x4)
3 + 3h2 arctan

u1
u2
− 6h2x4, J4 = (x0 + x4)(u0 − u4)+

+ hu3, J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 −X4, P3 + hX0, X1, X2, h > 0〉;

99. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3,

J4 =
x23

x0 + x4
− arctan

u1
u2

+ 2x4, J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22,

J7 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 −X4, P3, X1, X2〉;

100. J1 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J2 = 2(x0 + x4)

3 − 6x3(x0 + x4)+

+ 3(x0 − x4), J3 = u, J4 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J5 = u0 − u4,

J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3 +X0, X1, X2〉;

101. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = x0 + x4+

+ arctan
u1
u2
, J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 −X0, P3, X3, X4〉;

102. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = x0 + x4+

+
u3

u0 − u4
, J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈L3, P3 +X0, X3, X4〉;
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103. J1 = x2, J2 = u, J3 = x1 −
u3

u0 − u4
, J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X1, X0, X3, X4〉;

104. J1 = x2, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0, X1, X3, X4〉;

105. J1 = x0 + x4, J2 = x2 −
u3

u0 − u4
, J3 = u, J4 = u1, J5 = u2,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X2, X1, X3, X4〉;

106. J1 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J2 = u, J3 = x0 + x4 +

u3
u0 − u4

, J4 = u1,

J5 = u2, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0, X1, X2, X4〉;

107. J1 = (x0 + x4)
2 − 2x3 + 2bx1, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 − u4)+

+ u3, J4 = u1, J5 = u2, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u23 − u24 :

〈P3 +X0, X1 + bX3, X2, X4, b > 0〉;

108. J1 = 2x3α0 + (x0 + x4)
2, J2 = u, J3 = α0

u3
u0 − u4

− x0 − x4,

J4 = u0 − u4, J5 = u21 + u22, J6 = u20 − u23 − u24, J7 = arctan
u1
u2
−

− u3
u0 − u4

: 〈L3 − P3 + α0X0, X1, X2, X4, α0 < 0〉;

109. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x0 − x4 + arctan
u1
u2
, J4 = u0,

J5 = u3, J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3 −X4, X1, X2, X3〉;

110. J1 = x4, J2 = u, J3 = x3 + d3 arctan
u1
u2
, J4 = u0, J5 = u3,

J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3 + d3X3, X1, X2, X0 +X4, d3 < 0〉;

111. J1 = x0, J2 = u, J3 = x3 − d3 arctan
u2
u1
, J4 = u0, J5 = u3,

J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3 + d3X3, X1, X2, X0 −X4, d3 < 0〉;

112. J1 = x3, J2 = u, J3 = d arctan
u1
u2
− 2x0, J4 = u0, J5 = u3,

J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3 + dX4, X1, X2, X0 −X4, d < 0〉;

113. J1 = x3, J2 = u, J3 = α arctan
u1
u2
− x0 − x4, J4 = u0, J5 = u3,
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J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3 + α(X0 +X4), X1, X2, X4, α < 0〉;

114. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = α arctan
u1
u2

+ x3, J4 = u0, J5 = u3,

J6 = u4, J7 = u21 + u22 : 〈L3 + αX3, X1, X2, X4, α < 0〉;

115. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = β arctan

x1
x2
−

− u3
u0 − u4

− x0 − x4, J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20−

− u23 − u24 : 〈L3 + βX0, P3 +X0, X3, X4, β < 0〉;

116. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + u2,

J4 = x2(u0 − u4)− (x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4))(x0 + x4 − β)− u1,

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2,

P2 −X1 + βX2, X3, X4, β > 0〉;

117. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1 +
u2

u0 − u4
+ u1

x0 + x4
u0 − u4

,

J4 =
x2(u0 − u4)− u1

x0 + x4
− x1(u0 − u4)− u1(x0 + x4), J5 = u3,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2, P2 −X1, X3, X4〉;

118. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1 + u1
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x2
u0 − u4

x0 + x4 − 1
+

+ u2, J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1, P2 +X2, X3, X4〉;

119. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)− γu1,

J4 = x2δ − γx3 + u2
δ(x0 + x4) + γ

u0 − u4
, J5 = u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u22 − u20 + u21 + u24 : 〈P1 + γX2 + δX3, P2 +X3, X1, X4, γ > 0〉;

120. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J4 =
δu1 + u2
u0 − u4

− x3,

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 + δX3,

P2 +X3, X1, X4, δ > 0〉;

121. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2 + u2
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = u2 − x3(u0 − u4),
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J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2 +X3, X1, X4〉;

122. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = βx2 − x3 + βu2
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x2+

+ u2
x0 + x4
u0 − u4

− u1
u0 − u4

, J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈P1 +X2 + βX3, P2, X1, X4, β > 0〉;

123. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = u1 − u2(x0 + x4)− x2(u0 − u4),

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2, P2, X1, X4〉;

124. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x3 −
u1

u0 − u4
, J4 =

x2
x0 + x4

+
u2

u0 − u4
,

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X3, P2, X1, X4〉;

125. J1 = u, J2 = u2 + (x0 + x4)(u0 − u4), J3 = 2δx2 − 2γx3 − δ(x0 + x4)
2,

J4 = 2x2 − (x0 + x4)
2 − 2γ

u1
u0 − u4

, J5 = 2(γx3 − x2δ)(u0 − u4)2+

+ 2δ(x0 + x4)
2(u0 − u4)2 + 2δ(u0 − u4)(x0 + x4)u2 + δ(u20 − u21 − u24),

J6 = u3, J7 = u0 − u4 : 〈P1 + γX2 + δX3, P2 +X0, X1, X4, γ > 0〉;

126. J1 = 2x2 − (x0 + x4)
2, J2 = u, J3 = δ

u1
u0 − u4

− x3, J4 = x0 + x4+

+
u2

u0 − u4
, J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 + δX3, P2 +X0, X1, X4, δ > 0〉;

127. J1 = x3, J2 = 2x2 − (x0 + x4)
2, J3 = u, J4 = u2 + (x0 + x4)(u0 − u4),

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2 +X0, X1, X4〉;

128. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
(
δ(x0 + x4) + µ(x0 + x4)

2 + γ
)
u2+

+ (γµx1 + δx2 − γx3 + µx2(x0 + x4)) (u0 − u4), J4 = µγ×

× u1(x0 + x4) + u2 (δ(x0 + x4) + γ) + (µγx1 + δx2 − x3γ)(u0 − u4),

J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 + γX2 + δX3,

P2 +X3, X1 + µX3, X4, µ > 0〉;

129. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J4 = x3 − µx1−

− u1
µ(x0 + x4) + 1

u0 − u4
, J5 = u3, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 :
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〈P1 +X3, P2, X1 + µX3, X4, µ > 0〉;

130. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u1 − u2(x0 + x4)− x2(u0 − u4),

J4 = µ

(
x1 + x2(x0 + x4) + u2

(x0 + x4)
2

u0 − u4

)
− x3 +

γu1
u0 − u4

, J5 = u3,

J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2 + γX3, P2,

X1 + µX3, X4, µ > 0〉;

131. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4),

J4 =
x2

x0 + x4 − 1
+

u2
u0 − u4

, J5 = x3
u0 − u4

x0 + x4 − γ
+ u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2 +X2, P3 + γX3, X4, γ > 0〉;

132. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + u2 − u3β,

J4 = (u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4) + u2) (x0 + x4 − δ)+

+ β ((x3 − βx2)(u0 − u4)− βu2(x0 + x4)) , J5 = x2(u0 − u4)+

+ u2(x0 + x4)− u1, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1 +X2 + βX3, P2 −X1, P3 + βX1 + δX3, X4, β > 0〉;

133. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u3 + x3
u0 − u4

x0 + x4 − δ
, J4 = u2(x0 + x4)+

+
u2

x0 + x4
+ x1

u0 − u4
x0 + x4

+ x2(u0 − u4), J5 = u1(x0 + x4)+

+ x1(u0 − u4) + u2, J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1 +X2, P2 −X1, P3 + δX3, X4〉;

134. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + u2 − u3β,

J4 = (u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)) (γβ + x0 + x4 − δ)−

− u2
(
β2(x0 + x4 − µ)− (x0 + x4) + δ

)
+ (x3 − βx2)(u0 − u4)β,

J5 = (β(x0 + x4 − µ)− γ) (u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4) + u2)×

× (x0 + x4) + [(x1 + x2(x0 + x4)) (u0 − u4)− (u1(x0 + x4)+

+x1(u0 − u4))
(
(x0 + x4)

2 − µ(x0 + x4) + 1
)]
β, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1 +X2 + βX3, P2 −X1 + µX2+
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+ γX3, P3 + βX1 + γX2 + δX3, X4, µ > 0, β > 0〉;

135. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + u2,

J4 = (x0 + x4 − δ)u3 + (u0 − u4)x3 − u2γ, J5 =
[
(x0 + x4)

2−

−(x0 + x4)µ+ 1]u2 − γu3(x0 + x4) + x1(u0 − u4) + x2(x0 + x4)×

× (u0 − u4), J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1 +X2, P2 −X1 + µX2 + γX3, P3 + γX2 + δX3, X4, γ > 0〉;

136. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + u2,

J4 = x3 + u3
x0 + x4 − δ
u0 − u4

, J5 =
[
(x0 + x4)

2 − (x0 + x4)µ+ 1
]
u2+

+ [x1 + x2(x0 + x4)] (u0 − u4), J6 = u0 − u4, J7 = u20 − u21−

− u22 − u23 − u24 : 〈P1 +X2, P2 −X1 + µX2, P3 + δX3, X4〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, семивимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних iн-

варiантiв першого порядку матимуть неспряженi пiдалгебри для яких

R = 4.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

триць M виявилося, що 136 неспряжених пiдалгебр мають R = 4. Це

означає, що iснує 136 семивимiрних функцiональних базисiв диференцi-

альних iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є 136. Твердження доведено.

Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне

Твердження 2.12 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд
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136 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд семи

функцiонально незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.18), де

J1, J2, ..., J7 мають вигляд (2.19).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

семивимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.7 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J8)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J8), (2.20)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J8} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки,

скiльки є восьмивимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв ди-

ференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи

P (1, 4).

Твердження 2.13 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 89 восьмиви-

мiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнва-

рiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси

i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 3 задаються формула-

ми (2.21):

1. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 =
x0 + x4
u0 − u4

, J6 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3,

J7 = u21 + u22, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, L3〉;

2. J1 = x3, J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

,
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J5 = x1 +
x0 + x4
u0 − u4

u1, J6 = x2 +
x0 + x4
u0 − u4

u2, J7 = u3,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G, P1, P2〉; (2.21)

3. J1 = x3, J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J5 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

, J6 = ln(x0 + x4)+

+ c arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
, J7 = u3, J8 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈L3 + eG, P1, P2, e > 0〉;

4. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = u3, J7 = u20 − u24, J8 = u21 + u22 :

〈G, L3, X3〉;

5. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = (x0 + x4)×

× (u0 + u4), J6 = u3, J7 = u20 − u24, J8 = u21 + u22 : 〈G, L3, X4〉;

6. J1 = x1, J2 = x2, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

, J5 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3,

J6 = u1, J7 = u2, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X4〉;

7. J1 = x2, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = u3+

+
u0 − u4
x0 + x4

x3, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, X1〉;

8. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 =

x0 + x4
u0 − u4

,

J5 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J6 = d arctan
u1
u2

+ ln(x0 + x4), J7 = u21 + u22,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P3, X4, e > 0〉;

9. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x3, J4 = u, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u3,

J8 = u20 − u24 : 〈G, X0, X4〉;

10. J1 = x3, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u3, J8 = u20 − u24 : 〈G, X1, X2〉;

11. J1 = x2, J2 = x3, J3 = u, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4), J5 = u1,
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J6 = u2, J7 = u3, J8 = u20 − u24 : 〈G, X1, X4〉;

12. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = u3,

J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22, J8 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) :

〈L3 + eG, X0, X4, e > 0〉;

13. J1 = x3, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22, J8 = e arctan
u1
u2
− ln(u0 + u4) :

〈L3 + eG, X1, X2, e > 0〉;

14. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = ln(x0 + x4) + e arctan

x1
x2
, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = u3, J7 = u20 − u24,

J8 = u21 + u22 : 〈L3 + eG, X3, X4, e > 0〉;

15. J1 = x1, J2 = x2, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = u, J5 = x0u0+

+ x3u3 + x4u4, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3, C3〉;

16. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = x3u4 − x4u3, J6 = u0, J7 = u21 + u22, J8 = u23 + u24 :

〈P3 + C3, L3, X0 +X4〉;

17. J1 = x0, J2 = (x23 + x24)
1/2, J3 = u, J4 = x3u4 − x4u3,

J5 = x3u2 − x4u1, J6 = u0, J7 = u21 + u22, J8 = u23 + u24 :

〈P3 + C3 + 2L3, X1, X2〉;

18. J1 = x0, J2 = (x23 + x24)
1/2, J3 = u, J4 = x3u4 − x4u3,

J5 = e arctan
x3
x4
− 2 arctan

u1
u2
, J6 = u0, J7 = u21 + u22,

J8 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + eL3, X1, X2, e > 2〉;

19. J1 = x0, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = u0,

J6 = u21 + u22, J7 = u23 + u24, J8 = 2 arctan
u1
u2
− e arctan

u3
u4

:

〈P3 + C3 + eL3, X3, X0 −X4, e > 0〉;
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20. J1 = x0, J2 = u, J3 = u0, J4 = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2,

J5 = x1u1 + x2u2 + x3u3 + x4u4, J6 = x1u2 − x2u1 + x4u3 − x3u4,

J7 = x2u3 + x4u1 − x1u4 − x3u2, J8 = u21 + u22 + u23 + u24 :

〈L1 +
1

2
(P1 + C1) , L2 +

1

2
(P2 + C2) , L3 +

1

2
(P3 + C3)〉;

21. J1 = x3 − a3 ln(x0 + x4), J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = x1 + u1
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = x2 + u2
x0 + x4
u0 − u4

, J7 = u3,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈G+ a3X3, P1, P2, a3 < 0〉;

22. J1 = cx3 − b ln(x0 + x4), J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =
x0 + x4
u0 − u4

, J5 =

(
x1 +

x0 + x4
u0 − u4

u1

)2

+

(
x2 +

x0 + x4
u0 − u4

u2

)2

,

J6 = c arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+ ln(x0 + x4), J7 = u3,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3 + cG+ bX3, P1, P2, c > 0, b < 0〉;

23. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = d arctan
u1
u2

+ x3 − a ln(x0 + x4), J6 = u3, J7 = u20 − u24,

J8 = u21 + u22 : 〈G+ aX3, L3 + dX3, X4, a < 0, d < 0〉;

24. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = x3 + a ln(u0 + u4), J6 = u3, J7 = u20 − u24, J8 = u21 + u22 :

〈G+ aX3, L3, X4, a < 0〉;

25. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = x3 + d arctan
u1
u2
, J6 = u3, J7 = u20 − u24, J8 = u21 + u22 :

〈G, L3 + dX3, X4, d < 0〉;

26. J1 = x2, J2 = x1 − a1 ln(x0 + x4), J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

,

J5 = x3 − a3 ln(x0 + x4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u1, J7 = u2,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a1X1 + a3X3, P3, X4, a1 < 0, a3 < 0〉;
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27. J1 = x2, J2 = u, J3 =
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x1 − a1 ln(u0 − u4),

J5 = x3 + u3
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u20 − u23 − u24 :

〈G+ a1X1, P3, X4, a1 < 0〉;

28. J1 = x1, J2 = x2, J3 = u, J4 = x3 − a3 ln(u0 − u4) + u3
x0 + x4
u0 − u4

,

J5 =
x0 + x4
u0 − u4

, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u20 − u23 − u24 :

〈G+ a3X3, P3, X4, a3 < 0〉;

29. J1 = x2 − a2 ln(x0 + x4), J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =
x0 + x4
u0 − u4

, J5 = (u0 − u4)
x3

x0 + x4
+ u3, J6 = u1, J7 = u2,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈G+ a2X2, P3, X1, a2 < 0〉;

30. J1 = x2, J2 = x3, J3 = u, J4 = x1 − c ln(u0 − u4), J5 = u1,

J6 = u2, J7 = u3, J8 = u20 − u24 : 〈G+ cX1, X0, X4, c < 0〉;

31. J1 = x3 + a3 ln(x0 − x4), J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)×

× (u0 + u4), J5 = u1, J6 = u2, J7 = u3, J8 = u20 − u24 :

〈G+ a3X3, X1, X2, a3 < 0〉;

32. J1 = x3, J2 = u, J3 = (x0 + x4)(u0 + u4), J4 = x2 + ã2 ln(u0 + u4),

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u3, J8 = u20 − u24 : 〈G+ ã2X2, X1, X4, ã2 < 0〉;

33. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = ln(u0 + u4)−

− e arctan
x1
x2
, J5 = κ3 ln(u0 + u4) + ex3, J6 = u3, J7 = u20 − u24,

J8 = u21 + u22 : 〈L3 + eG+ κ3X3, X0, X4, e > 0, κ3 < 0〉;

34. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = κ3 ln(x0 + x4)− ex3, J3 = u, J4 = (x0 + x4)×

× (u0 + u4), J5 = u3, J6 = u20 − u24, J7 = u21 + u22, J8 = ln(u0 + u4)−

− e arctan
u1
u2

: 〈L3 + eG+ κ3X3, X1, X2, e > 0, κ3 < 0〉;

35. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = α arctan

x3
x4
− 2x0, J3 = u, J4 = x3u4 − x4u3,

J5 = u1u4 − u2u3, J6 = u0, J7 = u21 + u22, J8 = u23 + u24 :
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〈P3 + C3 + 2L3 + α(X0 +X4), X1, X2, α < 0〉;

36. J1 = (x23 + x24)
1/2, J2 = u, J3 = x3u4 − x4u3, J4 = ex0 + α arctan

u2
u1
,

J5 = α arctan
u4
u3

+ 2x0, J6 = u0, J7 = u21 + u22, J8 = u23 + u24 :

〈P3 + C3 + eL3 + α(X0 +X4), X1, X2, e > 2, α < 0〉;

37. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 =

x0 + x4
u0 − u4

,

J5 = d arctan
u1
u2

+ ln(x0 + x4), J6 = dx3 − α3 ln(x0 + x4)+

+ du3
x0 + x4
u0 − u4

, J7 = u21 + u22, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + dG+

+ α3X3, P3, X4, d > 0, α3 < 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

38. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

, J5 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J6 =
x3

x0 + x4
+

+
u3

u0 − u4
, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈P1, P2, P3〉;

39. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J4 = u,

J5 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J6 = u3,

J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3, P1, P2〉;

40. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 =
x3

x0 + x4
+

+
u3

u0 − u4
, J5 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

,

J6 = arctan

(
u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4)
u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4)

)
+

x3
x0 + x4

, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 − P3, P1, P2〉;

41. J1 = x0, J2 = x4, J3 = (x21 + x22 + x23)
1/2, J4 = u, J5 = x1u1+

+ x2u2 + x3u3, J6 = u0, J7 = u4, J8 = u21 + u22 + u23 : 〈L1, L2, L3〉;
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42. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u,

J4 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J5 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4),

J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X3〉;

43. J1 = x0 + x4, J2 = x3, J3 = u, J4 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4),

J5 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4), J6 = u3, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, X4〉;

44. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J6 = u0 − u4, J7 = u21 + u22,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3, X4〉;

45. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)u3+

+ (u0 − u4)x3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 :

〈P3, X1, X2〉;

46. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3,

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X1, X4〉;

47. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x0 + x4, J4 = u, J5 = u1, J6 = u2,

J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X3, X4〉;

48. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 =
x0 + x4
u0 − u4

u3 + x3 − ex1, J5 = u1,

J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X4, X1 + eX3, e > 0〉;

49. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

,

J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24, J8 = arctan
u1
u2
−

− u3
u0 − u4

: 〈L3 − P3, X1, X2〉;

50. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = u0 − u4, J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24, J8 = arctan
u1
u2
−

− u3
u0 − u4

: 〈L3 − P3, X3, X4〉;
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51. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = u0,

J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3, X0, X4〉;

52. J1 = x0, J2 = x3, J3 = x4, J4 = u, J5 = u0, J6 = u3, J7 = u4,

J8 = u21 + u22 : 〈L3, X1, X2〉;

53. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = u0, J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3, X3, X4〉;

54. J1 = x0, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = u0,

J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3, X3, X0 −X4〉;

55. J1 = x2, J2 = x3, J3 = u, J4 = u0, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u3,

J8 = u4 : 〈X0 +X4, X1, X0 −X4〉;

56. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = u0, J5 = u1, J6 = u2,

J7 = u3, J8 = u4 : 〈X4, X1, X2〉;

57. J1 = x0, J2 = x3, J3 = u, J4 = u0, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u3,

J8 = u4 : 〈X1, X2, X0 −X4〉;

58. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J3 = u,

J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J5 = x3+

+ d3 arctan

(
(x0 + x4)u1 + (u0 − u4)x1
(x0 + x4)u2 + (u0 − u4)x2

)
, J6 = u3, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈L3 + d3X3, P1, P2, d3 < 0〉;

59. J1 = x0 + x4, J2 = 2x4 +
x21 + x22

x0 + x4 − 1
+

x23
x0 + x4

, J3 = u, J4 =
x3

x0 + x4
+

+
u3

u0 − u4
, J5 =

(
u1 + x1

u0 − u4
x0 + x4 − 1

)2

+

(
u2 + x2

u0 − u4
x0 + x4 − 1

)2

,

J6 = arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4 − 1)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4 − 1)

)
− u3
u0 − u4

, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 : 〈L3 − P3, P1 +X1, P2 +X2〉;

60. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = 2d arctan

x1
x2
− (x0 + x4)

2 + 2x3, J3 = u,
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J4 = x1u2 − x2u1, J5 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u21 + u22, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + dX3, P3 +X0, X4, d < 0〉;

61. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x1u2 − x2u1, J4 = x0 + x4,

J5 = d arctan
x2
x1
− u3

x0 + x4
u0 − u4

− x3, J6 = u0 − u4, J7 = u21 + u22,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + dX3, P3, X4, d < 0〉;

62. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x0 + x4)

2 − 2x3, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = u3 + (x0 + x4)(u0 − u4), J6 = u0 − u4, J7 = u21 + u22,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3 +X0, X4〉;

63. J1 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J2 = 2(x0 + x4)

3 − 6x3(x0 + x4) + 3(x0 − x4),

J3 = u, J4 = (x0 + x4) +
u3

u0 − u4
, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0, X1, X2〉;

64. J1 = x2, J2 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J3 = u, J4 = (x0 + x4) +

u3
u0 − u4

,

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0, X1, X4〉;

65. J1 = x0 + x4, J2 = x2 +
x3

x0 + x4
, J3 = u, J4 =

x3
x0 + x4

+
u3

u0 − u4
,

J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X2, X1, X4〉;

66. J1 = x1, J2 = x2, J3 = u, J4 = (x0 + x4) +
u3

u0 − u4
, J5 = u1,

J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0, X3, X4〉;

67. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = x1 −
u3

u0 − u4
, J5 = u1, J6 = u2,

J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X1, X3, X4〉;

68. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x2 −
u3

u0 − u4
, J4 = (x0 + x4)

u3
u0 − u4

+

+ x3 − bx1, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 :

〈P3 +X2, X1 + bX3, X4, b > 0〉;

69. J1 = x2, J2 = (x0 + x4)
2 − 2(x3 − bx1), J3 = u, J4 = (x0 + x4)×

× (u0 − u4) + u3, J5 = u1, J6 = u2, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24 :
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〈P3 +X0, X1 + bX3, X4, b > 0〉;

70. J1 = 2(x0 + x4)
3 +

6α0

x 3
(x0 + x4) + 3α2

0(x0 − x4), J2 = (x0 + x4)
2+

+ 2α0x3, J3 = u, J4 = x0 + x4 − α0
u3

u0 − u4
, J5 = u0 − u4,

J6 = u21 + u22, J7 = u20 − u23 − u24, J8 =
u3

u0 − u4
− arctan

u1
u2

:

〈L3 − P3 + α0X0, X1, X2, α0 < 0〉;

71. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = α0 arctan

u1
u2
− x0 − x4, J4 =

u3
u0 − u4

−

− arctan
x1
x2
, J5 = (x0 + x4)(u0 − u4)− α0u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u21 + u22, J8 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 − P3 + α0X0, X3, X4, α0 < 0〉;

72. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = u, J3 = x2u1 − x1u2, J4 = d3 arctan

x1
x2

+ x3,

J5 = u0, J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3 + d3X3, X0, X4, d3 < 0〉;

73. J1 = x3, J2 = x4, J3 = x0 + d̃ arctan
u2
u1
, J4 = u, J5 = u0, J6 = u3,

J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3 + d̃(X0 +X4), X1, X2, d̃ < 0〉;

74. J1 = 2x4 + d̃4 arctan
x1
x2
, J2 = (x21 + x22)

1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = u0, J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3 + d̃4X4, X3,

X0 +X4, d̃4 < 0〉;

75. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = x0 + x4 + α arctan

u2
u1
, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 = u0, J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 :

〈L3 + α(X0 +X4), X3, X4, α < 0〉;

76. J1 = x0, J2 = x4, J3 = u, J4 = α arctan
u1
u2

+ x3, J5 = u0, J6 = u3,

J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3 + αX3, X1, X2, α < 0〉;

77. J1 = x0 + x4, J2 =
x21 + x24 − x20
x0 + x4

+
x22

x0 + x4 − 1
, J3 = u,

J4 =
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

, J5 =
x2

x0 + x4 − 1
+

u2
u0 − u4

, J6 = u3,

J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2 +X2, X3〉;
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78. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = u1 + x1
u0 − u4
x0 + x4

+
u2

x0 + x4
,

J4 = δ

(
u1
x0 + x4
u0 − u4

+ x1

)
− γ u1

u0 − u4
+ x3, J5 =

u1
u0 − u4

+

+

(
u1
x0 + x4
u0 − u4

+ x1

)
(x0 + x4 − µ)− x2, J6 = u3, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2 + γX3, P2 −X1 + µX2 + δX3,

X4, µ > 0, γ > 0〉;

79. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = δu2 − x3(u0 − u4), J4 = u1(x0 + x4)+

+ x1(u0 − u4) + u2, J5 =

(
u1
x0 + x4
u0 − u4

+ x1

)
(x0 + x4 − µ)+

+
u1

u0 − u4
− x2, J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X2, P2 −X1 + µX2 + δX3, X4, δ > 0〉;

80. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4) + u2,

J5 = x2(u0 − u4)− (x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)) (x0 + x4 − µ)− u1,

J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X2, P2 −X1 + µX2, X4, µ > 0〉;

81. J1 = x0 + x4, J2 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4) + u2, J3 = u2+

+ u2(x0 + x4)
2 + (x2(x0 + x4) + x1) (u0 − u4), J4 = β

u2
u0 − u4

−

− x3 − βx2
x0 + x4

, J5 = u, J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X2 + βX3, P2 −X1, X4, β > 0〉;

82. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = x1 +
u2

u0 − u4
+ u1

x0 + x4
u0 − u4

,

J4 = u2(x0 + x4) +
u2

x0 + x4
+

(
x1

x0 + x4
+ x2

)
(u0 − u4), J5 = u,

J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X2, P2 −X1, X4〉;

83. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1 + u1
x0 + x4
u0 − u4

, J4 = x3 + γ
x1

x0 + x4
−

− δ u2
u0 − u4

, J5 =
u21 + u22

(u0 − u4)2
− 2

u4
u0 − u4

, J6 =
x0 + x4 − 1

u0 − u4
u2 + x2,
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J7 = u3, J8 = u0 − u4 : 〈P1 + γX3, P2 +X2 + δX3, X4, γ > 0〉;

84. J1 = x0 + x4, J2 = u, J3 = x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4), J4 = x3−

− δ u2
u0 − u4

, J5 = u2(x0 + x4 − 1) + x2(u0 − u4), J6 = u3, J7 = u0−

− u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2 +X2 + δX3, X4, δ > 0〉;

85. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 = x1
u0 − u4
x0 + x4

+ u1, J5 = u2+

− x2
u0 − u4

x0 + x4 − 1
, J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1, P2 +X2, X4〉;

86. J1 = x0 + x4, J2 = x3 +
x1

x0 + x4
, J3 = u, J4 = u1

x0 + x4
u0 − u4

+ x1,

J5 =
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

, J6 = u3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u21−

− u22 − u24 : 〈P1 +X3, P2, X4〉;

87. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = u, J4 =

(
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

)2

+

+

(
x2

x0 + x4
+

u2
u0 − u4

)2

, J5 = x20 − x21 − x22 − x24 + (x0 + x4)×

× arctan

(
x1(u0 − u4) + u1(x0 + x4)

x2(u0 − u4) + u2(x0 + x4)

)
, J6 = u3, J7 = u0 − u4,

J8 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2, L3 −X4〉;

88. J1 = x0 + x4, J2 = 2x4 +
x21

x0 + x4
+

x22
x0 + x4 − α

+
x23

x0 + x4 − γ
,

J3 = u, J4 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J5 =
x2

x0 + x4 − α
+

u2
u0 − u4

,

J6 = u0 − u4, J7 = x3
u0 − u4

x0 + x4 − γ
+ u3, J8 = u20 − u21 − u22 − u23 − u24 :

〈P1, P2 + αX2, P3 + γX3, α > 0〉;

89. J1 = x0 + x4, J2 = x3, J3 = u, J4 = arctan
u1
u2

+ x0 − x4, J5 = u0,

J6 = u3, J7 = u4, J8 = u21 + u22 : 〈L3 −X4, X1, X2〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз
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продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, восьмивимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних

iнварiантiв першого порядку матимуть неспряженi пiдалгебри для яких

R = 3.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

трицьM виявилося, що 89 неспряжених пiдалгебр мають R = 3. Це озна-

чає, що iснує 89 восьмивимiрних функцiональних базисiв диференцiаль-

них iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є 89. Твердження доведено.

Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне

Твердження 2.14 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд

89 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд восьми

функцiонально незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.20), де

J1, J2, ..., J8 мають вигляд (2.21).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

восьмивимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспря-

жених пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.8 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J9)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J9), (2.22)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J9} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).
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Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки скiль-

ки є дев’ятивимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диферен-

цiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Твердження 2.15 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 49 дев’ятиви-

мiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнва-

рiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси

i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 2 задаються формула-

ми (2.23):

1. J1 = x3, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u3,

J8 = u20 − u24, J9 = u21 + u22 : 〈G, L3〉;

2. J1 = x1, J2 = x2, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = u,

J5 =
x0 + x4
u0 − u4

, J6 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J7 = u1, J8 = u2,

J9 = u20 − u23 − u24 : 〈G, P3〉; (2.23)

3. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = u, J4 =

x0 + x4
u0 − u4

,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J7 = ln(x0 + x4)+

+ e arctan
x1
x2
, J8 = u21 + u22, J9 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 + eG, P3, e > 0〉;

4. J1 = x2, J2 = x3, J3 = (x20 − x24)1/2, J4 = u, J5 = (x0 + x4)×

× (u0 + u4), J6 = u1, J7 = u2, J8 = u3, J9 = u20 − u24 : 〈G, X1〉;

5. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x3, J4 = u, J5 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J6 = u1, J7 = u2, J8 = u3, J9 = u20 − u24 : 〈G, X4〉;

6. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = ln(x0 + x4) + e arctan

x1
x2
,

J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u3,

J8 = u20 − u24, J9 = u21 + u22 : 〈L3 + eG, X3, e > 0〉;

7. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = ln(x0 + x4) + e arctan

x1
x2
, J4 = u,
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J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u3, J8 = u20 − u24,

J9 = u21 + u22 : 〈L3 + eG, X4, e > 0〉;

8. J1 = x0, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = (x23 + x24)

1/2, J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1,

J6 = x3u4 − x4u3, J7 = u0, J8 = u21 + u22, J9 = u23 + u24 : 〈P3 + C3, L3〉;

9. J1 = x1x4 − x2x3, J2 = (x23 + x24)
1/2, J3 = (x21 + x22)

1/2, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3, J7 = u0, J8 = u21 + u22,

J9 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + 2L3, X0 +X4〉;

10. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = 2 arctan
x1
x2
− e arctan

x3
x4
,

J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3, J7 = u0, J8 = u21 + u22,

J9 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + eL3, X0 +X4, e > 2〉;

11. J1 = x3 − a ln(x0 + x4), J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = (x21 + x22)
1/2,

J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u3,

J8 = u20 − u24, J9 = u21 + u22 : 〈G+ aX3, L3, a < 0〉;

12. J1 = x3 + d arctan
x1
x2
, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = (x21 + x22)

1/2, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u3, J8 = u20 − u24,

J9 = u21 + u22 : 〈G, L3 + dX3, d < 0〉;

13. J1 = x1 − a ln(x0 + x4), J2 = x2, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = u,

J5 =
x0 + x4
u0 − u4

, J6 =
u0 − u4
x0 + x4

x3 + u3, J7 = u1, J8 = u2, J9 = u20−

− u23 − u24 : 〈G+ aX1, P3, a < 0〉;

14. J1 = x3, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = u, J4 = (x0 + x4)(u0 + u4),

J5 = x2 + a2 ln(u0 + u4), J6 = u1, J7 = u2, J8 = u3, J9 = u20 − u24 :

〈G+ a2X2, X1, a2 < 0〉;

15. J1 = x1 − c ln(x0 + x4), J2 = x2, J3 = x3, J4 = u, J5 = (x0 + x4)×

× (u0 + u4), J6 = u1, J7 = u2, J8 = u3, J9 = u20 − u24 :

〈G+ cX1, X4, c < 0〉;
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16. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = ln(x0 + x4) + e arctan

x1
x2
, J3 = u,

J4 = x1u2 − x2u1, J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = κ3 ln(u0 + u4)+

+ ex3, J7 = u3, J8 = u20 − u24, J9 = u21 + u22 : 〈L3 + eG+ κ3X3,

X4, e > 0, κ3 < 0〉;

17. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = x0 + d arctan
x2
x1
, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3, J7 = u0, J8 = u21 + u22,

J9 = u23 + u24 : 〈P3 + C3, L3 + d(X0 +X4), d < 0〉;

18. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = 2x0 − 2α arctan
x1
x2

+

+ β arctan
x4
x3
, J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3,

J7 = u0, J8 = u21 + u22, J9 = u23 + u24 : 〈L3 + α(X0 +X4),

P3 + C3 + β(X0 +X4), α < 0, β < 0〉;

19. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = u, J4 =

x0 − x4
u0 + u4

,

J5 = x1u1 + x2u2, J6 = β arctan
u1
u2

+ x3 − α ln(x0 + x4), J7 = u3,

J8 = u20 − u24, J9 = u21 + u22 : 〈G+ αX3, L3 + βX3, α < 0, β < 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

20. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, J4 = u,

J5 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J6 = u2(x0 + x4) + x2(u0 − u4),

J7 = u3, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2〉;

21. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J7 = u0 − u4,

J8 = u21 + u22, J9 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3〉;

22. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = u,

J5 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u0 − u4,
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J9 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X1〉;

23. J1 = x0 + x4, J2 = x1, J3 = x2, J4 = u, J5 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3,

J6 = u1, J7 = u2, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u23 − u24 : 〈P3, X4〉;

24. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = arctan

x1
x2

+
x3

x0 + x4
,

J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J7 = u0 − u4,

J8 = u21 + u22, J9 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 − P3, X4〉;

25. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = u, J5 = x1u2−

− x2u1, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 : 〈L3, X4〉;

26. J1 = x3, J2 = x4, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1,

J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 : 〈L3, X0 +X4〉;

27. J1 = x0, J2 = x3, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1,

J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 : 〈L3, X0 −X4〉;

28. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x3, J4 = u, J5 = u0, J6 = u1, J7 = u2,

J8 = u3, J9 = u4 : 〈X0 +X4, X0 −X4〉;

29. J1 = x0 + x4, J2 = x2, J3 = x3, J4 = u, J5 = u0, J6 = u1, J7 = u2,

J8 = u3, J9 = u4 : 〈X1, X4〉;

30. J1 = x0, J2 = x2, J3 = x3, J4 = u, J5 = u0, J6 = u1, J7 = u2,

J8 = u3, J9 = u4 : 〈X1, X0 −X4〉;

31. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x0 + x4)

2 − 2hx3, J3 = 2(x0 + x4)
3−

− 3h(2x3 − h)(x0 + x4) + 3h2 arctan
x1
x2
− 6h2x4, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4) +
hu3

u0 − u4
, J7 = u0 − u4,

J8 = u21 + u22, J9 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 −X4, P3 + hX0, h > 0〉;

32. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 =

x23
x0 + x4

− arctan
x1
x2

+ 2x4,

J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3,
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J7 = u0 − u4, J8 = u21 + u22, J9 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 −X4, P3〉;

33. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x0 + x4)

2 − 2x3, J3 = 2(x0 + x4)
3−

− 6x3(x0 + x4) + 3(x0 − x4), J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1,

J6 = x0 + x4 +
u3

u0 − u4
, J7 = u0 − u4, J8 = u21 + u22,

J9 = u20 − u23 − u24 : 〈L3, P3 +X0〉;

34. J1 = x2, J2 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J3 = 2(x0 + x4)

3 − 6x3(x0 + x4)+

+ 3(x0 − x4), J4 = u, J5 = (x0 + x4)(u0 − u4) + u3, J6 = u0 − u4,

J7 = u20 − u23 − u24, J8 = u1, J9 = u2 : 〈P3 +X0, X1〉;

35. J1 = x0 + x4, J2 =
x3

x0 + x4
+ x2, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = u,

J5 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u0 − u4,

J9 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X2, X1〉;

36. J1 = x1, J2 = x2, J3 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J4 = u, J5 = u3+

+ (x0 + x4)(u0 − u4), J6 = u1, J7 = u2, J8 = u0 − u4, J9 = u20−

− u23 − u24 : 〈P3 +X0, X4〉;

37. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = x3 + x1(x0 + x4), J4 = u, J5 =
x3

x0 + x4
+

+
u3

u0 − u4
, J6 = u1, J7 = u2, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u23 − u24 :

〈P3 +X1, X4〉;

38. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x0 + x4)

2 + 2α0x3, J3 = α0 arctan
x1
x2
−

− x0 − x4, J4 = u, J5 = x1u2 − x2u1, J6 = (x0 + x4)(u0 − u4)−

− α0u3, J7 = u0 − u4, J8 = u21 + u22, J9 = u20 − u23 − u24 :

〈L3 − P3 + α0X0, X4, α0 < 0〉;

39. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1,

J5 = arctan
u1
u2

+ x0 − x4, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 :

〈L3 −X4, X3〉;
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40. J1 = x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = x3+

+ d3 arctan
u1
u2
, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 :

〈L3 + d3X3, X0 +X4, d3 < 0〉;

41. J1 = x0, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = u, J4 = x1u2 − x2u1, J5 = x3+

+ d3 arctan
x1
x2
, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 :

〈L3 + d3X3, X0 −X4, d3 < 0〉;

42. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = d4 arctan

x1
x2
− 2x0, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 :

〈L3 + d4X4, X0 −X4, d4 < 0〉;

43. J1 = x3, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = α arctan

x1
x2
− x0 − x4, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 :

〈L3 + α(X0 +X4), X4, α < 0〉;

44. J1 = x0 + x4, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = a3 arctan

u1
u2

+ x3, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = u0, J7 = u3, J8 = u4, J9 = u21 + u22 :

〈L3 + a3X3, X4, a3 < 0〉;

45. J1 = x0 + x4, J2 = x3 +
x1

x0 + x4
, J3 = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2,

J4 = u, J5 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J6 = u2(x0 + x4)+

+ x2(u0 − u4), J7 = u3, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1 +X3, P2〉;

46. J1 = x0 + x4, J2 =
x2

x0 + x4 − γ
+

u2
u0 − u4

, J3 = β
x2

x0 + x4 − γ
+

+
x1

x0 + x4
+ x3, J4 =

x21
x0 + x4

+
x22

x0 + x4 − γ
+ 2x4, J5 = u,

J6 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J7 = u3, J8 = u0 − u4, J9 = u20−

− u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X3, P2 + γX2 + βX3, γ > 0, β > 0〉;
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47. J1 = x0 + x4, J2 = x1 + x3(x0 + x4), J3 =
x21

x0 + x4
+

x22
x0 + x4 − γ

+

+ 2x4, J4 = u, J5 =
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

, J6 =
x2

x0 + x4 − γ
+

u2
u0 − u4

,

J7 = u3, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1 +X3, P2 + γX2,

γ > 0〉;

48. J1 = x0 + x4, J2 = x3 + β
x2

x0 + x4 − 1
, J3 =

x21
x0 + x4

+
x22

x0 + x4 − 1
+

+ 2x4, J4 = u, J5 = u1(x0 + x4) + x1(u0 − u4), J6 =
x2

x0 + x4 − 1
+

+
u2

u0 − u4
, J7 = u3, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u21 − u22 − u24 :

〈P1, P2 +X2 + βX3, β > 0〉;

49. J1 = x3, J2 = x0 + x4, J3 =
x21

x0 + x4
+

x22
x0 + x4 − 1

+ 2x4, J4 = u,

J5 =
x1

x0 + x4
+

u1
u0 − u4

, J6 =
x2

x0 + x4 − 1
+

u2
u0 − u4

, J7 = u3,

J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u21 − u22 − u24 : 〈P1, P2 +X2〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, дев’ятивимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних

iнварiантiв першого порядку матимуть неспряженi пiдалгебри для яких

R = 2.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

трицьM виявилося, що 49 неспряжених пiдалгебр мають R = 2. Це озна-

чає, що iснує 49 дев’ятивимiрних функцiональних базисiв диференцiаль-

них iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є 49. Твердження доведено.
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Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне

Твердження 2.16 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд 49

пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд дев’яти

функцiонально незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.22), де

J1, J2, ..., J9 мають вигляд (2.23).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

дев’ятивимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспря-

жених пiдгруп групи P (1, 4).

2.4.9 Пiдкласи рiвнянь вигляду �5u = Φ(J1, J2, ..., J10)

Розглянемо пiдкласи диференцiальних рiвнянь вигляду:

�5u = Φ(J1, J2, ..., J10), (2.24)

де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., J10} – нееквiвалентнi функцiо-

нальнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Як видно з вищенаведеного, таких пiдкласiв рiвнянь буде стiльки,

скiльки є десятивимiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв ди-

ференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи

P (1, 4).

Твердження 2.17 З точнiстю до еквiвалентностi iснує 20 десятиви-

мiрних нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнва-

рiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4). Цi базиси

i вiдповiднi їм неспряженi пiдалгебри рангу R = 1 задаються формула-

ми (2.25):

1. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x3, J4 = (x20 − x24)1/2, J5 = u,

J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u1, J8 = u2, J9 = u3,
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J10 = u20 − u24 : 〈G〉;

2. J1 = x3, J2 = (x20 − x24)1/2, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = u,

J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = x1u2 − x2u1, J7 = ln(x0 + x4)+

+ e arctan
x1
x2
, J8 = u3, J9 = u20 − u24, J10 = u21 + u22 :

〈L3 + eG, e > 0〉; (2.25)

3. J1 = x0, J2 = x1x4 − x2x3, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = (x23 + x24)

1/2,

J5 = u, J6 = x1u2 − x2u1, J7 = x3u4 − x4u3, J8 = u0,

J9 = u21 + u22, J10 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + 2L3〉;

4. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = x0, J4 = u,

J5 = 2 arctan
x1
x2
− e arctan

x3
x4
, J6 = x1u2 − x2u1, J7 = x3u4 − x4u3,

J8 = u0, J9 = u21 + u22, J10 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + eL3, e > 2〉;

5. J1 = x1 − c ln(x0 + x4), J2 = x2, J3 = x3, J4 = (x20 − x24)1/2,

J5 = u, J6 = (x0 + x4)(u0 + u4), J7 = u1, J8 = u2, J9 = u3,

J10 = u20 − u24 : 〈G+ cX1, c < 0〉;

6. J1 = (x20 − x24)1/2, J2 = (x21 + x22)
1/2, J3 = κ3 ln(x0 + x4)− ex3,

J4 = u, J5 = (x0 + x4)(u0 + u4), J6 = x1u2 − x2u1,

J7 = ln(x0 + x4) + e arctan
x1
x2
, J8 = u3, J9 = u20 − u24, J10 = u21 + u22 :

〈L3 + eG+ κ3X3, e > 0, κ3 < 0〉;

7. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = ex0 − α arctan
x1
x2
, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3, J7 = 2x0 + α arctan
u4
u3
, J8 = u0,

J9 = u21 + u22, J10 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + eL3 + α(X0 +X4),

e > 2, α < 0〉;

8. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x23 + x24)

1/2, J3 = 2x0 − α arctan
x1
x2
, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 = x3u4 − x4u3, J7 = 2x0 + α arctan
u4
u3
, J8 = u0,
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J9 = u21 + u22, J10 = u23 + u24 : 〈P3 + C3 + 2L3 + α(X0 +X4), α < 0〉.

Зазначимо, що наведенi нижче неспряженi пiдалгебри належать

до алгебри Лi групи G̃(1, 3):

9. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x0 + x4, J4 = (x20 − x23 − x24)1/2, J5 = u,

J6 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J7 = u0 − u4, J8 = u20 − u23 − u24,

J9 = u1, J10 = u2 : 〈P3〉;

10. J1 = x0 + x4, J2 = (x20 − x23 − x24)1/2, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = u,

J5 = x1u2 − x2u1, J6 =
x3

x0 + x4
+

u3
u0 − u4

, J7 = arctan
x1
x2

+

+
x3

x0 + x4
, J8 = u0 − u4, J9 = u20 − u23 − u24, J10 = u21 + u22 : 〈L3 − P3〉;

11. J1 = x0, J2 = x3, J3 = x4, J4 = (x21 + x22)
1/2, J5 = u, J6 = x1u2−

− x2u1, J7 = u0, J8 = u3, J9 = u4, J10 = u21 + u22 : 〈L3〉;

12. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x3, J4 = x4, J5 = u, J6 = u0, J7 = u1,

J8 = u2, J9 = u3, J10 = u4 : 〈X0 +X4〉;

13. J1 = x0, J2 = x1, J3 = x2, J4 = x3, J5 = u, J6 = u0, J7 = u1,

J8 = u2, J9 = u3, J10 = u4 : 〈X0 −X4〉;

14. J1 = x1, J2 = x2, J3 = x3, J4 = x0 + x4, J5 = u, J6 = u0, J7 = u1,

J8 = u2, J9 = u3, J10 = u4 : 〈X4〉;

15. J1 = x1, J2 = x2, J3 = (x0 + x4)
2 − 2x3, J4 = 2(x0 + x4)

3−

− 6x3(x0 + x4) + 3(x0 − x4), J5 = u, J6 = x0 + x4 +
u3

u0 − u4
,

J7 = u1, J8 = u2, J9 = u0 − u4, J10 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X0〉;

16. J1 = x2, J2 = x0 + x4, J3 = (x20 − x23 − x24)1/2, J4 = x1 +
x3

x0 + x4
,

J5 = u, J6 = (x0 + x4)u3 + (u0 − u4)x3, J7 = u1, J8 = u2,

J9 = u0 − u4, J10 = u20 − u23 − u24 : 〈P3 +X1〉;

17. J1 = (x21 + x22)
1/2, J2 = (x0 + x4)

2 + 2α0x3, J3 = α0 arctan
x1
x2
−
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− x0 − x4, J4 = 2(x0 + x4)
3 + 6α0x3(x0 + x4) + 3α2

0(x0 − x4),

J5 = u, J6 = x1u2 − x2u1, J7 = x0 + x4 − α0
u3

u0 − u4
, J8 = u0 − u4,

J9 = u21 + u22, J10 = u20 − u23 − u24 : 〈L3 − P3 + α0X0, α0 < 0〉;

18. J1 = x3, J2 = x4, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = d̃ arctan

x1
x2
− x0, J5 = u,

J6 = x1u2 − x2u1, J7 = u0, J8 = u3, J9 = u4, J10 = u21 + u22 :

〈L3 + d̃(X0 +X4), d̃ < 0〉;

19. J1 = x0, J2 = x4, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = α arctan

x1
x2

+ x3, J5 = u,

J6 = x1u2 − x2u1, J7 = u0, J8 = u3, J9 = u4, J10 = u21 + u22 :

〈L3 + αX3, α < 0〉;

20. J1 = x0 + x4, J2 = x3, J3 = (x21 + x22)
1/2, J4 = arctan

x1
x2

+ x0 − x4,

J5 = u, J6 = x1u2 − x2u1, J7 = u0, J8 = u3, J9 = u4, J10 = u21 + u22 :

〈L3 −X4〉.

Доведення. Для цього скористаємося Теоремою 2.1. З теореми 2.1 випли-

ває, що всi неспряженi пiдалгебри алгебри Лi групи P (1, 4) в один раз

продовженому просторi матимуть t = 11 − R – вимiрнi функцiональнi

базиси диференцiальних iнварiантiв першого порядку.

Таким чином, десятивимiрнi функцiональнi базиси диференцiальних

iнварiантiв першого порядку матимуть неспряженi пiдалгебри для яких

R = 1.

В результатi безпосереднiх обчислень загальних рангiв вiдповiдних ма-

трицьM виявилося, що 20 неспряжених пiдалгебр мають R = 1. Це озна-

чає, що iснує 20 десятивимiрних функцiональних базисiв диференцiаль-

них iнварiантiв першого порядку.

Пiсля побудови цих функцiональних базисiв в явному виглядi i засто-

сування до них критерiю еквiвалентностi (теорема 2.2) виявилося, що не-

еквiвалентних є 20.
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Твердження доведено.

Беручи до уваги вищенаведене, доведено наступне

Твердження 2.18 З точнiстю до еквiвалентностi загальний вигляд

20 пiдкласiв рiвняннь виду (2.6), що права частина залежить вiд десяти

функцiонально незалежних iнварiантiв, задається формулою (2.24), де

J1, J2, ..., J10 мають вигляд (2.25).

Таким чином, вищенаведене в цьому пiдроздiлi доводить ту частину

Теореми 2.3, яка вiдноситься до пiдкласiв рiвнянь побудованих на основi

десятивимiрних диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряже-

них пiдгруп групи P (1, 4).

Таким чином, Теорема 2.3. доведена.

Зауваження. При проведеннi групової класифiкацiї класу нелiйних п’я-

тивимiрних рiвнянь Д’Аламбера 2.5 використано тiльки пiдгрупу (група

P (1, 4)) групи еквiвалентностi цього класу. В лiтературi таку класифiка-

цiю часто називають "часткова попередня".

2.5 Висновки до роздiлу 2

1. Побудовано в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси

диференцiальних iнварiантiв першого порядку для всiх неспряжених пiд-

груп групи P (1, 4).

2. Сформульовано i доведено критерiй еквiвалентностi функцiональ-

них базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4).

3. Проведено групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятиви-

мiрних рiвнянь Д’Аламбера вигляду (2.5).

4. Серед побудованих P (1, 4)-нееквiвалентних пiдкласiв диференцiаль-

них рiвнянь 252 є iнварiантними вiдносно неспряжених пiдгруп розшире-

ної групи Галiлея G̃(1, 3) ⊂ P (1, 4).
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Роздiл 3
СИМЕТРIЙНА РЕДУКЦIЯ I КЛАСИ

IНВАРIАНТНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ ДЕЯКИХ
P (1, 4)-IНВАРIАНТНИХ П’ЯТИВИМIРНИХ

РIВНЯНЬ Д’АЛАМБЕРА

Цей роздiл присвячено симетрiйнiй редукцiї та побудовi класiв iнварiан-

тних розв’язкiв деяких P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’А-

ламбера. В пiдроздiлi 3.1 коротко описано симетрiйну редукцiю деяких

P (1, 4)-нееквiвалентних пiдкласiв п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера. В

пiдроздiлi 3.2 проведено симетрiйну редукцiю та побудовано деякi кла-

си iнварiантних розв’язкiв лiнiйного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра. Пiдроздiл 3.3 присвячений симетрiйнiй редукцiї та побудовi деяких

класiв iнварiантних розв’язкiв п’ятивимiрного рiвняння sin-Гордона. У

пiдроздiлi 3.4 проведено симетрiйну редукцiю та побудовано деякi класи

iнварiантних розв’язкiв п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля. Пiдроздiл 3.5

присвячений симетрiйнiй редукцiї та побудовi деяких класiв iнварiантних

розв’язкiв п’ятивимiрного рiвняння sinh-Гордона.

Основнi результати цього роздiлу опублiкованi в [98].

3.1 Про симетрiйну редукцiю деяких P (1, 4)-неек-
вiвалентних пiдкласiв п’ятивимiрних рiвнянь
Д’Аламбера

В другому роздiлi дисертацiйної роботи розглянуто групову класифiкацiю

класу нелiнiйних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера вигляду (2.5):

�5u = F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4).

В результатi цього побудовано P (1, 4)-нееквiвалентнi пiдкласи п’ятиви-

мiрних рiвнянь Д’Аламбера. Цi пiдкласи можна записати у виглядi (2.6):

�5u = Φ(J1, J2, ..., Jt1),
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де Φ – довiльна гладка функцiя, {J1, J2, ..., Jt1}(t1 = 2, 3, ..., 10) – нее-

квiвалентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого

порядку неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).

Цi базиси мiстять як iнварiанти якi не залежать вiд похiдних u0, u1, u2,

u3, u4, так i iнварiанти якi залежать вiд цих похiдних.

Тi iнварiанти, якi не залежать вiд похiдних (якщо число їх не менше

двох) можна використати для побудови анзацiв (пiдстановок), якi редуку-

ють побудованi P (1, 4)-нееквiвалентнi пiдкласи рiвнянь до пiдкласiв ди-

ференцiальних рiвнянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних. Якщо

проглянути функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв першого

порядку, якi наведенi у Роздiлi 2, то виявилося, що 141 з них мiстить тiль-

ки один iнварiант який не залежить вiд вищезгаданих похiдних. Тому для

тих пiдкласiв диференцiальних рiвнянь, якi побудованi з використанням

цих базисiв анзаци не будувалися i симетрiйна редукцiя не проводилася.

Для P (1, 4)-нееквiвалентних пiдкласiв рiвнянь, якi побудованi за допомо-

гою функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4) (якi мiстять два i бiльше iнварiантiв, що не залежать

вiд похiдних u0, u1, u2, u3, u4)) побудовано анзаци та проведено вiдповiдну

симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можливо зробити за до-

помогою класичного методу Лi). За браком мiсця отриманi результати не

наведено.

В частинному випадку, коли F (x0, x1, x2, x3, x4, u, u0, u1, u2, u3, u4) =

F (u), отриманi результати по симетрiйнiй редукцiї деяких P (1, 4)-нееквi-

валентних пiдкласiв рiвнянь (2.6) частково покриваються з результатами

отриманими в працях [145–149].

Нижче наведено тiльки деякi результати, якi стосуються симетрiйної

редукцiї та класiв iнварiантних розв’язкiв для п’ятивимiрних узагальнень
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рiвнянь, що широко використовуються при розв’язуваннi рiзних задач ди-

ференцiальної геометрiї, теорiї нелiнiйних хвиль, теоретичної i математи-

чної фiзики.

3.2 Лiнiйне п’ятивимiрне рiвняння Д’Аламбера

Лiнiйнi та нелiнiйнi рiвняння Д’Аламбера в просторах рiзних вимiрностей

використовуються при побудовi та вивченнi моделей теорiї поля.

Багато рiзних застосувань рiвняння Д’Аламбера в п’ятивимiрнiй теорiї

поля можна знайти в монографiї [150]. В п’ятивимiрному просторi Мiн-

ковського M(1, 4) лiнiйнi рiвняння Д’Аламбера виникають в теорiї поля

з фундаментальною довжиною [86].

Розглянемо рiвняння

�5u = λu, λ ∈ R. (3.1)

У цьому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв,

коли це можливо зробити класичним методом Лi) та побудовано деякi

класи iнварiантних розв’язкiв рiвняння (3.1).

3.2.1 Випадок λ 6= 0

Розглянемо анзаци вигляду:

u(x) = ϕ(ω), (3.2)

де ω(x) – деякi одновимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4). Цi анзаци

редукують рiвняння (3.1) до ЗДР вигляду:

k
d2ϕ

dω2
= λϕ, (3.3)

де новi змiннi ω i вiдповiднi їм k виписанi нижче:

ω = x0, k = 1; ω = x2, k = −1;

ω = x3, k = −1; ω = x4, k = −1;

ω = x2 − a ln(x0 + x4), k = −1; (3.4)
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ω = x3 − a ln(x0 + x4), k = −1;

ω = 2x2 − (x0 + x4)
2, k = −4;

ω = (x0 + x4)
2 + 2α0x3, k = −4α2

0;

ω = µ((x0 + x4)
2 − 2x1) + 2x3, k = −4(µ2 + 1);

ω = 2(δx2 − γx3)− δ(x0 + x4)
2, k = −4(δ2 + γ2).

Розв’язок редукованого рiвняння (3.3) має наступний вигляд:

ϕ(ω) = c1 exp

(√
λ

k
ω

)
+ c2 exp

(
−
√
λ

k
ω

)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) = c1 exp

(√
λ

k
ω

)
+ c2 exp

(
−
√
λ

k
ω

)
,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω i k виписанi в формулах (3.4).

Для iнварiантiв

ω = (x20 − x24)1/2, ε = 1;

ω = (x21 + x22)
1/2, ε = −1; (3.5)

ω = (x23 + x24)
1/2, ε = −1

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.1) до ЗДР

ε

(
ϕ′′ +

ϕ′

ω

)
= λϕ, ε = ±1.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:

ϕ(ω) = c1J0
(√
−λεω

)
+ c2Y0

(√
−λεω

)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) = c1J0
(√
−λεω

)
+ c2Y0

(√
−λεω

)
,
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де c1 i c2 – довiльнi сталi; J , Y – функцiї Бесселя першого i другого

порядкiв вiдповiдно; вiдповiднi ω i ε виписанi в формулах (3.5).

Для iнварiантiв

ω = (x20 − x23 − x24)1/2, ε = 1; (3.6)

ω = (x21 + x22 + x23)
1/2, ε = −1

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.1) до ЗДР вигляду:

ε

(
ϕ′′ +

2

ω
ϕ′
)

= λϕ, ε = ±1.

Розв’язок редукованого рiвняння має наступний вигляд:

ϕ(ω) =
c1
ω

sinh
(√

λεω
)

+
c2
ω

cosh
(√

λεω
)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) =
c1
ω

sinh
(√

λεω
)

+
c2
ω

cosh
(√

λεω
)
,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω i ε виписанi в формулах (3.6).

Для iнварiантiв

ω = (x20 − x21 − x22 − x24)1/2, ε = 1;

ω = (x20 − x21 − x22 − x23)1/2, ε = 1; (3.7)

ω = (x21 + x22 + x23 + x24)
1/2, ε = −1

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.1) до ЗДР вигляду:

ε

(
ϕ′′ +

3

ω
ϕ′
)

= λϕ, ε = ±1.

Розв’язок редукованого рiвняння має наступний вигляд:

ϕ(ω) =
c1
ω
J1
(√
−λεω

)
+
c2
ω
Y1
(√
−λεω

)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) =
c1
ω
J1
(√
−λεω

)
+
c2
ω
Y1
(√
−λεω

)
,
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де c1 i c2 – довiльнi сталi; J , Y – функцiї Бесселя першого i другого

порядкiв вiдповiдно; вiдповiднi ω i ε виписанi в формулах (3.7).

Для iнварiанта

ω = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2 (3.8)

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.1) до ЗДР вигляду:

ϕ′′ +
4

ω
ϕ′ = λϕ.

Розв’язок цього редукованого рiвняння:

ϕ(ω) =
c1
ω3

exp
(√

λω
)(√

λ− λω
)

+
c2
ω3

exp
(
−
√
λω
)(

λω +
√
λ
)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1):

u(x) =
c1
ω3

exp
(√

λω
)(√

λ− λω
)

+
c2
ω3

exp
(
−
√
λω
)(

λω +
√
λ
)
,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; ω виписане в формулi (3.8).

Розглянемо анзаци вигляду:

u(x) = ϕ(ω1, ω2), (3.9)

де ω1(x), ω2(x) – деякi двовимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiантiв

ω1 = x2, ω2 = x0 + x4; ω1 = x3, ω2 = x0 + x4 (3.10)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.1) до диференцiального рiвняння

−∂
2ϕ

∂ω2
1

= λϕ. (3.11)

Розв’язок рiвняння (3.11) має вигляд:

ϕ(ω1, ω2) = f1(ω2) sin(
√
λω1) + f2(ω2) cos(

√
λω1),

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) = f1(ω2) sin(
√
λω1) + f2(ω2) cos(

√
λω1),
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де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулах (3.10).

Для iнварiантiв

ω1 = x0 + x4, ω2 =
x3

x0 + x4
+ x2; (3.12)

ω1 = x0 + x4, ω2 = x3 +
x1

x0 + x4

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.1) до рiвняння вигляду

−
(

1 +
1

ω2
1

)
∂2ϕ

∂ω2
2

= λϕ.

Розв’язок цього редукованого рiвняння:

ϕ(ω1, ω2) = f1(ω1) sin

(√
λω1ω2√
ω2
1 + 1

)
+ f2(ω1) cos

(√
λω1ω2√
ω2
1 + 1

)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1):

u(x) = f1(ω1) sin

(√
λω1ω2√
ω2
1 + 1

)
+ f2(ω1) cos

(√
λω1ω2√
ω2
1 + 1

)
,

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулi (3.12).

Для iнварiантiв

ω1 = (x21 + x22)
1/2, ω2 = x0 + x4 (3.13)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.1) до рiвняння вигляду:

−∂
2ϕ

∂ω2
1

− 1

ω1

∂ϕ

∂ω1
= λϕ.

Розв’язок цього редукованого рiвняння:

ϕ(ω1, ω2) = f1(ω2)J0
(√

λω1

)
+ f2(ω2)Y0

(√
λω1

)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) = f1(ω2)J0
(√

λω1

)
+ f2(ω2)Y0

(√
λω1

)
,
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де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; J , Y – функцiї Бесселя пер-

шого i другого порядкiв вiдповiдно; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в (3.13).

Для iнварiантiв

ω1 = x0 + x4, ω2 = (x21 + x22 + x23)
1/2 (3.14)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.1) до рiвняння вигляду

−∂
2ϕ

∂ω2
2

− 2

ω2

∂ϕ

∂ω2
= λϕ.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:

ϕ(ω1, ω2) =
f1(ω1)

ω2
sinh

(√
−λω2

)
+
f2(ω1)

ω2
cosh

(√
−λω2

)
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного лiнiйного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.1) є наступним:

u(x) =
f1(ω1)

ω2
sinh

(√
−λω2

)
+
f2(ω1)

ω2
cosh

(√
−λω2

)
,

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулi (3.14).

3.2.2 Випадок λ = 0

В цьому пiдроздiлi розглянемо рiвняння вигляду:

�5u = 0. (3.15)

Розглянемо анзаци вигляду (3.2):

u(x) = ϕ(ω),

де ω(x) – деякi одновимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiантiв ω(x):

x0, x2, x3, x4, x2 − a ln(x0 + x4), x3 − a ln(x0 + x4),

2x2 − (x0 + x4)
2, (x0 + x4)

2 + 2α0x3, (3.16)

µ((x0 + x4)
2 − 2x1) + 2x3, 2(δx2 − γx3)− δ(x0 + x4)

2
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анзац (3.2) редукує рiвняння (3.15) до звичайного диференцiального рiв-

няння (ЗДР) вигляду:
d2ϕ

dω2
= 0. (3.17)

Розв’язок рiвняння (3.17) має наступний вигляд:

ϕ(ω) = c1ω + c2,

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Алам-

бера (3.15):

u(x) = c1ω + c2,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω виписанi в формулах (3.16).

Для iнварiантiв ω(x):

(x20 − x24)1/2, (x21 + x22)
1/2, (x23 + x24)

1/2 (3.18)

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.15) до ЗДР вигляду

ϕ′′ +
ϕ′

ω
= 0. (3.19)

Розв’язок редукованого рiвняння (3.19):

ϕ(ω) = c1 ln(ω) + c2,

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Алам-

бера (3.15) є наступним:

u(x) = c1 ln(ω) + c2,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω виписанi в формулах (3.18).

Для iнварiантiв ω вигляду:

(x20 − x23 − x24)1/2, (x21 + x22 + x23)
1/2 (3.20)

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.15) до ЗДР вигляду

ϕ′′ +
2

ω
ϕ′ = 0.
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Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:

ϕ(ω) =
c1
ω

+ c2,

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.15) є наступним:

u(x) =
c1
ω

+ c2,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω виписанi в формулах (3.20).

Для iнварiантiв ω вигляду:

(x20−x21−x22−x24)1/2, (x20−x21−x22−x23)1/2, (x21+x22+x23+x24)
1/2 (3.21)

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.15) до ЗДР вигляду

ϕ′′ +
3

ω
ϕ′ = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд

ϕ(ω) =
c1
ω2

+ c2,

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.15) є наступним:

u(x) =
c1
ω2

+ c2,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω виписанi в формулах (3.21).

Для iнварiанта

ω = (x20 − x21 − x22 − x23 − x24)1/2 (3.22)

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.15) до ЗДР

ϕ′′ +
4

ω
ϕ′ = 0.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:

ϕ(ω) =
c1
ω3

+ c2,

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.15) є наступним:

u(x) =
c1
ω3

+ c2,
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де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiдне ω виписане в формулi (3.22).

Розглянемо анзаци вигляду (3.9):

u(x) = ϕ(ω1, ω2),

де ω1(x), ω2(x) – деякi двовимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiантiв ω1, ω2:

ω1 = x2, ω2 = x0 + x4;

ω1 = x3, ω2 = x0 + x4;

ω1 =
x3

x0 + x4
+ x2, ω2 = x0 + x4;

ω1 = x3 +
x1

x0 + x4
, ω2 = x0 + x4

(3.23)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.15) до диференцiального рiвняння

∂2ϕ

∂ω2
1

= 0. (3.24)

Розв’язок цього рiвняння (3.24) має наступний вигляд

ϕ(ω1, ω2) = ω1f1(ω2) + f2(ω2),

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.15) є наступним:

u(x) = ω1f1(ω2) + f2(ω2),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулах (3.23).

Для iнварiантiв

ω1 = (x21 + x22)
1/2, ω2 = x0 + x4 (3.25)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.15) до ЗДР вигляду

−∂
2ϕ

∂ω2
1

− 1

ω1

∂ϕ

∂ω1
= 0.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:

ϕ(ω1, ω2) = ln(ω1)f1(ω2) + f2(ω2),
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а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.15) є наступний:

u(x) = ln(ω1)f1(ω2) + f2(ω2),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулi (3.25).

Для iнварiантiв

ω1 = x0 + x4, ω2 = (x21 + x22 + x23)
1/2 (3.26)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.15) до ЗДР

−∂
2ϕ

∂ω2
2

− 2

ω2

∂ϕ

∂ω2
= 0.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:

ϕ(ω1, ω2) =
1

ω2
f1(ω1) + f2(ω1),

а вiдповiдний розв’язок однорiдного п’ятивимiрного рiвняння Д’Аламбе-

ра (3.15) є наступний:

u(x) =
1

ω2
f1(ω1) + f2(ω1),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулi (3.26).

3.3 П’ятивимiрне рiвняння sin-Гордона

Рiвняння sin-Гордона в просторах рiзних вимiрностей широко використо-

вуються в фiзицi i математицi. Двовимiрне рiвняння sin-Гордона викори-

стовується, зокрема, при описi: поширення дислокацiй в кристалах, руху

стiнок Блоха в магнiтних кристалах, поверхонь з постiйною вiд’ємною

кривизною, в унiтарнiй теорiї елементарних частинок, моделi Тiррiнга в

класичнiй i квантовiй теорiї поля, та iн.(див. [137, 139, 140, 151–153] i ци-

товану там лiтературу).
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В просторах вищих вимiрностей рiвняння sin-Гордона також має за-

стосування в фiзицi i ретельно вивчалося [154–157].

Для двовимiрних рiвнянь sin-Гордона добре вiдомi солiтоннi розв’яз-

ки [158].

Багатопараметричнi сiм’ї точних розв’язкiв рiвняння sin-Гордона в

просторах рiзних вимiрностей побудованi в роботах [27,141,142,159,160].

В цьому пiдроздiлi розглянемо рiвняння вигляду:

�5u = sinu. (3.27)

У цьому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв,

коли це можливо зробити класичним методом Лi) та побудовано деякi

класи iнварiантних розв’язкiв рiвняння (3.27).

Розглянемо анзаци вигляду (3.2):

u(x) = ϕ(ω),

де ω(x) – деякi одновимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4). Цi анзаци

редукують рiвняння (3.27) до ЗДР вигляду:

ε
d2ϕ

dω2
= sinϕ, (3.28)

де новi змiннi ω i вiдповiднi їм ε виписанi нижче:

ω = x0, ε = 1; ω = x2, ε = −1;

ω = x3, ε = −1; ω = x4, ε = −1; (3.29)

ω = x2 − a2 ln(x0 + x4), ε = −1;

ω = x3 − a ln(x0 + x4), ε = −1.

Розв’язки редукованого рiвняння (3.28) мають вигляд:

ϕ(ω) = 4 arctan (αeε0ω)− 1

2
(1− ε)π; (3.30)

ϕ(ω) = 2 arccos [dn(ω + α,m)] +
1

2
(1 + ε)π, 0 < m < 1; (3.31)
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ϕ(ω) = 2 arccos

[
cn

(
ω + α

m
,m

)]
+

1

2
(1 + ε)π, (3.32)

0 < m < 1, α = const;

а вiдповiднi розв’язки п’ятивимiрного рiвняння sin-Гордона (3.27):

u(x) = 4 arctan (αeε0ω)− 1

2
(1− ε)π; (3.33)

u(x) = 2 arccos [dn(ω + α,m)] +
1

2
(1 + ε)π, 0 < m < 1; (3.34)

u(x) = 2 arccos

[
cn

(
ω + α

m
,m

)]
+

1

2
(1 + ε)π, (3.35)

0 < m < 1, α = const;

де dnx, cnx - елiптичнi функцiї Якобi, ε0 = ±1, ε = ±1, α ∈ R; вiдпо-

вiднi ω i ε виписанi в формулах (3.29).

Iнший розв’язок редукованого рiвняння (3.28) має вигляд

ϕ(ω) = 4 arctan
(

tanh
ω

2

)
, (3.36)

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння sin-Гордона (3.27) є

u(x) = 4 arctan
(

tanh
ω

2

)
, (3.37)

де iнварiанти ω виписанi нижче:

x2, x3, x4, x2 − a2 ln(x0 + x4), x3 − a ln(x0 + x4).

Iншi редукованi ЗДР розв’язати не вдалося. Тому, за браком мiсця, ми

їх не наводимо.

Розглянемо анзаци вигляду (3.9):

u(x) = ϕ(ω1, ω2),

де ω1(x), ω2(x) – деякi двовимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiантiв ω1, ω2:

ω1 = x2, ω2 = x0 + x4;

ω1 = x3, ω2 = x0 + x4,
(3.38)
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анзац (3.9) редукує рiвняння (3.27) до диференцiального рiвняння

−∂
2ϕ

∂ω2
1

= sinϕ . (3.39)

Розв’язок рiвняння (3.39) має наступний вигляд∫
dϕ√

2 cosϕ+ f1(ω2)
= εω1 + f2(ω2),

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння sin-Гордона (3.27) є∫
du(x)√

2 cosu(x) + f1(ω2)
= εω1 + f2(ω2),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулах (3.38).

Для iнварiантiв

ω1 = x0 + x4, ω2 =
x3

x0 + x4
+ x2;

ω1 = x0 + x4, ω2 = x3 +
x1

x0 + x4

(3.40)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.27) до ЗДР вигляду

−
(

1 +
1

ω2
1

)
∂2ϕ

∂ω2
2

= sinϕ.

Розв’язок редукованого рiвняння має вигляд:∫
dϕ√

2ω2
1

ω2
1 + 1

cosϕ+ f1(ω1)

= εω2 + f2(ω1),

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння sin-Гордона (3.27) є∫
du(x)√

2ω2
1

ω2
1 + 1

cosu(x) + f1(ω1)

= εω2 + f2(ω1),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; ε2 = 1; вiдповiднi ω1, ω2

виписанi в формулах (3.40).

Для решти редукованих рiвнянь, на даний час, розв’язкiв не побудова-

но. За браком мiсця ми їх не наводимо.
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Зауваження. Розв’язки вигляду (3.33)-(3.35), (3.37) для рiвняння sin-

Гордона в просторах рiзних вимiрiв отриманi в [84, 141, 142]. Зокрема,

розв’язки (3.33)-(3.35) при ω = x0, ε = 1 можна знайти в [27,142].

3.4 П’ятивимiрне рiвняння Лiувiлля

Рiвняння Лiувiлля виникає в задачах диференцiальної геометрiї, теорiї

нелiнiйних хвиль, а також в квантовiй теорiї поля [138].

В двовимiрному випадку загальний розв’язок рiвняння Лiувiлля побу-

дував в 1853 р. сам Лiувiль.

В [27, 141] проведена симетрiйна редукцiя та побудовано деякi багато-

параметричнi сiм’ї точних розв’язкiв тривимiрного рiвняння Лiувiлля.

Симетрiйна редукцiя рiвняння Лiувiлля в просторi Мiнковського R1,n

проведена в [161]. В цiй же роботi також побудовано деякi класи точних

розв’язкiв цього рiвняння.

Сингулярнi розв’язки рiвняння Лiувiлля побудованi i дослiдженi в ро-

ботах [162–164].

В цьому пiдроздiлi розглянемо рiвняння вигляду:

�5u = eu. (3.41)

У цьому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв,

коли це можливо зробити класичним методом Лi) та побудовано деякi

класи iнварiантних розв’язкiв рiвняння (3.41).

Розглянемо анзаци вигляду (3.2):

u(x) = ϕ(ω),

де ω(x) – деякi одновимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4). Цi анзаци

редукують рiвняння (3.41) ЗДР вигляду:

k
d2ϕ

dω2
= eϕ, (3.42)
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де новi змiннi ω i вiдповiднi їм k виписанi нижче:

ω = x0, k = 1; ω = x2, k = −1;

ω = x3, k = −1; ω = x4, k = −1;

ω = x2 − a2 ln(x0 + x4), k = −1;

ω = x3 − a3 ln(x0 + x4), k = −1; (3.43)

ω = 2x2 − (x0 + x4)
2, k = −4;

ω = (x0 + x4)
2 + 2α0x3, k = −4α2

0, α0 < 0;

ω = µ((x0 + x4)
2 − 2x1) + 2x3, k = −4(µ2 + 1), µ > 0;

ω = 2(δx2 − γx3)− δ(x0 + x4)
2, k = −4(δ2 + γ2), γ > 0.

Розв’язок редукованого рiвняння (3.42) має вигляд

ϕ(ω) = ln

(
c1
2

(
tan2

(√
c1
4k

(ω + c2)

)
+ 1

))
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля (3.41) є

u(x) = ln

(
c1
2

(
tan2

(√
c1
4k

(ω + c2)

)
+ 1

))
,

де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω i k виписанi в формулах (3.43).

Для iнварiантiв

ω = (x20 − x24)1/2, ε = 1;

ω = (x21 + x22)
1/2, ε = −1; (3.44)

ω = (x23 + x24)
1/2, ε = −1

анзац (3.2) редукує рiвняння (3.41) до ЗДР вигляду

ε

(
ϕ′′ +

ϕ′

ω

)
= eϕ, ε = ±1.

Розв’язок редукованого рiвняння має наступний вигляд

ϕ(ω) = ln

(
ε(c1 − 4)

2ω2

(
tan2

(
1

2ε

√
c1 − 4(lnω − c2)

)
+ 1

))
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля (3.41) є

u(x) = ln

(
ε(c1 − 4)

2ω2

(
tan2

(
1

2ε

√
c1 − 4(lnω − c2)

)
+ 1

))
,
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де c1 i c2 – довiльнi сталi; вiдповiднi ω i ε виписанi в формулах (3.44).

Решта редукованих ЗДР не розв’язанi. За браком мiсця цi ЗДР ми не

наводимо.

Розглянемо анзаци вигляду (3.9):

u(x) = ϕ(ω1, ω2),

де ω1(x), ω2(x) – деякi двовимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiантiв ω1, ω2 :

ω1 = x2, ω2 = x0 + x4; ω1 = x3, ω2 = x0 + x4 (3.45)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.41) до диференцiального рiвняння

−∂
2ϕ

∂ω2
1

= eϕ . (3.46)

Розв’язок цього редукованого рiвняння (3.46) має вигляд

ϕ(ω1, ω2) = ln

(
− 1

2f 21 (ω2)

(
tanh2

(
f2(ω2) + ω1

2f1(ω2)

)
− 1

))
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля (3.41) є

u(x) = ln

(
− 1

2f 21 (ω2)

(
tanh2

(
f2(ω2) + ω1

2f1(ω2)

)
− 1

))
,

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулах (3.45)

Для iнварiантiв

ω1 = x0 + x4, ω2 =
x3

x0 + x4
+ x2; (3.47)

ω1 = x0 + x4, ω2 = x3 +
x1

x0 + x4

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.41) до рiвняння вигляду

−
(

1 +
1

ω2
1

)
∂2ϕ

∂ω2
2

= eϕ.

Розв’язок цього редукованого рiвняння має наступний вигляд

ϕ(ω1, ω2) = ln

(
−f1(ω1)

2ω2
1

×
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×
(

tanh2

(√
(ω2

1 + 1)f1(ω1)(f2(ω1) + ω2)

2(ω2
1 + 1)

)
− 1

))
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля (3.41) є

u(x) = ln

(
−f1(ω1)

2ω2
1

×

×
(

tanh2

(√
(ω2

1 + 1)f1(ω1)(f2(ω1) + ω2)

2(ω2
1 + 1)

)
− 1

))
,

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулi (3.47).

Для iнварiантiв

ω1 = (x21 + x22)
1/2, ω2 = x0 + x4 (3.48)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.41) до рiвняння вигляду

−∂
2ϕ

∂ω2
1

− 1

ω1

∂ϕ

∂ω1
= eϕ.

Розв’язок цього редукованого рiвняння має наступний вигляд

ϕ(ω1, ω2) =

= ln

(
4− f1(ω2)

2ω2
1

(
tan2

(
1

2

√
f1(ω2)− 4(f2(ω2)− ln(ω1))

)
+ 1

))
,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння Лiувiлля (3.41) є

u(x) =

= ln

(
4− f1(ω2)

2ω2
1

(
tan2

(
1

2

√
f1(ω2)− 4(f2(ω2)− ln(ω1))

)
+ 1

))
,

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; вiдповiднi ω1, ω2 виписанi в

формулi (3.48).

Остальнi редукованi рiвняння не розв’язанi. За браком мiсця ми їх не

наводимо.

3.5 П’ятивимiрне рiвняння sinh-Гордона

Рiвняння sinh-Гордона в просторах рiзних вимiрностей широко викори-

стовуються в фiзицi i математицi. Це рiвняння виникає, зокрема, при роз-

глядi деяких задач теорiї поля [165].
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Аналiз i фiзична iнтерпретацiя розв’язкiв двовимiрних рiвнянь sinh-

Гордона подана в [166].

В роботах [27,167] побудованi багатопараметричнi сiм’ї точних розв’яз-

кiв рiвняння sinh-Гордона в просторах рiзних вимiрностей.

В роботi [164] автори будують i дослiджують сингулярнi розв’язки сут-

тєво нелiнiйних рiвнянь Лiувiлля i sinh-Гордона. Автори також пропону-

ють фiзичну iнтерпретацiю сингулярних розв’язкiв.

В цьому пiдроздiлi розглянемо рiвняння вигляду:

�5u = sinhu. (3.49)

У цьому пiдроздiлi проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв,

коли це можливо зробити класичним методом Лi) та побудовано деякi

класи iнварiантних розв’язкiв рiвняння (3.49).

Розглянемо анзаци вигляду (3.2):

u(x) = ϕ(ω),

де ω(x) – деякi одновимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiанта

ω = x0

анзац (3.2) редукуює рiвняння (3.49) до ЗДР вигляду:
d2ϕ

dω2
= sinhϕ. (3.50)

Розв’язок редукованого рiвняння (3.50) має вигляд

ϕ(ω) = 2arctanh (sinω) ,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння sinh-Гордона (3.49) є

наступний:

u(x) = 2arctanh (sinx0) . (3.51)

Iншi розв’язки редукованого рiвняння (3.50) мають вигляд:

ϕ(ω) = 2arctanh [sn(z, k)] , z =

√
c+ 2

2
ω, k2 =

c− 2

c+ 2
, c > 2 ;
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ϕ(ω) = 4arctanh (eω) , c = 2 ;

де ω = x0, а вiдповiднi розв’язки п’ятивимiрного рiвняння sinh-Гордо-

на (3.49) є наступнi:

u(x) = 2arctanh [sn(z, k)] , z =

√
c+ 2

2
x0, k

2 =
c− 2

c+ 2
, c > 2 ; (3.52)

u(x) = 4arctanh (ex0) , c = 2 . (3.53)

Для iнварiантiв ω вигляду

x2, x3, x4, x2 − a ln(x0 + x4), x3 − a ln(x0 + x4) (3.54)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.49) до ЗДР вигляду

−d
2ϕ

dω2
= sinhϕ. (3.55)

Розв’язок цього рiвняння має вигляд:

ϕ(ω) = arccosh
[c
2
cn2(z, k) + sn2(z, k)

]
, z =

√
c+ 2

2
ω, k2 =

c− 2

c+ 2
, c > 2,

а вiдповiдний розв’язок п’ятивимiрного рiвняння sinh-Гордона (3.49)

u(x) = arccosh
[c
2
cn2(z, k) + sn2(z, k)

]
, z =

√
c+ 2

2
ω, k2 =

c− 2

c+ 2
, c > 2,

де вiдповiднi ω виписанi в формулi (3.54).

Для iнших редукованих ЗДР розв’язки не побудовано. За браком мiсця

ми цi ЗДР не наводимо.

Розглянемо анзаци вигляду (3.9):

u(x) = ϕ(ω1, ω2),

де ω1(x), ω2(x) – деякi двовимiрнi iнварiанти пiдгруп групи P (1, 4).

Для iнварiантiв ω1, ω2:

ω1 = x2, ω2 = x0 + x4; ω1 = x3, ω2 = x0 + x4, (3.56)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.49) до диференцiального рiвняння

−∂
2ϕ

∂ω2
1

= sinhϕ . (3.57)
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Розв’язок рiвняння (3.57) має наступний вигляд∫ √
eϕ

f1(ω2)eϕ − e2ϕ − 1
dϕ = εω1 + f2(ω2),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; ε2 = 1; вiдповiднi ω1, ω2

виписанi в формулах (3.56).

Розв’язки п’ятивимiрного рiвняння sinh-Гордона отримуються iз спiв-

вiдношень вигляду:∫ √
eu

f1(ω2)eu − e2u − 1
du = εω1 + f2(ω2).

Для iнварiантiв

ω1 = x0 + x4, ω2 =
x3

x0 + x4
+ x2;

ω1 = x0 + x4, ω2 = x3 +
x1

x0 + x4

(3.58)

анзац (3.9) редукує рiвняння (3.49) до ЗДР вигляду

−
(

1 +
1

ω2
1

)
∂2ϕ

∂ω2
2

= sinhϕ.

Розв’язок цього редукованого рiвняння має вигляд∫ √
(ω2

1 + 1)eϕ

f1(ω1)(ω2
1 + 1)eϕ − ω2

1(e
2ϕ + 1)

dϕ = εω2 + f2(ω1),

де f1 i f2 – довiльнi диференцiйовнi функцiї; ε2 = 1; вiдповiднi ω1, ω2

виписанi в формулах (3.58).

Розв’язки п’ятивимiрного рiвняння sinh-Гордона (3.49) отримуються iз

спiввiдношень вигляду:∫ √
(ω2

1 + 1)eu

f1(ω1)(ω2
1 + 1)eϕ − ω2

1(e
2ϕ + 1)

du = εω2 + f2(ω1).

Для iнших редукованих рiвнянь розв’язки не побудовано. За браком

мiсця ми цi рiвняння не наводимо.

В роботах [27,167] побудованi багатопараметричнi сiм’ї точних розв’яз-

кiв рiвняння sinh-Гордона в просторах рiзних вимiрностей.
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Зауваження. Зокрема, розв’язки (3.51)–(3.53) з ω = x0 можна знайти

в [27]. Таким чином, ми показали що деякi результати отриманi в [27,167] з

використанням узагальненого пiдходу Лi, у випадку рiвняння sinh-Гордо-

на в 1+4 вимiрному просторi МiнковськогоM(1, 4), можуть бути отриманi

в рамках класичного методу Лi.

3.6 Висновки до роздiлу 3

1. Коротко описано симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це

можливо зробити класичним методом Лi) P (1, 4)-нееквiвалентних пiдкла-

сiв п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера до пiдкласiв диференцiальних рiв-

нянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних.

2. Проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можли-

во зробити класичним методом Лi) та побудовано деякi класи iнварiан-

тних розв’язкiв для наступних P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiв-

нянь Д’Аламбера:

– лiнiйне п’ятивимiрне рiвняння Д’Аламбера;

– п’ятивимiрне рiвняння sin-Гордона;

– п’ятивимiрне рiвняння Лiувiлля;

– п’ятивимiрне рiвняння sinh-Гордона.

3. Серед побудованих класiв iнварiантних розв’язкiв є розв’язки, якi

виражаються через елементарнi функцiї, спецiальнi функцiї, а також такi,

якi залежать вiд двох довiльних функцiй.
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ВИСНОВКИ

Дисеpтацiя присвячена груповiй класифiкацiї певного класу нелiнiйних

п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторiM(1, 4)×R(u), симетрiйнiй

редукцiї та побудовi класiв iнварiантних розв’язкiв для деяких P (1, 4)-

iнварiантних п’ятивимiрних рiвнянь Д’Аламбера. У дисертацiйнiй роботi

одержано такi новi результати.

1. Проведено групову класифiкацiю певного класу нелiнiйних п’ятиви-

мiрних рiвнянь Д’Аламбера в просторi M(1, 4)×R(u).

2. Сформульовано i доведено критерiй еквiвалентностi функцiональ-

них базисiв диференцiальних iнварiантiв першого порядку неспряжених

пiдгруп групи P (1, 4).

3. Побудовано в явному виглядi нееквiвалентнi функцiональнi базиси

диференцiальних iнварiантiв першого порядку для всiх неспряжених пiд-

груп групи P (1, 4).

4. Проведено симетрiйну редукцiю (для всiх випадкiв, коли це можли-

во зробити класичним методом Лi) та побудовано деякi класи iнварiан-

тних розв’язкiв для наступних P (1, 4)-iнварiантних п’ятивимiрних рiв-

нянь Д’Аламбера:

– лiнiйне п’ятивимiрне рiвняння Д’Аламбера;

– п’ятивимiрне рiвняння sin-Гордона;

– п’ятивимiрне рiвняння Лiувiлля;

– п’ятивимiрне рiвняння sinh-Гордона.

5. Серед побудованих класiв iнварiантних розв’язкiв є розв’язки, якi

виражаються через елементарнi функцiї, спецiальнi функцiї, та розв’язки,

якi залежать вiд двох довiльних функцiй.

6. Отриманi результати можуть бути застосованi при побудовi та дослi-

дженнi математичних моделей в просторi M(1, 4)×R(u), якi iнварiантнi

вiдносно неспряжених пiдгруп групи P (1, 4).
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[110] Kumpera A. Invariants différentiels d’un pseudogroupe de Lie, Géo-
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