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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Одним з базових пiдходiв до дослiдження об’єктiв
складної природи як у математицi загалом, так i в математичному аналiзi
зокрема є їх наближення простiшими. Найвiдомiшим i найпродуктивнiшим
методом цього напрямку є зображення функцiй рядами Тейлора, Фур’є, Дi-
рiхле та iншими. Проте при застосуваннях цих розкладiв виникають тру-
днощi, часто пов’язанi з вузькiстю класу функцiй, якi можна розвинути
в той чи iнший ряд. Одним iз вдалих способiв подолати цi труднощi є
одержана в 1949 роцi теорема А. Бьорлiнга про апроксимацiю функцiй з
простору Гардi в одиничному крузi скiнченними лiнiйними комбiнацiями
функцiй системи {G(z)zn : n ∈ Z+}. Десятьма роками пiзнiше П. Лакс
перенiс цей результат на випадок просторiв Гардi у пiвплощинi. При цьо-
му природним виявилося дослiдження повноти системи {G(z)eτz : τ ≤ 0}.
Подальшi дослiдження показали, що результати, одержанi для просторiв
Гардi, часто мають прямi аналоги для об’єктiв складнiшої природи, бо те-
орiя цих просторiв, розроблена Ф. i М. Рiссами, Н. Вiнером, Р. Пелi, є
досить прозорою i потужною. Елегантнiсть результатiв А. Бьорлiнга та П.
Лакса викликала потужний iнтерес до цiєї тематики, що розвинулася в
дослiдження циклiчних, мультициклiчних, гiперциклiчних функцiй та опе-
раторiв, трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв. Цими питаннями актив-
но займалися, зокрема, Х. Шапiро, який i ввiв термiн ”циклiчна функцiя”,
В. П. Хавiн, Н. К. Нiкольський, В. I. Васюнiн, В. Рудiн, Б. Юсефi, Н. Го-
гус, К. Массанеда, Н. Зорбоска, А. Бонiлла, В. П. Гурарiй, Х. Хеденмальм,
Б. В. Винницький, В. В. Капустiн, А. Д. Баранов, В. Е. Кiм та багато
iнших.

З огляду на результати цих авторiв природний iнтерес викликали ваговi
узагальнення просторiв Гардi. Багато результатiв одержано для ваг степе-
невого типу, зокрема ваг Макенхаупта. Проте завершених результатiв для
вагових просторiв Гардi з вагою експоненцiального типу є порiвняно не-
багато. Зокрема, вiдкритою залишалася проблема опису всiх циклiчних
функцiй у просторах такого типу. Б. Винницький розглянув ваговий про-
стiр Гардi Hp

σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ σ < +∞, функцiй, аналiтичних у правiй
пiвплощинi, що характеризуються експоненцiйним ростом. Цей простiр є з
одного боку, як показав А. Седлецький, узагальненням простору Гардi у
правiй пiвплощинi Hp(C+), а з iншого — аналогом для пiвплощини добре
вiдомого простору Пелi-Вiнера W p

σ , що складається з цiлих функцiй експо-
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ненцiального типу ≤ σ, що належать Lp(R). Однак спроби одержати крите-
рiй циклiчностi в Hp

σ(C+) наштовхнулися на необхiднiсть глибокої розробки
теорiї цих просторiв. Зокрема, виявилися потрiбними аналоги результатiв
типу теорем Пелi-Вiнера про зображення та про аналiтичне продовження,
iнтегральних формул Кошi та Пуассона, теорем Фрагмена-Лiндельофа у
рiзних областях комплексної площини. У процесi дослiджень виявилося,
що властивостi просторiв Hp

σ(C+), 0 < σ < +∞, кардинально вiдрiзняю-
ться вiд властивостей у неваговому випадку Hp(C+). Зокрема, у ваговому
випадку швидке спадання функцiї по дiйснiй пiвосi пов’язане зi швидким
зростанням її по уявнiй осi. Для отримання критерiю циклiчностi виникає
проблема точного опису цього зв’язку.

Дослiдження циклiчностi у просторах аналiтичних функцiй, як деталь-
но показано у монографiях Н. Нiкольського, тiсно пов’язанi з деякими пи-
таннями функцiонального аналiзу. Окремим потужним напрямком тут є
дослiдження операторiв у просторах типу Гардi, чим, крiм згаданих вище
математикiв санкт-петербурзької школи, займалися Ж. Шапiро, П. Бур-
дон, Е. Стейн, Р. Койфман, Г. Вейсс, Є. М. Динькiн, Б. П. Осiленкер,
Г. Семпсон, Д. Фонг, Й. Пен, К. Жао, Ж. Кiма, В. Росс та iншi вченi.

Дослiдження циклiчностi повязанi iз вивченням ”переповнених” систем,
у зв’язку з чим виникають задачi їх ”прорiдження”, знаходження фреймiв,
абсолютно зображувальних систем, базисiв у системах експонент з вагою, а
також використання грунтовно розробленої А. Ф. Лєонтьєвим, М. М. Шере-
метою, О. Б. Скаскiвим, П. В. Фiлевичем та їх учнями теорiї рядiв Дiрiхле.

Певнi труднощi для застосувань результатiв, одержаних при вивчен-
нi просторiв Гардi, виникають через рiзноманiтнiсть областей, на яких цi
простори розглядаються. Крiм класичних одиничного круга i пiвплощини,
багато цiкавих результатiв одержано для смуги, пiвсмуги, кута i т. д. У
зв’язку з цим природною є проблема узагальнення отриманих результа-
тiв на областi загальнiшого виду, однiєю з яких є необмежена багатокутна
область.

Дослiдження, об’єктом яких є простори Гардi аналiтичних функцiй, ча-
сто знаходять застосування у комплексному та функцiональному аналiзi,
теорiї диференцiальних рiвнянь, теорiї ймовiрностей, а також у прикла-
дних напрямах: геодинамiцi, теорiї iнформацiї, квантовiй фiзицi. Тому мо-
жна очiкувати практично важливих застосувань i для результатiв з теорiї
вагових просторiв Гардi.
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робота
виконана на кафедрi теорiї функцiй i теорiї ймовiрностей механiко–мате-
матичного факультету Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана
Франка. Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений пла-
нами наукової роботи Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана
Франка. Дослiдження виконанi в рамках держбюджетних тем Мг–145 Ф
“Новi комплексно-ймовiрнiснi методи дослiдження асимптотичних власти-
востей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадковими
рядами та iнтегралами” (номер держреєстрацiї 0113 U 003051) та Мг–159Ф
“Методи комплексного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiтичних фун-
кцiй у банахових просторах” (номер держреєстрацiї 0113 U 000184).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є отримання нових
апроксимацiйних та асимптотичних властивостей у просторах аналiтичних
функцiй, що передбачає вирiшення таких завдань:

• поширити теорiю просторiв Гардi на простори Hp
σ(C+), зокрема дове-

сти аналоги класичних теорем про зображення;

• одержати критерiй циклiчностi у просторi H2
σ(C+);

• встановити аналог принципу невизначеностi в гармонiчному аналiзi
для H2

σ(C+);

• встановити для функцiй з простору Hp
σ(C+), σ > 0, 1 ≤ p < +∞, то-

чний зв’язок швидкого зростання по уявнiй осi та швидкого спадання
по дiйснiй пiвосi;

• отримати повний опис елементарних розв’язкiв рiвняння типу згортки
у пiвсмузi;

• встановити умови розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• одержати аналог теорем про зображення та про згортку для просторiв
типу Смiрнова у багатокутнiй необмеженiй областi;

• отримати еквiвалентне формулювання гiпотези Рiмана у термiнах ци-
клiчностi для вагового простору Гардi;

• встановити критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi системи
{cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).
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Об’єктами дослiдження є класичнi та ваговi простори Гардi, простори
Пелi-Вiнера та рiвняння типу згортки в областях комплексної площини.
Предметом дослiдження є властивостi функцiй iз просторiв аналiтичних
функцiй, зокрема умови повноти систем функцiй для вагових просторiв
Гардi та деяких просторiв цiлих функцiй, а також дослiдження властиво-
стей розв’язкiв рiвнянь типу згортки.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач використову-
вались методи теорiї функцiй комплексної змiнної, математичного аналiзу,
функцiонального аналiзу та деякi прийоми з робiт А. Бьорлiнга, Б. Я. Левi-
на, Ю. I. Любарського, А. М. Сєдлєцкого, Б. В. Винницького, В. П. Гурарiя.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi результати,
якi отриманi в дисертацiйнiй роботi, є новими i полягають у наступному:

• знайдено критерiй циклiчностi функцiй у просторi H2
σ(C+);

• отримано опис трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у просторi H2
σ(C+);

• знайдено нову реалiзацiю принципу невизначеностi в гармонiчному
аналiзi для пари функцiй: функцiї та їх перетворення Фур’є не мо-
жуть бути одночасно дуже малими;

• встановлено для функцiй iз простору Hp
σ(C+), σ > 0, 1 ≤ p < +∞,

еквiвалентнiсть швидкого зростання у деякому сенсi по уявнiй осi та
швидкого спадання по дiйснiй пiвосi;

• знайдено новi зображення для функцiй з вагових просторiв Гардi;

• встановлено критерiй розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• завершено встановлення аналогу теорiї спектрального аналiзу В.П. Гу-
рарiя для простору Гардi-Смiрнова у пiвсмузi E2[Dσ];

• одержано аналог теореми про зображення та теореми про згортку для
просторiв типу Смiрнова у багатокутнiй необмеженiй областi;

• знайдено новий еквiвалент гiпотези Рiмана, чим узагальнено один ре-
зультат Ж.-Ф. Бурноля;

• встановлено критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi системи
{cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).
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Практичне значення одержаних результатiв. Науковi результати,
отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний характер i можуть
знайти застосування як у подальших дослiдженнях з теорiї функцiй, ди-
ференцiальних рiвнянь, теорiї ймовiрностей, функцiональному аналiзi так
i в теорiї iнформацiї, квантовiй механiцi, геодинамiцi.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи отри-
манi її автором самостiйно. У статтi, написанiй у спiвавторствi з I. Б. Ше-
парович, спiвавтору належить iдея прикладу. У статтi, спiльнiй з Т. Вiйчу-
ком, спiвавтору належить iдея спрощення доведення теореми 2. У статтях,
спiльних з Б. В. Винницьким, результати належать спiвавторам в однако-
вiй мiрi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано
на таких конференцiях:

1) мiжнароднiй науковiй конференцiї "Новi пiдходи до розв’язування ди-
ференцiальних рiвнянь."(Дрогобич, 27 вересня – 1 жовтня 2004 р.)

2) мiжнароднiй конференцiї ”Математичний аналiз i сумiжнi питання.”
(Львiв, 17 -20 листопада 2005 р.)

3) мiжнароднiй зимовiй математичнiй конференцiї для молодих вчених
(Уфа, 2005 р.)

4) мiжнароднiй конференцiї ”Entire and subharmonic functions and related
topics.” (Харкiв, 14 – 17 серпня 2006)

5) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька (Дро-
гобич, 24 – 28 вересня 2007 р.);

6) мiжнароднiй конференцiї ”Аналiз i топологiя” (Львiв, 26 травня – 07
червня 2008 р.);

7) мiжнароднiй конференцiї з комплексного аналiзу пам’ятi А. А. Голь-
дберга (Львiв, 31 травня – 5 червня 2010),

8) мiжнароднiй конференцiї iменi В.Е. Лянце (Львiв, 17-21 листопада
2010 р.);

9) мiжнароднiй конференцiї ”Complex Analysis and its applications”, при-
свяченiй 70-рiччю A. Ф. Грiшина (Харкiв, 15–18 серпня 2011 р.);

10) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька (Дро-
гобич, 19–23 вересня 2011 р.);
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11) XXI лiтнiй конференцiї з математичного аналiзу (Санкт-Петербург,
Росiя, 25–30 червня 2012 р.);

12) мiжнароднiй математичнiй конференцiї ”Complex analysis and related
topics” (Львiв, 23-28 вересня 2013 р.);

13) IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рiчницi вiд дня
народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня – 5 липня 2014 р);

14) всеукраїнськiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 25 лютого – 1 березня
2015 р).

15) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька (Дро-
гобич, 25–28 серпня 2015 р.);

Результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на

• Львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй
(керiвники — проф. О. Б. Скаскiв та проф. А. А. Кондратюк ),

• семiнарi з теорiї потенцiалу та її застосувань у Львiвському нацiональ-
ному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвники — проф. О. Б. Ска-
скiв, проф. I. Е. Чижиков),

• семiнарi з комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу IМ НАН України
(керiвник — проф. Ю. Б. Зелiнський),

• семiнарi з математичного аналiзу у Дрогобицькому державному педа-
гогiчному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвник — проф. Б. В. Вин-
ницький),

• Харкiвському мiському семiнарi з комплексного аналiзу (керiвники —
проф. А. Ф. Грiшин , проф. С. Ю. Фаворов),

• семiнарi з теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (керiв-
ник — проф. А. С. Романюк),

• семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Прикарпатському нацiональ-
ному унiверситетi iм. Василя Стефаника (керiвник проф. П. В. Фiле-
вич),

• спiльному засiданнi семiнарiв з комплексного та нелiнiйного аналi-
зу i функцiонального аналiзу у Львiвському нацiональному унiвер-
ситетi iменi Iвана Франка (керiвники проф. А. А. Кондратюк , проф.
О. Г. Сторож, доц. Я. В. Микитюк),
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• Київському семiнарi з функцiонального аналiзу (керiвники - акад. НАН
України Ю. М. Березанський, член-кор. НАН України М. Л. Горбачук,
акад. НАН України Ю. С. Самойленко).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 41
статтi i науковому повiдомленнi, з яких 24 (16 без спiвавторiв ) — у фахових
виданнях. З них 9 (7 без спiвавторiв) — у базах даних Web of Science або
SCOPUS.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку умов-
них позначень, вступу, 7 роздiлiв, висновкiв та списку використаних дже-
рел, який налiчує 201 найменування. Загальний обсяг дисертацiї — 303
сторiнки, обсяг списку використаних джерел — 17 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiї розкрито суть i стан наукової роботи, якiй присвяче-
но дисертацiйне дослiдження, обгрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї,
сформульовано мету i задачi дослiдження. У роздiлi 1 подано огляд лiте-
ратури з вивчення асимптотичних та апроксимацiйних властивостей аналi-
тичних функцiй, окреслено коло проблем, якi залишалися нерозв’язаними,
i сформульовано основнi результати дисертацiї.

У перших двох пiдроздiлах Роздiлу 2 розглядаються задачi розщепле-
ння у просторах W p

σ та Hp
σ(C+), якi полягають в тому, щоб функцiї, якi є

”великими” одночасно у верхнiй та нижнiй пiвплощинi, зобразити у виглядi
суми двох функцiй, одна з яких є ”великою” тiльки у верхнiй пiвплощинi,
а iнша — тiльки в нижнiй.

В теорiї просторiв аналiтичних функцiй цiкавими i практично важливи-
ми є теореми про розщеплення простору на суму чи добуток двох просто-
рiв з потрiбними властивостями. Класичним є результат про розвинення
кожної функцiї з простору L2(R) на суму двох функцiй, одна з яких на-
лежить до класу Гардi H2 у нижнiй пiвплощинi, а iнша належить до H2

у верхнiй пiвплощинi. У 1960 роцi Л. Еренпрайс поставив задачу про роз-
щеплення функцiй з деякого пiдпростору простору W p

σ на добуток двох
функцiй з цього ж пiдпростору, яку повнiстю розв’язав Р. Юлмухаметов в
1999 роцi. Iншим прикладом розвинення є дослiджуване Ю. I. Любарським
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розвинення цiлих функцiй експоненцiального типу з трикутною iндикатор-
ною дiаграмою на суму двох функцiй з простору Пелi-Вiнера. Iдейно схожу
задачу в термiнах субгармонiйних функцiй розглянув I. Е. Чижиков.

Ми розглядаємо наступну проблему.
Проблема 1. Чи кожна функцiя f ∈ W p

σ допускає зображення
f = f2 − f3 для цiлих функцiй f2, яка задовольняє умову B(0; π) i f3, що
задовольняє умову B(π; 2π), де

B(α̂, β̂) : sup
φ∈(α̂,β̂)


+∞∫
0

|f(reiφ)|pdr

 < +∞ ? (1)

Для iлюстрацiї проблеми 1 зазначимо, що її розв’язком для функцiї
f(z) = sin z у випадку p = ∞ є

f2(z) =
eiσz

2i
, f3(z) =

e−iσz

2i
.

Для випадку p = 2 маємо елементарний розв’язок проблеми 1, що базу-
ється на теоремi Пелi-Вiнера:

f2(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt, f3(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt.

Але для випадку p = 1, який є найцiкавiшим для застосувань, вищенаве-
дене розвинення не є розв’язком проблеми 1 в загальному випадку. Зазна-
чимо, що W 1

σ ⊂ W 2
σ i функцiя f належить до простору W 2

σ , σ > 0, тодi i
тiльки тодi, коли вона подається у виглядi

f(z) =
+∞∑

k=−∞

(−1)kck
π sinσz

σz − πk
, (2)

де (ck) ∈ l2. У цьому пiдроздiлi розв’язуємо наступну задачу.
Задача 1. Нехай f ∈ W 1

σ . За яких умов на коефiцiєнти ck в зобра-
женнi (2) функцiя f допускає декомпозицiю f = f2−f3 для цiлих функцiй
f2, f3 якi задовольняють при p = 1 умови B(0;π) i B(π; 2π) вiдповiдно, де
B визначена рiвнiстю (1).

Ми одержали повний розв’язок задачi 1 у двох формах.
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Теорема 2.1. Якщо f ∈ W 1
σ , то шукана у задачi 1 декомпозицiя iснує

тодi i тiльки тодi, коли для коефiцiєнтiв ck в зображеннi (2) виконується
нерiвнiсть

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckθk,m,δ

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

θk,m,δ =


(−1)m+keiπδm − 1

m− δm− k
,m− δm− k ̸= 0,

πi, m− δm− k = 0,

для деякого δ ∈ (0; 1).
Теорема 2.2. Якщо f ∈ W 1

σ , то шукана у задачi 1 декомпозицiя iснує
тодi i тiльки тодi, коли для коефiцiєнтiв ck в зображеннi (2) виконуються
нерiвностi

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

k

k2 + 1

+∞∑
s=−∞

csηm,k,s

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

ηm,k,s =


(−1)s − (−1)k+m

k +m− s
, s ̸= k +m,

πi, s = k +m,

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckβm,k

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

βm,k =


(−1)k+m − 1

m− k
,m ̸= k,

πi, m = k.

Отриманi умови досить складно перевiрити для конкретних функцiй.
Часто зручнiше скористатися простiшими необхiдними чи достатнiми умо-
вами.
Наслiдок 2.3. Якщо для f ∈ W 1

σ , шукана у задачi 1 декомпозицiя iснує,
то для коефiцiєнтiв її розвинення (2)

+∞∑
k=−∞

ck = 0.
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З цього наслiдку легко одержати наступне твердження.
Теорема 2.3. Iснують функцiї f ∈ W 1

σ , для яких задача 1 розв’язку не
має.
Теорема 2.4. Якщо в зображеннi (2) функцiї f ∈ W 1

σ коефiцiєнти ck дорiв-
нюють нулевi для всiх непарних k ∈ Z, то шукана у задачi 1 декомпозицiя
iснує.

За теоремою 2.3 задача 1 позитивно розв’язується не для всiх функцiй
f ∈ W 1

σ . Проте важливi застосування може мати розв’язок цiєї задачi з де-
якими послабленими вимогами до розщеплення, а саме вимогою вказаною
у задачi 1 поведiнки не у всiй верхнiй (нижнiй) пiвплощинi, а тiльки у тих
їх частинах, що перетинаються з правою пiвплощиною.

Задача 2. За яких умов функцiя f ∈ W p
σ , 1 ≤ p ≤ 2, допускає розвине-

ння f = f4 − f5, де функцiї f4 i f5 аналiтичнi в C+, f4 задовольняє умову
B
(
0; π2

)
i f5 задовольняє B

(
−π

2 ; 0
)
?

Нами одержано наступнi достатнi умови розв’язностi задачi 2.
Теорема 2.5. Якщо в зображеннi (2) функцiї f ∈ W 1

σ є лише скiнченна
кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв ck, то задача 2 для неї має позитивний
розв’язок.
Теорема 2.6. Якщо в зображеннi (2) функцiї f ∈ W 1

σ коефiцiєнти ck до-
рiвнює нулю для всiх непарних k ∈ N, то задача 2 для неї має позитивний
розв’язок.

Наступний пiдроздiл присвячений отриманню теорем типу Фрагмена-
Лiндельофа для пiвсмуги та пiвплощини, що використовуються у насту-
пних роздiлах. Одержано такi твердження.
Теорема 2.9. Якщо для кожного прямокутника
Mk = {z : k < Re z < 0, | Im z| < σ}, k < 0, f належить до простору
Смiрнова Ep[Mk], 1 ≤ p < +∞, f ∈ Lp[∂Dσ] i виконується нерiвнiсть

(∀ε > 0) : sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|f(u+ iv)|p exp
(
−εe−γu

)
dv

 < +∞,

для деякого γ < π
σ i f(x) exp{−δe−

π
2σx} ∈ Lp(−∞;−1) для деякого δ > 0,

то f ∈ Ep[Dσ].

Теорема 2.9 є Lp-аналогом теореми типу Фрагмена-Лiндельофа для пiв-
смуги, встановленої незалежно рiзними математиками, зокрема Б. Я. Ле-
вiним, П. Лаксом, М. А. Євграфовим.
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Теорема 2.10. Якщо функцiя f є аналiтичною в C+, має майже скрiзь на
∂C+ кутовi граничнi значення, f ∈ Lp[∂C+], 1 ≤ p < +∞, i

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

|f(reiφ)|p exp
(
−ε

(
r +

1

r

))
dr

 < +∞,

то f ∈ Hp(C+).

Ця теорема є узагальненням однiєї теореми В. Мартиросяна.
Останнiй пiдроздiл присвячений встановленню еквiвалентного означен-

ня вагового простору Гардi Hp
σ(C+).

Розглянемо простiр H̃p
σ(C+), σ > 0, 1 6 p < +∞, аналiтичних у C+

функцiй, для яких

||f ||H̃p
σ
:=max

sup
y∈R


+∞∫
0

|f(x+ iy)|pe−pσ|y|dx

 ;

sup
x>0


+∞∫

−∞

|f(x+ iy)|pe−pσ|y|dy




1/p

< +∞.

Теорема 2.11. Простори Hp
σ(C+) та H̃p

σ(C+), σ > 0, 1 6 p < +∞, спiвпа-
дають, причому норми || · ||Hp

σ
та || · ||H̃p

σ
є еквiвалентними.

Ця теорема узагальнює одну теорему А. Седлецького про еквiвалентне
зображення просторiв Гардi у пiвплощинi.

У третьому роздiлi розглядаються теореми про зображення у просторах
Hp

σ(C+). Починається вiн доведенням двох теорем типу Пелi-Вiнера про
зображення. Цi твердження також дозволяють глибше зрозумiти механiзм
одержання умов, що фiгурують у роздiлi 4, зокрема у його першому та
третьому пiдроздiлах.
Теорема 3.1. Функцiя G, визначена рiвнiстю

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw, (3)

належить до простору H2
σ(C+), σ > 0, i виконується умова

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= −∞
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тодi i тiльки тодi, коли g ∈ E2
∗ [Dσ] i g є цiлою функцiєю.

Теорема 3.2. Функцiя G, визначена рiвнiстю (3), належить до простору
H2

σ(C+), σ > 0, i виконується умова

(∃c1 ∈ R) : G(z) exp

(
2σ

π
z ln z − c1z

)
∈ H2(C+)

тодi i тiльки тодi, коли g ∈ E2
∗ [Dσ], g є цiлою функцiєю i

(∃c ∈ R) : g(w) exp
(
−ce−

wπ
2σ

)
∈ E2[Dσ].

Для простору Гардi у пiвплощинi вiдомi безпосереднi узагальнення iн-
тегральної формули Кошi та формули Пуассона. Для просторiв Hp

σ(C+),

σ > 0, такими формулами скористатися неможливо, оскiльки вiдповiднi
iнтеграли можуть розбiгатися. Наступнi два короткi пiдроздiли присвяченi
одержанню аналогiв формул Кошi та Пуассона для вагового випадку. Цi
результати використовуються в роздiлi 4. Отримано наступнi твердження.
Теорема 3.3. Якщо f ∈ Hp

σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, то

− 1

2π

+∞∫
0

f(iv)e−iσ(z−iv)

iv − z
dv − 1

2π

0∫
−∞

f(iv)eiσ(z−iv)

iv − z
dv−

−1

π

+∞∫
0

f(u) sin σ(z − u)

u− z
du =

{
f(z), z ∈ C+,

0, z ∈ C \ C+,

Теорема 3.4. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, то

f(z) =
1

π

+∞∫
0

xe−iσ(z−iv)f(iv)

(y − v)2 + x2
dv +

1

π

0∫
−∞

xeiσ(z−iv)f(iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

xf(u) sin σ(z − u)

(u− z)(u+ z)
du, z = x+ iy ∈ C+,
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f(z) =
i

π

+∞∫
0

(v − y)e−iσ(z−iv)f(iv)

(y − v)2 + x2
dv

+
i

π

0∫
−∞

(v − y)eiσ(z−iv)f(iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

(u− iy)f(u) sin σ(z − u)

(u− z)(u+ z)
du, z = x+ iy ∈ C+.

Останнiй пiдроздiл третього роздiлу присвячений отриманню опису фун-
кцiй, що визначенi на уявнiй осi i є кутовими граничними функцiями де-
яких аналiтичних у правiй пiвплощинi функцiй, що задовольняють певнi
стандартнi умови. Отримано наступне твердження.
Теорема 3.7. Якщо f0 : iR → C, f0(it)e−σ|t| ∈ L1(R) та iснує функцiя f2,
така що
1) f2 ∈ Hp

2σ(C+);

2) f3(iv) := f1(iv) + f2(iv) ∈ Lp(−∞; 0), f1(iv) := f0(iv)e
−σv;

3) для майже всiх τ < 0∫ +∞

0

f1(iv)e
iτvdv +

1

i

∫ +∞

0

f2(u)e
τudu+

∫ 0

−∞
f3(iv)e

iτvdv = 0,

то iснує аналiтична в C+ функцiя f , для якої f0 є кутовою граничною
функцiєю i

sup


+∞∫
0

∣∣f(reiφ)∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈ (−π/2; π/2)\(−δ; δ)

 < +∞ (4)

для всiх δ ∈ (0; π/4).
Центральне мiсце у дисертацiйнiй роботi займає роздiл 4. Вiн складає-

ться з п’ятьох пiдроздiлiв та висновкiв. Головний результат сформульовано
у третьому пiдроздiлi, першi два є для нього пiдготовчими, але становлять
певний самостiйний iнтерес. У першому пiдроздiлi одержано одну з реалi-
зацiй принципу невизначеностi в гармонiчному аналiзi. Твердження цього
типу полягають у тому, що функцiя i її перетворення Фур’є не можуть бути
одночасно ”дуже малими”. Однiєю з перших теорем у цьому напрямку є те-
орема С. Мандельбройта. Позначимо D1 = {z : Re z < 0,−2σ < Im z < 0},
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D∗
1 = C\D1, D3 = {z : Re z < 0, 0 < Im z < 2σ}, D∗

3 = C\D3. Через Ep
∗ [D1],

Ep
∗ [D3] позначимо простори Гардi-Смiрнова аналiтичних вiдповiдно в обла-

стях D∗
1 чи D∗

3 функцiй f , для яких

sup


∫
γ

|f(z)|p|dz|


1/p

< +∞, (5)

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiдповiдно в D∗
1 чи

D∗
3 i є паралельними до координатних осей.
Нами одержано наступне твердження.

Теорема 4.2. Нехай для функцiй Ω1 : C+ → C, Ω3 : C+ → C виконуються
умови

lim
x→+∞

ln |Ωj(x)|
x

= −∞, j ∈ {1; 3},

та
(Ω1(x) + Ω3(x)) e

2σ
π x lnx ∈ L2(0;+∞),

i для функцiй qj, визначених рiвностями

qj(w) =
1√
2π

+∞∫
0

Ωj(x)e
−xwdx, j ∈ {1; 3},

виконуються умови q1 ∈ E2
∗ [D1], q3 ∈ E2

∗ [D3].
Тодi знайдеться таке c ∈ R, що

Ω1(z)e
−iσze

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), Ω3(z)e

iσze
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

де ln z – головне значення логарифма в C+.
Другий пiдроздiл четвертого роздiлу присвячений встановленню еквi-

валентностi мiж деякими умовами у просторi Hp
σ(C+), однi з яких визна-

чаються поведiнкою функцiї тiльки на додатнiй пiвосi, а iншi — тiльки
на уявнiй осi. Для формулювання наступного результату зауважимо, що
гранична функцiя h функцiї G ∈ Hp (C+) визначається з точнiстю до ади-
тивної сталої i значень в точках неперервностi рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |G(x+ iy)|dy −
t2∫

t1

ln |G(iy)|dy.
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Теорема 4.4. Нехай G ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, i G(z) ̸= 0 для всiх

z ∈ C+, а також h(t) ≡ const. Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

2)G1 ̸∈ Hp(C+) для кожного c ∈ R,

де G1(z) = G(z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}
;

3) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

4) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

5) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞.

Зауважимо, що для випадку σ = 0 кожна з умов 1)–5) визначає порожню
множину у просторi Hp

0(C+) ≡ Hp(C+). Нам невiдомi подiбнi результати
для iнших вагових просторiв Гардi. Щодо випадку σ = 0, тобто класу
Hp(C+), то одержати умови, якi пов’язували б ”малiсть” модуля функцiї
на ∂C+ з ”великiстю” її модуля на R+, принципово неможливо. Справдi,
коли G належить до простору Hp(C+), не має нулiв у C+ i ї ї iнтегральна
гранична функцiя є сталою, то

|G(x)| = exp

1

π

+∞∫
−∞

x

t2 + x2
ln |G(it)|dt+ cx

 ,

тобто, коли |G1(it)| ≤ |G2(it)| для всiх t ∈ R+ i c = 0, то |G1(x)| ≤ |G2(x)|
для всiх x > 0.

Також показано, що у попереднiй теоремi позбутися умов тривiально-
стi граничної функцiї та вiдсутностi нулiв у правiй пiвплощинi не можна.
Проте, дещо модифiкувавши умови теореми, можна одержати наступне
твердження.
Теорема 4.6. Нехай G ∈ Hp

σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0. Тодi наступнi
твердження є еквiвалентними:
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1) (∀ c ∈ R) : G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}
̸∈ Hp (C+);

2) lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
= −∞,

де

K(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt

− 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| −

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn

|λn|
;

3) lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
= −∞;

4)
∞∑
n=1

Reλn

1 + |λn|2
= +∞ або lim

x→+∞
∗
(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

де границя lim∗ розглядається поза деякою множиною E скiнченної лога-
рифмiчної мiри;

5)
∞∑
n=1

Reλn

1 + |λn|2
= +∞, або lim

x→+∞

(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞.

Зауважимо, що для випадку σ = 0 кожна з умов 1) - 5) визначає поро-
жню множину.

У третьому пiдроздiлi одержано критерiй циклiчностi у просторi H2
σ(C+).

Теорема 4.8. Нехай G ∈ H2
σ(C+), σ > 0, G ̸≡ 0. Тодi наступнi твердження

є еквiвалентними:
1) G є циклiчною у просторi H2

σ(C+);
2) G не має жодного нуля в C+, iнтегральна гранична функцiя h функцiї
G є сталою i виконується одна з умов 1)–5) теореми 4.4.

Четвертий пiдроздiл четвертого роздiлу присвячений опису трансля-
цiйно iнварiантних пiдпросторiв, породжених нециклiчними функцiями у
просторi H2

σ(C+), σ > 0. Позначивши через spanH2
σ(C+) {G(z)eτz : τ ≤ 0} за-

микання лiнiйної оболонки системи {G(z)eτz : τ ≤ 0}, отримали наступне
твердження.
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Теорема 4.13. Нехай σ > 0 i

G(z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

для деякого c ∈ R. Тодi spanH2
σ(C+) {G(z)eτz : τ ≤ 0} спiвпадає з множиною

всiх таких функцiй вигляду

Q(z) = κ(z)e−
2σ
π z ln zec̃z,

що κ ∈ H2(C+), причому послiдовнiсть нулiв функцiї G є пiдпослiдовнiстю
послiдовностi нулiв функцiї κ, hκ − hG є незростаючою i

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
.

На основi попереднiх теорем можемо сформулювати твердження, яке
показує, що за певних умов трансляцiйно iнварiантний пiдпростiр, поро-
джений функцiєю G ∈ H2

σ(C+), σ > 0, або спiвпадає зi всiм простором
G ∈ H2

σ(C+), або з простором Гардi, домноженим на деяку фiксовану фун-
кцiю.
Наслiдок 4.4. Якщо G ∈ H2

σ(C+), G(z) ̸= 0 для кожного
z ∈ C+ i hG є сталою, то

spanH2
σ(C+) {G(z)eτz : τ ≤ 0}

=

{
H2(C+)I

∗
G(z), G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+) для деякого c ∈ R,

H2
σ(C+) в протилежному випадку.

Останнiй пiдроздiл цього роздiлу присвячений iнтерпретацiї критерiю
циклiчностi для випадку одиничного круга. При цьому розглядається про-
стiр Гардi в крузi з вагою, зосередженою поблизу точки на одиничному ко-
лi. На нашу думку, перспективною є задача одержання аналогiв тверджень
цiєї дисертацiї для просторiв, якi розглядали С. Ю. Фаворов i Л. Б. Голин-
ський, вага у яких зосереджена поблизу множини мiри нуль на одиничному
колi.

Роздiл 5 присвячений дослiдженню деяких iнтегральних операторiв у
просторах аналiтичних функцiй. Вiн складається з трьох пiдроздiлiв та
висновкiв. У першому пiдроздiлi розглядається оператор

Tf(x) =

+∞∫
0

uK(x− u)

(u− x)(u+ x)
f(u)du.
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в просторi H1
σ(C+), iнтерес до якого зумовлений, зокрема, деякими питан-

нями роздiлiв 3 i 4.
Теорема 5.1. Нехай K : C → C є непарною, 2π

σ – перiодичною функцiєю,
K зображається на промiжку

[
−π

σ ;
π
σ

]
рядом Фур’є за синусами

K(t) =
∞∑
k=1

bk sin kσt,

i ∞∑
k=1

k|bk| < +∞.

Тодi T є обмеженим оператором з H1
σ(C+) в L1(0;+∞) з нормою

∥T∥ 6 πα

2
,

де

α =
∞∑
k=1

|bk|.

Для порiвняння з цим результатом нами показано, що T не є обмеженим
оператором з L1(0;+∞) в L1(0;+∞) для випадку K(t) = sin σt.

Нехай Ep[Dσ] та Ep
∗ [Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, є просторами аналiти-

чних функцiй вiдповiдно в областях Dσ = {z : | Im z| < σ,Re z < 0} та
D∗

σ = C\Dσ, для яких виконується нерiвнiсть (5), у якiй супремум бере-
ться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiдповiдно в Dσ та D∗

σ. Функцiї f ,
що належать цим просторам, мають майже скрiзь на ∂Dσ кутовi граничнi
значення, що позначаємо через f(z) i f ∈ Lp[∂Dσ].

Наступнi два пiдроздiли присвяченi аналiзу у термiнах перетворення
Фур’є-Лапласа функцiї f ∈ E2[Dσ] розв’язкiв рiвняння типу згортки у
пiвсмузi ∫

∂Dσ

f(w + τ)g(w)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ E2
∗ [Dσ]. (6)

Отримано наступнi необхiднi умови нетривiальностi розв’язку.
Теорема 5.2. Нехай функцiя f ∈ E2[Dσ], f ̸≡ 0, є розв’язком рiвняння
(6). Тодi функцiя F1(iy)G(iy)eσy, де

F1(z) =
1√
2π

∫
l1

f(w)e−zwdw,
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є кутовою граничною функцiєю на iR деякої аналiтичної в C+ функцiї P1,
такої що для кожного δ ∈ (0; π/4)

sup


+∞∫
0

∣∣P1(re
iφ)

∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈
(
−π

2
;
π

2

)
\(−δ; δ)

 < +∞.

В останньому пiдроздiлi розглядаємо розв’язки рiвняння (6), породже-
нi ”глибоким нулем” (у термiнологiї В. П. Хавiна), функцiї G. В цьому
пiдроздiлi ми розглядаємо конструктивний опис розв’язкiв у випадку 3).
Зазначимо, що цей випадок не має аналогу для σ = 0. Два iншi випад-
ки, за яких можливi нетривiальнi розв’язки рiвняння (6), а саме наявнiсть
хоч одного нуля в C+ чи нетривiальнiсть iнтегральної граничної функцiї
функцiї G, вивчалися ранiше Б. В. Винницьким i автором.
Теорема 5.3. Нехай функцiя f ∈ E2[Dσ], f ̸≡ 0, є розв’язком рiвняння
(6), функцiя G не має нулiв в C+ i гранична функцiя h функцiї G є сталою.
Тодi визначенi рiвностями

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f(w)e−zwdw, j ∈ {1; 2; 3},

функцiї F1 та F3 є цiлими i мають в C+ вигляд

F1(z) = eiσzea1zκ1(z)
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn

exp

(
z

λn
+

z

λn

)
,

F3(z) = e−iσzea3zκ3(z)
∏

|µn|≤1

z − µn

z + µn

∏
|µn|>1

1− z/µn

1 + z/µn

exp

(
z

µn
+

z

µn

)
,

де a1 ∈ R, a3 ∈ R, κ1 ∈ H2(C+), κ3 ∈ H2(C+), функцiї κ1 та κ3 не мають
жодного нуля в C+ i їх граничнi функцiї є сталими. Послiдовностi нулiв (λn)

та (µn) вiдповiдно функцiй F1 та F3 мiстяться обидвi в C+ i задовольняють
умови ∑

|λn|≤1

Reλn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn

|λn|
− σ

π
log r

 = β1,
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∑
|µn|≤1

Reµn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|µn|≤r

(
1

|µn|
− |µn|

r2

)
Reµn

|µn|
− σ

π
log r

 =β3,

причому β1 ∈ R, β3 ∈ R. Також F1(z)e
−iσz ∈ H2(C−), F3(z)e

iσz ∈ H2(C−).
Ця теорема завершує побудову аналогу теорiї спектрального аналiзу

В. П. Гурарiя в E2[Dσ].
Роздiл 6 присвячений дослiдженню просторiв Гардi-Смiрнова у необме-

женiй багатокутнiй областi D комплексної площини. У першому його пiд-
роздiлi розглядається перетворення Фур’є-Лапласа функцiї f ∈ E2[D].

Нехай D - необмежений опуклий n- кутник, n ∈ N, що лежить в деякому
кутi комплексної площини, величина якого є меншою за π, i межа якого
складається з пiвпрямих l1 i ln+1 та, можливо, вiдрiзкiв l2, ..., ln, нумерацiя
i орiєнтацiя яких вiдповiдає додатному обходу ∂D. Далi, нехай D∗ = C\D,
а Ep[D] i Ep

∗ [D] - простори функцiй, аналiтичних вiдповiдно в D i D∗, для
яких

sup


∫
γ

|f(z)|p|dz|


1/p

< +∞

(тут пiд |dz| розумiємо елемент довжини), де супремум береться за всiма
вiдрiзками γ, що лежать в D (вiдповiдно в D∗). В останньому означеннi
замiсть вiдрiзкiв γ супремум можна брати також за всiма ламаними, що
мiстяться в D (чи, вiдповiдно в D∗), сторони яких паралельнi сторонам
(вiдрiзкам чи прямим) ∂D. Цi простори розглядалися ранiше Б. В. Винни-
цьким. Там, зокрема, показано, що функцiї iз цих просторiв мають майже
скрiзь (м.с.) на ∂D кутовi граничнi значення i f ∈ Lp(∂D).

У випадку, коли D є областями C(α, β) = {z : α < arg z < β} чи Dσ =

{z : Re z < 0, | Im z| < σ}, вказанi простори спiвпадають з дослiджуваними
вiдповiдно у М. М. Джрбашяном та Б. В. Винницьким.

Нехай m,n = [m;n]∩Z. Позначимо через aj, j = 1, n, скiнченнi вершини
областi D, через αj, j ∈ 1, n+ 1 – величини кутiв, що рахуються в дода-
тному обходi, мiж додатним напрямом осi абсцис i напрямним вектором
променя чи вiдрiзка lj, який визначається ранiше вибраним обходом ∂D,
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а через l∗j - пряму, що проходить через сторону lj. Нехай π
β , 1 < β 6 +∞,

– величина кута π − αn+1 + α1. Через
−→
b при β < +∞ позначимо вектор

з початком у точцi перетину прямих l∗1 i l∗n+1, який лежить на бiсектрисi
l∗1 i l∗n+1 та напрямлений в сторону областi D. Якщо ж β = +∞, то через
−→
b позначатимемо вектор, напрям якого спiвпадає з вибраним напрямом
сторони ln+1. Нехай φ∗, 0 6 φ∗ < 2π, – кут мiж додатним напрямом дiйсної
осi i вектором

−→
b , який вимiрюється вiд цiєї осi у додатному напрямi. Через

π∗(lj) позначимо ту пiвплощину, утворену прямою l∗j , що не мiстить областi
D. Нехай також 1/α + 1/β = 1 (якщо β = +∞, то вважаємо, що α = 1) i
h(θ) = h(θ,D), де

h(θ,D) = sup
{
Re

(
ze−iθ

)
: z ∈ D

}
.

Функцiя h є неперервною на промiжку △α,φ∗ = {θ : |θ − π + φ∗| 6 π/(2α)}.
Позначимо через Hp(D×, h), 1 6 p < +∞, простiр функцiй f , аналiтичних
в кутi D× = {z : |arg z − π + φ∗| < π/(2α)}, для яких

||f ||p := sup
|φ−π+φ∗|<π/(2α)


+∞∫
0

|f(reiφ)|pe−prh(φ)dr

 < +∞.

Нехай W 2
σ – простiр Вiнера цiлих функцiй експоненцiального типу 6 σ,

звуження яких на R належать до простору L2(R), а через H2(C−) простiр
Гардi у пiвплощинi C− = {z : Re z < 0}. Нехай далi D−

× = C \ D×. Через
T 2(D−

×) позначимо множину всiх впорядкованих наборiв F = (F1, F2, ..., Fn+1),
де F1(ze

−iα1)ea1z ∈ H2(C−), Fn+1(ze
i(π−αn+1))ean+1z ∈ H2(C−), а

Fj

(
ze−i(αj−π/2)

)
e

aj+aj−1
2 z ∈ W 2∣∣∣aj−aj−1

2

∣∣∣, причому

n+1∑
j=1

Fj(z) = 0, z ∈ D−
×. (7)

Простiр T 2(D−
×) можна розглядати як нормований простiр з нормою ||F || =

max
{
max

{
||Fj||W 2, j ∈ 2, n

}
; ||F1||H2; ||Fn+1||H2

}
, де пiд ||Fj||H2 та ||Fj||W 2

розумiємо норми у вiдповiдних просторах Гардi та Вiнера. Властивостi про-
сторiв H2(D×, h) та E2

∗ [D] вiдзначено Б. В. Винницьким.
Теорема 6.1. Рiвностi

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f(w)e−zwdw, f ∈ E2[D], (8)
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де j ∈ 1, n+ 1, задають взаємно однозначне вiдображення простору
E2[D] на T 2(D−

×) i справедлива двоїста формула

f(w) =
−1

i
√
2π

n+1∑
j=1

e−iφj

+∞∫
0

Fj(re
−iφj)ere

−iφjwdr,

де w ∈ D, φj = αj − π/2.
Основним результатом роздiлу є наступний аналог теореми про згортку.

Теорема 6.3. Якщо f ∈ E2[D] i g ∈ E2
∗ [D], то для кожного τ ∈ C(αn+1; π + α1)

справджується рiвнiсть∫
∂D

f(w + τ)g(w)dw =
n+1∑
j=1

+∞e−iφj∫
0

Φj(z)e
τzdz,

де Φj = FjG, j ∈ 1;n+ 1, функцiї Fj визначенi рiвностями (8), а G –
рiвнiстю

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂D

g(w)ezwdw. (9)

Також одержано критерiй iснування нетривiальних роз’язкiв рiвняння
типу згортки в областi D.
Теорема 6.5. Нехай функцiя G визначена рiвнiстю (9). Тодi рiвняння∫

∂D

f(w + τ)g(w)dw = 0,

в якому τ ∈ C(αn+1;π + α1), має ненульовий розв’язок f ∈ E2[D],
f ̸≡ 0, тодi i тiльки тодi, коли система

{
G(z)eτz : τ ∈ C(αn+1; π + α1)

}
не

є повною в H2(D×, h).
Останнiй, сьомий, роздiл починається зi встановлення еквiвалентного

формулювання гiпотези Рiмана про нулi дзета-функцiї.
Теорема 7.2. Нехай G1 – аналiтична в C+ функцiя, сингулярна грани-
чна функцiя якої є сталою, G1 має єдиний простий нуль в точцi z = 1/2,
G1(z)ζ(z + 1/2) ∈ H2

σ̂(C+), σ̂ > 0 i

lim inf
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1 (it)| dt−

σ̂

π
ln r

 = −∞.
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Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1) справджується гiпотеза Рiмана;

2) G1(z)ζ(z + 1/2) – циклiчна функцiя в H2
σ (C+) для кожного σ ≥ σ̂.

Розглянувши конкретнi функцiї G1, можна одержати прозорiшi твер-
дження.
Наслiдок 7.2. Гiпотеза Рiмана справджується тодi i тiльки тодi, коли
функцiя

z − 1/2

(z + 1/2)2
ζ(z + 1/2)

є циклiчною в H2
σ (C+) для деякого σ ≥ 0.

Для випадку σ = 0 цей результат спiвпадає з однiєю теоремою Ж.-Ф.
Бурноля. Також на конкретному прикладi розглянуто труднощi, з якими
можна зiткнутися при спробi довести гiпотезу Рiмана за допомогою теоре-
ми 7.2.

Другий пiдроздiл присвячено отриманню теореми про зображення для
простору E , який визначаємо як простiр функцiй G, що зображаються у
виглядi

G(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))g(t)dt, g ∈ L2(0; 1).

Позначимо клас парних функцiй з W 2
σ через PW 2

σ,+.
Теорема 7.5. Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) G ∈ E ;
2) G є парною цiлою функцiєю експоненцiального типу σ ≤ 1, для якої
функцiя

G(w)−G(0)

w2

належить до L1(R), функцiя

z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw

належить до L2(0;+∞) i виконується умова
+∞∫

−∞

G(w)−G(0)

w2
dw = 0;
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3) рiвняння f(z) − zf ′(z) = G(z) має на (0;+∞) розв’язок f = F , що
належить PW 2

1,+;
4) G — парна цiла функцiя, i функцiя

G̃(z) := G(z)− z

z∫
0

G′(w)

w
dw

належить до простору PW 2
1,+ ;

5) G — парна цiла функцiя експоненцiального типу σ ≤ 1, функцiя

G(w)−G(0)

w2

належить до L1(R), функцiя

z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw

належить до L2(0;+∞) i G(z) = G1(z) + G1(−z), де G1 — цiла функцiя,
для якої

|G1(z)| ≤ c1 (1 + |z|) /
√
1 + Im z, Imz ≥ 0.

Цю теорему в останньому пiдроздiлi застосовуємо для встановлення кри-
терiю повноти та критерiю повноти i мiнiмальностi системи
{cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1). Подiбнi дослiдження до-
повнюють деякi результати Б. В. Винницького та О. В. Шавали.
Теорема 7.6. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть таких рiзних
комплексних чисел, що ρ2k ̸= ρ2m, якщо k ̸= m. Система {vk : k ∈ N},
vk(t) = cos tρk + tρk sin tρk є неповною в просторi L2(0; 1) тодi i тiльки тодi,
коли послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{0}), ρ−k := −ρk, є пiдпослiдовнiстю нулiв
деякої ненульової цiлої функцiї G ∈ E .
Теорема 7.10. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть рiзних ком-
плексних чисел таких, що ρ2k ̸= ρ2m при k ̸= m. Система {vk : k ∈ N}
є повною i мiнiмальною в L2(0; 1) тодi i тiльки тодi, кодi послiдовнiсть
(ρk : k ∈ Z\{0}), ρ−k := −ρk, k ∈ N, є послiдовнiстю нулiв такої парної
цiлої функцiї D /∈ E , що для деяких αk ∈ C i s ∈ C, s2 ̸= ρ2ν для всiх ν ∈ N,
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функцiя

Tk(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)

або функцiя

T̃k(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)

належить до простору E .

ВИСНОВКИ

Дисертацiя мiстить новi науково обгрунтованi результати, що в сукупностi
значно просувають теорiю просторiв аналiтичних функцiй.

Змiст основних результатiв дисертацiї полягає в наступному:

• знайдено критерiй циклiчностi функцiй у просторi H2
σ(C+);

• отримано опис трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у
просторi H2

σ(C+);

• знайдено нову реалiзацiю принципу невизначеностi в гармонiчному
аналiзi для пари функцiй: функцiї та їх перетворення Фур’є не мо-
жуть бути одночасно дуже малими;

• встановлено для функцiй iз простору Hp
σ(C+), σ > 0, 1 ≤ p < +∞,

еквiвалентнiсть швидкого зростання у деякому сенсi по уявнiй осi та
швидкого спадання по уявнiй осi;

• знайдено новi зображення для функцiй з вагових просторiв Гардi;

• встановлено критерiй розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• завершено встановлення аналогу теорiї спектрального аналiзу В.П. Гу-
рарiя для простору Гардi-Смiрнова у пiвсмузi E2[Dσ];

• одержано аналог теореми про зображення та теореми про згортку для
просторiв типу Смiрнова у багатокутнiй необмеженiй областi;

• знайдено новий еквiвалент гiпотези Рiмана, чим узагальнено один ре-
зультат Ж.-Ф. Бурноля;

• встановлено критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi системи
{cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).
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Основнi результати дисертацiї мають завершений вигляд або критерi-
альний характер. При їх отриманнi використовуються класичнi та сучаснi
методи комплексного та функцiонального аналiзу та деякi прийоми з робiт
А. Бьорлiнга, Б. Я. Левiна, Ю. I. Любарського, А. М. Сєдлєцкого, Б. В.
Винницького, В. П. Гурарiя.

На основi доведених у роздiлах 4 i 7 результатiв можна висунити такi
загальнi принципи:

1) якщо перетворення Фур’є суми двох функцiй є ”дуже малим” при при-
родних обмеженнях на самi функцiї, то кожна з функцiй є ”дуже малою”;

2) для функцiй експоненцiального зростання у пiвплощинi ”екстремаль-
не” зростання їх модуля на межi є еквiвалентним ”екстремальному” спа-
данню всерединi пiвлощини;

3) циклiчнiсть функцiї iз вагового простору Гардi є еквiвалентною вiд-
сутностi ”екстремальностi” в поведiнцi модуля функцiї.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер. Вони можуть бути
застосованими у подальших дослiдженнях з теорiї аналiтичних функцiй,
зокрема просторiв типу Гардi, Неванлiнни та Бергмана, теорiї iнтерполя-
цiї, теорiї наближення, рядiв Дiрiхле, також при вивченнi мероморфних та
субгармонiйних функцiй, в теорiї ймовiрностi. Як i результати класичної
теорiї просторiв Гардi, одержанi результати можуть отримати застосуван-
ня у теорiї iнформацiї, квантовiй механiцi, теорiї керування, сейсмологiї та
iнших дисциплiнах.

Результати дисертацiї опублiковано в фахових журналах, вони були опри-
людненi на багатьох мiжнародних наукових конференцiях i спецiалiзованих
наукових семiнарах. Це пiдтверджує їх достовiрнiсть.
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АНОТАЦIЯ

Дiльний В.М. Асимптотичнi та апроксимацiйнi властивостi функцiй
експоненцiального типу та їх застосування. - Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 - математичний аналiз. - Львiвський нацiо-
нальний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2015.

У дисертацiйнiй роботi розглянуто простори аналiтичних функцiй типу
Гардi, зокрема ваговi простори Хардi з експоненцiальною вагою. Одержа-
но критерiй циклiчностi функцiй у цьому просторi. Для цього виявилося
необхiдним розробити теорiю вагових просторiв Гардi, зокрема отримати
теореми типу Пелi-Вiнера про зображення та аналiтичне продовження, те-
ореми типу Фрагмена-Лiндельофа, типу Пуассона. Одержанi результати
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застосовано для опису розв’язкiв рiвняння типу згортки у пiвсмузi, дослi-
дження дзета-функцiї Рiмана. Доведено один iз варiантiв принципу неви-
значеностi в гармонiчному аналiзi для пари функцiй. Розглядаються задачi
розщеплення функцiй iз просторiв Пелi-Вiнера та вагових просторiв Гардi.
Одержано необхiднi i достатнi умови їх розв’язностi. Отримано теореми про
зображення та про згортку для просторiв Гардi-Смiрнова у необмежених
багатокутних областях.

Ключовi слова: аналiтична функцiя, простiр Гардi, простiр Смiрнова,
циклiчна функцiя, простiр Пелi-Вiнера, теорема Пелi-Вiнера, рiвняння ти-
пу згортки, принцип невизначеностi в гармонiчному аналiзi, повна система,
мiнiмальна система, гiпотеза Рiмана.

ABSTRACT
Dilnyi V.M. Asymptotic and approximation properties of functions of

exponential type and their applications. - Manuscript.
The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality 01.01.01 - Mathematical Analysis. - Ivan Franko Lviv
National University, Lviv, 2015.

In the dissertation paper we consider some spaces of analytic functions,
in particular, weighted Hardy spaces with exponential growth of weight. The
central result is the criterion for cyclicity of functions in this space. For this
result we develop a theory of weighted Hardy spaces, including Paley-Wiener
type theorems on representation and on analytic continuation, Phragmen-Lindelof
type theorems, as well as Cauchy and Poisson type theorem.

These results are used to describe solutions of the convolution type equation
in a half-strip, for studies on the Riemann zeta function.

We prove a variant of the uncertainty principle in harmonic analysis for pair
of functions. Problems on decomposition in the Paley-Wiener and weighted
Hardy spaces are considered. We obtain necessary and sufficient conditions of
their solvability. For the Hardy-Smirnov space in unbounded polygonal domains
representation theorem and convolution theorem are obtained.

Key words: analytic function, Hardy space, Smirnov space, cyclic functi-
on, Paley-Wiener space, Paley-Wiener theorem, convolution type equation,
uncertainty principle in harmonic analysis, complete system, minimal system,
Riemann hypothesis.
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АННОТАЦИЯ
Дильный В.М. Асимптотические и аппроксимационные свойства фун-

кций экспоненциального типа и их применения. - Рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математических

наук по специальности 01.01.01 - математический анализ. - Львовский на-
циональный университет имени Ивана Франко, Львов, 2015.

В диссертационной работе рассмотрены пространства аналитических
функций типа Харди, в частности весовые пространства Харди с экспонен-
циальным весом. Получен критерий цикличности в этом пространстве. Для
этого оказалось необходимым разработать теорию весовых пространств
Харди, в частности, доказать теоремы типа Пэли-Винера о представлении
и аналитическом продолжении, теоремы типа Фрагмена-Линдельофа, типа
Пуассона.

Полученные результаты применены для описания решений уравнения
типа свёртки в полуполосе, изучения дзета-функции Римана. Доказано
один из вариантов принципа неопределенности в гармоническом анализе
для пары функций.

Рассматриваются задачи о расщеплении функций из пространств Пэли-
Винера и весовых пространств Харди. Получены необходимые и достато-
чные условия их разрешимости. Доказаны теоремы о представлении и свер-
тке для пространств Харди-Смирнова в неограниченных многоугольных
областях.

Ключевые слова: аналитическая функция, пространство Харди, про-
странство Смирнова, циклическая функция, пространство Пэли-Винера,
теорема Пэли-Винера, уравнение типа свертки, принцип неопределенности
в гармоническом анализе, полная система, минимальная система, гипотеза
Римана.
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