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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Ряди Дiрiхле з невiдє’мними зростаючими до +∞
показниками є безпосереднiм узагальненням степеневих рядiв. Їх роль як у
математичному аналiзi, так у теорiї чисел, теорiї диференцiальних рiвнянь та
iнших роздiлах сучасної математики добре вiдома. У другiй половинi минулого
столiття зацiкавленiсть рядами Дiрiхле зросла завдяки дослiдженням росiйсь-
ких математикiв А.Ф. Леонтьєва,Ю.Ф. Коробейника та їх учнiв про зображення
аналiтичних функцiй рядами Дiрiхле та їх узагальненнями.

Дещо iнший напрямок дослiджень властивостей аналiтичних функцiй,
зображених рядами Дiрiхле, розробляється львiвськими математиками
М.М. Шереметою, Б.В. Винницьким, О.Б. Скаскiвим, М.В. Заболоцьким,
П.В. Фiлевичем та iншими.

Зростання ряду Дiрiхле з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi σa
здебiльшого ототожнюють зi зростанням максимум модуля M(σ) його суми на
вертикальнiй прямiй з абсцисою σ < σa. Знаходження зв’язку мiж зростанням
M(σ) i поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле здiйснюється у два етапи.
Спочатку знаходиться зв’язок мiж зростанням максимального члена µ(σ) ряду
Дiрiхле i поводженням коефiцiєнтiв, а потiм з огляду на нерiвнiсть Кошi µ(σ) ≤
M(σ) знаходяться оцiнки M(σ) через µ(σ) зверху.

Ще у 1903 р. Е. Лiндельоф вказав умови на тейлоровi коефiцiєнти цiлої
функцiї, за яких її порядок дорiвнює нижньому порядку, а тип
дорiвнює нижньому типу. Для випадку цiлих функцiй експоненцiального типу
результат Е. Лiндельофа був перевiдкритий М.В. Говоровим i Н.М. Черних1.
М.М. Шеремета та М.В. Заболоцький2, узагальнюючи теорему Е. Лiндельофа,
знайшли умови на коефiцiєнти i показники ряду Дiрiхле, за яких lnµ(σ) ∼ Φ(σ)

при σ ↑ σa, де Φ - задана на (−∞, σa) опукла функцiя. Трохи пiзнiше М.М.
Шеремета та О.М. Сумик3 вказали умови, за яких Φ1(σ) ≤ lnµ(σ) ≤ Φ2(σ), де
Φ1(σ) i Φ2(σ) - заданi опуклi функцiї.

Зв’язок мiж зростанням lnM(σ) i lnµ(σ) дослiджували багато авторiв. В
термiнах функцiї порiвняння Φ(σ) найзагальнiший результат отримав

1Говоров Н.В. О признаках полной регулярности роста некоторых классов целых функций
экспоненциального типа, представленных интегралами Бореля, рядами Ньютона, Дирихле и степенными
рядами / Н.В. Говоров, Н.М. Черных. // Докл. АН СССР. – 1979. – Т. 249, № 6. – С. 1295-1299.

2Заболоцький М.В. Узагальнення теореми Лiндельофа / М.В. Заболоцький, М.М. Шеремета // Укр. мат.
журн. – 1998. – Т. 50, Вып. 9. – С. 1177–1192.

3Sumyk O.M. A connection between the growth of Young conjugate function/ О.М. Sumyk, М.М. Sheremeta
// Nonlinear boundary problems. Sbornik nauch. trudov.– 2001.– T. 11.– C. 197–201.
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М.М. Шеремета, який вказав необхiдну i достатню умови на показники для
того, щоб для кожного ряду Дiрiхле з фiксованою послiдовнiстю показникiв
з нерiвностi lnµ(σ) ≤ Φ(σ) випливала нерiвнiсть lnM(σ) ≤ Φ(σ) + Φ1(σ), де
Φ1(σ) = o(Φ(σ)) при σ ↑ σa. У зв’язку з цим результатом виникла актуальна
проблема опису асимптотичного поводження функцiї Φ1(σ), для розв’язання
якої стало актуальним отримання оцiнок зверху i знизу суми ряду Дiрiхле з
невiд’ємними коефiцiєнтами.

У теорiї цiлих функцiй зусиллями харкiвських математикiв з’явився новий
напрямок - дослiдження властивостей основних характеристик у термiнах
спочатку двохчленної, а потiм багаточленної асимптотики. М.М. Шеремета
вперше подiбну задачу розв’язав для цiлих рядiв Дiрiхле. Спочатку вiн 4 для
цiлих рядiв Дiрiхле у термiнах двохчленної степеневої асимптотики встановив
зв’язок мiж зростанням µ(σ) i спаданням коефiцiєнтiв, а потiм5 - мiж зростанням
M(σ) i µ(σ). О.М Сумик у термiнах двохчленних степеневих асимптотик вказала
зв’язок мiж зростанням lnµ(σ) i поводженням коефiцiєнтiв як для цiлих рядiв
Дiрiхле, так i для рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi.
Також О.М. Сумик6 i М.М. Грицiв7 вивчили багаточленну асимптотику лога-
рифма максимального члена цiлого ряду Дiрiхле у термiнах n-членної показни-
кової асимптотики для n ≥ 3. Тричленну степеневу асимптотику lnµ(σ) для
цiлих рядiв Дiрiхле дослiдили М.М. Шеремета i Л.Л. Лугова8. Залишилась
вiдкритою актуальна задача про зв’язок мiж зростанням i поводженням
коефiцiєнтiв рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi у термiнах
багаточленної i зокрема тричленної степеневої асимптотики.

Для цiлої функцiї порядку ρ i нижнього порядку λ, задану лакунарним
степеневим рядом зi степенями λn, Дж. Уiттекер довiв, що λ ≤ %β, де β =

lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

. Л. Сонс9 зробила спробу довести, що для аналiтичних в одиничному

крузi функцiй порядку ρ0 i нижнього порядку λ0 правильна оцiнка λ0 + 1 ≤
4Шеpемета М.Н. Двучленная асимптотика целых pядов Диpихле / М.Н. Шеpемета // Теоpия функций,

функциональный анализ и их пpиложения (Харьков) – 1990. – Вып. 54. – С. 16–25.
5Sheremeta M.M. On the second term of asymptotic behaviour of entire Dirichlet series / М.М. Sheremeta //

J. Analysis. – 1995. – V. 3. – P. 213–218.
6Sumyk O.M. On n-member asymptotics for logarithm of maximal term of entire Dirichlet series / О.М. Sumyk

// Мат. студiї. – 2001. – Т. 15, № 2. – С. 200–208.
7Грицiв М.М. Тричленна показникова асимптотика логарифма максимального члена цiлого ряду Дiрiхле

/ М.М. Грицiв, М.М. Шеремета // Мат. студiї. - 2011. - Т.35, № 1. - С. 37-49.
8Лугова Л.Л. Про тричленну степеневу асимптотику цiлого ряду Дiрiхле / Л.Л. Лугова, М.М.

Шеремета // Мат. студiї. – 2007. – Т. 28, № 1. – С. 37–40.
9Sons L.R. Regularity of growth and gaps / Sons L.R. // J. Math. Anal. and Appl. - 1968. - V.24 - P. 296-306.
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(%0 +1)β. Як виявилось, мiркування Л. Сонс були помилковими i правильним є
повний аналог нерiвностi Уiттекера λ0 ≤ %0β. П.В. Фiлевич i М.М. Шеремета10

перенесли цi результати на цiлi ряди Дiрiхле скiнченногоR-порядку i абсолютно
збiжнi ряди логарифмiчного порядку. З iншого боку, А.М. Гайсин11 для
характеристики зростання рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi ввiв так званий R-порядок. Тому актуальною стала проблема
отримати аналоги теореми Е. Лiндельофа i нерiвностi Дж. Уiттекера для абсо-
лютно збiжних у пiвплощинi рядiв Дiрiхле скiнченного R-порядку за Гайсиним.

Зв’язок роботи з науковими програмами, темами. Тематика
дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi проводяться в галузi
математики у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка.
Матерiал дисертацiї є складовою частиною держбюджетних тем: Мг–159 Ф
"Методи комплекного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiтичних функцiй
у банахових просторах"(номер держреєстрацiї 0113 U 000184), Мг–145 Ф "Новi
комплексно-ймовiрнiснi методи дослiдження асимптотичних властивостей
аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадковими рядами та
iнтегралами"(номер держреєстрацiї 0113 U 003051).

Мета i завдання дослiджень. Метою є:
- для рядiв Дiрiхле з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi i додатними
коефiцiєнтами отримати оцiнки знизу i зверху їх сум;
- застосувати отриманi оцiнки до встановлення зв’язку мiж зростанням
логарифмiв максимума модуля i максимального члена у термiнах функцiї
порiвняння;
- в термiнах багаточленної (зокрема тричленної) степеневої асимптотики
встановити зв’язок мiж зростанням логарифмiв максимуму модуля та максима-
льного члена i поводженням коефiцiєнтiв рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою
абсолютної збiжностi;
- для рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi скiнченного
R-порядку за Гайсиним отримати аналоги теореми Лiндельофа i нерiвностi
Уiттекера.

Об’єктом дослiдження є ряди Дiрiхле з невiд’ємними зростаючими до +∞
показниками.

10Фiлевич П.В. Про одну теорему Л. Сонс та асимптотичне поводження рядiв Дiрiхле / Фiлевич П.В.,
Шеремета М.М. // Укр. матем. вiсник - 2006. - Т.3, N 2. - С. 187-198.

11Гайсин A.M. Оценка роста функции, представленной рядом Дирихле, в полуплоскости / A.M. Гайсин
// Матем. сб. – 1982. – Т. 117 (159), № 3. – С. 412–424.



4

Предметом дослiдження є оцiнки суми ряду Дiрiхле, багаточленна сте-
пенева асимптотика ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi,
регулярнiсть зростання таких рядiв скiнченного R-порядку за Гайсиним.

Методи дослiдження. Для розв’язання цих задач використовуються
методи математичного аналiзу i результати М.М. Шеремети та О.М. Сумик.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї є
новими. У роботi вперше:
- отримано новi оцiнки зверху та знизу ряду Дiрiхле з додатними коефiцi-
єнтами, за допомогою яких отримано непокращуванi результати про
спiввiдношення мiж зростанням максимума модуля, максимального члена i
поводженням коефiцiєнтiв;
- у термiнах багаточленної (зокрема, тричленної) степеневої асимптотики вста-
новлено зв’язок мiж зростанням максимуму модуля i максимального члена i
поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi;
- для рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi скiнченного
R-порядку за Гайсиним отримано аналоги теореми Лiндельофа i нерiвностi
Уiттекера.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя має
теоретичний характер. Її результати є внеском в теорiю рядiв Дiрiхле i можуть
бути використанi як у загальнiй теорiї аналiтичних функцiй, так i в iнших
роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Наведенi результати отримано
самостiйно. У спiльних з науковим керiвником статтях спiвавтору належить
постановка задач та загальне керiвництво. Зi спiльної з О.М. Сумик статтi,
отриманi спiвавтором результати у дисертацiю не увiйшли.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано
на мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. В. Я. Скоробагатька (19-23 вересня,
2011 р., Дрогобич); мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї присвяче-
нiй 120-рiччю з дня народження Стефана Банаха (17-21 вересня, 2012 р., Львiв);
мiжнароднiй науковiй конференцiї "Complex Analysis and Related Topics"( Lviv,
Ukraine, September 23-28, 2013); IV мiжнароднiй конференцiї присвячена пам’ятi
Ганса Гана (1879-1934) (30 червня – 5 липня, 2014 р., Чернiвцi); науковiй
конференцiї присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження К.М. Фiшмана та
М.К. Фаге (1-4 липня, 2015, Чернiвцi); мiжнароднiй математичнiй конференцiї
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присвяченiй пам’ятi В.Я. Скоробагатька ( 25-28 серпня, 2015, Дрогобич);
львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники
проф. А. А. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв), cемiнарi з теорiї потенцiалу та
його застосувань у Львiвському нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка
(керiвники проф. О. Б. Скаскiв i проф. I. Е. Чижиков), науковому семiнарi з
теорiї аналiтичних функцiй у Прикарпатському державному унiверситетi
iм. В. Стефаника (керiвник проф. П.В. Фiлевич).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 12
статтях та наукових повiдомленнях, з яких 6 опублiковано у фахових виданнях.

Структура i об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку
умовних позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та списку використаних
джерел, який налiчує 89 найменувань. Загальний обсяг дисертацiї - 160 сторiнок,
обсяг списку використаних джерел - 10 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Роздiл 2 "Оцiнки суми ряду Дiрiхле"присвячений оцiнкам величини
M1(σ, F ) =

∑∞
n=0 |an| exp{σλn} як для цiлих, так i для абсолютно збiжних у

пiвплощинi рядiв Дiрiхле

F (s) =
∞∑
n=1

an exp{sλn}, s = σ + it. (2.1)

Через S(Λ, A) позначимо клас рядiв Дiрiхле (2.1) зi заданою послiдовнiстю Λ =

(λn) показникiв i абсцисою абсолютної збiжностi σa = A. Оскiльки M(σ, F ) ≤
M1(σ, F ), то з оцiнок зверху для M1(σ, F ) негайно отримуються такi ж оцiнки
дляM(σ, F ). Зауважимо також, що у випадку додатних коефiцiєнтiвM1(σ, F ) =

M(σ, F ) i, отже, оцiнки знизу дляM1(σ, F ) iM(σ, F ) збiгаються. Цiєю обстави-
ною ми будемо користуватися для застосування отриманих результатiв.

Оцiнки знизу отримано у пiдроздiлi 2.1. Тут доведено такi теореми.

Теорема 2.1. Нехай A = +∞, Φ ∈ Ω(+∞), γ - невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя. Для q ∈ (0, 1) i x ≥ 1 приймемо
∆γ(x; q) = 1

x

(
γ−1(x)− γ−1(x− e−qx)

)
.

Якщо коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле задовольняють умову
ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, iснує q ∈ (0, 1), таке, що

∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x)) → 0 при x → +∞, i виконується умова lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 1,

то



6

lim
σ→+∞

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≥ 1− q > 0.

Теорема 2.2. Нехай A = 0, Φ ∈ Ω(0), γ - невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя. Якщо коефiцiєнти абсолютно
збiжного у пiвплощинi {s : Reσ < 0} ряду Дiрiхле задовольняють умову
ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, iснує q ∈ (0, 1) таке, що ∆γ(x; q) =

O(1) при x→ +∞, i виконується умова lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 1, то

lim
σ↑0

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≥ 1− q > 0.

У пiдроздiлi 2.2 доведено теореми, якi вказують на оцiнки M(σ, F ) знизу.
Основною тут є наступна теорема.

Теорема 2.3. Нехай A = +∞ або A = 0, F ∈ S(Λ, A), а функцiя Φ ∈ Ω(A)

така, що функцiя Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ)) при σ ↑ A. Припустимо, що невiд’ємна
неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така, що функцiя γ(x)/x

незростаюча на [x0,+∞) i γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x))) при x → +∞. Тодi, якщо

ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, то з умови lim
n→∞

ln n

γ(λn)
= 0 випливає,

що

lim
σ↑A

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ 0. (2.6)

Крiм цiєї теореми у пiдроздiлi 2.2 отримано результати у випадку, коли
функцiя γ є близькою до степеневої, або повiльно змiнною.

Теорема 2.4. Нехай F ∈ S(Λ,+∞), функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що
σΦ′(σ)/Φ(σ) ≥ h > 1 i σΦ′′(σ)/Φ′(σ) ≤ H < +∞ для всiх σ ≥ σ0, а невiд’ємна
неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ задовольняє умови γ(2x) =

O(γ(x)) i γ(x) = O(xΨ(ϕ(x))) при x→ +∞. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ n0, то з lim
n→∞

ln n

γ(λn)
= 0 випливає (2.6) з A = +∞.

Теорема 2.5. Нехай F ∈ S(Λ,+∞), функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що Φ′

є повiльно зростаючою функцiєю i Φ′(σ) = (1 + o(1))Φ′(Ψ(σ)) при σ → +∞.
Припустимо, що невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя
γ задовольняє умову γ(x) = O(ϕ(x)) при x→ +∞ i γ−1 є повiльно зростаючою
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функцiєю. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0 i

lim
t→+∞

γ−1(ln n(t))

t
< 1,

то правильна нерiвнiсть (2.6) з A = +∞.

Теорема 2.6. Нехай F ∈ S(Λ, 0), Φ ∈ Ω(0) i невiд’ємна неперервна зрос-
таюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така, що γ(Φ′(σ)) = O(γ(Φ′(2σ))) i
γ(Φ′(σ)) = O(|σ|Φ′(Ψ−1(σ))) при σ ↑ 0. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для
всiх n ≥ n0 i

lim
n→∞

ln n

γ(Φ′(Ψ(ϕ(λn))))
= 0,

то правильна нерiвнiсть (2.6) з A = 0.

Доведенi у пiдроздiлах 2.1 i 2.2 теореми застосовано у пiдроздiлi 2.3 до
вивчення зв’язку мiж зростанням функцiїM(σ, F ) i максимального члена µ(σ, F )

ряду Дiрiхле (2.1) з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi (A = +∞, або
A = 0) у термiнах багаточленних асимптотик (степеневої та показникової для
цiлих рядiв Дiрiхле i степеневої для рядiв Дiрiхле з нульовою абсциссою абсо-
лютної збiжностi.)

Теорема 2.7. Нехай T1 > 0, Tj ∈ R \ {0}, j = 2, n− 1, τ ∈ R \ {0},
0 < ρn < ... < ρ2 < ρ1. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0)

спiввiдношення

ln M(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0,

i

ln µ(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0.

були рiвносильними, необхiдно i досить, щоб ln n(t) = o(t%/(%1+1)) при t→ +∞.
Ця умова є достатньою для еквiвалентностi асимптотичних рiвностей

ln M(σ, F ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0

i

ln µ(σ, F ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0.
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З огляду на теорему 2.7 для того, щоб встановити зв’язок мiж зростанням
M(σ, F ) i поводженням коефiцiєнтiв, потрiбно таку залежнiсть
встановити мiж максимальним членом i коефiцiєнтами. Цiй проблемi
присвячено роздiл 3 "Багаточленна степенева асимптотика ряду Дiрiхле з
нульовою абсцисою абсолютної збiжностi".

У пiдроздiлi 3.1 доведено наступну теорему.

Теорема 3.1. Якщо ρ > 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ + o(1))

|σ|ρ
, σ ↑ 0,

необхiдно i досить, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
m∑
j=2

Tj

(
λn
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ (τ + ε)

(
λn
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що
для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
m∑
j=2

Tj

(
λnk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ (τ − ε)
(
λnk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk

)
k →∞.

Умова ρ > 2ρ2 − ρ1 у теоремi 3.1 є важливою. Це видно на прикладi
тричленної асимптотики, у дослiдженнi якої важливу роль вiдiграє така лема.
Позначимо

U(x) =

(
x

T1ρ1

)− 1
ρ1+1

+
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

.

Лема 3.1. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що Φ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

τ

|σ|ρ
+

δ

|σ|s
, σ0 ≤ σ < 0, a ϕ - функцiя обернена до Φ′. Тодi при x → +∞ правильнi

наступнi асимптотичнi рiвностi:
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1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то

ϕ(x) = −U(x)− (τ + δ + o(1))ρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

;

2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то

ϕ(x) = −U(x) +
2ρ2 − ρ1 + o(1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

;

3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, то

ϕ(x) = −U(x)− 2ρ2 − ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
τ + δ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

;

4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 −

2ρ1 − 1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то

ϕ(x) = −U(x) +
3ρ2 − 2ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1−1
ρ1+1

;

5) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 4ρ2 − 3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2 − 2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то

ϕ(x) = −U(x)− ρ1

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

;

6) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 4ρ2 − 3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0,

δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то
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ϕ(x) = −U(x)− ρ1 − 4

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

;

7) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 5ρ2−4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, то

ϕ(x) = −U(x) +
1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−5ρ1−1
ρ1+1

.

Зрозумiло, що кожному з перелiчених в лемi 3.1 випадковi буде вiдповiдати
окрема теорема. Так, твердженню 1) леми вiдповiдає теорема 3.2, яка є безпосе-
реднiм наслiдком теореми 3.1 у випадку m = 1.

Випадкам 2) - 4) вiдповiдають наступнi три теореми.

Теорема 3.3. Якщо ρ < 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
,

необхiдно, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
− ε
)(

λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що
для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ ε

)(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.
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Наступнi теореми стосуються випадку, коли ρ = 2ρ2 − ρ1.

Теорема 3.4. Нехай ρ = 2ρ2 − ρ1 i τ 6= (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
тодi для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|2ρ2−ρ1
, σ ↑ 0,

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
τ + ε− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що
для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
τ − ε− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Теорема 3.5. Для того, щоб при σ ↑ 0

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
,

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ ε

(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що
для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− ε
(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1
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i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Теореми 3.2 - 3.5 можна об’єднати в одну теорему. Для цього приймемо

τ ∗ = τI{ρ:ρ≥2ρ2−ρ1}(ρ)− (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
I{ρ:ρ≤2ρ2−ρ1}(ρ),

де IE(ρ) - характеристична функцiя множини E, тобто, IE(ρ) = 1, для ρ ∈ E,
IE(ρ) = 0, для ρ /∈ E. Основною теоремою пiдроздiлу 3.2 є наступна теорема.

Теорема 3.6. Для того, щоб при σ ↑ 0

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
,

необхiдно, а у випадку, коли ρ ≥ 2ρ2 − ρ1, i досить, щоб для кожного ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ ∗ + ε)

(
λn
T1ρ1

)max{ρ,2ρ2−ρ1}
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що
для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ ∗ − ε)
(
λnk
T1ρ1

)max{ρ,2ρ2−ρ1}
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ1+max{ρ,2ρ2−ρ1}+2

2(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

У пiдроздiлi 3.2 доведено також подiбнi теореми, якi вiдповiдають
твердженням 5) - 7) леми 3.1.

Нарештi, у роздiлi 4 "Абсолютно збiжнi у пiвплощинi ряди Дiрiхле
скiнченного R-порядку"дослiджуються асимптотичнi властивостi рядiв
Дiрiхле (2.1) з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi, якi мають
скiнченний R-порядок за А. Гайсиним. Тут доведенi такi теореми.

Теорема 4.1. Нехай T > 0 i % > 0. Для того, щоб для ряду Дiрiхле (2.1)

lnµ(σ, F ) = T (1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
, σ ↑ 0
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необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, T ):

1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤
λn%

ln2 λn
ln

(
(T + ε)e

%
λn ln2 λn

)
;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що
для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥
λn%

ln2 λnk
ln

(
(T − ε)e

%
λnk ln2 λnk

)
i

lim
k→∞

λnk+1

λnk
= 1.

Теорема 4.2. Нехай lnn = o(λn ln−2 λn) при n→∞. Тодi

T 0
R =

%0
R

e
lim
k→∞

1

λn ln2 λn
|an|ln

2 λn/%
0
Rλn

i для того, щоб асимптотична рiвнiсть

lnM(σ, F ) = T 0
R(1 + o(1)) exp

{
%R
|σ|

}
, σ ↑ 0.

була правильною, необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, T ) викону-
вались умови 1) i 2) теореми 4.1 з T = T 0

R i % = %0
R.

Теорема 4.3. Нехай % > 0. Для того, щоб

ln lnµ(σ, F ) =
(1 + o(1))%

|σ|
, σ ↑ 0,

необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, %):

1) iснувало число n0(ε) таке, що ln |an| ≤
(%+ ε)λn

lnλn
для всiх n ≥ n0(ε);

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що

ln |ank| ≥
(%− ε)λnk

lnλnk
для всiх k ≥ k0 i limk→∞

lnλnk+1

lnλnk
= 1.

Теорема 4.4. Нехай виконується умова lim
n→∞

ln lnn

lnλn
< 1. Для того, щоб

асимптотична рiвнiсть

ln lnM(σ, F ) =
(1 + o(1))%0

R

|σ|
, σ ↑ 0,
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була правильною, необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, %) викону-
вались умови 1) i 2) теореми 4.3 з % = %0

R.

Нехай λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) - нижнiй R-порядок, а t0R =

lim
σ↑0

exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln M(σ, F ) - нижнiй R-тип. На зв’язок мiж λ0

R i %0
R, t

0
R i T 0

R

вказують наступнi аналоги класичної теореми Уiттекера.

Теорема 4.5. Якщо lnn = o

(
λn

lnλn

)
при n → ∞, то λ0

R ≤ %0
Rβ, β =

lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

.

Теорема 4.6. Якщо T 0
R <∞, lim

n→∞

ln lnn

lnλn
< 1 i lim

n→∞

λn
λn+1

= γ, то

t0R ≤ T 0
Rg(γ), g(γ) =

ln(1/γ)

1− γ
exp

{
1 +

ln γ

1− γ

}

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розв’язано ряд актуальних задач з теорiї рядiв
Дiрiхле з невiд’ємними показниками, якi стосуються асимптотичного поводжен-
ня максимуму модуля суми ряду Дiрiхле та його максимального члена.

Для ряду Дiрiхле з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi i додатними
коефiцiєнтами знайдено новi оцiнки як знизу, так i зверху його суми. Отриманi
оцiнки застосовано до дослiджень зв’язку мiж зростанням логарифмiв максиму-
му модуля i зростанням максимального члена у термiнах функцiї порiвняння
та багаточленних показникових та степеневих асимптотик.

У термiнах багаточленної (зокрема тричленної) степеневої асимптотики
встановлено зв’язок мiж зростанням логарифма максимального члена i
поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi.

Для абсолютно збiжного у пiвплощинi ряду Дiрiхле скiнченного
R-порядку за А.Гайсиним дослiджено умови на показники та коефiцiєнти, за
яких його сума має регулярне зростання, тобто отримано аналог класичної
теореми Е.Лiндельофа. Встановлено аналог нерiвностi Дж. Уiттекера для
нижнього R-порядку i R-порядку ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi.
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Основнi результати дисертацiї мають критерiальний характер i
доповнюють вiдповiднi результати М.М. Шеремети, М.В. Заболоцького,
О.М. Сумик i Л.Л. Лугової. При доведеннi використовуються сучаснi методи
теорiї рядiв Дiрiхле.
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АНОТАЦIЯ

Стець Ю.В. Асимптотичне поводження абсолютно збiжних у
пiвплощинi рядiв Дiрiхле. - Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.01 - математичний аналiз. - Львiвський
нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2016.

У дисертацiйнiй роботi отримано оцiнки зверху та знизу суми ряду Дiрiхле
з додатними коефiцiєнтами та довiльною абсцисою абсолютної збiжностi.
Отриманi оцiнки застосовано для встановлення зв’язку мiж зростанням лога-
рифмiв максимуму модуля i максимального члена у термiнах функцiй
порiвняння.

В термiнах багаточленної (зокрема тричленної) степеневої асимптотики
вдалося встановити зв’язок мiж зростанням максимуму модуля та максимально-
го члена i поводженням коефiцiєнтiв рядiв Дiрiхле абсолютно збiжних у пiв-
площинi. Отримано аналоги теореми Лiндельофа i нерiвностi Уiттекера для
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рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi скiнченногоR-порядку
за Гайсиним.

Ключовi слова: ряд Дiрiхле, максимум модуля, максимальний член,
багаточленна асимптотика, R-порядок, абсциса абсолютної збiжностi.

ABSTRACT

Yu.V. Stets Asymptotic behaviour of Dirichlet series absolutely convergent in the
halfplane. - Manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences
degree in the speciality 01.01.01 - Mathematical Analysis. - Ivan Franko Lviv Na-
tional University, Lviv, 2016.

In the thesis the lower and the upper estimates of the sum of Dirichlet series
with arbitrary abscissa of absolute convergence and positive coefficients are obtained.
These estimates are applied to establishing the connecting between the growth loga-
rithm of maximum modulus and maximal term in the terms of comparison functions.

It was possible to establish the connection between the growth of maximum
modulus and maximum term and the behaviour of the coefficients of the Dirichlet
series with null abscissa of absolute convergence in the terms of many-termed power
asymptotics. The analogues of Lindelöf’s theorem and Whittaker’s inequality for
the Dirichlet series absolutely convergent in the halfplane of the finite R-order by
Gaisin are obtained.

Key words: Dirichlet series, maximum modulus, maximal term, many-termed
power asymptotics, R-order, abscissa of absolute convergence.
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Во введение дано обоснование актуальности темы, указываются цель и
задачи исследования, научная новизна, практическое значение и апробация
полученных результатов, количество публикаций.

В первом разделе приводится обзор результатов, имеющих непосредст-
венное отношение к теме диссертационной работы и основных результатов
диссертации.

Во втором разделе для рядов Дирихле с произвольной абсциссой абсолют-
ной сходимости и положительными коэффициентами получены оценки сверху и
снизу их сумм. Используя эти результаты, получены новые соотношение между
ростом максимума модуля функции на вертикальной прямой и максимального
члена ряда Дирихле, в частности, в терминах многочленных асимптотик.

Tретий раздел посвящен изучению связи между ростом и поведением коэф-
фициентов рядов Дирихле с нулевой абсциссой абсолютной сходимости в
терминах многочленной и в частности трехчленной степенной асимптотики.

В разделе 4 для абсолютно сходящегося в полуплоскости ряда Дирихле
конечного R-порядка по А.Гайсину исследованы условия на показатели и
коэффициенты, при которых его сумма имеет регулярный рост, то есть получено
аналог классической теоремы Е.Линделёфа. Установлен аналог неравенства
Дж. Уиттэкера для нижнего R-порядка и R-порядка ряда Дирихле с нулевой
абсциссой абсолютной сходимости.

Ключевые слова: ряд Дирихле, максимум модуля, максимальный член,
многочленная асимптотика, R -порядок, абсцисса абсолютной сходимости.


