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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Метод рядiв Фур’є, розроблений американськими
математиками Л. А. Рубелом i Б. А. Тейлором, є одним з найбiльш ефектив-
них i потужних методiв дослiдження асимптотичних властивостей та розподiлу
значень голоморфних i мероморфних функцiй.

В основi цього методу лежить тонкий аналiз формул для коефiцiєнтiв роз-
винення в ряд Фур’є функцiї log |f(reiθ)|, що узагальнюють класичну формулу
Йенсена.

Вперше метод рядiв Фур’є до цiлих функцiй застосував Н. I. Ахiєзер, давши
нове доведення класичної теореми Лiндельофа про тип цiлої функцiї цiлого по-
рядку. Пiзнiше, окрiм Л.А. Рубела i Б.А. Тейлора, його також використовували
А. Едрей i Ф. Фукс, В.С. Азарiн, Д. Майлз i Д. Шей, А.А. Гольдберг i М.Л. Содiн,
А.А. Кондратюк, Я.В. Василькiв, В. Бергвайлер, К.Г. Малютiн, Б.В. Винницький
та iншi.

За допомогою цього методу було розв’язано низку фундаментальних задач
теорiї цiлих i мероморфних в комплекснiй площинi функцiй:

- Л. А. Рубел i Б. А. Тейлор, в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є цих функцiй,
дали вичерпний опис нулiв i полюсiв мероморфних функцiй f з класiв Λ, що ви-
значаються довiльними додатними, зростаючими, неперервними, необмеженими
мажорантами зростання λ(r) їх характеристик Неванлiнни T (r, f);

- Л. А. Рубел, Б. А. Тейлор i Д. Майлз розв’язали задачу про зображення
мероморфних функцiй з класу Λ часткою двох цiлих функцiй з класiв цiлих
функцiй ΛE ⊂ Λ;

- Л. А. Рубел узагальнив класичне зображення Адамара для цiлих функцiй
скiнченного порядку;

- А. А. Кондратюк узагальнив теорiю цiлих функцiй цiлком регулярного зро-
стання Левiна-Пфлюгера на цiлi i мероморфнi функцiї з класiв ΛE i Λ.

Незважаючи на ефективнiсть та широкий спектр застосувань, метод рядiв
Фур’є для логарифма модуля мав природний недолiк, а саме, вiн залишав поза
увагою поведiнку аргументiв голоморфних та мероморфних функцiй. Цей не-
долiк було усунуто в роботах Дж. Лiттлвуда, Д. Таунсенда, А.А. Гольдберга
М.М. Строчика, А.А. Кондратюка, Я.В. Василькiва. Зокрема, ще у 1924 р. Дж.
Лiттлвуд узагальнив формулу Йенсена для логарифма модуля i аргумента меро-
морфної в прямокутнику функцiї та застосував її до вивчення нулiв класичної
ζ-функцiї Рiмана.

В роботах Ф. Новераза, Я.В. Василькiва, К.Г. Малютiна результати Л.А. Ру-
бела i Б.А. Тейлора були узагальненi на субгармонiйнi та δ−субгармонiйнi фун-
кцiї скiнченного λ−типу в комплекснiй площинi. Згодом, для субгармонiйних в
евклiдовому просторi функцiй А.А. Кондратюком розроблено метод сферичних
гармонiк, який, фактично, є аналогом методу Рубела-Тейлора. За допомогою
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цього методу О.П. Гнатюк i А.А. Кондратюк дослiджували субгармонiйнi в ку-
льових прошарках функцiї та побудували в них функцiю Грiна для оператора
Лапласа.

Узагальнюючи класи функцiй скiнченного γ−типу в сенсi Рубела-Тейлора, Б.
Н. Хабiбуллiн ввiв класи скiнченного (γ, ε)−типу, поширивши на них класичний
результат Рубела-Тейлора. Згодом Ю.С. Процик та Я.В. Василькiв модифiкува-
ли метод сферичних гармонiк для класiв субгармонiйних в Rm(m ≥ 2) функцiй
скiнченного (λ, ε)−типу та отримали ряд результатiв щодо мажорант зростання
субгармонiйних функцiй з певними обмеженнями на їх мiри Рiса.

Важливим напрямком дослiджень є розробка методу рядiв Фур’є в областях,
вiдмiнних вiд круга, площини чи пiвплощини. Зокрема, розглядаючи композицiю
f ◦ R трансцендентної мероморфної в C функцiї f i рацiональної функцiї R з
n−1 рiзними полюсами в C, можна отримати мероморфну функцiю в n− зв’язнiй
областi з n iстотно особливими точками.

Цiкавим частковим випадком є випадок двозв’язної областi, адже кожна та-
ка область конформно еквiвалентна деякому кiльцю, або проколенiй площинi,
яку можна вважати узагальненим кiльцем, а голоморфнi в кiльцях з центром в
точцi z = 0 функцiї допускають розвинення в ряд Лорана. Крiм того, iнтеграль-
нi середнi модулiв та логарифмiв модулiв таких функцiй є опуклими вiдносно
log |z|. Тому, ряд авторiв, зокрема А.А. Кондратюк, I. Лайне, Н. Огюзторелi,
Р. Корхонен, А.Я. Христiянин та iн., присвятили свої роботи вивченню власти-
востей мероморфних функцiй в неоднозв’язних областях i узагальненню теорiї
Неванлiнни на класи таких функцiй.

А. Бридун поширив деякi з результатiв теорiї Неванлiнни на класи функцiй,
мероморфних у пiвсмузi R = {z = x + iy, x > x0, 0 < y < π}, та довiв критерiй
скiнченностi λ-типу для голоморфної в пiвсмузi функцiї.

Актуальною залишається задача розробки методу рядiв Фур’є для функцiй
f, мероморфних у замиканнi пiвсмуги S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π}, i таких,
що f(σ) = f(σ+2πi), адже при виконаннi умови F (z) = f(log z), де z = es, отри-
муємо мероморфну у зовнiшностi одиничного круга {z : |z| ≥ 1} функцiю, яку,
без втрати загальностi, можна вважати околом точки∞, а результати, пов’язанi
з властивостями мероморфних функцiй в такiй областi, - певним узагальненням
деяких результатiв теорiї Неванлiнни на мероморфнi в околi ∞ функцiї.

Вiдмiннiсть наших пiдходiв до вивчення мероморфних у пiвсмузi S функцiй
вiд пiдходiв, запропонованих в роботах А. М. Бридуна, полягає в тому, що резуль-
тати вказаних робiт спираються на доведену там теорему типу Карлемана, ми ж
доводимо лему типу Йенсена-Лiттлвуда, яка є ключовою в наших дослiдженнях.

У 1926 роцi А. Картан довiв, що для мероморфної в |z| < R функцiї f вико-

нується T (r, f) =
1

2π

2π∫
0

N(r, eiθ)dθ + log+ |f(0)| (0 < r < R). Звiдси випливає,
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що характеристика Неванлiнни T (r, f) є зростаючою опуклою функцiєю вiд log r
при 0 < r < R.

А. Кондратюк та А. Христiянин встановили умови на мероморфну в проко-
ленiй площинi A = {z : 0 < |z| < +∞} функцiю f для того, щоб характе-

ристика Неванлiнни такої функцiї задовольняла рiвнiсть
o

T (r, f) = O(log r) при

r → +∞. Крiм того було проведено порiвняння
o

T (r, f) з класичною характе-
ристикою Неванлiнни T (r, f) таких функцiй, що мероморфно продовжуються в
DR0

= {z : |z| < R0}, 1 < R0 ≤ +∞.
Тому цiкавими залишаються задача про порiвняння характеристики типу Не-

ванлiнни T0(r, F ) мероморфної в зовнiшностi одиничного круга {z : |z| ≥ 1}
функцiї F з log r при 0 < r <∞, а також питання про те, чи ця характеристика
може служити характеристикою зростання мероморфної в {z : |z| ≥ 1} функцiї
так само, як i класична характеристика Неванлiнни T (r, F ), якщо F мероморфно
продовжується в C.

Теорiя мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у C∗ = C\{0}
була розроблена О. Раузенбергером. Ж. Валiрон назвав такi функцiї локсодром-
ними, адже у випадку недiйсного q точки, у яких така функцiя приймає одне
i те ж значення, лежать на логарифмiчних спiралях. Образи цих спiралей на
сферi Рiмана перетинають кожен меридiан пiд одним i тим же кутом i називаю-
ться локсодромними кривими (λoξoζ - кривий, δρoµoζ - шлях). В log-полярних
координатах це прямi лiнiї. Теорiя таких функцiй тiсно пов’язана з теорiєю елi-
птичних функцiй: за допомогою локсодромних функцiй спрощується побудова
елiптичних. Зважаючи на можливiсть рiзноманiтного застосування таких об’-
єктiв, постало питання вивчення рiзних класiв мультиплiкативно перiодичних
вiдображень довiльних однорiдних просторiв. В цьому напрямку А. А. Кондра-
тюком розв’язано наступнi задачi:

- описано мiри Рiса локсодромних δ-субгармонiйних функцiй;
- доведено теорему про зображення кожної локсодромної δ-субгармонiйної

функцiї.
Попри те, цiкавими залишаються задачi розподiлу значень мультиплiкативно

перiодичних мероморфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвпло-
щини та задачi, пов’язанi з характеристиками зростання локсодромних функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема-
тика дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi проводяться у Львiв-
ському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка. Напрямок дослiджень,
вибраний у дисертацiї, передбачений планом теми: МА-107Ф "Новi методи ком-
плексного та функцiонального аналiзу в теорiї мероморфних i субгармонiйних
функцiй, теорiї операторiв та нелiнiйних динамiчних систем"(номер держреє-
страцiї 0112U001272).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiї є дослiдження асимпто-
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тичних властивостей голоморфних i мероморфних у замиканнi пiвсмуги S =
{σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функцiй f таких, що задовольняють умову
f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, зокрема, мероморфних функцiй скiнченного λ− типу,
та мероморфних в зовнiшностi одиничного круга функцiй, вивчення розподiлу
нулiв та полюсiв функцiй з цих класiв методом рядiв Фур’є, а також вивчен-
ня розподiлу значень мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у
проколеному замиканнi верхньої пiвплощини та характеристик зростання локсо-
дромних функцiй.

Об’єктам дослiдження є мероморфнi у замиканнi пiвсмуги S функцiї f
такi, що f(σ) = f(σ+2πi), σ ≥ 0, функцiї, мероморфнi в околi iстотно особливої
точки, локсодромнi функцiї та мультиплiкативно перiодичнi мероморфнi функцiї
у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини.

Предметом дослiдження є асимптотичнi властивостi мероморфних у зами-
каннi пiвсмуги S функцiй f таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, скiнченного
λ− типу, розподiл їх нулiв та полюсiв, зростання та розподiл нулiв i полюсiв
мероморфних функцiй скiнченного λ− типу в околi iстотно особливої точки,
характеристики зростання локсодромних функцiй, розподiл значень мультиплi-
кативно перiодичних мероморфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої
пiвплощини.

Задачi дослiдження:
- довести аналог леми Йенсена-Лiттлвуда для мероморфної у замиканнi пiв-

смуги S функцiї f такої, що f(σ) = f(σ+2πi), σ ≥ 0, встановити спiввiдношення
для коефiцiєнтiв Фур’є мероморфної в замиканнi прямокутника Rσ функцiї f та-
кої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0;

- описати множини нулiв голоморфних, нулiв i полюсiв мероморфних у зами-
каннi пiвсмуги функцiй f таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

- отримати ряд важливих наслiдкiв для функцiй мероморфних зовнi одини-
чного круга: довести аналог теореми Йенсена та встановити спiввiдношення для
коефiцiєнтiв Фур’є таких функцiї; описати розподiл нулiв i полюсiв мероморфної
функцiї в околi iстотно особливої точки.

Крiм того, для функцiй F, мероморфних в {z : |z| ≥ 1} :

- встановити зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою Неванлiнни
T (r, F ) для мероморфних функцiй, що мероморфно продовжуються в C.

- встановити умови на зростання мероморфної функцiї в околi iстотно осо-
бливої точки.

А також:
- дослiдити зростання характеристик локсодромних функцiй;
- встановити умови на розподiл значень мультиплiкативно перiодичних меро-

морфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини.
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Методи дослiдження. Основними методами дослiджень є метод рядiв
Фур’є, а також рiзноманiтнi методи теорiї функцiй комплексної змiнної, методи
математичного аналiзу та деякi прийоми з робiт Дж. Лiттлвуда, Р. Неванлiнни,
Д. Майлза, А. А. Гольдберга, Й. В. Островського, К. Г. Малютiна, А. А. Кондра-
тюка.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi одержанi науковi резуль-
тати є новими та оригiнальними дослiдженнями. У роботi вперше:

- доведено аналог леми Йенсена-Лiттлвуда для мероморфної у замиканнi
пiвсмуги функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Отримано крите-
рiй скiнченностi λ-типу голоморфної в замиканнi пiвсмуги функцiї f, f(σ) =
f(σ + 2πi), σ ≥ 0, в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є логарифма її модуля.

- описано множини нулiв голоморфних та нулiв i полюсiв мероморфних у
пiвсмузi функцiй скiнченного λ - типу таких, що f(σ) = f(σ + 2πi).

Крiм того, новими є твердження, отриманi як наслiдки наведених вище ре-
зультатiв:

- доведено аналог теореми Йенсена для мероморфної в зовнiшностi одини-
чного круга функцiї та встановлено спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є такої
функцiї;

- отримано критерiй скiнченностi λ - типу голоморфних в зовнiшностi одини-
чного круга функцiй F в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є функцiї log |F |.

- описано послiдовностi нулiв голоморфних i нулiв та полюсiв мероморфних
функцiй скiнченного λ - типу в зовнiшностi одиничного круга.

А також:
- встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою Неванлiнни

T (r, F ) для функцiй, якi мероморфно продовжуються в C;
- дослiджено зростання характеристик локсодромних функцiй;
- доведено теорему про розподiл значень мультиплiкативно перiодичних ме-

роморфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини.
Практичне значення одержаних результатiв. Результати, поданi у ди-

сертацiї, мають теоретичний характер i можуть знайти застосування у подаль-
ших дослiдженнях iз загальної теорiї мероморфних функцiй, теорiї розподiлу
значень мероморфних у пiвсмузi та в околi iстотно особливої точки функцiй, а
також при вивченнi властивостей функцiй, що мероморфно продовжуються в C,
теорiях локсодромних та мультиплiкативно перiодичних функцiй.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi наведенi у роботi результати
отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником публiкацiях
[1], [8], А. А. Кондратюку належить постановка задач та загальне керiвництво
роботою. У роботi [1] спiвавтору А.Я. Христiянину належить формулювання та
доведення Теореми 2 пункту 3, а у роботах [5], [11] спiвавтору В.С. Хорощак
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належить доведення перших теорем, що не внесенi до даної дисертацiї.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Усi основнi результати дисертацiї до-

повiдались та обговорювались на:
1) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу"(Ворохта, 20-26 лютого 2012 року);
2) мiжнароднiй конференцiї "Functional Analysis and its Applications, Dedi-

cated to the 120th anniversary of Stefan Banach"(Львiв, 17–21 вересня 2012 року);
3) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу"(Ворохта, 25 лютого - 3 березня 2013 року);
4) мiжнароднiй конференцiї "Complex Analysis and Related Topics"(Львiв,

23–28 вересня 2013 року);
5) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу"(Ворохта, 24 лютого - 2 березня 2014 року);
6) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-

стей та математичного аналiзу"(Ворохта, 25 лютого - 1 березня 2015 року);
7) мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у м. Львовi (керiв-

ники – проф. А. A. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв).
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi у 11 роботах (7

без спiвавторiв), з яких: 5 (3 без спiвавторiв) опублiковано у виданнях, включе-
них до перелiку наукових фахових видань України, затверджених наказом МОН
України вiд 13.07.2015 року № 747, в тому числi 1 (1 без спiвавторiв) - в зару-
бiжному виданнi, 2 (2 без спiвавторiв) - в тезах мiжнародних конференцiй, 4 (2
без спiвавторiв) - в тезах всеукраїнських конференцiй.

Структура i об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу, п’яти
роздiлiв, подiлених на пiдроздiли, висновкiв i списку використаних джерел. За-
гальний об’єм дисертацiї 128 сторiнок. Список використаних джерел об’ємом 14
сторiнок включає 99 найменувань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, вказано мету, теоретичне значен-

ня та апробацiю отриманих результатiв, особистий внесок здобувача та кiлькiсть
публiкацiй. Подано загальну характеристику дисертацiйної роботи.

У першому роздiлi наведено огляд лiтератури за темою дисертацiї та огляд
основних отриманих результатiв.

Роздiл 2 дисертацiї присвячений вивченню мероморфних у замиканнi пiв-
смуги S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функцiй f таких, що f(σ) = f(σ +
2πi), σ ≥ 0. Вiн складається з чотирьох пiдроздiлiв i висновкiв.

Пiдроздiл 2.1 присвячено доведенню аналогу леми Йенсена-Лiттлвуда для
мероморфної у S функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Нехай функцiя f мероморфна в S, не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂S, f 6≡ 0 i,
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крiм того, f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.
Через {sj} позначимо послiдовнiсть нулiв функцiї f в S, sj = σj + itj, через

{pj} - послiдовнiсть її полюсiв в S.
Функцiю log f(s) визначимо спiввiдношенням

log f(s) =

s∫
s0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + log f(s0), (1)

вибравши деяке значення log f(s0), де s0 ∈ S∗ i iнтеграл береться по деякому
шляху в S∗ ∪ ∂S, а

S∗ = S \
⋃
j

({τσj + itj : τ ≥ 1} ∪ {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}).

Нехай n(η, f) лiчильна функцiя полюсiв функцiї f у прямокутнику

Rη = {σ + it : 0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π},

та N(σ, f) =

σ∫
0

n(η, f)dη i c0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt.

Аналог леми Йенсена - Лiттлвуда формулюється наступним чином.
Лема 2.1. Нехай функцiя f мероморфна в S, не має в ньому нi уявних нулiв,

нi уявних полюсiв i f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Тодi

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) = c0(σ, f)− σ

σ0
c0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)c0(0, f), σ ≥ σ0 > 0.

У даному пiдроздiлi також як наслiдок отримано, що iнтегральнi середнi ар-
гумента мероморфної у S функцiї, яка задовольняє умови Леми 2.1, є сталими.

Нехай функцiя f мероморфна в S, argf = Im log f, log f(s) визначений рiв-
нiстю (??), де iнтеграл береться по деякому шляху в S∗ ∪ ∂S. Розглянемо iнте-
гральнi середнi

A(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

argf(σ + it)dt.

Твердження 2.1. За умов Леми 2.1 виконується

A(σ, f) = A(0, f), σ > 0.

У пiдроздiлi 2.2 доведенi властивостi характеристики Неванлiнни меромор-
фної в S функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.
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Позначимо m0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+|f(σ + it)|dt, де x+ = max{0, x}.

Означення 2.1 Нехай f мероморфна в S, f(σ) = f(σ + 2πi). Характери-
стикою Неванлiнни функцiї f називається

T (σ, f) = m0(σ, f)− σ

σ0
m0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)m0(0, f) +N(σ, f), σ ≥ σ0 > 0.

Властивостi T (σ, f) описано наступною теоремою.
Теорема 2.1. Нехай f - мероморфна в S функцiя, f(σ) = f(σ + 2πi). Тодi

її характеристика Неванлiнни T (σ, f) має наступнi властивостi:

(i) T (σ, f) - опукла вiдносно σ при σ ≥ σ0 > 0;

(ii) T (σ, f) - невiд’ємна при σ ≥ σ0 > 0;

(iii) T (σ0, f) =0, σ0 > 0;

(iv) T (σ, f) - неспадна при σ ≥ σ0 > 0;

(v) T (σ, f) = T (σ,
1

f
) при σ ≥ σ0 > 0.

В пiдроздiлi 2.3 встановлено спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є функцiї,
мероморфної в замиканнi прямокутника Rσ.

Покладемо ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt, k ∈ Z.

Лема 2.3. Нехай функцiя f - мероморфна в замиканнi прямокутника Rσ =
{η + it : 0 < η < σ, 0 < t < 2π}, вiдмiнна вiд тотожного нуля i f(σ) =
f(σ + 2πi). Нехай {sj} - множина її нулiв в Rσ, а {pj}− множина полюсiв f в
Rσ (sj = σj + itj, pj = Repj + iImpj) i, крiм того, f не має нi нулiв, нi полюсiв
на ∂Rσ. Нехай R∗σ = Rσ \

⋃
j

({τσj + itj : τ ≥ 1} ∪ {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}), та

log f(s) визначений рiвнiстю (??), де iнтеграл береться по деякому шляху в
R∗σ
⋃
∂Rσ.

Тодi справедливi наступнi спiввiдношення:

ck(σ, f) =
ekσ

2k
αk(f)− e−kσ

2k
α−k(f)+

+
1

2k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k
−
(
esj

eσ

)k]
− 1

2k

∑
pj∈Rσ

[(
eσ

epj

)k
−
(
epj

eσ

)k]
,



9

c−k(σ, f) = ck(σ, f) k ∈ N, де αk(f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt, k ∈ N.

Отриманi в роздiлi 2 результати дають можливiсть описати множини нулiв
голоморфних i мероморфних та полюсiв мероморфних у замиканнi пiвсмуги фун-
кцiй.

У пiдроздiлi 3.1 для мероморфної у S функцiї скiнченного λ-типу доведено
критерiй скiнченностi λ-типу такої функцiї.

Означення 3.1. Додатна, неспадна, неперервна i необмежена функцiя λ(σ)
при σ > σ0 називається функцiєю зростання.

Означення 3.2. Нехай λ(σ) функцiя зростання, f мероморфна функцiя в S
така, що f(σ+2πi) = f(σ), σ ≥ 0. Функцiя f називається функцiєю скiнченного
λ - типу, якщо ∃A,B > 0 такi, що

T (σ, f) ≤ Aλ(σ +B),

для всiх σ ≥ σ0 > 0.
Клас мероморфних в S функцiй таких, що f(σ+ 2πi) = f(σ), σ ≥ 0, скiнчен-

ного λ - типу позначимо через Λ, а клас голоморфних в S функцiй таких, що
f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥ 0, скiнченного λ - типу позначимо через ΛH .

Теорема 3.1. Нехай функцiя f голоморфна в S i така, що f(σ) = f(σ+2πi),
а λ(σ) - функцiя зростання така, що σ = O(λ(σ)). Тодi наступнi твердження
еквiвалентнi.

(i) f ∈ ΛH ;

(ii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B) для всiх σ > σ0 при деяких A,B > 0, k ∈ Z;

(iii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B)

|k|+ 1
для всiх σ > σ0 при деяких A,B > 0, k ∈ Z.

В пiдроздiлi 3.2 описано множини нулiв голоморфних i мероморфних у зами-
каннi пiвсмуги функцiй.

Означення 3.3. Нехай λ - функцiя зростання. Послiдовнiсть комплексних
чисел Q = {sj} з S має скiнченну λ-щiльнiсть, якщо iснують додатнi сталi
A,B такi, що

N(σ,Q) ≤ Aλ(σ +B), σ ≥ σ0 > 0,

де N(σ,Q) =

σ∫
0

n(η,Q)dη, n(η,Q) - кiлькiсть членiв послiдовностi Q в прямо-

кутнику Rη.
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Означення 3.4. Послiдовнiсть комплексних чисел Q = {sj} з S називає-
ться λ-допустимою, якщо вона має скiнченну λ-щiльнiсть та iснують дода-
тнi сталi A,B такi, що

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

σ1<Resj≤σ2

(
1

esj

)k∣∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(σ1 +B)

ekσ1
+
Aλ(σ2 +B)

ekσ2
,

∀k ∈ N i (∀σ1, σ2 : σ0 ≤ σ1 < σ2).
Доведено наступнi теореми.
Теорема 3.2. Послiдовнiсть Q з S є послiдовнiстю нулiв голоморфної фун-

кцiї з ΛH тодi i лише тодi, коли Q - λ-допустима.
Теорема 3.3. Послiдовнiсть Q з S є послiдовнiстю нулiв мероморфної фун-

кцiї з Λ тодi i лише тодi, коли вона має скiнченну λ-щiльнiсть.
Розглянувши функцiю F (z) = f(s), де z = es, отримуємо мероморфну в

областi |z| ≥ 1 функцiю. А дослiдження мероморфних функцiй у зовнiшностi
одиничного круга має значний iнтерес, бо йдеться про їхню поведiнку в околi
iстотно особливої точки. Отож, природно, що роздiл 4 присвячений питанням
розподiлу значень таких функцiй. Зокрема:

- у пiдроздiлi 4.1, як наслiдок з тверджень попереднього роздiлу, отримано
аналог теореми Йенсена, доведенi властивостi характеристики Неванлiнни
функцiї F, мероморфної в зовнiшностi одиничного круга {z : |z| ≥ 1}, та
отриманi спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є логарифма модуля такої
функцiї.

Нехай вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя F - мероморфна в зовнiшностi оди-
ничного круга {z : |z| ≥ 1}. Нехай n0(t, F ) – лiчильна функцiя її полюсiв у

кiльцi {z : 1 < |z| ≤ t}. Позначимо N0(r, F ) =

r∫
1

n0(t, F )

t
dt, i c0(r, F ) =

1

2π

2π∫
0

log |F (reit)|dt, r ≥ 1.

Наступна лема є аналогом теореми Йенсена.
Лема 4.1. Нехай функцiя F мероморфна в зовнiшностi одиничного круга

{z : |z| ≥ 1}. Tодi
N0(r,

1

F
)−N0(r, F ) =

= c0(r, F )− log r

log r0
c0(r0, F ) + (

log r

log r0
− 1)c0(1, F ), r ≥ r0 > 1.
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Означення 4.1. Функцiя

T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F ) +

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F ) +N0(r, F )

r ≥ r0 > 1, називається характеристикою Неванлiнни функцiї F.
Властивостi T0(r, F ) описанi в наступнiй теоремi.
Теорема 4.1. Нехай функцiя F , F 6≡ 0, мероморфна в зовнiшностi одини-

чного круга {z : |z| ≥ 1}. Тодi

(i) T0(r0, F ) = 0, r0 > 1;

(ii) T0(r, F ) невiд’ємна, неспадна i опукла вiдносно log r при r ≥ r0;

(iii) T0(r, F ) = T0(r,
1

F
) при r ≥ r0;

(iv) T0(r, F1F2) ≤ T0(r, F1) + T0(r, F2) +O(log r), r ≥ r0,

T0(r, F1 + F2) ≤ T0(r, F1) + T0(r, F2) +O(log r), r ≥ r0.

Нехай функцiя F, F 6≡ 0, мероморфна в {z : |z| ≥ 1}. Припустимо, що F не
має нi нулiв, нi полюсiв на |z| = 1.

Позначимо ck(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |F (reit)|dt, r ≥ 1, k ∈ Z.

Лема 4.2. Нехай функцiя F , F 6≡ 0, мероморфна в {z : 1 ≤ |z| < t, t >
1}. Нехай {aj}− послiдовнiсть нулiв F в {z : 1 ≤ |z| < t, t > 1} i {bj}−
послiдовнiсть її полюсiв. Нехай F не має нi нулiв, нi полюсiв на колi {z : |z| =
1}. Тодi виконуються наступнi спiввiдношення

ck(r, F ) =
rk

2k
αk(F )− r−k

2k
α−k(F )+

+
1

2k

∑
|aj |≥1

[(
r

aj

)k
−
(
aj
r

)k]
− 1

2k

∑
|bj |≥1

[(
r

bj

)k
−
(
bj
r

)k]
,

c−k(r, F ) = ck(r, F ), k ∈ N, де αk(F ) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
F ′(eit)

F (eit)
dt, k ∈ N.

- Випадок T0(r, F ) = O(log r) та зв’язок мiж T0(r, F ) i класичною характе-
ристикою Неванлiнни T (r, F ) мероморфних функцiй, що мероморфно про-
довжуються в C, встановлено в пiдроздiлi 4.2.
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Теорема 4.2. Нехай F мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя. Властивiсть
T0(r, F ) = O(log r), r ≥ r0, виконується тодi i лише тодi, коли F (z) =
R(z)eh(z), де R(z) – рацiональна та h(z) – голоморфна i обмежена при |z| ≥ 1
функцiя.

Твердження 4.1. Нехай мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя F має меро-
морфне продовження в C. Тодi

T0(r, F ) = T (r, F )− T (1, F ) +

+ log r

[
m0(1, F )−m0(r0, F )

log r0
− n(1, F )

]
, r ≥ r0 > 1.

- Твердження пiдроздiлу 4.3 є наслiдками результатiв 3-го роздiлу. Тут вста-
новлено критерiй належностi функцiї F , голоморфної в {z : |z| ≥ 1}, до
класу функцiй скiнченного λ - типу, описано послiдовностi нулiв функцiй
з класiв ΛH(∞) i Λ(∞) голоморфних та мероморфних в {z : |z| ≥ 1} скiн-
ченного λ - типу вiдповiдно.

Нехай λ - функцiя зростання.
Лема 4.3. Голоморфна функцiя F в {z : |z| ≥ 1} є функцiєю скiнченного

λ-типу тодi i лише тодi, коли функцiя f(s) = F (es) є функцiєю скiнченного
λ1-типу в S, де λ1(σ) = λ(eσ), σ > 0.

Нехай Z = {zj} – послiдовнiсть комплексних чисел з {z : |z| ≥ 1}. Через
n0(t, Z) позначимо лiчильну функцiю послiдовностi Z в кiльцi {z : 1 ≤ |z| ≤ t}.

Означення 4.4. Послiдовнiсть Z = {zj} з {z : |z| ≥ 1} має скiнченну λ-
щiльнiсть, якщо

N0(r, Z) ≤ Aλ(Br),

при деяких додатних сталих A,B для всiх r, r ≥ 1, де N0(r, Z) =

r∫
1

n0(t, Z)

t
dt.

Означення 4.5. Послiдовнiсть Z = {zj} з {z : |z| ≥ 1} називається λ-
допустимою, якщо вона має скiнченну λ - щiльнiсть, i iснують додатнi сталi
A,B такi, що

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
r1<r≤r2

(
1

zj

)k∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(Br1)

rk1
+
Aλ(Br2)

rk2
,

для всiх r1, r2, r0 ≤ r1 < r2 i кожного k ∈ N.
Наступна теорема описує послiдовностi нулiв функцiй з класу ΛH(∞).
Теорема 4.3. Для того, щоб послiдовнiсть Z з {z : |z| ≥ 1} була послiдовнi-

стю нулiв функцiї з ΛH(∞) необхiдно i досить, щоб вона була λ-допустимою.
Нехай W = {wj} - послiдовнiсть комплексних чисел з {z : |z| ≥ 1}.
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Теорема 4.4. Послiдовнiсть W = {wj} з {z : |z| ≥ 1} є послiдовнiстю
полюсiв функцiї F з класу Λ(∞) тодi i лише тодi, коли вона має скiнченну
λ-щiльнiсть.

Твердження 4.2. Послiдовнiсть Z = {zj} з {z : |z| ≥ 1} є послiдовнiстю
нулiв функцiї F з класу Λ(∞) тодi i лише тодi, коли вона має скiнченну λ-
щiльнiсть.

Pоздiл 5 присвячено вивченню деяких властивостей мультиплiкативно перi-
одичних мероморфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини
та характеристик зростання локсодромних функцiй.

Означення 5.1. Мероморфна в проколенiй площинi C∗ функцiя f називає-
ться локсодромною з мультиплiкатором q, 0 < |q| < 1, якщо вона задоволь-
няє умову

f(qz) = f(z), 0 < |q| < 1, z ∈ C∗. (2)

Нехай Lq - клас таких функцiй.
Позначимо Ar = {z : |q|r < |z| ≤ r}. Кожна вiдмiнна вiд сталої локсодромна

мероморфна функцiя з мультиплiкатором q має принаймнi два полюси в Ar.
Кiлькiсть полюсiв функцiї f є однаковою для кожного кiльця Ar. Позначимо її
через m. Число m називають порядком функцiї f .

З (??) отримуємо, що f(qnz) = f(z), n ∈ Z.
Теорема 5.1. Нехай f− функцiя з класу Lq i її порядок – m. Тодi

o

T (r, f) =
m

log
1

|q|

log2 r +O(log r), r > 1,

де |O(log r)| ≤ 2m log r + C, C = max

{
o

T

(
1

|q|
, f

)
, 2m(1, f)

}
.

Нехай H = {z : Im z > 0} i H∗ = H\{0}.
Означення 5.3. Мероморфна в H∗ функцiя f називається мультиплiка-

тивно перiодичною з мультиплiкатором q, 0 < q < 1, якщо для кожного z ∈ H∗
виконується рiвнiсть

f(qz) = f(z).

Множину таких функцiй позначено черезMq.
Нехай f мультиплiкативно перiодична функцiя у проколеному замиканнi верх-

ньої пiвплощини H∗. Припустимо, що f не має нi нулiв, нi полюсiв на R \ {0}.
Нехай z0 ∈ H∗, f(z0) 6= 0,∞. Виберемо деяке значення log f(z0) i визначимо
log f(z) наступним спiввiдношенням

log f(z) = log f(z0) +

z∫
z0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ,
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де iнтеграл береться вздовж шляху, що з’єднує точки z0 i z, у H∗ з радiальними
розрiзами вiд нулiв та полюсiв функцiї f до ∞. Крiм того, нехай

arg f(z) = arg f(z0) + Im
z∫

z0

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ.

Тодi виконується наступна теорема.
Теорема 5.2. Нехай f ∈Mq, f 6= const i f(z) 6= 0,∞ на R\{0}. Тодi

1) сума приростiв arg f вздовж вiдрiзкiв [qt, t] та [−t,−qt] не залежить
вiд t i дорiвнює 2π

(
n0(f) − n∞(f)

)
, де n0(f), n∞(f)− кiлькостi нулiв та

полюсiв функцiї f в A1 = {z ∈ H : q < |z| ≤ 1} вiдповiдно;

2) нехай zn = rne
iαn− a−точки функцiї f , a ∈ C, та wn = ρne

iβn полюси f в
At = {z ∈ H : qt < |z| ≤ t}. Тодi

r∫
qr

∑
qt<rn≤t

(
q

rn
− rn
t2

)
sinαndt =

r∫
qr

∑
qt<ρn≤t

(
q

ρn
− ρn
t2

)
sin βndt

для всiх r > 0.

ВИСНОВКИ
В дисертацiйнiй роботi розв’язано низку актуальних задач теорiї голомор-

фних i мероморфних в пiвсмугах та в зовнiшностi одиничного круга функцiй,
якi стосуються зростання та розподiлу значень таких функцiй, а також задач,
повязаних з характеристиками зростання локсодромних функцiй та розподiлом
значень мультиплiкативно перiодичних мероморфних в замиканнi верхньої пiв-
площини функцiй. Змiст отриманих результатiв полягає в наступному:

- доведено лему типу Йенсена-Лiттлвуда для мероморфної у замиканнi пiв-
смуги функцiї;

- отримано спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є логарифма модуля фун-
кцiї мероморфної у замиканнi прямокутникаRη = {σ+it : 0 < σ < η, 0 < t <
2π};

- доведенi основнi властивостi характеристики Неванлiнни T (σ, f) меромор-
фної у замиканнi пiвсмуги функцiї;

- отримано критерiй належностi логарифма модуля функцiї голоморфної у
S такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), до класу функцiй скiнченного λ-типу, який
визначається деякою функцiєю зростання λ (додатна, неперервна, необме-
жена, неспадна);
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- описано послiдовностi нулiв голоморфних у S функцiй з класу ΛH ;

- описано послiдовностi нулiв i полюсiв мероморфних у S функцiй з класу
Λ.

Як наслiдки отримано:

- аналог теореми Йенсена для мероморфних зовнi одиничного круга функцiй;

- основнi властивостi характеристики Неванлiнни T0(r, F ) мероморфних зов-
нi одиничного круга функцiй;

- рiвностi для коефiцiєнтiв Фур’є мероморфної в зовнiшностi одиничного
круга функцiї;

- критерiй скiнченностi λ-типу для функцiй, голоморфних у зовнiшностi оди-
ничного круга;

- опис послiдовностей нулiв голоморфних функцiй скiнченного λ-типу в зов-
нiшностi одиничного круга;

- опис послiдовностей нулiв i полюсiв мероморфних функцiй скiнченного λ-
типу в зовнiшностi одиничного круга.

Крiм того, для функцiй мероморфних зовнi одиничного круга:

- встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою Неванлiн-
ни T (r, F ) мероморфних функцiй, що мероморфно продовжуються в C;

- розглянуто випадок T0(r, F ) = O(log r).

Для функцiй з класiв Lq,Mq:

- дослiджено зростання характеристик локсодромних функцiй;

- введенi та вивченi класиMq мультиплiкативно перiодичних мероморфних
функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини;

- сформульовано та доведено одне твердження типу Карлемана для функцiй
зMq;

- вивчений розподiл значень функцiй зMq.

В дисертацiї отримала розв’язок задача розробки методу рядiв Фур’є для
голоморфних та мероморфних функцiй у пiвсмузi та в околi iстотно особливої
точки, а також повнiстю описано послiдовностi нулiв i полюсiв функцiй скiнчен-
ного λ-типу в таких областях, введено та вивчено класи Mq мультиплiкативно



16

перiодичних мероморфних функцiй, дослiдженi характеристики зростання фун-
кцiй з класу Lq. Результати дисертацiйної роботи є теоретичними. Вони можуть
знайти застосування у подальших дослiдженнях iз загальної теорiї мероморфних
функцiй, теорiї Неванлiнни розподiлу значень мероморфних у пiвсмузi функцiй,
а також при вивченнi властивостей функцiй, що мероморфно продовжуються в
C, теорiї розподiлу нулiв аналiтичних функцiй, при вивченнi властивостей фун-
кцiй з класiв Lq, Mq. Крiм того, цi результати можуть бути включенi в спецi-
альнi курси з теорiї голоморфних i мероморфних функцiй в областях вiдмiнних
вiд круга, площини чи пiвплощини. Результати роботи також можна застосову-
вати в наукових дослiдженнях, якi проводяться у Львiвському нацiональному
унiверситетi iменi Iвана Франка, Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiте-
хнiка», Прикарпатському нацiональному унiверситетi iменi Василя Стефаника,
Дрогобицькому державному педагогiчному унiверситетi iменi Iвана Франка, Ки-
ївському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка, Харкiвському на-
цiональному унiверситетi iменi В. Н. Каразiна, Сумському державному унiверси-
тетi, Iнститутi математики НАН України, Фiзико-технiчному iнститутi низьких
температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України. Бiльшiсть результатiв дисертацiї є
завершеними i носять критерiальний характер. Вони доповнюють вiдомi ранi-
ше результати. При їх доведеннi використовувались: метод рядiв Фур’є, а також
рiзноманiтнi методи теорiї функцiй комплексної змiнної, методи математичного
аналiзу i деякi прийоми з робiт Дж. Лiттлвуда, Р. Неванлiнни, А.А. Гольдберга,
Й.В. Островського, А. А. Кондратюка, I. Лайне, К.Г. Малютiна.
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АНОТАЦIЯ
Cокульська Н.Б. Властивостi мероморфних у пiвсмузi функцiй. – На пра-

вах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.01.01 – математичний аналiз. – Львiвський нацiональ-
ний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2015.

У дисертацiї доведено лему типу Йенсена-Лiттлвуда для мероморфних у за-
миканнi пiвсмуги S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функцiй f таких, що
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f(σ) = f(σ+ 2πi), введено характеристику Неванлiнни таких функцiй, доведено
її основнi властивостi. Отримано спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є лога-
рифма модуля функцiї, мероморфної у замиканнi прямокутника Rη = {σ + it :
0 < σ < η, 0 < t < 2π}, що дало змогу сформулювати та довести крите-
рiй скiнченностi λ-типу функцiй f , голоморфних у замиканнi пiвсмуги S таких,
що f(σ) = f(σ + 2πi), в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є логарифмiв їх модулiв, а
також описати послiдовностi нулiв голоморфних, нулiв i полюсiв мероморфних
у замиканнi пiвсмуги S функцiй f з довiльними обмеженнями на зростання їх
характеристик.

Крiм того, для мероморфних зовнi одиничного круга функцiй F, доведе-
но аналог теореми Йенсена та основнi властивостi характеристики Неванлiнни
T0(r, F ) таких функцiй. Отримано критерiй скiнченностi λ-типу голоморфних у
зовнiшностi одиничного круга функцiй в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є логарифмiв
їх модулiв. Встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою Не-
ванлiнни T (r, F ) для мероморфних функцiй, що мероморфно продовжуються
в C. Описанi послiдовностi нулiв i полюсiв мероморфних функцiй скiнченного
λ-типу у зовнiшностi одиничного круга.

Отримано асимптотику характеристики Неванлiнни локсодромної функцiї.
Введено клас Mq мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у

проколеному замиканнi верхньої пiвплощини та доведено теорему про розподiл
значень функцiй з цього класу.

Ключовi слова: голоморфна функцiя, мероморфна функцiя, функцiя скiн-
ченного λ-типу, мультиплiкативно перiодична функцiя, локсодромна функцiя,
лема Йенсена-Лiттлвуда, характеристика Неванлiнни, послiдовнiсть з скiнчен-
ною λ−щiльнiстю, λ−допустима послiдовнiсть.

АННОТАЦИЯ
Cокульска Н.Б. Свойства мероморфных в полуполосе функций. – На пра-

вах рукописи.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических

наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. – Львовский нацио-
нальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2015.

Первый раздел диссертации содержит обзор литературы по теме работы, а
также обзор основных результатов.

Во втором разделе доказан аналог леммы Йенсена-Литтлвуда для меромор-
фных в полуполосе S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функций f таких, что
f(σ) = f(σ + 2πi), введена характеристика Неванлинны T (σ, f) = T (σ, f) =

m0(σ, f) − σ

σ0
m0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)m0(0, f) + N(σ, f), σ ≥ σ0 > 0, таких фун-

кций, а также установлены ее основные свойства. Кроме того, установлены соо-
тношения для коэффициентов Фурье ck(r, f) таких функций, что способствовало
доказательству в третьем разделе критерия принадлежности функции, голомор-
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фной в замыкании полуполосы S такой, что f(σ) = f(σ + 2πi), к классу фун-
кций конечного λ-типа в терминах коэффициентов Фурье логарифма модуля, где
функция λ− произвольная положительная, непрерывная, неограниченная и неу-
бывающая. К доказательству этого критерия был применен метод Д. Майлза, по

которому оценку |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B)

|k|+ 1
для всех σ > σ0 при некоторыхA,B > 0,

k ∈ Z, можно получить, если рассмотреть разность e−kck(σ + 1, f)− ck(σ, f).
В этом разделе также описано последовательности нулей и полюсов меро-

морфных в замыкании полуполосы S функций с класса Λ (мероморфных в S
конченого λ - типа).

В классической теории Неванлинны распределения значений мероморфных
функций изучаются мероморфные функции во всей комплексной плоскости. Хо-
тя интерес вызывает их поведение в окрестности единственной существенно осо-
бой точки на бесконечности. Но, при исследовании в этой окрестности нет не-
обходимости требовать мероморфность функции во всей плоскости. Поэтому в
четвертом разделе получены некоторые результаты, как следствия из теорем пре-
дыдущих разделов, для функций мероморфных во внешности единичного круга,
которую без утраты общности можно рассматривать, как окрестность существен-
но особой точки на бесконечности. Здесь доказаны аналог теоремы Йенсена и

свойства характеристики Неванлинны T0(r, F ) = m0(r, F ) − log r

log r0
m0(r0, F ) +(

log r

log r0
− 1

)
m0(1, F ) + N0(r, F ), r ≥ r0 > 1, функций мероморфных во вне-

шности единичного круга. В терминах коэффициентов Фурье логарифма моду-
ля функции доказан критерий конечности λ-типа для функций голоморфных
во внешности единичного круга. Описаны последовательности нулей и полюсов
мероморфных функций конечного λ-типа во внешности единичного круга. Кро-
ме того, для таких функций установлена связь между T0(r, F ) и классической
характеристикой Неванлинны T (r, F ) для мероморфных функций, которые ме-
роморфно продолжаются в C, и рассмотрен случай T0(r, F ) = O(log r).

В пятом разделе введены и изучены классы Lq− локсодромных функций и
Mq− мультипликативно периодических мероморфных функций в проколотом
замыкании верхней полуплоскости, сформулировано и доказано одно утвержде-
ние типа Карлемана для функций сMq, изучено распределение значений фун-
кций с классаMq, исследован рост характеристик локсодромных функций.

Ключевые слова: голоморфная функция, мероморфная функция, функция
конечного λ-типа, мультипликативно периодическая функция, локсодромная фун-
кция, лема Йенсена-Литтлвуда, характеристика Неванлинны, последовательность
с конечной λ−плотностью, λ−допустимая последовательность.

ABSTRACT
Sokulska N.B. The properties of meromorphic functions in a half-strip. – On
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The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality 01.01.01 – mathematical analysis. – Ivan Franko Lviv National
University, Lviv, 2015.

In this thesis a counterpart of Jensen- Littlewood lemma for meromorphic functi-
ons f in a closure of the half-strip S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} , such that
f(σ) = f(σ + 2πi), is proved. The Nevanlinna characteristic for such functions is
introduced, and its main properties are investigated. The relations for the Fourier
coefficients of the logarithm modulus of meromorphic function in the closure of the
rectangle Rη = {σ + it : 0 < σ < η, 0 < t < 2π} are investigated, which helped
to formulate and prove a criterion of λ - type finiteness of holomorphic in the half-
strip functions in terms of Fourier coefficient of log |f | and describe the zero sets of
holomorphic and zero and pole sets of meromorphic functions f of finite λ - type with
arbitrary restrictions on their growth characteristics.

A counterpart of the Jensen formula and the main properties of Nevanlinna
characteristic T0(r, F ) of meromorphic function in the exterior of the unit disk are
proved. A criterion of λ - type finiteness of holomorphic in the exterior of the unit
disk functions F in terms of Fourier coefficients of log |F | is obtained. The compari-
son between T0(r, F ) and the classical Nevanlinna characteristic T (r, F ) for functions
which allow the meromorphic continuation into C is done. Zero sets of holomorphic
and pole sets of meromorphic functions of finite λ - type in the exterior of the unit
disk are described.

The asymptotic for Nevanlinna characteristic of loxodromic functions is obtained.
The classesMq of multiplicatively periodic meromorphic functions in the punctured

closure of the upper half-plane is introduced. A value distribution theorem for functi-
ons fromMq is proved.

Key words: holomorphic function, meromorphic function, function of finite λ−type,
multiplicatively periodic meromorphic function, loxodromic function, Jensen-Littlewood
lemma, Nevanlinna characteristic, sequence of finite λ-density, λ-admissible sequence.


