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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• C+ = {z : Re z > 0} — права комплексна пiвплощина

• C− = {z : Re z < 0} — лiва комплексна пiвплощина

• C+ = {z : Im z > 0} — верхня комплексна пiвплощина

• C− = {z : Im z < 0} — нижня комплексна пiвплощина

• Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi у правiй пiвплощинi,
тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй f , для
яких

||f || := sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy


1/p

< +∞

• Hp(C−), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi у лiвiй пiвплощинi,
тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C− функцiй f , для
яких

||f || := sup
x<0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy


1/p

< +∞

• D = {z : |z| < 1}

• Hp(D), 1 ≤ p < +∞, — простiр Гардi в одиничному крузi,
тобто простiр аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй f , для
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яких

∥f∥p := sup
r∈(0;1)


2π∫
0

|f
(
reiφ

)
|pdφ

 < +∞

• H∞(C+) — простiр аналiтичних i обмежених у правiй пiв-
площинi функцiй

• H∞(D) — простiр аналiтичних i обмежених в одиничному
крузi функцiй функцiй

• Hp
σ (C+), p ≥ 1, σ ≥ 0, — простiр аналiтичних функцiй у

правiй пiвплощинi, для яких

||f || := sup
−π

2<φ<
π
2


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−prσ| sinφ|dr


1/p

< +∞

• H∞
σ (C+), σ ≥ 0, — простiр аналiтичних в C+ функцiй, для

яких
||f || := sup

z∈C+

{
|f (z)|e−σ| Im z|

}
< +∞

• W p
σ , p ≥ 1, σ > 0, — простiр Пелi-Вiнера, тобто простiр

цiлих функцiй експоненцiального типу ≤ σ, для яких
f ∈ Lp(R)

• n;m = [n;m] ∩ Z

• spanH{Gτ} — замикання лiнiйної оболонки системи Gτ в
банаховому просторi H

• hf — iнтегральна гранична функцiя функцiї f ∈ Hp
σ (C+),

яка визначається з точнiстю до адитивної сталої в точках
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неперервностi рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f (x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |f (iy)|dy

• Sf — визначається для послiдовностi нулiв (λn), λn > 0,

функцiї f i числа r > 0 рiвнiстю

Sf(r) =
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

• Pf — визначається для функцiї h : R → R i числа r > 0

рiвнiстю

Pf(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|

• Kf — визначається для функцiї f : iR → C i числа r > 0

рiвнiстю

Kf(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt

• T 2
σ (C−) множина всiх впорядкованих трiйок вигляду
F = (F1, F2, F3), де F1(z)e

−iσz ∈ H2(C−), F3(z)e
iσz ∈ H2(C−),

а F2 є цiлою функцiєю експоненцiального типу ≤ σ, причо-
му F1(z) + F2(z) + F3(z) ≡ 0 для всiх z ∈ C−
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Одним з базових пiдходiв до дослiджен-
ня об’єктiв складної природи як у математицi загалом, так i в
математичному аналiзi зокрема є їх наближення простiшими.
Найвiдомiшим i найпродуктивнiшим методом цього напрямку
є зображення функцiй рядами Тейлора, Фур’є, Дiрiхле та iн-
шими. Проте при застосуваннях цих розкладiв виникають тру-
днощi, часто пов’язанi з вузькiстю класу функцiй, якi можна
розвинути в той чи iнший ряд. Одним з вдалих способiв по-
долати цi труднощi є одержана в 1949 роцi теорема А. Бьор-
лiнга про апроксимацiю функцiй з простору Гардi в одинично-
му крузi скiнченними лiнiйними комбiнацiями функцiй систе-
ми {G(z)zn : n ∈ Z+}. Десятьма роками пiзнiше П. Лакс пе-
ренiс цей результат на випадок просторiв Гардi у пiвплощинi.
При цьому природним виявилося дослiдження повноти системи
{G(z)eτz : τ ≤ 0}. Подальшi дослiдження показали, що резуль-
тати, одержанi для просторiв Гардi, часто мають прямi аналоги
для об’єктiв складнiшої природи, бо теорiя цих просторiв, роз-
роблена Ф. i М. Рiссами, Н. Вiнером, Р. Пелi, є досить прозорою
i потужною. Елегантнiсть результатiв А. Бьорлiнга та П. Лакса
викликала потужний iнтерес до цiєї тематики, що розвинула-
ся в дослiдження циклiчних, мультициклiчних, гiперциклiчних
функцiй та операторiв, трансляцiйно iнварiантних пiдпросто-
рiв. Цими питаннями активно займалися, зокрема, Х. Шапiро,
який i ввiв термiн ”циклiчна функцiя”, В. П. Хавiн, Н. К. Нi-
кольський, В. I. Васюнiн, В. Рудiн, Б. Юсефi, Н. Гогус, К. Мас-
санеда, Н. Зорбоска, А. Бонiлла, В. П. Гурарiй, Х. Хеденмальм,
Б. В. Винницький, В. В. Капустiн, А. Д. Баранов, В. Е. Кiм та
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багато iнших.
З огляду на результати цих авторiв природний iнтерес ви-

кликали ваговi узагальнення просторiв Гардi. Багато резуль-
татiв одержано для ваг степеневого типу, зокрема ваг Макен-
хаупта. Проте завершених результатiв для вагових просторiв
Гардi з вагою експоненцiального типу є порiвняно небагато.
Зокрема, вiдкритою залишалася проблема опису всiх циклi-
чних функцiй у просторах такого типу. Б. Винницький розгля-
нув ваговий простiр Гардi Hp

σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ σ < +∞,

функцiй, аналiтичних у правiй пiвплощинi, що характеризую-
ться експоненцiйним ростом. Цей простiр є з одного боку, як
показав А. Седлецький, узагальненням простору Гардi у пра-
вiй пiвплощинi Hp(C+), а з iншого — аналогом для пiвплощи-
ни добре вiдомого простору Пелi-Вiнера W p

σ , що складається
з цiлих функцiй експоненцiального типу ≤ σ, що належать
Lp(R). Однак спроби одержати критерiй циклiчностi в Hp

σ(C+)

наштовхнулися на необхiднiсть глибокої розробки теорiї цих
просторiв. Зокрема, виявилися потрiбними аналоги результа-
тiв типу теорем Пелi-Вiнера про зображення та про аналiтичне
продовження, iнтегральних формул Кошi та Пуассона, теорем
Фрагмена-Лiндельофа у рiзних областях комплексної площи-
ни. У процесi дослiджень виявилося, що властивостi просторiв
Hp
σ(C+), 0 < σ < +∞, кардинально вiдрiзняються вiд вла-

стивостей у неваговому випадку Hp(C+). Зокрема, у ваговому
випадку швидке спадання функцiї по дiйснiй пiвосi пов’язане
зi швидким зростанням її по уявнiй осi. Для отримання кри-
терiю циклiчностi виникає проблема точного описання цього
зв’язку.

Дослiдження циклiчностi у просторах аналiтичних функцiй,
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як детально показано у монографiях Н. Нiкольського (див. [52],
[130], [131]), тiсно пов’язанi з деякими питаннями функцiональ-
ного аналiзу. Окремим потужним напрямком тут є дослiдження
операторiв у просторах типу Гардi, чим крiм згаданих вище ма-
тематикiв санкт-петербурзької школи, займалися Ж. Шапiро,
П. Бурдон, Е. Стейн, Р. Койфман, Г. Вейсс, Є. М. Динькiн, Б.
П. Осiленкер , Г. Семпсон, Д. Фонг, Й. Пен, К. Жао, Ж. Кiма,
В. Росс та iншi вченi (див. [147], [139], [89], [35], [145], [139], [135],
[86], [86], [87] та бiблiографiю, вказану у цих працях).

Певнi труднощi для застосувань результатiв, одержаних при
вивченнi просторiв Гардi, виникають через рiзноманiтнiсть обла-
стей, на яких цi простори розглядаються. Крiм класичних оди-
ничного круга i пiвплощини, багато цiкавих результатiв одер-
жано для смуги, пiвсмуги, кута i т. д. У зв’язку з цим при-
родною є проблема узагальнення отриманих результатiв на
областi загальнiшого виду, однiєю з яких є необмежена багато-
кутна область.

Дослiдження, об’єктом яких є простори Гардi аналiтичних
функцiй, часто знаходять застосування у комплексному та фун-
кцiональному аналiзi, теорiї диференцiальних рiвнянь, теорiї
ймовiрностей, а також у прикладних напрямах: геодинамiцi,
теорiї iнформацiї, квантовiй фiзицi (див. [130], [131], [154], [90],
[110], [79], [137]). Тому можна очiкувати практично важливих
застосувань i для результатiв з теорiї вагових просторiв Гардi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Робота виконана на кафедрi теорiї функцiй i теорiї ймо-
вiрностей механiко–математичного факультету Львiвського на-
цiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Напрямок до-
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слiджень, обраний у дисертацiї, передбачений планами науко-
вої роботи Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iва-
на Франка. Дослiдження виконанi в рамках держбюджетних
тем Мг–145 Ф “Новi комплексно-ймовiрнiснi методи дослiджен-
ня асимптотичних властивостей аналiтичних i субгармонiйних
функцiй, зображених випадковими рядами та iнтегралами” (но-
мер держреєстрацiї 0113 U 003051) та Мг–159Ф “Методи ком-
плексного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiтичних фун-
кцiй у банахових просторах” (номер держреєстрацiї
0113 U 000184).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є отри-
мання нових апроксимацiйних та асимптотичних властивостей
у просторах аналiтичних функцiй, що передбачає вирiшення
таких завдань:

• поширити теорiю просторiв Гардi на просториHp
σ(C+), зокре-

ма довести аналоги класичних теорем про зображення;

• одержати критерiй циклiчностi у просторi H2
σ(C+);

• встановити аналог принципу невизначеностi в гармонiчно-
му аналiзi для H2

σ(C+);

• встановити для функцiй з простору Hp
σ(C+), σ > 0, 1 ≤

p < +∞, точний зв’язок швидкого зростання по уявнiй осi
та швидкого спадання по дiйснiй пiвосi;

• встановити умови розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• одержати аналог теорем про зображення та про згортку
для просторiв типу Смiрнова у багатокутнiй необмеженiй
областi;
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• отримати еквiвалентне формулювання гiпотези Рiмана у
термiнах циклiчностi для вагового простору Гардi;

• встановити критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi си-
стеми {cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).

Об’єктами дослiдження є класичнi та ваговi простори Гардi,
простори Пелi-Вiнера та рiвняння типу згортки в областях ком-
плексної площини.
Предметом дослiдження є властивостi функцiй iз просторiв
аналiтичних функцiй, зокрема умови повноти систем функцiй
для вагових просторiв Гардi та деяких просторiв цiлих фун-
кцiй, а також дослiдження властивостей розв’язкiв рiвнянь ти-
пу згортки.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач
використовувались методи теорiї функцiй комплексної змiнної,
математичного аналiзу, функцiонального аналiзу та деякi при-
йоми з робiт А. Бьорлiнга, Б. Я. Левiна, Ю. I. Любарського,
А. М. Сєдлєцкого, Б. В. Винницького, В. П. Гурарiя.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi ре-
зультати, якi отриманi в дисертацiйнiй роботi, є новими i поля-
гають у наступному:

• знайдено критерiй циклiчностi функцiй у просторi H2
σ(C+);

• отримано опис трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у
просторi H2

σ(C+);

• знайдено нову реалiзацiю принципу невизначеностi в гар-
монiчному аналiзi для пари функцiй: функцiї та їх пере-
творення Фур’є не можуть бути одночасно дуже малими;
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• встановлено для функцiй iз простору Hp
σ(C+), σ > 0,

1 ≤ p < +∞, еквiвалентнiсть швидкого зростання у де-
якому сенсi по уявнiй осi та швидкого спадання по уявнiй
осi;

• знайдено новi зображення для функцiй з вагових просторiв
Гардi;

• встановлено критерiй розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• завершено встановлення аналогу теорiї спектрального ана-
лiзу В.П. Гурарiя для простору Гардi-Смiрнова у пiвсмузi
E2[Dσ];

• одержано аналог теореми про зображення та теореми про
згортку для просторiв типу Смiрнова у багатокутнiй нео-
бмеженiй областi;

• знайдено новий еквiвалент гiпотези Рiмана, чим узагальне-
но один результат Ж.-Ф. Бурноля;

• встановлено критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi
системи {cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати, отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний
характер i можуть знайти застосування як у подальших до-
слiдженнях з теорiї функцiй, диференцiальних рiвнянь, теорiї
ймовiрностей, функцiональному аналiзi так i в теорiї iнформа-
цiї, квантовiй механiцi, геодинамiцi.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної
роботи отриманi її автором самостiйно. У статтi [187], напи-
санiй у спiвавторствi з I. Б. Шепарович, спiвавтору належить
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iдея прикладу. У статтi, спiльнiй з Т. Вiйчуком, спiвавтору на-
лежить iдея спрощення доведення теореми 2. У статтях, спiль-
них з Б. В. Винницьким, результати належать спiвавторам в
однаковiй мiрi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
апробовано на таких конференцiях:

1) мiжнароднiй науковiй конференцiї "Новi пiдходи до розв’я-
зування диференцiальних рiвнянь."(Дрогобич, 27 вересня
– 1 жовтня 2004 р.)

2) мiжнароднiй конференцiї "Математичний аналiз i сумiжнi
питання."(Львiв, 17 -20 листопада 2005 р.)

3) мiжнароднiй зимовiй математичнiй конференцiї для моло-
дих вчених (Уфа, 2005 р.)

4) мiжнароднiй конференцiї ”Entire and subharmonic functions
and related topics.” (Харкiв, 14 – 17 серпня 2006)

5) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробо-
гатька (Дрогобич, 24 – 28 вересня 2007 р.);

6) мiжнароднiй конференцiї ”Аналiз i топологiя” (Львiв, 26
травня – 07 червня 2008 р.);

7) мiжнароднiй конференцiї з комплексного аналiзу пам’ятi
А. А. Гольдберга (Львiв, 31 травня – 5 червня 2010),

8) мiжнароднiй конференцiї iменi В.Е. Лянце (Львiв, 17-21 ли-
стопада 2010 р.);

9) мiжнароднiй конференцiї ”Complex Analysis and its appli-
cations”, присвяченiй 70-рiччю A. Ф. Грiшина (Харкiв, 15–
18 серпня 2011 р.);

10) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробо-
гатька (Дрогобич, 19–23 вересня 2011 р.);
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11) XXI лiтнiй конференцiї з математичного аналiзу (Санкт-
Петербург, Росiя, 25–30 червня 2012 р.);

12) мiжнароднiй математичнiй конференцiї ”Complex analysis
and related topics” (Львiв, 23-28 вересня 2013 р.);

13) IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рi-
чницi вiд дня народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня
– 5 липня 2014 р);

14) всеукраїнськiй науковiй конференцiї ”Сучаснi проблеми те-
орiї ймовiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 25
лютого – 1 березня 2015 р).

15) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробо-
гатька (Дрогобич, 25–28 серпня 2015 р.);

Результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на Львiвсь-
кому мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (ке-
рiвники — проф. О. Б. Скаскiв та проф. А. А. Кондратюк),
семiнарi з теорiї потенцiалу та її застосувань у Львiвському
нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвники —
проф. О. Б. Скаскiв, доктор фiз.–мат. наук I. Е. Чижиков),
семiнарi з комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу IМ НАН
України (керiвник — доктор фiз.–мат. наук, ст. наук. спiвро-
бiтник Ю. Б. Зелiнський), семiнарi з математичного аналiзу у
Дрогобицькому державному педагогiчному унiверситетi iменi
Iвана Франка (керiвник — проф. Б. В. Винницький), Харкiв-
ському мiському семiнарi з комплексного аналiзу (керiвники —
проф. А. Ф. Грiшин , проф. С. Ю. Фаворов), семiнарi з теорiї
функцiй IМ НАН України (керiвник — доктор фiз.–мат. наук,
ст. наук. спiвробiтник А. С. Романюк).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублi-
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ковано в 41 статтi i науковому повiдомленнi [160]—[201], з яких
24 — у фахових виданнях. З них 6 — у списку Web of Science,
ще 3 — у базi даних SCOPUS.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з
перелiку умовних позначень, вступу, 7 роздiлiв, висновкiв та
списку використаних джерел, який налiчує 201 найменувань.
Загальний обсяг дисертацiї — 303 сторiнок, обсяг списку вико-
ристаних джерел — 17 сторiнок.



РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури i основних
результатiв

В цьому роздiлi наведемо огляд лiтератури та результатiв
дисертацiї.

1.1 Огляд лiтератури та вибiр напрямкiв дослiджень

1.1.1 Простори Гардi

Систематичний пiдхiд до розитку теорiї межових значень
аналiтичних функцiй можна вважати започаткованим на ме-
жi 19-го i 20-го столiть працями П. Пенлеве та П. Фату. На
своєму першому етапi вона була розроблена Р. Неванлiнною,
Ф. i М. Рiссами [129] вже на 1916 рiк. Одними з найцiкавiших
об’єктiв цiєї теорiї стали простори Гардi. Сам термiн ”простiр
Гардi” введений Ф. Рiссом [141] на честь Г. Гардi, у статтi якого
[106] розглянуто характеристику, з допомогою якої визначає-
ться цей простiр.

Класичними областями, у яких вивчаються простори Гардi,
є круг та пiвплощина. Позначимо через Hp(D), 1 ≤ p < +∞,

простiр Гардi функцiй f , аналiтичних в одиничному крузi

17
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D = {z : |z| < 1}, для яких

∥f∥p := sup
r∈(0;1)


2π∫
0

|f
(
reiφ

)
|pdφ

 < +∞.

Простором Гардi H∞(D) називають простiр всiх аналiтичних i
обмежених в D функцiй з нормою ∥f∥ = sup{|f (z)| : z ∈ D}.

Через Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, позначимо простiр Гардi ана-
лiтичних у пiвплощинi C+ = {z : Re z > 0} функцiй, для яких

||f || := sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pdy


1/p

< +∞. (1.1)

Простором Гардi H∞(C+) називають простiр всiх аналiтичних i
обмежених в C+ функцiй з нормою ∥f∥ = sup{|f (z)| : z ∈ C+}.

Теорiї просторiв Гардi в крузi та просторiв Гардi у пiв-
площинi є, як зазначає Дж.Гарнетт [19], теорiями-близнюками.
Бiльшiсть властивостей, одержаних для просторiв Гардi в однiй
з областей, можуть бути вiдносно традицiйними способами пе-
ренесенi на випадок iншої областi. У цiй дисертацiї ми розгля-
даємо переважно випадок пiвплощини i доводимо твердження,
що не мають аналогiв у крузi.

Властивостi просторiв Гардi добре вивченi i детально описа-
нi в монографiях К. Гофмана, П. Дьюрена, П. Кусiса, Дж. Гар-
нетта, Дж. Машрегi [24], [92], [116], [19], [126]. Там показано,
зокрема, що кожен простiр Hp(C+), 1 ≤ p ≤ +∞, є банаховим.
Функцiї f з цих просторiв мають кутовi граничнi значення f (iy)
майже скрiзь на ∂C+ i f (iy) ∈ Lp(R).

Визначальною для теорiї просторiв Гардi є наступна теоре-
ма Пелi-Вiнера про зображення [134].
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Теорема 1.1. Рiвнiсть

g(t) =
1

i
√
2π

∫
∂C+

G(w)etwdw, t < 0, g ∈ H2(C+),

задає взаємно однозначне вiдображення L2(−∞; 0) на H2(C+)

i справедлива двоїста формула

G(w) = − 1√
2π

0∫
−∞

g(x)e−xwdx.

A. Сєдлєцкий показав [58], що простори Hp (C+),
0 < p < +∞, можуть бути визначенi як класи аналiтичних у
C+ функцiй f , для яких

∥f∥∗ := sup
φ∈(−π

2 ;
π
2 )


+∞∫
0

∣∣f (reiφ)∣∣p dr


1/p

< +∞, (1.2)

причому остання норма еквiвалентна до норми, визначеної фор-
мулою (1.1). М. Джрбашян довiв [34, с. 413-414], еквiвалентнiсть
цих просторiв для випадку p = 2.

Теорiя просторiв Гардi має численнi застосування як все-
рединi математичного аналiзу, так i в теорiї диференцiальних
рiвнянь, теорiї керування, теорiї розсiяння, гiдродинамiцi, сей-
смологiї, теорiї детермiнованого хаосу, квантовiй механiцi та iн-
ших галузях (див. [143], [110], [154], [90], [5], [79], [130], [137]).

Функцiя G ∈ Hp (C+) має (див. [99], [11]) iнтегральну гра-
ничну функцiю h, яка може бути визначена з точнiстю до ади-
тивної сталої i значень в точках неперервностi t1, t2 рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |G(x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |G(iy)|dy. (1.3)
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Функцiя h є неспадною i h′(t) = 0 майже скрiзь на R. В деяких
дослiдженнях [21], [193] h називають сингулярною граничною
функцiєю.

У багатьох дослiдженнях iстотно використовується насту-
пна факторизацiйна теорема.

Теорема 1.2. Якщо G ∈ Hp(C+), p ∈ [1,+∞), то справджує-
ться зображення

G(z) = eiα+βz exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t + iz)
ln |G(it)|dt

×

× exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t + iz)
dh(t)

 ∏
|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
,

(1.4)

де
α ∈ R, β ≤ 0, (1.5)

причому для кутових граничних значень G на уявнiй осi, її
iнтегральної граничної функцiї h та послiдовностi нулiв (λn)

виконуються вiдповiдно умови

G ∈ Lp(iR),
+∞∫

−∞

|log |G (it) ||
1 + t2

dt < +∞,

+∞∫
−∞

dh (t)

1 + t2
dt > −∞,

+∞∑
k=0

Reλn
1 + |λn|2

< +∞.

(1.6)

Навпаки, якщо для функцiї G : iR → C, неспадної функцiї h :

R → R, похiдна якої рiвна нулевi майже скрiзь, послiдовностi
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(λn), λn ∈ C+, виконуються умови (1.5)-(1.6), то функцiя G,
визначена рiвнiстю (1.4), належить до простору Hp(C+).

Це твердження встановлене в [19, c. 81-82], [92, c. 25], див.
також [24, c. 189-190]. Т. Срiнiвасан i Дж. Ванг [150] перенесли
цей результат на випадок довiльного p ∈ [1; +∞).

Наступнi означення сформульованi, наприклад, в [116].

Означення 1.1. Функцiя G називається зовнiшньою вHp(C+),
якщо вона зображається у виглядi

G (z) = eiα exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(t + iz) (1 + t2)
ln |G (it)| dt

 ,

де α ∈ R, G ∈ Lp (∂C+) .

Означення 1.2. Нехай G ∈ Hp(C+). Тодi в позначеннях тео-
реми 1.2 функцiя

IG (z) = eβz
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn

× exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(t + iz) (1 + t2)
dh(t)

 .

називається внутрiшньою функцiєю (внутрiшнiм множни-
ком) функцiї G.

Означення 1.3. Якщо G ∈ Hp(C+), то функцiя OG = G
IG

нази-
вається зовнiшньою функцiєю (зовнiшнiм множником) фун-
кцiї G.

З огляду на наведенi означення, теорема 1.2 визначає так
звану внутрiшньо-зовнiшню факторизацiю просторiв Гардi. Та-
кого типу факторизацiя iнтенсивно почала використовуватися
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в працях А. Бьорлiнга та П. Лакса [117] i стала одним з основ-
них прийомiв вивчення просторiв типу Гардi однiєї змiнної. Хоч
розумiння важливостi поняття зовнiшньої функцiї можна бачи-
ти вже у працях В. Смiрнова [65]. Для випадку просторiв Гардi
багатьох комплексних змiнних доводиться шукати, як правило,
iншi пiдходи.

Практично паралельно з дослiдженнями Г. Гардi, Дж. Лiтл-
вуда, Ф. i М. Рiссiв вивчали простори Смiрнова Ep для стандар-
тних областей комплексної площини та їх узагальнень В. I. Смiр-
нов, I. I. Привалов, М. А. Лаврентьєв, М. В. Келдиш [149], [112],
[44], [53], [51]. Зазначимо, що для випадку одиничного круга
простори Ep спiвпадають з вiдповiдними просторами Гардi.

Багато результатiв з теорiї просторiв Гардi природно роз-
глядати (i простiше одержати) у загальнiших класах функцiй,
зокрема класi Неванлiнни N , який складається з функцiй f ,
аналiтичних в областi D, для яких log+ |f (z)| має гармонiчну
мажоранту на D (див., наприклад, [53], [19]). Зазначимо, що
множина функцiй f ∈ Hp(C+) спiвпадає [92, c. 28] з множи-
ною аналiтичних в C+ функцiй, для яких |f (z)|p має додатну
гармонiйну мажоранту в C+.

С. В. Шведенко [67, с. 8-9], зазначає, що перехiд вiд кла-
сичного простору Гардi до вагового веде до втрати багатьох
властивостей, що iстотно ускладнює дослiдження таких просто-
рiв. Зауважимо, що, наприклад, для просторiв Бергмана [107]
ситуацiя принципово iнша: бiльшiсть дослiджень проводяться
вiдразу для вагового випадку. Ваговим узагальненням просто-
рiв Гардi присвячено багато праць, бiльшiсть яких розглядає
випадок одиничного круга [1], [148], [39]. Ваговi простори Гардi
у пiвплощинi розглядалися Ж. Стрьомбергом та А. Торчин-
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ським, М. Розенблюмом та Дж. Ровняком, П. Рунi, Дж. Бене-
детто та Х. Хейнiгом, Дж. Гарсiа-Куервою, С. Кiсляковим i К.
Куанхуа та iншими математиками [152], [143], [142], [74], [102],
[115]. А. Солдатов застосовує [148] технiку вагових просторiв
Гардi до дослiдження диференцiальних рiвнянь в частинних
похiдних, а Й. Цудзi [153] – рiвнянь Нав’є-Стокса. В багатьох з
цих дослiджень використовується технiка атомної декомпозицiї
вагових просторiв Гардi при p ≤ 1. При цьому розглядаються
майже завжди ваги степеневого типу, зокрема ваги Макенхау-
пта. В. Власов та А. Рачков розглянули ваговий простiр Хардi
з вагою, що є модулем аналiтичної функцiї [17], [18]. У згаданих
вище та iнших дослiдженнях часто розглядаються також нева-
говi узагальнення та аналоги просторiв Гардi: простори Гардi в
областях, вiдмiнних вiд класичних (круг, пiвплощина), а також
на рiманових поверхнях [109]; для функцiй, визначених в Cn;
для узагальнених функцiй; дiйснi простори Гардi; для однорi-
дних груп (див. [100]) i т.д.

Б. В. Винницький розглянув [10] простiр Hp
σ (C+), p ≥ 1,

σ ≥ 0, аналiтичних функцiй в C+, для яких

||G|| := sup
−π

2<φ<
π
2


+∞∫
0

|G(reiφ)|pe−prσ| sinφ|dr


1/p

< +∞. (1.7)

Зазначимо, що застосована в цьому означеннi експоненцiальна
вага h(z) = e−σ| Im z| не є степеневою вагою, вагою Макенхаупта
чи модулем аналiтичної в C+ функцiї, тому Hp

σ (C+) iстотно
вiдрiзняється вiд згаданих вище вагових узагальнень просто-
рiв Гардi. Зокрема, для Hp

σ (C+) не виконується аналог теореми
А. Сєдлєцкого [58], тобто множина функцiй G ∈ Hp

σ (C+) не
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спiвпадає з множиною аналiтичних в C+ функцiй, для яких

sup
x>0


+∞∫

−∞

|G(x + iy)|pe−pσ| Im z|dy


1/p

< +∞.

Справдi, як вказав сам А. Сєдлєцкий, функцiя G0(z) ≡ 1 задо-
вольняє вказану умову, але G0 ̸∈ Hp

σ (C+), p ≥ 1.

Б. В. Винницький та В. Л. Шаран вивчали [12], [155] про-
стори H∞

σ (C+) аналiтичних в C+ функцiй, для яких

sup
z∈C+

{
|G(z)|e−σ| Im z|

}
< +∞.

В [10], [12] показано, що функцiї G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p ≤ +∞

мають кутовi граничнi значення G(iy) майже скрiзь на iR i
G(iy)e−σ|y| ∈ Lp(R), а також, що простори Hp

σ (C+) є банахови-
ми. Якщо σ = 0, то, як випливає зi згаданого вище результату
A. Сєдлєцкого [58], множина функцiй G ∈ Hp

σ (C+) спiвпадає
з множиною функцiй, що належать простору Гардi Hp (C+).
Функцiя G ∈ Hp

σ (C+) має (див. [99], [11]) iнтегральну граничну
функцiю h, яка може бути визначена з точнiстю до адитивної
сталої i значень в точках неперервностi рiвнiстю (1.3). Вона є
незростаючою i її похiдна дорiвнює нулю майже скрiзь.

Б. В. Винницький, В. Л. Шаран та автор, спираючись на
дослiдження Н. Говорова [21] встановили наступну факториза-
цiйну теорему.

Теорема 1.3. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), 1 ≤ p ≤ +∞ i f ̸≡ 0, то

f (z) = eia0+a1z · Π∗
f(z) · S∗

f(z) · T ∗
f (z), (1.8)

де a0, a1 – дiйснi сталi,

Π∗
f(z) =

∏
|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+
z

λn

)
, (1.9)
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S∗
f(z) = exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z)dh(t)

 , (1.10)

T ∗
f (z) =

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln |f (it)|dt

 (1.11)

(λn) – послiдовнiсть нулiв в C+ функцiї f ,

Q(t, z) =
(tz + i)2

(1 + t2)2(t + iz)
,

причому виконуються умови∑
|λn|≤1

Reλn <∞, ln |f (iy)| ∈ L1(−1; 1), f (iy)e−σ|y| ∈ Lp(R),

(1.12)
lim

r→+∞
(Sf(r) + Pf(r)−Kf(r)) < +∞, (1.13)

де
Sf(r) =

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

, (1.14)

Pf(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|, (1.15)

Kf(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt, (1.16)

а всi добутки та iнтеграли в (1.8) збiгаються абсолютно i
рiвномiрно на кожному компактi з C+.

I навпаки, якщо послiдовнiсть (λn), λn ∈ C+, неспадна
функцiя h : R → R, похiдна якої майже скрiзь дорiвнює нулевi
i функцiя f : iR → C задовольняють умови (1.12)− (1.13), то
для функцiї f , визначеної рiвнiстю (1.8), виконується

(∃c ∈ R) : f (z)e−cz ∈ Hp
σ(C+), (1.17)
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причому послiдовнiсть нулiв функцiї f спiвпадає з (λn), її iн-
тегральна гранична функцiя спiвпадає з h, а кутовi граничнi
значення майже скрiзь спiвпадають зi значеннями функцiї
f : iR → C.

Також у працях Б. Винницького та Б. Шарана встановлено
ряд iнших властивостей просторiв Hp

σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, зокрема
повний опис нулiв, повний опис iнтегральних граничних фун-
кцiй, опис кутових граничних функцiй.

1.1.2 Властивостi простору Пелi-Вiнера

Позначимо через W p
σ , 1 ≤ p < ∞, σ > 0, простiр Пелi-

Вiнера, тобто простiр цiлих функцiй f експоненцiального типу
≤ σ, для яких f ∈ Lp(R). Простiр W p

σ може бути визначений
(див. [45, c. 663]) також як простiр цiлих функцiй, що задоволь-
няють умову

∥f∥ := sup
φ∈(0;2π)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

Простiр W p
σ , 1 ≤ p ≤ 2, σ > 0, є банаховим. W 1

σ є iзоморфним
[95] до дискретного простору Гардi. Iнтерес до просторiв W p

σ

зумовлений, зокрема, наступним результатом [134] Р. Пелi та
Н. Вiнера.

Теорема 1.4. Простiр W 2
σ спiвпадає з простором функцiй, що

зображаються в виглядi

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ(t)eitzdt, φ ∈ L2(−σ, σ). (1.18)
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Ця теорема має велику кiлькiсть узагальнень, уточнень,
аналогiв i застосувань у рiзних роздiлах математики.

Наступна теорема Планшереля-Пойя [122, с. 152], визначає
зображення функцiй в довiльному просторi W p

σ , 1 < p < ∞, i
часто є корисною для дослiджень просторiв Пелi-Вiнера.

Теорема 1.5. Для кожної послiдовностi (cn) : Z → C, що
належить до lp, 1 < p <∞, ряд

f (z) =

+∞∑
−∞

(−1)ncn
sin πz

π(z − n)

збiгається за нормою Lp(R) i рiвномiрно на кожному компа-
ктi в C до функцiї f ∈W p

π , яка є єдиним розв’язком iнтерпо-
ляцiйної задачi f (n) = cn, n ∈ Z. Навпаки, для кожної функцiї
f ∈ W p

π , 1 < p < ∞, послiдовнiсть {f (n) : n ∈ Z} належить
до lp.

Близьким за властивостями до просторiв Пелi-Вiнера є про-
стiр Бернштейна W∞

σ , що складається з цiлих функцiй експо-
ненцiального типу ≤ σ, якi є обмеженими на R. Простори W p

σ є
дуже добре вивченими, проте деякi фундаментальнi задачi для
цих просторiв були розв’язанi зовсiм нещодавно. Так, Ю. I. Лю-
барський та К. Сейп у 1997 роцi отримали [123] повний опис
iнтерполяцiйних послiдовностей в W p

σ , 1 < p < +∞ в термiнах
умови Макенгаупта. С. Ю. Фаворов у 2008 роцi одержав [97]
повний опис нулiв функцiй з W∞

σ .
В теорiї просторiв аналiтичних функцiй цiкавими i практи-

чно важливими є теореми про розщеплення простору на суму
чи добуток двох просторiв з потрiбними властивостями. Кла-
сичним є результат про розвинення кожної функцiї з простору
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L2(R) на суму двох функцiй, одна з яких належить до кла-
су Гардi H2 у нижнiй пiвплощинi, а iнша належить до H2 у
верхнiй пiвплощинi. У 1960 роцi Л. Еренпрайс [94] поставив
задачу про розщеплення функцiй з деякого пiдпростору про-
стору W p

σ на добуток двох функцiй з цього ж пiдпростору, яку
повнiстю розв’язав Р. Юлмухаметов [69], [70] в 1999 роцi. Iн-
шим прикладом розвинення є дослiджуване Ю. I. Любарським
[48] розвинення цiлих функцiй експоненцiального типу з трику-
тною iндикаторною дiаграмою на суму двох функцiй з просто-
ру Пелi-Вiнера. Iдейно схожу задачу в термiнах субгармонiйних
функцiй розглядає I. Е. Чижиков [85].

У зв’язку з дослiдженнями кутових граничних значень у ва-
гових просторах Гардi виникла проблема про зображення фун-
кцiй з W p

σ у виглядi суми двох функцiй, одна з яких була б
”великою” тiльки у верхнiй пiвплощинi, а iнша – тiльки в ни-
жнiй. Строге її формулювання наступне.

Проблема 1. Чи кожна функцiя f ∈ W p
σ допускає зобра-

ження f = f2−f3 для цiлих функцiй f2, яка задовольняє умову
B(0; π) i f3, що задовольняє умову B(π; 2π), де

B(α̂, β̂) : sup
φ∈(α̂,β̂)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 < +∞ ?

Для iлюстрацiї проблеми 1 зазначимо, що функцiя
f (z) = sin z у випадку p = ∞ має наступне зображення

f2(z) =
eiσz

2i
, f3(z) =

e−iσz

2i
.

У випадку негативної вiдповiдi на питання, сформульоване у
Проблемi 1, актуальним стає наступний її послаблений варiант.
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Проблема 2. Чи кожна функцiя f ∈ W p
σ допускає зобра-

ження f = f4−f5, де функцiї f4 i f5 аналiтичнi в C+, причому
f4 задовольняє умову B

(
0; π2
)
, а f5 – умову B

(
−π

2 ; 0
)
?

Зазначимо, що для застосувань, зокрема задач про аналi-
тичне продовження, про циклiчнiсть у просторах аналiтичних
функцiй найцiкавiшими є випадки p = 2 i p = 1.

1.1.3 Циклiчнi функцiї

Означення 1.4. Функцiя G називається циклiчною в Hp (D),
якщо G ∈ Hp (D) i система

{G(z)zn : n ∈ Z+} (1.19)

повна в Hp (D).

Сам термiн ”циклiчна функцiя” вперше введений Х. Шапi-
ро в [147]. Для випадку простору Гардi у пiвплощинi означення
циклiчностi введено П. Лаксом.

Означення 1.5. Функцiя G називається циклiчною в Hp (C+),
якщо G ∈ Hp (C+) i система

{G(z)eτz : τ ≤ 0} (1.20)

повна в Hp (C+).

Повнота тут розумiється, як i в попередньому означеннi, в
тому сенсi, що кожну функцiю f можна наблизити з довiльною
наперед заданою точнiстю за нормою простору Hp (C+) скiн-
ченними лiнiйними комбiнацiями функцiй системи (1.20).

У 1949 роцi А. Бьорлiнг [75] довiв, що функцiя G ∈ H2(D) є
циклiчною в H2(D) тодi i тiльки тодi, коли виконується кожна
з умов:
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1) G не має жодного нуля в D;

2) lim
ρ→1−

2π∫
0

ln |G(ρeiφ)|dφ =
2π∫
0

ln |G(eiφ)|dφ,

деG(eiφ) є кутовими граничними значеннями функцiїG на оди-
ничному колi.

Проте Н. К. Нiкольський та В. П. Хавiн вказують [65], що
найiстотнiша (достатня) частина теореми Бьорлiнга фактично
одержана В. I. Смiрновим ще в 1928 роцi. У 1959 роцi П. Лакс
довiв аналог результату А. Бьорлiнга для випадку простору
H2 (C+).

Теорема 1.6. ([118]) Якщо G ∈ H2(C+), то наступнi твер-
дження еквiвалентнi:

1) G є циклiчною в H2(C+);

2) G не має жодного нуля в C+,

lim sup
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0

i iнтегральна гранична функцiя функцiї G є сталою;

3) G є зовнiшньою в H2(C+).

П. Халмош узагальнив їх результат на випадок гiльберто-
вого простору (див. [105], [117, с. 515]).

Н. К. Нiкольський [130, c. 66] вказує на те, що наближення
з вагою суттєво вiдрiзняється вiд аналогiчного наближення в
неваговому випадку. Так, тригонометрична система
{eitn : n ∈ Z} є повною i мiнiмальною в L2(−π; π), тому система
{eitn : n ∈ Z+} є ”дуже далекою вiд того, щоб бути повною”
в L2(−π; π). Iнакше кажучи, система {zn : n ∈ Z+} є ”дуже
неповною” в L2(∂D). Але домноження її на деяку функцiю f
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може призвести до того, що span {znf : n ∈ Z+} = L2(∂D),
тобто f є циклiчною в L2(∂D).

Означення 1.6. Функцiя G називається циклiчною в Hp
σ (C+),

якщо G ∈ Hp
σ (C+) i система (1.20) повна в Hp

σ (C+).

Повноту тут розумiємо у тому сенсi, що кожна функцiя
f ∈ Hp

σ (C+) може бути наближена скiнченною лiнiйною ком-
бiнацiєю функцiй системи (1.20) з довiльною наперед заданою
точнiстю за нормою простору Hp

σ (C+).
Б. В. Винницький одержав [14] деякi необхiднi умови ци-

клiчностi в Hp
σ (C+) та разом з автором дисертацiї [11] деякi

достатнi умови, що суттєво вiдрiзнялися мiж собою.
Однiєю з перших монографiй про циклiчнi функцiї у про-

сторах Гардi була книга Н.К. Нiкольського [52]. Як наслiдок
розвитку теорiї була написана значно розширена i дещо iдейно
змiнена монографiя [130], що мiстить досить повну бiблiогра-
фiю розглядуваних питань. Ряд авторiв дослiджували циклi-
чнiсть у вагових просторах Гардi [144] [157], [104], [127], [159],
[78], [101]. Деякi з цих результатiв поширено на загальнiшi ви-
падки сильно неперервних напiвгруп операторiв та локально
компактних абелевих груп [30], [28].

Iдейно близькими до теорiї циклiчностi є теорiя апроксима-
цiї системами степеневих та експоненцiальних функцiй, що має
свою грандiозну iсторiю та об’єм. У цьому зв’язку вiдзначимо
монографiю Б. Хабiбуллiна [64], яка мiстить основнi класичнi
теореми та багато нових результатiв завершеного характеру, а
також працю [71] А. Бакана та С. Кайсера, у якiй доведено
щiльнiсть алгебраїчних полiномiв у просторi Гардi у смузi. У
роботах А. С. Романюка, С. Б. Вакарчука, М. Ш. Шабозова, В.
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М. Савчука, С. О. Чайченка [55], [7], [66], [146] розглядаються
найкращi наближення та поперечники у рiзних функцiональ-
них просторах, зокрема у просторах Гардi.

Проте вiдкритим залишалося наступне питання.
Проблема 3. Знайти повний опис циклiчних функцiй у

ваговому просторi Гардi з неаналiтичною вагою експоненцiаль-
ного типу.

Дзета-функцiя введена для дiйсних змiнних Л. Ейлером у
1737 роцi. Її використовували у своїх дослiдженнях з теорiї про-
стих чисел П. Дiрiхле та П. Чебишев. Новий етап її дослiджень
започаткований у 1859 роцi Г. Рiманом публiкацiєю [140].

Дзета-функцiя Рiмана ζ визначається рядом Дiрiхле

ζ(s) =
∑
n∈N

1

ns
,

який збiгається для Re(s) > 1 i аналiтично продовжується на
всю комплексну площину крiм точки s = 1, в якiй має простий
полюс з лишком 1. Гiпотеза, сформульова Б. Рiманом у 1859
роцi, полягає в тому, що всi недiйснi нулi дзета-функцiї ζ ле-
жать на прямiй Re(s) = 1

2. Важливiсть гiпотези Рiмана є добре
вiдомою.

В роботах Б. Нiмана [132], A. Бьорлiнга [75], П. Лакса [118],
Н.К. Нiкольського [130], В. I. Васюнiна [6], М. Балазарда та Е.
Сайяша [73] та iнших авторiв одержано результати, якi вста-
новлюють еквiвалентнiсть гiпотези Рiмана i деяких тверджень
про повноту систем функцiй. А. Кондратюк i А. Бридун засто-
сували [83] метод рядiв Фур’є для дослiдження дзета-функцiї.
K. Ероглу та Й. Островський [96] показали належнiсть деякого
перетворення функцiї Рiмана до простору Гардi. В близькому
напрямi працює Ж.-Ф. Бурноль, який одержав [84] еквiвален-
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тне формулювання гiпотези Рiмана в термiнах зовнiшнiх фун-
кцiй для простору Гардi H2(C+). Його результат можна сфор-
мулювати наступним чином.

Теорема 1.7. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя z−1/2

(z+1/2)2
ζ (z + 1/2) є циклiчною в H2(C+).

Проте апроксимацiйнi властивостi системи (1.20) суттєво
вiдрiзняються у просторах H2(C+) i H2

σ(C+), тому актуальною
задачею є одержання аналогу теореми Бурноля для випадку
H2
σ(C+).

У випадку циклiчностi функцiї G в просторi H2(C+) систе-
ма (1.20) є ”дуже переповненою”, у зв’язку з чим виникають
задачi ”прорiдження” такого типу систем, знаходження фрей-
мiв [88], [108], абсолютно зображувальних систем [9], [42], ба-
зисiв у системах експонент з вагою [56], [54], [57]. Тому вбача-
ється можливим використання для дослiдження властивостей
циклiчних функцiй у вагових просторах Гардi грунтовно розро-
бленої А. Ф. Лєонтьєвим, М. М. Шереметою, О. Б. Скаскiвим,
П. В. Фiлевичем та їх учнями теорiї рядiв Дiрiхле [47], [60], [59],
[68], [63].

1.1.4 Оператори у просторах типу Гардi

Теорiя просторiв Гардi має багато точок дотику з функцiо-
нальним аналiзом, зокрема теорiєю оператора зсуву, операторiв
згортки та iнших iнтегральних операторiв, композицiйних опе-
раторiв.

Природним узагальненням поняття циклiчної функцiї в
Hp (D) є поняття циклiчного вектора у функцiональному про-
сторi.
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Означення 1.7. Елемент x ∈ X банахового простору X нази-
вають циклiчним вектором (елементом) оператора T : X →
X, якщо span {T nx : n ∈ Z+} = X, де span {L} означає зами-
кання лiнiйної оболонки функцiй системи L.

Детально властивостi циклiчних функцiй вiдносно опера-
тора зсуву описанi в [130], iснують цiкавi результати заверше-
ного характеру [27], [26] про циклiчнi елементи оператора ди-
ференцiювання та оператора узагальненого диференцiювання
Гельфонда-Лєонтьєва.

М. Г. Крейн, М. Л. Горбачук, В. I. Горбачук та їх учнi роз-
робили теорiю цiлих операторiв, що дозволило розглядати за-
дачi теорiї апроксимацiї та iншi задачi комплексного аналiзу як
задачi теорiї операторiв [22], [23], [103].

Оператор T в банаховому просторi X називається циклi-
чним оператором, якщо для нього iснує циклiчний вектор
x ∈ X . Крiм циклiчностi, активно вивчається також суперци-
клiчнiсть, гiперциклiчнiсть, мультициклiчнiсть, мультигiперци-
клiчнiсть [82], [113], [138].

Рiзнi (найперше iнтегральнi) оператори у просторах аналi-
тичних функцiй вивчалися в [158], [143], [139], [145], [40], [135],
[87], [128], а композицiйнi, наприклад, в [81]. Зокрема, глибо-
ко розроблена i має численнi застосування [122], [114] теорiя
оператора Гiльберта

Hf (z) =
1

π

∞∫
−∞

f (u)

z − u
du,

де iнтеграл розглядається, загалом, у розумiннi головного зна-
чення. При дослiдженнях у вагових просторах Гардi виникає
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близький в деякому сенсi до оператора Гiльберта оператор

Tf (x) =

+∞∫
0

uK(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du,

де K зображається на промiжку
[
−π
σ ;

π
σ

]
рядом Фур’є за сину-

сами.
При його дослiдженнi виникає
Проблема 4. Чи оператор T є обмеженим у просторах

Lp та просторах типу Гардi?
Найцiкавiшою для застосувань є вiдповiдь на це питання у

випадку p = 1.

Дослiдження повноти у функцiональних класах дуже часто
використовує апарат операторiв згортки. Рiвняння та операто-
ри типу згортки у просторах аналiтичних функцiй, як i опера-
тори Ганкеля i Тьоплiца, активно вивчаються останнiм часом в
просторах Гардi та iнших просторах аналiтичних функцiй [130],
[121], [151], [133], [86], [72]. Близькими до згаданих вище є до-
слiдження модельних операторiв та просторiв [131], [41], [2].

Рiвняння
0∫

−∞

f (u + τ )g(u)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ L2(−∞; 0), (1.21)

i деякi його аналоги вивчали Ю. Домар, Б. Нiман, П. Лакс,
Б. Я. Левiн, В. П. Гурарiй, А. Боричев, Х. Хеденмальм [132],
[118], [32], [30], [91], [80]. У цих працях, зокрема, показано, що
рiвняння (1.21) має нетривiальний розв’язок f ∈ L2(−∞; 0) тодi
i тiльки тодi, коли функцiя

G(z) =
1

i
√
2π

0∫
−∞

g(u)euzdu,
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не є циклiчною в H2(C+), також проаналiзовано розв’язки цьо-
го рiвняння.

Б. В. Винницький розглянув аналог рiвняння згортки (1.21)

для випадку пiвсмуги, властивостi якого тiсно пов’язанi з вла-
стивостями просторiв Hp

σ (C+). Сформулюємо означення вiдпо-
вiдних просторiв. Нехай Ep[Dσ] та Ep

∗ [Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0,

є просторами аналiтичних функцiй вiдповiдно в областях
Dσ = {z : | Im z| < σ,Re z < 0} та D∗

σ = C\Dσ, для яких

sup


∫
γ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiдпо-
вiдно в Dσ та D∗

σ. Функцiї f , що належать до цих просторiв,
мають майже скрiзь на ∂Dσ кутовi граничнi значення [10], що
позначаємо через f (z) i f ∈ Lp[∂Dσ].

Розглянемо рiвняння∫
∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ E2
∗ [Dσ], (1.22)

де розв’язок f шукається у просторi E2[Dσ].
В [10], [14], [11] встановлено деякi умови iснування розв’яз-

кiв рiвняння (1.22). Рiвняння (1.21) можна розглядати як грани-
чний випадок рiвняння (1.22) при σ = 0, проте в деяких момен-
тах властивостi цих рiвнянь суттєво вiдрiзняються. Зокрема,
iснування розв’язкiв останнього рiвняння може залежати вiд
модулiв кутових граничних значень функцiї G, хоч для (1.21)

змiна тiльки модулiв кутових граничних значень функцiї G не
змiнює множини його розв’язкiв. У зв’язку з цим виникає
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Проблема 5.
Дослiдження розв’язкiв рiвняння (1.22), що залежать вiд

модулiв кутових граничних значень функцiї G. Опис трансля-
цiйно iнварiантних пiдпросторiв функцiї G вiдносно оператора
зсуву.

Деякi труднощi для застосувань результатiв, одержаних при
вивченнi просторiв Гардi, виникають через рiзноманiтнiсть обла-
стей, на яких цi простори розглядаються. Крiм класичних оди-
ничного круга i пiвплощини, багато цiкавих результатiв одер-
жано для смуги, пiвсмуги, кута i т. д. Одним зi шляхiв подола-
ння вказаних труднощiв є узагальнення результатiв на областi
загальнiшого вигляду. У зв’язку з цим природною є наступна

Проблема 6.
Перенесення базових результатiв про рiвняння (1.22) на

випадок довiльної опуклої необмеженої багатокутної областi.
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1.2 Основний змiст дисертацiї

Роздiл 2 є вступним у дисертацiї. У перших двох пiдроз-
дiлах розглядаються задачi розщеплення у просторах W p

σ та
Hp
σ(C+), якi полягають в тому, щоб функцiї, якi є ”великими”

одночасно у верхнiй та нижнiй пiвплощинi, зобразити у виглядi
суми двох функцiй, одна з яких є ”великою” тiльки у верхнiй
пiвплощинi, а iнша — тiльки в нижнiй. Точне формулювання
сформульовано вище як проблема 1.

Для iлюстрацiї проблеми 1 зазначимо, що у випадку p = ∞
прикладом шуканого зображення для функцiї f (z) = sin z є

f2(z) =
eiσz

2i
, f3(z) =

e−iσz

2i
.

Для випадку p = 2 маємо елементарний розв’язок проблеми
1, що базується на теоремi Пелi-Вiнера:

f2(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt, f3(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt. (1.23)

Але для випадку p = 1, який є найцiкавiшим для застосувань,
вищенаведене розвинення не є розв’язком проблеми 1 в загаль-
ному випадку. Зазначимо, що W 1

σ ⊂ W 2
σ i функцiя f належить

до простору W 2
σ , σ > 0, тодi i тiльки тодi, коли вона подається

у виглядi

f (z) =

+∞∑
k=−∞

(−1)kck
π sinσz

σz − πk
, (1.24)

де (ck) ∈ l2. У цьому пiдроздiлi розглянуто наступну задачу.
Задача 1. Нехай f ∈ W 1

σ . За яких умов на коефiцiєнти
ck в зображеннi (1.24) функцiя f допускає декомпозицiю
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f = f2 − f3 для цiлих функцiй f2, f3 якi задовольняють при
p = 1 умови B(0; π) i B(π; 2π) вiдповiдно, де

B(α̂, β̂) : sup
φ∈(α̂,β̂)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr


1/p

< +∞?

Ми одержали повний розв’язок задачi 1 у двох формах.
Теорема 2.1. Якщо f ∈ W 1

σ , то шукана у задачi 1 декомпо-
зицiя iснує тодi i тiльки тодi, коли для коефiцiєнтiв ck в зобра-
женнi (1.24) виконується нерiвнiсть

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckθk,m,δ

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

θk,m,δ =


(−1)m+keiπδm − 1

m− δm− k
,m− δm− k ̸= 0,

πi, m− δm− k = 0,

для деякого δ ∈ (0; 1).
Теорема 2.2. Якщо f ∈ W 1

σ , то шукана у задачi 1 декомпо-
зицiя iснує тодi i тiльки тодi, коли для коефiцiєнтiв ck в зобра-
женнi (1.24) виконуються нерiвностi

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

k

k2 + 1

+∞∑
s=−∞

csηm,k,s

∣∣∣∣∣ < +∞,

де

ηm,k,s =


(−1)s − (−1)k+m

k +m− s
, s ̸= k +m,

πi, s = k +m,

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckβm,k

∣∣∣∣∣ < +∞,
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де

βm,k =


(−1)k+m − 1

m− k
,m ̸= k,

πi, m = k.

Отриманi умови досить складно перевiрити для конкретних
функцiй. Часто зручнiше скористатися простiшими необхiдни-
ми чи достатнiми умовами.
Наслiдок 2.3. Якщо для f ∈ W 1

σ , шукана у задачi 1 деком-
позицiя iснує, то для коефiцiєнтiв її розвинення (1.24)

+∞∑
k=−∞

ck = 0.

З цього наслiдку отримано наступне твердження.
Теорема 2.3. Iснують функцiї f ∈ W 1

σ , для яких задача 1
розв’язку не має.
Теорема 2.4. Якщо в зображеннi (1.24) функцiї f ∈ W 1

σ ко-
ефiцiєнти ck дорiвнюють нулевi для всiх непарних k ∈ Z, то
шукана у задачi 1 декомпозицiя iснує.

За теоремою 2.3 задача 1 позитивно розв’язується не для
всiх функцiй f ∈ W 1

σ . Проте важливi застосування може мати
розв’язок цiєї задачi з деякими послабленими вимогами до роз-
щеплення, а саме вимогою вказаної у задачi 1 поведiнки не у
всiй верхнiй (нижнiй) пiвплощинi, а тiльки у тих їх частинах,
що перетинаються з правою пiвплощиною. У зв’язку з цим ви-
никає

Задача 2. За яких умов функцiя f ∈ W 1
σ , допускає зо-

браження f = f4 − f5, де функцiї f4 i f5 аналiтичнi в C+,
f4 задовольняє умову B

(
0; π2
)

i f5 задовольняє B
(
−π

2 ; 0
)

при
p = 1?
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Нами одержано наступнi достатнi умови розв’язностi
задачi 2.
Теорема 2.5. Якщо в зображеннi (1.24) функцiї f ∈ W 1

σ є
лише скiнченна кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв ck, то задача
2 для неї має позитивний розв’язок.
Теорема 2.6. Якщо в зображеннi (1.24) функцiї f ∈ W 1

σ кое-
фiцiєнти ck дорiвнює нулю для всiх непарних k ∈ N, то задача
2 для неї має позитивний розв’язок.

Наступний пiдроздiл присвячений отриманню теорем типу
Фрагмена-Лiндельофа для пiвсмуги та пiвплощини, що викори-
стовуються у наступних роздiлах. Одержано такi твердження.
Теорема 2.7. Якщо f належить до простору Смiрнова Ep[Mk],
1 ≤ p < +∞, для кожного прямокутника Mk = {z : k < Re z <

0, | Im z| < σ}, k < 0, f ∈ Lp[∂Dσ], виконується нерiвнiсть

(∀ε > 0) : sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|f (u + iv)|p exp
(
−εe−γu

)
dv

 < +∞,

для деякого γ < π
σ i f (x) exp{−δe− π

2σx} ∈ Lp(−∞;−1) для де-
якого δ > 0, то f ∈ Ep[Dσ].

Теорема 2.7 є Lp-аналогом теореми типу Фрагмена-Лiндельофа
для пiвсмуги, встановленої незалежно рiзними математиками
(див. [46, с. 72], [117, с. 284], [36, с. 217]).
Теорема 2.10. Якщо функцiя f є аналiтичною в C+, має май-
же скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення, f ∈ Lp[∂C+],
1 ≤ p < +∞, i

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

|f (reiφ)|p exp
(
−ε
(
r +

1

r

))
dr

 < +∞,

то f ∈ Hp(C+).



42

Ця теорема є узагальненням однiєї теореми В. Мартиросяна
[125].

Останнiй пiдроздiл присвячений встановленню еквiвален-
тного означення вагового простору Гардi Hp

σ(C+).
Розглянемо простiр H̃p

σ(C+), σ > 0, 1 6 p < +∞, аналiти-
чних у C+ функцiй, для яких

||f ||H̃p
σ
:=max

sup
y∈R


+∞∫
0

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dx

 ;

sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dy




1/p

< +∞.

Теорема 2.11. Простори Hp
σ(C+) та H̃p

σ(C+), σ > 0,

1 6 p < +∞, спiвпадають, причому норми || · ||Hp
σ

та || · ||H̃p
σ

є
еквiвалентними.

Ця теорема узагальнює одну теорему А. Седлецького [58]
про еквiвалентне зображення просторiв Гардi у пiвплощинi.

У третьому роздiлi розглядаються теореми про зображення
у просторах Hp

σ(C+). Починається вiн доведенням двох теорем
типу Пелi-Вiнера про зображення. Цi твердження також дозво-
ляють глибше зрозумiти механiзм одержання умов, що фiгуру-
ють у роздiлi 4, зокрема у його першому та третьому пiдроздi-
лах.
Теорема 3.1. Функцiя G, визначена рiвнiстю

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw, (1.25)

належить до простору H2
σ(C+), σ > 0, i виконується умова

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= −∞
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тодi i тiльки тодi, коли g ∈ E2
∗ [Dσ] i g є цiлою функцiєю.

Теорема 3.2. Функцiя G, визначена рiвнiстю (1.25), належить
до простору H2

σ(C+), σ > 0, i виконується умова

(∃c1 ∈ R) : G(z) exp
(
2σ

π
z ln z − c1z

)
∈ H2(C+)

тодi i тiльки тодi, коли g ∈ E2
∗ [Dσ], g є цiлою функцiєю i

(∃c ∈ R) : g(w) exp
(
−ce−

wπ
2σ

)
∈ E2[Dσ].

Для простору Гардi у пiвплощинi вiдомi безпосереднi уза-
гальнення iнтегральної формули Кошi та формули Пуассона.
Для просторiв Hp

σ(C+), σ > 0, такими формулами скористати-
ся неможливо, оскiльки вiдповiднi iнтеграли можуть розбiга-
тися. Наступнi два короткi пiдроздiли присвяченi одержанню
аналогiв формул Кошi та Пуассона для вагового випадку. Цi
результати використовуються в роздiлi 4. Отримано наступнi
твердження.
Теорема 3.3. Якщо f ∈ Hp

σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, то

− 1

2π

+∞∫
0

f (iv)e−iσ(z−iv)

iv − z
dv − 1

2π

0∫
−∞

f (iv)eiσ(z−iv)

iv − z
dv−

−1

π

+∞∫
0

f (u) sin σ(z − u)

u− z
du =

{
f (z), z ∈ C+,

0, z ∈ C \ C+,

(1.26)
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Теорема 3.4. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, то

f (z) =
1

π

+∞∫
0

xe−iσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv +

1

π

0∫
−∞

xeiσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

xf (u) sin σ(z − u)

(u− z)(u + z)
du, z = x + iy ∈ C+,

(1.27)

f (z) =
i

π

+∞∫
0

(v − y)e−iσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

+
i

π

0∫
−∞

(v − y)eiσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

(u− iy)f (u) sin σ(z − u)

(u− z)(u + z)
du, z = x + iy ∈ C+.

(1.28)

Останнiй пiдроздiл третього роздiлу присвячений отриман-
ню опису функцiй, що визначенi на уявнiй осi i є кутовими гра-
ничними функцiями деяких аналiтичних у правiй пiвплощинi
функцiй, що задовольняють певнi стандартнi умови. Отримано
наступне твердження.
Теорема 3.7. Якщо f0 : iR → C, f0(it)e−σ|t| ∈ L1(R) та iснує
функцiя f2, така що

1) f2 ∈ Hp
2σ(C+);

2) f3(iv) := f1(iv)+f2(iv) ∈ Lp(−∞; 0), f1(iv) := f0(iv)e
−σv;

3) для майже всiх τ < 0∫ +∞

0

f1(iv)e
iτvdv +

1

i

∫ +∞

0

f2(u)e
τudu +

∫ 0

−∞
f3(iv)e

iτvdv = 0,
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то iснує аналiтична в C+ функцiя f , для якої f0 є кутовою
граничною функцiєю i

sup


+∞∫
0

∣∣f (reiφ)∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈ (−π/2; π/2)\(−δ; δ)

 < +∞

(1.29)
для всiх δ ∈ (0; π/4).

Центральне мiсце у дисертацiйнiй роботi займає роздiл 4.
Вiн складається з п’ятьох пiдроздiлiв та висновкiв. Головний
результат сформульовано у третьому пiдроздiлi, першi два є
для нього пiдготовчими, але становлять певний самостiйний iн-
терес. У першому пiдроздiлi одержано одну з реалiзацiй прин-
ципу невизначеностi в гармонiчному аналiзi. Твердження цього
типу полягають у тому, що функцiя i її перетворення Фур’є не
можуть бути одночасно ”дуже малими”. Однiєю з перших те-
орем у цьому напрямку є теорема С. Мандельбройта [50]. По-
значимо D1 = {z : Re z < 0,−2σ < Im z < 0}, D∗

1 = C\D1,
D3 = {z : Re z < 0, 0 < Im z < 2σ}, D∗

3 = C\D3. Через Ep
∗ [D1],

Ep
∗ [D3] позначимо простори Гардi-Смiрнова аналiтичних вiдпо-

вiдно в областях D∗
1 чи D∗

3 функцiй f , для яких

sup


∫
γ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiдпо-
вiдно в D∗

1 чи D∗
3 i є паралельними до координатних осей.

Нами одержано наступне твердження.
Теорема 4.2. Нехай для функцiй Ω1 : C+ → C, Ω3 : C+ → C
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виконуються умови

lim
x→+∞

ln |Ωj(x)|
x

= −∞, j ∈ {1; 3},

та
(Ω1(x) + Ω3(x)) e

2σ
π x lnx ∈ L2(0; +∞),

i для функцiй qj, визначених рiвностями

qj(w) =
1√
2π

+∞∫
0

Ωj(x)e
−xwdx, j ∈ {1; 3},

виконуються умови q1 ∈ E2
∗ [D1], q3 ∈ E2

∗ [D3].
Тодi знайдеться таке c ∈ R, що

Ω1(z)e
−iσze

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), Ω3(z)e

iσze
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

де ln z – головне значення логарифма в C+.
Другий пiдроздiл четвертого роздiлу присвячений встанов-

ленню еквiвалентностi мiж деякими умовами у просторiHp
σ(C+),

однi з яких визначаються поведiнкою функцiї тiльки на дода-
тнiй пiвосi, а iншi — тiльки на уявнiй осi. Для формулюван-
ня наступного результату зауважимо, що iнтегральна грани-
чна функцiя h функцiї G ∈ Hp (C+) визначається з точнiстю
до адитивної сталої i значень в точках неперервностi рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |G(x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |G(iy)|dy.

Теорема 4.4. Нехай G ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, i

G(z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+, а h(t) ≡ const. Тодi наступнi умови є
еквiвалентними:

1) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;
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2)G1 ̸∈ Hp(C+) для кожного c ∈ R,

де G1(z) = G(z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}
;

3) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

4) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

5) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞.

Зауважимо, що теорема для випадку σ = 0 кожна з умов 1)–
5) визначає порожню множину у просторi Hp

0 (C+) ≡ Hp(C+).

Нам невiдомi подiбнi результати для iнших вагових просторiв
Гардi. Щодо випадку σ = 0, тобто класу Hp(C+), то одержати
умови, якi пов’язували б ”малiсть” модуля функцiї на ∂C+ з
”великiстю” її модуля на R+, неможливо. Справдi, коли G ∈
Hp(C+), не має нулiв у C+ i ї ї iнтегральна гранична функцiя є
сталою, то

|G(x)| = exp

1

π

+∞∫
−∞

x

t2 + x2
ln |G(it)|dt + cx

 ,

тобто, коли |G1(it)| ≤ |G2(it)| для всiх t ∈ R+ i c = 0, то
|G1(x)| ≤ |G2(x)| для всiх x > 0.

Також показано, що у попереднiй теоремi позбутися умов
тривiальностi iнтегральної граничної функцiї та вiдсутностi ну-
лiв у правiй пiвплощинi не можна. Проте, дещо модифiкувавши
умови теореми, можна одержати наступне твердження.
Теорема 4.6. Нехай G ∈ Hp

σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0. Тодi
наступнi твердження є еквiвалентними:
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1) (∀ c ∈ R) : G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}
̸∈ Hp (C+);

2) lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
= −∞,

де

K(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt

− 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| −

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

;

3) lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
= −∞;

4)

∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

= +∞ або lim
x→+∞

∗
(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

де границя lim∗ розглядається поза деякою множиною E скiн-
ченної логарифмiчної мiри;

5)

∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

= +∞, або lim
x→+∞

∗
(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

де верхня границя lim
∗ розглядається поза деякою множиною

E скiнченної логарифмiчної мiри.
Зауважимо, що для випадку σ = 0 кожна з умов 1) - 5)

визначає порожню множину.
У третьому пiдроздiлi одержано критерiй циклiчностi у про-

сторi H2
σ(C+).

Теорема 4.8. Нехай G ∈ H2
σ(C+), σ > 0, G ̸≡ 0. Тодi наступнi

твердження є еквiвалентними:
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1) G є циклiчною у просторi H2
σ(C+);

2) рiвняння∫
∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ E2
∗ [Dσ],

де g визначена рiвнiстю

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

G(x)e−xwdx, Rew > 0,

має тiльки тривiальний розв’язок f ≡ 0 в E2[Dσ];
3) система {g(w − τ ) : τ ≤ 0} є повною в E2

∗ [Dσ];
4) G не має жодного нуля в C+, iнтегральна гранична функцiя
h функцiї G є сталою i виконується одна з умов 1)–5) теореми
4.4.

Четвертий пiдроздiл четвертого роздiлу присвячений опису
трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв, породжених нециклi-
чними функцiями у просторi H2

σ(C+), σ > 0. Позначивши через
spanH2

σ(C+) {G(z)e
τz : τ ≤ 0} замикання лiнiйної оболонки систе-

ми {G(z)eτz : τ ≤ 0}, отримали наступне твердження.
Теорема 4.13. Нехай σ > 0 i

G(z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

для деякого c ∈ R. Тодi spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0} спiвпадає
з множиною всiх таких функцiй вигляду

Q(z) = κ(z)e−
2σ
π z ln zec̃z,

що κ ∈ H2(C+), причому послiдовнiсть нулiв функцiї G є пiд-
послiдовнiстю послiдовностi нулiв функцiї κ, hκ − hG є незро-
стаючою i

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
.
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На основi попереднiх теорем можемо сформулювати твер-
дження, яке показує, що за певних умов трансляцiйно iнварi-
антний пiдпростiр, породжений функцiєю G ∈ H2

σ(C+), σ > 0,

або спiвпадає зi всiм простором G ∈ H2
σ(C+), або з простором

Гардi, домноженим на деяку фiксовану функцiю.
Наслiдок 4.4. Якщо G ∈ H2

σ(C+), G(z) ̸= 0 для кожного
z ∈ C+ i hG є сталою, то

spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0}

=

{
H2(C+)I

∗
G(z), G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+) для деякого c ∈ R,

H2
σ(C+) в протилежному випадку.

Останнiй пiдроздiл цього роздiлу присвячений iнтерпрета-
цiї критерiю циклiчностi для випадку одиничного круга. При
цьому розглядається простiр Гардi в крузi з вагою, зосередже-
ною поблизу точки на одиничному колi. На нашу думку, перспе-
ктивною є задача одержання аналогiв тверджень цiєї дисертацiї
для просторiв, розглядуваних С. Ю. Фаворовим i Л. Б. Голин-
ським [98], вага у яких зосереджена поблизу множини мiри нуль
на одиничному колi.

Роздiл 5 присвячений дослiдженню деяких iнтегральних
операторiв у просторах аналiтичних функцiй. Вiн складається
з трьох пiдроздiлiв та висновкiв. У першому пiдроздiлi розгля-
дається оператор

Tf (x) =

+∞∫
0

uK(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du.

в просторi H1
σ(C+), iнтерес до якого зумовлений, зокрема, де-

якими питаннями роздiлiв 3 i 4.
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Теорема 5.1. Нехай K : C → C є непарною, 2π
σ – перiодичною

функцiєю, K зображається на промiжку
[
−π
σ ;

π
σ

]
рядом Фур’є

за синусами

K(t) =

∞∑
k=1

bk sin kσt,

i ∞∑
k=1

k|bk| < +∞.

Тодi T є обмеженим оператором зH1
σ(C+) в L1(0; +∞) з нормою

∥T∥ 6 πα

2
,

де

α =

∞∑
k=1

|bk|.

Для порiвняння з цим результатом нами показано, що T не
є обмеженим оператором з L1(0; +∞) в L1(0; +∞) для випадку
K(t) = sin σt.

Наступнi два пiдроздiли присвяченi аналiзу у термiнах пе-
ретворення Фур’є-Лапласа функцiї f ∈ E2[Dσ] розв’язкiв рiв-
няння типу згортки у пiвсмузi∫

∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ E2
∗ [Dσ]. (1.30)

Отримано наступнi необхiднi умови нетривiальностi розв’яз-
ку.
Теорема 5.2. Нехай функцiя f ∈ E2[Dσ], f ̸≡ 0, є розв’язком
рiвняння (1.30). Тодi функцiя F1(iy)G(iy)e

σy, де

F1(z) =
1√
2π

∫
l1

f (w)e−zwdw,
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є кутовою граничною функцiєю на iR деякої аналiтичної в C+

функцiї P1, такої що для кожного δ ∈ (0; π/4)

sup


+∞∫
0

∣∣P1(re
iφ)
∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈

(
−π
2
;
π

2

)
\(−δ; δ)

 < +∞.

В останньому пiдроздiлi розглядаємо розв’язки рiвняння
(1.30), породженi ”глибоким нулем” (у термiнологiї В. П. Ха-
вiна [37]), функцiї G. В цьому пiдроздiлi ми розглядаємо кон-
структивний опис розв’язкiв у випадку 3). Зазначимо, що цей
випадок не має аналогу для σ = 0. Два iншi випадки, за яких
можливi нетривiальнi розв’язки рiвняння (1.30), а саме наяв-
нiсть хоч одного нуля в C+ чи нетривiальнiсть iнтегральної
граничної функцiї функцiї G, вивчалися ранiше в [10], [177].
Теорема 5.3. Нехай функцiя f ∈ E2[Dσ], f ̸≡ 0, є розв’яз-
ком рiвняння (1.30), функцiя G не має нулiв в C+ i iнтегральна
гранична функцiя h функцiї G є сталою. Тодi визначенi рiвно-
стями

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f (w)e−zwdw, j ∈ {1; 2; 3},

функцiї F1 та F3 є цiлими i мають в C+ вигляд

F1(z) = eiσzea1zκ1(z)
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+
z

λn

)
,

F3(z) = e−iσzea3zκ3(z)
∏

|µn|≤1

z − µn
z + µn

∏
|µn|>1

1− z/µn
1 + z/µn

exp

(
z

µn
+

z

µn

)
,

де a1 ∈ R, a3 ∈ R, κ1 ∈ H2(C+), κ3 ∈ H2(C+), функцiї κ1 та κ3

не мають жодного нуля в C+ i їх iнтегральнi граничнi функцiї
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є сталими. Послiдовностi нулiв (λn) та (µn) вiдповiдно функцiй
F1 та F3 мiстяться обидвi в C+ i задовольняють умови∑

|λn|≤1

Reλn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

− σ

π
log r

 = β1,

∑
|µn|≤1

Reµn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|µn|≤r

(
1

|µn|
− |µn|

r2

)
Reµn
|µn|

− σ

π
log r

 =β3,

причому β1 ∈ R, β3 ∈ R. Також F1(z)e
−iσz ∈ H2(C−),

F3(z)e
iσz ∈ H2(C−).

Ця теорема завершує побудову аналогу теорiї спектрально-
го аналiзу В. П. Гурарiя (див. [31]) в E2[Dσ].

Роздiл 6 присвячений дослiдженню просторiв Гардi-Смiрнова
у необмеженiй багатокутнiй областi D комплексної площини.
У першому його пiдроздiлi розглядається перетворення Фур’є-
Лапласа функцiї f ∈ E2[D]. Одержано такий його опис (внаслi-
док громiздкостi означення просторiв наводимо тiльки у роздiлi
6).
Теорема 6.1. Рiвностi

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f (w)e−zwdw, f ∈ E2[D], (1.31)

де j ∈ 1, n + 1, задають взаємно однозначне вiдображення
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простору E2[D] на T 2(D−
×) i справедлива двоїста формула

f (w) =
−1

i
√
2π

n+1∑
j=1

e−iφj

+∞∫
0

Fj(re
−iφj)ere

−iφjwdr,

де w ∈ D, φj = αj − π/2.
Основним результатом роздiлу є наступний аналог теореми

про згортку.
Теорема 6.3. Якщо f ∈ E2[D] i g ∈ E2

∗ [D], то для кожного
τ ∈ C(αn+1; π + α1) справджується рiвнiсть

∫
∂D

f (w + τ )g(w)dw =

n+1∑
j=1

+∞e
−iφj∫

0

Φj(z)e
τzdz,

де Φj = FjG, j ∈ 1;n + 1, функцiї Fj визначенi рiвностями
(1.31), а та G – рiвнiстю

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂D

g(w)ezwdw. (1.32)

Також одержано критерiй iснування нетривiальних роз’яз-
кiв рiвняння типу згортки в областi D.
Теорема 6.5. Нехай функцiяG визначена рiвнiстю (1.32). Тодi
рiвняння ∫

∂D

f (w + τ )g(w)dw = 0,

в якому τ ∈ C(αn+1;π + α1), має ненульовий розв’язок
f ∈ E2[D], f ̸≡ 0, тодi i тiльки тодi, коли система{
G(z)eτz : τ ∈ C(αn+1; π + α1)

}
не є повною в H2(D×, h).

Останнiй, сьомий роздiл, починається зi встановлення еквi-
валентного формулювання гiпотези Рiмана про нулi дзета-функцiї.
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Теорема 7.2. Нехай G1 – аналiтична в C+ функцiя, iнтеграль-
на гранична функцiя якої є сталою,G1 має єдиний простий нуль
в точцi z = 1/2, G1(z)ζ(z + 1/2) ∈ H2

σ̂(C+), σ̂ > 0 i

lim inf
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1 (it)| dt−

σ̂

π
ln r

 = −∞.

Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1) справджується гiпотеза Рiмана;

2) G1(z)ζ(z+1/2) – циклiчна функцiя в H2
σ (C+) для кожного

σ ≥ σ̂.

Розглянувши конкретнi функцiї G1, можна одержати про-
зорiшi твердження.
Наслiдок 7.2. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя z−1/2

(z+1/2)2
ζ(z + 1/2) є циклiчною в H2

σ (C+) для
деякого σ ≥ 0.

Для випадку σ = 0 цей результат спiвпадає з однiєю теоре-
мою Ж.-Ф. Бурноля. Також на конкретному прикладi розгля-
нуто труднощi, з якими можна зiткнутися при спробi довести
гiпотезу Рiмана за допомогою теореми 7.2.

Другий пiдроздiл присвячено отриманню теореми про зо-
браження для простору E , який визначаємо як простiр функцiй
G, що зображаються у виглядi

G(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))g(t)dt, g ∈ L2(0; 1).

Теорема 7.5. Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) G ∈ E ;
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2) G є парною цiлою функцiєю експоненцiйного типу σ ≤ 1,
для якої функцiя

G(w)−G(0)

w2

належить до L1(R), функцiя

z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw

належить до L2(0; +∞) i виконується умова
+∞∫

−∞

G(w)−G(0)

w2
dw = 0;

3) рiвняння f (z) − zf ′(z) = G(z) має на (0; +∞) розв’язок
f = F , що належить PW 2

1,+;
4) G — парна цiла функцiя, i функцiя

G̃(z) := G(z)− z

z∫
0

G′(w)

w
dw

належить до простору PW 2
1,+ ;

5) G — парна цiла функцiя експоненцiйного типу σ ≤ 1,
функцiя

G(w)−G(0)

w2

належить до L1(R), функцiя

z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw

належить до L2(0; +∞) i G(z) = G1(z) +G1(−z), де G1 — цiла
функцiя, для якої

|G1(z)| ≤ c1 (1 + |z|) /
√
1 + Im z, Imz ≥ 0.
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Цю теорему в останньому пiдроздiлi застосовуємо для вста-
новлення критерiю повноти та критерiю повноти i мiнiмально-
стi системи {cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).
Подiбнi дослiдження доповнюють деякi результати Б. В. Вин-
ницького та О. В. Шавали [16].
Теорема 7.6. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть
таких рiзних комплексних чисел, що ρ2k ̸= ρ2m, якщо k ̸= m.
Система {vk : k ∈ N}, vk(t) = cos tρk + tρk sin tρk є неповною в
просторi L2(0; 1) тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть (ρk : k ∈
Z\{0}), ρ−k := −ρk, є пiдпослiдовнiстю нулiв деякої ненульової
цiлої функцiї G ∈ E .
Теорема 7.10. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть
рiзних комплексних чисел таких, що ρ2k ̸= ρ2m при k ̸= m. Систе-
ма {vk : k ∈ N} є повною i мiнiмальною в L2(0; 1) тодi i тiльки
тодi, кодi послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{0}), ρ−k := −ρk, k ∈ N, є
послiдовнiстю нулiв такої парної цiлої функцiї D /∈ E , що для
деяких αk ∈ C i s ∈ C, s2 ̸= ρ2ν для всiх ν ∈ N, функцiя

Tk(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)

або функцiя

T̃k(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)

належить до простору E .



РОЗДIЛ 2

Структура деяких просторiв функцiй
експоненцiального типу

2.1 Зображення спецiального вигляду у просторi Пелi-
Вiнера

Через W p
σ , 1 ≤ p ≤ ∞, σ > 0, позначимо простiр Пелi-

Вiнера, тобто простiр цiлих функцiй f експоненцiального типу
≤ σ, для яких f ∈ Lp(R). Простiр W p

σ може бути визначений
(див. [45, c. 663]) також як простiр цiлих функцiй, що задоволь-
няють умову A(0; 2π), де

A(α, β) := sup
φ∈(α,β)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

Зазначимо, що простiр Hp
σ(C+), 1 ≤ p < +∞, σ ≥ 0, мо-

жна визначити як простiр аналiтичних в C+ = {z : Re z > 0}
функцiй, для яких виконується умова A(−π

2 ;
π
2) < +∞.

Розглянемо двi задачi про розвинення функцiй у просторах
Пелi-Вiнера та Гардi, що випливають з Проблем 1 i 2, наведених
у оглядi лiтератури, i мотивованих, зокрема, дослiдженнями
роздiлiв 3 i 5.

Задача 1. Нехай f ∈ W 1
σ . За яких умов на коефiцiєнти

ck в зображеннi (1.24) функцiя f допускає декомпозицiю

58
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f = f2 − f3 для цiлих функцiй f2, f3 якi задовольняють при
p = 1 умови B(0; π) i B(π; 2π) вiдповiдно, де

B(α̂, β̂) : sup
φ∈(α̂,β̂)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr


1/p

< +∞?

Для застосувань найцiкавiшими є випадки p = 2 i p = 1.
Позитивний розв’язок задачi 1 для p = 1 мав би наслiдком

позитивний розв’язок вiдповiдної задачi про зсуви в H2
σ(C+).

Однак, як показано нижче в теоремi 2.3, iснують функцiї
f ∈ W 1

σ , для яких потрiбне зображення неможливе. Тому дово-
диться розглядати задачу з меншими обмеженнями, а саме

Задача 2. За яких умов функцiя f ∈ W 1
σ , допускає розви-

нення f = f4 − f5, де функцiї f4 i f5 аналiтичнi в C+, f4 задо-
вольняє умову B

(
0; π2
)

i f5 задовольняє B
(
−π

2 ; 0
)

при p = 1?
Наступне твердження вiдiграє фундаментальну роль в тео-

рiї просторiв Пелi-Вiнера (див. [134]).

Теорема А1 (Теорема Пелi-Вiнера 1). Простiр W 2
σ спiвпадає

з простором функцiй, що зображаються в виглядi

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ(t)eitzdt, φ ∈ L2(−σ, σ). (2.1)

Аналогiчнi твердження вiдомi також для випадкiв
1 < p < 2 i p = 1 (див. [77, c. 106], [124], [49], [122], [4]).

Теорема А2 (Теорема Боаса). Простiр W 1
σ спiвпадає з про-

стором функцiй, що зображаються в виглядi (2.1), де функцiя

φ∗(t) =

{
φ(t),|t| ≤ σ,

0, |t| > σ,
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має абсолютно збiжний ряд Фур’є на (−σ− δ;σ+ δ) за систе-
мою

{
e−

ikπt
σ+δ

}
k∈Z

для деякого δ > 0.

Наведемо потрiбне нам в подальшому твердження, яке уто-
чнює попередню теорему, але доведення якого нам не вдалося
знайти в лiтературi.

Лема 2.1. Якщо ряд Фур’є функцiї φ∗ за системою
{
e−

ikπt
σ+δ

}
k∈Z

збiгається абсолютно на (−σ−δ;σ+δ) для деяких додатних σ
i δ, то для кожного δ1 ∈ [0; δ) ряд Фур’є функцiї φ∗ збiгається
абсолютно на (−σ − δ1;σ + δ1) за системою

{
e
− ikπt

σ+δ1

}
k∈Z

.

Доведення. За умовою леми ряд

φ∗(t) =

∞∑
k=−∞

bke
− ikπt

σ+δ

є абсолютно збiжним для t ∈ [−σ− δ;σ + δ], тому за теоремою
Боаса функцiя f , визначена рiвнiстю 2.1, належить до простору
W 1

σ+δ.
Оскiльки φ∗ належить до простору L2(−σ − δ1;σ + δ1), то

допускає зображення

φ∗(t) =

∞∑
k=−∞

b̃ke
− ikπt

σ+δ1 , (2.2)

t ∈ [−σ − δ1;σ + δ1], де (̃bk) ∈ l2 i

b̃k =
1

2(σ + δ1)

σ+δ1∫
−σ−δ1

φ∗(t)e
ikπ
σ+δ1

t
dt =

1

2(σ + δ1)

σ∫
−σ

φ(t)e
ikπ
σ+δ1

t
dt.

(2.3)
Порiвнявши рiвнiсть (2.3) з (2.1), одержимо

b̃k =

√
π

2

1

σ + δ1
f

(
kπ

σ + δ1

)
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Як показано вище, f ∈ W 1
σ+δ. Оскiльки W 1

σ+δ1
⊂ W 1

σ+δ, то
f (z + i) ∈ W 1

σ+δ1
. Тодi f (z)ei(σ+δ1)z належить до простору Гардi

Hp у пiвплощинi {z : Re z > −1}. А з властивостi 6 в [122,
с. 138] випливає, що(

f

(
kπ

σ + δ1

)
e
i(σ+δ1)

kπ
σ+δ1

)
∈ l1,

з чого отримаємо (̃bk) ∈ l1, тобто ряд (2.2) збiгається абсолютно.

В iншiй формi критерiй належностi простору W 1
σ одержав

Г.З. Бер.

Теорема А3 (Теорема Бера). Простiр W 1
σ спiвпадає з просто-

ром функцiй, що зображаються у виглядi (2.1), де

φ(t) =
+∞∑

k=−∞

cke
− ikπt

σ ,

причому (ck) ∈ l1 i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mck+m
k

k2 + 1

∣∣∣∣∣ < +∞.

Сформулюємо результат Р. Боаса в зручнiшiй для нас фор-
мi, скориставшись теоремою Пелi-Вiнера.

Лема 2.2. Функцiя f належить до простору W 1
σ , σ > 0, тодi

i тiльки тодi, коли вона подається у виглядi

f (z) =

+∞∑
k=−∞

(−1)kck
π sinσz

σz − πk
, (2.4)

де (ck) ∈ l2 i
+∞∑

k=−∞

∣∣∣∣f (kπσ (1− δ)

)∣∣∣∣ < +∞. (2.5)
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для деякого δ ∈ (0; 1).

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f ∈ W 1
σ . Оскiльки W 1

σ ⊂ W 2
σ

(див. [43, с. 84]), то потрiбне доведено в [122, с. 150].
Достатнiсть. Без обмеження загальностi вважатимемо, що

σ = π, бо f (z) ∈ W p
π тодi i тiльки тодi, коли f (σz/π) ∈ W p

σ . По-
кажемо, що функцiя f , визначена рiвнiстю (2.4) при (ck) ∈ l2,
за умови виконання нерiвностi (2.5) належить до простору W 1

π .
Справдi, позначивши

mk =
(−1)kf (k(1− δ))√

2π
,

з умови (2.5) отримаємо, що
+∞∑

k=−∞

mke
−ikt =: φ̃(t)

є абсолютно збiжним рядом Фур’є на вiдрiзку [−π; π]. Отже, φ̃ є
неперервною функцiєю на цьому вiдрiзку. Тому можемо засто-
сувати до неї обернене перетворення Фур’є та теорему Фубiнi

1√
2π

π∫
−π

φ̃(t)eitzdt =
1√
2π

π∫
−π

+∞∑
k=−∞

mke
−it(k−z)dt

=
1

2π

+∞∑
k=−∞

(−1)kf (k(1− δ))

π∫
−π

e−it(k−z)dt =

=

+∞∑
k=−∞

(−1)kf (k(1− δ))
sin π(k − z)

k − z
=: f̃ (z).

Але функцiя f (z(1−δ) у точках k ∈ Z спiвпадає з f̃ (z). Оскiль-
ки також обидвi функцiї є функцiями експоненцiального ти-
пу, що не перевищує π, то за теоремою Планшереля-Пойя [122,
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с. 161] f (z(1 − δ) ∈ L2(R) i за теоремою єдиностi [122, с. 151]
спiвпадає з f̃ (z) у всiх точках комплексної площини.

Порiвнявши останню формулу з (2.4), маємо φ(t) = φ̃(t)

майже скрiзь на [−π;π], тому далi вважатимемо, що φ(t) =

φ̃(t), t ∈ [−π; π]. Послiдовнiсть (ck) належить l2, тому f ∈ W 2
σ

i за теоремою Пелi-Вiнера φ̃(t) = 0, |t| > π. Тому за теоремою
Боаса f ∈ W 1

π .

Загальний опис iнтерполяцiйних послiдовностей в W p
σ одер-

жано А. Берлiнгом, Ю. Любарським, К. Сейпом [123], [76, с. 341-
365]. Для наших дослiджень достатньо сформульованих резуль-
татiв. Зауважимо, що з леми 2.1 при δ1 = 0 випливає iмплiкацiя(
(ck) ∈ l1

)
⇒ (2.5).

Наслiдок 2.1. Якщо f ∈ W 1
σ , σ > 0, то виконується зобра-

ження (2.4) i
+∞∑

k=−∞

(−1)kck = 0.

Справдi, за теоремою A2 φ(σ) = 0, але

φ(σ) =

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπ =

+∞∑
k=−∞

(−1)kck.

Наслiдок 2.2. Умова (2.5) еквiвалентна умовi
+∞∑

k=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑
s=−∞

(−1)scs
sin (kπ (1− δ))

k(1− δ)− s

∣∣∣∣∣ < +∞.

Для випадку p = 2 маємо елементарний розв’язок проблеми
1, що базується на теоремi Пелi-Вiнера:

f2(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ(t)eitzdt, f3(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ(t)eitzdt. (2.6)
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Але для p = 1 вищенаведений розклад не є розв’язком задачi 1
в загальному випадку. Наприклад, якщо φ(t) = σ − |t|, то

f (z) =

√
2

π

1− cosσz

z2
∈ W 1

σ ,

але
f2(z) =

1√
2π

−eiσz + 1 + iσz

z2
/∈ W 1

σ ,

f3(z) =
1√
2π

e−iσz − 1 + iσz

z2
/∈ W 1

σ .

Лема 2.3. Якщо для функцiї f ∈ W 1
σ задача 1 має позитив-

ний розв’язок, то в позначеннях теореми A3.16 справедливi
зображення (2.6).

Доведення. Для функцiї f2 виконуються при p = 1 умовиA(0; π)
i B(−π; 0), з чого випливає, що f2(z)e−iσz/2 ∈ W 1

σ/2. Тому за те-
оремою Пелi-Вiнера A3.16

f2(z) =
1√
2π

σ∫
0

φ2(t)e
itzdt,

для деякої функцiї φ2 ∈ L2[0;σ]. Аналогiчно одержимо для де-
якої функцiї φ3 ∈ L2[−σ; 0] рiвнiсть

f3(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

φ3(t)e
itzdt.

Функцiя f − f2 + f3 належить до простору W 2
σ , тому для неї

справедливе зображення

f (z)− f2(z) + f3(z) =
1√
2π

σ∫
−σ

φ̃(t)eitzdt
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для деякої функцiї φ̃ ∈ L2[−σ;σ]. Але f − f2 + f3 – тотожнiй
нуль, тому φ̃ ≡ 0, з чого випливає твердження леми.

Ми наведемо два критерiї розв’язностi задачi 1, базуючись
на теоремах Боаса i Бера.

Теорема 2.1. Якщо f ∈ W 1
σ , то шукана у задачi 1 декомпози-

цiя iснує тодi i тiльки тодi, коли коефiцiєнти ck в зображеннi
(2.4) задовольняють умову

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckθk,m,δ

∣∣∣∣∣ < +∞, (2.7)

для деякого δ ∈ (0; 1), де

θk,m,δ =


(−1)m+keiπδm − 1

m− δm− k
,m− δm− k ̸= 0,

πi, m− δm− k = 0.

Доведення. Якщо f ∈ W 1
σ , то для неї справджується зображен-

ня (2.1). За лемою 2.3 позитивний розв’язок задачi 1 iснує тодi i
тiльки тодi, коли функцiя f2, визначена першою рiвнiстю (2.6),
належить W 1

σ . Для f2 справджується зображення

f2(z) =
1√
2π

σ∫
0

+∞∑
k=−∞

cke
− ikπt

σ eitzdt =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

σ∫
0

eit(z−
kπ
σ )dt

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
eiσ(z−kπ/σ) − 1

i(z − kπ/σ)
.

Зауважимо, що

f2

(mπ
σ

(1− δ)
)
=

1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
eiσ(

mπ
σ (1−δ)−kπ

σ ) − 1

i
(
mπ
σ (1− δ)− kπ

σ

)
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=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
σeiπ(m−δm−k) − 1

iπ(m− δm− k)

з чого отримуємо умову (2.7). Також за теоремою Пелi-Вiнера
f2 ∈ W 2

σ , тому послiдовнiсть коефiцiєнтiв її розкладу (2.4) на-
лежить l2. Залишилось скористатися лемою 2.3 для f2.

Теорема 2.2. Якщо f ∈ W 1
σ , то шукана у задачi 1 деком-

позицiя iснує тодi i тiльки тодi, коли для коефiцiєнтiв ck в
зображеннi (2.4) виконуються нерiвностi

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

k

k2 + 1

+∞∑
s=−∞

csηm,k,s

∣∣∣∣∣ < +∞, (2.8)

де

ηm,k,s =


(−1)s − (−1)k+m

k +m− s
, s ̸= k +m,

πi, s = k +m,

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ckβm,k

∣∣∣∣∣ < +∞, (2.9)

де

βm,k =


(−1)k+m − 1

m− k
,m ̸= k,

πi, m = k.

Доведення. При доведеннi попередньої теореми показано, що

f2(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)keiσz − 1

i(z − kπ/σ)
.

Скористаємось для f2 теоремою A3, записавши її умову у ви-
глядi

+∞∑
m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mf

(
k +m

σ

)
k

k2 + 1

∣∣∣∣∣ < +∞.
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Тодi
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mk

k2 + 1

+∞∑
s=−∞

cs
(−1)seiσ

k+m
σ π − 1

i
(
k+m
σ π − sπ

σ

) ∣∣∣∣∣ < +∞,

з чого випливає умова (2.8). Оскiльки

f
(πm
σ

)
=

1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)keiπm − 1

i(πm/σ − kπ/σ)
,

то з умови належностi l1 послiдовностi коефiцiєнтiв розкладу
(2.4) функцiї f2 одержимо умову (2.9).

Як випливає з вищенаведених теорем, умови (2.7) (2.8) є
еквiвалентними в сукупностi умовi (2.9). Однак ми не знаємо
простiшого способу довести цей факт.

Отриманi умови є досить складними для перевiрки конкре-
тних функцiй. Часто зручнiше скористатися простiшими необ-
хiдними чи достатнiми умовами.

Наслiдок 2.3. Якщо для f ∈ W 1
σ , шукана у задачi 1 декомпо-

зицiя iснує, то для коефiцiєнтiв її розвинення (2.4)

+∞∑
k=−∞

ck = 0. (2.10)

Справдi, якщо f2 розв’язує задачу 1, то справедливi зобра-
ження (2.6), причому за теоремою Боаса A2 φ(0) = φ(σ) = 0.

Але φ(0) =
+∞∑

k=−∞
cke

0 =
+∞∑

k=−∞
ck.

Теорема 2.3. Iснують функцiї f ∈ W 1
σ , для яких задача 1

розв’язку не має.



68

Доведення. З наслiдку 2.3 випливає, що для функцiї

f (z) =
1− cosσz

z2
∈ W 1

σ

розв’язку задачi 1 не iснує, оскiльки
+∞∑

k=−∞

(−1)kf

(
kπ

σ

)
> 0,

тобто умова (2.10) не виконується.

Теорема 2.4. Якщо в представленнi (2.4) функцiї f ∈ W 1
σ ко-

ефiцiєнти ck рiвнi нулевi для всiх непарних k ∈ Z, то задача
1 розв’язується для неї позитивно.

Доведення. Покажемо, що шуканий розклад має вигляд

f2(z) =
1

2i

+∞∑
k=−∞

c2k(e
iσz − 1)

z − 2kπ/σ
, f3(z) =

1

2i

+∞∑
k=−∞

c2k(e
−iσz − 1)

z − 2kπ/σ
.

Справдi, f2 i f3 – цiлi функцiї експоненцiального типу ≤ σ.
Зауважимо, що

f2(z) =
f (z)

(
eiσz − 1

)
2i sinσz

=
f (z)eiσz/2

2 cos(σz/2)
,

тому функцiя f ∗2 (z) = f2(z + i) належить L1(R). Значить, за
означенням простору f ∗2 (z)e−iσz ∈ W 1

σ , з чого маємо f2(z)e−iσz ∈
W 1

σ . Аналогiчно можна показати, що f3(z)eiσz ∈W 1
σ .
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2.2 Зображення спецiального вигляду у ваговому про-
сторi Гардi

Сформлюємо наслiдок з одного результату Б. Винницького
[10].

Теорема А4. Простiр H2
σ(C+) спiвпадає з простором функцiй,

що зображаються у виглядi

f (z) =
1√
2π

∫
∂Dσ

φ(t)etzdt,

де φ ∈ L2[∂Dσ], Dσ = {z : | Im z| < σ,Re z < 0}.

З цього твердження випливає наступний розв’язок задачi 2
для випадку p = 2:

f4(z) =
1√
2π

∫
∂Dσ∩C+

φ(t)etzdt, f5(z) = − 1√
2π

∫
∂Dσ∩C−

φ(t)etzdt,

де C+ = {z : Im z > 0}, C− = {z : Im z < 0} . Справдi,

f4(z) = − eiσz√
2π

0∫
−∞

φ(t + iσ)etzdt +
i√
2π

σ∫
0

φ(it)eitzdt

i потрiбне випливає з теорем Пелi-Вiнера.
У зв’язку з теоремою 2.3 зазначимо наступне.

Зауваження 2.1. Для функцiї

f (z) =
1− cosσz

z2
∈ W 1

σ

розв’язок задачi 2 iснує.

Доведення.

f4(z) = − 1√
2π

eiσz − 1− iσz + iσ
z+πz

2

z2
,
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f5(z) = − 1√
2π

e−iσz − 1 + iσz − iσ
z+πz

2

z2
.

Позначатимемо через Ĥ1
σ(C+) простiр, що складається зi

всiх добуткiв f1f2, де f1 ∈ H2
σ/2(C+) i f2 ∈ H2

σ/2(C+). Очевидно,
Ĥ1
σ(C+) ⊂ H1

σ(C+). Зазначимо, що нам невiдомо, чи спiвпадає
простiр Ĥ1

σ(C+) з H1
σ(C+). З позитивного розв’язку задачi 2 ви-

пливає загальнiший результат.

Лема 2.4. Якщо задача 2 розв’язується позитивно для W 1
σ ,

то вона має позитивний розв’язок i для кожної функцiї з про-
стору Ĥ1

σ(C+).

Доведення. За теоремою A4, якщо f1 ∈ H2
σ/2(C+), то f1(z) =

e
iσz
z h1(z) + h2(z) + e−

iσz
z h3(z), де

h1(z) =
1√
2π

0∫
−∞

f
(
t + i

σ

2

)
etzdt, h2(z) = − i√

2π

σ
2∫

σ
2

f (it)eitzdt,

h3(z) =
1√
2π

−∞∫
0

f
(
t− i

σ

2

)
etzdt.

За теоремами Пелi-Вiнера маємо h1 ∈ H2(C+), h2 ∈ W 2
σ
2
, h3 ∈

H2(C+). Аналогiчно, якщо f ∗1 ∈ H2
σ
2
, то f ∗1 (z) = e

iσz
2 h∗1(z) +

h2(z)+e
− iσz

2 h∗3(z), де h∗1 ∈ H2(C+), h
∗
2 ∈ W 2

σ
2
, h∗3 ∈ H2(C+). Умо-

виA
(
−π

2 ; 0
)

iB
(
0; π2
)

виконуються для функцiй e
iσz
2 h1(z)f

∗
1 (z)+

h2(z)e
iσz
2 h∗1(z), а умови A

(
0; π2
)

i B
(
−π

2 ; 0
)

— для функцiї
e−

iσz
2 h3(z)f

∗
1 (z) + h2(z)e

− iσz
2 h∗3(z) з p = 1. Звiдси одержимо, що

задача 2 розв’язується позитивно для функцiї f1f ∗1 тодi i тiльки
тодi, коли вона розв’язується позитивно для функцiї h1h∗1.
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Теорема 2.5. Якщо в зображеннi (2.4) функцiї f ∈ W 1
σ є лише

скiнченна кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв ck, то задача 2
для неї має позитивний розв’язок.

Доведення. Для спрощення викладок будемо вважати σ = π. З
умов теореми маємо

f (z) = sin πz

(
(−1)k1ck1
z − k1

+
(−1)k2ck2
z − k2

+ ... +
(−1)knckn
z − kn

)
, kn ∈ Z.

За наслiдком 2.3 функцiя в дужках є рацiональною i пiсля зве-
дення до спiльного знаменника степiнь знаменника буде пере-
вищувати степiнь чисельника не менш нiж на 2. Покладемо

f4(z) =
eiπz − an−1z

n−1+...+a1z+a0
(z+1)n−1

2i

×
(
(−1)k1ck1
z − k1

+
(−1)k2ck2
z − k2

+ ... +
(−1)knckn
z − kn

)
,

f5(z) =
e−iπz − an−1z

n−1+...+a1z+a0
(z+1)n−1

2i

×
(
(−1)k1ck1
z − k1

+
(−1)k2ck2
z − k2

+ ... +
(−1)knckn
z − kn

)
,

де a0, ..., an−1 – невiдомi коефiцiєнти. Виберемо їх як розв’язки
системи рiвнянь

e±iπz − an−1z
n−1 + ... + a1z + a0
(z + 1)n−1

∣∣∣∣
z=k1,...,kn

= 0.

Оскiльки e±iπz = cos πz ± i sin πz i sinπkj = 0, j ∈ 1;n, то
остання система є еквiвалентною наступнiй

cos πz(z + 1)n−1 − an−1z
n−1 − ...− a1z − a0

∣∣
z=k1,...,kn

= 0.
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Запишемо її у виглядi
a0 + a1k1 + a2k

2
1 + ... + an−1k

n−1
1 = (−1)k1(k1 + 1)n−1

a0 + a1k2 + a2k
2
2 + ... + an−1k

n−1
2 = (−1)k2(k2 + 1)n−1

..................................................................................

a0 + a1kn + a2k
2
n + ... + an−1k

n−1
n = (−1)kn(kn + 1)n−1.

Визначник цiєї системи∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 k1 · · · kn−1

1

1 k2 · · · kn−1
2

... ... . . . ...
1 kn · · · kn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∏

1≤m<s≤n
(km − ks) ̸= 0

є визначником Вандермонда, тому iснує єдиний розв’язок ви-
щенаведеної системи. Отже, функцiя f4 є аналiтичною в C+ i
вона задовiльняє умову B

(
0; π2
)
. Аналогiчно можна показати,

що f5 є аналiтичною в C+ i вона задовiльняє умову B
(
−π

2 ; 0
)
.

Тому функцiї f4 i f5 розв’язують задачу 2.

У зв’язку з доведенням останньої теореми виникає питання
про можливiсть застосування цього методу для випадку, коли
f має нескiнченно багато ненульових коефiцiєнтiв. Тобто про-
блема полягає в знаходженнi замiсть

an−1z
n−1 + ... + a1z + a0
(z + 1)n−1

такої функцiї h ∈ H∞(C+), p ≥ 1, що eiπz − h(z)
∣∣
z∈N

∪
{0} = 0.

Але така функцiя не iснує.
Справдi, якщо f1(z) = e−

iπz
2
(
eiπz − h(z)

)
то f1 ∈ H∞

π/2 i мно-
жини нулiв функцiй eiπz−h(z) i f1 спiвпадають. В [10] показано,
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що для послiдовностi нулiв (λn) в C+ функцiї H∞
π/2 умова

lim sup
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

− 1

2
ln r

 < +∞.

є необхiдною i достатньою. Але послiдовнiсть λn = n не задо-
вiльняє цiй умовi, бо

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

=

[r]∑
n=2

(
1

n
− n

r2

)
n

n
=

= ln[r]− [r]([r] + 1)

2

1

r2
+O(1) = ln r +O(1), r → +∞.

Теорема 2.6. Якщо в зображеннi (2.4) функцiї f ∈ W 1
σ коефi-

цiєнти ck дорiвнює нулю для всiх непарних k ∈ N, то задача
2 для неї має позитивний розв’язок.

Доведення. Покажемо, що шуканий розклад має вигляд

f4(z) =
1

2i

+∞∑
k=−∞

c2k(e
iσz − 1)

z − 2kπ/σ
, f5(z) =

1

2i

+∞∑
k=−∞

c2k(e
−iσz − 1)

z − 2kπ/σ
.

Як i при доведеннi теореми 2.4, можна показати, що

f4(z) =
f (z)eiσz/2

2 cos(σz/2)
,

Твердження теореми для f4 буде наслiдком нерiвностей [195]

sup
y∈R


+∞∫
0

|f ∗4 (x + iy)|e−σ|y|dx

 < +∞,

sup
x>0


+∞∫

−∞

|f ∗4 (x + iy)|e−σ|y|dy

 < +∞,
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де f ∗4 (z) = f4(z)e
−iσz/2. Друга з них i нерiвнiсть

sup
y∈R\[−1;1]


+∞∫
0

|f ∗4 (x + iy)|e−σ|y|dx

 < +∞

очевиднi. Для доведення умови

sup
y∈[−1;1]


+∞∫
0

|f ∗4 (x + iy)|e−σ|y|dx

 < +∞

зауважимо, що з факторизацiйної теореми 1.3 для просторiв
Hp
σ(C+) випливає iснування такого c ∈ R, що f ∗4 (z)e−cz ∈ H1

σ(C+).
Тому для завершення доведення залишилось скористатися те-
оремою типу Фрагмена-Лiндельофа для пiвсмуги. Твердження
для f5 перевiряється аналогiчно.

Очевидно, аналогiчний результат справджується, якщо за-
мiсть обнулення коефiцiєнтiв ck з непарними номерами вимага-
ти, щоб нульовими були всi коефiцiєнти з парними номерами.
Врахувавши теорему 2.5, умови розв’язностi задачi 2, вказанi в
теоремi 2.6, можна ще ослабитити: вимагати, щоб вiдмiнною вiд
нуля була тiльки скiнченна кiлькiсть коефiцiєнтiв ck з парними
чи непарними номерами.
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2.3 Теореми типу Фрагмена-Лiндельофа

В цьому пiдроздiлi доведемо деякi твердження типу теоре-
ми Фрагмена-Лiндельофа для пiвсмуги та пiвплощини.

Наведемо спочатку деякi допомiжнi твердження.

Лема 2.5. Якщо h ∈ Lp[∂Dσ], 1 ≤ p < +∞, i

1

2πi

∫
∂Dσ

h(t)

t− w
dt =

{
f (w), w ∈ Dσ,

0, w ∈ C \Dσ,
(2.11)

то f ∈ Ep[Dσ].

Доведення. Це твердження для випадку p > 1 встановлено в
[10] (див. лему 10). Доведемо його для p = 1. Замiнимо область
Dσ у формулюваннi леми на D̃σ = Dσ+2iσ, одержане твердже-
ння буде еквiвалентним розглядуванiй лемi. Тодi

1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− w
dt =

{
f (w), w ∈ D̃σ,

0, w ∈ C \ D̃σ,
(2.12)

отже, f (w) = 0, w ∈ D̃σ. Тому для w ∈ D̃σ маємо

f (w) = f (w)− f (w) =
1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− w
dt− 1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− w
dt

=
1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− u− iv
dt− 1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− u + iv
dt

=
v

π

∫
∂D̃σ

h(t)

(t− u)2 + v2
dt.
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Тому
0∫

−∞

|f (u + iv)|du ≤
0∫

−∞

v

π

∫
∂D̃σ

∣∣∣∣ h(t)

(t− u)2 + v2

∣∣∣∣ |dt|du.
Розглянувши внутрiшнiй iнтеграл по кожнiй з трьох сторiн ∂Dσ

(горизонтальних променях та вертикальному вiдрiзку), одер-
жимо

0∫
−∞

|f (u + iv)|du ≤
0∫

−∞

v

π

 0∫
−∞

∣∣∣∣ h(s + iσ)

(s + iσ − u)2 + v2

∣∣∣∣ ds
+

0∫
−∞

∣∣∣∣ h(s + 3iσ)

(s + 3iσ − u)2 + v2

∣∣∣∣ ds +
3σ∫
σ

∣∣∣∣ h(il)

(il − u)2 + v2

∣∣∣∣ dl
 du.

Врахувавши, що |s + iσ − u| ≥ |s − u|, |s + 3iσ − u| ≥ |s − u|,
|il − u| ≥ |u|, i застосувавши теорему Фубiнi, отримаємо

π

2

0∫
−∞

|f (u + iv)|du ≤
0∫

−∞

|h(s + iσ)|
0∫

−∞

v

(s− u)2 + v2
duds

+

0∫
−∞

|h(s + 3iσ)|
0∫

−∞

v

(s− u)2 + v2
duds

+

3σ∫
σ

|h(il)|
0∫

−∞

v

u2 + v2
dudl ≤ π

0∫
−∞

|h(s + iσ)|ds

+π

0∫
−∞

|h(s + 3iσ)|ds + π

3σ∫
σ

|h(il)|dl < c < +∞,

де стала c вiд v ∈ (σ; 3σ) не залежить.
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З рiвностi (2.12) також маємо f (−w) = 0, w ∈ D̃σ. Тому
для w ∈ D̃σ отримаємо

f (w) = f (w)− f (−w) = 1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− w
dt− 1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t + w
dt

=
1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t− u− iv
dt− 1

2πi

∫
∂D̃σ

h(t)

t + u− iv
dt

= − 1

2πi

∫
∂D̃σ

2uh(t)

u2 + (it + v)2
dt.

Тому
3σ∫
σ

|f (u + iv)|dv ≤ u

π

3σ∫
σ

∫
∂D̃σ

∣∣∣∣ h(t)

u2 + (it + v)2

∣∣∣∣ |dt|dv
Знову розглянувши внутрiшнiй iнтеграл по кожнiй з трьох сто-
рiн ∂Dσ, одержимо

3σ∫
σ

|f (u + iv)|dv ≤ u

π

3σ∫
σ

 0∫
−∞

∣∣∣∣ h(s + iσ)

u2 + (is− σ + v)2

∣∣∣∣ ds
+

0∫
−∞

∣∣∣∣ h(s + 3iσ)

u2 + (is− 3σ + v)2

∣∣∣∣ ds +
3σ∫
σ

∣∣∣∣ h(il)

u2 + (−l + v)2
dl

∣∣∣∣
 dv.

Врахувавши, що |is− σ + v| ≥ |v − σ|, |is− 3σ + v| ≥ |v − 3σ|,
i застосувавши теорему Фубiнi, отримаємо

π

2

3σ∫
σ

|f (u + iv)|dv ≤
0∫

−∞

|h(s + iσ)|
3σ∫
σ

u

u2 + (v − σ)2
dvds
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+

0∫
−∞

|h(s + 3iσ)|
3σ∫
σ

u

u2 + (v − 3σ)2
dvds

+

3σ∫
σ

|h(il)|
3σ∫
σ

u

u2 + (v − l)2
dl ≤ π

0∫
−∞

|h(s + iσ)|ds+

π

0∫
−∞

|h(s + 3iσ)|ds + π

3σ∫
σ

|h(il)|dl ≤ c2 < +∞,

де стала c2 вiд u ∈ (−∞; 0) не залежить. Отже,

sup
u∈(−∞;0)


3σ∫
σ

|f (u + iv)|dv

 < +∞,

sup
v∈(σ;3σ)


0∫

−∞

|f (u + iv)|du

 < +∞,

з чого випливає, що f ∈ E1[Dσ].

Лема 2.6. Якщо f належить до простору Смiрнова Ep[Mk],
1 ≤ p < +∞, для кожного прямокутника Mk = {z : k <

Re z < 0, | Im z| < σ}, k < 0, також f ∈ Lp[∂Dσ] i

sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|f (u + iv)|dv

 < +∞, (2.13)

то f ∈ Ep[Dσ].

Доведення. Спочатку зазначимо, що з належностi функцiї f
простору Смiрнова Ep[Mk] умова f ∈ Lp[∂Dσ] є коректною у
сенсi кутових граничних значень на ∂Dσ. Оскiльки f ∈ Ep[Mk],
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то також (див. [53], §7.1 та §6.4) справедлива iнтегральна фор-
мула Кошi

f (w) =
1

2πi

∫
∂Mk

f (t)

t− w
dt, w ∈Mk.

Тодi справджується оцiнка∣∣∣∣∣∣∣
∫

[k−iσ;k+iσ]

f (t)

t− w
dt

∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
σ∫

−σ

f (k + is)

k + is− w
ds

∣∣∣∣∣∣
≤

σ∫
−σ

|f (k + is)|√
(k − u)2 + (v − s)2

ds ≤ 1

|k − u|

σ∫
−σ

|f (k + is)|ds.

Тому при p = 1 ∣∣∣∣∣∣∣
∫

[k−iσ;k+iσ]

f (t)

t− w
dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c1

|k − u|
.

Якщо ж p > 1, то застосувавши нерiвнiсть Гьольдера, маємо∣∣∣∣∣∣∣
∫

[k−iσ;k+iσ]

f (t)

t− w
dt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
c2

|k − u|

 σ∫
−σ

|f (k + is)|pds

1/p

≤ c3
|k − u|

Спрямувавши k до −∞, для кожного фiксованого w ∈ Dσ отри-
маємо

f (w) =
1

2πi

∫
∂Dσ

f (t)

t− w
dt, w ∈ Dσ.

Розглянемо тепер довiльне w ∈ C \ Dσ. Тодi оскiльки f ∈
Ep[Mk], то для кожного k < 0 маємо

1

2πi

∫
∂Mk

f (t)

t− w
dt = 0, w ∈ C \Dσ.
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Спрямувавши, як i в попереднiх мiркуваннях, k до −∞, одер-
жимо

1

2πi

∫
∂Dσ

f (t)

t− w
dt = 0, w ∈ C \Dσ.

Скориставшись лемою 2.5, маємо що f ∈ Ep[Dσ].

Нам не вiдомо, чи можна в попереднiй лемi опустити умову
(2.13).

Лема 2.7. Якщо f належить до простору Смiрнова Ep[Mk],
1 ≤ p < +∞, для кожного прямокутника Mk, k < 0, також
f ∈ Lp[∂Dσ] i виконується умова

(∀ε > 0) : sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|f (u + iv)|p exp
(
−εe−γu

)
dv

 < +∞,

(2.14)
для деякого γ < π

2σ , то f ∈ Ep[Dσ].

Доведення. Розглянемо функцiю fε(w) = f (w) exp (−εe−γw) . То-
дi |fε(u+iv)| = |f (u+iv)| exp (−εe−γu cos γv) . Оскiльки cos γv ≤
λ0 > 0 для всiх v ∈ (−σ;σ), то

|fε(u + iv)| ≤ |f (u + iv)| exp
(
−ε1e−γu

)
тобто внаслiдок довiльностi ε виконується умова (2.14). Тому
за лемою 2.6 маємо fε ∈ Ep[Dσ], з чого випливає [10]

σ∫
−σ

|fε(u + iv)|pdv ≤ c

∫
∂Dσ

|fε(w)|p|dw|

≤ c1

∫
∂Dσ

|f (w)|p|dw| < c3 < +∞,
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де сталi cj вiд u не залежать. За лемою Фату
σ∫

−σ

|f (u + iv)|pdv ≤ lim
ε→0

σ∫
−σ

|fε(u + iv)|pdv < c3,

тому маємо виконання умов леми 2.6, тобто f ∈ Ep[Dσ].

Попереднє твердження можна посилити наступним чином.

Теорема 2.7. Якщо f належить до простору Смiрнова Ep[Mk],
1 ≤ p < +∞, для кожного прямокутника Mk, k < 0, також
f ∈ Lp[∂Dσ], виконується нерiвнiсть (2.14) для деякого γ < π

σ

i f (x) exp{−δe− π
2σx} ∈ Lp(−∞; 1) для деякого δ > 0, то

f ∈ Ep[Dσ].

Доведення. Розглянемо функцiю Fδ(w) = f (w) exp
(
−δe− π

2σw
)
.

Тодi Fδ належить до простору Ep[Mk] для кожного k < 0, має
майже скрiзь на ∂Dσ кутовi граничнi значення i |Fδ(w)| ≤
c4|f (w)|, w ∈ ∂Dσ для деякого c4 > 0. Оскiльки також Fδ ∈
Lp(−∞; 0), то застосувавши теорему 2.7 до функцiї Fδ у пiв-
смугах D̃1 = {z : Re z < 0, 0 < Im z < σ}, D̃2 = {z : Re z <
0, −σ < Im z < 0} отримаємо, що Fδ належить до просторам
Смiрнова Ep[D̃1] та Ep[D̃2]. Тому Fδ ∈ Ep[Dσ] i

sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|Fδ(u + iv)|pdv

 ≤ c5

∫
∂Dσ

|f (w)|p|dw|.

Застосувавши лему Фату, з леми 2.6 отримаємо, що f ∈ Ep[Dσ].

Для випадку γ = π
2σ з попередньої теореми випливає насту-

пне твердження.
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Теорема 2.8. Якщо f належить до простору Смiрнова Ep[Mk],
1 ≤ p < +∞, для кожного прямокутника Mk, k < 0, також
f ∈ Lp[∂Dσ] i виконується умова

(∀ε > 0) : sup
u∈(−∞;0)


σ∫

−σ

|f (u + iv)|p exp
(
−εe−

π
2σu
)
dv

 < +∞,

то f ∈ Ep[Dσ].

М. Євграфов [36, с. 217] встановив наступне твердження,
яке можна вважати, в деякому сенсi, аналогом теореми 2.8 для
випадку p = ∞.

Теорема А5. Нехай функцiя f є аналiтичною в пiвсмузi Dσ i
неперервною в її замиканнi. Якщо

f (x− iσ) = O(1), x→ −∞, f (x + iσ) = O(1), x→ −∞,

i
ln |f (x + iy)| = o

(
e
πx
2σ

)
, x→ −∞,−σ ≤ y ≤ σ,

то
f (x + iy) = O (1) , x→ −∞,−σ ≤ y ≤ σ.

Розглянемо деякi функцiональнi простори та їх властиво-
стi, потрiбнi при формулюваннi теореми типу Фрагмена- Лiнде-
льофа для пiвплощини. Нехай Ep[C(α, β)], 0 < β − α < 2π, 1 6
p < ∞, функцiй, аналiтичних у кутi C(α, β) = {z : α < argz <
β}, для яких

||f || := sup
α<φ<β

{∫ +∞

0

|f (reiφ)|pdr
}1/p

< +∞.

Цi простори вивчалися в [34], [25]. Там, зокрема, показано, що
функцiї з цих просторiв мають м. с. на ∂C(α, β) кутовi граничнi
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значення, якi теж позначатимемо через f i f ∈ Lp[∂C(α, β)].
Цей простiр є банаховим вiдносно вказаної норми, яка рiвна
наступнiй

||f ||× := max
φ∈{α;β}

{∫ +∞

0

|f (reiφ)|pdr
}1/p

.

Лема 2.8. Якщо функцiя f є аналiтичною в кутi C(α; β), має
майже скрiзь на ∂C(α; β) кутовi граничнi значення,
f ∈ Lp[∂C(α; β)] i для деякого γ ∈ (0; π/(β − α))

(∀ε > 0) : sup
α<φ<β


+∞∫
0

|f (reiφ)|p exp
(
−ε
(
rγ +

1

rγ

))
dr

 < +∞,

(2.15)
то f ∈ Ep[C(α; β)].

Доведення. Розглянемо функцiю

fε(z) = f (z)e−ε(z
γ+ 1

zγ ).

З умови (2.15) випливає, що fε ∈ Ep[C(α; β)] i для кожного
φ ∈ (α; β) 

+∞∫
0

|fε(reiφ)|pdr

 ≤
∫

∂C(α;β)

|f (z)|p|dz|.

Застосувавши лему Фату, одержимо

sup
α<φ<β


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 < +∞,

тобто f належить до простору Ep[C(α; β)].
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Теорема 2.9. Якщо функцiя f є аналiтичною в C+, має май-
же скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення, f ∈ Lp[C+], для
деякого δ > 0 f (x)e−δ(x+

1
x) ∈ Lp(1; +∞) i для деякого γ ∈ (0; 2))

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

|f (reiφ)|p exp
(
−ε
(
rγ +

1

rγ

))
dr

 < +∞,

(2.16)
то f ∈ Hp(C+).

Доведення. Нехай для деякого фiксованого γ ∈ (0; 2) виконує-
ться умова (2.16). Розглянемо функцiю

Fδ(z) = f (z)e−δ(z+
1
z).

Тодi |Fδ(iy)| = |f (iy)|, Fδ ∈ Lp(0; +∞). Застосувавши лему 2.8
до функцiї Fδ у кутi Ep[C(−π

2 ; 0)], одержимо, що

sup
φ∈(−π/2;0)


+∞∫
0

|Fδ(reiφ)|pdr

 ≤
0∫

−∞

|f (iy)|pdy

+

+∞∫
0

|f (x)|pe−δ(x+
1
x)dx ≤ c6,

де c6 вiд δ не залежить. Спрямувавши δ до нуля, за лемою Фату
одержимо

sup
φ∈(−π/2;0)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 ≤ c6.

Аналогiчно, застосувавши леми 2.8 та Фату до функцiї Fδ у
кутi Ep[C(0; π2)], одержимо також

sup
φ∈(0;π/2)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pdr

 ≤ c7,
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тобто f ∈ Hp(C+).

Для випадку γ = 1 з попередньої теореми випливає насту-
пне твердження.

Теорема 2.10. Якщо функцiя f є аналiтичною в C+, має май-
же скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення, f ∈ Lp[C+],
1 ≤ p < +∞, i

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

|f (reiφ)|p exp
(
−ε
(
r +

1

r

))
dr

 < +∞,

то f ∈ Hp(C+).

Цю теорему можна розглядати як узагальнення одного ре-
зультату В. Мартиросяна [125].
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2.4 Еквiвалентне означення вагових просторiв Гардi

Нехай Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, – клас функцiй, аналi-

тичних у правiй пiвплощинi C+, для яких

||G|| := sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−pσr| sinφ|dr


1/p

< +∞.

При дослiдженнi повноти деяких систем функцiй у Hp
σ(C+)

з’являється потреба розглядати простори, що визначаються, як
i класичнi простори Гардi, через iнтегрування по прямих, якi
паралельнi координатним осям. Розглянемо простiр H̃p

σ(C+), σ >
0, 1 6 p < +∞, аналiтичних у C+ функцiй, для яких

||f ||H̃p
σ
:=max

sup
y∈R


+∞∫
0

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dx

 ;

sup
x>0


+∞∫

−∞

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dy




1/p

< +∞.

(2.17)

Величина || · ||H̃p
σ

задовiльняє всi ознаки норми, зокрема не-
рiвнiсть трикутника у випадку p = 1 випливає з нерiвностi
max{a+ b; c+ d} 6 max{a; c}+max{b; d}, а для випадку p > 1

також iз нерiвностi Мiнковського. Основною метою цього роз-
дiлу є доведення наступного твердження.

Теорема 2.11. Простори Hp
σ(C+) та H̃p

σ(C+), σ > 0, 1 6 p <

+∞, спiвпадають, причому норми || · ||Hp
σ

та || · ||H̃p
σ

є еквiва-
лентними.

Зазначимо, що твердження теореми перестає бути вiрним,
якщо в (2.17) пiд знаком максимуму опустити перший елемент
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(що видно на прикладi функцiї f (z) ≡ 1) чи другий (це маємо
з прикладу f (z) = e−z sinσz). Проте, iз одного результату А.
Сєдлєцкого випливає, що у випадку σ = 0 твердження теоре-
ми залишається справедливим, якщо в (2.17) опустити перший
елемент пiд знаком максимуму. Для доведення теореми розгля-
немо просториEp[C(α, β)], 0 < β−α < 2π, 1 6 p <∞, функцiй,
аналiтичних у кутi C(α, β) = {z : α < argz < β}, для яких

||f ||Ep[C(α,β)] := sup
α<φ<β

{∫ +∞

0

|f (reiφ)|pdr
}1/p

< +∞.

Цi простори вивчалися в [25], [34]. Там, зокрема, показано, що
функцiї з цих просторiв мають м. с. на ∂C(α, β) кутовi граничнi
значення, якi теж позначатимемо через f i f ∈ Lp[∂C(α, β)].
Цей простiр є банаховим вiдносно вказаної норми, яка рiвна
наступнiй

||f ||×Ep[C(α,β)] := max
φ∈{α;β}

{∫ +∞

0

|f (reiφ)|pdr
}1/p

.

Розглянемо також простiр Ẽp[C(0, π/2)], 1 6 p < ∞, функцiй,
аналiтичних у C(0, π/2), для яких

||f ||Ẽp := max

sup
y>0


+∞∫
0

|f (x + iy)|pdx

 ;

sup
x>0


+∞∫
0

|f (x + iy)|pdy




1/p

< +∞.

(2.18)

Остання величина задовiльняє всi ознаки норми.

Лема 2.9. Якщо f ∈ Ẽp[C(0, π/2)], 1 6 p <∞, то f ∈ Ep[C(0, π/2)]
i ||f ||Ep[C(0,π/2)] 6 c1||f ||Ẽp, де стала c1 вiд f не залежить.
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Доведення. Розглянемо спочатку випадок p = 1. З умови (2.18)

маємо, що функцiя f належить [53] простору Смiрнова E1 у
кожному квадратi �a = {z : 0 < Rez < a, 0 < Imz < a}, 0 <
a < +∞. Тому [53], с.205 вона має м. с. на ∂�a кутовi граничнi
значення, якi теж позначаємо через f i

1

2πi

∫
∂�a

f (t)

t− z
dt =

 f (z),z ∈ �a,

0,
π

2
< arg z < 2π.

(2.19)

Зафiксуємо довiльне z ∈ C(0; π2). Оскiльки∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
lk

f (t)

t− z
dt

∣∣∣∣∣∣∣ 6
1

2πda

∫
lk

|f (t)||dt| → 0, a→ +∞, k = 1, 2,

де l1 = {a + iy : 0 < y < a}, l2 = {x + ia : 0 < x < a}, а da –
вiдстань вiд точки z до вiдповiдної сторони ∂�a, то перейшовши
в (2.19) до границi при a→ +∞, маємо

1

2πi

∫
∂C(0;π2 )

f (t)

t− z
dt =

 f (z),z ∈ C(0;
π

2
),

0, z /∈ C(0;
π

2
).

(2.20)

Тому, позначивши лiву частину останньої рiвностi через ψ(z),
для z = x + iy ∈ C(0; π2) маємо

f (z) = ψ(z) + ψ(−z)− ψ(z)− ψ(−z)

= −4

π

∫
∂C(0;π2 )

xytf (t)

(t2 − x2 + y2)2 + 4x2y2
dt.

З цього отримуємо

f (z) =
2

π

+∞∫
0

vr2 sin 2φf (iv)dv

(v2 + r2 cos 2φ)2 + r4 sin2 2φ
−
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2

π

+∞∫
0

ur2 sin 2φf (u)du

(u2 − r2 cos 2φ)2 + r4 sin2 2φ
,

z = reiφ ∈ C(0; π2). Проiнтегрувавши |f (z)| по r ∈ (0; +∞) i
скориставшись теоремою Фубiнi, одержимо

+∞∫
0

|f (reiφ)|dr 6 2

π

+∞∫
0

+∞∫
0

vr2 sin 2φ|f (iv)|dr
(v2 + r2 cos 2φ)2 + r4 sin2 2φ

dv+

+
2

π

+∞∫
0

|f (u)|
+∞∫
0

ur2 sin 2φdr

(u2 − r2 cos 2φ)2 + r4 sin2 2φ
du.

Врахувавши, що
+∞∫
0

vr2 sin 2φdr

(v2 + r2 cos 2φ)2 + r4 sin2 2φ
=
π

2
sinφ,

+∞∫
0

ur2 sin 2φdr

(u2 − r2 cos 2φ)2 + r4 sin2 2φ
=
π

2
cosφ,

отримуємо

||f ||Ep[C(0,π/2)] 6 max
φ∈(0;π/2)

{sinφ + cosφ}||f ||Ẽp =
√
2||f ||Ẽp.

Нехай тепер 1 < p < +∞. Оскiльки за умовою (2.18) функцiя f
належить до простору Смiрнова Ep ⊂ E1 у кожному квадратi
�a, то залишається справедливою рiвнiсть (2.19). З того, що за
нерiвнiстю Гьольдера∣∣∣∣∣∣∣

1

2πi

∫
lk

f (t)

t− z
dt

∣∣∣∣∣∣∣ 6
1

2π

∫
lk

|f (t)|p|dt|


1/p∫

lk

∣∣∣∣ 1

t− z

∣∣∣∣q |dt|


1/q
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6 a1/q

2πda

∫
lk

|f (t)|p|dt|


1/p

→ 0,

коли a→ +∞, де k = 1, 2, а 1/p+1/q = 1, маємо справедливiсть
рiвностi (2.20). Але [33]

φ1(z) :=
1

2πi

+∞∫
0

f (t)

t− z
dt ∈ Ep[C(0; π)],

φ2(z) :=
1

2π

+∞∫
0

f (it)

it− z
dt ∈ Ep

[
C
(
−π
2
;
π

2

)]
,

тому f = φ1 − φ2 ∈ Ep[C(0; π2)]. Оскiльки з [125] маємо
||f ||Ep[C(0,π/2)] 6 ||f ||×Ep[C(0,π/2)] i за лемою Фату
||f ||×Ep[C(0,π/2)] 6 2||f ||Ẽp, то лему доведено.

Зазначимо, що з доведення леми 2.9 маємо оцiнки c1 6
√
2

при p = 1 i c1 6 2 при 1 < p < +∞.

Лема 2.10. Якщо f ∈ Ep[C(0, π/2)], 1 6 p <∞, то
f ∈ Ẽp[C(0, π/2)] i ||f ||Ẽp 6 c2||f ||Ep[C(0,π/2)], де стала c2 вiд f
не залежить.

Доведення. Доведення проведемо подiбно до доведення анало-
гiчних тверджень у [58] та [12]. Покажемо, що

sup
x>0


+∞∫
0

|f (x + iy)|pdy


1/p

< c3||f ||Ep[C(0,π/2)], (2.21)

де c3 вiд f не залежить. При вiдображеннi w = z2 пiвпря-
ма {z : Re z = x, y > 0} , x > 0 перейде у вiтку параболи lx =
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w = u + iv : u = x2 − v2/4x2, v > 0

}
. При цьому

+∞∫
0

|f (x + iy)|pdy =

∫
lx

|f (
√
w)|p |dw|

2
√
|w|

=
1

2

∫
lx

|f1(w)|p|dw|,

де f1(w) = f (w1/2)/w1/2p. Довжина частини lx, яка лежить у
кожному квадратi
△(u0, h) = {w = u + iv : u0 < u < u0 + h, 0 < v < h} , h > 0,

u0 ∈ R, не перевищує 2h. Тому мiра

µx(D) =

∫
lx∩D

|dw|,

де D – довiльний компакт iз C+ := {w : Imw > 0}, є мiрою
Карлесона в C+, тобто µx(△(u0, h)) 6 c4h де c4 вiд u0, h та
x не залежить. Тодi [19], с. 70, [58], с. 78 для кожної функцiї
f1 ∈ Ep[C+] (тобто функцiї з класу Гардi у C+) маємо∫

C+

|f1|pdµx 6 c5 · ||f1||pEp[C+]
= c5||f ||Ep[C(0,π/2)] < +∞,

чим нерiвнiсть (2.21) доведено. Нерiвнiсть

sup
y>0


+∞∫
0

|f (x + iy)|pdx


1/p

< c6||f ||Ep[C(0,π/2)]

доводиться аналогiчно, а позначивши c2 = max{c3, c6}, отриму-
ємо твердження леми.

Доведення теореми. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), то f (z)eiσz ∈ Ep[C(0; π2)].

Тому за лемою 2.10 f (z)eiσz ∈ Ẽp[C(0; π2)]. Також
f (z)e−iσz ∈ Ep[C(−π

2 ; 0)]. Тому, застосувавши лему 2.10 до фун-
кцiї f (−iz)e−σz ∈ Ep[C(0; π2)], маємо f (−iz)e−σz ∈ Ẽp[C(0; π2)].
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Тодi, врахувавши аналiтичнiсть функцiї f у C+, маємо f ∈
H̃p
σ(C+) i ||f ||H̃p

σ
6 c7||f ||Hp

σ
, де c7 вiд f не залежить. Нехай тепер

f ∈ H̃p
σ(C+). Застосувавши до функцiй f (z)eiσz та f (−iz)e−σz

аналогiчним чином лему 2.9, отримуємо твердження теореми.
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2.5 Висновки до роздiлу 2

У цьому роздiлi розглядається ряд задач, присвячених до-
слiдженню структури вагових просторiв ГардiHp

σ(C+) та близь-
ких о них у деякому сенсi просторiв Пелi-Вiнера W p

σ . Цi зада-
чi або зумовленi дослiдженнями наступних роздiлiв, або вико-
ристовуються в них. При дослiдженнi просторiв аналiтичних
функцiй ефективним прийомом iнодi є їх розщеплення на су-
му чи добуток просторiв, властивостi яких дослiдити простi-
ше. Зокрема, вiдомими є результати Ф. Рiсса, Ю. Любарсько-
го, Р. Юлмухаметова. Нами розглядається питання розщепле-
ння простору цiлих функцiй Пелi-Вiнера та його аналогу для
пiвплощини. Одержано такi результати:

• отримано розщеплення просторiв Пелi-Вiнера W 2
σ на суму

двох цiлих функцiй з просторiв W 2
σ , одна з яких є великою

у певному сенсi тiльки у верхнiй пiвплощинi, а iнша — тiль-
ки у нижнiй. Показано, що для просторiв W 1

σ аналогiчне
розщеплення одержати, взагалi кажучи, неможливо;

• встановлено критерiй розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• отримано деякi необхiднi та деякi достатнi умови розще-
плення у просторах H1

σ(C+);

• одержано теорему типу Фрагмена-Лiндельофа для просто-
рiв Гардi-Смiрнова в пiвсмузi, цей результат може розгля-
датися як аналог однiєї теореми М. Євграфова;

• отримано теорему типу Фрагмена-Лiндельофа для просто-
рiв Гардi-Смiрнова у пiвплощинi, чим узагальнено одну те-
орему В. Мартиросяна;



94

• одержано еквiвалентне означення просторiв Hp
σ(C+), а саме

показано, що в означеннi можна замiнити iнтегрування по
променях, що виходять з початку координат, на iнтегрува-
ння по cукупностi вертикальних та горизонтальних пiвпря-
мих. Цим узагальнено теорему А. Седлецького. Показано,
що жодна з умов не може бути опущеною.



РОЗДIЛ 3

Теореми типу Пелi-Вiнера

3.1 Теореми типу Пелi-Вiнера про представлення

Теорема Пелi-Вiнера про представлення [134] вiдiграє фун-
даментальну роль в теорiї просторiв Гардi.

Теорема А6. Функцiя

G(z) =
1

i
√
2π

0∫
−∞

g(w)ezwdw

належить до простору H2(C+) тодi i тiльки тодi, коли g ∈
L2(−∞; 0).

Б. Винницький [10] встановив наступне твердження, яке мо-
жна розглядати як узагальнення попередньої теореми.

Теорема А7. Функцiя

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw (3.1)

належить до простору H2
σ(C+) тодi i тiльки тодi, коли g ∈

E2
∗ [Dσ] i справджується двоїста формула

g(w) =
1√
2π

∫ +∞

0

G(x)e−xwdx, Rew > 0. (3.2)

95
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У цьому пiдроздiлi ми доводимо двi теореми про представ-
лення у просторi H2

σ(C+) та деяких просторах цiлих функцiй.

Теорема 3.1. Функцiя G, визначена рiвнiстю (3.1), належить
до простору H2

σ(C+), σ > 0, i виконується умова

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= −∞ (3.3)

тодi i тiльки тодi, коли g ∈ E2
∗ [Dσ] i g є цiлою функцiєю.

Доведення. Достатнiсть. Нехай g ∈ E2
∗ [Dσ] є цiлою функцi-

єю. Тодi g є аналiтичною функцiєю в кожному замкненому
прямокутнику Mk, k < 0, де Mk = {z : z ∈ Dσ,Re z > k}. За
iнтегральною формулою Кошi маємо∫

∂Mk

g(w)ezwdw = 0, k < 0,

За теоремою А7 справедливе зображення (3.1). Деформуємо
контур iнтегрування в ньому наступним чином

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ\Mk

g(w)ezwdw. (3.4)

З останньої формули одержимо, розглянувши iнтеграли по вiд-
повiдних пiвпрямих i вiдрiзку,

|G(x)| = 1√
2π

∫
∂Dσ\Mk

|g(w)|exu|dw|

=
1√
2π

(I1 + I2 + I3), z = x + iy, w = u + iv,

для x > 0. Застосувавши нерiвнiсть Шварца, отримаємо

I1 =

k∫
−∞

|g(u−iσ)|exudu ≤

 k∫
−∞

|g(u− iσ)|2du ·
k∫

−∞

e2xu

1/2

du ≤
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≤

 0∫
−∞

|g(u− iσ)|2du · e
2xk

2x

1/2

≤ c2
exk√
x
.

Аналогiчно можна показати, що

I3 =

k∫
−∞

|g(u + iσ)|exudu ≤ c3
exk√
x
.

Також

I2 =

σ∫
−σ

|g(k+iv)|exkdv ≤ max
v∈[−σ;σ]

{|g(k + iv)|} exk
σ∫

−σ

dv ≤ J(k)ekx,

(3.5)
де J(k) = 2σmax {|g(t + iv)| : v ∈ [−σ;σ], t ∈ [k; 0]} , k < 0.Якщо
sup
k<0

{J(k)} < +∞, то функцiя g належить до простору E∞[Dσ].

Але також g ∈ E2
∗ [Dσ]. Покажемо, що з цього випливає g ≡ 0.

Справдi, оскiльки g ∈ E2
∗ [Dσ], то g ∈ L∞(−∞ + iσ; iσ). З того,

що g є цiлою i g ∈ E2
∗ [Dσ], випливає її належнiсть до про-

стору Гардi H2 у пiвплощинi {z : Re z > −1}. З останнього
маємо оцiнку |g(z)| ≤ c/

√
Re z при Re z > −1. З неї отримаємо

g ∈ L∞(iσ; iσ + ∞), отже g ∈ L∞(−∞ + iσ; iσ + ∞). З того,
що g ∈ E2

∗ [Dσ], випливає її належнiсть до простору Гардi H2 у
пiвплощинi {z : Im z > σ}. З двох останнiх тверджень на основi
теореми 1.2 та її аналогу для p = ∞ випливає належнiсть g

простору H∞ у пiвплощинi {z : Im z > σ}. Аналогiчно можна
показати обмеженiсть функцiї g у пiвплощинi {z : Im z < −σ}.
З цього випливає, що g є обмеженою цiлою функцiєю, тому за
теоремою Лiувiлля g ≡ const. Проте g ∈ L2(−∞+ iσ; iσ), тому
g ≡ 0. З формули 3.1 тодi випливає G ≡ 0 i в цьому випадку
теорему доведено.
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В протилежному випадку з того, що J є незростаючою фун-
кцiєю, маємо lim

k→−∞
J(k) = +∞. Визначимо J2 на iнтервалах

спадання функцiї J як J2 = J. Тодi обернена функцiя J1 до
функцiї −J2 зростає на (−∞; 0) i lim

s→−∞
J1(s) = −∞. Оскiльки

число k в (3.5) може бути довiльним вiд’ємним, виберемемо йо-
го як k = J1(−x), тодi I2 ≤ J(J1(−x))exJ1(−x) = xexJ1(−x). Звiдси
маємо |G(x)| ≤ c4xe

xJ1(−x), x > 1, i тому

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= lim
x→+∞

J1(−x) = −∞.

Достатнiсть. Нехай G ∈ H2
σ(C+). Тодi з теореми А7 отри-

маємо, що функцiя g, визначена рiвнiстю (3.2), належить до
простору E2

∗ [Dσ]. З формули (3.3) отримаємо, що iнтеграл в
правiй частинi (3.2) збiгається рiвномiрно на кожному компа-
ктi з C+, тому g є цiлою функцiєю.

Теорема 3.2. Функцiя G, визначена рiвнiстю (3.1), належить
до простору H2

σ(C+), σ > 0, i виконується умова

(∃c1 ∈ R) : G(z) exp
(
2σ

π
z ln z − c1z

)
∈ H2(C+) (3.6)

тодi i тiльки тодi, коли g ∈ E2
∗ [Dσ], g є цiлою функцiєю i

(∃c ∈ R) : g(w) exp
(
−ce−

wπ
2σ

)
∈ E2[Dσ]. (3.7)

Доведення. Нехай функцiя g є цiлою i g ∈ E2
∗ [Dσ]. Тодi справ-

джується зображення (3.1). Вважатимемо, що c > 0 в формулi
(3.7) (в протилежному випадку можна показати, як i при дове-
деннi попередньої теореми, що g ≡ 0). Тодi розглянемо функцiю
g1(w) := g(w) exp

(
−ce−wσ

2σ
)
∈ E2[Dσ]. Використавши зображен-
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ня (3.4), для всiх k < 0 одержимо

|G(x)| = 1√
2π

∣∣∣∣∣∣∣∣
∫

∂(Dσ\Mk)

g1(w) exp
(
ce−

wπ
2σ

)
ewxdw

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1√

2π

∫
∂(Dσ\Mk)

|g1(w)| exp
(
ce−

uπ
2σ cos

vπ

2σ

)
eux|dw| =

=
1√
2π

 k∫
−∞

|g1(u− iσ)| euxdu

+

σ∫
−σ

|g1(k + iv)| exp
(
ce−

kπ
2σ cos

vπ

2σ

)
ekxdv+

+

k∫
−∞

|g1(u + iσ)| euxdu

 .

Скориставшись нерiвнiстю Шварца, отримаємо

|G(x)| ≤ 1√
2π

 ekx√
2x

 0∫
−∞

|g1(u− iσ)|2 du

1/2

+exp
(
ce−

kπ
2σ

)
ekx

√
2σ

 σ∫
−σ

|g1(k + iv)|2 dv

1/2

+
ekx√
2x

 0∫
−∞

|g1(u + iσ)|2 du

1/2
 .
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Поклавши k = −2σ
π lnx, маємо

|G(x)| ≤ c7√
x
exp

(
−2σ

π
x lnx

)
+ c8e

cx exp

(
−2σ

π
x lnx

)
≤

≤ c9e
cx exp

(
−2σ

π
x lnx

)
, x > 1.

Нехай ψ(z) := G(z)e−cz exp
(
−2σ

π z ln z
)
. Легко бачити, що ψ ∈

L2(∂C+) i для всiх ε > 0 маємо ψ(x)e−εx ∈ L2(0; +∞). За тео-
ремою А7 маємо G ∈ H2

σ(C+), тому для всiх γ ∈ (1; 2]

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

∣∣ψ (reiφ)∣∣2 exp (−εeγr) dr
 < +∞.

Тому за теоремою 2.7 типу Фрагмена-Лiндельофа одержимо
ψ ∈ H2(C+). Це означає, що

G(z)ecz exp

(
2σ

π
z ln z

)
∈ H2(C+),

тобто справджується формулa (3.6).
Нехай тепер навпаки, G ∈ H2

σ(C+) справджується формула
(3.6). Тодi за теоремою А7 рiвнiсть (3.2) виконується для всiх
w ∈ C+. Розглянемо функцiю G1(z) := G(z) exp

(
2σ
π z ln z − cz

)
таку, що G1 ∈ H2(C+) для деякого c > 0. Тодi формула (3.2)

набуде вигляду

g(w) =
1√
2π

∫ +∞

0

G1(x) exp

(
−2σ

π
x lnx + cx

)
e−xwdx,

причому останнiй iнтеграл збiгається для кожного w ∈ C. Пiсля
змiни контуру iнтегрування в останнiй рiвностi з {x : x > 0}
на
{
t exp

(
−(w−c)π

2σ

)
: t > 0

}
, де w – довiльне фiксоване число з
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Dσ, одержимо

|g(w)| = 1√
2π

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
exp

(
−2σ

π
t ln te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ dt

∣∣∣∣∣∣
≤ 1√

2π

 +∞∫
0

∣∣∣G1

(
te−

(w−c)π
2σ

)
e−

(w−c)π
2σ

∣∣∣2 dt
×

+∞∫
0

∣∣∣∣exp(−4σ

π
t ln te−

(w−c)π
2σ

)∣∣∣∣2 dt
1/2

Використавши оцiнку з [62], c. 326, одержимо

|g(w)| ≤ c10

(
e−

(u−c)π
2σ exp

(
1

2
ln

(
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

))

× exp

(
exp

(
ln

(
4σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
− 1

)))1/2

.

Тодi

|g(w)| ≤ c11e
−2uπ

σ exp

(
1

e

2σ

π
e−

(u−c)π
2σ cos

vπ

2σ

)
.

Законнiсть змiни контура iнтегрування випливає з того, що
− π

2σ Imw∫
0

∣∣∣∣G1

(
reiφ

)
exp

(
−2σ

π
reiφ(ln r + iφ)

)
exp
(
−reiφw

)∣∣∣∣ dφ
≤

− π
2σ Imw∫
0

exp (−c12r ln r) dφ→ 0, r → +∞.

для деякої сталої c12 > 0, залежної, взагалi кажучи, вiд w.
Функцiя g2(w) := g(w) exp

(
−c13e−

wπ
2σ
)
, де c13 = 2σ

πee
cπ
2σ , оскiль-

ки також g2 ∈ L2 (∂Dσ), задовiльняє умови теореми 2.7 типу
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Фрагмена-Лiндельофа. Тому g2 ∈ E2[Dσ], отже умова (3.7) ви-
конується для c = c13.
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3.2 Теорема типу Кошi

Добре вiдомим є для f ∈ Hp(C+) аналог формули Кошi

1

2πi

∫
∂C+

f (t)

t− z
dt =

{
f (z), z ∈ C+,

0, z ∈ C \ C+,
(3.8)

Скористатись цiєю формулою для зображення функцiй iз про-
стору Hp

σ(C+), σ > 0, взагалi кажучи, не можна, бо вiдповiд-
ний iнтеграл може бути розбiжним. Метою цього пiдроздiлу є
встановлення аналогу формули (3.8) для просторiв Hp

σ(C+). Ми
одержали наступне твердження.

Теорема 3.3. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, то

− 1

2π

+∞∫
0

f (iv)e−iσ(z−iv)

iv − z
dv − 1

2π

0∫
−∞

f (iv)eiσ(z−iv)

iv − z
dv−

−1

π

+∞∫
0

f (u) sin σ(z − u)

u− z
du =

{
f (z), z ∈ C+,

0, z ∈ C \ C+,

(3.9)

Доведення. Нехай f ∈ Hp
σ(C+). Тодi f (z)eiσz ∈ Ep[C(0, π/2)]. В

[34] показано, що для функцiй f ∈ Ep[C(α, β)], 0 < β − α 6
2π, 1 6 p < +∞, справджується формула

1

2πi

∫
∂C(α,β)

f (t)

t− z
dt =

{
f (z), z ∈ C(α, β),
0, z ∈ C \ C(α, β).

(3.10)

Застосувавши її у нашому випадку, маємо

e−iσz

2πi

∫
∂C(0,π/2)

f (t)eiσt

t− z
dt =

{
f (z), z ∈ C(0, π/2),
0, z ∈ C \ C(0, π/2).

(3.11)
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Оскiльки також f (z)e−iσz ∈ Ep[C(−π/2, 0)], то аналогiчно отри-
муємо

eiσz

2πi

∫
∂C(−π/2,0)

f (t)e−iσt

t− z
dt =

{
f (z), z ∈ C(−π/2, 0),
0, z ∈ C \ C(−π/2, 0).

(3.12)

Додавши формули (3.11) та (3.12), маємо справедливiсть фор-
мули (3.9) для всiх вказаних у нiй чисел z за винятком множини
{z : Im z = 0,Re z > 0}. Але кожен з iнтегралiв у лiвiй части-
нi рiвностi (3.9) збiгається абсолютно i рiвномiрно на кожному
компактi iз C+, тому сума цих iнтегралiв є аналiтичною у C+

функцiєю, а отже за теоремою єдиностi для аналiтичних фун-
кцiй [53] с. 292 спiвпадає з функцiєю f для всiх z ∈ C+.
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3.3 Теорема типу Пуассона

Добре вiдомим є для f ∈ Hp(C+) аналог формули Пуассона

f (z) =
1

π

+∞∫
−∞

xf (iv)

(y − v)2 + x2
dv, z ∈ C+. (3.13)

Скористатись цiєю формулою для зображення функцiй iз про-
стору Hp

σ(C+), σ > 0, взагалi кажучи, не можна, бо вiдповiдний
iнтеграл може бути розбiжним. Метою цього пiдроздiлу є вста-
новлення аналогу формули (3.13) для просторiв Hp

σ(C+). Ми
одержали наступне твердження.

Теорема 3.4. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, то

f (z) =
1

π

+∞∫
0

xe−iσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv +

1

π

0∫
−∞

xeiσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

xf (u) sin σ(z − u)

(u− z)(u + z)
du, z = x + iy ∈ C+,

(3.14)

f (z) =
i

π

+∞∫
0

(v − y)e−iσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

+
i

π

0∫
−∞

(v − y)eiσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

(u− iy)f (u) sin σ(z − u)

(u− z)(u + z)
du, z = x + iy ∈ C+.

(3.15)

Зауважимо, що оскiльки Hp
σ1
(C+) ⊂ Hp

σ(C+), 0 6 σ1 < σ, то
формули (3.9), (3.14) i (3.15) залишаються справедливими i коли
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f ∈ Hp
σ1
(C+). Наскiльки нам вiдомо, i у випадку f ∈ Hp(C+)

вони є новими.

Доведення. Нехай f ∈ Hp
σ(C+). Тодi справедливими є рiвностi

(3.11) та (3.12). Позначимо через ψ1 i ψ2 лiвi частини формул
(3.11) та (3.12) вiдповiдно. Тодi

ψ1(z)− ψ1(−z)e−2iσRe z

= − 1

2π

+∞∫
0

f (it)e−iσxe−σteσy
(

1

it− x− iy
− 1

it + x− iy

)
dt

+
1

2πi

+∞∫
0

f (t)e−iσxeiσteσy
(

1

t− x− iy
− 1

t + x− iy

)
dt

=
1

π

+∞∫
0

xe−iσ(z−it)f (it)

x2 + (t− y)2
dt +

1

πi

+∞∫
0

xe−iσ(z−t)f (t)

(t− iy)2 − x2
dt.

Аналогiчно
ψ2(z)− ψ2(−z)e2iσRe z

=
1

2π

−∞∫
0

f (it)eiσxeσte−σy
(

1

it− x− iy
− 1

it + x− iy

)
dt

− 1

2πi

+∞∫
0

f (t)eiσzeiσt
(

1

t− x− iy
− 1

t + x− iy

)
dt

=
1

π

0∫
−∞

xeiσ(z−it)f (it)

x2 + (t− y)2
dt− 1

πi

+∞∫
0

xeiσ(z−t)f (t)

(t− iy)2 − x2
dt.

З iншого боку, з рiвностей (3.11) та (3.12) маємо вiдповiдно

ψ1(z)− ψ1(−z)e−2iσRe z =

{
f (z), z ∈ C(0, π/2),
0, z ∈ C \ C(0, π/2),
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та

ψ2(z)− ψ2(−z)e2iσRe z =

{
f (z), z ∈ C(−π/2, 0),
0, z ∈ C \ C(−π/2, 0).

Тому для z ∈ C(−π/2, 0) ∪ C(0, π/2) отримуємо

f (z) = ψ1(z)− ψ1(−z)e−2iσRe z + ψ2(z)− ψ2(−z)e2iσRe z

=
1

π

+∞∫
0

xe−iσ(z−it)f (it)

x2 + (t− y)2
dt

+
1

π

0∫
−∞

xeiσ(z−it)f (it)

x2 + (t− y)2
dt− 2

π

+∞∫
0

xf (t) sin σ(z − t)

(t− z)(t + z)
.

Для завершення доведення рiвностi (3.14) зауважимо, що ко-
жен iнтеграл у правiй її частинi є неперервною на кожному
компактi iз C+ функцiєю, тому права частина (3.14) спiвпадає
з f для кожного z ∈ C+.

До доведення формули (3.15) можна прийти цiлком анало-
гiчно, розглядаючи рiвнiсть

f (z) = ψ1(z) + ψ1(−z)e−2iσRe z + ψ2(z) + ψ2(−z)e2iσRe z

i врахувавши для z ∈ C(−π/2, 0) ∪ C(0, π/2) справедливiсть
формул

ψ1(z) + ψ1(−z)e−2iσRe z =
1

π

+∞∫
0

(it− iy)e−iσ(z−it)f (it)

x2 + (t− y)2
dt

+
1

πi

+∞∫
0

(t− iy)e−iσ(z−t)f (t)

(t− iy)2 − x2
dt
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та

ψ2(z) + ψ2(−z)e2iσRe z =
1

π

+∞∫
0

(it− iy)eiσ(z−it)f (it)

x2 + (t− y)2
dt

− 1

πi

+∞∫
0

(t− iy)eiσ(z−t)f (t)

(t− iy)2 − x2
dt.
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3.4 Теорема типу Пелi-Вiнера про аналiтичне продов-
ження

Добре вiдомою [19], c. 94 є наступна теорема, встановлена
Р.Пелi та Н. Вiнером.

Теорема 3.5. Функцiя f0 ∈ Lp(iR), 1 ≤ p ≤ 2, є кутовою
граничною функцiєю деякої функцiї f ∈ Hp(C+) тодi i тiльки
тодi, коли ∫ +∞

−∞
f0(it)e

iτ tdt = 0,

для майже всiх вiд’ємних чисел τ .

В [15] одержано наступне узагальнення цiєї теореми Пелi-
Вiнера.

Теорема 3.6. Функцiя f0 : iR → C, така що f0(it)e
−σ|t| ∈

Lp(R), 1 < p ≤ 2, є кутовою граничною функцiєю деякої фун-
кцiї f ∈ Hp

σ(C+) тодi i тiльки тодi, коли iснує функцiя f2,
така що

1) f2 ∈ Hp
2σ(C+);

2) f3(iv) := f1(iv)+f2(iv) ∈ Lp(−∞; 0), f1(iv) := f0(iv)e
−σv;

3) для майже всiх τ < 0∫ +∞

0

f1(iv)e
iτvdv +

1

i

∫ +∞

0

f2(u)e
τudu +

∫ 0

−∞
f3(iv)e

iτvdv = 0.

Теорема (3.5) є частковим випадком теореми (3.6) для ви-
падку σ = 0. При дослiдженнi циклiчностi в деяких функцiо-
нальних просторах i властивостей рiвнянь типу згортки ви-
никає питання про справедливiсть теореми (3.6) для випадку
p = 1. В [13] показано, що необхiдна частина цiєї теореми справ-
джується i для випадку p = 1, але питання про достатнiсть
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умов залишається вiдкритим. Метою цього пiдроздiлу є отри-
мання опису функцiй, кутовi граничнi функцiї яких задовiль-
няють умовам 1)-3) попередньої теореми.

Теорема 3.7. Якщо f0 : iR → C, f0(it)e−σ|t| ∈ L1(R) i вико-
нуються умови 1)-3) теореми 3.6, то iснує аналiтична в C+

функцiя f , для якої f0 є кутовою граничною функцiєю i

sup


+∞∫
0

∣∣f (reiφ)∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈ (−π/2; π/2)\(−δ; δ)

 < +∞

(3.16)
для всiх δ ∈ (0; π/4).

Доведення в iстотному базується на наступних допомiжних
твердженнях.

Лема 3.1. Якщо виконуються умови теореми 3.7 i

Ξ(z) :=
1

2π

+∞∫
0

f1(iv)

iv − z
dv +

1

2π

0∫
−∞

f3(iv)

iv − z
dv +

1

2πi

+∞∫
0

f2(u)

u− z
du,

то Ξ(z) = 0 для всiх z ∈ C− := {z : Rez < 0} .

Доведення. Позначимо

η1(τ ) =

∫ +∞

0

f1(iv)e
iτvdv, η2(τ ) =

1

i

∫ +∞

0

f2(u)e
τudu,

η3(τ ) =

∫ 0

−∞
f3(iv)e

iτvdv.

Тодi з умови 3) випливає, що
0∫

−∞

e−τz (η1(τ ) + η2(τ ) + η3(τ )) dτ = 0, Re z < 0. (3.17)
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Але за теоремою Фубiнi маємо для Re z < 0

0∫
−∞

e−τzη1(τ )dτ =

+∞∫
0

f1(iv)

0∫
−∞

eτ(iv−z)dτdv =

+∞∫
0

f1(iv)

iv − z
dv.

Аналогiчно
0∫

−∞

e−τzη3(τ )dτ =

0∫
−∞

f3(iv)

iv − z
dv,

0∫
−∞

e−τzη2(τ )dτ =
1

i

+∞∫
0

f2(u)

u− z
du.

Тому з (3.17) отримаємо твердження леми.

Введемо позначення C(α; β) = {z : α < arg z < β}.

Лема 3.2. Якщо виконуються умови теореми 3.7, то кутовi
граничнi значення функцiї

f (z) =

{
−e−iσzΞ(z), z ∈ C(0; π/2),
−e−iσz (Ξ(z)− f2(z)) , z ∈ C(−π/2; 0),

спiвпадають майже скрiзь на iR з функцiєю f0.

Доведення. За лемою 3.1 маємо Ξ(−z̄) = 0 при z ∈ C+. Тому

Ξ(z) = Ξ(z)− Ξ(−z̄) = 1

2π

+∞∫
0

f1(iv)

(
1

iv − z
− 1

iv + z̄

)
dv

+
1

2π

0∫
−∞

f3(iv)

(
1

iv − z
− 1

iv + z̄

)
dv

+
1

2πi

+∞∫
0

f2(u)

(
1

u− z
− 1

u + z̄

)
du

=
1

2π

+∞∫
0

f1(iv)
2x

(iv − z) (iv + z̄)
dv
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+
1

2π

0∫
−∞

f3(iv)
2x

(iv − z) (iv + z̄)
dv+

1

2πi

+∞∫
0

f2(u)
2x

(u− z) (u + z̄)
du.

Останнiй iнтеграл рiвний нулевi [116] на уявнiй осi за винятком,
можливо, точки z = 0. Легко бачити, що

1

2π

+∞∫
0

f1(iv)
2x

(iv − z) (iv + z̄)
dv = −1

π

+∞∫
0

f1(iv)
x

(v − y)2 + x2
dv

є iнтегралом Пуассона, тому для нього iснують кутовi граничнi
значення майже скрiзь на ∂C+ з C+ i цi значення равнi −f1(iv)
для v > 0 i 0 для v < 0. Аналогiчно можно показати, що кутовi
граничнi значення на ∂C+ з C+ функцiї

1

2π

0∫
−∞

f3(iv)
2x

(iv − z) (iv + z̄)
dv

рiвнi майже скрiзь −f3(iv) для v < 0 i нулевi для v > 0.

Лема 3.3. Якщо виконуються умови теореми 3.7, то для фун-
кцiї f , визначеної в лемi 3.2, виконується умова (3.16).

Доведення. З леми 3.2 випливає, що для Re z > 0 виконуються
рiвностi

0 =
1

2π

+∞∫
0

f1(iv)

iv + z
dv +

1

2π

0∫
−∞

f3(iv)

iv + z
dv +

1

2πi

+∞∫
0

f2(u)

u + z
du,

0 =
1

2π

+∞∫
0

f1(iv)

iv + z
dv +

1

2π

0∫
−∞

f3(iv)

iv + z
dv +

1

2πi

+∞∫
0

f2(u)

u + z
du.
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З вищенаведених рiвностей для z = x + iy ∈ C+, y ̸= 0,
одержимо

0 =
1

2π

+∞∫
0

f1(iv)

(
− 1

iv + z̄
+
x

iy

(
1

iv + z̄
− 1

iv + z

))
dv

+
1

2π

0∫
−∞

f3(iv)

(
− 1

iv + z̄
+
x

iy

(
1

iv + z
− 1

iv + z

))
dv

+
1

2πi

+∞∫
0

f2(u)

(
− 1

u + z̄
+
x

iy

(
1

u + z
− 1

u + z

))
du.

Тому, позначивши

χ(w; z) :=
2

πi

wx

(w + z̄)(w − z)(w + z)

=
1

2πi

(
1

w − z
− 1

w + z̄
+
x

iy

(
1

w + z̄
− 1

w + z

))
,

одержимо

Ξ(z) = i

+∞∫
0

f1(iv)χ(iv; z)dv + i

0∫
−∞

f3(iv)χ(iv; z)dv

+

+∞∫
0

f2(u)χ(u; z)du.

Розглянемо спочатку випадок, коли 0 < φ < π/2. Тодi
+∞∫
0

∣∣f (reiφ)∣∣e−σr| sinφ|dr = +∞∫
0

∣∣Ξ(reiφ)∣∣ dr
≤

+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

f1(iv)χ(iv; re
iφ)dv

∣∣∣∣∣∣ dr+
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+

+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
0∫

−∞

f3(iv)χ(iv; re
iφ)dv

∣∣∣∣∣∣ dr +
+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

f2(u)χ(u; re
iφ)du

∣∣∣∣∣∣ dr ≤
≤

+∞∫
0

+∞∫
0

∣∣f1(iv)χ(iv; reiφ)∣∣ drdv+ 0∫
−∞

+∞∫
0

∣∣f3(iv)χ(iv; reiφ)∣∣ drdv+
+

+∞∫
0

+∞∫
0

∣∣f2(u)χ(u; reiφ)∣∣ drdu.
Очевидно,

π

2

+∞∫
0

∣∣χ(iv; reiφ)∣∣ dr
=

+∞∫
0

|v| r cosφdr
(v2 − 2vr sinφ + r2)

√
v2 + 2vr sinφ + r2

dr.

Якщо v > 0, то
+∞∫
0

|v| r cosφdr
(v2 − 2vr sinφ + r2)

√
v2 + 2vr sinφ + r2

=

+∞∫
0

s cosφds

(1− 2s sinφ + s2)
√

1 + 2s sinφ + s2
.

Оскiльки φ ∈ (0; π/2), то скориставшись нерiвнiстю s <
√
s2 + 1,

маємо
+∞∫
0

s cosφds

(1− 2s sinφ + s2)
√

1 + 2s sinφ + s2

≤
+∞∫
0

cosφds

1− 2s sinφ + s2
=
π

2
+ arctg tgφ ≤ π.
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Якщо ж v < 0, то
+∞∫
0

|v| r cosφdr
(v2 − 2vr sinφ + r2)

√
v2 + 2vr sinφ + r2

=

+∞∫
0

s cosφds

(1 + 2s sinφ + s2)
√
1− 2s sinφ + s2

≤

≤
+∞∫
0

s cosφds

(1 + s2)
√

2s(1− sinφ)
=

+∞∫
0

s2 sin
(
π
4 −

φ
2

)
cos
(
π
4 −

φ
2

)
ds

(1 + s2)
√

4s sin2
(
π
4 −

φ
2

) ≤

≤
+∞∫
0

√
scos

(
π
4 −

φ
2

)
ds

1 + s2
≤

+∞∫
0

√
sds

1 + s2
= π

√
2

2
.

Тому за теоремою Фубiнi при φ ∈ (0; π/2) маємо
+∞∫
0

dr

+∞∫
0

∣∣f1(iv)χ(iv; reiφ)∣∣ dv ≤ c < +∞

+∞∫
0

dr

+∞∫
0

∣∣f3(iv)χ(iv; reiφ)∣∣ dv ≤ c < +∞,

Також для u > 0 одержимо

π

2

+∞∫
0

∣∣χ(u; reiφ)∣∣ dr = +∞∫
0

ux

|(u + z̄)(u− z)(u + z)|
dr

=

+∞∫
0

ur cosφ

(u2 + 2ur cosφ + r2)
√
u2 − 2ur cosφ + r2

dr

=

+∞∫
0

s cosφ

(s2 + 2s cosφ + 1)
√
s2 − 2s cosφ + 1

dr
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=

2∫
0

2√
s2 − 2s cosφ + 1

dr+

+

+∞∫
2

s

(s2 + 1)
√
(s− cosφ)2 + sin2 φ

dr

≤ 2

2∫
0

1√
(s− cosφ)2 + sin2 φ

dr +

+∞∫
2

1

s
√

2(s− cosφ) sinφ
dr

≤ 2

2∫
0

1

| sinφ|
dr +

1√
2 sinφ

+∞∫
2

1

(s− cosφ)3/2
dr < c2.

Тому також
+∞∫
0

dr

+∞∫
0

∣∣f2(u)χ(u; reiφ)∣∣ du ≤ c3 < +∞, (3.18)

де стала c3 вiд φ ∈ (−π/2 + δ; π/2− δ) не залежить.

Розглянемо тепер випадок −π/2 < φ < 0. Тодi
+∞∫
0

∣∣f (reiφ)∣∣e−σr| sinφ|dr
≤

+∞∫
0

∣∣Ξ(reiφ)∣∣ dr + +∞∫
0

∣∣f2(reiφ)∣∣ e−2σr| sinφ|dr

≤
+∞∫
0

|f1(iv)|
+∞∫
0

∣∣χ(iv; reiφ)∣∣ drdv
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+

0∫
−∞

|f3(iv)|
+∞∫
0

∣∣χ(iv; reiφ)∣∣ drdv
+

+∞∫
0

|f2(u)|
+∞∫
0

∣∣χ(u; reiφ)∣∣ drdu + c.

Аналогiчно до випадку 0 < φ < π/2, можна показати, что коли
v > 0, то

+∞∫
0

|v| r cosφdr
(v2 − 2vr sinφ + r2)

√
v2 + 2vr sinφ + r2

≤ π

√
2

2
.

а якщо v > 0, то
+∞∫
0

|v| r cosφdr
(v2 + 2vr sinφ + r2)

√
v2 − 2vr sinφ + r2

≤ π.

Врахувавши також нерiвнiсть (3.18), отримаємо виконання (3.16)
i для φ ∈ (−π/2;−δ).

Доведення теореми 3.7 випливає з лем 3.1-3.3, якщо враху-
вати, що функцiя f , визначена в лемi 3.2, є аналiтичною в C+.
Справдi, функцiя

1

2π

+∞∫
0

f1(iv)

iv − z
dv +

1

2π

0∫
−∞

f3(iv)

iv − z
dv,

очевидно, є аналiтичною в C+. Функцiя

1

2πi

+∞∫
0

f2(u)

u− z
du− f2(z)

аналiтична в кутах C(0; π/2) i C(−π/2; 0). На додатнiй дiйснiй
пiвосi за теоремою Сохоцького граничнi значення з верхнього
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та нижнього кутiв спiвпадають. Тому, як при доведеннi леми
4.22, легко одержимо, що f – аналiтична в C+.
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3.5 Висновки до роздiлу 3

Цей роздiл присвячений теоремам про представлення, якi є
аналогами теорем Пелi-Вiнера, Кошi та Пуассона для просторiв
Гардi у пiвплощинi. Також розглянуто питання аналiтичного
продовження до функцiй iз Hp

σ(C+). Одержано такi результати:

• отримано теорему про представлення типу Пелi-Вiнера для
класу цiлих функцiй, що належать H2

σ(C+). Одержано пов-
ний опис одного важливого для дослiдження циклiчностi в
H2
σ(C+) пiдкласу цього класу;

• встановлено теорему представлення, яка є узагальненням
iнтегральної формули Кошi для простору Гардi;

• встановлено теорему представлення, яка є узагальненням
формули Пуассона для простору Гардi;

• отримано опис функцiй, що аналiтично продовжуються з
уявної осi i є близькими, у деякому сенсi, до просторуH1

σ(C+).



РОЗДIЛ 4

Циклiчнi функцiї у ваговому просторi
Гардi

4.1 Теореми типу Мандельбройта

С. Мандельбройтом (див. [50], [46], [37]) було одержано тео-
рему, яка стверджує, що коли функцiя f належить простору L1

на одиничному колi, показник збiжностi її спектру λ менший
за одиницю i для кожного ε > 0 виконується

ρ∫
0

|f (reit)|dt = O(exp(−ε−ρ)), ρ→ 0,

де ρ > σ(1 − σ)−1, то f ≡ 0. Iнакше кажучи, якщо функцiя з
простору L1 має досить ”негустий” спектр, то вона є тотожним
нулем. Це можна iнтерпретувати також як твердження про те,
що функцiя та її перетворення Фур’є не можуть одночасно бути
дуже малими. Такого типу твердження вiдомi як ”принцип не-
визначеностi в гармонiйному аналiзi” i одержали досить повний
виклад в [37]). Метою нашого дослiдження є отримання твер-
дження про поведiнку двох функцiй при обмеженнях на суму
цих функцiй та перетворення Лапласа (чи Фур’є) кожної з них.

Нехай Dα,β = {z : Rez < 0, α < Imz < β}, D∗
α,β =

C\Dα,β, α < β. Через Ep[Dα,β] та Ep
∗ [Dα,β], 1 ≤ p < +∞, по-
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значимо простори функцiй f , аналiтичних вiдповiдно в Dα,β та
D∗
α,β для яких

sup


∫
γ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiдпо-
вiдно в Dα,β та D∗

α,β i є паралельними до координатних осей.
Функцiї f з цих просторiв мають майже скрiзь на [4] ∂Dσ ку-
товi граничнi значення, якi ми теж позначаємо через f (z) i
f ∈ Lp[∂Dα,β]. Також для фiксованого σ > 0 позначаємо D1 =

D−2σ,0, D∗
1 = D∗

−2σ,0, D3 = D0,2σ, D∗
3 = D∗

0,2σ.
Цей пiдроздiл присвячений доведенню наступного твердже-

ння.

Теорема 4.1. Нехай q1 ∈ E2
∗ [D1], q3 ∈ E2

∗ [D3],

lim
x→+∞

ln |Ωj(x)|
x

= −∞, j ∈ {1; 3}, (4.1)

де qj та Ωj пов’язанi спiвiдношенням

qj(w) =
1√
2π

+∞∫
0

Ωj(x)e
−xwdx, j ∈ {1; 3}, (4.2)

i для деякого a > 0

(Ω1(x) + Ω3(x)) e
ax lnx ∈ L2(0; +∞), (4.3)

Тодi для кожної незростаючої функцiї κ : (0; +∞) → (−∞; 0),
такої що κ(x) = O(x), x→ +∞, знайдеться таке c ∈ R, що

Ω1(x) ∈ L2(0; +∞)eczexκ(x) exp
{a
e
e−

κ(x)
a

}
,

Ω3(x) ∈ L2(0; +∞)eczexκ(x) exp
{a
e
e−

κ(x)
a

}
.

(4.4)
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Доведення. В [10] показано, що для функцiй, визначених рiвнi-
стю (4.2), при виконаннi умов q1 ∈ E2

∗ [D1], q3 ∈ E2
∗ [D3] справ-

джуються рiвностi

Ωj(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dj

qj(w)e
zwdw, j ∈ {1; 3}.

Покажемо, що функцiя q1 є цiлою. Справдi, з умови (4.1) маємо,
що |Ω1(x)| = exη(x), причому η(x) → −∞ при x → +∞. Тому
iнтеграл в правiй частинi рiвностi (4.2) при j = 1 збiгається
абсолютно i рiвномiрно на кожному компактi з C. Аналогiчно
з умови (4.1) маємо, що q3 – цiла. Розглянемо функцiю Ω2 =

−Ω1 − Ω3. Тодi визначимо q2 рiвнiстю (4.2), поклавши в нiй
j = 2. Легко бачити, що на множинi визначення функцiй q1, q3
(тобто всiй комплекснiй площинi) справедлива рiвнiсть q2 =

−q1 − q3 i тому q2 – теж цiла. Звiдси одержимо зображення

Ω1(z) = − 1

i
√
2π

∫
∂D1

(q2(w) + q3(w))e
zwdw.

Але за означенням просторiв маємо E2
∗ [D3] ⊂ E2[D1], тому q3 ∈

E2[D1]. З цього випливає, що q3(w)ewz ∈ E1[D1] для кожного
z ∈ C+, тому з [10] одержимо∫

∂D1

q3(w)e
zwdw = 0, z ∈ C+.

Звiдси маємо

Ω1(z) = − 1

i
√
2π

∫
∂D1

q2(w)e
zwdw.

Оскiльки, як вiдмiчено вище, q2 є цiлою функцiєю, то i фун-
кцiя q2(w)ezw – цiла для кожного z ∈ C+. Тому вона, зокрема,
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аналiтична в замиканннi кожного прямокутника Mκ(x) := {w :

w ∈ D1, Rez > κ(x)}. Скориставшись iнтегральною теоремою
Кошi для Mκ(x), маємо∫

∂Mκ(x)

q2(w)e
zwdw = 0.

Тому для кожного z ∈ C+ справджується формула

Ω1(z) = − 1

i
√
2π

∫
∂(D1\Mκ(x))

q2(w)e
zwdw, z ∈ C+.

Звiдси для x > 0 маємо, розглянувши окремо iнтеграли по сто-
ронах ∂(D1 \Mκ(x)),

|Ω1(x)| ≤
1√
2π

∫
∂(D1\Mκ(x))

|q2(w)|exu|dw| =
1√
2π

(I1 + I2 + I3),

де w = u+ iv, k < 0. З властивостей просторiв E2
∗ [Dα,β] випли-

ває [10], що q1(u− 2iσ) ∈ L2(−∞; 0) i q3(u− 2iσ) ∈ L2(−∞; 0).

Тому також q2(u−2iσ) ∈ L2(−∞; 0). Тодi з нерiвностi Шварца,
врахувавши, що q2(u − 2iσ) ∈ L2(−∞; 0), для x > 0 одержимо
оцiнку

I1 =

κ(x)∫
−∞

|q2(u−2iσ)|exudu ≤

 κ(x)∫
−∞

|q2(u− 2iσ)|2du ·
κ(x)∫

−∞

e2xudu


1
2

≤

 0∫
−∞

|q2(u− 2iσ)|2du · exp (2xκ(x))
2x


1
2

=
c1√
x
exp (xκ(x)) .

Аналогiчно одержимо нерiвнiсть

I3 =

κ(x)∫
−∞

|q2(u)|exudu ≤ c2√
x
exp (xκ(x)) , x > 0.
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Далi, скориставшись зображенням (4.2) та теоремою Фубiнi,
маємо

I2 =

0∫
−2σ

|q2(κ(x) + iv)|exκ(x)dv

= exp (xκ(x))
0∫

−2σ

∣∣∣∣∣∣ 1√
2π

+∞∫
0

Ω2(t)e
−t(κ(x)+iv)dt

∣∣∣∣∣∣ dv
≤ exp (xκ(x))√

2π

0∫
−2σ

+∞∫
0

∣∣∣Ω2(t)e
−tκ(x)

∣∣∣ dtdv.
Застосувавши нерiвнiсть Шварца i (4.3), отримаємо

I2 ≤
exp (xκ(x))√

2π
2σ

 +∞∫
0

∣∣Ω2(t)e
at ln t

∣∣2 dt · +∞∫
0

e−2at ln t−2tκ(x)dt

1
2

≤ c3 exp (xκ(x))
(
exp

{
−κ(x)

2a

}
exp

{
2a

e
e−

κ(x)
a

})1
2

= c3 exp
{
xκ(x)− c4κ(x) +

a

e
e−

κ(x)
2a

}
.

Передостаннiй перехiд випливає (див. [62], с. 323) з асимптоти-
чної рiвностi

+∞∫
0

e−2at ln t−2tκ(x)dt

=

√
π

ae
exp

{
−κ(x)

2a

}
exp

{
2a

e
e−

κ(x)
a

}
(1 + o(1)), x→ +∞.

Тому для деяких невiд’ємних сталих c5, c6 маємо

|Ω1(x)| ≤ c5e
xκ(x)−c6κ(x) exp

{a
e
e−

κ(x)
a

}
, x > 0, (4.5)

з чого випливає перша з доводжуваних формул, а друга дово-
диться аналогiчно.
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Цiкавим для застосувань є випадок, коли останнiй множник
в (4.4) дає незначний вклад в оцiнку. Зокрема, коли
κ(x) = 2σ

π lnx i a = 2σ
π , можна одержати точнiше твердження.

Теорема 4.2. Нехай q1 ∈ E2
∗ [D1], q3 ∈ E2

∗ [D3], виконується
умова (4.1) та

(Ω1(x) + Ω3(x)) e
2σ
π x lnx ∈ L2(0; +∞), (4.6)

Тодi знайдеться таке c ∈ R, що

Ω1(z)e
−iσze

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), Ω3(z)e

iσze
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

(4.7)
де ln z – це головне значення логарифма в C+.

Доведення. Скористаємось теоремою типу Фрагмена-Лiндельофа
2.9 для функцiї

φ1(z) = Ω1(z) exp

{
−2σ

π
z ln z

}
e−iσze−c5z.

Справдi, з (4.5) одержимо φ1(x)e
−εx ∈ L2(0; +∞), ε > 0.Оскiль-

ки також за умовами теореми i лемою 1 Ω1(z)e
−iσz ∈ H2

σ(C+),

то для кожного γ ∈ (1; 2]

(∀ε > 0) : sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

∣∣φ1(re
iφ)
∣∣2 exp {−εrγ} dr

 < +∞.

Легко бачити також, що φ1 ∈ L2[iR]. З цього випливає, що
φ1 ∈ H2(C+). Цим доведено виконання першої з умов (4.7), а
друга доводиться аналогiчно.

Наведемо також ”чисто дiйсний” варiант попередньої тео-
реми.
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Теорема 4.3. Нехай виконується умова (4.6), причому q1, q3 є
такими цiлими функцiями, що q1 ∈ E2

∗ [D1], q3 ∈ E2
∗ [D3]. Тодi

знайдеться таке c ∈ R, що

Ω1(x) ∈ L2(0; +∞)e−
2σ
π x lnxecx, Ω3(x) ∈ L2(0; +∞)e−

2σ
π x lnxecx.

Зазначимо, що, як показано при доведеннi теореми 4.1, цi-
лiсть функцiй q1, q3 є наслiдком умови (4.1).

Остання теорема показує, що коли для суми Ω1 + Ω3 вико-
нується умова (4.6), то при певних обмеженнях на їх перетво-
рення Лапласа q1, q3 виконується умова, близька до (4.6), для
кожного з доданкiв Ω1, Ω3.
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4.2 Еквiвалентнiсть деяких умов у вагових просторах
Гардi

4.2.1 Випадок без нулiв та з тривiальною iнтегральною грани-
чною функцiєю

Цей пiдроздiл присвячений опису одного важливого для за-
стосувань пiдпростору простору Hp

σ(C+), який повнiстю визна-
чається поведiнкою функцiй тiльки на додатнiй пiвосi або тiль-
ки на уявнiй осi. Також наведено деякi узагальнення одержа-
ного результату.

Теорема 4.4. Нехай G ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, i

G(z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+, а h(t) ≡ const. Тодi наступнi умови
є еквiвалентними:

1) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

2)G1 ̸∈ Hp(C+) для кожного c ∈ R,

де G1(z) = G(z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}
;

3) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

4) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

5) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞.

Зауважимо, що для випадку σ = 0 кожна з умов 1)-5) ви-
значає порожню множину у просторi Hp

0 (C+) ≡ Hp(C+). Нам
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невiдомi подiбнi результати для iнших вагових просторiв Гардi.
Щодо класу Hp(C+), то одержати умови, якi пов’язували б ”ма-
лiсть” модуля функцiї на ∂C+ з ”великiстю” її модуля на R+,
неможливо. Справдi, коли G ∈ Hp(C+), не має нулiв у C+ i її
iнтегральна гранична функцiя є тотожною сталою, то

|G(x)| = exp

1

π

+∞∫
−∞

x

t2 + x2
ln |G(it)|dt + cx

 ,

тобто коли |G1(it)| ≤ |G2(it)| для всiх t ∈ R+ i c = 0, то
|G1(x)| ≤ |G2(x)| для всiх x > 0.

Доведення теореми випливає з лем 4.2-4.5.

Лема 4.1. Якщо G ∈ Hp
σ(C+), 1 6 p < +∞, σ > 0, h(t) ≡

const i f (z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+, то

G(z) = exp

ia0 + a1z +
1

π

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln |G(it)| dt

 , a0 ∈ R, a1 ∈ R,

де
Q(t, z) =

(tz + i)2

i(t2 + 1)2(t + iz)
,

i виконуються умови

lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt > −∞, ln |G(it)| ∈ L1[−1; 1].

Ця лема є простим наслiдком теореми 1.3.

Лема 4.2. Якщо G ∈ Hp
σ(C+) i виконується умова 1) теореми,

то виконується умова 3).

Доведення. Оскiльки G(it)e−σ|t| ∈ Lp(R), то розглянувши фун-
кцiю

φ1(r) =

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+
∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣ dt,
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маємо
φ1(r) 6

1

p

∫
1<|t|6r

1

t2
|G(it)e−σ|t||pdt

6 1

p

∫
1<|t|6r

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣p dt < c1 < +∞.

Функцiя

φ2(r) :=

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+

1∣∣G(it)e−σ|t|∣∣dt,
очевидно, є неспадною. Оскiльки

ln |G(it)e−σ|t|| = ln+ |G(it)e−σ|t|| − ln+
1

|G(it)e−σ|t||
,

то якби функцiя φ2 була обмеженою зверху, то

lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt > −∞,

що суперечить умовi. Отже,

lim
r→+∞

φ2(r) = lim
r→+∞

φ2(r) = +∞.

Тому

lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt = lim

r→+∞
(φ1(r)− φ2(r))

6 lim
r→+∞

(c1 − φ2(r)) = −∞,

а отже виконується умова 3).

Лема 4.3. Якщо G ∈ Hp
σ(C+), h(t) ≡ const i G(z) ̸= 0 для

всiх z ∈ C+, а також виконується умова 3) теореми, то ви-
конується i умова 4).
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Доведення. Застосувавши лему 4.1 до функцiй G та e−
2σ
π z ln z,

одержимо

G(z) = exp

ia0 + σz + a1z +
1

π

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln |G(it)|dt

 ,

e−
2σ
π z ln z = exp

(
ia2 + a3z +

1

π

∫ +∞

−∞
Q(t, z) ln |e−

2σ
π it ln(it)|dt

)
.

Поклавши в цих рiвностях z = x > 0, отримаємо

ln
∣∣∣G(x)e2σ

π x lnx
∣∣∣ = cx + Re

1

π

+∞∫
−∞

Q(t, x) ln
∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣ dt

 .

Оскiльки

Re

{
1

π
Q(t;x)

}
=

−t2x3 + x + 2t2x

π(1 + t2)2(t2 + x2)
,

то

ln
∣∣∣G(x)e2σ

π x lnx
∣∣∣

x
= c +

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln |G(it)e−σ|t||dt =

= c−
+∞∫

−∞

t2x2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ |G(it)e−σ|t||dt

+

+∞∫
−∞

1 + 2t2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ |G(it)e−σ|t||dt

+

+∞∫
−∞

t2x2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt

−
+∞∫

−∞

1 + 2t2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt
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= c− I1 + I2 + I3 − I4.

Оцiнимо вiдповiднi iнтеграли:

I1 =
1

p

+∞∫
−∞

t2x2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+
(∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣p) dt

6 1

pπ

+∞∫
−∞

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣p dt
6 1

pπ

+∞∫
−∞

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣p dt < +∞.

Вважаючи, що x > 1, маємо

I4 6
2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt

6 2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2

(
ln+

1

|G(it)|
+ σ|t|

)
dt

= c2 +
2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
ln+

1

|G(it)|
dt

= c3 +
2

π

∫
|t|>1

1

(1 + t2)2
ln+

1

|G(it)|
dt.

Останнє отримуємо з того, що за лемою 4.1 ln |G(it)| ∈ L1[−1; 1].

Далi,
+∞∫
1

1

(1 + t2)2
ln+

1

|G(it)|
dt 6

+∞∫
1

1

t2
d

t∫
1

1

s2
ln+

1

|G(is)|
ds
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=
1

t2

t∫
1

1

s2
ln+

1

|G(is)|
ds

∣∣∣∣∣∣
+∞

1

+

+∞∫
1

t∫
1

1

s2
ln+

1

|G(is)|
ds · 2

t3
dt

6 c4 + c5
ln t

t2

∣∣∣∣+∞

1

+ c5

+∞∫
1

ln t

t3
dt < c6.

Це маємо з того, що
t∫

1

1

s2
ln+

1

|G(is)|
ds 6 4

3

2t∫
1

(
1

s2
− 1

(2t)2

)
ln+

1

|G(is)|
ds 6 c7 ln t+c7,

бо за лемою 4.1
1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+

1

|G(it)|
dt

=
1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G(it)|dt + c8 6 c9 + c10 ln t.

Аналогiчно
−1∫

−∞

1

(1 + t2)2
ln+

1

|G(it)|
dt 6 c11,

тому I4 6 c12. Також

I3 >
∫

1<|t|≤x

t2x2

π(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt

≥ 1

2π

∫
1<|t|≤x

t2

(1 + t2)2
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt

> 1

8π

∫
1<|t|≤x

1

t2
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt
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> −1

8π

∫
1<|t|≤x

(
1

t2
− 1

x2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt.

Тому за умовою леми lim
x→+∞

I3 = +∞. Оскiльки I2 > 0, то

lim
x→+∞

ln
∣∣∣G(x)e2σ

π x lnx
∣∣∣

x
= +∞.

Лема 4.4. Якщо G ∈ Hp
σ(C+) i виконується умова 5) теореми,

то виконується i умова 2).

Доведення. Припустимо, що умова 2) не виконується, тобто

(∃c ∈ R) : G(z) exp
{
2σ

π
z ln z − cz

}
∈ Hp(C+). (4.8)

Тодi [116], c.139 ∣∣∣∣G(z) exp{2σπ z ln z
}∣∣∣∣ 6 ecx

p
√
x
.

Тому ln |G(x)|+ 2σ
π x lnx 6 cx, якщо x ≥ 1, що суперечить умовi

4).

Лема 4.5. Якщо G ∈ Hp
σ(C+), h(t) ≡ const i

G(z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+, виконується умова 2) теореми,
то виконується i умова 1).

Доведення. Нехай умова 1) не виконується. Тодi

(∃c ∈ R) (∀r > 1) :

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt > c. (4.9)

Оскiльки G(it)e−σ|t| ∈ Lp(R), то∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G(it)e−σ|t||dt
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=
1

p

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G(it)e−σ|t||pdt

6 1

p

∫
1<|t|6r

|G(it)e−σ|t||pdt < +∞, (4.10)

а тому з (4.9) маємо∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
1

ln+ |G(it)e−σ|t||
dt < c1. (4.11)

Враховуючи, що за лемою 4.1 ln |G(it)| ∈ L1[−1; 1], бо G ∈
Hp
σ(C+), отримуємо

+∞∫
−∞

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt =

1∫
−1

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt

+ lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt = c + lim

r→+∞

∫
1<|t|6r

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt

6 c +
4

3
lim

r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt 6

6 c +
4

3
lim

2r→+∞

∫
1<|t|62r

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt < +∞.

Аналогiчно з (4.10) отримуємо
+∞∫

−∞

ln+ |G(it)e−σ|t||
1 + t2

dt < +∞,

тому
+∞∫

−∞

∣∣ln |G(it)e−σ|t||∣∣
1 + t2

dt < +∞.



135

Тодi з [24] с. 189-190, оскiльки функцiя G(z)e
2σ
π z ln z не має нулiв

у C+ i ї ї iнтегральна гранична функцiя є тотожною сталою,
отримуємо, що виконується (4.8), а це суперечить умовi 2).

Теорема 4.4 перестає справджуватися, якщо просто опусти-
ти у нiй умову тривiальностi iнтегральної граничної функцiї.
На це вказує наступний приклад.

Приклад 4.1. При кожних α ∈ (0; 2σ), β ∈ (0;α] функцiя

G0(z) =
1

(1 + z)2
exp
{
−α
π
z log z

} ∞∏
k=1

exp

{
− kβ

π(z − ik)

}
e−cz,

де c ∈ R визначено нижче, належить простору Hp
σ(C+) при

кожному p ≥ ∞, для неї виконується умова 2) теореми 4.4,
але не виконується 1).

Доведення. Зауважимо спочатку, що iнтегральна гранична фун-
кцiя функцiї exp

{
−β
πz log z

}
є сталою, тому iнтегральнi грани-

чнi функцiї функцiй G0 та

G0,1(z) :=

∞∏
k=1

exp

{
− kβ

π(z − ik)

}
спiвпадають. Оскiльки

log

∣∣∣∣e− kβ
π(z−ik)

∣∣∣∣ = − kβ

π(x2 + (y − k)2)
,

то

h(k+1/2)−h(k−1/2) = lim
x→0+

k+1/2∫
k−1/2

−kβ
π(x2 + (y − k)2)

dy−
k+1/2∫

k−1/2

0dy

= − lim
x→0+

kβ

π
arctg

y − k

x

∣∣∣∣k+1/2

k−1/2

= −kβ.
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Тому для r ̸∈ Z маємо∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| =

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)|

= −
r∫

1

dh(t)

t2
+

1

r2

r∫
1

dh(t) = −
[r]∑
k=1

h(k + 1/2)− h(k − 1/2)

k2

+
1

r2

[r]∑
k=1

(h(k + 1/2)− h(k − 1/2)) =

[r]∑
k=1

kβ

k2
− 1

r2

[r]∑
k=1

kβ,

з чого маємо∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| = β log r +O(1), r → +∞. (4.12)

Оскiльки G0,1(it) = 0 для майже всiх t ∈ R, то∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G0 (it)| dt

=

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log
∣∣∣exp{−α

π
it log(it)

}∣∣∣ dt
=
α

2

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|t| dt = α log r +O(1), r → +∞.

З останньої рiвностi та (4.12) випливає виконання умови (1.13)

теореми 1.3. Всi iншi умови цiєї теореми виконуються очеви-
дним чином, тому

(∃c̃ ∈ R) : G0(z)e
−c̃z ∈ Hp

σ(C+),
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Отже, G0(z)e
cz ∈ Hp

σ(C+) при деякому c ∈ R. Проте, як пока-
зано вище, ∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G0 (it)| dt− 2σ log r

= −(2σ − α) log r +O(1) → −∞, r → +∞,

тобто виконується умова 2). Для iнтегральної граничної фун-
кцiї h функцiї G0 маємо

+∞∫
−∞

|dh(t)|
1 + t2

= +∞,

що суперечить умовi 1).

4.2.2 Випадок без нулiв та з нетривiальною iнтегральною гра-
ничною функцiєю

Теорема 4.5. Нехай G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0,

G (z) ̸= 0 для кожного z ∈ C+. Тодi наступнi умови є еквi-
валентними:

1) (∀ c ∈ R) : G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}
̸∈ Hp (C+);

2) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt

−
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| − 2σ log r

 = −∞;
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3) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt

−
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| − 2σ log r

 = −∞;

4) lim
x→+∞

(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞;

5) lim
x→+∞

(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞.

У цiй теоремi не можна опустити умову вiдсутностi нулiв,
оскiльки в такому випадку границi, що фiгурують в умовах 4)
i 5) можуть, взагалi кажучи, не iснувати.

Зауважимо, що твердження теореми справджується i для
випадку σ = 0 у тому сенсi, що кожна з умов 1)-5) описує
порожню множину.

Твердження теореми випливає з лем 4.6, 4.8, 4.9, 4.4, якщо
врахувати, що iмплiкацiя 4) ⇒ 5) є тривiальною.

Лема 4.6. Якщо G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, G (z) ̸= 0,

z ∈ C+, i умова 3) виконується, то виконується також умова
4).

Доведення. Зауважимо спочатку, що можливi лиш два випад-
ки:

(∃c > 0) :

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| ≤ c, (4.13)

або (внаслiдок монотонностi)

lim
r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| = +∞. (4.14)
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Розглянемо спочатку випадок, коли виконується умова (4.13).
Тодi ∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

=

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)(
1

p
log
∣∣∣G (it) e−σ|t|

∣∣∣p + σ |t|
)
dt− 2σ log r

≤ 1

p

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

∣∣∣G (it) e−σ|t|
∣∣∣p dt

+

∫
1<|t|≤r

σ

|t|
dt− 2σ log r ≤

≤ 1

p

∫
1<|t|≤r

1

t2

∣∣∣G (it) e−σ|t|
∣∣∣p dt < 1

p

+∞∫
−∞

∣∣∣G (it) e−σ|t|
∣∣∣p dt < c <∞,

де стала c вiд r не залежить. Якщо припустити, що

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

 > −∞,

то на деякiй послiдовностi (rk) додатних чисел, такiй що rk →
+∞ при k → ∞, маємо

lim
k→∞

 ∫
1<|t|≤rk

(
1

t2
− 1

r2k

)
log |G (it)| dt− 2σ log rk

 > −∞.

Врахувавши нерiвнiсть (4.13), одержимо

lim
k→∞

 ∫
1<|t|≤rk

(
1

t2
− 1

r2k

)
log |G (it)| dt
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−
∫

1<|t|≤rk

(
1

t2
− 1

r2k

)
|dh (t)| − 2σ log rk

 > −∞,

що суперечить умовi 3). Тому припущення невiрне, тобто

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

 = −∞.

(4.15)
За теоремою 1.3 справедливе зображення G (z) = G1 (z)G2 (z),
де

G1 (z) = eia0+a1z exp

1

π

+∞∫
−∞

Q (t, z) log |G (it)| dt

 ,

G2 (z) = exp

1

π

+∞∫
−∞

Q (t, z) dh (t)

 .

В лемi 4.3 показано, що тодi

lim
x→+∞

(
log |G1 (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞. (4.16)

Для доведення потрiбного залишилось показати, що

lim
x→+∞

log |G2 (x)|
x

> −∞. (4.17)

Справдi,

log |G2 (x)|
x

=

log

∣∣∣∣exp{ 1
π

+∞∫
−∞

Q (t, z) dh (t)

}∣∣∣∣
x

.

Але оскiльки

Re

{
1

π
Q (t, x)

}
= Re

{
(tx + i)2

πi (t2 + 1)2 (t + ix)

}
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= Re

{
t2x2 + 2txi− 1

π (t2 + 1)2 (ti− x)

}
= Re

{
t2x2 + 2txi− 1

π (t2 + 1)2 (−x + it)
· −x− it

−x− it

}
= Re

{
−t2x3 + x + 2t2x

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
+ i

t− t3x2 − 2x2t

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)

}
=

−t2x3 + x + 2t2x

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
,

то

log |G2 (x)|
x

=

log

∣∣∣∣exp{+∞∫
−∞

−t2x3+x+2t2x

(t2+1)
2
(x2+t2)

dh (t)

}∣∣∣∣
x

=
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) =

=
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) +

1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥

≥ 1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t)

Як вiдомо у теорiї iнтеграла Стiлтьєса, якщо s є неспадною, f
є невiд’ємною на iнтервалi [a, b], то

b∫
a

f (t) ds (t) ≥ 0.

Тому

1

π

+∞∫
−∞

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥ 0.
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Вважатимемо, що x ≥ 1. Тодi

log |G2 (x)|
x

=
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) .

Але 1+2t2

(1+t2)
2 ≤ 2+2t2

(1+t2)
2 =

2
1+t2

, тому

1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(1 + t2)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥ 1

π

+∞∫
−∞

dh (t)

(1 + t2)2
≥ 2

π

+∞∫
−∞

dh (t)

1 + |t|3
,

бо
(
1 + t2

)2 ≥ 1 + |t|3. Але в [155, с. 44] показано, що

+∞∫
−∞

|dh (t)|
1 + |t|3

< +∞.

Тому log|G2(x)|
x ≥ −∞ при x ≥ 1. Отже, нерiвнiсть (4.17) вико-

нується. Додавши (4.16) та (4.17) одержимо

lim
x→∞

(
log |G1 (x)G2 (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

тобто виконання умови 4).
Нехай тепер виконується умова (4.14). Тодi

lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

|dh(t)|
1 + t2

= c + lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

|dh(t)|
1 + t2

> c + lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)| =

= c + lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)| = +∞.
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Т. Гiщак показала [20], що

lim
x→∞

(
log |G1 (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
> −∞.

Тому для завершення доведення нам досить показати, що

lim
x→∞

log |G2 (x)|
x

= +∞. (4.18)

Як показано вище при доведеннi цiєї леми,

log |G2 (x)|
x

=
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t)

+
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t)

i
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥ c > −∞,

де c вiд x ≥ 1 не залежить. Оцiнимо iнтеграл
+∞∫

−∞

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥

∫
|t|≥1

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t)

≥
∫

|t|≥1

−t2x2

2t2 (t2 + 1) (x2 + t2)
dh (t) ≥ 1

2

∫
1≤|t|≤x

−x2

(t2 + 1) (x2 + t2)
dh (t)

≥ 1

2

∫
1≤|t|≤x

−x2

(t2 + 1) 2x2
dh (t) =

1

4

∫
1≤|t|≤x

−1

(t2 + 1)
dh (t)

=
1

4

∫
1≤|t|≤x

|dh (t) |
(1 + t2)

→ +∞, x→ +∞.
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Отже, виконується рiвнiсть (4.18), а тому i в цьому випадку
виконується умова 4).

Лема 4.7. Якщо f ∈ Hp(C+), p ∈ [1,+∞) то справедливе
зображення

f (z) = eiα+βz exp

1

π

+∞∫
−∞

i

t + iz
ln |f (it)|dt

×

× exp

1

π

+∞∫
−∞

i

t + iz
dh(t)

 ∏
|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
, (4.19)

де
α ∈ R, β ≤ 0, (4.20)

причому для кутових граничних значень f на iR, її iнтеграль-
ної граничної функцiї h (яка є неспадною i h′(t) = 0 майже
скрiзь на R) та послiдовностi нулiв (λn) виконуються вiдпо-
вiдно умови

f ∈ Lp(iR),
+∞∫

−∞

|log |f (it) ||
1 + t2

dt < +∞,

+∞∫
−∞

|dh (t)|
1 + t2

dt < +∞,

+∞∑
k=0

Reλn
1 + |λn|2

< +∞.

(4.21)

Навпаки, якщо для функцiї f : iR → C, неспадної функцiї h :

R → R, похiдна якої рiвна нулевi майже скрiзь, послiдовностi
(λn), λn ∈ C+, виконуються умови (4.20)-(4.21), то функцiя f ,
визначена рiвнiстю (4.19), належить простору Hp(C+).

Це твердження встановлене в [19], c.81-82, [92], c.25, див.
також [24], c. 189-190.
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Лема 4.8. Якщо G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, G (z) ̸= 0,

z ∈ C+, i виконується умова 1), то виконується умова 2).

Доведення. Припустимо протилежне, тобто

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt

−
∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| − 2σ log r

 > −∞.

(4.22)

Оскiльки, як показано при доведеннi леми 4.7,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r < c <∞, (4.23)

то умова (4.22) еквiвалентна одночасному виконанню умов

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

 > −∞

та

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)|

 < +∞. (4.24)

Врахувавши також (4.23), маємо∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| e−σ|t|dt = O (1) , r → +∞,

з чого (див. лему 4.5) випливає
+∞∫

−∞

∣∣log ∣∣G1 (it) e
−σ|t|

∣∣∣∣
1 + t2

dt < +∞,
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де G1 таке ж, як i в доведеннi леми 4.7. Аналогiчно, врахував-
ши, що функцiя |h| є неспадною, з умови (4.24) маємо

+∞∫
−∞

|dh (t)|
1 + t2

dt < +∞.

Позначимо
φ(it) := G (it) e

2σ
π it log(it).

Тодi, оскiльки виконуються умови (4.21), за лемою 4.9 маємо
f ∈ Hp(C+), де

f (z) = eiα+βz exp

1

π

+∞∫
−∞

i

t + iz
ln |φ(it)|dt


× exp

1

π

+∞∫
−∞

i

t + iz
dh(t)

 ,

β ≤ 0, h – iнтегральна гранична функцiя функцiї G. Враху-
вавши, що G не має нулiв у C+, iнтегральна гранична функцiя
функцiї f спiвпадає з iнтегральною граничною функцiєю фун-
кцiї G, а також рiвностi

Q (t, z) =
i

t + iz
−
it
(
2 + t2

)
(1 + t2)2

− zt2

(1 + t2)2
,

i
G (it) e

2σ
π it log(it) = G (it) e−σ|t|

при t ∈ R, за лемою 4.6 одержимо зображення (iнтеграли збi-
гаються принаймнi в розумiннi головного значення)

G (z) e
2σ
π z log z = f (z)eia0+a1z
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× exp

1

π

+∞∫
−∞

(
−
it
(
2 + t2

)
(1 + t2)2

− zt2

(1 + t2)2

)
log
∣∣∣G (it) e−σ|t|

∣∣∣ dt+
+
1

π

+∞∫
−∞

(
−
it
(
2 + t2

)
(1 + t2)2

− zt2

(1 + t2)2

)
dh (t)

 = f (z)eiã0+ã1z

для деяких сталих ã0 ∈ R, ã1 ∈ R. Тому приходимо до виснов-
ку, що G (z) exp

{
2σ
π z log z − cz

}
∈ Hp (C+) для деякої сталої

c ∈ R, тобто умова 1) не виконується. Ця суперечнiсть доводить
твердження леми.

Лема 4.9. Якщо G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, G (z) ̸= 0,

z ∈ C+, i виконується умова 2), то виконується умова 3).

Доведення. Оскiльки G(it)e−σ|t| ∈ Lp(R), то

φ1(r) :=

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣ dt
6 1

p

∫
1<|t|6r

1

t2
|G(it)e−σ|t||pdt 6

6 1

p

∫
1<|t|6r

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣p dt < c1 < +∞.

Функцiя

φ2(r) :=

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

1∣∣G(it)e−σ|t|∣∣dt
+

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|,
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очевидно, є неспадною. Оскiльки

log |G(it)e−σ|t|| = log+ |G(it)e−σ|t|| − log+
1∣∣G(it)e−σ|t|∣∣,

то якби функцiя φ2 була обмеженою зверху, то справедливою
була б нерiвнiсть

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G(it)e−σ|t||dt−

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|

 > −∞,

що суперечить умовi. Отже,

lim
r→+∞

φ2(r) = lim
r→+∞

φ2(r) = +∞.

Тому

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G(it)e−σ|t||dt

−
∫

1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|

 =

= lim
r→+∞

(φ1(r)− φ2(r)) 6 lim
r→+∞

(c1 − φ2(r)) = −∞,

а, отже, виконується умова 3)

4.2.3 Загальний випадок

Теорема 4.6. Нехай G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0. Тодi

наступнi твердження є еквiвалентними:
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1) (∀ c ∈ R) : G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}
̸∈ Hp (C+);

2) lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
= −∞,

де
K(r) =

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt

− 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| −

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

;

3) lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
= −∞;

4)

∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

= +∞ або lim
x→+∞

∗
(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

де границя lim∗ розглядається поза деякою множиною E скiн-
ченної логарифмiчної мiри;

5)

∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

= +∞, або lim
x→+∞

∗
(
log |G (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

де верхня границя lim
∗ розглядається поза деякою множиною

E скiнченної логарифмiчної мiри.

Зауважимо, що твердження теореми справджується i для
випадку σ = 0 у тому сенсi, що кожна з умов 1) - 5) описує
порожню множину.

Твердження теореми випливає з лем 4.10, 4.11, 4.12, 4.13,
якщо врахувати, що iмплiкацiя 4) ⇒ 5) є тривiальною.



150

Лема 4.10. Якщо G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, i умова

3) виконується, то виконується також умова 4).

Доведення. Зауважимо, що функцiя

K1(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)|+

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

є неспадною на (1; +∞). Тому можливi два випадки:

(∃c > 0) : K1(r) ≤ c, (4.25)

i
lim

r→+∞
K1(r) = +∞. (4.26)

Розглянемо спочатку випадок, коли виконується (4.25). Заува-
жимо, що ∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

=

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)(
1

p
log
∣∣∣G (it) e−σ|t|

∣∣∣p + σ |t|
)
dt− 2σ log r

≤ 1

p

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

∣∣∣G (it) e−σ|t|
∣∣∣p dt+ ∫

1<|t|≤r

σ

|t|
dt−2σ log r ≤

≤ 1

p

∫
1<|t|≤r

1

t2

∣∣∣G (it) e−σ|t|
∣∣∣p dt ≤ c1 <∞,

де за сталу можна взяти

c1 =
∥G (it) e−σ|t|∥pp

p
.
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Припустимо, що

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

 > −∞.

Тодi на деякiй послiдовностi (rk) додатних чисел, таких що
rk → +∞ при k → ∞, маємо

lim
k→∞

 ∫
1<|t|≤rk

(
1

t2
− 1

r2k

)
log |G (it)| dt− 2σ log rk

 > −∞.

Врахувавши нерiвнiсть (4.25), одержимо оцiнку

lim
k→∞

(K(r)− σ/π log rk) > −∞,

що суперечить умовi 3). Тому припущення невiрне, тобто

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− σ

π
log r

 = −∞.

(4.27)
За теоремою 1.3 правильне зображення
G (z) = G1 (z)G2 (z)G3 (z), де

G1 (z) = eia0+a1z exp

1

π

+∞∫
−∞

Q (t, z) log |G (it)| dt

 ,

G2 (z) = exp

1

π

+∞∫
−∞

Q (t, z) dh (t)

 ,

G3(z) =
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+
z

λn

)
.
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При доведеннi леми 4.3 показано, що при виконаннi умови (4.27)

правильна рiвнiсть

lim
x→+∞

(
log |G1 (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞. (4.28)

Покажемо також, що

lim
x→+∞

log |G2 (x)|
x

> −∞. (4.29)

Справдi,

log |G2 (x)|
x

=

log

∣∣∣∣exp{ 1
π

+∞∫
−∞

Q (t, z) dh (t)

}∣∣∣∣
x

.

Але оскiльки

Re

{
1

π
Q (t, x)

}
= Re

{
(tx + i)2

πi (t2 + 1)2 (t + ix)

}

= Re

{
t2x2 + 2txi− 1

π (t2 + 1)2 (ti− x)

}
= Re

{
t2x2 + 2txi− 1

π (t2 + 1)2 (−x + it)
· −x− it

−x− it

}
= Re

{
−t2x3 + x + 2t2x

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
+ i

t− t3x2 − 2x2t

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)

}
=

−t2x3 + x + 2t2x

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
,

то

log |G2 (x)|
x

=

log

∣∣∣∣exp{+∞∫
−∞

−t2x3+x+2t2x

(t2+1)
2
(x2+t2)

dh (t)

}∣∣∣∣
x

=
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) =
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=
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) +

1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥

≥ 1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

π (t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) .

З властивостей iнтеграла Стiлтьєса вiдомо, що коли s є неспа-
дною, f є невiд’ємною на iнтервалi [a, b], то

b∫
a

f (t) ds (t) ≥ 0.

Тому

1

π

+∞∫
−∞

−t2x2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥ 0.

Вважатимемо, що x ≥ 1. Тодi

log |G2 (x)|
x

=
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)2 (x2 + t2)
dh (t) .

Але 1+2t2

(1+t2)
2 ≤ 2+2t2

(1+t2)
2 =

2
1+t2

, тому

1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(1 + t2)2 (x2 + t2)
dh (t) ≥ 1

π

+∞∫
−∞

dh (t)

(1 + t2)2
≥ 2

π

+∞∫
−∞

dh (t)

1 + |t|3
,

бо
(
1 + t2

)2 ≥ 1 + |t|3. Б. Винницький та B. Шаран показали в
[155], с.44, що

+∞∫
−∞

|dh (t)|
1 + |t|3

< +∞.
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Тому
log |G2 (x)|

x
≥ c > −∞

при x ≥ 1. Отже, нерiвнiсть (4.29) виконується.
З нерiвностi (4.25) випливає також, що∑

1<|λn|

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

< +∞,

з чого маємо ∑
1<|λn|

Reλn
|λn|2

< +∞.

З теореми 1.3 випливає, що∑
|λn|<1

Reλn < +∞.

Тому
+∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

< +∞.

В [29], c.48, [46], с. 308 доведено, що тодi

lim
x→+∞

log |G3(x)|
x

= 0 (4.30)

за умови, що x прямує до +∞, не приймаючи значень з деякої
множини скiнченної логарифмiчної мiри на пiвосi. Врахувавши
останню рiвнiсть, умови (4.28) та (4.29), одержимо

lim
x→+∞

(
log |G1 (x)G2 (x)G3(x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞,

тобто виконання умови 4).
Нехай тепер виконується умова (4.26). Тодi справджується

принаймнi одна з рiвностей

lim
r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| = +∞, (4.31)
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lim
r→+∞

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

= +∞. (4.32)

Якщо виконується (4.31), але не виконується (4.32), то, як
показано при доведеннi леми 4.6,

lim
x→+∞

(
log |G1 (x)G2 (x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= +∞.

Врахувавши також (4.30), маємо виконання другої з умов 4).
Якщо ж виконується (4.32), то∑

1<|λn|≤r

Reλn
1 + |λn|2

> 1

2

∑
1<|λn|≤r

Reλn
|λn|2

> 1

2

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

,

звiдки випливає, що
+∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

= +∞.

Отже, i в цьому випадку справджується умова 4).

Лема 4.11. Якщо G ∈ Hp
σ(C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, i викону-

ється умова 5) теореми, то виконується умова 1).

Доведення. Припустимо протилежне, тобто

(∃c ∈ R) : G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}
∈ Hp (C+) .

Покажемо, що не виконується жодна з умов 5). Справдi в [116]
c.139 доведено, що∣∣∣∣G(z) exp{2σπ z log z

}∣∣∣∣ 6 ecx

p
√
x
.

Тому log |G(x)|+ 2σ
π x log x 6 cx, якщо x ≥ 1, що суперечить пер-

шiй умовi 5). Далi, з припущення на початку доведення отриму-
ємо, що послiдовнiсть нулiв (µn) функцiїG (z) exp

{
2σ
π z log z − cz

}
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задовiльняє умову (див. [24, с. 189], [116, с. 149])
∞∑
n=1

Reµn
1 + |µn|2

< +∞.

Проте (µn) ≡ (λn) що призводить до суперечностi з першою з
умов 5).

Лема 4.12. Якщо G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, i викону-

ється умова 1), то виконується умова 2).

Доведення. Припустимо протилежне, тобто

lim
r→+∞

(
K(r)− σ

π
log r

)
> −∞. (4.33)

Оскiльки, як показано у доведеннi леми 4.11,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r < c <∞, (4.34)

то умова (4.33) еквiвалентна одночасному виконанню умов

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G (it)| dt− 2σ log r

 > −∞

та
lim

r→+∞
K1(r) < +∞. (4.35)

Врахувавши також (4.34), маємо∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log
∣∣∣G (it) e−σ|t|

∣∣∣ dt = O (1) , r → +∞,

звiдки (див. лему 4.5) випливає
+∞∫

−∞

∣∣log ∣∣G1 (it) e
−σ|t|

∣∣∣∣
1 + t2

dt < +∞,



157

де G1 таке ж, як i в доведеннi леми 4.11. Оскiльки обидва до-
данки, що визначають функцiю K1, є невiд’ємними неспадними
функцiями, то умова (4.35) еквiвалентна одночасному виконан-
ню умов

lim
r→+∞

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh (t)| < +∞,

lim
r→+∞

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

< +∞.

Врахувавши, що функцiя h є незростаючою, з останнього маємо
+∞∫

−∞

|dh (t)|
1 + t2

dt < +∞.

Оскiльки G ∈ H2
σ(C+), то за лемою 4.10

∑
|λn|≤1

Reλn < ∞. Тому

також
+∞∑
n=0

Reλn
1 + |λn|2

< +∞.

Розглянемо функцiю

f (z) = exp

1

π

+∞∫
−∞

i

t + iz
log |φ(it)|dt

 exp

1

π

+∞∫
−∞

i

t + iz
dh(t)


×
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
,

де
φ(it) := G (it) e

2σ
π it log(it),

h – iнтегральна гранична функцiя функцiї G, а (λn) – послiдов-
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нiсть нулiв функцiї G. Оскiльки виконуються умови

f ∈ Lp(iR),
+∞∫

−∞

|log |f (it) ||
1 + t2

dt < +∞,

+∞∫
−∞

|dh (t)|
1 + t2

dt < +∞,

+∞∑
k=0

Reλn
1 + |λn|2

< +∞,

за теоремою 1.2 маємо f ∈ Hp(C+). Врахувавши рiвнiсть

G (it) e
2σ
π it log(it) = G (it) e−σ|t|

при t ∈ R, за лемою 4.10 одержимо зображення

G (z) e
2σ
π z log z = f (z)eia0+a1z

× exp

1

π

+∞∫
−∞

(
−
it
(
2 + t2

)
(1 + t2)2

− zt2

(1 + t2)2

)
log
∣∣∣G (it) e−σ|t|

∣∣∣ dt
+
1

π

+∞∫
−∞

(
−
it
(
2 + t2

)
(1 + t2)2

− zt2

(1 + t2)2

)
dh (t)

 = f (z)eiã0+ã1z

для деяких сталих ã0 ∈ R, ã1 ∈ R. Iнтеграли у вищенаведе-
ному зображеннi збiгаються принаймнi у розумiннi головного
значення. Справдi, iнтеграли в лемi 4.10 збiгаються абсолютно.
Iнтеграли в зображеннi функцiї f є iнтегралами типу Кошi i
тому збiгаються у розумiннi головного значення. Тому обгрун-
товувана збiжнiсть є наслiдком рiвностi

Q (t, z) =
i

t + iz
−
it
(
2 + t2

)
(1 + t2)2

− zt2

(1 + t2)2
.

Отже, G (z) exp
{
2σ
π z log z − c2z

}
∈ Hp (C+) для деякої сталої

c2 ∈ R, тобто умова 1) не виконується. Ця суперечнiсть дово-
дить твердження леми.
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Лема 4.13. Якщо G ∈ Hp
σ (C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0, i викону-

ється умова 2), то виконується умова 3).

Доведення. Оскiльки G(it)e−σ|t| ∈ Lp(R), то

φ1(r) :=
1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣ dt 6
6

∫
1<|t|6r

1

2πpt2
|G(it)e−σ|t||pdt

6 1

2πp

∫
1<|t|6r

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣p dt < c < +∞.

Функцiя

φ2(r) :=
1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

1∣∣G(it)e−σ|t|∣∣dt
+

1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)| +

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

,

очевидно, є неспадною. Оскiльки

log |G(it)e−σ|t|| = log+ |G(it)e−σ|t|| − log+
1∣∣G(it)e−σ|t|∣∣,

то якби функцiя φ2 була обмеженою зверху, то виконувалась
би нерiвнiсть

lim
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G(it)e−σ|t||dt−

1

2π

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|
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−
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

 > −∞,

що суперечить умовi. Отже, lim
r→+∞

φ2(r) = lim
r→+∞

φ2(r) = +∞.

Тому

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |G(it)e−σ|t||dt

−
∫

1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)| −

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|


= lim

r→+∞
(φ1(r)− φ2(r)) 6 lim

r→+∞
(c3 − φ2(r)) = −∞,

а, отже, виконується умова 3).
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4.3 Критерiй циклiчностi у вагових просторах Гардi

4.3.1 Формулювання основного результату

ФункцiюG ∈ H2(C+) назвемо циклiчною вH2(C+), якщо
система

{G(z)eτz : τ ≤ 0}, (4.36)

є повною в H2(C+). Задача знаходження всiх циклiчних фун-
кцiй в H2(C+) розглядалася П. Лаксом [118] для випадку пiв-
площини та А. Бьорлiнгом [75] для випадку одиничного кру-
га. Сформулюємо це твердження у наступнiй формi (див. [52],
с.284).

Теорема А8 (Бьорлiнга-Лакса). Нехай G ∈ H2(C+), G ̸≡ 0.
Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1) G є циклiчною в H2(C+);
2) рiвняння

0∫
−∞

f (u + τ )g(u)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ L2(−∞; 0),

де

G(z) =
1

i
√
2π

0∫
−∞

g(u)euzdu,

має тiльки тривiальний розв’язок в L2(−∞; 0);
3) система {g(u − τ ) : τ ≤ 0}, де g(u) = 0, u > 0, є

повною в L2(−∞; 0);
4) G не має жодного нуля в C+,

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0

i iнтегральна гранична функцiя функцiї G є сталою;
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5) G є зовнiшньою для H2(C+).

Функцiя G називається зовнiшньою для простору Hp(C+)

якщо вона зображається у виглядi

G(z) = eiα exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(t + iz)(1 + t2)
ln |G(it)|dt

 ,

α ∈ R, G ∈ Lp(∂C+).

Нам невiдомий повний опис циклiчних функцiй у жодному
ваговому просторi Гардi. Правда, для випадку, коли ваговою є
аналiтична функцiя з деякими природними обмеженнями, вiд-
повiдне узагальнення є досить простим. Справдi, позначимо че-
рез Hp

ω(C+) простiр аналiтичних в C+ функцiй f , для яких

||f ||ω = sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

|f (reiφ)|p|ω(reiφ)|pdr


1/p

< +∞,

де ω є аналiтичною в C+ функцiєю, що не має жодного нуля в
C+.

Досить просто одержати наступне твердження про аналог
циклiчностi у вагових просторах Гардi з аналiтичною вагою.

Теорема 4.7. Система (4.36) є повною в Hp
ω(C+) тодi i тiльки

тодi, коли функцiя G(z)/ω(z) є циклiчною в Hp(C+).

Ми одержимо цю теорему як наслiдок загальнiшого твер-
дження - теореми 4.11.

Для формулювання основного результату розглянемо деякi
простори. Позначимо Dα,β = {z : |Rez| < 0, α < Imz < β},
D∗
α,β = C\Dα,β, α < β. Нехай Ep[Dα,β] i Ep

∗ [Dα,β], 1 ≤ p <
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+∞, позначимо простори функцiй f , аналiтичних вiдповiдно в
Dα,β i D∗

α,β, для яких

sup


∫
γ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум розглядається над всiма вiдрiзками γ, що лежать
вiдповiдно в Dα,β i D∗

α,β, якi є паралельними однiй зi сторiн
∂Dα,β. Функцiї f , що належать цим просторам, мають [10] май-
же скрiзь на ∂Dσ кутовi граничнi значення, якi позначаємо та-
кож через f (z) i f ∈ Lp[∂Dσ]. Позначатимемо Dσ = D−σ,σ,
D∗
σ = D∗

−σ,σ, Ep[Dσ] = Ep[D−σ,σ] i Ep
∗ [Dσ] = Ep

∗ [D−σ,σ].
Мiж просторами H2

σ(C+) i E2
∗ [Dσ] iснує бiєкцiя [10] що за-

дається кожною з формул

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)ezwdw (4.37)

i

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

G(x)e−xwdx, Rew > 0. (4.38)

Функцiю G ∈ H2
σ(C+) назвемо циклiчною у просторi

H2
σ(C+), якщо система (4.36) є повною у цьому просторi.

Функцiя G ∈ Hp (C+) має (див. [99], [11]) iнтегральну гра-
ничну функцiю h, яка може бути визначена з точнiстю до ади-
тивної сталої в точках неперервностi рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |G(x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |G(iy)|dy.

Функцiя h є неспадною i h′(t) = 0 майже скрiзь на R.
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Основним результатом цього роздiлу є наступне тверджен-
ня.

Теорема 4.8. Нехай G ∈ H2
σ(C+), σ > 0, G ̸≡ 0. Тодi наступнi

твердження є еквiвалентними:
1) G є циклiчною у просторi H2

σ(C+);
2) рiвняння∫

∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ E2
∗ [Dσ], (4.39)

де g визначена рiвнiстю (4.38), має тiльки тривiальний розв’я-
зок f ≡ 0 в E2[Dσ];
3) система {g(w − τ ) : τ ≤ 0} є повною в E2

∗ [Dσ];
4) G не має жодного нуля в C+, гранична функцiя h функцiї
G є сталою i виконується одна з наступних еквiвалентних
умов:

а) lim
r→+∞

(
KG(r)−

σ

π
ln r
)
= −∞,

б) lim
r→+∞

(
KG(r)−

σ

π
ln r
)
= −∞;

в) G(z) exp
(
2σ

π
z ln z − cz

)
̸∈ Hp(C+) для кожного c ∈ R;

г) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

д) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞,

де
KG(r) =

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt. (4.40)

Теорема Бьорлiнга-Лакса не є частинним випадком попере-
дньої теореми, бо для випадку σ = 0 ця теорема не є справе-
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дливою. Зокрема, не iснує жодної функцiї G ̸≡ 0, для якої б
виконувались умови а)-д) при σ = 0.

Еквiвалентнiсть умов 1), 2) та 3) показана в [10], [14]. Тому
для доведення теореми досить показати, що 4) ⇔ 1).

4.3.2 Доведення частини 1) ⇒ 4) теореми 4.8

Лема 4.14. Якщо 0 < σ < +∞, G ∈ H2
σ(C+) i c ∈ R є такими,

що G1(z) = G(z)e−cz ∈ H2
σ(C+), то рiвняння (4.39) i∫

∂Dσ

f (w + τ )g1(w)dw = 0, τ 6 0, g1(w) ∈ E2
∗ [Dσ], (4.41)

де g визначається рiвнiстю (4.38), а g1 – рiвнiстю

g1(w) =
1√
2π

∫ +∞

0

G1(x)e
−xwdx, Rew > 0, (4.42)

одночасно мають чи не мають ненульовi розв’язки в просторi
E2[Dσ].

Лема 4.15. Якщо f ∈ Hp
σ(C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0 i f ̸≡ 0, то

f (z) = eia0+a1z · Π∗
f(z) · S∗

f(z) · exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log |f (it)|dt

 ,

(4.43)
де a0, a1 є дiйсними сталими,

Π∗
f(z) =

∏
|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+
z

λn

)
,

S∗
f(z) = exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z)dh(t)

 ,

(4.44)
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(λn) є послiдовнiстю нулiв в C+ функцiї f ,

Q(t, z) =
(tz + i)2

(1 + t2)2(t + iz)
,

i виконуються умови∑
|λn|≤1

Reλn <∞, log |f (iy)| ∈ L1(−1; 1), f (iy)e−σ|y| ∈ Lp(R),

(4.45)
lim

r→+∞
(Sf(r) + Ξf(r)−Kf(r)) < +∞, (4.46)

де
Sf(r) =

∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

,

Ξf(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|,

Kf(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |f (it)|dt,

причому всi добутки та iнтеграли в (4.43) збiгаються абсолю-
тно i рiвномiрно на кожному компактi з C+.

Леми 4.14, 4.15 доведенi в [11].

Доведення частини 1) ⇒ 4) теореми 4.8. Справдi, якщо фун-
кцiя G є циклiчною в H2

σ(C+), то рiвняння (4.39) має тiльки
тривiальний розв’язок. Крiм того, оскiльки G ∈ H2

σ(C+), за
лемою 4.15 для неї виконується зображення (4.43). Але в [14]
показано, що коли G ∈ H2

σ(C+) є циклiчною, то G не може
мати жодного нуля в C+. А з [177] одержимо, що i iнтегральна
гранична функцiя функцiї G є сталою. Тому маємо зображення

G(z) = eia0+a1z exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log |G(it)|dt

 . (4.47)
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Покажемо, що виконується умова а). Доведення її проведе-
мо вiд супротивного. Нехай

lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)e−σ|t||dt > −∞. (4.48)

Оскiльки

ln+ |G(it)e−σ|t|| 6 |G(it)e−σ|t||2

2
i G(it)e−σ|t| ∈ L2(R), то

+∞∫
−∞

ln+ |G(it)e−σ|t||
1 + t2

< +∞, (4.49)

з чого випливає нерiвнiсть

lim
r →+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G(it)e−σ|t||dt < +∞.

З останньої нерiвностi та (4.48) одержимо

lim
r →+∞

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+
∣∣∣∣ 1

G(it)e−σ|t|

∣∣∣∣ dt < +∞.

Але оскiлькиG ∈ H2
σ(C+), то з (4.45) маємо ln |G(it)| ∈ L1[−1; 1]

i тому
+∞∫

−∞

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt =

1∫
−1

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt

+ lim
r→+∞

∫
1<|t|6r

ln+ 1
|G(it)e−σ|t||

1 + t2
dt 6

6 c +
4

3
lim

2r→+∞

∫
1<|t|62r

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

1

|G(it)e−σ|t||
dt < +∞.
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З останньої нерiвностi та (4.49) одержимо
+∞∫

−∞

∣∣ln ∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣∣
1 + t2

dt < +∞. (4.50)

Оскiльки для G виконується зображення (4.47), то

G(z) exp

{
2σ

π
z ln z

}

= eiâ0+â1z exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log |G(it)e−σ|t||dt

 .

Зауважимо, що

1

i
Q(t, z) =

i

t + iz
− it(2 + t2)

(1 + t2)2
− zt2

(1 + t2)2
, (4.51)

i

exp


+∞∫

−∞

(
it

1 + t2
− it(2 + t2)

(1 + t2)2

)
log |G(it)e−σ|t||dt


= exp


+∞∫

−∞

−it
(1 + t2)2

log |G(it)e−σ|t||dt

 = eic1,

exp


+∞∫

−∞

−zt2

(1 + t2)2
log |G(it)e−σ|t||dt

 = ec2z.

Врахувавши також, що за лемою 4.15 G(iy)e−σ|y| ∈ L2(R) i не-
рiвнiсть (4.50), на основi теореми 1.2 одержимо, що

exp

1

π

+∞∫
−∞

(
i

t + iz
− it

1 + t2

)
log |G(it)e−σ|t||dt


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=

1

π

+∞∫
−∞

i + tz

(t + iz)(1 + t2)
log |G(it)e−σ|t|dt

 ∈ H2(C+),

з чого випливає

(∃c > 0) : G(z)e−cz exp

{
2σ

π
z ln z

}
∈ H2(C+).

Тодi рiвняння (4.41) має ненульовий розв’язок. Але з леми 4.14
випливає, що i рiвняння (4.39) має ненульовий розв’язок, що
суперечить припущенню.

Отже, виконується умова а). А за теоремою 4.4 вона еквi-
валентна умовам б)-д).

4.3.3 Доведення частини 4) ⇒ 1) теореми 4.8

Наведемо спочатку деякi допомiжнi означення та твердже-
ння.

Через T 2
σ (C−) позначимо множину впорядкованих трiйок

F = (F1, F2, F3), де F1(z)e
−iσz ∈ H2(C−), F3(z)e

iσz ∈ H2(C−),

а F2 є цiлою функцiєю експоненцiального типу ≤ σ, причому
F1(z) + F2(z) + F3(z) ≡ 0 для всiх z ∈ C− := {z : Rez < 0}.

Лема 4.16. Рiвностi

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f (w)e−zwdw, f ∈ E2[Dσ], j ∈ {1, 2, 3},

(4.52)
задають бiєкцiю мiж просторами T 2

σ (C−) i E2[Dσ], де l1, l3 та
l2 є сторонами ∂Dσ (вiдповiдно променiв, що лежать пiд i над
дiйсною вiссю, та вiдрiзка [−iσ; iσ]), орiєнтацiя яких спiвпадає
з додатньою орiєнтацiєю ∂Dσ.
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Лема 4.17. Якщо f ∈ E2[Dσ], g ∈ E2
∗ [Dσ], то

(∀τ 6 0) :

∫
∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw = i

+∞∫
0

Φ1(iy)e
iτydy−

−i
0∫

−∞

Φ3(iy)e
iτydy +

+∞∫
0

Φ2(x)e
τxdx,

де
Φj = FjG, j = 1, 3, (4.53)

G визначена рiвнiстю (4.37), а Fj – рiвностями (4.52).

Лема 4.18. Нехай g ∈ E2
∗ [Dσ] i G(x) ln(2 + x) ∈ L2(0; +∞) для

функцiї G визначеної рiвнiстю (4.37). Тодi функцiя f ∈ E2[Dσ]

є розв’язком рiвняння (4.39) тодi i тiльки тодi, коли викону-
ється кожна з умов:
1) значення функцiї Φ1, визначеної рiвнiстю (4.53) спiвпада-
ють майже скрiзь на ∂C+ з кутовими граничними значення-
ми такої функцiї P1, що P1(z)e

−iσz ∈ H1
σ(C+);

2) значення функцiї Φ3 спiвпадають майже скрiзь на ∂C+ з
кутовими граничними значеннями такої функцiї P3, що
P3(z)e

iσz ∈ H1
σ(C+).

Лема 4.19. Нехай (λn) є послiдовнiстю чисел з C+, для яких
виконується перша умова (4.45) i

lim
r→+∞

(
Sf(r)−

σ

π
ln r
)
< +∞. (4.54)

Тодi функцiя Π∗
f є аналiтичною в C+ i∣∣Π∗

f(z)
∣∣ ≤ exp

(
2σ

π
x ln r + c4x

)
, z = x+ iy = reiφ ∈ C+. (4.55)
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Лема 4.20. Нехай h є незростаючою на R функцiєю i h′(t) = 0

для майже всiх t ∈ R. Тодi якщо

lim
r→+∞

(
Pf(r)−

σ

π
ln r
)
< +∞, (4.56)

то функцiя S∗
f є аналiтичною в C+ i∣∣S∗

f(z)
∣∣ ≤ exp

(
2σ

π
x ln r + c5x

)
, z = x + iy = reiφ ∈ C+. (4.57)

Лема 4.16 мiститься в [176], лема 4.17 – в [14], лема 4.18 – в
[11], лема 4.19 – в [10], а лема 4.20 – в [155].

Переформулюємо також теорему типу Мандельбройта 4.2
у потрiбнiй нам формi.

Лема 4.21. Нехай F̃1(z)e
−iσz ∈ H2

σ(C+), F̃3(z)e
iσz ∈ H2

σ(C+),(
F̃1(x) + F̃3(x)

)
e
2σ
π x log x ∈ L2(0; +∞),

i

lim
x→+∞

log |F̃j(x)|
x

= −∞, j ∈ {1; 3}. (4.58)

Тодi iснує така стала c ∈ R, що

F̃1(z)e
−iσze

2σ
π z log ze−cz ∈ H2(C+),

F̃3(z)e
iσze

2σ
π z log ze−cz ∈ H2(C+),

(4.59)

де log z є стандарткою вiткою логарифма в C+.

Лема 4.22. Нехай функцiя G, визначена рiвнiстю (4.37), не
має нулiв в C+ i її iнтегральна гранична функцiя є сталою
та iснує нетривiальний розв’язок рiвняння (4.39). Тодi iснує
таке (F1, F2, F3) ∈ T 2

σ (C−), що функцiї Φ1 та Φ3, визначе-
нi рiвностями (4.53), є кутовими граничними функцiями на
∂C+ таких функцiй P1 та P3, що P1(z)e

−iσze−cz ∈ H1
σ(C+) i
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P3(z)e
iσze−cz ∈ H1

σ(C+) для деякого c ∈ R та, крiм того, фун-
кцiї F1 та F3 аналiтично продовжуються до цiлих функцiй
i

F1(z)e
−iσz exp

{
−2σ

π
z ln z − c7z

}
∈ H2

σ(C+),

F3(z)e
iσz exp

{
−2σ

π
z ln z − c8z

}
∈ H2

σ(C+).

(4.60)

Доведення. Якщо рiвняння (4.39) має нетривiальний розв’язок,
то можемо вважати, що G(x) ln(2 + x) ∈ L2(0; +∞) (iнакше
за лемою 4.14 можемо розглянути функцiю G(z)e−c9z, c9 > 0).
Тодi за лемою 4.18 функцiї Φ1 та Φ3, визначенi рiвнiстю (4.53),
є кутовими граничними функцiями на ∂C+ таких функцiй P1

та P3, що P1(z)e
−iσze−c10z ∈ H1

σ(C+), P3(z)e
iσze−c10z ∈ H1

σ(C+).
Нехай

Ψj(z) =


Fj(z), z ∈ C−,

Pj(z)

G(z)
, z ∈ C+,

j ∈ {1; 3}.

За умовою розглядуваної леми G(z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+ i iнте-
гральна гранична функцiя функцiї G є сталою. Застосувавши
лему 4.15 до функцiй Ψ1 та Ψ3, одержимо

Ψ1(z) = eiσzeia0+a1zΠ∗
P1
(z)S∗

P1
(z)

× exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln
∣∣Φ1(it)e

σt/G(it)
∣∣ dt
 , z ∈ C+.

(4.61)
Але кутовi граничнi значення на ∂C+ функцiї Ψ1 з C+ та C−

спiвпадають майже скрiзь i F1(z)e
−iσz ∈ H2(C−). Тому

Φ1(it)e
σt/G(it) = F1(it)e

σt ∈ L2(−∞; +∞) i за теоремою 1.2
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маємо
+∞∫

−∞

| ln |F1(it)e
σt||

1 + t2
dt < +∞. (4.62)

Врахувавши рiвнiсть (4.51) i викладки пiсля неї, за теоремою
1.2, для деякої сталої c11 ∈ R отримаємо

exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln
∣∣Φ1(it)e

σt/G(it)
∣∣ dt− c11z

 ∈ H2(C+).

(4.63)
З умови (4.46) також отримаємо

lim
r→+∞

(SP1(r) + PP1(r)−KP1(r)) < +∞.

Легко бачити, щоKP1(r) = KP1(z)e−iσz(r) = KΨ1(z)e−iσz(r)+KG(r).
Скориставшись позначенням ln+ t = max{ln t; 0} одержимо з
допомогою (4.62)

KΨ1(z)e−iσz(r) ≥
−1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+

1

|Ψ1(it)eσt|
dt

≥ −1

2π

∫
1<|t|≤r

1

t2
ln+

1

|Ψ1(it)eσt|
dt ≥ −1

π

∫
1<|t|≤r

|ln |Ψ1(it)e
σt||

t2 + 1
dt > −∞.

I оскiльки

KG(r) ≤
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G(it)|dt ≤

≤ 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+
∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣ dt + 1

2π

∫
1<|t|≤r

1

t2
σ|t|dt ≤

≤ 1

2π

∫
1<|t|≤r

1

t2

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣2 dt + σ

2π

∫
1<|t|≤r

1

|t|
dt ≤ c12 +

σ

π
ln r,
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то
lim

r→+∞

(
SP1(r) + PP1(r)−

σ

π
ln r
)
< +∞.

Оскiльки G є аналiтичною в C+, то не має там полюсiв, то-
му множини нулiв функцiй Ψ1 та P1 спiвпадають. Очевидно,
SΨ1(r) = SP1(r), PΨ1(r) = PP1(r), а функцiї SΨ1 та PΨ1 є невiд’-
ємними. Тодi виконується перша умова (4.45), умови (4.54) та
(4.56) для функцiї Ψ1. Тому з лем 4.19 та 4.20 одержимо оцiнки
(4.55) та (4.57). З формул (4.55), (4.57) та (4.63) випливає, що
функцiя Ψ1 належить до просторiв Смiрнова E2 ⊂ E1 в △c(0; 1)

для кожного c ∈ R, де △c(a; b) = {z : a < Rez < b, c < Imz <
c+1}. Оскiльки Ψ1(z)e

−iσz ∈ H2(C−), то ця функцiя належить
також до класу E2 ⊂ E1 в △c(−1; 0) для кожного c ∈ R. Тому
[53], c. 208 для z ∈ △c(−1; 0)∪△c(0; 1) виконується зображення

Ψ1(z) =
1

2πi

∫
∂△c(−1;0)

Ψ1(t)

t− z
dt +

1

2πi

∫
∂△c(0;1)

Ψ1(t)

t− z
dt

=
1

2πi

∫
∂△c(−1;1)

Ψ1(t)

t− z
dt.

Оскiльки Ψ1 ∈ L2[∂△c(−1; 1)], то [53], c. 202, функцiя Ψ1 є
аналiтичною в △c(−1; 1) для кожного c ∈ R. За лемами 4.19
та 4.20 функцiї Π∗

Ψ1
та S∗

Ψ1
є аналiтичними в C+. Тому маємо,

що Ψ1 є цiлою функцiєю, зокрема аналiтичною в C+. Але то-
дi iнтегральна гранична функцiя функцiї Ψ1 є сталою i тому
S∗
Ψ1
(z) ≡ 1, PΨ1(r) ≡ 0. Врахувавши це в (4.61), з огляду на

(4.55) та (4.63) одержимо першу з формул (4.60), а друга дово-
диться аналогiчно.

Лема 4.23. Якщо (F1, F2, F3) ∈ T 2
σ (C−), σ > 0, функцiї F1, F3
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є цiлими i

(∃c13 ∈ R) : F1(z)e
−iσze−c13z ∈ H2(C+),

(∃c14 ∈ R) : F3(z)e
iσze−c14z ∈ H2(C+),

то (F1, F2, F3) ≡ (0, 0, 0).

Доведення. З умов леми випливає, що F1 та F3 є цiлими фун-
кцiями експоненцiального типу. Нехай

dj = lim
x→+∞

ln |F1(x)|
x

, j ∈ {1; 3}.

Тодi за теоремою 1.2 F1(z)e
−iσze−d1z ∈ H2(C+), F3(z)e

iσze−d3z ∈
H2(C+). Якщо d1 ≤ 0, d3 ≤ 0, то F1(z)e

−iσz ∈ H2(C+) i тому
є обмеженою в C, з чого випливає за теоремою Лiувiлля, що
F1 ≡ 0, аналогiчно можна показати, що F3 ≡ 0. Оскiльки F2 =

−F1 − F3, то i F2 ≡ 0. Тому (F1, F2, F3) ≡ (0, 0, 0.) Якщо d1 > 0

чи d3 > 0, (див. [14], c. 47-49) то функцiї F1 та F3 є функцiями
цiлком регулярного зростання. Їх iндикатори для θ ∈

(
−π

2 ;
π
2

)
мають вигляд

hF1(θ) = d1 cos θ − σ sin θ,

hF3(θ) = d3 cos θ + σ sin θ,

hF2(θ) ≤ σ| sin θ|.

Якщо d1 ̸= d3 (приймемо для визначеностi, що d1 > d3), то
hF1(0) = d1, hF2(0) + hF3(0) = d3 < hF1(0). Якщо ж d1 = d3, то

hF3

(π
4

)
= (d3 + σ)

√
2

2
,

hF1

(π
4

)
+ hF2

(π
4

)
≤ d1

√
2

2
= d3

√
2

2
< hF3

(π
4

)
.

Ця суперечнiсть завершує доведення леми.
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Доведення частини 4) ⇒ 1) теореми 4.8. Внаслiдок еквiвален-
тностi 4) ⇔ 2) для доведення iмплiкацiї 4) ⇒ 1) досить по-
казати вiдсутнiсть нетривiальних розв’язкiв рiвняння (4.39) у
випадку, коли функцiя G ∈ H2

σ(C+) не має нулiв в C+, її iнте-
гральна гранична функцiя є сталою i виконуються умови а)–д).
Проте за теоремою 4.4 умови а)–д) є еквiвалентними. Нехай ви-
конується умова б). Припустимо вiд супротивного, що ненульо-
вий розв’язок f ∈ E2[Dσ] рiвняння (4.39) iснує. Тодi за лемою
4.22 iснує (F1, F2, F3) ∈ T 2

σ (C+), для якої значення функцiй Φ1

та Φ3, визначенi рiвнiстю (4.53), спiвпадають майже скрiзь на
∂C+ з кутовими граничними значеннями таких функцiй P1 та
P3, що P1(z)e

−iσze−c15z ∈ H1
σ(C+), P3(z)e

iσze−c16z ∈ H1
σ(C+). Не-

хай

F̃j(z) = Fj(z) exp

(
−2σ

π
z ln z

)
e−c17z, j ∈ {1; 2; 3},

де c17 = max{c15, c16, 0}. Тодi з формул (4.60) та визначення
простору T 2

σ (C−) одержимо F̃1(z)e
−iσz ∈ H2

σ(C+), F̃3(z)e
iσz ∈

H2
σ(C+), F̃2(x) exp

(
2σ
π z ln z

)
∈ L2(0; +∞), а також F̃1(z)+F̃2(z)+

F̃3(z) ≡ 0, z ∈ C+. За теоремою 4.4 виконується також умова
г). Врахувавши нерiвнiсть (див. [12])

lim
x→+∞

ln |Pj(x)|
x

< +∞, j ∈ {1; 3},

одержимо

lim
x→+∞

ln |F̃j(x)|
x

= −∞, j ∈ {1; 3},

тобто виконуються умови леми 4.21. Тодi

F̃1(z)e
−iσze

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), F̃3(z)e

iσze
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

отже за лемою 4.23 отримаємо, що (F1, F2, F3) ≡ (0, 0, 0).
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4.3.4 Порiвняння циклiчних функцiй у вагових та невагових
просторах Гардi

Теорема 4.9. Якщо функцiя G ∈ H2 (C+) є циклiчною вH2(C+),
то вона циклiчна в H2

σ (C+) для кожного σ > 0.

Доведення. Оскiльки G – циклiчна в H2(C+), то за теоремою
Бьорлiнга-Лакса вона є зовнiшньою в цьому просторi. Тому G
не має жодного нуля в C+, iнтегральна гранична функцiя фун-
кцiї G є сталою i

lim sup
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0. (4.64)

Очевидно, G ∈ H2
σ (C+) для всiх σ > 0. За теоремою 4.8 нам

залишилось показати, що

lim inf
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt− σ

π
ln r

 = −∞.

для всiх σ > 0. Цю рiвнiсть ми одержимо як наслiдок нерiвностi

lim inf
r→∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt < +∞.

Справдi,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G (it)| dt ≤

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |G (it)|dt ≤

≤
∫

1<|t|≤r

1

t2
ln+ |G (it)|dt < c < +∞,

де ln+ t = max{0; ln t} i стала c не залежить вiд r. Очевидно,
1

t2
≤ 2

t2 + 1
,
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t ≥ 1, i залишилось зауважити, що∫
1<|t|≤r

ln+ |G(it)|
1 + t2

dt < c1 < +∞,

де стала c1 не залежить вiд r. Але це випливає (див. теорему
1.2) з того, що G ∈ H2(C+).

Обернене твердження невiрне, як показує приклад функцiї
G(z) = e−z/(z + 1).

Теорема 4.10. Якщо G ∈ H2(C+) – циклiчна в H2
σ (C+) для

деякого σ > 0 i виконується умова (4.64), то G є циклiчною в
H2(C+).

Доведення. Оскiльки G є циклiчною в H2
σ (C+), за теоремою

4.8 маємо, що G не має жодного нуля в C+ i iнтегральна гра-
нична функцiя функцiї G є сталою. Тому з умов цiєї теореми
за теоремою Бьорлiнга-Лакса одержимо, що G – циклiчна в
H2(C+).

Наслiдок 4.1. Якщо G ∈ H2(C+) i виконується умова (4.64),
то G є циклiчною або не циклiчною одночасно в просторах
H2(C+) i H2

σ (C+) для всiх σ > 0.

Теорему 4.8 можна дещо узагальнити, застосувавши дода-
тково до простору Hp

σ(C+) аналiтичну вагу. Позначимо через
Hp
σ,ψ(C+) простiр аналiтичних в C+ функцiй f , для яких

||f ||ψ = sup
|φ|<π

2


+∞∫
0

|f (reiφ)|p|e−pσr| sinφ|ψ(reiφ)|pdr


1/p

< +∞,

де ψ є аналiтичною в C+ функцiєю, що не має жодного нуля в
C+ i |ψ(z)| ≤ 1, z ∈ C+.
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ФункцiюG ∈ Hp
σ,ψ(C+) назвемо циклiчною вHp

σ,ψ(C+), якщо
система (4.36) є повною в Hp

σ,ψ(C+) за нормою цього простору.

Теорема 4.11. Функцiя G ∈ Hp
σ,ψ(C+), p ≥ 1, σ ≥ 0, є ци-

клiчною в Hp
σ,ψ(C+) тодi i тiльки тодi, коли функцiя Gψ є

циклiчною в Hp
σ(C+).

Доведення. Нехай функцiя G ∈ Hp
σ,ψ(C+) є циклiчною в просто-

рi Hp
σ,ψ(C+). Тодi для довiльного ε > 0 i для довiльної функцiї

f ∈ Hp
σ,ψ(C+) знайдеться скiнченна лiнiйна комбiнацiя

Λ(z) = G(z)

nε∑
k=0

ake
τkz

функцiї системи (4.36), така що

∥f − Λ∥ψ < ε, (4.65)

де коефiцiєнти θk, τk для кожного ε > 0 можуть вiдрiзнятися.
Нерiвнiсть (4.65) означає, що

sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

∣∣∣∣∣f (reiφ)−G(reiφ)

nε∑
k=0

ake
τkre

iφ

∣∣∣∣∣
p

×e−pσr|sinφ|
∣∣ψ(reiφ)∣∣p dr} < ε,

тому

sup
|φ|<π/2


+∞∫
0

∣∣∣∣∣f (reiφ)ψ(reiφ)−G(reiφ)

nε∑
k=0

ake
τkre

iφ
ψ(reiφ)

∣∣∣∣∣
p

×e−pσr|sinφ|dr
}
< ε,

Позначимо G1 = G · ψ i f1 = f · ψ, тодi

sup
|φ|<π/2

{∣∣f1(reiφ)−G1(re
iφ)

nε∑
k=0

akτkre
iφ |p · e−p σ r |sinφ|dr

}
< ε.
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Функцiя f1 може бути довiльною функцiєю з простору Hp
σ(C+),

якщо функцiя f є довiльною зHp
σ(C+), тобто лiнiйна комбiнацiя

Λ1(z) = G1(z)

nε∑
k=0

ake
τkz

наближає кожну функцiю f1 ∈ Hp
σ(C+) з довiльною наперед

заданою точнiстю ε за нормою цього простору. Тому функцiя
G1 = G · ψ є циклiчною в H2

σ(C+).
Нехай тепер навпаки G ·ψ є циклiчною в просторi H2

σ(C+).
Тодi для довiльного ε > 0 i для довiльної функцiї f̃ ∈ H2

σ(C+)

знайдеться скiнченна лiнiйна комбiнацiя γ функцiй системи (4.36),
така що ∥∥∥f̃ − γ

∥∥∥ < ε, (4.66)

де

γ(z) = G(z) · ψ(z)
nε∑
k=0

ake
τkz.

Нерiвнiсть (4.66) означає, що

sup
|φ|<π/2

{∣∣∣∣∣f̃ (reiφ)−G(reiφ)ψ(reiφ)

nε∑
k=0

ake
τkre

iφ

∣∣∣∣∣
p

e−pσr|sinφ|dr

}
< ε,

з чого випливає

sup
|φ|<π

2

{∣∣∣∣∣ f̃ (reiφ)ψ(reiφ)
−G(reiφ)

nε∑
k=0

ake
τkre

iφ

∣∣∣∣∣
p

e−pσr|sinφ||ψ(reiφ)|pdr

}
< ε,

Позначимо f̃/ψ через f ∗. Тодi

sup
|φ|<π

2

{∣∣∣∣∣f ∗(reiφ)−G(reiφ)

nε∑
k=0

ake
τkre

iφ

∣∣∣∣∣
p

e−pσr|sinφ||ψ(reiφ)|pdr

}
< ε,

Функцiя f̃/ψ = f ∗ може бути довiльною функцiєю з про-
стору Hp

σ(C+), якщо функцiя f̃ є довiльною з Hp
σ,ψ(C+), тобто
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лiнiйна комбiнацiя

γ1(z) = G(z)

nε∑
k=0

ake
τkz

наближає кожну функцiю
∼
f ∈ Hp

σ(C+) з довiльною наперед
заданою точнiстю ε за нормою цього простору. Отже, функцiя
G є циклiчною в Hp

σ(C+).
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4.4 Внутрiшнi функцiї та трансляцiйно iнварiантнi пiд-
простори у ваговому просторi Гардi

Вiдомим є наступне факторизацiйне твердження для про-
сторiв Гардi [116].

Лема 4.24. Для кожної функцiї f ∈ Hp(C+), 1 ≤ p < +∞,
справедливе зображення

f (z) = eia0+a1z exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t + iz)
ln |f (it)|dt

·Bf(z)·S∗
f(z),

(4.67)
де

a0 ∈ R, a1 = lim
x→+∞

ln |f (x)|
x

≤ 0, (4.68)

Bf – добуток Бляшке для пiвплощини, побудований за послi-
довнiстю нулiв функцiї f ,

S∗
f(z) = exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t + iz)
dh(t)

 ,

причому для кутових граничних значень f на iR, її iнтеграль-
ної граничної функцiї h та послiдовностi нулiв (λn) виконую-
ться вiдповiдно умови

f ∈ Lp(iR),
+∞∫

−∞

|log |f (it) ||
1 + t2

dt < +∞,

+∞∫
−∞

|dh (t)|
1 + t2

dt < +∞,

+∞∑
k=0

Reλn
1 + |λn|2

< +∞.

(4.69)
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Навпаки, якщо для функцiї f : iR → C, неспадної функцiї h :

R → R, похiдна якої рiвна нулевi майже скрiзь, послiдовностi
(λn), λn ∈ C+, виконуються умови (4.68)-(4.69), то функцiя f ,
визначена рiвнiстю (4.67), належить простору Hp(C+).

Функцiю If(z) := ea1zBf(z)S
∗
f(z) називають внутрiшнiм мно-

жником функцiї f ∈ Hp(C+) у просторi Hp(C+).
Через spanH{Gτ} позначатимемо замикання лiнiйної обо-

лонки системи Gτ в банаховому просторi H.
П. Лакс, модифiкуючи результати А. Бьорлiнга, встановив,

що функцiя G ∈ H2(C+) є циклiчною в H2(C+) тодi i тiльки
тодi, коли IG є константою. Множення функцiї на eτz можна
також розглядати як оператор TλG = G(z)eτz. Пiдпростори,
iнварiантнi вiдносно оператора Tλ, називають трансляцiйно iн-
варiантними. П. Лакс одержав [118] наступний опис трансля-
цiйно iнварiантних пiдпросторiв.

Теорема 4.12 (Теорема Бьорлiнга-Лакса 2). Нехай G ∈ H2(C+).
Тодi

spanH2(C+) {G(z)e
τz : τ ≤ 0} = IG ·H2(C+).

Iнакше кажучи, spanH2(C+) {G(z)e
τz : τ ≤ 0} мiстить тi i тiль-

ки тi функцiї f ∈ H2(C+), для послiдовностi нулiв яких послi-
довнiсть нулiв функцiї G є пiдпослiдовнiстю, hf − hG є незро-
стаючою i

lim
x→+∞

ln |f (x)|
x

≤ lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

.

Ми одержали наступний опис трансляцiйно iнварiантних
пiдпросторiв уH2

σ(C+). Вiн є узагальненням Теореми Бьорлiнга-
Лакса 2.

Теорема 4.13. Нехай σ > 0 i

G(z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),
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для деякого c ∈ R. Тодi spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0} спiвпадає з
множиною всiх таких функцiй виду

Q(z) = κ(z)e−
2σ
π z ln zec̃z, (4.70)

що κ ∈ H2(C+), причому послiдовнiсть нулiв функцiї G є пiд-
послiдовнiстю послiдовностi нулiв функцiї κ, hκ −hG є незро-
стаючою i

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
. (4.71)

При доведеннi використовуватимемо наступне твердження,
одержане в [14].

Лема 4.25. В просторi Hp
σ(C+) стандартна норма еквiвален-

тна (i рiвна) нормi

||f ||∗
H

p
σ
:= max

φ∈{−π
2 ;0;

π
2}


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−prσ| sinφ|dr


1/p

.

Через ∥ · ∥H2 та ∥ · ∥H2
σ

позначатимемо норму у просторах
H2(C+) та H2

σ(C+) вiдповiдно.

Доведення теореми 4.13. За умовами теореми
G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), тому G ∈ H2

σ(C+). Нехай
Q ∈ spanH2

σ(C+) {G(z)e
τz : τ ≤ 0}. Покажемо тодi, що Q подає-

ться у виглядi (4.70). Справдi, тодi для довiльного ε > 0 зна-
йдеться скiнченна лiнiйна комбiнацiя η функцiй системи
{eτz : τ ≤ 0}, що

∥G(z)η(z)−Q(z)∥H2
σ
< ε. (4.72)

Покладемо ε = 1/n, а вiдповiдну цьому ε лiнiйну комбiнацiю
через ηn. Тодi

∥Gηn −Gηm∥H2
σ
≤ ∥Gηn −Q∥H2

σ
+ ∥Gηm −Q∥H2

σ
≤ 2ε, m ≤ n,
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тобто послiдовнiсть (Gηn) є фундаментальною в H2
σ(C+). Але

за лемою 4.25

∥G(z)ηn(z)−G(z)ηm(z)∥2H2
σ

≥ 1

4

+∞∫
−∞

|G(iy)ηn(iy)−G(iy)ηm(iy)|2e−2σ|y|dy.

Оскiльки
∣∣∣e2σ

π iy ln(iy)
∣∣∣ = e−σ|y|, то

∥G(z)ηn(z)−G(z)ηm(z)∥2H2
σ

≥ 1

4

+∞∫
−∞

∣∣∣G(iy)e2σ
π iy ln(iy)ηn(iy)−G(iy)e

2σ
π iy ln(iy)ηm(iy)

∣∣∣2 dy.
Позначимо κ1(z) = G(z)e

2σ
π z ln ze−c̃z. За умовою κ1(z)e

(c̃−c)z ∈
H2(C+). Проте з рiвностi (4.71) маємо

lim
x→+∞

ln |κ1(x)|
x

= 0,

тому за теоремою 4.24 κ1 ∈ H2(C+). Оскiльки функцiя |Iκ1|
рiвна одиницi майже скрiзь на уявнiй осi, то

∥G(z)ηn(z)−G(z)ηm(z)∥2H2
σ

≥ 1

4

+∞∫
−∞

|κ1(iy)ηn(iy)− κ1(iy)ηm(iy)|2 dy =

=
1

4

+∞∫
−∞

|κ1(iy)/Iκ1(iy)ηn(iy)− κ1(iy)/Iκ1(iy)ηm(iy)|
2 dy

=
1

4
∥κ1/Iκ1ηn − κ1/Iκ1ηm∥H2.
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Отже, послiдовнiсть (κ1/Iκ1ηn) є фундаментальною у просто-
рi H2(C+). Оскiльки H2(C+) – повний, то iснує границя цiєї
послiдовностi, яку позначимо через κ2 i κ2 ∈ H2(C+). Тодi

∥Q(z)e
2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z)− κ2(z)∥H2

≤ ∥Q(z)e
2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z)−G(z)e

2σ
π z ln z/Iκ1(z)ηn(z)e

−c̃z∥H2

+∥G(z)e
2σ
π z ln z/Iκ1(z)ηn(z)e

−c̃z − κ2(z)∥H2.

Проте

∥Q(z)e
2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z)−G(z)e

2σ
π z ln z/Iκ1(z)ηn(z)e

−c̃z∥H2(C+)

=

 +∞∫
−∞

∣∣∣Q(iy)e−σ|y|e−c̃iy/Iκ1(iy)

−G(iy)e−σ|y|e−c̃iy/Iκ1(iy)ηn(iy)
∣∣∣2 dy)1/2

=

 +∞∫
−∞

|Q(iy)−G(iy)ηn(iy)|2 e−2σ|y|dy

1/2

≤ ∥Q−Gηn∥H2
σ(C+) < ε,

а
∥G(z)e

2σ
π z ln z/Iκ1(z)ηn(z)e

−c̃z − κ2(z)∥H2 =

∥κ1(z)ηn(z)/Iκ1(z)− κ2(z)∥H2 < ε1.

Тому
∥Q(z)e

2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z)− κ2(z)∥H2

можна зробити меншою як завгодно малого числа ε + ε1. Але
функцiя Q(z)e

2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z) − κ2(z) вiд ε, ε1 не залежить,

отже ∥∥∥Q(z)e2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z)− κ2(z)

∥∥∥
H2

= 0,
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тобто
κ2(z) = Q(z)e

2σ
π z ln ze−c̃z/Iκ1(z),

тому Q(z)e
2σ
π z ln z/Iκ1(z)e

−c̃z ∈ H2(C+). Позначивши
κ(z) = Q(z)e

2σ
π z ln ze−c̃z, маємо, що κ/Iκ1 ∈ H2(C+). Тому послi-

довнiсть нулiв функцiї κ1 (вона спiвпадає з послiдовнiстю нулiв
функцiї G) є пiдпослiдовнiстю послiдовностi нулiв функцiї κ,
hκ−hG = hκ−hκ1 = hκ/Iκ1 є незростаючою. З цього маємо, що
κ ∈ H2(C+). Отже, для Q виконуються умови теореми.

Нехай тепер κ – довiльна функцiя з простору H2(C+), для
послiдовностi нулiв якої послiдовнiсть нулiв функцiї G є пiдпо-
слiдовнiстю, hκ − hG є незростаючою i

lim
x→+∞

lnκ(x)
x

≤ c̃.

Як показано вище, якщо G(z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), для деяко-

го c ∈ R, то i G(z)e
2σ
π z ln ze−c̃z ∈ H2(C+). Тому за теоремою

Берлiнга-Лакса 2 для кожного ε > 0 знайдеться скiнченна лi-
нiйна комбiнацiя η функцiй системи {eτz : τ ≤ 0}, що

∥G(z)e
2σ
π z ln ze−c̃zη(z)− κ(z)∥H2 < ε.

Але за лемою 4.25

∥G(z)e
2σ
π z ln ze−c̃zη(z)− κ(z)∥2H2

= max
φ∈{−π

2 ;0;
π
2}


+∞∫
0

∣∣∣G(reiφ)e2σ
π re

iφ ln(reiφ)e−c̃re
iφ
η(reiφ)

−κ(reiφ)
∣∣2 e−prσ| sinφ|dr}

= max


+∞∫
0

∣∣∣G(iy)e−σ|y|e−c̃iyη(iy)− κ(iy)
∣∣∣2 dy;
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0∫
−∞

∣∣∣G(iy)e−σ|y|e−c̃iyη(iy)− κ(iy)
∣∣∣2 dy;

+∞∫
0

∣∣∣G(x)e2σ
π x lnxe−c̃xη(x)− κ(x)

∣∣∣2 dx
 .

Використавши рiвнiсть (4.70), одержимо
+∞∫
0

∣∣∣G(iy)e−σ|y|e−c̃iyη(iy)− κ(iy)
∣∣∣2 dy

=

+∞∫
0

∣∣∣G(iy)η(iy)− κ(iy)eσ|y|ec̃iy
∣∣∣2 e−2σ|y|dy

=

+∞∫
0

|G(iy)η(iy)−Q(iy)|2 e−2σ|y|dy,

аналогiчно
0∫

−∞

∣∣∣G(iy)e−σ|y|e−c̃iyη(iy)− κ(iy)
∣∣∣2 dy

=

0∫
−∞

|G(iy)η(iy)−Q(iy)|2 e−2σ|y|dy.

Також справедливою є оцiнка
+∞∫
0

∣∣∣G(x)e2σ
π x lnxe−c̃xη(x)− κ(x)

∣∣∣2 dx
=

+∞∫
0

∣∣∣G(x)e2σ
π x lnxe−c̃xη(x)−Q(x)e

2σ
π x lnxe−c̃x

∣∣∣2 dx
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≥
+∞∫
0

|G(x)η(x)−Q(x)|2 dx · emin{2σ
π x lnx−c̃x:x>0}

=

+∞∫
0

|G(x)η(x)−Q(x)|2 dx · exp
{
−4σ

π
e
c̃π
2σ−1

}
.

Отже, за лемою 4.25 маємо

min

{
exp

{
−2σ

π
e
c̃π
2σ−1

}
; 1

}
∥Gη −Q∥H2

σ
< ε,

тому виконується (4.72). Внаслiдок довiльностi ε маємо, що
Q ∈ spanH2

σ(C+) {G(z)e
τz : τ ≤ 0}.

Зауважимо, що коли теорему розглядати тiльки для фун-
кцiй G ∈ H2

σ(C+), то твердження залишається вiрним i у випад-
ку σ = 0 (тодi c̃ ≤ 0) i в цьому випадку спiвпадає з теоремою
Бьорлiнга-Лакса (умова ”G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), σ ≥ 0, для

деякого c ∈ R” є наслiдком умови G ∈ H2
σ(C+) при σ = 0).

Тобто, справедливим є наступне твердження.

Теорема 4.14. Нехай G ∈ H2
σ(C+), G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+),

σ ≥ 0, для деякого c ∈ R. Тодi spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0} спiв-
падає з множиною всiх функцiй виду (4.70), де κ ∈ H2(C+),
причому послiдовнiсть нулiв функцiї G є пiдпослiдовнiстю по-
слiдовностi нулiв функцiї κ, hκ − hG є незростаючою i c̃ ви-
значена рiвнiстю 4.71.

Теорему 4.13 також можна сформулювати наступним чи-
ном.

Теорема 4.15. Нехай σ > 0, µ(z) = e
2σ
π z log ze−cz i функцiя G ∈

H2
σ(C+) є такою, що

χ(z) := G(z)µ(z) ∈ H2(C+)
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для деякого c ∈ R. Тодi

spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0}) = 1

µ
IχH

2(C+).

Наслiдок 4.2. Якщо виконуються умови теореми 4.13, то

spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0} = H2(C+)ĨG(z)e
−2σ

π z ln zec̃z,

де ĨG – внутрiшнiй множник у просторi H2(C+) функцiї

G(z)e
2σ
π z ln ze−c̃z.

Позначимо I∗G(z) = ĨG(z)e
−2σ

π z ln z.

Наслiдок 4.3. Якщо виконуються умови теореми 4.14, то

spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0} = H2(C+)I
∗
G(z).

З огляду на наслiдок 4.3 природним є називати функцiю
I∗G внутрiшнiм множником функцiї G у просторi H2

σ(C+), якщо
виконуються умови теореми 4.14.

Наслiдок 4.4. Якщо G ∈ H2
σ(C+), G(z) ̸= 0 для кожного

z ∈ C+ i hG є сталою, то

spanH2
σ(C+) {G(z)e

τz : τ ≤ 0}

=

{
H2(C+)I

∗
G(z), якщо G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+) для c ∈ R,

H2
σ(C+) в протилежному випадку.

Останнiй наслiдок випливає з наслiдку 4.3 та теореми 4.8.
Вiн показує, що у просторах G ∈ H2

σ(C+), σ > 0, на вiдмiну
вiд невагового випадку, трансляцiйно iнварiантнi пiдпростори
можуть бути двох типiв.
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4.5 Циклiчнiсть у ваговому просторi Гардi в крузi

В теоремi 4.8 отримано повний опис циклiчних функцiй
для вагового простору Гардi у пiвплощинi. Однак для застосу-
вань, особливо в функцiональному аналiзi, зручнiше працювати
з просторами Гардi в крузi. У цьому пiдроздiлi ми отримуємо
аналог вказаного твердження для випадку одиничного круга.

Нехай Ĥp
σ(D), 1 < p < +∞, σ ≥ 0, – простiр таких аналi-

тичних в D = {z : |z| < 1} функцiй, що

∥f∥ := sup
b∈R


∫

∂U(ib;
√
1+b2)∩D

|f (w)|p
{
e
−pσ 2|Imw|

1−2Rew+|w|2
}
|dw|


1
p

< +∞

(4.73)
Як випливає з теореми А. Сєдлєцкого [58], для випадку σ = 0

цей простiр спiвпадає зi звичайним простором Гардi в крузi.

Означення 4.1. Функцiя G ∈ Ĥp
σ(D) називається циклiчною

в Ĥp
σ (D), якщо система

{G(z)zn : n ∈ N} (4.74)

в цьому просторi є повною.

Очевидно, для випадку σ = 0 це означення циклiчностi спiв-
падає [130] з означенням А. Бьорлiнга циклiчностi у просторi
Hp (D). Нами одержано наступний опис циклiчних функцiй в
Ĥp
σ (D).

Теорема 4.16. Нехай G1 ∈ Ĥ2
σ (D). Тодi наступнi умови є еквi-

валентними:

1. функцiя G1 ∈ Ĥ2
σ(D) є циклiчною в Ĥ2

σ (D);
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2. функцiя G1 не має жодного нуля в D, для кожного y > 0

виконується рiвнiсть

lim
s→0+

∫
Γy,s

ln |G1(w)|dw =

∫
Γy

ln |G1(w)|dw (4.75)

де

Γy,s = {w ∈ ∂U(s; 1− s) : 2 arctg (y(1− s)) < arg(w − s)

< 2π − 2 arctg (y(1− s))} ,

Γy = {|w| = 1 : 2 arctg y < argw < 2π − 2 arctg y}

i справедлива одна з наступних умов:

а1) lim
u→1−

(
(1− u) ln |G1 (u)| − 4σ

π ln |1− u|
)
= +∞;

б1) lim
u→1−

(
(1− u) ln |G1 (u)| − 4σ

π ln |1− u|
)
= +∞;

в1) lim
r→+∞

( ∫
2 arcctg r<|β|<π/2

(
1

cos2 β
2

− 1

r2 sin2 β
2

)
ln
∣∣G1

(
eiβ
)∣∣ dβ

−4σ log r) = −∞;

г1) lim
r→+∞

( ∫
2 arcctg r<|β|<π/2

(
1

cos2 β
2

− 1

r2 sin2 β
2

)
ln
∣∣G1

(
eiβ
)∣∣ dβ

−4σ log r) = −∞;

д1) G1 (w) exp
(
2σ
π

1+w
1−w ln 1+w

1−w − c1+w1−w
)
/∈ Hp (C+)

для кожного c ∈ R.

Для доведення цiєї теореми нам знадобляться деякi допо-
мiжнi твердження.

Лема 4.26. Функцiя f належить простору Ĥp
σ (D) , σ ≥ 0,

1 ≤ p < +∞, тодi i тiльки тодi, коли f3 ∈ Hp
σ (C+), де

f3 (z) = f

(
z − 1

z + 1

)
· (z + 1)2/p .
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Доведення. Нехай f ∈ Hp
σ (D). Тодi за означенням виконується

нерiвнiсть (4.73). Зробимо у її лiвiй частинi пiд знаком iнтегра-
ла замiну

w =
reiφ − 1

reiφ + 1
.

Тодi якщо w = u + iv, отримаємо{
u = r2−1

r2+2r cosφ0+1

v = 2r sinφ0
r2+2r cosφ0+1

i
|w|2 = u2 + v2 =

r4 + 2r2 + 1 + 4r2 sin2 φ

(r2 + 2r cosφ + 1)2
,

|dw| = 2

r2 + 2r cosφ + 1
.

Пiдставивши значення |w|2 у (4.73), врахувавши, що

2 |Imw|
1− 2Rew + |w|2

=

=
2 2r| sinφ|
r2+2r cosφ+1

1− 2r2−2
r2+2r cosφ+1

+ r4−2r2+1+4r2 sin2 φ

(r2+2r cosφ+1)
2

=
4r sinφ

(
r2 + 2r cosφ + 1

)
4 (r2 + 2r cosφ + 1)

= r| sinφ|,

i позначивши γb = ∂U
(
ib;

√
1 + b2

)
∩ D, одержимо∫

γb

|f3 (w)|p e
−pσ 2|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|

=

+∞∫
0

∣∣∣∣f (reiφ − 1

reiφ + 1

)
(reiφ + 1)2/p

∣∣∣∣p e−pσr| sinφ| 2

|reiφ + 1|2
dr
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= 2

+∞∫
0

∣∣∣∣f (reiφ − 1

reiφ + 1

)∣∣∣∣p e−pσr| sinφ|dr < c,

де стала c вiд φ ∈ (−π/2;π/2) не залежить. Звiдси маємо, що
f3 ∈ Hp

σ (C+) , σ ≥ 0, 1 ≤ p < +∞.
В протилежну сторону теорема доводиться дослiвним по-

вторенням вищенаведених мiркувань в зворотньому порядку.

Лема 4.27. Нехай G1 ∈ Ĥ2
σ(D). Тодi система{

G1 (w) (1− w) eτ
1+w
1−w : τ ≤ 0

}
(4.76)

є повною в просторi Ĥ2
σ(D) тодi i тiльки тодi, коли функцiя

G1 є циклiчною в просторi Ĥ2
σ(D).

Доведення. Очевидно, за умовами теореми G1 ̸≡ 0. Нехай си-
стема (4.76) є повною в Ĥ2

σ(D). Це означає, що для кожної фi-
ксованої функцiї G1 ∈ Ĥ2

σ(D), для довiльних f ∈ Ĥ2
σ(D) i ε > 0

знайдеться скiнченна лiнiйна комбiнацiя

Λ(z) =

nε∑
k=0

ak,εG1(z)(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

така, що ∥f − Λ∥Ĥ2
σ(D)

< ε. Т. Срiнiвасан та Дж. Ванг пока-
зали [150], [116], с. 104 справедливiсть теореми Бьорлiнга для
довiльного Hp(D), 1 ≤ p ≤ ∞. Функцiя

(1− z)eτk,ε
1+z
1−z ,

очевидно, для кожного недодатного τk,ε належить простору
H∞(D). Тому застосувавши цю теорему при G ≡ 1 ∈ H∞(D),
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p = ∞, для довiльного δ > 0 маємо iснування скiнченної лiнiй-
ної комбiнацiї степеневих функцiй

Λ1(z) =

mδ∑
n=0

bn,δz
n,

що
∥(1− z)eτk,ε

1+z
1−z − Λ1(z)∥H∞(D) < δ.

Тому скориставшись нерiвнiстю трикутника, одержимо∥∥∥∥∥f −
nε∑
k=0

ak,εG1(z)Λ1(z)

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

+

∥∥∥∥∥
nε∑
k=0

ak,εG1(z)(1− z)eτk,ε
1+z
1−z −

nε∑
k=0

ak,εG1(z)Λ1(z)

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε +

∥∥∥∥∥G1(z)

nε∑
k=0

ak,ε

(
(1− z)eτk,ε

1+z
1−z − Λ1(z)

)∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε +

∥∥∥∥∥G1(z)

nε∑
k=0

ak,ε

∥∥∥(1− z)eτk,ε
1+z
1−z − Λ1(z)

∥∥∥
H∞(D)

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε + δ

∥∥∥∥∥G1(z)

nε∑
k=0

ak,ε

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε + δ

nε∑
k=0

|ak,ε| ∥G1(z)∥Ĥ2
σ(D)

.

Вибравши δ тепер досить малим, одержимо, що довiльну фун-
кцiю f ∈ Ĥ2

σ(D) можна з довiльною наперед заданою точнiстю
наблизити скiнченними лiнiйними комбiнацiями функцiй систе-
ми (4.74) за нормою цього простору, тобто G1 є циклiчною в
Ĥ2
σ(D).

Нехай тепер G1 є циклiчною в Ĥ2
σ(D). Тодi для довiльних

функцiї f ∈ Ĥ2
σ(D) та ε > 0 знайдеться така скiнченна лiнiйна
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комбiнацiя

µ(z) =

nε∑
k=0

ck,εG1(z)z
k,

що ∥f − µ∥Ĥ2
σ(D)

< ε. Iз вищенаведеного результату Т. Срiнiва-
сана та Дж. Ванга випливає, що кожну функцiю θ ∈ H∞(D)
можна наблизити з довiльною наперед заданою точнiстю за
нормою простору H∞(D) скiнченними лiнiйними комбiнацiями
функцiй системи (4.76). Тобто поклавши θ(z) = zk, для довiль-
ного δ > 0 знайдеться скiнченна лiнiйна комбiнацiя

µ1(z) =

mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z ,

що ∥zk − µ1(z)∥H∞(D) < δ. Тому за нерiвнiстю трикутника∥∥∥∥∥f −
nε∑
k=0

ck,εG1(z)µ1(z)

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

=

∥∥∥∥∥f −
nε∑
k=0

ck,εG1(z)z
k

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

+

∥∥∥∥∥
nε∑
k=0

ck,εG1(z)z
k −

nε∑
k=0

ck,εG1(z)

mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε +

∥∥∥∥∥
nε∑
k=0

ck,εG1(z)

(
zk −

mδ∑
n=0

dn,δ(1− z)eτk,ε
1+z
1−z

)∥∥∥∥∥
Ĥ2
σ(D)

≤ ε + δ∥G1∥Ĥ2
σ(D)

nε∑
k=0

|ck,ε|.

Знову вибравши δ тепер досить малим, одержимо, що довiль-
ну функцiю f ∈ Ĥ2

σ(D) можна з довiльною наперед заданою
точнiстю наблизити скiнченними лiнiйними комбiнацiями фун-
кцiй системи (4.76) за нормою цього простору.
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Доведення теореми 4.16. За лемою 4.27 система (4.76) є пов-
ною в Ĥ2

σ (D) тодi i тiльки тодi, коли функцiя

G(z) = G1

(
z − 1

z + 1

)
(z + 1)

є циклiчною в H2
σ (C+). В цьому випадку, очевидно, кожна з

функцiй G та G1 не має нулiв у вiдповiднiй областi.
Умову тривiальностi iнтегральної граничної функцiї фун-

кцiї G ∈ Hp
σ (C+) запишемо у виглядi

(∀y > 0) : lim
x→0+

y∫
−y

ln |G(x + iη)|dη =

y∫
−y

ln |G(iη)|dη. (4.77)

Конформне вiдображення

w =
z − 1

z + 1

переводить вiдрiзок {z : Re z = x0, | Im z| ≤ y0} у дугу кола
∂U(s; 1− s), де

s =
x0

x0 + 1
∈ [0; 1),

що лежить мiж точками s + (1− s)e2i arctg(y0(1−s)) та
s + (1 − s)e2πi−2i arctg(y0(1−s)) i перетинає вiд’ємну пiввiсь. Тодi
рiвнiсть (4.77) набуде вигляду (4.75).

Покажемо, що виконуються умови а)-д) теореми 4.8. Умова
а) еквiвалентна умовi

lim
x→+∞

(
ln |G1

x−1
x+1|

x
+

2σ

π
ln x

)
= +∞.

Позначимо
x− 1

x + 1
= u,
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тодi

lim
u→1−

(
(1− u) ln |G1(u)|

1 + u
− 2σ

π
ln(1− u)

)
= +∞.

Оскiльки

lim
u→1−

(
(1− u) ln |G1(u)|

1 + u
− (1− u) ln |G1(u)|

2

)
= 0,

то звiдси отримаємо умову а1). Аналогiчно можна показати рiв-
носильнiсть умов б) та б1).

Нехай тепер виконується умова в). Тодi

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln

∣∣∣∣G1

(
it− 1

it + 1

)∣∣∣∣ dt− 2σ ln r

 = −∞.

Зробивши замiну
it− 1

it + 1
= eiβ

i врахувавши, що тодi t = ctg β
2 , отримаємо в1). Аналогiчно

можна показати рiвносильнiсть умов г) та г1).
Нехай виконується умова д). Тодi

G1

(
z − 1

z + 1

)
(z + 1) exp

(
2σ

π
z ln z − cz

)
̸∈ Hp(C+).

Скориставшись лемою 4.26 та позначивши w = z−1
z+1, одержимо

виконання д1).

Нам не вiдомо, чи умови теореми 4.16 описують також ци-
клiчнi функцiї у просторi Hp

σ(D), 1 < p < +∞, σ ≥ 0, аналiти-
чних в D функцiй, для яких

∥f∥ = sup
ρ∈(0;1)


∫

|w|=ρ

|f (w)|p e
− 2pσ|Imw|

1−2Rew+|w|2 |dw|


1/p

< +∞.
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4.6 Висновки до роздiлу 4

Цей роздiл є центральним у дисертацiї. Вiн присвячений
дослiдженню умов циклiчностi функцiй у просторi H2

σ(C+). У
перших двох пiдроздiлах встановлено результати, на яких в сут-
тєвому базується критерiй циклiчностi, який одержано в тре-
тьому пiдроздiлi. У двох останнiх пiдроздiлах отримано опис
трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв для функцiй, що не є
циклiчними, а також сформульовано критерiй циклiчностi для
випадку вагового простору Гардi в одиничному крузi, що ва-
жливо для можливостi спiвставлення з вiдомими результатами
для просторiв аналiтичних функцiй в одиничному крузi. Одер-
жано такi результати:

• встановлено теорему, що є однiєю з реалiзацiй для пари
функцiй принципу невизначеностi в гармонiчному аналiзi:
функцiя та її перетворення Фур’є не можуть бути обидвi
дуже малими;

• встановлено для функцiй iз простору Hp
σ(C+), σ > 0, 1 ≤

p < +∞, що не мають нулiв i iнтегральнi граничнi функцiї
яких є сталими, еквiвалентнiсть швидкого зростання у де-
якому сенсi по уявнiй осi та швидкого спадання по уявнiй
осi;

• поширено результати про еквiвалентнiсть швидкого зроста-
ння по уявнiй осi та швидкого спадання по уявнiй осi для
функцiй iз простору Hp

σ(C+), σ > 0, 1 ≤ p < +∞, на випа-
док, коли функцiя має нулi в C+ чи її iнтегральна гранична
функцiя є сталою;

• отримано критерiй циклiчностi функцiй у просторiH2
σ(C+);
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• для функцiй, якi не є циклiчними в H2
σ(C+), описано транс-

ляцiйно iнварiантнi пiдпростори;

• отриманий критерiй циклiчностi для вагового простору Гар-
дi у пiвплощинi переформульовано для випадку вагового
простору Гардi в одиничному крузi.



РОЗДIЛ 5

Iнтегральнi оператори та рiвняння у
просторах аналiтичних функцiй

5.1 Властивостi одного iнтегрального оператора

Розглянемо оператор

Tf (x) =

+∞∫
0

uK(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du.

в просторi H1
σ(C+). Властивостi цього оператора можуть бути

використанi при дослiдженнi задач роздiлу 4. Нами одержано
наступний результат.

Теорема 5.1. Нехай K : C → C є непарною, 2π
σ – перiодичною

функцiєю, K зображається на промiжку
[
−π
σ ;

π
σ

]
рядом Фур’є

за синусами

K(t) =

∞∑
k=1

bk sin kσt, (5.1)

i ∞∑
k=1

k|bk| < +∞.

Тодi T є обмеженим оператором з H1
σ(C+) в L1(0; +∞) i

∥T∥ 6 πα

2
, (5.2)

201
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де

α =

∞∑
k=1

|bk|. (5.3)

Добре вiдомо, що простiр H1(C+) займає ”промiжну” пози-
цiю мiж просторами L1 та Lp, p > 1, в теорiї iнтегральних опе-
раторiв на просторах аналiтичних функцiй (див., наприклад,
[135]). Також H1

σ(C+), σ > 0 є ”промiжним простором” у цьо-
му сенсi мiж L1 та H1(C+) (див. наслiдок нижче) навiть для
найпростiшого випадку з розглядуваних операторiв.

Довести теорему можна, напевно, розвиваючи методи з [145]
and [135], але ми це зробимо в iнший спосiб. Для цього розгля-
немо деякi допомiжнi результати.

Лема 5.1. Оператор

T1f (x) =

+∞∫
0

u sinσ(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du

є обмеженим оператором з H1
σ(C+) в L1(0; +∞) i ∥T1∥ 6 π

2 .

Доведення. Нехай f ∈ H1
σ(C+). Тодi за теоремою 3.4 маємо

f (z) =
i

π

+∞∫
0

(v − y)e−iσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

+
i

π

0∫
−∞

(v − y)eiσ(z−iv)f (iv)

(y − v)2 + x2
dv

−2

π

+∞∫
0

(u− iy)f (u) sin σ(z − u)

(u− z)(u + z)
du, z = x + iy ∈ C+.
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Поклавши в останнiй формулi y = 0, одержимо зображення
+∞∫
0

u sinσ(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du =

i

2

+∞∫
0

ve−iσ(x−iv)f (iv)

v2 + x2
dv

+
i

2

0∫
−∞

veiσ(x−iv)f (iv)

v2 + x2
dv − π

2
f (x).

Звiдси, скориставшись теоремою Фубiнi, одержимо
+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

u sinσ(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du

∣∣∣∣∣∣ dx
6 1

2

+∞∫
0

+∞∫
0

∣∣∣∣ve−iσxe−σvf (iv)v2 + x2

∣∣∣∣ dvdx
+
1

2

+∞∫
0

0∫
−∞

∣∣∣∣veiσxeσvf (iv)v2 + x2

∣∣∣∣ dvdx + π

2

+∞∫
0

|f (x)|dx.

Врахувавши тепер що f (iv)e−σv ∈ L1(0; +∞) i
f (iv)eσv ∈ L1(−∞; 0), одержимо

+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

u sinσ(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du

∣∣∣∣∣∣ dx
6 1

2

+∞∫
0

|f (iv)e−σv|
+∞∫
0

v

v2 + x2
dxdv

+
1

2

0∫
−∞

|f (iv)eσv|
+∞∫
0

−v
v2 + x2

dxdv +
π

2

+∞∫
0

|f (x)|dx =
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=
π

4

+∞∫
0

|f (iv)e−σv|dv + π

4

0∫
−∞

|f (iv)eσv|dv

+
π

2

+∞∫
0

|f (x)|dx 6 π

2
∥f∥∗H1

σ
.

Лема 5.2. Якщо f ∈ H1
σ(C+), то

(∃c > 0) (∀x > 0) : |f (x)| 6 c +
c

x
. (5.4)

Доведення. Для доведення використаємо теорему 3.4 при y =

0. Оцiнимо iнтеграли в правiй частинi (3.15), скориставшись
iнтегруванням за частинами. Тодi∣∣∣∣∣∣

+∞∫
0

ve−iσxe−σvf (iv)

v2 + x2
dv

∣∣∣∣∣∣ 6
+∞∫
0

v|f (iv)|e−σv

v2 + x2
dv

=

+∞∫
0

v

v2 + x2
d

v∫
0

|f (is)e−σs|ds =

 v∫
0

|f (is)e−σs|ds · v

v2 + x2

∣∣∣∣∣∣
+∞

0

−
+∞∫
0

v∫
0

|f (is)e−σs|dsd v

v2 + x2
6

6 −
+∞∫
x

v∫
0

|f (is)e−σs|dsd v

v2 + x2
6 1

2x

+∞∫
0

|f (is)e−σs|ds.

Аналогiчно отримаємо∣∣∣∣∣∣
0∫

−∞

veiσxeσvf (iv)

v2 + x2
dv

∣∣∣∣∣∣ 6 1

2x

0∫
−∞

|f (is)eσs|ds.
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Також∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

uf (u) sin σ(x− u)

(u− x)(u + x)
du

∣∣∣∣∣∣ 6
x− π

2σ∫
0

u|f (u)|| sinσ(x− u)|
|u− x|(u + x)

du

+

x+π
2∫

x− π
2σ

u|f (u)|| sinσ(x− u)|
|u− x|(u + x)

du

+

+∞∫
x+ π

2σ

u|f (u)|| sinσ(x− u)|
|u− x|(u + x)

du = I1 + I2 + I3.

Тодi

I1 =

x− π
2σ∫

0

−u
(u− x)(u + x)

u∫
0

|f (s)|ds

=

 −u
(u− x)(u + x)

u∫
0

|f (s)|ds

∣∣∣∣∣∣
x−π

2

0

+

x− π
2σ∫

0

u∫
0

|f (s)|dsd
(

−u
(u− x)(u + x)

)

=
−u

(u− x)(u + x)

x− π
2σ∫

0

|f (s)|ds

+

x− π
2σ∫

0

|f (s)|ds · −u
(u− x)(u + x)

∣∣∣∣x− π
2σ

0

=
2σ

π

x− π
2σ

x− π
4σ

x− π
2σ∫

0

|f (s)|ds 6 2σ

π

x−πσ
2∫

0

|f (s)|ds.
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Аналогiчно отримаємо

I3 6
2σ

π

x + π
2σ

x + π
4σ

+∞∫
x+ π

2σ

|f (s)|ds 6
(
2σ

π
+

1

x

) +∞∫
x+ π

2σ

|f (s)|ds,

I2 6
x+ π

2σ∫
x− π

2σ

u|f (u)|
u + x

du 6
x+ π

2σ∫
x− π

2σ

|f (u)|du 6
+∞∫
0

|f (u)|du.

Звiдси одержимо виконання умови (5.4).

Лема 5.2 уточнює одну оцiнку з [12].

Доведення теореми 5.1. Нехай f ∈ H1
σ(C+), тодi

∥Tf∥L1(0;+∞) =

+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

uK(x− u)

(u− x)(u + x)
f (u)du

∣∣∣∣∣∣ dx =

=

+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

∞∑
k=1

uf (u) sin kσ(x− u)

(u− x)(u + x)
bkdu

∣∣∣∣∣∣ dx.
Для кожного x > 0 функцiя

uf (u)

u + x

є обмеженою на (0; +∞) за лемою 5.2. Тодi за ознакою Вейєр-
штраса ряд

∞∑
k=1

uf (u) sin kσ(x− u)

(u− x)(u + x)
bk

збiгається рiвномiрно на (0; +∞). Проiнтегрувавши почленно,
одержимо

∥Tf∥L1(0;+∞) =

+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

bk

+∞∫
0

uf (u) sin kσ(x− u)

(u− x)(u + x)
du

∣∣∣∣∣∣ dx 6



207

6
+∞∫
0

∞∑
k=1

|bk|

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

uf (u) sin kσ(x− u)

(u− x)(u + x)
du

∣∣∣∣∣∣ dx
Але f ∈ H1

kσ, k ∈ N. Тому за лемою 5.2 одержимо

∥Tf∥L1(0;+∞) 6
∞∑
k=1

|bk|
+∞∫
0

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

uf (u) sin kσ(x− u)

(u− x)(u + x)
du

∣∣∣∣∣∣ dx 6

6 π

2

∞∑
k=1

|bk|||f ||∗H1
kσ

6 π

2
||f ||∗H1

σ

∞∑
k=1

|bk|.

Зауваження 5.1. T є необмеженим оператором з L1(0; +∞)

в L1(0; +∞) для випадку K(t) = sin σt.

Доведення. Оператор
+∞∫
0

K1(x, t)f (t)dt

є обмеженим оператором з L1(0; +∞) в L1(0; +∞) (див. [38])
тодi i тiльки тодi, коли

vraisupt>0

+∞∫
0

|K1(x, t)|dx < +∞. (5.5)

Але для x ∈ ℓk :=
[
π
4σ +

πk
2σ + u; 3π4σ +

πk
2σ + u

]
, k ∈ 2Z, виконує-

ться нерiвнiсть | sinσ(x− u)| >
√
2
2 . Врахувавши, що функцiя

ψ(x) =
u

(x− u)(x + u)

є спадною на x ∈ (u; +∞), одержимо∫
ℓ2k

u

(x− u)(x + u)
dx >

∫
ℓ2k+1

u

(x− u)(x + u)
dx, k ∈ N ∪ {0}.
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Тому
+∞∫
0

∣∣∣∣ u sinσ(x− u)

(x− u)(x + u)

∣∣∣∣ dx >
+∞∑
k=0

∫
ℓ2k

u| sinσ(x− u)|
(x− u)(x + u)

dx

>
√
2

2

+∞∑
k=0

∫
ℓ2k

u

(x− u)(x + u)
dx >

√
2

4

+∞∑
k=0

∫
ℓk

u

(x− u)(x + u)
dx

=

√
2

4

+∞∫
u+ π

4σ

u

(x− u)(x + u)
dx =

√
2

8
ln

(
8uσ

π
+ 1

)
.

Отже, умова (5.5) не виконується, тобто оператор T не є обме-
женим.
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5.2 Рiвняння згортки i аналiтичне продовження

Добре вiдомим є наступний варiант теореми Берлiнга-Лакса
(див. [52]).

Теорема А9. Нехай q ∈ L2(−∞; 0) i

Q(z) =

0∫
−∞

q(t)etzdt. (5.6)

Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:
1. Рiвняння

0∫
−∞

ψ(t + τ )q(t)dt = 0, τ ≤ 0, (5.7)

має нетривiальний розв’язок в ψ ∈ L2(−∞; 0);
2. Система {Q(z)eτz : τ ≤ 0} не є повною в H2(C+);
3. Q не є зовнiшньою в H2(C+).

ФункцiяQ ∈ H2(C+) називається зовнiшньою для простору
H2(C+), якщо G(z) ̸= 0 для всiх z ∈ C+,

lim
x→+∞

ln |Q(x)|
x

= 0,

i iнтегральна гранична функцiя функцiї Q є сталою.
Необхiдна частина попередньої теореми базується на насту-

пному твердженнi.

Теорема А10. Нехай q ∈ L2(−∞; 0), Q(z) =
0∫

−∞
q(t)etzdt. Фун-

кцiя ψ ∈ L2(−∞; 0) є розв’язком рiвняння (5.7) тодi i тiльки
тодi, коли функцiя Q(iy)Ψ(iy), де Q визначена рiвнiстю (5.6),
а

Ψ(z) =

0∫
−∞

ψ(t)e−tzdt,
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є кутовою граничною функцiєю на iR деякої функцiї P ∈ H1(C+).

Нехай Ep[Dσ] та Ep
∗ [Dσ], 1 ≤ p < +∞, σ > 0, є просторами

аналiтичних функцiй вiдповiдно в областях Dσ = {z : | Im z| <
σ,Re z < 0} та D∗

σ = C\Dσ, для яких

sup


∫
γ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞,

де супремум береться за всiма вiдрiзками γ, що лежать вiд-
повiдно в Dσ та D∗

σ. Функцiї f , що належать цим просторам,
мають майже скрiзь на ∂Dσ кутовi граничнi значення, що по-
значаємо через f (z) i f ∈ Lp[∂Dσ].

Розглянемо рiвняння∫
∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ E2
∗ [Dσ]. (5.8)

У цьому пiдроздiлi ми знаходимо аналог теореми A10. По-
значимо через Fj, j ∈ {1; 2; 3} функцiї

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f (w)e−zwdw, j ∈ {1; 2; 3}, (5.9)

де l1, l3, та l2 є сторонами межi пiвсмуги ∂Dσ (вiдповiдно про-
менi, що лежать пiд i над дiйсною вiссю, та вiдрiзок [−iσ; iσ]),
орiєнтацiя яких узгоджена з додатньою орiєнтацiєю Dσ.

Теорема 5.2. Нехай функцiя f ∈ E2[Dσ], f ̸≡ 0, є розв’яз-
ком рiвняння (5.8). Тодi функцiя F1(iy)G(iy)e

σy є кутовою гра-
ничною функцiєю на iR деякої аналiтичної в C+ функцiї P1,
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такої що для кожного δ ∈ (0; π/4)

sup


+∞∫
0

∣∣P1(re
iφ)
∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈

(
−π
2
;
π

2

)
\(−δ; δ)

 < +∞.

(5.10)

Доведення. Нехай f ∈ E2[Dσ] є розв’язком рiвняння (5.8) i

S(z) = − 1

2πi

+i∞∫
0

Φ1(w)
1

w − z
dw +

1

2πi

0∫
−i∞

Φ3(w)
1

w − z
dw

− 1

2πi

+∞∫
0

Φ2(w)
1

w − z
dw,

де Φj(it) = Fj(it)G(it), j ∈ 1; 3, t ∈ R. Тодi функцiя

P1(z) = e−iσz

{
S(z), z ∈ C(0; π/2),
S(z)− Φ2(z), z ∈ C(−π/2; 0)

володiє вказаними властивостями. Справдi, за лемою 4.17 ви-
конується рiвнiсть∫

∂Dσ

f (w + τ )g(w)dw =

+i∞∫
0

Φ1(z)e
τzdz

+

0∫
−i∞

Φ3(z)e
τzdz +

+∞∫
0

Φ2(z)e
τzdz,

тому
0∫

−∞

e−τz

 +i∞∫
0

Φ1(z)e
τzdz +

0∫
−i∞

Φ3(z)e
τzdz
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+

+∞∫
0

Φ2(z)e
τzdz

 dτ = 0, Re z < 0.

Але за теоремою Фубiнi для Re z < 0 маємо
0∫

−∞

e−τz
+∞∫
0

Φ2(u)e
τududτ

=

+∞∫
0

Φ2(u)du

0∫
−∞

eτ(u−z)dτ = −
+∞∫
0

Φ2(u)

u− z
du.

Аналогiчно
0∫

−∞

e−τz
+∞∫
0

iΦ1(iv)e
τudvdτ = −i

+∞∫
0

Φ1(iv)

iv − z
dv,

0∫
−∞

e−τz
0∫

−∞

iΦ3(iv)e
τudvdτ = i

0∫
−∞

Φ3(iv)

iv − z
dv.

Звiдси одержимо

0 = −
+i∞∫
0

Φ1(w)
1

w − z
dw +

1

2πi

0∫
−i∞

Φ3(w)
1

w − z
dw

− 1

2πi

+∞∫
0

Φ2(w)
1

w − z
dw, Re z < 0.

Тодi для Re z > 0 маємо

0 = − 1

2πi

+i∞∫
0

Φ1(w)
1

w + z̄
dw +

1

2πi

0∫
−i∞

Φ3(w)
1

w + z̄
dv
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− 1

2πi

+∞∫
0

Φ2(w)
1

w + z̄
dw,

0 = − 1

2πi

+i∞∫
0

Φ1(w)
1

w + z
dw +

1

2πi

0∫
−i∞

Φ3(w)
1

w + z
dv

− 1

2πi

+∞∫
0

Φ2(w)
1

w + z
dw.

Як наслiдок попереднiх рiвностей для z = x + iy, y ̸= 0, одер-
жимо

0 = − 1

2πi

+i∞∫
0

Φ1(w)

(
− 1

w + z̄
+
x

iy

(
1

w + z̄
− 1

w + z

))
dw

+
1

2πi

0∫
−i∞

Φ3(w)

(
− 1

w + z̄
+
x

iy

(
1

w + z
− 1

w + z̄

))
dw

− 1

2πi

+∞∫
0

Φ2(w)

(
− 1

w + z̄
+
x

iy

(
1

w + z
− 1

w + z̄

))
dw.

Тому

S(z) = −
+i∞∫
0

Φ1(w)K+(w; z)dw +

0∫
−i∞

Φ3(w)K+(w; z)dw

−
+∞∫
0

Φ2(w)K+(w; z)dw,

де
K+(w; z) :=

−2

πi

wx

(w + z̄)(w − z)(w + z)
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=
−1

2πi

(
1

w − z
− 1

w + z̄
+
x

iy

(
1

w + z̄
− 1

w + z

))
,

Легко бачити, що

π

2

+∞∫
0

∣∣K+(it; re
iφ)
∣∣ dr

=

+∞∫
0

|t| r cosφdr
(t2 − 2tr sinφ + r2)

√
t2 + 2tr sinφ + r2

dr.

Якщо t > 0, то
+∞∫
0

|t| r cosφdr
(t2 − 2tr sinφ + r2)

√
t2 + 2tr sinφ + r2

=

+∞∫
0

u cosφdu

(1− 2u sinφ + u2)
√

(1 + 2u sinφ + u2)

Якщо φ ∈ (0; π/2), то на пiдставi нерiвностi u <
√
u2 + 1 маємо

+∞∫
0

u cosφdu

(1− 2u sinφ + u2)
√
(1 + 2u sinφ + u2)

≤
+∞∫
0

cosφdu

1− 2u sinφ + u2
=
π

2
+ arctg tgφ ≤ π.

Якщо φ ∈ (−π/2; 0), то
+∞∫
0

u cosφdu

(1− 2u sinφ + u2)
√

1 + 2u sinφ + u2

≤
+∞∫
0

u cosφdu

(1 + u2)
√
2u(1 + sinφ)
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=

+∞∫
0

u2 sin
(
π
4 −

φ
2

)
cos
(
π
4 −

φ
2

)
du

(1 + u2)
√

4u cos2
(
π
4 −

φ
2

)
≤

+∞∫
0

√
usin

(
π
4 −

φ
2

)
du

1 + u2
≤

+∞∫
0

√
udu

1 + u2
= π

√
2

2
.

Якщо ж t < 0, то аналогiчно одержимо
+∞∫
0

|t| r cosφdr
(t2 − 2tr sinφ + r2)

√
t2 + 2tr sinφ + r2

=

+∞∫
0

u cosφdu

(1 + 2u sinφ + u2)
√

1− 2u sinφ + u2

≤ max

{
π;

+∞∫
0

√
udu

1+u2

}
≤ π.

Скориставшись теоремою Фубiнi, отримаємо
+∞∫
0

dr

+i∞∫
0

∣∣Φ1(w)K+(w; re
iφ)
∣∣ dw ≤ c < +∞

+∞∫
0

dr

+i∞∫
0

∣∣Φ3(w)K+(w; re
iφ)
∣∣ dw ≤ c < +∞,

де стала c вiд φ ∈ (−π/2;π/2) не залежить. Також для t > 0

маємо

π

2

+∞∫
0

∣∣K+(t; re
iφ)
∣∣ dr = +∞∫

0

tx

|(t + z̄)(t− z)(t + z)|
dr

=

+∞∫
0

tr cosφ

(t2 + 2tr cosφ + r2)
√

(t2 − 2tr cosφ + r2)
dr
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=

+∞∫
0

u cosφ

(u2 + 2u cosφ + 1)
√

(u2 − 2u cosφ + 1)
dr

Тому
+∞∫
0

dr

+∞∫
0

∣∣Φ2(w)K+(w; re
iφ)
∣∣ dw ≤ c1 < +∞, ,

де стала c1 вiд φ ∈ (−π/2 + δ; π/2− δ) не залежить. Отже, для
цих φ нерiвнiсть (5.10) виконується. Аналогiчна оцiнка викону-
ється також φ ∈ (π/2; 3π/2).

Ми не знаємо, чи оцiнка (5.10) є справедливою також для
випадку δ = 0, тобто чи P ∈ H1

σ(C+). Зауважимо, що у цьому
випадку умови теореми 5.2 є достатнiми для iснування нетри-
вiального розв’язку рiвняння (5.8).

Зауваження 5.2. Аналогiчно можемо довести, що
F3(iy)G(iy)e

−σy є кутовою граничною функцiєю на iR такої
аналiтичної в C+ функцiї P3, що

sup


+∞∫
0

∣∣P3(re
iφ)
∣∣ e−σr|sinφ|dr : φ ∈

(
−π
2
;
π

2

)
\(−δ; δ)

 < +∞.

для кожного δ ∈ (0;π/4).
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5.3 Про ефект ”глибокого нуля” для розв’язкiв рiвня-
ння згортки

З теореми 4.8, врахувавши результати Б. Винницького [10]
випливає наступний аналог теореми A9.

Теорема А11. Нехай g ∈ E2
∗ [Dσ]. Тодi наступнi твердження

є еквiвалентними:
1) рiвняння (5.8) має нетривiальний розв’язок f ∈ E2[Dσ];
2) система функцiй {G(z)eτz : τ ≤ 0}, де

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)e−zwdw, (5.11)

не є повною в H2
σ(C+);

3) функцiя G має принаймнi один нуль в C+, або iнтегральна
гранична функцiя функцiї G не є сталою, або

lim
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|<r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− σ

π
ln r > −∞.


Отже, рiвняння (5.8) має нетривiальний розв’язок f ∈ E2[Dσ]

тодi i тiльки тодi, коли одна з наступних умов виконується:
1) G має хоч один нуль в λ ∈ C+;
2) iнтегральна гранична функцiя функцiї G не є сталою;

3) lim
x→+∞

(
log |G(x)|

x
+

2σ

π
log x

)
< +∞. (5.12)

Розв’язки для випадкiв 1) та 2) вивчалися в [10] та [177]. В
цьому пiдроздiлi ми розглядаємо конструктивний опис розв’яз-
кiв у випадку 3). Користуючись термiнологiєю [37], P. 2, 1.2, ми
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кажемо, що у цьому випадкуG має ”глибокий нуль”. Зазначимо,
що цей випадок не має аналогу для σ = 0, бо умова

lim
x→+∞

log |G(x)|
x

< +∞

виконується для всiх G ∈ H2(C+), але не кожне рiвняння (5.7)

має нетривiальнi розв’язки.
В iнших термiнах, (див. [31]) ми розглядаємо спектральний

аналiз в E2[Dσ] для випадку ”глибокого нуля”.

Теорема 5.3. Нехай функцiя f ∈ E2[Dσ], f ̸≡ 0, є розв’язком
рiвняння (5.8), функцiя G не має нулiв в C+ i iнтегральна гра-
нична функцiя функцiї G є сталою. Тодi визначенi рiвностями
(5.9) функцiї F1 та F3 є цiлими i мають в C+ вигляд

F1(z) = eiσzea1zκ1(z)
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+
z

λn

)
,

(5.13)

F3(z) = e−iσzea3zκ3(z)
∏

|µn|≤1

z − µn
z + µn

∏
|µn|>1

1− z/µn
1 + z/µn

exp

(
z

µn
+

z

µn

)
,

(5.14)
де a1 ∈ R, a3 ∈ R, κ1 ∈ H2(C+), κ3 ∈ H2(C+), функцiї κ1

та κ3 не мають жодного нуля в C+ i їх iнтегральнi граничнi
функцiї є сталими. Послiдовностi нулiв (λn) та (µn) вiдповiд-
но функцiй F1 та F3 мiстяться обидвi в C+ i задовiльняють
умови ∑

|λn|≤1

Reλn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

− σ

π
log r

 = β1,

(5.15)
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∑
|µn|≤1

Reµn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|µn|≤r

(
1

|µn|
− |µn|

r2

)
Reµn
|µn|

− σ

π
log r

 =β3,

(5.16)

причому β1 ∈ R, β3 ∈ R. Також F1(z)e
−iσz ∈ H2(C−),

F3(z)e
iσz ∈ H2(C−).

Наступне твердження є оберненим, в деякому сенсi, до по-
переднього.

Теорема 5.4. Нехай G ∈ H2
σ(C+), G не має жодного нуля

в C+, iнтегральна гранична функцiя функцiї G є сталою i
виконується нерiвнiсть (5.12). Якщо для функцiй F1 та F3

справджуються зображення (5.13) та (5.14), також a1 ∈ R,
a3 ∈ R, κ1 ∈ H2(C+), κ3 ∈ H2(C+) виконуються умови (5.15)

та (5.16) i (F1,−F1 − F3, F3) ∈ T 2
σ (C−), тодi для деякого c ≥ 0

рiвнiсть F2 = −F1 − F3 i представлення

f (w) =
1√
2π

+∞∫
0

F1(iy)e
iywdy +

1

i
√
2π

+∞∫
0

F2(x)e
xwdx

− 1√
2π

0∫
−∞

F3(iy)e
iywdy, w ∈ Dσ,

(5.17)

дають розв’язок рiвняння∫
∂Dσ

f (w + τ )
⌢
g(w)dw = 0, τ ≤ 0, (5.18)

де
⌢
g(w) =

1√
2π

+∞∫
0

⌢

G(x)e−wxdx,
⌢

G(z) = G(z)e−cz.
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Зауваження 5.3. Умова (5.15) не може бути замiненою (див.
[10]) умовою

∑
|λn|≤1

Reλn < +∞, lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

Reλn
|λn|2

− σ

π
log r

 = β1, β1 ∈ R.

Для доведення вищенаведених теорем сформулюємо деякi
допомiжнi результати.

Лема 5.3. Якщо функцiя f ∈ E2[Dσ] є розв’язком рiвняння
(5.8), то для кожного c > 0 функцiя f є також розв’язком
рiвняння (5.18).

Доведення. Справдi, скориставшись лемою 4.14, маємо∫
∂Dσ

f (w + τ )
⌢
g(w)dw =

+i∞∫
0

F1(z)G(z)e
−czeτzdz

+

0∫
−i∞

F3(z)G(z)e
−czeτzdz +

+∞∫
0

F2(z)G(z)e
−czeτzdz

=

+i∞∫
0

F1(z)G(z)e
(τ−c)zdz +

0∫
−i∞

F2(z)G(z)e
(τ−c)zdz

+

+∞∫
0

F2(z)G(z)e
(τ−c)zdz.

Права частина цiєї рiвностi рiвна нулевi для всiх τ ∈ (−∞; ) ⊃
(−∞; 0), з чого знову за лемою 4.14 випливає, що є f розв’язком
рiвняння (5.18).

Лема 5.4. Нехай g ∈ E2
∗ [Dσ] i для функцiї G, визначеної рiв-

нiстю (5.11), G log(2 + x) належить до простору L2(0; +∞).
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Тодi f ∈ E2[Dσ] є розв’язком рiвняння (5.8) тодi i тiльки то-
дi, коли виконуються наступнi умови:
1) iснує функцiя P1, P1(z)e

−iσz ∈ H1
σ(C+), така що кутовi гра-

ничнi значення функцiї P1/G з C+ спiвпадають з кутовими
граничними значеннями функцiї F1 з C− майже скрiзь на iR;
2) iснує функцiя P3, P3(z)e

iσz ∈ H1
σ(C+), така що кутовi гра-

ничнi значення функцiї P3/G з C+ спiвпадають з кутовими
граничними значеннями функцiї F3 з C− майже скрiзь на iR.

Ця лема доведена в [176].

Лема 5.5. Нехай функцiя f належить до простору Смiрнова
E1 в областях �1 = {z : 0 < Re z < 1, a < Im z < a + 1},
�2 = {z : −1 < Re z < 0, a < Im z < a + 1} i кутовi граничнi
значення функцiї f з �1 та �2 спiвпадають майже скрiзь на
{z = iy : y ∈ (a; a + 1)}. Тодi f належить до простору Смiр-
нова E1 в областi � = {z : −1 < Re z < 1, a < Im z < a + 1}.

Доведення. Справдi, простiр Смiрнова E1 спiвпадає (див. [53],
P. III, 7.1) з класом функцiй, що зображаються iнтегралом Ко-
шi. Тому

1

2πi

∫
∂�1

f (t)

t− z
dt =

{
f (z), z ∈ �1,

0, z ∈ �2,

1

2πi

∫
∂�2

f (t)

t− z
dt =

{
f (z), z ∈ �2,

0, z ∈ �1,

Функцiя

Υ(z) =
1

2πi

∫
∂�

f (t)

t− z
dt

є аналiтичною в �, спiвпадає з f для всiх z ∈ �1 i z ∈ �2, тому
Υ належить до простору E1 в �.
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Доведення теореми 5.3. Нехай функцiя f ̸≡ 0 належить до
простору E2[Dσ] i є розв’язком рiвняння (5.8). Тодi за лемою
5.3 f є також розв’язком рiвняння (5.18). За лемою 5.4 iснує
функцiя P1, P1(z)e

−iσz ∈ H1
σ(C+), така, що кутовi граничнi зна-

чення функцiї P1/
⌢

G з C+ спiвпадають з кутовими граничними
значеннями функцiї F1 з C− майже скрiзь на iR. Тодi за лемою
4.15 справедливе зображення

P1(z) = eia0+a1z+iσz ·
∏

|λn|≤1

z − λn

z + λn

∏
|λn|>1

1− z/λn

1 + z/λn
exp

(
z

λn
+
z

λn

)

×S∗
P1
(z) · exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log |P1(it)e
σt|dt

 , z ∈ C+,

(5.19)
де (λn) є послiдовнiстю нулiв функцiї P1 в C+. За умовами те-
ореми 5.3 G(z) ̸= 0 для кожного z ∈ C+ i кутова гранична
функцiя функцiї G є сталою, тому за лемою 4.15

G(z) = eiâ0+â1z · exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log |G(it)|dt

 , z ∈ C+.

(5.20)
Врахувавши також зображення (5.19), для z ∈ C+ одержимо

P1(z)/G(z) = eiσzeiã0+ã1zΠ∗
P1
(z)S∗

P1
(z)

× exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log
∣∣P1(it)e

σt/G(it)
∣∣ dt
 .

Кутовi граничнi значення функцiї P1/G на iR з C+ спiвпадають
майже скрiзь з кутовими граничними значеннями функцiї F1(z)
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на iR з C−. Але F1(z)e
−iσz ∈ H2(C−), тому за теоремою 1.2,

+∞∫
−∞

| log |F1(it)e
σt||

1 + t2
dt < +∞. (5.21)

Оскiльки
1

i
Q(t, z) =

−1

it− z
− it(2 + t2)

(1 + t2)2
− zt2

(1 + t2)2
,∣∣∣∣∣∣exp

−1

π

+∞∫
−∞

it(2 + t2)

(1 + t2)2
log
∣∣P1(it)e

σt/G(it)
∣∣ dt

∣∣∣∣∣∣ = 1,

exp

−1

π

+∞∫
−∞

zt2

(1 + t2)2
log
∣∣P1(it)e

σt/G(it)
∣∣ dt
 = ecz,

з теореми 1.2 одержимо iснування такого c ∈ R, що

exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t, z) log
∣∣P1(it)e

σt/G(it)
∣∣ dt− cz

 ∈ H2(C+).

(5.22)
Легко бачити, що умова (4.46) леми 4.15 виконується для всiх
таких функцiй f , що f (z)eiσz ∈ H2

σ(C+), бо Sf ≡ Sf(z)eiσz , Ξf ≡
Ξf(z)eiσz . Оскiльки ∫

1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
σtdt = 0,

ми одержимо Kf(r) = Kf(z)eiσz(r) для всiх r > 1. Тому буде-
мо далi писати SP1 замiсть SP1(z)e−iσz , ΞP1(r) замiсть ΞP1(z)e−iσz i
KP1(r) замiсть KP1(z)e−iσz . Умова (4.46) виконується також для
тих функцiй f , для яких f (z)e−iσz ∈ H2

σ(C+). Тому ми одержи-
мо

lim
r→+∞

(SP1(r) + ΞP1(r)−KP1(r)) < +∞. (5.23)
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Використавши очевидну рiвнiсть KP1(r) = KP1/G(r) +KG(r) та
позначивши log+ t = max{log t; 0} з (5.21), одержимо

KP1/G(r) = KP1(z)/G(z)e−iσz

≤ 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

∣∣P1(it)/G(it)e
σt
∣∣dt ≤

≤ 1

2π

∫
1<|t|≤r

1

t2
log+

∣∣P1(it)/G(it)e
σt
∣∣dt

≤ 1

π

∫
1<|t|≤r

|log |P1(it)/G(it)e
σt||

t2 + 1
dt < +∞.

I оскiльки

KG(r) ≤
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+ |G(it)|dt ≤

≤ 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log+

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣ dt + 1

2π

∫
1<|t|≤r

1

t2
σ|t|dt

≤ 1

4π

∫
1<|t|≤r

1

t2

∣∣∣G(it)e−σ|t|∣∣∣2 dt + σ

2π

∫
1<|t|≤r

1

|t|
dt ≤ c1 +

σ

π
log r,

то
lim

r→+∞

(
SP1(r) + ΞP1(r)−

σ

π
log r

)
≤ lim

r→+∞
(SP1(r) + ΞP1(r)−KP1(r))

+ lim
r→+∞

KP1/G(r) + lim
r→+∞

(
KG(r)−

σ

π
log r

)
< +∞.

Очевидно, функцiї SP1/G та ΞP1/G є невiд’ємними, тому

lim
r→+∞

(
SP1(r)−

σ

π
log r

)
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≤ lim
r→+∞

(
SP1(r) + ΞP1(r)−

σ

π
log r

)
< +∞,

lim
r→+∞

(
ΞP1(r)−

σ

π
log r

)
≤ lim

r→+∞

(
SP1(r) + ΞP1(r)−

σ

π
log r

)
< +∞.

Але за умовами теореми 5.3 функцiя G не має жодного нуля в
C+ i iнтегральна гранична функцiя функцiї G є сталою, тому
SG ≡ 0, ΞG ≡ 0 i SP1/G ≡ SP1, ΞP1/G ≡ ΞP1. Отже,

lim
r→+∞

(
SP1/G(r)−

σ

π
log r

)
< +∞,

lim
r→+∞

(
ΞP1/G(r)−

σ

π
log r

)
< +∞.

В [10], [155] показано, що з цих нерiвностей i першої умови (4.45)

випливають оцiнки∣∣∣Π∗
P1/G

(z)e−iσz
∣∣∣ ≤ exp

(
2σ

π
x log r + c1x

)
,∣∣∣S∗

P1/G
(z)e−iσz

∣∣∣ ≤ exp

(
2σ

π
x log r + c2x

) (5.24)

для z = x + iy = reiφ ∈ C+. З цих формул та (5.22) випливає,
що функцiя P1/G належить до простору Смiрнова E2 ⊂ E1 в
△c(0; 1) для кожного c ∈ R, де △c(a; b) = {z : a < Rez < b, c <

Imz < c+1}. Оскiльки кутовi граничнi значення функцiй P1/G

та F1 спiвпадають майже скрiзь на iR, ми можемо розглядати
(див. [53], с. 392) функцiї P1/G та F1 як одну аналiтичну фун-
кцiю на усiй комплекснiй площинi i надалi писатимемо F1 за-
мiсть P1/G. Оскiльки F1(z)e

−iσz ∈ H2(C−), то за теоремою 2.11
ця функцiя належить також класу E2 ⊂ E1 in △c(−1; 0) для
кожного c ∈ R. Тодi за лемою 5.5 функцiя F1 є аналiтичною в
△c(−1; 1) для кожного c ∈ R. З останнього випливає, що F1 є
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цiлою функцiєю, тому, зокрема, аналiтичною в C+. Звiдси ви-
пливає, що iнтегральна гранична функцiя функцiї F1 є сталою.
Але iнтегральна гранична функцiя функцiї F1 спiвпадає з iн-
тегральною граничною функцiєю функцiї P1, тому S∗

P1
(z) ≡ 1,

ΞP1(r) ≡ 0. Тому з зображення (4.43) випливає формула (5.13)

i виконуються умови ∑
|λn|≤1

Reλn < +∞,

lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

− σ

π
log r

 < +∞,

для P1/G. Також цi формули справедливi для послiдовностi
нулiв функцiї F1, бо P1/G є аналiтичним продовженням функцiї
F1 в C+.

Оскiльки P1(z)e
−iσze−cz ∈ H1

σ(C+), то для неї виконується
перша з умов (5.15), а тому ця умова виконується i для функцiї
F1.

Припустимо, що друга умова (5.15) не виконується, тобто

lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

− σ

π
log r

 = −∞.

Тодi (див. [178])

lim
x→+∞

log

∣∣∣∣∣ ∏|λn|≤1

x−λn
x+λn

∏
|λn|>1

1−x/λn
1+x/λn

exp
(
x
λn

+ x
λn

)∣∣∣∣∣
x

− 2σ

π
log x = −∞.

Позначивши

F̃j(z) = Fj(z)e
−2σ

π z log z, j ∈ {1; 3},
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одержимо виконання умови (4.58) для j = 1, бо

lim
x→+∞

log |eiσzea1zκ1(z)|
x

< +∞.

Аналогiчна умова виконується для j = 3. Скориставшись пер-
шою умовою (5.24), одержимо∣∣∣F̃1(z)e

−iσz
∣∣∣ ≤ |F1(z)| exp

(
2σ

π
x log r + d1x

)
× exp

(
−2σ

π
x log r +

2σ

π
y arg z

)
= |F1(z)| exp

(
2σ

π
y arg z + d1x

)
, d1 ∈ R.

Тому
F̃1(z)e

−iσze−d1z ∈ H2
σ(C+),

аналогiчно одержимо

F̃3(z)e
iσze−d3z ∈ H2

σ(C+)

для деякого d3 ∈ R. Якщо d1 < 0 i d3 < 0, то за лемою 4.23
маємо (F1, F2, F3) ≡ (0, 0, 0). Якщо d1 > 0 чи d3 > 0, то роз-
глянемо функцiї F̃1(z)e

−dz, F̃3(z)e
−dz замiсть F̃1(z), F̃3(z), де

d = max {d1, d3} . Легко бачити, що,(
F̃1(x) + F̃3(x)

)
e
2σ
π x log x ∈ L2(0; +∞).

Тодi за лемою 4.21 виконуються умови (4.59). Тому за лемою
4.23 маємо (F1, F2, F3) ≡ (0, 0, 0), що суперечить умовi.

Доведення теореми 5.4. Якщо (F1,−F1−F3, F3) ∈ T 2
σ (C−), F2 =

−F1 − F3, то визначена рiвнiстю (5.17) функцiя f належить до
простору E2[Dσ]. З умови (5.15) випливають нерiвностi∑

|λn|≤1

Reλn < +∞,
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lim
r→+∞

 ∑
1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

− σ

π
log r

 < +∞.

Звiдси (див. [10]) виконання першої нерiвностi (5.24). Умова
(5.12) є еквiвалентною (див. теорему 4.4) умовi

(∃c0 ∈ R) : G (z) exp

{
2σ

π
z log z − c0z

}
∈ H2 (C+) .

Тому∣∣∣F1(z)
⌢

G(z)e−iσz
∣∣∣ ≤ ec1x

∣∣∣∣κ1(z)G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}∣∣∣∣
× exp

{
2σ

π
x log r

}
· exp

{
−2σ

π
x log r +

2σ

π
yφ

}
≤ ec1x

∣∣∣∣κ1(z)G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}∣∣∣∣ · exp{2σπ yφ
}

для z = x + iy = reiφ ∈ C+. Але

κ1(z)G (z) exp

{
2σ

π
z log z − cz

}
∈ H1(C+),

тому для деякого c2 маємо F1(z)
⌢

G(z)e−iσz ∈ H1
σ(C+). Аналогi-

чно показується, що F3(x)
⌢

G(z)eiσz ∈ H1
σ(C+). Тому за лемою

5.4 функцiя f є розв’язком рiвняння (5.18).

Приклад 5.1. Функцiя

ψ1(z) =

∫
l1

exp(−e−
π
2σw)ewe−wzdw

є цiлою i для неї виконується зображення (5.13) з умовами
(5.15).
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Справдi, функцiя

G0(z) =
exp
{
−2σ

π z log z
}

(1 + z)2

не має жодного нуля в C+ i

lim
x→+∞

(
log |G0(x)|

x
+

2σ

π
log x

)
= lim

x→+∞

(
−log(1 + x)2

x

)
< +∞.

Також G0 є аналiтичною в C+, тому iнтегральна гранична фун-
кцiя функцiї G є сталою. Отже, функцiя G0 задовiльняє умови
теореми 5.3. Але, як показано в [14], функцiя

f (w) = exp
(
−e−

π
2σw
)
ew

є розв’язком рiвняння (5.8) для функцiї

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

G0(x)e
−xwdx.

Тому за теоремою 5.3 функцiя ψ1 є цiлою, для неї справедливе
зображення (5.13) i виконується умова (5.15).
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5.4 Висновки до роздiлу 5

Функцiя є циклiчною у просторi H2
σ(C+) тодi i тiльки тодi,

коли деяке рiвняння типу згортки у пiвсмузi має тiльки нульо-
вий розв’язок. Цей роздiл присвячений дослiдженню нетривi-
альних розв’язкiв. Критерiй циклiчностi, встановлений в попе-
редньому роздiлi, дає необхiднi i достатнi умови для iснування
нетривiальних розв’язкiв рiвняння типу згортки. Вiн вказує, що
нетривiальнi розв’язки можливi у трьох випадках: коли хара-
ктеристична функцiя G має хоч один нуль у правiй пiвплощинi,
коли її iнтегральна гранична функцiя є сталою або коли G має
”глибокий нуль” на +∞. У перших двох випадках розв’язки
були вiдомими. Ми розглядаємо властивостi розв’язкiв у тре-
тьому випадку. Також розгля Одержано такi результати:

• встановлено властивостi розв’язкiв рiвняння типу згортки
у пiвсмузi, породжених ”глибоким нулем”;

• отримано необхiднi умови iснування розв’язку рiвняння ти-
пу згортки у пiвсмузi у термiнах аналiтичного продовжен-
ня;

• показано, що iнтегральний оператор одного вигляду не є
обмеженим у просторi L2(0; +∞), але обмежений у його пiд-
просторi H1

σ(C+).



РОЗДIЛ 6

Простори Гардi-Смiрнова у
необмеженiй багатокутнiй областi

6.1 Представлення функцiй у необмеженiй багатоку-
тнiй областi

Нехай D - необмежений опуклий n- кутник, n ∈ N, що
лежить в деякому кутi комплексної площини, величина якого
є меншою за π, i межа якого складається з пiвпрямих l1 i ln+1

та, можливо, вiдрiзкiв l2, ..., ln, нумерацiя i орiєнтацiя яких
вiдповiдає додатному обходу ∂D. Далi, нехай D∗ = C\D, а
Ep[D] i Ep

∗ [D] - простори функцiй, аналiтичних вiдповiдно в D
i D∗, для яких

sup


∫
γ

|f (z)|p|dz|


1/p

< +∞

(тут пiд |dz| розумiємо елемент довжини), де супремум бере-
ться за всiма вiдрiзками γ, що лежать в D (вiдповiдно в D∗). В
останньому означеннi замiсть вiдрiзкiв γ супремум можна бра-
ти також за всiма ламаними, що мiстяться в D (чи, вiдповiдно в
D∗), сторони яких паралельнi сторонам (вiдрiзкам чи прямим)
∂D. Цi простори розглядалися в [8]. Там, зокрема, показано, що
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функцiї iз цих просторiв мають майже скрiзь (м.с.) на ∂D ку-
товi граничнi значення i f ∈ Lp(∂D). Вiдзначимо ще наступне
твердження, необхiдне нам при доведеннi наступних теорем.

Лема 6.1. Якщо f ∈ E1[D], то∫
∂D

f (z)dz = 0.

У випадку, колиD є областями C(α, β) = {z : α < arg z < β}
чи Dσ = {z : Re z < 0, | Im z| < σ}, вказанi простори спiвпада-
ють з дослiджуваними вiдповiдно у [34] та [10].

Нехай m,n = [m;n]∩Z. Позначимо через aj, j = 1, n, скiн-
ченнi вершини областi D, через αj, j ∈ 1, n + 1 – величини
кутiв, що рахуються в додатному обходi, мiж додатним напря-
мом осi абсцис i напрямним вектором променя чи вiдрiзка lj,
який визначається ранiше вибраним обходом ∂D, а через l∗j -
пряму, що проходить через сторону lj. Нехай π

β , 1 < β 6 +∞, –

величина кута π−αn+1+α1. Через
−→
b при β < +∞ позначимо

вектор з початком у точцi перетину прямих l∗1 i l∗n+1, який ле-
жить на бiсектрисi l∗1 i l∗n+1 та напрямлений в сторону областi
D. Якщо ж β = +∞, то через

−→
b позначатимемо вектор, на-

прям якого спiвпадає з вибраним напрямом сторони ln+1. Нехай
φ∗, 0 6 φ∗ < 2π, – кут мiж додатним напрямом дiйсної осi i
вектором

−→
b , який вимiрюється вiд цiєї осi у додатному напря-

мi. Через π∗(lj) позначимо ту пiвплощину, утворену прямою l∗j ,
що не мiстить областi D. Нехай також 1/α + 1/β = 1 (якщо
β = +∞, то вважаємо, що α = 1) i h(θ) = h(θ,D), де

h(θ,D) = sup
{
Re
(
ze−iθ

)
: z ∈ D

}
.

Функцiя h є неперервною на промiжку
△α,φ∗ = {θ : |θ − π + φ∗| 6 π/(2α)}. Позначимо черезHp(D×, h),
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1 6 p < +∞, простiр функцiй f , аналiтичних в кутi D× =

{z : |arg z − π + φ∗| < π/(2α)}, для яких

||f ||p := sup
|φ−π+φ∗|<π/(2α)


+∞∫
0

|f (reiφ)|pe−prh(φ)dr

 < +∞.

Нехай W 2
σ – простiр Вiнера цiлих функцiй експоненцiально-

го типу 6 σ, звуження яких на R належать до простору L2(R),
а через H2(C−) простiр Гардi у пiвплощинi C− = {z : Re z < 0}.
Нехай далi D−

× = C \ D×. Через T 2(D−
×) позначимо множину

всiх впорядкованих наборiв F = (F1, F2, ..., Fn+1), де
F1(ze

−iα1)ea1z ∈ H2(C−), Fn+1(ze
i(π−αn+1))ean+1z ∈ H2(C−), а

Fj

(
ze−i(αj−π/2)

)
e
aj+aj−1

2 z ∈ W 2∣∣∣aj−aj−1
2

∣∣∣, причому

n+1∑
j=1

Fj(z) = 0, z ∈ D−
×. (6.1)

Простiр T 2(D−
×) можна розглядати як нормований простiр з

нормою ||F || = max
{
max

{
||Fj||W 2, j ∈ 2, n

}
; ||F1||H2; ||Fn+1||H2

}
,

де пiд ||Fj||H2 та ||Fj||W 2 розумiємо норми у вiдповiдних просто-
рах Гардi та Вiнера. Властивостi просторiв H2(D×, h) та E2

∗ [D]

вiдзначено в [8]. Зокрема показано, що рiвнiсть

g(w) =
1√
2π

+∞eiθ∗∫
0

G(z)e−zwdz, (6.2)

w ∈ {ω = u + iv : u cos θ∗ − v sin θ∗ > h(θ∗)} , де θ∗– довiльне чи-
сло, яке задовольняє умову |θ∗ − π + φ∗| < π

2α, задає взаємно
однозначне вiдображення простору H2(D×, h) на E2

∗ [D] i спра-
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ведлива двоїста формула

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂D

g(w)ezwdw. (6.3)

Зазначимо, що при доведеннi теореми 6.2 ми використовуємо
рiвнiсть Парсеваля у формi (див. [61], с.62)

+∞∫
−∞

F (x)G(x)dx =
1

i

+∞∫
−∞

f (t)G(t)dt,

де f ∈ L2(−∞;∞), g ∈ L2(−∞;∞),

F (u) =
1√
2π

+∞∫
−∞

f (t)eiutdt, G(u) =
1

i
√
2π

+∞∫
−∞

g(t)e−iutdt.

Теорема 6.1. Рiвностi

Fj(z) =
1√
2π

∫
lj

f (w)e−zwdw, f ∈ E2[D], (6.4)

де j ∈ 1, n + 1, задають взаємно однозначне вiдображення
простору E2[D] на T 2(D−

×) i справедлива двоїста формула

f (w) =
−1

i
√
2π

n+1∑
j=1

e−iφj

+∞∫
0

Fj(re
−iφj)ere

−iφjwdr, (6.5)

де w ∈ D, φj = αj − π/2.

Ця теорема встановлює опис перетворення Фур’є-Лапласа,
у термiнах Б. Винницького [10], функцiї f ∈ E2[D].

Доведення. Нехай f ∈ E2[D]. Тодi,як зазначено вище, f має
майже скрiзь на ∂D кутовi граничнi значення i, зокрема,
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f
(
a1 + ρei(α1−π)

)
∈ L2(0; +∞). Тому за теоремою Пелi-Вiнера

A 3.16 маємо

F1(z) =
eiα1√
2π
e−a1z

+∞∫
0

f
(
a1 + ρei(α1−π)

)
e−zρe

i(α1−π)
dρ

= e−a1zf1(ze
iα1),

де f1 ∈ H2(C−), та оскiльки f
(
an+1 + ρei(αn+1−π)

)
∈ L2(0; +∞),

то
Fn+1(z) =

eiαn+1

√
2π

e−an+1z

×
+∞∫
0

f
(
an+1 + ρeiαn+1

)
e−zρe

iαn+1
dρ

= e−a1zfn+1

(
ze(iαn+1−π)

)
,

де fn+1 ∈ H2(C−). Також, оскiльки в сенсi кутових граничних
значень

f
(aj + aj−1

2
+ ρeiαj

)
∈ L2

(
−|aj − aj−1|

2
;
|aj − aj−1|

2

)
,

на основi iншої теореми Пелi-Вiнера 1.4 отримуємо

Fj(z) =
eiαj√
2π
e−

aj+aj−1
2 z

×

|aj−aj−1|
2∫

−
|aj−aj−1|

2

f
(aj + aj−1

2
+ ρeiαj

)
e−zρe

i(αj−π
2)
dρ =

= e−
aj+aj−1

2 zfj

(
zei(αj−

π
2)
)
,
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де fj ∈ W 2
|aj−aj−1|

2

, для всiх j ∈ 2;n. Якщо

z ∈
{
z1 : | arg z1 + φ∗| < π

2α

}
, то, оскiльки Re(zw) > 0, маємо

f (w)e−zw ∈ E1[D] i тому за лемою 6.1∫
∂D

f (w)e−zwdw = 0,

звiдки випливає, що
n+1∑
k=1

Fk(z) = 0, z ∈
{
z1 : | arg z1 + φ∗| < π

2α

}
.

Але кожна з функцiй F2, F3, ..., Fn+1 є аналiтичною у пiвплощи-
нi{
z : −φ∗ − π

2α < arg z < π − φ∗ − π
2α

}
i за щойно встановленим

F1(z) = −
n+1∑
k=2

Fk(z), z ∈
{
z1 : | arg z1 + φ∗| < π

2α

}
,

тому F1 аналiтично продовжується в D−
×. Аналогiчно функцiї

F1, F2, ..., Fn є аналiтичними у пiвплощинi{
z : π − φ∗ − π

2α < arg z < 2π − φ∗ − π
2α

}
, тому Fn+1 аналiтично

продовжується в D−
×. Отже, (F1, ..., Fn+1) ∈ T 2

σ (D
−
×).

Нехай тепер навпаки (F1, ..., Fn+1) ∈ T 2
σ (D

−
×) Позначимо

доданки iз правої частини 6.5 через ψ1, ψ2, ..., ψn+1. Оскiльки
F1(z)e

a1z ∈ L2({re−iφ1 : r > 0}) то за теоремою Пелi-Вiнера
функцiя ψ1 належить класу Гардi у пiвплощинi
{w : α1 < arg(w − a1) < π + α1}. Аналогiчно, оскiльки
Fn+1(z)e

anz ∈ L2({re−iφn+1 : r > 0}), то ψn+1 належить класу
Гардi у пiвплощинi {w : αn+1 < arg(w − an) < π + αn+1} . Далi,

Fj(z) exp
(aj + aj−1

2

)
∈ L2

(
{re−iφj : r > 0}

)
, j ∈ 2;n,
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тому ψj належить класу Гардi у пiвплощинi{
w : αj < arg

(
w − aj + aj−1

2

)
< π + αj

}
.

Отже, функцiя

ψ =

n+1∑
j=1

ψj

належить класу E2[Dσ]. Залишилось показати, що f = ψ, якщо
F визначена рiвнiстю 6.4. За теоремою Пелi-Вiнера для куто-
вих граничних значень ψ1 на l1 справедлива рiвнiсть (iнтеграл
розумiється в L2-метрицi)

ψ1(w) =
−e−iφ1
i
√
2π

+∞∫
0

F1

(
re−iφ1

)
e(re

−iφ1)wdr.

Оскiльки кожна функцiя Fj, j = 1;n, є цiлою з iндикатором
(див. [45])

hj(φ) =
|aj − aj−1|

2
| sin(φ + φj)|

+
|aj + aj−1|

2
cos
(
arg

aj + aj−1

2
+ φ

)
,

то функцiя ψj допускає аналiтичне продовження у всю ком-
плексну площину за винятком вiдрiзка [aj−1; aj] i її аналiтичне
продовження у пiвплощину {w : |w| cos(argw − φn+1) < Aj}, де

Aj = −|aj − aj−1|
2

| sin(φj − φn+1)|

−|aj + aj−1|
2

cos
(
arg

aj + aj−1

2
− φn+1

)
дається рiвнiстю

ψj(w) = − 1

i
√
2π
e−iφn+1

+∞∫
0

Fj(re
−iφn+1)ere

−iφn+1wdr.
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Але майже скрiзь на ∂D× виконується
n+1∑
j=2

Fj(z) = −F1(z). Тому

кутовi граничнi значення функцiї ψ на l1 майже скрiзь рiвнi

− 1

i
√
2π

∫
∂D−

×

F1(z)e
wzdz,

де iнтеграл береться в додатному обходi областi D−
×. За теоре-

мою типу Планшереля (див. [34], с.432) останнiй iнтеграл рiв-
ний f (w), w ∈ l1. А за теоремою Лузiна-Прiвалова [53], с.292
функцiя f спiвпадає з ψ на D−

×.
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6.2 Рiвняння типу згортки у необмеженiй багатоку-
тнiй областi

У цьому пiдроздiлi розглядаємо властивостi рiвняння типу
згортки у необмеженiй багатокутнiй областi.

Теорема 6.2 (Рiвнiсть Парсеваля). Нехай f ∈ E2[D],
g ∈ E2

∗ [D] i φj = αj − π/2. Тодi

∫
∂D

f (w)g(w)dw =

n+1∑
j=1

+∞e
−iφj∫

0

Fj(z)G(z)dz,

де функцiї G та Fj визначаються вiдповiдно рiвностями (6.3)

i (6.4).

Доведення. Позначимо

f ∗1 (a1 + reiα1) =

{
f (a1 + reiα1), r 6 0,

0, r > 0,

F ∗
1 (t) =

1√
2π

+∞∫
−∞

f ∗1 (a1 + reiα1)e−itrdr

=
1√
2π

0∫
−∞

f (a1 + reiα1)e−itrdr,

G∗
1(t) =

1

i
√
2π

+∞∫
−∞

g(a1 + reiα1)eitrdr. (6.6)

Тодi, використавши рiвнiсть Парсеваля, отримаємо∫
l1

f (w)g(w)dw =

+∞∫
−∞

f ∗1 (a1 + reiα1)g(a1 + reiα1)eiα1dr =
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= eiα1

+∞∫
−∞

F ∗
1 (t)G

∗
1(t)dt. (6.7)

Але

F ∗
1 (t) =

1√
2π

∫
l1

f (w)e−it(w−a)e
−iα1d((w − a1)e

−iα1) =

=
1√
2π
e−iα1eita1e

−iα1

∫
l1

f (w)e−itwe
−iα1dw.

Тому

F ∗
1 (−iteiα1) = e−iα1eta1

∫
l1

f (w)e−twdw.

Звiдси за теоремою Пелi-Вiнера, на пiдставi останньої рiвностi
з (6.4), маємо, що для майже всiх t ∈ R функцiя F ∗

1 (te
iα1−π

2 )

спiвпадає з кутовими граничними значеннями на прямiй{
z : z = tei(α1−

π
2)
}
, t ∈ R, функцiї eza1−iα1F1(z). Формула (6.2)

залишається справедливою, i коли |θ∗ − π + φ∗| = π
2α; в остан-

ньому випадку пiд G(z) розумiємо вiдповiднi кутовi граничнi
значення функцiї G на ∂D∗. Тому, зокрема, при θ∗ = π−φ∗+

π
2α

одержимо

g(w) =
eπ−φ∗+

π
2α

√
2π

+∞∫
0

G(reπ−φ∗+
π
2α)e−r exp(i(π−φ∗+

π
2α))wdr, w ∈ π∗(l1).

Оскiльки φ∗ = α1 + π − π
2β , то π − φ∗ +

π
2α = −α1 +

π
2 . Отже,

g(a1 + ρeiα1) =
e−iφ1√
2π

+∞∫
0

G(re−iφ1)e−re
−iφ1(a1+ρe

iα1)dr =

=
e−iφ1√
2π

+∞∫
0

G(re−iφ1)e−a1re
−iφ1e−iρrdr.
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Оскiльки h(−φ1) = sup
z∈D

{
Re
(
ze−i(α1−

π
2)
)}

= Re
(
a1e

−iφ1
)

=

Re a1 cosφ1+Im a1 sinφ1, то G(re−iφ1)e−a1re−iφ1 ∈ L2(0; +∞). То-
му, врахувавши, що функцiя g належить до простору Гардi H2

у пiвплощинi π∗(l1), за теоремою Пелi-Вiнера та оберненою фор-
мулою для перетворення Лапласа маємо

G(re−iφ1)e−a1re
−iφ1 =

eiφ1√
2π

+∞∫
−∞

g(a1 + ρeiα1)eirρdρ, r > 0.

Порiвнявши останню рiвнiсть з (6.7), одержимо
G∗

1(t) = iG(te−iφ1)e−a1te
−iφ1e−iφ1 для майже всiх t > 0. Крiм то-

го, оскiльки g належить до простору Гардi у пiвплощинi π∗(l1),
то [19], с.88 з (6.7) маємо G∗

1(t) = 0 для всiх t < 0. Отже, з (6.7)

отримаємо∫
l1

f (w)g(w)dw = eiα1

+∞∫
0

F1(te
−iφ1)G(te−iφ1)e−iα1e−iφ1dt =

=

+∞e−iφ1∫
0

F1(z)G(z)dz.

Аналогiчно, позначивши

f ∗n+1(an + reiαn+1) =

{
fn+1(an + reiαn+1), r > 0,

0, r < 0,

F ∗
n+1(t) =

1√
2π

+∞∫
0

f (an + reiαn+1)e−itrdr,

G∗
n+1(t) =

1

i
√
2π

+∞∫
0

g(an + reiαn+1)eitrdr,

(6.8)
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одержимо ∫
ln+1

f (w)g(w)dw

=

+∞∫
−∞

f ∗n+1(an + reiαn+1)g(an + reiαn+1)eiαn+1dr =

=
eiαn+1

i

+∞∫
−∞

F ∗
n+1(t)G

∗
n+1(t)dt.

(6.9)

Але

F ∗
n+1(t) =

1√
2π

∫
ln+1

f (w)e−it(w−an)e
−iαn+1

d
(
(w − an)e

−iαn+1
)
=

=
1√
2π
e−iαn+1eitane

−iαn+1

∫
ln+1

f (w)e−itwe
−iαn+1

dw.

Тому

F ∗
n+1(−iteiαn+1) =

1√
2π
e−iαn+1etan

∫
ln+1

f (w)e−twdw.

За теоремою Пелi-Вiнера маємо, порiвнявши останню рiвнiсть
з другою рiвнiстю (6.8), що функцiя F ∗

n+1(te
i(αn+1−π

2)) спiвпадає
з кутовими граничними значеннями на прямiй{
z : z = tei(αn+1−π

2), t ∈ R
}

функцiї e−iαn+1ezanFn+1(z). Далi, по-
клавши в (6.2) θ∗ = π − φ∗ − π

2α, маємо при w ∈ π∗(ln+1)

g(w) =
ei(π−φ∗−

π
2α)

√
2π

+∞∫
0

G(rei(π−φ∗−
π
2α))e−r exp(i(π−φ∗−

π
2α))wdr.
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Оскiльки π − φ∗ − π
2α = −φn+1, то

g(an + ρeiαn+1) =
e−iφn+1

√
π

+∞∫
0

G(re−iφn+1)e−re
−iφn+1(an+ρeiαn+1)

dr =

e−iφn+1

√
π

+∞∫
0

G(re−iφn+1)e−anre
−iφn+1

e−irρdr.

Врахувавши, що h(−φn+1) =
{
Re
(
ze−i(αn+1−π

2)
)
: z ∈ D

}
=

Re
(
ane

−iφn+1
)

= Re an cosφn+1 + Im an sinφn+1, одержимо
G(re−iφn+1)e−anre

−iφn+1 ∈ L2(0; +∞). Оскiльки функцiя g нале-
жить до простору Гардi H2 у пiвплощинi π∗(ln+1), за теоремою
Пелi-Вiнера та оберненою формулою для перетворення Лапла-
са знову маємо

G(re−iφn+1)e−anre
−iφn+1

=
eiφn+1

√
2π

+∞∫
−∞

g(an + ρeiαn+1)eirρdρ, r > 0.

Порiвнявши цю рiвнiсть з (6.8) i врахувавши, що G∗
n+1(t) = 0

для всiх t < 0, з (6.9) одержимо

∫
ln+1

f (w)g(w)dw =

+∞e−iφn+1∫
0

Fn+1(z)G(z)dz.

Нехай

f ∗j (aj−1+re
iαj) =

{
f (aj−1 + reiαj), r ∈ [0; |aj − aj−1|],
0, r ∈ R \ [0; |aj − aj−1|],

j ∈ 2;n,

F ∗
j (t) =

1√
2π

+∞∫
−∞

f ∗j (aj−1 + reiαj)e−itrdr



244

=
1√
2π

|aj−aj−1|∫
0

f ∗j (aj−1 + reiαj)e−itrdr,

G∗
j(t) =

1

i
√
2π

+∞∫
−∞

g(aj−1 + reiαj)eitrdr. (6.10)

За рiвнiстю Парсеваля отримаємо∫
lj

f (w)g(w)dw =

+∞∫
−∞

f ∗j (aj−1 + reiαj)g(aj−1 + reiαj)eiαjdr =

=
eiαj

i

+∞∫
−∞

F ∗
j (t)G

∗
j(t)dt, j ∈ 2;n.

Але

F ∗
j (t) =

1√
2π

∫
lj

f (w)e−it(w−aj−1)e
−iαj

d
(
(w − aj−1)e

−iαj
)
=

=
1√
2π
e−iαjeitaj−1e

−iαj

∫
lj

f (w)e−itwe
−iαj

dw.

За iншою теоремою Пелi-Вiнера 1.4

F ∗
j (t) = e−iαjeitaj−1e

−iαj
Fj

(
te−i(αj−

π
2)
)
, t ∈ R.

Оскiльки g ∈ π∗(lj), то G∗
j(t) = 0, t < 0. Взявши в (6.2) θ∗ =

−φj, одержимо

g(w) =
e−iφj√
2π

+∞∫
0

G(re−iφj)e−re
−iφjwdr.
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Тому

g(aj−1 + ρeiαj) =
e−iφj√
2π

+∞∫
0

G(re−iφj)e−re
−iφj (aj−1+ρe

iαj )dr =

=
e−iφj√
2π

+∞∫
0

G(re−iφj)e−aj−1re
−iφj

e−iρrdr.

Оскiльки h(−φj) = sup
{
Re
(
ze−iφj

)
: z ∈ D

}
= Re

(
aj−1e

−iφj
)
,

то G(re−iφj)e−aj−1re
−iφj ∈ L2(0; +∞). Тому на пiдставi теореми

Пелi-Вiнера

G(re−iφj) = e−aj−1re
−iφj eiφj√

2π

+∞∫
−∞

g(aj−1 + ρeiαj)eirρdρ, r > 0.

Порiвнявши останню рiвнiсть з (6.10), одержимо

∫
lj

f (w)g(w)dw =

+∞e
−iφj∫

0

Fj(z)G(z)dz, j ∈ 2;n.

Далi пiд C(α;α) розумiємо порожню множину, а пiд C(α;α)
– промiнь {z : z = reiα, r > 0}.

Теорема 6.3. Якщо f ∈ E2[D] i g ∈ E2
∗ [D], то для кожного

τ ∈ C(αn+1; π + α1) справджується рiвнiсть

∫
∂D

f (w + τ )g(w)dw =

n+1∑
j=1

+∞e
−iφj∫

0

Φj(z)e
τzdz,

де Φj = FjG, j ∈ 1;n + 1, функцiї Fj та G визначенi рiвностя-
ми (6.4) та (6.3).
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Доведення. Зазначимо спочатку, що∫
∂D

f (w + τ )g(w)dw =

∫
∂D(τ)

f (w)g(w − τ )dw

=

∫
∂D

f (w)g(w − τ )dw, τ ∈ C(αn+1; π + α1),

(6.11)

де D(τ ) = {z : z − τ ∈ D}. Справдi, перша iз рiвностей (6.11)

є очевидною. Для доведення другої зауважимо, що функцiя
ητ (w) = f (w)g(w − τ ) для будь-якого τ ∈ C(αn+1; π + α1) є
аналiтичною в областi D\D(τ ). Цю область можна подати у
виглядi об’єднання скiнченної кiлькостi многокутникiв та пiв-
смуг, у кожнiй з яких функцiя ητ (w) належить до класу Гардi-
Смiрнова E1. Тому [53], с.205, [10]∫

∂(D\D(τ))

ητ(w)dw = 0.

Звiдси випливає друга рiвнiсть (6.11). Далi, якщо gτ (w) = g(w−
τ ), для будь-якого τ ∈ C(αn+1; π + α1), маємо gτ ∈ E2

∗ [D].
Оскiльки ewz ∈ E2[D] для кожного z ∈ D×, то з (6.11) отрима-
ємо

1

i
√
2π

∫
∂D

gτ (w)e
wzdw = eτzG(z). (6.12)

Тому потрiбне випливає з попередньої теореми.

Теорема 6.4. Нехай функцiя G визначена рiвнiстю (6.3). Тодi
рiвняння ∫

∂D

f (w + τ )g(w)dw = 0, (6.13)

де τ ∈ C(αn+1;π + α1), має ненульовий розв’язок f ∈ E2[D],
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f ̸≡ 0, тодi i тiльки тодi, коли система {g(w − τ ) : τ 6 0} не
є повною в E2

∗ [D].

Доведення. Справдi, з (6.11) випливає, що рiвняння (6.13) рiв-
носильне рiвнянню∫

∂D

f (w)g(w − τ )dw = 0, τ ∈ C(αn+1;π + α1).

Але за лемою 4 з [8] простiр, спряжений (сильно) до E2
∗ [D],

можна ототожнити з E2[D] i значення функцiоналу f ∈ E2[D]

на елементi g(w − τ ) визначається формулою

⟨f ; g(w − τ )⟩ =
∫
∂D

f (w)g(w − τ )dw.

Тому потрiбне випливає з вiдомого критерiю повноти Банаха.

Теорема 6.5. Нехай функцiя G визначена рiвнiстю (6.3). То-
дi рiвняння (6.13), в якому τ ∈ C(αn+1; π + α1), має ненульо-
вий розв’язок f ∈ E2[D] тодi i тiльки тодi, коли система{
G(z)eτz : τ ∈ C(αn+1; π + α1)

}
не є повною в H2(D×, h).

Доведення. В [8] показано, що рiвнiсть (6.13) задає топологiчне
вiдображення E2

∗ [D] на H2(D×, h) а з (6.12) маємо, що образом
функцiї g(w− τ ) є функцiя G(z)eτz. Отже, теорема випливає з
попередньої теореми.

Приклад 6.1. Нехай D = {z : |π − arg z| < π/2δ}, δ > 0.
Тодi n = 1, a1 = 0, α1 = π/2δ, α2 = π − π/2δ. Тому β =

δ, α = δ/(δ − 1), φ∗ = 0. Отже, в цьому випадку D× ={
z : |arg z| < π/2

(
1− 1

δ

)}
, а функцiї F1 та F2 належать до

просторам Гардi вiдповiдно у пiвплощинах
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{z : π/2 + π/2δ < arg z < 3π/2 + π/2δ} та
{z : π/2− π/2δ < arg z < 3π/2− π/2δ}. Ймовiрно, теореми 6.2
та 6.3 для цього випадку є вiдомими, проте нам не вдалося
знайти такi твердження у публiкацiях.

Приклад 6.2. Нехай Dσ = {z : | Im z| < σ,Re z < 0}, σ >

0. Тодi n = 2, a1 = −σ, a2 = σ, α1 = 0, α2 = π. Тому
β = 0, α = +∞, φ∗ = 0. Отже, в цьому випадку D× =

{z : |arg z − π| < π/4} = C−, функцiї F1(z)e
−iσz та F3(z)e

iσz

належать до просторам Гардi у пiвплощинi C−, а F2 є цiлою
функцiєю експоненцiального типу ≤ σ, що F2 ∈ L2(R). Теоре-
ми 6.2 та 6.3 для цього випадку встановленi в [14].
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6.3 Висновки до роздiлу 6

Простори аналiтичних функцiй найчастiше вивчаються у
класичних областях комплексної площини: пiвплощинi, крузi,
смузi, пiвсмузi. При накопиченнi результатiв одного типу вини-
кає потреба сформулювати їх в загальному видi. Як правило,
при цьому використовуються областi досить загального вигля-
ду. Ми в цьому роздiлi поширюємо на випадок необмеженої
багатокутної областi деякi результати Б. В. Винницького та
М. М. Джрбашяна. Одержано такi твердження:

• встановлено бiєкцiю мiж простором Гардi-Смiрнова у не-
обмеженiй n-кутнiй опуклiй областi та простором T 2(D−

×),
що складається з впорядкованих наборiв n+1 функцiй спе-
цiального виду;

• отримано аналог рiвностi Парсеваля для просторiв Гардi-
Смiрнова у необмежених багатокутних областях;

• отримано аналог теореми про згортку для просторiв Гардi-
Смiрнова у необмежених багатокутних областях;

• встановлено критерiй iснування нетривiальних розв’язкiв
рiвняння типу згортки для просторiв Гардi-Смiрнова в ба-
гатокутних необмежених областях в термiнах повноти си-
стеми зсувiв.



РОЗДIЛ 7

Застосування одержаних результатiв

7.1 Еквiвалентне формулювання гiпотези Рiмана

Функцiя Рiмана ζ визначається рядом Дiрiхле

ζ(s) =
∑
n∈N

1

ns
, (7.1)

який збiгається для Re(s) > 1 i аналiтично продовжується на
всю комплексну площину крiм точки s = 1, в якiй має про-
стий полюс з лишком 1. Гiпотеза Рiмана полягає в тому, що всi
недiйснi нулi дзета-функцiї ζ лежать на прямiй Re(s) = 1

2.
Ж.-Ф. Бурноль одержав [84], використовуючи iдеї Нiмана i

Бьорлiнга-Лакса, наступний результат.

Теорема 7.1. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя z−1/2

(z+1/2)2
ζ (z + 1/2) є циклiчною в H2(C+).

7.1.1 Ваговий випадок

Ми одержали наступне твердження.

Теорема 7.2. Нехай G1 – аналiтична в C+ функцiя, iнте-
гральна гранична функцiя якої є сталою, G1 має єдиний про-
стий нуль в точцi z = 1/2, G1(z)ζ(z + 1/2) ∈ H2

σ̂(C+), σ̂ > 0

250
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i

lim inf
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1 (it)| dt−

σ̂

π
ln r

 = −∞.

(7.2)
Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1) справджується гiпотеза Рiмана;

2) G1(z)ζ(z+1/2) – циклiчна функцiя в H2
σ (C+) для кожного

σ ≥ σ̂.

Доведення. 1) ⇒ 2) : В [111], с. 116 доведена оцiнка

|ζ(it + 1/2)| = O(log2/3 |t|), t→ +∞.

З цього випливає, що

lim sup
r→+∞

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |ζ(it + 1/2)| dt < +∞.

З цiєї нерiвностi та (7.2), одержимо

lim inf
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1(it)ζ(it + 1/2)| dt

−σ̂
π
ln r

)
= −∞.

(7.3)

Якщо гiпотеза Рiмана виконується, то G1(z)ζ(z + 1/2) не має
жодного нуля в C+. Очевидно, ζ є аналiтичною в смузi
{z : 0 < Re z < 1} , тому iнтегральна гранична функцiя функцiї
ζ(z+1/2) на iR є сталою. Отже, за умовами теореми iнтеграль-
на гранична функцiя функцiї G1(z)ζ(z+1/2) ∈ H2

σ̂(C+) – також
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константа. Врахувавши також умову (7.3), бачимо, що викону-
ються умови теореми 4.8 для функцiї G1(z)ζ(z + 1/2) та про-
стору H2

σ̂(C+). Тому G1(z)ζ(z + 1/2) є циклiчною в H2
σ̂(C+).

Тодi виконується умова б) теореми 4.8 для функцiї G(z) =

G1(z)ζ(z + 1/2) i числа σ = σ̂, тобто

lim
r→+∞

 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G1(it)ζ(it + 1/2)| dt

−σ̂
π
ln r

)
= −∞.

Легко бачити, що остання умова справджується для всiх σ ≥ σ̂.
Оскiльки G належить H2

σ̂(C+), то належить i H2
σ(C+). Тому

за теоремою 4.8 робимо висновок, що G також є циклiчною в
H2
σ(C+).

2) ⇒ 1) : Якщо G1(z)ζ(z + 1/2) – циклiчна в H2
σ̂, (C+), то за

теоремою 4.8 G1(z)ζ(z + 1/2) не має жодного нуля в C+. G1

є аналiтичною функцiєю в C+, зокрема, не має там особливих
точок. Тому ζ не має жодного нуля в {z : Re z > 1/2}.

Сформулюємо твердження, яке може бути цiкавим для подаль-
ших дослiджень дзета-функцiї Рiмана.

Наслiдок 7.1. Нехай G1 – аналiтична функцiя в C+, iнте-
гральна гранична функцiя якої є сталою, G1 має єдиний про-
стий нуль в z = 1/2, G1(z)ζ(z+1/2) ∈ H2

σ̂(C+), σ̂ > 0, i справе-
длива рiвнiсть (7.2). Тодi твердження 1) попередньої теореми
еквiвалентне кажному iз наступних тверджень:

3) для кожного σ ≥ σ̂ рiвняння∫
∂Dσ

f (w + τ )g̃ (w) dw = 0, τ ≤ 0, (7.4)
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де

g̃(w) =
1

2π

+∞∫
0

G1(x)ζ(x + 1/2)e−xwdx

не має жодного розв’язку f ∈ E2[Dσ] крiм тотожнього
нуля;

4) нема розв’язкiв вигляду f (w) = eλw, 0 < Reλ < 1/2, для
рiвняння (7.4) при кожному σ ≥ σ̂.

Доведення. Еквiвалентнiсть умов 2) i 3) показана в [10].
4) ⇒ 2) : Якщо припустити, що f (w) = eλw – розв’язок рiвняння
(7.4), то [14] λ є нулем функцiї G1(z)ζ(z+1/2). Але за теоремою
4.8 функцiя G1(z)ζ(z + 1/2) не має нулiв в C+. Суперечнiсть.
Iмплiкацiя 3) ⇒ 4) тривiальна.

З допомогою теореми 7.2 легко одержати наступнi твердже-
ння.

Наслiдок 7.2. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя z−1/2

(z+1/2)2
ζ(z + 1/2) є циклiчною в H2

σ (C+) для
деякого σ ≥ 0.

Для випадку σ = 0 цей результат спiвпадає з теоремою
Ж.-Ф. Бурноля 7.1.2.

Наслiдок 7.3. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя ζ(z + 1/2)(z − 1/2)e−z є циклiчною в H2

σ (C+)

для деякого σ > 0.

Наслiдок 7.4. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки то-
дi, коли функцiя ζ(z + 1/2)(z − 1/2) exp

(
−2σ1

π z log z
)
, σ1 > 0, є

циклiчною в H2
σ (C+) для деякого σ > σ1.
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Зазначимо, що як випливає з доведення теореми 7.2, во-
на може бути сформульованою у загальнiшому виглядi, а саме
замiсть дзета-функцiї Рiмана можна розглянути деякий клас
функцiй, що її мiстить.

Теорема 7.3. Нехай G1 – аналiтична в C+ функцiя, iнте-
гральна гранична функцiя якої є сталою, G1 має єдиний про-
стий нуль в z = 1/2, G1(z)ζ(z + 1/2) ∈ H2

σ̂(C+), σ̂ > 0 i вико-
нується умова (7.2). Нехай також функцiя ζ̆ є аналiтичною
в {z : Re z ≥ 1/2}\{1}, в точцi z = 1 має простий полюс i

lim sup
r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln
∣∣∣ζ̆(it + 1/2)

∣∣∣ dt < +∞.

Тодi наступнi твердження є еквiвалентними:

1) функцiя ζ̆ не має жодного нуля у пiвплощинi
{z : Re z > 1/2};

2) G1(z)ζ̆(z+1/2) – циклiчна функцiя в H2
σ (C+) для кожного

σ ≥ σ̂.

Iснування нетривiального розв’язку рiвняння (5.8) (частко-
вим випадком якого є (7.4)) для деяких випадкiв (див. [10],
[177]) є наслiдком включень f (w + τ ) g (w) ∈ E1[Dσ] або
f (w + τ ) g (w) ∈ E1

∗ [Dσ] (ми розглядаємо аналiтичнi продов-
ження вiдповiдно функцiй f i g через ∂Dσ). Але якщо розв’я-
зок породжений нулем функцiї G, то ситуацiя може бути дещо
бiльш складною, на що вказує наступний приклад.

Приклад 7.1. Iснують функцiї f ∈ E2[Dσ] i g ∈ E2
∗ [Dσ],

для яких справджується рiвнiсть (5.8), але f (w + τ ) g (w) /∈
E1[Dσ] i f (w + τ ) g (w) /∈ E1

∗ [Dσ].
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Доведення. Розглянемо функцiю

G(z) =
1− cosσz

z
∈ H2

σ (C+) .

Тодi одержимо, що

g(w) =
1√
2π

+∞∫
0

1− cosσx

x
e−wxdx =

1

2
√
2π

ln

(
1 +

σ2

w2

)
,Rew > 0,

(див. [93], 861.03). Легко бачити, що z1 = 2π
σ є нулем функцiї G.

Особливими точками функцiї g є точки w1,2 = ±iσ i w3 = 0.
Функцiя f (w) = e

2π
σ w ∈ E2[Dσ] – розв’язок рiвняння (5.8) (див.

[14]). Якщо w = u, u > 0, то

f (u) g (u) = e
2π
σ u

1

2
√
2π

ln

(
1 +

σ2

u2

)
∼ e

2π
σ u

1

2
√
2π

σ2

u2
= c

e
2π
σ u

u2
→ ∞,

для u → ∞. Тому f (u) g (u) /∈ L1 (0; +∞), з чого випливає,
що f (w)g(w) /∈ E1

∗ [Dσ] для всiх σ > 0. Оскiльки g не є цiлою,
також умова f (w) g (w) ∈ E1 [Dσ] не виконується.

Цей приклад iлюструє труднощi, з якими стикаємося при
спробi довести гiпотезу Рiмана з допомогою умови 3) наслiд-
ку 7.1.

7.1.2 Неваговий випадок

Поняття циклiчностi в (звичайному) просторi Гардi має де-
якi якiснi вiдмiнностi вiд поняття цикличностi у ваговому ви-
падку. Зокрема, циклiчнi функцiї в просторi H2

σ (C+) , σ > 0,

(але не в H2(C+)) володiють ”властивiстю сильної немiнiмаль-
ностi”. Пiд цим ми розумiємо той факт, що система
{G(z)eτz : τ ≤ 0} повна в H2

σ (C+) тодi i тiльки тодi, коли си-
стема {G(z)eτz : τ ≤ τ0} повна для довiльного τ0 < 0. Це озна-
чає, що справедливiсть гiпотези Рiмана випливає з повноти
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системи, яка мiстить ”набагато менше функцiй” нiж система
{G(z)eτz : τ ≤ 0}, що фактично фiгурує в вищенаведених на-
слiдках. У зв’язку з зазначеними вiдмiнностями в апроксима-
тивних властивостях систем у випадках σ = 0 та σ > 0 певний
iнтерес становить переформулювання гiпотези Рiмана у термi-
нах зсувiв у просторах Lp. На основi теореми Бьорлiнга-Лакса
1.6 можна одержати твердження, формулювання якого в лiте-
ратурi у наведеному виглядi нам знайти не вдалося.

Теорема 7.4. Наступнi умови еквiвалентнi:

1. справедлива Гiпотеза Рiмана;

2. функцiя
z − 1/2

(z + 1/2)2
ζ(z + 1/2)

є зовнiшньою для H2(C+);

3. рiвняння
0∫

−∞

f (u + τ )
(
g+ζ (u)− g−ζ (u)

)
du = 0, τ ≤ 0 (7.5)

де g+ζ - кутовi граничнi значення на дiйснiй осi функцiї gζ
з пiвплощини {w : Imw > 0}, g−ζ – кутовi граничнi значе-
ння на дiйснiй осi функцiї gζ з пiвплощини {w : Imw < 0},

gζ(w) =
1

2π

+∞∫
0

x− 1/2

(x + 1/2)2
ζ(x + 1/2)e−xwdx

має лише нульовий розв’язок в просторi L2(−∞; 0);

4. рiвняння (7.5) не має розв’язкiв вигляду f (w) = ezw,

0 < Re z < 1
2;
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5. функцiя
z − 1/2

(z + 1/2)2
ζ(z + 1/2)

є циклiчною в H2(C+);

6. система функцiй {gζ(w − τ : τ ≤ 0)} є повною у просторi
E2

∗ [D0];

Еквiвалентнiсть умов 1) i 2) показана Ж.-Ф. Бурнолем (див.
теорему ), еквiвалентнiсть умов 3), 5), 6) та умови 2) випливає з
теореми Берлiнга-Лакса, а еквiвалентнiсть 3) i 4) – з наступної
леми.

Лема 7.1. Функцiя f (u) = eλu, λ ∈ C+ тодi i тiльки тодi є
розв’язком рiвняння (7.5), коли λ є нулем функцiї

G (z) =
1√
2πi

∫
∂D0

g (w) ezwdw =
1√
2πi

0∫
−∞

(g+ (u)− g− (u))ezudu.

(7.6)
Функцiя f (u) = um−1eλu, m ∈ N, λ ∈ C+, є розв’язком рiвняння
(7.5) тодi i тiльки тодi, коли в т.λ функцiя має нуль порядку
k ≥ m.

Доведення. Нехай λ ∈ C+ i функцiя f (u) = eλu є розв’язком
рiвняння (7.5), тодi

0∫
−∞

eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0,

тобто

eλτ
0∫

−∞

eλu
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0,



258

з чого маємо G(λ) = 0. Отже, λ є нулем функцiї .
Навпаки, нехай G (λ) = 0, λ ∈ C+, тодi

0∫
−∞

eλu
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0.

Помноживши останню рiвнiсть на eλτ , маємо
0∫

−∞

eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0.

Отже, функцiя f (u) = eλu є розв’язком рiвняння (7.5).
Нехай функцiя в т. λ має нуль порядку k ≥ m, тодi

α

0∫
−∞

us
(
g+ (u)− g− (u)

)
ezudu = 0, α ∈ C+, 0 ≤ s ≤ m− 1.

β

0∫
−∞

τ ν
(
g+ (u)− g− (u)

)
eλνdu = 0, β ∈ C+, 0 ≤ ν ≤ +∞, ν ≤ 0,

тому, враховуючи формулу бiнома Ньютона, отримаємо:
0∫

−∞

(u + τ )m−1eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0, τ ≤ 0.

Навпаки, якщо функцiя u2eλu (обмежимось випадком m = 3,
бо iншi розглядаються подiбно) є розв’язком рiвняння (7.5), то

0∫
−∞

(u + τ )2eλ(u+τ)
(
g+ (u)− g− (u)

)
du = 0.

Тому G′′(λ) + 2τG′(λ) + τ 2G(λ) = 0. Оскiльки τ ≤ 0 довiльне,
то звiдси послiдовно отримуємо G′′(λ) = 0, G′(λ) = 0 i
G(λ) = 0.
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7.2 Теорема про представлення для парних функцiй

Множину всiх цiлих функцiй експоненцiйного типу σ ∈
(0; +∞), звуження яких на R належить до простору L2(R),
позначимо через PW 2

σ , а клас парних функцiй з PW 2
σ — че-

рез PW 2
σ,+. За теоремою Пелi-Вiнера клас PW 2

σ складається з
функцiй G, якi зображаються у виглядi

G(z) =

σ∫
−σ

eitzg(t)dt, g ∈ L2(−σ;σ),

а клас PW 2
σ,+ — iз функцiй G, зображуваних у виглядi G(z) =

Coσ(g, z), g ∈ L2(0;σ), де

Coσ(g, z) =
σ∫

0

cos(tz)g(t)dt.

Ми подамо опис класу Ê цiлих функцiй G, якi зображаються у
виглядi

G(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))g(t)dt, g ∈ L2(0; 1). (7.7)

Клас таких парних цiлих функцiй експоненцiйного типу
σ ≤ 1, для яких функцiя

G(w)−G(0)

w2

належить L1(R), функцiя

z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw
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належить L2(0; +∞) i виконується
+∞∫

−∞

G(w)−G(0)

w2
dw = 0, (7.8)

позначимо через E .

Теорема 7.5. Наступнi твердження є еквiвалентними:
1) G ∈ Ê ;
2) G ∈ E ;
3) рiвняння

f (z)− zf ′(z) = G(z) (7.9)

має на (0; +∞) розв’язок f = F , що належить PW 2
1,+;

4) G — парна цiла функцiя i функцiя

G̃(z) := G(z)− z

z∫
0

G′(w)

w
dw

належить до простору PW 2
1,+;

5) G — парна цiла функцiя експоненцiйного типу σ ≤ 1,
функцiя

G(w)−G(0)

w2

належить L1(R), функцiя

z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw

належить L2(0; +∞) i G(z) = G1(z) + G1(−z), де G1 — така
цiла функцiя, що виконується

|G1(z)| ≤ c1 (1 + |z|) /
√
1 + Im z, Imz ≥ 0. (7.10)
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Лема 7.2. Умови 1) i 3) еквiвалентнi. Якщо цi умови викона-
нi, то функцiя

G′(z)

z
теж належить до простору PW 2

1,+ i g можна знайти за ко-
жною з формул

g(t) =
2

π
Co+∞(F, t), (7.11)

g(t) =
2

πt2
Co+∞

(
G′(z)

z
, t

)
. (7.12)

Доведення. Нехай функцiя G зображається у виглядi (7.7). Тодi
G′(z) = zCo1(t2g(t), z) i G′(0) = 0. За теоремою Пелi-Вiнера
функцiї

F (z) = Co1(g, z),
G′(z)

z
= Co1(t2g(t), z) (7.13)

належать PW 2
1,+ i

F (z)− zF ′(z) = Co1(g, z) + z

1∫
0

t sin(tz)g(t)dt = G(z).

Тому необхiднiсть доведено. Зворотньо, якщо f = F — вказа-
ний розв’язок рiвняння (7.9), то теоремою Пелi-Вiнера f (z) =
Co1(g, z), g ∈ L2(0; 1). Тому

G(z) = f (z)− zf ′(z) = Co1(g, z) + z

1∫
0

t sin(tz)g(t)dt

i ми отримуємо зображення (7.7). Формули (7.11) та (7.12) ви-
пливають з рiвностей (7.13) i формули для оберненого косинус-
перетворення Фур’є.
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Зауваження 7.1. Множина всiх розв’язкiв рiвняння (7.9) на
промiжку (0; +∞) визначається формулою

f (z) = −zΦ(z)− Cz,

де C — довiльна стала i Φ(z) — одна з первiсних функцiї z−2G(z).
Якщо G — цiла функцiя (цiла функцiя експоненцiйного ти-
пу σ) i G′(0) = 0, то всi розв’язки рiвняння (7.9) є цiлими
функцiями (цiлими функцiями експоненцiйного типу σ). Се-
ред цих розв’язкiв може iснувати не бiльше одного з простору
L2(0; +∞). Важливо знайти вiдповiдну формулу для його зна-
ходження.

Лема 7.3. Умови 1) i 4) еквiвалентнi. Якщо цi умови вико-
нанi, то функцiю g можна знайти за формулою (7.11), в якiй
F = G̃.

Доведення. Нехай функцiя G зображається у виглядi (7.7). Тодi
z∫

0

G′(w)

w
dw =

1∫
0

t2
z∫

0

cos(tw)dwg(t)dt =

1∫
0

t sin(tz)g(t)dt.

Це означає, що

G̃(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))g(t)dt−z
1∫

0

t sin(tz)g(t)dt = Co1(g, z).

Тому за теоремою Пелi-Вiнера G̃ ∈ PW 2
1,+. До того ж, функцiя

f = G̃ є розв’язком рiвняння (7.9). Тому на основi леми 7.2
приходимо до потрiбного висновку.

Лема 7.4. Умови 1) i 2) еквiвалентнi.
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Доведення. Справдi, нехай G належить класу Ê ,

F (z) = Co1(g, z), F1(z) =

1∫
0

z sin(tz)tg(t)dt.

За теоремою Пелi-Вiнера функцiї F (z) i F1(z)/z належать до
простору Пелi–Вiнера PW 2

1 i

F (z) =

1∫
0

eitz

2
g(t)dt +

1∫
0

e−itz

2
g(t)dt.

Проста оцiнка з використанням нерiвностi Шварца показує, що

|G(z)| ≤ c1
e|Im z|√
1 + |Im z|

(1 + |z|), z ∈ C.

Отже, G є парною цiлою функцiєю експоненцiйного типу σ ≤ 1.
Далi,
+∞∫
x

∣∣∣∣G(w)w

∣∣∣∣2 dw ≤ 2

 +∞∫
x

∣∣∣∣F (w)w

∣∣∣∣2 dw +

+∞∫
x

∣∣∣∣F1(w)

w

∣∣∣∣2 dw
 < +∞

i з нерiвностi Шварца також отримаєм∣∣∣∣∣∣
+∞∫
x

G(w)

w2
dw

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1√
x

 +∞∫
x

∣∣∣∣G(w)w

∣∣∣∣2 dw
1/2

, x ∈ (0; +∞).

Тому G(w)
w2 належить L1(1; +∞). Крiм того, iнтегруючи части-

нами, одержимо
z∫

0

G′(w)

w
dw =

G(z)−G(0)

z
+

z∫
0

G(w)−G(0)

w2
dw.
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Тому

G̃(z) = G(z)− z

z∫
0

G′(w)

w
dw = G(0)− z

z∫
0

G(w)−G(0)

w2
dw

= −z
2

+∞∫
−∞

G(w)−G(0)

w2
dw + z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw, z ∈ (0; +∞).

Оскiльки всi написанi iнтеграли — збiжнi, G̃ ∈ L2(0; +∞) i
+∞∫
z

G(w)
w2 dw → 0, якщо (0; +∞) ∋ z → ∞, то виконується (7.9) i

функцiя z
+∞∫
z

G(w)
w2 dw належить L2(0; +∞). Тому доведення не-

обхiдностi завершено. Зворотньо, якщо вiдповiднi умови теоре-

ми виконанi, то G̃(z) = G(z)−z
z∫
0

G′(w)
w dw є функцiєю експонен-

цiйного типу σ ≤ 1 i

G̃(z) = z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw, z ∈ (0; +∞).

Тому G̃ належить L2(0; +∞) i належить PW 2
1,+. Отже, на основi

леми 7.3 приходимо до завершення доведення.

Наслiдок 7.5. Якщо функцiя G належить Ê , то

|G(z)| ≤ c1
e|Im z|√
1 + |Im z|

(1 + |z|) , z ∈ C,

+∞∫
x

∣∣∣∣G(w)w

∣∣∣∣2 dw < +∞,

∣∣∣∣∣∣
+∞∫
x

G(w)

w2
dw

∣∣∣∣∣∣ < +∞

для кожного x ∈ (0; +∞) i∣∣∣∣∣∣
+∞∫
x

G(w)

w2
dw

∣∣∣∣∣∣ = o
(
1/
√
x
)
, x→ +∞, lim

x→0+
x

+∞∫
x

G(w)

w2
dw = G(0).
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Приклад 7.2. Очевидно, cos z /∈ Ê .

Приклад 7.3. Нехай ρk = π
2 + (k − 1)π i Ω(z) = cos z. Тодi

функцiя

Ωk(z) =
Ω(z)

z2 − ρ2k

не належить до простору Ê , а функцiя

Tk(z) =
Ω(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)
, αk := −ρk − sin ρk

ρ3k
,

належить Ê .
Лема 7.5. Нехай (ρk : k ∈ N) — послiдовнiсть таких компле-
ксних чисел, що ρ2k ̸= ρ2m. якщо послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{0}),
ρ−k = −ρk, є пiдпослiдовнiстю нулiв деякої парної цiлої фун-
кцiї D i

|D(z)| ≤ c1 (|z| + 1)β exp (|Im z|) , z ∈ C, β < 3/2,

то для кожного m ∈ Z\{−1; 0; 1}, iснують такi числа a i b,
що |a| + |b| ̸= 0 i функцiя

G(z) = b
D(z)

z2 − ρ2m
− a

D(z)

z2 − ρ21
,

належить до простору Ê .
Доведення. Справдi, функцiя G є парною цiлою функцiєю екс-
поненцiйного типу σ ≤ 1. Оскiльки β < 3/2 i

lim
x→0+

x

+∞∫
x

|G(w)|
|w|2

|dw| < +∞,

то функцiя z
+∞∫
z

G(w)
w2 dw належить L2(0; +∞). Нехай

Ωm(z) =
D(z)

z2 − ρ2m
.
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Тодi iнтеграли
+∞∫

−∞

G(z)−G(0)

z2
dz,

+∞∫
−∞

Ωm(z)− Ωm(0)

z2
dz

є збiжними i
+∞∫

−∞

G(z)−G(0)

z2
dz = b

+∞∫
−∞

Ωm(z)− Ωm(0)

z2
dz

−a
+∞∫

−∞

Ω1(z)− Ω1(0)

z2
dz.

Тому числа a i b можна пiдiбрати так, щоб |a| + |b| ̸= 0 i
+∞∫

−∞

G(z)−G(0)

z2
dz = 0.

Звiдси на основi леми 7.4 отримаємо потрiбне.

Лема 7.6. Умови 1) i 5) еквiвалентнi.

Доведення. Справдi, якщо G ∈ Ê , то G(z) = G1(z) +G2(z), де

G1(z) :=

1∫
0

(
eitz

2
+
eitz

2i
zt

)
g(t)dt,

G2(z) :=

1∫
0

(
e−itz

2
− e−itz

2i
zt

)
g(t)dt.

При цьому G2(z) = G1(−z) i за нерiвнiстю Шварца

|G1(z)| ≤
1

2
(1 + |z|) ∥g∥

 1∫
0

e−2ytdt

1/2
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=
1

2
(1 + |z|) ∥g∥

(
1− e−2y

2y

)1/2

≤ c1 (1 + |z|) /
√
1 + Im z, z = x + iy,

тому виконується нерiвнiсть (7.10). З iншого боку, якщо G за-
довiльняє умови теореми, то функцiя

2G1(z)−G(0)

z2

є цiлою,

lim
r→+∞

1

r

π∫
0

G1(re
iφ)dφ = 0

i тому
+∞∫

−∞

G(z)−G(0)

z2
dz =

∫
(−∞;−r]

2G1(z)−G(0)

z2
dz

+

0∫
π

2G1(re
iφ)−G(0)

r
e−iφidφ

+

∫
[r;+∞)

2G1(z)−G(0)

z2
dz → 0, (0; +∞) ∋ r → +∞.

Залишилось скористатися лемою 7.4.

Зауваження 7.2. Теорема 7.5 дає опис функцiй G, для яких
диференцiальне рiвняння (7.9) має розв’язок у вiдповiдному про-
сторi. Подiбнi задачi розглядаються в багатьох дослiдженнях
(див. [120]).
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7.3 Умови повноти та мiнiмальностi

Спираючись на результати попереднього пiдроздiлу, дослi-
джуємо питання повноти i мiнiмальностi однiєї системи фун-
кцiй.

Теорема 7.6. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть
таких рiзних комплексних чисел, що ρ2k ̸= ρ2m, якщо k ̸= m.
Система {vk : k ∈ N}, vk(t) = cos tρk + tρk sin tρk є непов-
ною в просторi L2(0; 1) тодi i тiльки тодi, коли послiдовнiсть
(ρk : k ∈ Z\{0}), ρ−k := −ρk, є пiдпослiдовнiстю нулiв деякої
ненульової цiлої функцiї G ∈ E .

Доведення. За вiдомим критерiєм Банаха неповнота системи в
просторi L2(0; 1) рiвносильна iснуванню ненульової функцiiї g ∈
L2(0; 1), для якої

1∫
0

(cos(tρk) + tρk sin(tρk))g(t)dt = 0,

тобто iснуванню цiлої функциї G ̸= 0, яка зображається у ви-
глядi (7.7) i має нулi у всiх точках ρk.

Теорема 7.7. Нехай (ρk : k ∈ N) — послiдовнiсть комплексних
чисел таких, що ρ2k ̸= ρ2m, якщо k ̸= m i послiдовнiсть (ρk : k ∈
Z\{0}), ρ−k := −ρk, є послiдовнiстю нулiв деякої парної цiлої
функцiї D експоненцiйного типу σ ∈ [0; +∞), для якої при
деякiй сталiй c2 > 0 на променях arg z = φj, j ∈ {1; 2; 3; 4},
φ1 ∈ [0; π/2), φ2 ∈ [π/2;π), φ3 ∈ [π; 3π/2), φ4 ∈ [3π/2; 2π),
виконується

|D(z)| ≥ c2 (1 + |z|) exp (Im |z|) .

Тодi система {vk : k ∈ N} є повною у просторi L2(0; 1).
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Доведення. Припустимо, що система не є повною. Тодi iснує
функцiя G ∈ E , для якої послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{0}),
ρ−k := −ρk, є пiдпослiдовнiстю нулiв. За наслiдком 7.5 |G(z)| ≤
c1

e|Im z|√
1+|Im z|

(1 + |z|). Тому функцiя T (z) = G(z)/D(z) — цiла

функцiя, порядок якої не перевищує 1 i |T (z)| ≤ c1/
√

1 + |Im z|,
z ∈ C. У вiдповiдностi з принципом Фрагмена-Лiндельофа
T (z) ≡ 0. Тому G(z) ≡ 0. Суперечнiсть.

Теорема 7.8. Нехай (ρk : k ∈ N) — послiдовнiсть таких ком-
плексних чисел, що ρ2k ̸= ρ2m, якщо k ̸= m i послiдовнiсть
(ρk : k ∈ Z\{0}), ρ−k := −ρk, є послiдовнiстю нулiв деякої
парної цiлої функцiї D /∈ E експоненцiйного типу σ ∈ [0; +∞),
для якої при деяких сталих α < 3/2, c2 > 0 i r0 ∈ R на про-
менях arg z = φj, j ∈ {1; 2; 3; 4}, φ1 ∈ [0; π/2), φ2 ∈ [π/2;π),
φ3 ∈ (π; 3π/2], φ4 ∈ (3π/2; 2π), виконується

|D(z)| ≥ c2 (1 + |z|)−α exp (Im |z|) .

Тодi система {vk : k ∈ N} є повною в просторi L2(0; 1).

Доведення. Припустимо, що система не є повною. Тодi iснує
функцiя G ∈ E , для якої послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{0}),
ρ−k := −ρk, є пiдпослiдовнiстю нулiв. З наслiдку 7.5 одержуємо
|G(z)| ≤ c1

e|Im z|√
1+|Im z|

(1 + |z|) . Тому функцiя T (z) = G(z)/D(z)

є цiлою функцiєю, порядок якої не перевищує 1 i |T (z)| ≤
c1 (1 + |z|)1+α /

√
1 + |Im z|, z ∈ C. За принципом Фрагмена-

Лiндельофа T — многочлен степеня, меншого 2. Оскiльки T

— парна цiла функцiя, то T — стала. Отже, D = c2G, а тому
D ∈ E . Суперечнiсть.

Наслiдок 7.6. Нехай ρk = π
2 +(k− 1)π. Тодi система {vk : k ∈

N} є повною у просторi L2(0; 1).
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Доведення. Це твердження випливає з теореми 7.8, бо у вiдпо-
вiдностi до прикладу 7.3 функцiя D(z) = cos z задовiльняє її
умови.

Система (vk : k ∈ N) гiльбертового простору називається
мiнiмальною, якщо для кожного n ∈ N елемент vn не нале-
жить замиканню лiнiйної оболонки системи {vk : k ∈ N0\{n}}.
Система є мiнiмальною тодi i тiльки тодi, коли вона має бiор-
тогональну систему [56].

Теорема 7.9. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть
таких рiзних комплексних чисел, що ρ2k ̸= ρ2m, якщо k ̸= m.
Якщо послiдовнiсть (ρk : k ∈ N) є пiдпослiдовнiстю нулiв та-
кої парної функцiї D, яка у всiх точках ρk ̸= 0 має простi
нулi, а в точцi z = 0 має, можливо, нуль кратностi m ≤ 2,

для деяких αk ∈ C i s ∈ C, s2 ̸= ρ2ν для всiх ν ∈ N, фун-
кцiя Tk(z) =

D(z)

z2−ρ2k

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)

або функцiя T̃k(z) =
D(z)

z2−ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)

належить до простору E , то система
{vk : k ∈ N} має в просторi L2(0; 1) бiортогональну систе-
му (gk : k ∈ N) i її, зокрема, складають функцiї gk, визначенi
формулою ḡk(t) =

2
πt2

Co1
(
D′
k(z)

z , t
)
, де

Dk(z) =
D(z)

ξk(z2 − ρ2k)

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)
,

ξk =

{
D′(ρk)
2ρk

(ρ2k − s2), ρk ̸= 0,
D′′(ρk)

2 (ρ2k − s2), ρk = 0.

або, вiдповiдно,

D̃k(z) =
D(z)

ξk(z2 − ρ2k)

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)
, ξk =

{
D′(ρk)
2ρk

, ρk ̸= 0,
D′′(ρk)

2 , ρk = 0.
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Доведення. Функцiя Tk належить до простору E . Отже, знайду-
ться функцiї gk ∈ L2(0; 1) такi, що

Tk(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))gk(t)dt.

Але Tk(ρn) = 0, якщо n ̸= k, i

Tk(ρk) =

{
D′(ρk)
2ρk

(ρ2k − s2), ρk ̸= 0,
D′′(ρk)

2 (ρ2k − s2), ρk = 0,

у випадку, якщо Tk(z) = D(z)

z2−ρ2k

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)
, i

T̃k(ρk) =

{
D′(ρk)
2ρk

, ρk ̸= 0,
D′′(ρk)

2 , ρk = 0.

якщо T̃k(z) =
D(z)

z2−ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)
. Це разом с теоремою 7.5

приводить нас до завершення доведення.

Лема 7.7. Нехай G ∈ E . Якщо ζ ̸= 0 — нуль кратностi p ≥ 1

або ζ = 0 — нуль кратностi 2p функции G, то при довiльному
b ∈ C функцiя R(w)−R(0)

w2 належить до простору L1(R) i функцiя

z
+∞∫
z

R(w)
w2 dw належить до простору L2(0; +∞), якщо R(z) =

z2−b2
(z2−ζ2)pG(z).

Доведення. Справдi, функцiя R(w)−R(0)
w2 є цiлою, тому з наслiдку

7.5 маємо виконання першої з доводжуваних умов. Для випадку
p = 1 друга умова випливає з рiвностi

z

+∞∫
z

R(w)

w2
dw = z

+∞∫
z

G(w)

w2
dw+z(ζ2−b2)

+∞∫
z

1

w2

G(w)

w2 − ζ2
G(w)dw,
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оскiльки при |z| > 2|ζ| + 1∣∣∣∣∣∣z
+∞∫
z

1

w2

G(w)

w2 − ζ2
dw

∣∣∣∣∣∣
≤ |z|

 +∞∫
z

∣∣∣∣ 1

w (w2 − ζ2)

∣∣∣∣2 dw
+∞∫
z

∣∣∣∣G(w)w

∣∣∣∣2 dw
1/2

≤ c/|z|−3/2

для деякої додатної сталої c. Випадок p > 1 розглядається ана-
логiчно.

Теорема 7.10. Нехай (ρk : k ∈ N) — довiльна послiдовнiсть
рiзних комплексних чисел таких, що ρ2k ̸= ρ2m при k ̸= m. Си-
стема {vk : k ∈ N} є повною i мiнiмальною в L2(0; 1) тодi i
тiльки тодi, кодi послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{0}), ρ−k := −ρk,
k ∈ N, є послiдовнiстю нулiв такої парної цiлої функцiї D /∈ E ,
що для деяких αk ∈ C i s ∈ C, s2 ̸= ρ2ν для всiх ν ∈ N, функцiя

Tk(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)

або функцiя

T̃k(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)

належить до простору до E .

Доведення. Достатнiсть випливає з теорем 7.6 i 7.9. Доведемо
необхiднiсть. Вважаємо, що ρ1 = 0, якщо один з членiв по-
слiдовностi (ρk : k ∈ N) дорiвнює нулевi. Якщо розглядува-
на система — мiнiмальна, то iснують такi ненульовi функцiї
γn ∈ L2(0; 1), що

1∫
0

(cos(tρk) + tρk sin(tρk))γn(t)dt =

{
1, k = n,

0, k ̸= n.
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Нехай

Sk(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))γk(t)dt.

Функцiя Sk(z) є парною цiлою функцiєю i послiдовнiсть (ρm :

m ∈ Z\{−k; 0; k}), ρ−m := −ρm, є пiдпослiдовнiстю її нулiв.
Розглянемо можливi випадки.

1. Нехай кожна функцiя Sk iнших нулiв не має, тобто по-
слiдовнiсть (ρm : m ∈ Z\{−k; 0; k}) є послiдовнiстю її нулiв. В
цьому випадку шуканою буде функцiя D(z) = (z2 − ρ21)S1(z).
Справдi, послiдовнiсть (ρm : m ∈ Z\{0}) є послiдовнiстю її ну-
лiв i D /∈ E , оскiльки в протилежному випадку система {vk :

k ∈ N} була б неповною за теоремою 7.6. Далi, функцiя
T1(z) := D(z)

z2−ρ21

(
(z2 − s2)− α1(z

2 − ρ21)
)
= (ρ21 − s2)S1(z) нале-

жить E , якщо α1 = 1 i s — довiльне число, для якого s2 ̸= ρ2k.
Нехай αk = 1 i Tk(z) :=

D(z)

z2−ρ2k

(
(z2 − s2)− αk(z

2 − ρ2k)
)
= (ρ2k −

s2)
z2−ρ21
z2−ρ2k

S1(z). Також D є цiлою функцiєю експоненцiйного ти-
пу σ ≤ 1, має нулi у всiх точках ρk i тiльки в них; D /∈ E ,
оскiльки в протилежному випадку система була б неповною за
теоремою 7.11. Функцiї Sk i Tk обидвi є парними функцiями екс-
поненцiйного типу i їх послiдовностi нулiв спiвпадають. Тому
вони вiдрiзняються тiльки на сталий множник. Отже, скори-
ставшись лемою 7.7, переконуємось, що функцiя D задовiльняє
всi умови теореми.

2. Нехай iснує таке ν, що функцiя Sν має нуль s ̸= ρm,
s ̸= 0, тобто послiдовнiсть нулiв функцiї Sν, крiм членiв ρm,
m ∈ Z\{−ν; 0; ν}, має ненульовi члени s ̸= ρm i −s ̸= ρµ. Тодi s
є простим нулем. Справдi, припустимо, що s є нулем кратностi
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ms > 1. Розглянемо функцiї

ψ1(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)

i
ψ2(z) =

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)2
.

Тодi iнтеграли
+∞∫

−∞

ψ1(z)− ψ1(0)

z2
dz,

+∞∫
−∞

ψ2(z)− ψ2(0)

z2
dz

збiгаються. Якщо другий з них рiвний нулю, то функцiя ψ2 за
лемою 7.7 належить E . Але функцiя ψ2 має нулi у всiх точках
ρk, k ∈ Z\{0}, а це суперечить повнотi системи. Якщо ж другий
iнтеграл не рiвний нулю, то знайдеться таке β, що

+∞∫
−∞

ψ1(z)− ψ1(0)

z2
dz = β

+∞∫
−∞

ψ2(z)− ψ2(0)

z2
dz.

Тодi функцiя ψ(z) = ψ1(z) − βψ2(z) належить E . Але функцiя
ψ також має нулi у всiх точках ρk. Крiм цього,

ψ(z) = ψ1(z)− βψ2(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)2
(
z2 − s2 − β

)
̸ ≡0.

Отже, система є неповною. Суперечнiсть. Далi, iнших нулiв,
вiдмiнних вiд s i ρk функцiя Sν не має, тобто послiдовнiсть нулiв
функцiї Sν складається з чисел ρk, k ∈ Z\{0}, s i −s, причому
всi вони в послiдовнiсть нулiв входять по одному разу. Справдi,
припустимо протилежне, тобто що послiдовнiсть нулiв функцiї
Sν мiстить ще один член s̃ (можливо, s̃ = ρk для деякого k).
Розглянемо функцiї

χ1(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)
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i
χ2(z) =

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s̃2)
.

Тодi iнтеграли
+∞∫

−∞

χ1(z)− χ1(0)

z2
dz,

+∞∫
−∞

χ2(z)− χ2(0)

z2
dz

збiгаються. Якщо другий з них рiвний нулю, то функцiя χ2 за
лемою 7.7 належить E . Але функцiя χ2 має нулi у всiх точках
ρk, а це суперечить повнотi системи. Якщо ж другий iнтеграл
не рiвний нулю, то знайдеться таке β, що

+∞∫
−∞

χ1(z)− χ1(0)

z2
dz = β

+∞∫
−∞

χ2(z)− χ2(0)

z2
dz.

Тодi функцiя χ(z) = χ1(z) − βχ2(z) належить E . Але функцiя
χ також має нулi у всiх точках ρk. Крiм цього,

χ(z) = χ1(z)− βχ2(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)
− β

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s̃2)

=
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)(z2 − s̃2)
((1− β)z2 + βs2 − s̃2) ̸ ≡0.

Отже, система є неповною. Суперечнiсть. Нехай

D(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s2)

i
Tk(z) =

D(z)

z2 − ρ2k

(
(z2 − s̃2)− αk(z

2 − ρ2k)
)
.

Тодi функцiя D має нулi у всiх точках ρm i D /∈ E . Крiм цього,

Tk(z) =

(
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z2 − ρ2k
− αk

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − s̃2)

)
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i можна пiдiбрати α1 так, щоб
+∞∫

−∞

Tk(z)− Tk(0)

z2
dz = 0,

тобто D є шуканою функцiєю.
3. Нехай iснує таке ν, що функцiя Sν має в деякiй точцi ρj ̸=

0 нуль кратностi mj ≥ 2. Тодi mk = 2. Справдi, припустимо,
що mk > 2. Тодi розглянемо функцiї

ϖ1(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − ρ2j)

i
ϖ2(z) =

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − ρ2j)
2

та знову, як i вище, приходимо до суперечностi. Крiм цього, по-
дiбно переконуємось, що всi iншi вiдмiннi вiд нуля нулi функцiї
Sν є простими i функцiя не має нулiв, вiдмiнних вiд точок ±ρm.
Нехай

D(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − ρ2j)

i
Tk(z) =

D(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)
.

Тодi функцiя D має нулi у всiх точках ρm i D /∈ E . Крiм цього,

Tk(z) =
D(z)

z2 − ρ2k
− αkD(z),

D(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − ρ2k)(z
2 − ρ2j)

− αk
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

(z2 − ρ2j)
.

i можна пiдiбрати αk так, що
+∞∫

−∞

Tk(z)− Tk(0)

z2
dz = 0.
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Тодi Tk ∈ E , тобто функцiя D — шукана.
4. Нехай ρ1 = 0 та iснує таке ν, що функцiя Sν має в точцi

ρ1 нуль кратностi m1 ≥ 4. Тодi ρ1 ̸= ρν i m1 = 4. Справдi, в
протилежному випадку m1 ≥ 6. Розглянемо функцiї

ω1(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z2

i
ω2(z) =

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z4
.

Тодi iнтеграли
+∞∫

−∞

ω1(z)− ω1(0)

z2
dz,

+∞∫
−∞

ω2(z)− ω2(0)

z4
dz

збiгаються. Якщо другий з них рiвний нулю, то функцiя ω2

належить E . Але функцiя ω2 має нулi у всiх точках ρk, а це
суперечить повнотi системи. Якщо ж другий iнтеграл не рiвний
нулю, то знайдеться таке β, що

+∞∫
−∞

ω1(z)− ω1(0)

z2
dz = β

+∞∫
−∞

ω2(z)− ω2(0)

z2
dz.

Тодi функцiя ω(z) = ω1(z) − βω2(z) належить E . Але функцiя
ω також має нулi у всiх точках ρk. Крiм цього,

ω(z) = ω1(z)− βω2(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z2
− β

(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z4

=
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z4
(
z2 − β

)
̸ ≡0.

Отже, система не є повною. Суперечнiсть. Крiм цього, подiбно
переконуємось, що всi iншi вiдмiннi вiд нуля нулi функцiї Sν є
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простими i ця функцiя не має iнших нулiв, вiдмiнних вiд точок
±ρm. Нехай

D(z) =
(z2 − ρ2ν)Sν(z)

z2

i
Tk(z) =

D(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)
.

Тодi функцiя D має нулi у всiх точках ρm, D /∈ E i αk можна
пiдiбрати так, що

+∞∫
−∞

Tk(z)− Tk(0)

z2
dz = 0.

Тодi T1 належить E , функцiя D є шуканою i доведення необхi-
дностi завершено, а достатнiсть випливає з попередньої теоре-
ми.

Зауваження 7.3. Теорема 7.10 вiдрiзняється вiд її аналога
для систем експонент [122], [56] наявнiстю двох випадкiв, якi
насправдi можливi.

Для деяких застосувань [120], [156] важливим є випадок,
коли ρk – нулi функцiї Q(s) = (α− β)(cos s+ s sin s) + βs2 cos s,
де α i β — довiльнi дiйснi числа, |α| + |β| ̸= 0. Її послiдовнiсть
нулiв позначимо через (ρk : k ∈ Z\{0}). Функцiя Q є парною i
тому разом з нулем ρk має i нуль −ρk. Крiм цього, Q(s) = Q(s) i
тому разом з нулем ρk має i нуль ρk. Будемо вважати, що ρk ≥ 0

або Im ρk > 0 при k > 0 i ρ−k = ρk при k < 0.

Лема 7.8. Якщо α ̸= β то функцiя Q має нескiнченну мно-
жину нулiв, всi її нулi, за винятком хiба що скiнченної їх кiль-
костi, є дiйсними, простими, вiдмiнними вiд нуля.
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Доведення. Справдi, Q′(s) = (α+β)s cos s−βs2 sin s. Якщо s —
кратний нуль, то

(α + β)s cos s− βs2 sin s = 0 (7.14)

i
(α− β)(cos s + s sin s) + βs2 cos s = 0. (7.15)

Якщо β = 0, то одержимо систему рiвнянь αs cos s = 0 i α(cos s+
s sin s) = 0, а ця система не має розв’язкiв. Якщо ж β ̸= 0,
то кратними нулями можуть бути тiльки тi s, для яких (α −
β)
(
β2s2 + α + 2β

)
cos s = 0. Далi, коренi рiвняння cos s = 0 не є

коренями рiвняння (7.15). Тому якщо s — кратний нуль функцiї
Q, то β2s2 + α + 2β = 0. У випадку, коли β ̸= 0 i α + 2β = 0,
коренем останнього рiвняння є тiльки число s = 0. Але s = 0

не є нулем функцiї Q. Якщо ж β ̸= 0 i α + 2β ̸= 0, то кратним
нулем функцiї Q может бути тiльки число

s =

√
(α− β)(α + 2β)

β
.

Пiдставивши це значення s в рiвняння (7.14), одержимо

tg s =
(α + β)√

(α− β)(α + 2β)
.

З iншого боку, пiдставивши це ж s в рiвняння (7.15), знаходимо

tg s = − (α + 3β)√
(α− β)(α + 2β)

.

Тому β = 0. Суперечнiсть. Значить, всi нулi функцiї Q є про-
стими. До того ж,

Q(s) =
1

2

(
(α− β)(eis + e−is − iseis + ise−is) + βs2eis + βs2e−is

)
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i
Q(s) =

1

2

(
β(t2 + 2itτ − τ 2)eIm s

+βs2e−is(α− β)(eis + e−is − iseis + ise−is)
)
, s = t + iτ.

Тому для кожного τ > 0 (вважаємо, що β ̸= 0) Im s = τ

|Q(s)| ≥ 1

2

(
|β| t2

∣∣eIm s
∣∣

−
∣∣β(2itτ − τ 2)eIm s + βs2e−is(α− β)(eis + e−is − iseis + ise−is)

∣∣)
=

1

2
|β| t2

∣∣eIm s
∣∣ (1 + o(1)) ,

якщо s→ ∞. Аналогiчно,

|Q(s)| ≥ 1

2

(
|β| t2

∣∣eIm s
∣∣

−
∣∣β(2itτ − τ 2)eIm s + βs2e−is(α− β)(eis + e−is − iseis + ise−is)

∣∣)
=

1

2
|β| t2

∣∣e− Im s
∣∣ (1 + o(1)) ,

для кожного τ < 0, якщо s → ∞. Значить, всi нулi функцiї Q
за винятком, можливо, скiнченної їх кiлькостi, є дiйсними.

Лема 7.9. Нехай α ̸= β, ρk — нулi функцiї Q. Тодi функцiя

Gk(z) =
G(z)

z2 − ρ2k

не належить до простору E ,

θk := − π

ρ3k

(
(α− β) (sin ρk − ρk cos ρk) + βρ2k sin ρk

)
̸= 0,

а функцiя Gk(z) − akG1(z) належить цьому простору, якщо
αk = θk/θ1.
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Доведення. Справдi,
+∞∫

−∞

Gk(z)−Gk(0)

z2
dz

=
1

2ρ2k

+∞∫
−∞

(α− β)ρ2k

(
eiz + e−iz + zeiz

i − ze−iz

i

)
z2(z2 − ρ2k)

dz

+
1

2ρ2k

+∞∫
−∞

βρ2kz
2
(
eiz + e−iz

)
+ 2(α− β)(z2 − ρ2k)

z2(z2 − ρ2k)
dz

=
πi

2ρ2k

(α− β)ρ2k

(
eiρk + ρke

iρk

i

)
+ βρ2kρ

2
ke
iρk

2ρ3k

−
(α− β)ρ2k

(
e−iρk − ρke

−iρk

i

)
+ βρ2kρ

2
ke

−iρk

2ρ3k


= − π

ρ3k

(
(α− β) (sin ρk − ρk cos ρk) + βρ2k sin ρk

)
= θk.

Якщо ж припустити, що θk = 0, то одержимо

ρk tg ρk =
ρ2k(

βρ2k
(α−β) + 1

).
Але (α− β)(cos ρk + ρk sin ρk) + βρ2k cos ρk = 0. Тому

ρk tg ρk = − β

(α− β)
ρ2k − 1.

Звiдси отримаємо (
βρ2k

(α− β)
+ 1

)2

= −ρ2k,

тому отримаємо суперечнiсть. Для завершення доведення леми
залишилось скористатися теоремою 7.5.
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Теорема 7.11. Нехай α i β — довiльнi комплекснi числа, |α|+
|β| ̸= 0, а {ρk : k ∈ N}, — множина тих нулiв функцiї G(s) =
(α− β)(cos s+ s sin s) + βs2 cos s, для яких ρk ≥ 0 або Im ρk > 0.
Нехай ρ1 = 0, якщо 0 ∈ {ρk : k ∈ N}. Тодi система (vk : k ∈
N\{1}) є повною i мiнiмальною в просторi L2(0; 1).

Доведення. Послiдовнiсть (ρk : k ∈ Z\{−1; 0; 1}), де ρ−k = −ρk,
є послiдовнiстю нулiв функцiї D(z) = G(z)

z2−ρ21
. Ця функцiя за-

довiльняє умови теореми 7.8, тому система (vk : k ∈ N\{1})
є повною. Далi, якщо α ̸= β i αk = θk/θ1, то, скориставшись
лемою 7.9, переконуємось, що функцiя

Tk(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
(z2 − ρ21)− αk(z

2 − ρ2k)
)

=
G(z)

z2 − ρ2k
− αk

G(z)

z2 − ρ21
= Gk(z)− αkG1(z)

належить E . Крiм того, якщо α = β i

αk = −ρk − sin ρk
ρ3k

,

то у вiдповiдностi з прикладом 7.3

T̃k(z) =
D(z)

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)
=
β cos z

z2 − ρ2k

(
1− αk(z

2 − ρ2k)
)

належить до простору E . Отже, з теореми 7.10 випливає, що
розглядувана система має бiортогональну, що i вимагалось до-
вести.
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7.4 Висновки до роздiлу 7

У цьому роздiлi розглядаються питання застосування одер-
жаних ранiше результатiв та порiвняння рiзних повних систем
функцiй. Гiпотеза Рiмана має понад 150-лiтню iсторiю дослi-
джень та залишається однiєю з найвiдомiших вiдкритих мате-
матичних проблем. Вiдомо багато її еквiвалентних формулю-
вань у термiнах повноти систем функцiй. Подiбнi результати
одержали, зокрема, А. Бьорлiнг, Б. Нiман, П. Лакс, Н. Нiколь-
ський, Ж.-Ф. Бурноль. Ми застосовуємо одержаний в роздiлi
4 критерiй циклiчностi для простору H2

σ(C+) до дослiдження
дзета-функцiї Рiмана. Також розглядається повнота деякої си-
стеми функцiй спецiального вигляду у одному просторi цiлих
функцiй, що є близьким, у деякому сенсi, до простору Пелi-
Вiнера. Одержано такi твердження:

• встановлено еквiвалентнiсть гiпотези Рiмана i повноти де-
якої системи функцiй, чим узагальнено один результат Ж.-
Ф. Бурноля;

• показано, що система, повнота якої є еквiвалентною гiпотезi
Рiмана, має iстотно iншi апроксимацiйнi властивостi, нiж
розглянута Ж.-Ф. Бурнолем;

• отримано теорему про представлення для функцiй вигляду

G(z) =

1∫
0

(cos(tz) + tz sin(tz))g(t)dt, g ∈ L2(0; 1);

• встановлено критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi
системи {cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).



Висновки

Дисертацiя мiстить новi науково обгрунтованi результати,
що в сукупностi значно просувають теорiю просторiв аналiти-
чних функцiй.

Змiст основних результатiв дисертацiї полягає в наступно-
му:

• знайдено критерiй циклiчностi функцiй у просторi H2
σ(C+);

• отримано опис трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у
просторi H2

σ(C+);

• знайдено нову реалiзацiю принципу невизначеностi в гар-
монiчному аналiзi для пари функцiй: функцiї та їх пере-
творення Фур’є не можуть бути одночасно дуже малими;

• встановлено для функцiй iз простору Hp
σ(C+), σ > 0,

1 ≤ p < +∞, еквiвалентнiсть швидкого зростання у де-
якому сенсi по уявнiй осi та швидкого спадання по уявнiй
осi;

• знайдено новi зображення для функцiй з вагових просторiв
Гардi;

• встановлено критерiй розщеплення функцiй iз W 1
σ ;

• завершено встановлення аналогу теорiї спектрального ана-
лiзу В.П. Гурарiя для простору Гардi-Смiрнова у пiвсмузi
E2[Dσ];

284



285

• одержано аналог теореми про зображення та теореми про
згортку для просторiв типу Смiрнова у багатокутнiй нео-
бмеженiй областi;

• знайдено новий еквiвалент гiпотези Рiмана, чим узагальне-
но один результат Ж.-Ф. Бурноля;

• встановлено критерiй повноти та критерiй мiнiмальностi
системи {cos tρk + tρk sin tρk : k ∈ N} у просторi L2(0; 1).

Основнi результати дисертацiї мають завершений вигляд
або критерiальний характер. При їх отриманнi використовую-
ться класичнi та сучаснi методи комплексного та функцiональ-
ного аналiзу та деякi прийоми з робiт А. Бьорлiнга, Б. Я. Левi-
на, Ю. I. Любарського, А. М. Сєдлєцкого, Б. В. Винницького,
В. П. Гурарiя.

На основi доведених у роздiлах 4 i 7 результатiв можна ви-
сунити такi загальнi принципи:

1) якщо перетворення Фур’є суми двох функцiй є ”дуже
малим” при природних обмеженнях на самi функцiї, то кожна
з функцiй є ”дуже малою”;

2) для функцiй експоненцiального зростання у пiвплощинi
”екстремальне” зростання їх модуля на межi є еквiвалентним
”екстремальному” спаданню всерединi пiвлощини;

3) циклiчнiсть функцiї iз вагового простору Гардi є еквiва-
лентною вiдсутностi ”екстремальностi” в поведiнцi модуля фун-
кцiї.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер. Вони
можуть бути застосованими у подальших дослiдженнях з те-
орiї аналiтичних функцiй, зокрема просторiв типу Гардi, Не-
ванлiнни та Бергмана, теорiї iнтерполяцiї, теорiї наближення,
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рядiв Дiрiхле, також при вивченнi мероморфних та субгармо-
нiйних функцiй, в теорiї ймовiрностi. Як i результати класичної
теорiї просторiв Гардi, одержанi результати можуть отримати
застосування у теорiї iнформацiї, квантовiй механiцi, теорiї ке-
рування, сейсмологiї та iнших дисциплiнах.
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[152] Strömberg J.-O. Weighted Hardy spaces / J.-O. Strömberg, V. Torchi-
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