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ПЕРЕЛIК ПОЗНАЧЕНЬ

S = {s = σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} – пiвсмуга;

Rη = {σ + it : 0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π} – прямокутник;

{sj} – послiдовнiсть нулiв функцiї f в S, sj = σj + itj;

{pj} – послiдовнiсть полюсiв функцiї f в S;

S∗ = S \
⋃
j

({τσj + itj} ∪ {τRepj + iImpj}), 1 ≤ τ <∞;

log f(s) = log f(s0) +

s∫
s0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ та

argf = Im log f, де iнтеграл береться по деякому шляху в S∗ ∪ ∂S;

A(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

argf(σ + it)dt− iнтегральнi середнi функцiї f в S∗;

N(σ, f) =

σ∫
0

n(η, f)dη, де n(η, f) –лiчильна функцiя полюсiв функцiї

f, f(σ) = f(σ + 2πi), у прямокутнику Rη;
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m0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+|f(σ + it)|dt, де x+ = max{0, x};

T (σ, f) = m0(σ, f) − σ

σ0
m0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)m0(0, f) + N(σ, f), σ ≥

σ0 > 0 – характеристика Неванлiнни функцiї f, f(σ) = f(σ + 2πi);

lk(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(σ + it)dt, k ∈ Z;

ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt, k ∈ Z;

λ(σ) – функцiя зростання;

Λ – клас мероморфних в S функцiй f, f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, скiн-

ченного λ - типу;

ΛH – клас голоморфних в S функцiй f, f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0,

скiнченного λ - типу;

c0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt;

{z : |z| ≥ 1} – зовнiшнiсть одиничного круга;

N0(r, F ) =

r∫
1

n0(t, F )

t
dt, r ≥ 1, де n0(t, F ) – лiчильна функцiя полю-

сiв F у кiльцi {z : 1 < |z| ≤ t};

c0(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

log |F (reit)|dt, r ≥ 1;
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T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F )+

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F )+N0(r, F ),

r ≥ r0 > 1− характеристика Неванлiнни мероморфної в {z : |z| ≥ 1}

функцiї F ;

Λ(∞)– клас мероморфних функцiй скiнченного λ - типу в {z : |z| ≥ 1};

ΛH(∞) – клас голоморфних функцiй скiнченного λ - типу в {z : |z| ≥

1};

λ1(σ)– функцiя зростання ( λ1(σ) = λ(eσ), σ > 0);

Z = {zj} -послiдовнiсть комплексних чисел iз {z : |z| ≥ 1};

n(t, Z) – лiчильна функцiя послiдовностi Z в кiльцi {z : 1 ≤ |z| ≤ t};

H = {z : Im z > 0} – верхня пiвплощина;

H∗ = H\{0} – проколене замикання верхньої пiвплощини;

At = {z ∈ H : qt < |z| ≤ t}, t > 0, 0 < q < 1 – пiвкiльце;

Mq – клас мультиплiкативно перiодичних мероморфних в H∗ функцiй

f з мультиплiкатором q, 0 < q < 1 (тобто функцiй f ∈ H∗, для яких

виконується f(qz) = f(z)).

Lq – клас локсодромних функцiй f з мультиплiкатором q, 0 < q < 1.

o
n(r, f)− лiчильна функцiя полюсiв f у кiльцi {z : 1/r < |z| < r};

o

T (r, f) =
o

N(r, f) +
o
m(r, f), 1 ≤ r - характеристика Неванлiнни фун-
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кцiї f у кiльцi {z : 1/r < |z| < r};

o
m(r, f) = m(r, f) +m

(
1

r
, f

)
− 2m(1, f), де x+ = max{0, x};

o

N(r, f) =

r∫
1

o
n(r, f)

r
dr.
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ВСТУП

Провiдну роль у вивченнi класiв аналiтичних функцiй вiдiграють до-

слiдження властивостей цiлих та мероморфних функцiй, що узагаль-

нюють многочлени та рацiональнi функцiї. Розвиток теорiї розподiлу

значень цiлих та мероморфних функцiй має тривалу iсторiю. Про ва-

жливiсть класiв таких функцiй свiдчить значна кiлькiсть монографiй,

зокрема працi Бореля [1], Валiрона [2], Картрайт [3], Хеймана [4], Левi-

на [5], Гольдберга, Островського [6], Рубела [7], Кондратюка [8]. Основи

дослiджень таких функцiй були закладенi ще в роботах Вейєрштрасса

[9], Адамара [10], Бореля [11], Лiндельофа [12] та iнших.

В 20-х роках минулого столiття Ф. Неванлiнна та Т. Карлеман ([13]-

[15]) встановили зв’язок мiж розподiлом нулiв i полюсiв мероморфної

функцiї f у пiвкiльцi з її значеннями на межi. Т. Карлеману [15], ви-

користовуючи цi результати, вдалось наблизити голоморфнi функцiї

полiномами, а Р. Неванлiнна ([16] - [22]) застосував їх до теорiї розпо-

дiлiв значень мероморфних у пiвплощинi функцiй.

Вже у 60-70 роках того ж столiття американськi математики Л. А.

Рубел i Б.А. Тейлор [23] розробили метод рядiв Фур’є, за допомогою

якого вдалося глибоко вивчати класи цiлих i мероморфних функцiй з

обмеженнями на зростання, що задаються додатними, неспадними, не-

перервними, необмеженими функцiями λ. Класи таких функцiй отри-
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мали назву, класiв функцiй скiнченного λ− типу.

В дисертацiї дається аналог характеристики Неванлiнни та його пер-

шої основної теореми для функцiй мероморфних у пiвсмузi та меромор-

фних лише в деякому проколеному околi фiксованої точки. Отримано

критерiї скiнченностi λ− типу голоморфних у замиканнi пiвсмуги та в

зовнiшностi одиничного круга функцiй в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є

логарифмiв їх модулiв. Встановлено зв’язок мiж характеристикою Не-

ванлiнни T0(r, F ) мероморфних в зовнiшностi одиничного круга фун-

кцiй i класичною характеристикою Неванлiнни T (r, f) для функцiй,

якi мероморфно продовжуються в C. Дослiдження мероморфних фун-

кцiй у зазначених областях має певний науковий iнтерес. Тому задача

розробки методу рядiв Фур’є для класiв таких функцiй - цiкава та

актуальна.

Актуальнiсть теми.

Метод рядiв Фур’є, розроблений американськими математиками Л.

А. Рубелом i Б. А. Тейлором [23], є одним з найбiльш ефективних i

потужних методiв дослiдження асимптотичних властивостей та розпо-

дiлу значень голоморфних i мероморфних функцiй.

В основi цього методу лежить тонкий аналiз формул для коефiцi-

єнтiв розвинення в ряд Фур’є функцiї log |f(reiθ)|, що узагальнюють

класичну формулу Йенсена [24].

Вперше метод рядiв Фур’є до цiлих функцiй застосував Н. I. Ахiєзер

[25], давши нове доведення класичної теореми Лiндельофа про тип цiлої

функцiї цiлого порядку. Пiзнiше, окрiм Л.А. Рубела i Б.А. Тейлора [23],

[7], його також використовували А. Едрей i Ф. Фукс [26], В.С. Азарiн
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[27], Д. Майлз i Д. Шей ([28], [29]), А.А. Гольдберг i М.Л. Содiн [30],

А.А. Кондратюк ([8], [33]), Я.В. Василькiв ([34] – [36]), В. Бергвайлер

[37]-[38], К.Г. Малютiн ([39], [40]), Б.В. Винницький [41] та iншi.

За допомогою цього методу було розв’язано низку фундаментальних

задач теорiї цiлих i мероморфних в комплекснiй площинi функцiй:

- Л. А. Рубел i Б. А. Тейлор, в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є цих

функцiй, дали вичерпний опис нулiв i полюсiв мероморфних функцiй

f з класiв Λ, що визначаються довiльними додатними, зростаючими,

неперервними, необмеженими мажорантами зростання λ(r) їх характе-

ристик Неванлiнни T (r, f);

- Л. А. Рубел, Б. А. Тейлор i Д. Майлз розв’язали задачу про зобра-

ження мероморфних функцiй з класу Λ часткою двох цiлих функцiй з

класiв цiлих функцiй ΛE ⊂ Λ;

- Л. А. Рубел узагальнив класичне зображення Адамара для цiлих

функцiй скiнченного порядку;

- А. А. Кондратюк узагальнив теорiю цiлих функцiй цiлком регу-

лярного зростання Левiна-Пфлюгера на цiлi i мероморфнi функцiї з

класiв ΛE i Λ.

Незважаючи на ефективнiсть та широкий спектр застосувань, метод

рядiв Фур’є для логарифма модуля мав природний недолiк, а саме, вiн

залишав поза увагою поведiнку аргументiв голоморфних та меромор-

фних функцiй. Цей недолiк було усунуто в роботах Дж. Лiттлвуда [42],

Д. Таунсенда [43], А.А. Гольдберга М.М. Строчика [30],[44]-[45], А.А.

Кондратюка [8], Я.В. Василькiва [35]-[36], [46]. Зокрема, ще у 1924 р.

Дж. Лiттлвуд узагальнив формулу Йенсена для логарифма модуля i
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аргумента мероморфної в прямокутнику функцiї та застосував її до

вивчення нулiв класичної ζ-функцiї Рiмана.

В роботах Ф. Новераза [47], Я.В. Василькiва [46],[48], К.Г. Малю-

тiна [49] результати Л.А. Рубела i Б.А. Тейлора були узагальненi на

субгармонiйнi та δ−субгармонiйнi функцiї скiнченного λ−типу в ком-

плекснiй площинi. В працях [50]-[51], для субгармонiйних в евклiдово-

му просторi функцiй А.А. Кондратюком розроблено метод сферичних

гармонiк, який, фактично, є аналогом методу Рубела-Тейлора. За до-

помогою цього методу О.П. Гнатюк i А.А. Кондратюк [52]-[53] дослi-

джували субгармонiйнi в кульових прошарках функцiї та побудували

в них функцiю Грiна для оператора Лапласа.

Узагальнюючи класи функцiй скiнченного γ−типу в сенсi Рубела-

Тейлора, в [54] Б. Н. Хабiбуллiн ввiв класи скiнченного (γ, ε)−типу,

поширивши на них класичний результат Рубела-Тейлора. Згодом Ю.С.

Процик та Я.В. Василькiв [55]-[56] модифiкували метод сферичних гар-

монiк для класiв субгармонiйних в Rm(m ≥ 2) функцiй скiнченного

(λ, ε)−типу та отримали ряд результатiв щодо мажорант зростання

субгармонiйних функцiй з певними обмеженнями на їх мiри Рiса.

Важливим напрямком дослiджень є розробка методу рядiв Фур’є в

областях, вiдмiнних вiд круга, площини чи пiвплощини. Зокрема, роз-

глядаючи композицiю f ◦R трансцендентної мероморфної в C функцiї

f i рацiональної функцiї R з n − 1 рiзними полюсами в C, можна

отримати мероморфну функцiю в n− зв’язнiй областi з n iстотно осо-

бливими точками.

Цiкавим частковим випадком є випадок двозв’язної областi, адже
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кожна така область конформно еквiвалентна деякому кiльцю, або про-

коленiй площинi, яку можна вважати узагальненим кiльцем, а голо-

морфнi в кiльцях з центром в точцi z = 0 функцiї допускають розви-

нення в ряд Лорана. Крiм того, iнтегральнi середнi модулiв та лога-

рифмiв модулiв таких функцiй є опуклими вiдносно log |z|. Тому, ряд

авторiв присвятили свої роботи ([33], [57]-[63]) вивченню властивостей

мероморфних функцiй в неоднозв’язних областях i узагальненню теорiї

Неванлiнни на класи таких функцiй.

В роботах [64]-[65] А. Бридун поширив деякi з результатiв теорiї

Неванлiнни на класи функцiй, мероморфних у пiвсмузi R = {z = x +

iy, x > x0, 0 < y < π}, та довiв критерiй скiнченностi λ-типу для

голоморфної в пiвсмузi функцiї.

Актуальною залишається задача розробки методу рядiв Фур’є для

функцiй f, мероморфних у замиканнi пiвсмуги S = {σ+it : σ > 0, 0 <

t < 2π}, i таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), адже при виконаннi умови

F (z) = f(log z), де z = es, отримуємо мероморфну у зовнiшностi оди-

ничного круга {z : |z| ≥ 1} функцiю, яку, без втрати загальностi, мо-

жна вважати околом точки∞, а результати, пов’язанi з властивостями

мероморфних функцiй в такiй областi, - певним узагальненням деяких

результатiв теорiї Неванлiнни на мероморфнi в околi ∞ функцiї.

Вiдмiннiсть наших пiдходiв до вивчення мероморфних у пiвсмузi S

функцiй вiд пiдходiв, запропонованих в [64]-[65], полягає в тому, що

результати вказаних робiт спираються на доведену там теорему типу

Карлемана, ми ж доводимо лему типу Йенсена-Лiттлвуда, яка є клю-

човою в наших дослiдженнях.
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У 1926 роцi в роботi [66] Анрi Картан довiв, що для мероморфної в

|z| < R функцiї f виконується T (r, f) =
1

2π

2π∫
0

N(r, eiθ)dθ + log+ |f(0)|

(0 < r < R). Звiдси випливає, що характеристика Неванлiнни T (r, f)

є зростаючою опуклою функцiєю вiд log r при 0 < r < R.

А. Кондратюк та А. Христiянин [62], [63] встановили умови на ме-

роморфну в проколенiй площинi A = {z : 0 < |z| < +∞} фун-

кцiю f для того, щоб характеристика Неванлiнни такої функцiї за-

довольняла умову
o

T (r, f) = O(log r) при r → +∞. Крiм того в цих

роботах проведено порiвняння
o

T (r, f) з класичною характеристикою

Неванлiнни T (r, f) таких функцiй, що мероморфно продовжуються в

DR0
= {z : |z| < R0}, 1 < R0 ≤ +∞.

Тому цiкавими залишаються задача про порiвняння характеристики

типу Неванлiнни T0(r, F ) для мероморфної в зовнiшностi одиничного

круга {z : |z| ≥ 1} функцiї F з log r при 0 < r < ∞, а також

питання про те, чи ця характеристика може служити характеристи-

кою зростання мероморфної в {z : |z| ≥ 1} функцiї так само, як

i класична характеристика Неванлiнни T (r, F ), якщо F мероморфно

продовжується в C.

Теорiя мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у C∗ =

C\{0} була розроблена О. Раузенбергером [67]. Ж. Валiрон [68] назвав

такi функцiї локсодромними, адже у випадку недiйсного q точки, у

яких така функцiя приймає одне i те ж значення, лежать на логари-

фмiчних спiралях. Образи цих спiралей на сферi Рiмана перетинають

кожен меридiан пiд одним i тим же кутом i називаються локсодром-

ними кривими (λoξoζ - кривий, δρoµoζ - шлях). В log-полярних ко-
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ординатах це прямi лiнiї. Теорiя таких функцiй тiсно пов’язана з те-

орiєю елiптичних функцiй: за допомогою локсодромних мероморфних

функцiй спрощується побудова елiптичних. Зважаючи на можливiсть

рiзноманiтного застосування таких об’єктiв ([69]-[72]), постало питання

вивчення рiзних класiв мультиплiкативно перiодичних вiдображень до-

вiльних однорiдних просторiв. В цьому напрямку А. А. Кондратюком

([73]) розв’язано наступнi задачi:

- описано мiри Рiса локсодромних δ-субгармонiйних функцiй;

- доведено теорему про зображення кожної локсодромної δ-субгармо-

нiйної функцiї.

Попри те, цiкавими залишаються задачi розподiлу значень муль-

типлiкативно перiодичних мероморфних функцiй у проколеному за-

миканнi верхньої пiвплощини та задачi, пов’язанi з характеристиками

зростання локсодромних функцiй.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Тематика дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi

проводяться у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Фран-

ка. Напрямок дослiджень, вибраний у дисертацiї, передбачений планом

теми: МА-107Ф "Новi методи комплексного та функцiонального аналi-

зу в теорiї мероморфних i субгармонiйних функцiй, теорiї операторiв

та нелiнiйних динамiчних систем"(номер держреєстрацiї 0112U001272).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiї є дослiдження

асимптотичних властивостей голоморфних i мероморфних у замикан-

нi пiвсмуги S = {σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функцiй f таких, що

задовольняють умову f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, зокрема, меромор-
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фних функцiй скiнченного λ− типу, та мероморфних в зовнiшностi

одиничного круга функцiй, вивчення розподiлу нулiв та полюсiв фун-

кцiй з цих класiв методом рядiв Фур’є, а також вивчення розподiлу

значень мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у про-

коленому замиканнi верхньої пiвплощини та характеристик зростання

локсодромних функцiй. В роботi розв’язано наступнi задачi:

- доведено аналог леми Йенсена-Лiттлвуда для мероморфної у зами-

каннi пiвсмуги функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, встанов-

лено спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є мероморфної в замиканнi

прямокутника Rσ функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0;

- описано множини нулiв голоморфних, нулiв i полюсiв мероморфних

у замиканнi пiвсмуги функцiй f таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Як наслiдок, отримали розв’язок такi задачi:

- доведено теорему Йенсена для мероморфних зовнi одиничного кру-

га функцiй та встановлено спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є та-

ких функцiї;

- описано розподiл нулiв i полюсiв мероморфної функцiї в околi iсто-

тно особливої точки.

Крiм того, для функцiй F, мероморфних в {z : |z| ≥ 1} :

- встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою

Неванлiнни T (r, F ) для мероморфних функцiй, що мероморфно про-

довжуються в C.

- встановлено умови на зростання мероморфної функцiї в околi iсто-
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тно особливої точки.

А також:

- дослiджено умови зростання локсодромних функцiй;

- встановлено умови на розподiл значень мультиплiкативно перiоди-

чних мероморфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвпло-

щини.

Об’єктами дослiдження є мероморфнi у замиканнi пiвсмуги S фун-

кцiї f такi, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, функцiї, мероморфнi в око-

лi iстотно особливої точки, локсодромнi функцiї та мультиплiкативно

перiодичнi мероморфнi функцiї у проколеному замиканнi верхньої пiв-

площини.

Предметом дослiдження є асимптотичнi властивостi мероморфних

у замиканнi пiвсмуги S функцiй f таких, що f(σ) = f(σ+ 2πi), σ ≥ 0,

скiнченного λ− типу, розподiл їх нулiв та полюсiв, зростання та роз-

подiл нулiв i полюсiв мероморфних функцiй скiнченного λ− типу в

околi iстотно особливої точки, характеристики зростання локсодром-

них функцiй, розподiл значень мультиплiкативно перiодичних меро-

морфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини.

Основними методами дослiджень є метод рядiв Фур’є, а також

рiзноманiтнi методи теорiї функцiй комплексної змiнної, методи мате-

матичного аналiзу та деякi прийоми з робiт Дж. Лiттлвуда, Р. Неван-

лiнни, А. А. Гольдберга, Й. В. Островського, К. Г. Малютiна, А. А. Кон-

дратюка.
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Наукова новизна одержаних результатiв. Усi одержанi нау-

ковi результати є новими та оригiнальними дослiдженнями. У роботi

вперше:

- доведено аналог леми Йенсена-Лiттлвуда для мероморфних у за-

миканнi пiвсмуги функцiй f таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Отримано критерiй скiнченностi λ-типу голоморфної в замиканнi пiв-

смуги функцiї f, f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, в термiнах коефiцiєнтiв

Фур’є логарифма її модуля.

- описано множини нулiв голоморфних та нулiв i полюсiв меромор-

фних у пiвсмузi функцiй скiнченного λ - типу таких, що f(σ) = f(σ +

2πi) на межi пiвсмуги.

Крiм того, новими є твердження, отриманi як наслiдки наведених

вище результатiв:

- доведено аналог теореми Йенсена для мероморфної в зовнiшностi

одиничного круга функцiї та встановлено спiввiдношення для коефiцi-

єнтiв Фур’є такої функцiї;

- отримано критерiй скiнченностi λ - типу голоморфних в зовнiшно-

стi одиничного круга функцiй F в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є функцiї

log |F |.

- описано послiдовностi нулiв голоморфних i нулiв та полюсiв ме-

роморфних функцiй скiнченного λ - типу в зовнiшностi одиничного

круга.

А також:



19

- встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою

Неванлiнни T (r, F ) для мероморфних функцiй, якi мероморфно про-

довжуються в C;

- дослiджено зростання характеристик локсодромних функцiй;

- доведено теорему про розподiл значень мультиплiкативно перiоди-

чних мероморфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвпло-

щини.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати, по-

данi у дисертацiї, мають теоретичний характер i можуть знайти засто-

сування у подальших дослiдженнях iз загальної теорiї мероморфних

функцiй, теорiї розподiлу значень мероморфних у пiвсмузi та в околi

iстотно особливої точки функцiй, а також при вивченнi властивостей

функцiй, що мероморфно продовжуються в C, теорiях локсодромних

та мультиплiкативно перiодичних функцiй.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi наведенi у роботi ре-

зультати отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим ке-

рiвником публiкацiях [89], [96], А. А. Кондратюку належить постановка

задач та загальне керiвництво роботою. У роботi [89] спiвавтору А.Я.

Христiянину належить формулювання та доведення Теореми 2 пункту

3, а у роботах [93], [99] спiвавтору В.С. Хорощак належить доведення

перших теорем, що не внесенi до даної дисертацiї.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Усi основнi результати ди-

сертацiї доповiдались та обговорювались на:
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1) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу"(Ворохта, 20-26 лютого 2012 ро-

ку);

2) мiжнароднiй конференцiї "Functional Analysis and its Applicati-

ons, Dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach"(Львiв, 17–21

вересня 2012 року);

3) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу"(Ворохта, 25 лютого - 3 березня

2013 року);

4) мiжнароднiй конференцiї "Complex Analysis and Related Topics"(Львiв,

23–28 вересня 2013 року);

5) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу"(Ворохта, 24 лютого - 2 березня

2014 року);

6) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу"(Ворохта, 25 лютого - 1 березня

2015 року);

7) мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у м. Львовi

(керiвники – проф. А. A. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi у 11 ро-

ботах (7 без спiвавторiв), з яких: 5 (3 без спiвавторiв) опублiковано у

виданнях, включених до перелiку наукових фахових видань України,

затверджених наказом МОН України вiд 13.07.2015 року № 747, в тому
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числi 1 (1 без спiвавторiв) - в зарубiжному виданнi, 2 (2 без спiвавто-

рiв) - в тезах мiжнародних конференцiй, 4 (2 без спiвавторiв) - в тезах

всеукраїнських конференцiй.

Структура i об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу,

п’яти роздiлiв, подiлених на пiдроздiли, висновкiв i списку використа-

них джерел. Загальний об’єм дисертацiї 128 сторiнок. Список викори-

станих джерел об’ємом 14 сторiнок включає 99 найменувань.



Роздiл 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА

ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

1.1. Огляд лiтератури

Розвиток теорiї розподiлу значень мероморфних функцiй починається

ще з класичних теорем Ю. В. Сохоцького —Казоратi (1868 р.), К.

Вейерштрасса (1876 р.) i Е. Пiкара (1879 р.). В 90-х роках 19-го сто-

лiття Ж. Адамар, Е. Борель, Ж. Валiрон, продовжуючи дослiдження

розподiлу нулiв цiлих функцiй, встановили ряд важливих результатiв

в цiй теорiї. Та найвагомiшими працями в цiй галузi вважаються ро-

боти фiнського математика Р. Неванлiнни з теорiї розподiлу значень

мероморфних функцiй, датованi 20-ми роками попереднього столiття,

в яких отримано спiввiдношення, що узагальнюють формулу Йенсе-

на [24]. Iз цих спiввiдношень випливають зв’язки мiж коефiцiєнтами

22
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Фур’є

ck(r, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikθ log |f(reiθ)|dθ, r > 0, k ∈ Z, (1.1)

функцiї log |f | та нулями i полюсами функцiї f. Тому одним iз найбiльш

ефективних i потужних методiв дослiдження асимптотичних властиво-

стей та розподiлу значень голоморфних та мероморфних функцiй став

метод рядiв Фур’є. Його засади в 1960-70-тих роках розробили амери-

канськi математики Л. А. Рубел i Б. А. Тейлор [23], Майлз, Шей [28]-

[29], [31] -[32] та iншi. За допомогою цього методу в згаданих роботах

введено й дослiджено класи функцiй скiнченного λ− типу.

Hexaй f функцiя мepoмopфнa у кoмплeкcнiй площинi C, Z(f) = {zj}

тa W (f) = {wj} мнoжини її нулiв тa пoлюciв вiдпoвiднo. Нехай також

T (r, f) - її характеристика Неванлiнни

T (r, f) = m(r, f) +N(r, f),

деm(r, f) =
1

2π

2π∫
0

log+ |f(reiθ)|dθ i N(r, f) =

r∫
0

n(t)

t
dt, n(t)− кiлькiсть

полюсiв функцiї f в крузi {z : |z| < t, f(0) = 1}, i

log |f(reiθ)| =
+∞∑

k=−∞

ck(r, f)eikθ−

ряд Фур’є функцiї ψ(θ) := log |f(reiθ)| на [0, 2π], де ck(r, f) визначаю-

ться спiввiдношеннями (1.1)

У 1899 роцi Йенсеном [24] встановлено, що для довiльного k ∈ Z та

0 < r < +∞ виконуються спiввiдношення:

c0(r, f) =
∑
|zj |≤r

log
r

|zj|
= N(r, f),
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ck(r, f) =
1

2
γkr

k +
1

2k

∑
|zj |≤r

((
r

zj

)k
−
(
zj
r

)k)
,

c−k(r, f) = ck(r, f),

де γk− коефiцiєнти розвинення log f(z) =
+∞∑
k=1

γkz
k в деякому околi

точки z = 0, log f(0) = 0.

Додатну, неперервну, зростаючу та необмежену на (0; +∞) функцiю

λ називають функцiєю зростання. Цiла функцiя f називається фун-

кцiєю скiнченного λ−типу, якщо iснують додатнi сталi A,B такi, що

нерiвнiсть T (r, f) ≤ Aλ(Br) виконується для всiх r > 0. Клас таких

функцiй позначають через ΛE. Через Λ позначають клас мероморфних

функцiй скiнченного λ−типу.

Нехай λ− функцiя зростання. Послiдовнiсть Z = {zj}− неспадних

за модулем комплексних чисел, zj 6= 0, |zi| → ∞ при j → +∞,

має скiнченну λ− щiльнiсть, якщо iснують додатнi сталi A,B такi,

що N(r, f) ≤ Aλ(Br) для всiх r > 0, де N(r, Z) =

r∫
0

n(t, Z)

t
dt,

n(t, Z)−кiлькiсть членiв послiдовностi Z у крузi {z : |z| ≤ t}. В ро-

ботi Рубела i Тейлора [23] було встановлено наступний критерiй.

Теорема A. Нехай f− цiла функцiя, λ− функцiя зростання, на-

ступнi твердження еквiвалентнi:

(i) f ∈ ΛE;

(ii) послiдовнiсть Z(f) має скiнченну λ− щiльнiсть i нерiвностi

|ck(r, f)| ≤ Aλ(Br), k ∈ Z,

виконуються при деяких додатних сталих A,B для всiх r > 0.
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Використовуючи метод рядiв Фур’є, Рубелу, Тейлору i Майлзу вда-

лось зобразити мероморфну функцiю f скiнченного λ−типу у виглядi

частки двох цiлих функцiй iз класу ΛE.

Цей метод дозволив побудувати узагальнення теорiї Левiна-Пфлю-

гера цiлих функцiй цiлком регулярного зростання i поширити його на

мероморфнi функцiї з класу Λ. Важливi результати в цьому напрямку

отримав А. А. Кондратюк [74]-[76].

Працюючи з логарифмом модуля функцiй, Рубел i Тейлор залишали

поза увагою аргументи цих функцiй. Цю проблему частково вдалось

вирiшити Таунсенду в роботi [43]. Використовуючи даний результат,

А. Кондратюк i Р. Калинець в роботi [77] ввели прямi i оберненi спiв-

вiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є повного логарифма цiлої функцiї

f (f(0) = 1),

lk(r, f) =
1

2π

2π∫
0

eikθ log f(reiθ)dθ, k ∈ Z, r > 0,

де функцiя

log f(z) =

z∫
0

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ,

визначена у проколенiй площинi з радiальними розрiзами вiд нулiв

функцiї f до ∞.

К. Г. Малютiн у роботi [40] довiв аналог цього твердження для суб-

гармонiйних та δ−субгармонiйних у верхнiй пiвплощинi функцiй за де-

яких додаткових умов на їх поведiнку бiля межi. Важливих результа-

тiв для класiв субгармонiйних функцiй вдалось досягти А.Ф. Грiшину

в роботах [78]-[79].

В роботi А. Грiшина, М. Федорова [80] введено поняття iстинно су-
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бгармонiйної функцiї v, тобто субгармонiйної в C+ функцiї, для якої

виконується нерiвнiсть lim
z→t

v(z) ≤ 0 для кожного t ∈ R. Клас таких

функцiй позначають через JS. Тут також введено характеристику Не-

ванлiнни T (R, v) iстинно субгармонiйної функцiї v :

T (R, f) = m(R, v) +N(R, v) +m(r,−v), R > r > 0.

На функцiю зростання γ накладається умова lim
R→+∞

γ(R)

R
> 0.

В роботi Малютiна [40] введено та вивчено класи Jδ = JS − JS

iстинно δ−суб- гармонiйних функцiй та Jδ(γ(r)) iстинно δ−субгармонiйних

функцiй скiнченного γ−типу.

Означення ([40]). Додатна мiра λ має скiнченну γ−щiльнiсть, якщо

при деяких A та B, A > 0, B > 0, виконується нерiвнiсть

N(r, λ) :=

R∫
r

λ(t)

t3
dt ≤ A

R
γ(BR)

для всiх R,R > r.

Теорема B. ([40]). Нехай γ− функцiя зростання, v ∈ JS. Тодi на-

ступнi твердження еквiвалентi:

(i) v ∈ JS(γ);

(ii) |ck(R, v)| ≤ Aγ(BR), k ∈ N, при деяких додатних A,B i всiх

R, R > r.

Технiчний апарат для вивчення класiв субгармонiйних функцiй скiн-

ченного (ε, δ)-типу в пiвплощинi, а саме теорiя повної мiри, була роз-

роблена А. Ф. Грiшиним у працях [78],[79]. Використовуючи теорiю

повної мiри i метод рядiв Фур’є, К. Г. Малютiн [49] отримав ряд фун-

даментальних результатiв для суб- i δ-субгармонiйних функцiй довiль-

ного γ-зростання у пiвплощинi. Логiчним продовженням роботи К. Г.
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Малютiна стали результати I. Козлової [81], де метод рядiв Фур’є для

субгармонiйних в C+ функцiй скiнченного γ-типу модифiковано для

класiв дельта-субгармонiйних в C+ функцiй скiнченного (ε, δ)-типу в

пiвплощинi в сенсi Б. Н. Хабiбуллiна [82].

Нехай ε(r) - незростаюча функцiя на [0; +∞), така що ε(0) = 1, i

для деякого η > 1 нерiвнiсть

ε(r + rε(r)) ≥ (ε(r))η

виконується для всiх досить великих r. Клас таких функцiй позначено

ε.
Нехай для v ∈ Jδ, v = v+ − v−, λ – повна мiра v, а λ = λ+ − λ− -

жорданове розвинення λ. Нехай γ – функцiя зростання i ε(r) – функцiя

з класу ε такi, що iснують сталi α > 0 i B > 0, при яких виконується

умова:

lim inf
r→∞

γ(r +Bε(r)r)

r(ε(r))α
> 0.

Означення 1 ([81]). Нехай γ – функцiя зростання, а ε ∈ε. Функцiя

v ∈ Jδ, 0 6∈ suppλv, v(0) = 0, називається функцiєю скiнченного (γ, ε)-

типу, якщо iснують сталi α,A i B > 0 такi, що

T (r, v) ≤ A

r(ε(r))α
γ(r +Bε(r)r).

Kлас таких функцiй позначають через Jδ((γ, ε)).

Означення 2 ([81]). Додатна мiра λ на комплекснiй площинi нази-

вається мiрою скiнченного (γ, ε)-типу, якщо iснують додатнi сталi

α,A i B, такi, що для всiх r > 0,

λ(r) ≤ Ar

(ε(r))α
γ(r +Bε(r)r).
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Означення 3 ([81]).Додатна мiра λ має скiнченну (γ, ε)-щiльнiсть,

якщо iснують додатнi сталi α,A i B, такi, що

N(r, λ) :=

r∫
r0

λ(t)

t3
dt ≤ A

r(ε(r))α
γ(r +Bε(r)r).

Теорема C. ([81]). Нехай γ – функцiя зростання, ε – функцiя з

класу ε i v ∈ Jδ. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

(1) v ∈ Jδ((γ, ε));

(2) мiра λ+(v) ( або λ−(v)) має скiнченну (γ, ε)-щiльнiсть i

|ck(θ, r, v)| ≤ Aγ(r +Bε(r)r)

(ε(r))α
, k ∈ N,

для деяких додатних α,A,B i всiх r > 0.

Важливим напрямком дослiджень є розробка методу рядiв Фур’є в

областях, вiдмiнних вiд круга, площини чи пiвплощини. Певних ре-

зультатiв в неоднозв’язних кругових областях вдалось досягнути А.

Я. Христiянину спiльно з А. А. Кондратюком, а в пiвсмугах – А. М.

Бридуну. Так, зокрема, в роботах [62], [63] побудовано аналог теорiї

Неванлiнни для функцiй мероморфних у плоскому круговому кiльцi:

- встановлено аналог формули Йенсена для кiльця A;

- доведено аналог характеристики Сiмiдзу-Альфорса
o

T o(R, f);

- встановлено зв’язок характеристики
o

T (R, f) з класичною характе-

ристикою Неванлiнни T (r, f), у випадку, коли функцiя f мероморфно

продовжується в C;

- доведено аналог теореми Картана i властивостi характеристик
o

N(R, f),
o

T (R, f), та
o

T o(R, f);
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- аналоги першої та другої теорем теорiї Неванлiнни розподiлу зна-

чень для кiльця.

Крiм того в роботi Христiянина [83] встановлено критерiй належно-

стi логарифма модуля функцiї, аналiтичної у замиканнi верхньої пiв-

площини, до класу iстинно субгармонiйних функцiй скiнченного γ−

типу.

Нехай ak(R, f) =
2

π

π∫
0

arg f(Reiθ) · cos kθdθ, k ∈ {0} ∪ N, де

arg f(Reiθ) = Im log f(Reiθ).

Теорема D. ([83]). Нехай γ функцiя зростання, lim
R→∞

γ(R)

R
> 0.

Нехай функцiя f аналiтична у замиканнi верхньої пiвплощини i

|f(t)| ≤ 1 при t ∈ R. Тодi наступнi твердження еквiвалентнi:

(i) log |f | ∈ JS(γ).

(ii) |ak(R, f)| ≤ Aγ(BR) при деяких додатних A, B та всiх R,

R > r, k ∈ {0} ∪ N.

Теорема E. ([83]). Нехай γ функцiя зростання, lim
R→∞

γ(R)

R
> 0. Не-

хай функцiя f аналiтична у замиканнi верхньої пiвплощини. Тодi на-

ступнi твердження еквiвалентнi:

(i) log |f | ∈ JS(γ).

(ii) | lk(R, f)| ≤ Aγ(BR), при деяких додатних A, B та всiх R,

R > r, k ∈ Z, де lk(R, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikθ log f(Reiθ)dθ, a log f(Re−iθ) =

−log f(Reiθ), 0 < θ < π.

В роботах [64]-[65], [84] А.М. Бридуна спiльно з А.А. Кондратюком

вивчалися мероморфнi у пiвсмузi функцiї в термiнах теорiї Неванлiнни,

зокрема розв’язано наступнi задачi:
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- доведено аналог першої основної теореми теорiї Неванлiнни для

функцiй мероморфних у замиканнi пiвсмуги R = {z = x + iy, x >

x0, 0 < y < π};

- доведено критерiй скiнченностi λ-типу для голоморфної у пiвсмузi

функцiї.

Нехай λ(x)(x ∈ [x0,+∞))− функцiя зростання, тобто додатна, не-

перервна, зростаюча i необмежена на [x0,+∞). Функцiя f, f(z) 6≡ 0,

мероморфна в замиканнi пiвсмуги R = {z = x+ iy, x > x0, 0 < y < π},

називається функцiєю скiнченного λ-типу в R, якщо iснують додатнi

сталi a, b такi, що для всiх x > x0 виконується

1) S(x;x0, f) ≤ aλ(x+ b);

2)
x∫

x0

| log |f(t)||+ | log |f(t+ iπ)||
et

dt ≤ aλ(x+ b),

де S(x;x0, f) = A(x;x0, f) +B(x;x0, f) + C(x;x0, f), та

C(x;x0, f) := 2

x∫
x0

∑
ωp∈Rx

sin ηp

(
1

et
+

et

e2x

)
dt,

A(x;x0, f) :=
1

π

x∫
x0

(log+ |f(t)|+ log+ |f(t+ iπ)|)
(

1

et
+

et

e2x

)
dt,

B(x;x0, f) :=
2

πex

π∫
0

log+ |f(x+ iy)| sin ydy.

Клас таких функцiй в [65] позначено як Fλ.

Нехай ck(x, f) =
2

π

π∫
0

log |f(x + iy)| sin kydy, k ∈ Z, sin− коефiцi-

єнти Фур’є на [0, π] функцiї log |f(x+ iy)| як функцiї вiд y.

Теорема F ([65]). Нехай λ− функцiя зростання i нехай f, f 6≡ 0,

голоморфна в замиканнi пiвсмуги R функцiя. Тодi наступнi твердже-
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ння еквiвалентнi:

a) f ∈ Fλ;

b) виконується умова 2) та iснують сталi a, b > 0 такi, що для

всiх x > x0 i k ∈ N виконується |ck(x, f)| ≤ aexλ(x+ b).

Характеристика Неванлiнни T (r, f) дає зручнiший пiдхiд до визна-

чення швидкостi зростання функцiї, анiж максимум модуля голомор-

фної функцiї. В роботах [4], [6] показано, що T (r, f) є зростаючою опу-

клою функцiєю вiд log r при 0 < r < R.

Нехай f мероморфна функцiя в A = {z :
1

R0
< |z| < R0, 1 < R0 ≤

+∞.} Характеристикою Неванлiнни мероморфної в A функцiї f нази-

вається ([62], [63])

o

T (r, F ) =
o

N(r, f) +
o
m(r, f), 1 ≤ r < R0,

де
o

N(r, f) :=

r∫
0

o
n(t, f)

t
dt,

o
m(r, f) := m(r, f)+m(

1

r
, f)−2m(1, f), 1 ≤

r < R0, a
o
n(t, f)− лiчильна функцiя полюсiв f в A.

Теорема 4 з [62] описує клас мероморфних функцiй, характеристика
o

T (R, f) яких в певному розумiннi зростає не швидше за C logR при

R→ +∞, C = const.

В дисертацiйнiй роботi ж доведено твердження щодо зв’язку мiж

класичною характеристикою Неванлiнни T (r, F ) для мероморфних фун-

кцiй, якi мероморфно продовжуються в C, та функцiї T0(r, F ), що за-

дається спiввiдношенням

T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F )+

+

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F ) +N0(r, F ), r ≥ r0 > 1;
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встановленi умови на мероморфну зовнi одиничного круга функцiю F

для того, щоб виконувалась рiвнiсть T0(r, F ) = O(log r), r →∞.

Як вже було вище згадано, теорiя мультиплiкативно перiодичних ме-

роморфних функцiй у C∗ = C\{0} була розроблена О. Раузенбергером

в працi [67]. Ж. Валiрон назвав такi функцiї локсодромними. В роботi

А.А. Кондратюка [73] показано наступне.

Нехай C∗ = C \ {0} - проколена комплексна площина. Функцiя z =

e2πs вiдображає комплексну площину C на C∗. Таким чином, отримуємо

C∗ = exp{2πC}. Позначивши z = reiϕ, s = σ + it, матимемо такi

спiввiдношення

σ =
log r

2π
, t =

ϕ

2π
.

Пара (σ, t) називається log-полярними координатами в C∗. Цi коорди-

нати є локальними. Однак, справедливо e2πit = e2πi(t−[t]), де [t] - це цiла

частина t. Функцiя t→ t−[t] вiдображає одновимiрний тор T = R/Z на

[0, 1). Отже, C∗ = R×T. Таким чином, загальними координатами в C∗

також є пари (σ, t) де σ ∈ R, t ∈ T. Тому кожну функцiю f в C∗ можна

розглядати як перiодичну в log - полярних координатах з перiодом i,

адже f(e2πs) = g(s), g(s + i) = f(e2π(s+i)) = f(z), та навпаки. Бiльш

того, якщо g(s) має вiдмiнний вiд ω1 перiод, скажiмо 1, тодi з рiвно-

стi g(s+ 1) = g(s) отримуємо спiввiдношення f(e2πe2πs) = f(e2πs), або

f(e2πz) = f(z). Тому, матимемо, що f є мультиплiкативно перiодичною

з мультиплiкатором e2π.T2 = R2/Z2.

В загальному випадку пiсля гомотетiї s → s

ω
з довiльним перiодом

ω1 > 0 отримаємо подвiйно перiодичну функцiю g з ґраткою перiодiв

Λ = Zω1 + Zω2, де ω2 = iω, ω > 0, тa f - мультиплiкативно перiоди-
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чна з мультиплiкатором
1

q
= e2π

ω1
ω = e2πi

ω1
ω2 , 0 < q < 1. Таким чином,

мультиплiкативно перiодична функцiя f(z) з мультиплiкатором q та

вiдповiдна подвiйно перiодична функцiя g(s) з ґраткою перiодiв Λ по-

в’язанi наступним спiввiдношенням

f(e
2πi
ω2
s) = g(s),

1

q
= e2πi

ω1
ω2 , Im

ω1

ω2
< 0.

Подвiйно перiодичнi мероморфнi функцiї є елiптичними функцiями,

вiдомими ще з праць К. Якобi, Н. Абеля, К. Вейєрштрасса.

Варто зауважити, що локсодромнi функцiї дають простiшу констру-

кцiю елiптичних функцiй.

Ми ж вивчаємо характеристики зростання локсодромних та власти-

востi мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй з мульти-

плiкатором q у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини, зокрема,

дослiджуємо розподiл значень таких функцiй.

1.2. Огляд основних результатiв

У данiй роботi об’єктом дослiдження є мероморфнi у замиканнi пiв-

смуги S = {s = σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} функцiї f такi, що

f(σ) = f(σ+2πi), σ ≥ 0, мероморфнi в зовнiшностi одиничного круга

{z : |z| ≥ 1} функцiї, мультиплiкативно перiодичнi функцiї зMq та

локсодромнi функцiї.

Роздiл 2 дисертацiї присвячений вивченню мероморфних у замикан-

нi пiвсмуги S функцiй f таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Вiн

складається з чотирьох пiдроздiлiв i висновкiв.

Пiдроздiл 2.1 присвячено доведенню аналогу леми Йенсена-Лiттлвуда
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для мероморфної у S функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Нехай функцiя f мероморфна в S, не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂S,

f 6≡ 0 i, крiм того, f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Через {sj} позначимо послiдовнiсть нулiв функцiї f в S, sj = σj+itj,

через {pj} - послiдовнiсть її полюсiв в S.

Функцiю log f(s) визначимо спiввiдношенням

log f(s) =

s∫
s0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + log f(s0), (1.2)

вибравши деяке значення log f(s0), де s0 ∈ S∗ i iнтеграл береться по

деякому шляху в S∗ ∪ ∂S, а

S∗ = S \
⋃
j

({τσj + itj : τ ≥ 1} ∪ {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}).

Нехай n(η, f) лiчильна функцiя полюсiв функцiї f у прямокутнику

Rη = {σ + it : 0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π},

та N(σ, f) =

σ∫
0

n(η, f)dη i c0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt.

Аналог леми Йенсена - Лiттлвуда ([42]) формулюється наступним

чином.

Лема 2.1. Нехай функцiя f мероморфна в S, не має в ньому нi

уявних нулiв, нi уявних полюсiв i f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Тодi

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) = c0(σ, f)− σ

σ0
c0(σ0, f)+(

σ

σ0
−1)c0(0, f), σ ≥ σ0 > 0.

У даному пiдроздiлi також як наслiдок отримано, що iнтегральнi

середнi аргумента мероморфної у S функцiї, яка задовольняє умови

Леми 2.1, є сталими.

Нехай функцiя f мероморфна в S, argf = Im log f, log f(s) визначе-

ний рiвнiстю (1.2), де iнтеграл береться по деякому шляху в S∗ ∪ ∂S.
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Розглянемо iнтегральнi середнi

A(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

argf(σ + it)dt.

Твердження 2.1. За умов Леми 2.1 виконується

A(σ, f) = A(0, f), σ > 0.

У пiдроздiлi 2.2 доведенi властивостi характеристики Неванлiнни ме-

роморфної в S функцiї f такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Позначимо m0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+|f(σ + it)|dt, де x+ = max{0, x}.

Означення 2.1 Нехай f мероморфна в S, f(σ) = f(σ+ 2πi). Хара-

ктеристикою Неванлiнни функцiї f називається

T (σ, f) = m0(σ, f)− σ

σ0
m0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)m0(0, f) +N(σ, f),

σ ≥ σ0 > 0.

Властивостi T (σ, f) описано наступною теоремою.

Теорема 2.1. Нехай f - мероморфна в S функцiя, f(σ) = f(σ+2πi).

Тодi її характеристика Неванлiнни T (σ, f) має наступнi властиво-

стi:

(i) T (σ, f) - опукла вiдносно σ при σ ≥ σ0 > 0;

(ii) T (σ, f) - невiд’ємна при σ ≥ σ0 > 0;

(iii) T (σ0, f) =0, σ0 > 0;

(iv) T (σ, f) - неспадна при σ ≥ σ0 > 0;

(v) T (σ, f) = T (σ,
1

f
) при σ ≥ σ0 > 0.
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В пiдроздiлi 2.3 встановлено спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є

функцiї, мероморфної в замиканнi прямокутника Rσ.

Покладемо ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt, k ∈ Z.

Лема 2.3. Нехай функцiя f - мероморфна в замиканнi прямоку-

тника Rσ = {η + it : 0 < η < σ, 0 < t < 2π}, вiдмiнна вiд

тотожного нуля i f(σ) = f(σ + 2πi). Нехай {sj} - множина її ну-

лiв в Rσ, а {pj}− множина полюсiв f в Rσ (sj = σj + itj, pj =

Repj+iImpj) i, крiм того, f не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂Rσ. Нехай

R∗σ = Rσ\(
⋃
j

{τσj + itj : τ ≥ 1} ∪ {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}), та log f(s)

визначений рiвнiстю (1.2), де iнтеграл береться по деякому шляху в

R∗σ
⋃
∂Rσ.

Тодi справедливi наступнi спiввiдношення:

ck(σ, f) =
ekσ

2k
αk(f)− e−kσ

2k
α−k(f)+

+
1

2k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k
−
(
esj

eσ

)k]
− 1

2k

∑
pj∈Rσ

[(
eσ

epj

)k
−
(
epj

eσ

)k]
,

c−k(σ, f) = ck(σ, f) k ∈ N,

де αk(f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt, k ∈ N.

Отриманi в роздiлi 2 результати дають можливiсть описати мно-

жини нулiв голоморфних i мероморфних та полюсiв мероморфних у

замиканнi пiвсмуги функцiй.

У пiдроздiлi 3.1 для мероморфної у S функцiї скiнченного λ-типу

доведено критерiй скiнченностi λ-типу такої функцiї.

Означення 3.1. Додатна, неспадна, неперервна i необмежена фун-
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кцiя λ(σ) при σ > σ0 називається функцiєю зростання.

Означення 3.2.Нехай λ(σ) функцiя зростання, f мероморфна фун-

кцiя в S така, що f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥ 0. Функцiя f називається

функцiєю скiнченного λ - типу, якщо ∃A,B > 0 такi, що

T (σ, f) ≤ Aλ(σ +B),

для всiх σ ≥ σ0 > 0.

Клас мероморфних в S функцiй таких, що f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥

0, скiнченного λ - типу позначимо через Λ, а клас голоморфних в S

функцiй таких, що f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥ 0, скiнченного λ - типу

позначимо через ΛH .

Теорема 3.1. Нехай функцiя f голоморфна в S i така, що f(σ) =

f(σ + 2πi), а λ(σ) - функцiя зростання така, що σ = O(λ(σ)). Тодi

наступнi твердження еквiвалентнi.

(i) f ∈ ΛH ;

(ii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B) для всiх σ > σ0 i деяких A,B > 0, k ∈ Z;

(iii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B)

|k|+ 1
для всiх σ > σ0 i деяких A,B > 0, k ∈ Z.

В пiдроздiлi 3.2 описано множини нулiв голоморфних i мероморфних

у замиканнi пiвсмуги функцiй.

Означення 3.3. Нехай λ - функцiя зростання. Послiдовнiсть ком-

плексних чисел Q = {sj} з S має скiнченну λ-щiльнiсть, якщо iсну-

ють додатнi сталi A,B такi, що

N(σ,Q) ≤ Aλ(σ +B), σ ≥ σ0 > 0,

де N(σ,Q) =

σ∫
0

n(η,Q)dη, n(η,Q) - кiлькiсть членiв послiдовностi Q
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в прямокутнику Rη.

Означення 3.4. Послiдовнiсть комплексних чисел Q = {sj} з S на-

зивається λ-допустимою, якщо вона має скiнченну λ-щiльнiсть та

iснують додатнi сталi A,B такi, що

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

σ1<Resj≤σ2

(
1

esj

)k∣∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(σ1 +B)

ekσ1
+
Aλ(σ2 +B)

ekσ2
,

∀k ∈ N i (∀σ1, σ2 : σ0 ≤ σ1 < σ2).

Доведено наступнi теореми.

Теорема 3.2. Послiдовнiсть Q з S є послiдовнiстю нулiв голомор-

фної функцiї з ΛH тодi i лише тодi, коли Q - λ-допустима.

Теорема 3.3. Послiдовнiсть Q з S є послiдовнiстю нулiв меро-

морфної функцiї з Λ тодi i лише тодi, коли вона має скiнченну λ-

щiльнiсть.

Розглянувши функцiю F (z) = f(s), де z = es, отримуємо меромор-

фну в областi |z| ≥ 1 функцiю. А дослiдження мероморфних функцiй у

зовнiшностi одиничного круга має значний iнтерес, бо йдеться про їхню

поведiнку в околi iстотно особливої точки. Отож, природно, що насту-

пний роздiл присвячений питанням розподiлу значень таких функцiй.

Зокрема:

- у пiдроздiлi 4.1, як наслiдок з тверджень попереднього роздiлу,

отримано аналог теореми Йенсена, доведенi властивостi характе-

ристики Неванлiнни функцiї F, мероморфної в зовнiшностi оди-

ничного круга {z : |z| ≥ 1}, та отриманi спiввiдношення для

коефiцiєнтiв Фур’є логарифма модуля такої функцiї.

Нехай вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя F - мероморфна в зов-
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нiшностi одиничного круга {z : |z| ≥ 1}. Нехай n0(t, F ) – лiчиль-

на функцiя її полюсiв у кiльцi {z : 1 < |z| ≤ t}. Позначимо

N0(r, F ) =

r∫
1

n0(t, F )

t
dt, i c0(r, F ) =

1

2π

2π∫
0

log |F (reit)|dt, r ≥ 1.

Наступна лема є аналогом теореми Йенсена.

Лема 4.1. Нехай функцiя F мероморфна в зовнiшностi одиничного

круга {z : |z| ≥ 1}. Tодi

N0(r,
1

F
)−N0(r, F ) =

= c0(r, F )− log r

log r0
c0(r0, F ) + (

log r

log r0
− 1)c0(1, F ), r ≥ r0 > 1.

Означення 4.1. Функцiя

T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F )+

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F )+N0(r, F )

r ≥ r0 > 1, називається характеристикою Неванлiнни функцiї F.

Властивостi T0(r, F ) описанi в наступнiй теоремi.

Теорема 4.1. Нехай функцiя F , F 6≡ 0, мероморфна в зовнiшностi

одиничного круга {z : |z| ≥ 1}. Тодi

(i) T0(r0, F ) = 0, r0 > 1;

(ii) T0(r, F ) невiд’ємна, неспадна i опукла вiдносно log r при r ≥ r0;

(iii) T0(r, F ) = T0(r,
1

F
) при r ≥ r0;

(iv) T0(r, F1F2) ≤ T0(r, F1) + T0(r, F2) +O(log r), r ≥ r0,

T0(r, F1 + F2) ≤ T0(r, F1) + T0(r, F2) +O(log r), r ≥ r0.

Нехай функцiя F, F 6≡ 0, мероморфна в {z : |z| ≥ 1}. Припустимо,

що F не має нi нулiв, нi полюсiв на |z| = 1.
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Позначимо ck(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |F (reit)|dt, r ≥ 1, k ∈ Z.

Лема 4.2. Нехай функцiя F , F 6≡ 0, мероморфна в {z : 1 ≤ |z| <

t, t > 1}. Нехай {aj}− послiдовнiсть нулiв F в {z : 1 ≤ |z| < t, t > 1}

i {bj}− послiдовнiсть її полюсiв. Нехай F не має нi нулiв, нi полюсiв

на колi {z : |z| = 1}. Тодi виконуються наступнi спiввiдношення

ck(r, F ) =
rk

2k
αk(F )− r−k

2k
α−k(F )+

+
1

2k

∑
|aj |≥1

[(
r

aj

)k
−
(
aj
r

)k]
− 1

2k

∑
|bj |≥1

[(
r

bj

)k
−
(
bj
r

)k]
,

c−k(r, F ) = ck(r, F ), k ∈ N, де αk(F ) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
F ′(eit)

F (eit)
dt, k ∈ N.

- Випадок T0(r, F ) = O(log r) та зв’язок мiж T0(r, F ) i класичною

характеристикою Неванлiнни T (r, F ) для мероморфних функцiй,

що мероморфно продовжуються в C, встановлено в пiдроздiлi 4.2.

Теорема 4.2. Нехай F мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя. Власти-

вiсть T0(r, F ) = O(log r), r ≥ r0, виконується тодi i лише тодi,

коли F (z) = R(z)eh(z), де R(z) – рацiональна та h(z) – голоморфна i

обмежена при |z| ≥ 1 функцiя.

Твердження 4.1. Нехай мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя F має

мероморфне продовження в C. Тодi

T0(r, F ) = T (r, F )− T (1, F ) +

+ log r

[
m0(1, F )−m0(r0, F )

log r0
− n(1, F )

]
, r ≥ r0 > 1.
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- Твердження пiдроздiлу 4.3 є наслiдками результатiв 3-го роздiлу.

Тут встановлено критерiй належностi функцiї F , голоморфної в

{z : |z| ≥ 1}, до класу функцiй скiнченного λ - типу, описано

послiдовностi нулiв функцiй з класiв ΛH(∞) i Λ(∞).

Лема 4.3. Голоморфна функцiя F в {z : |z| ≥ 1} є функцiєю скiнчен-

ного λ-типу тодi i лише тодi, коли функцiя f(s) = F (es) є функцiєю

скiнченного λ1-типу в S, де λ1(σ) = λ(eσ), σ > 0.

Нехай Z = {zj} – послiдовнiсть комплексних чисел iз {z : |z| ≥ 1}.

Через n0(t, Z) позначимо лiчильну функцiю послiдовностi Z в кiльцi

{z : 1 ≤ |z| ≤ t}.

Нехай λ - функцiя зростання.

Означення 4.4. Послiдовнiсть Z = {zj} iз {z : |z| ≥ 1} має скiн-

ченну λ- щiльнiсть, якщо

N0(r, Z) ≤ Aλ(Br),

при деяких додатних сталих A,B для всiх r, r ≥ 1, де N0(r, Z) =
r∫

1

n0(t, Z)

t
dt.

Означення 4.5. Послiдовнiсть Z = {zj} iз {z : |z| ≥ 1} нази-

вається λ-допустимою, якщо вона має скiнченну λ - щiльнiсть, i

iснують додатнi сталi A,B такi, що

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
r1<r≤r2

(
1

zj

)k∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(Br1)

rk1
+
Aλ(Br2)

rk2
,

для всiх r1, r2, r0 ≤ r1 < r2 i кожного k ∈ N.

Наступна теорема описує послiдовностi нулiв функцiй iз класу ΛH(∞).

Теорема 4.3. Для того, щоб послiдовнiсть Z iз {z : |z| ≥ 1} була
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послiдовнiстю нулiв функцiї з ΛH(∞) необхiдно i досить, щоб вона

була λ-допустимою.

Доведення цiєї теореми базується на наступному твердженнi.

Лема 4.4. Нехай Z = {zj} - послiдовнiсть комплексних чисел iз

{z : |z| ≥ 1} i Q = {sj} - послiдовнiсть комплексних чисел iз S

таких, що zj = esj , j ∈ N. Послiдовнiсть {zj} є λ-допустимою тодi

i лише тодi, коли послiдовнiсть {sj} є λ1-допустимою, де λ1(σ) =

λ(eσ), σ > 0.

Нехай W = {wj} - послiдовнiсть комплексних чисел iз {z : |z| ≥ 1}.

Нехай λ - функцiя зростання.

Теорема 4.4. Послiдовнiсть W = {wj} iз {z : |z| ≥ 1} є послiдов-

нiстю полюсiв функцiї F iз класу Λ(∞) тодi i лише тодi, коли вона

має скiнченну λ-щiльнiсть.

Твердження 4.2. Послiдовнiсть Z = {zj} iз {z : |z| ≥ 1} є послi-

довнiстю нулiв функцiї F iз класу Λ(∞) тодi i лише тодi, коли вона

має скiнченну λ-щiльнiсть.

П’ятий роздiл присвячено вивченню деяких властивостей мультиплi-

кативно перiодичних мероморфних функцiй у проколеному замиканнi

верхньої пiвплощини та характеристик зростання локсодромних фун-

кцiй.

Означення 5.1 ([67], [68]). Мероморфна в проколенiй площинi C∗

функцiя f називається локсодромною з мультиплiкатором q, 0 <

|q| < 1, якщо вона задовольняє умову

f(qz) = f(z), 0 < |q| < 1, z ∈ C∗. (1.3)
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Нехай Lq - клас таких функцiй.

Позначимо Ar = {z : |q|r < |z| ≤ r}. Кожна вiдмiнна вiд сталої ло-

ксодромна мероморфна функцiя з мультиплiкатором q має принаймнi

два полюси в Ar. Кiлькiсть полюсiв функцiї f є однаковою для ко-

жного кiльця Ar. Позначимо її через m. Число m називають порядком

функцiї f .

З (1.3) отримуємо, що f(qnz) = f(z), n ∈ Z.

Теорема 5.1. Нехай f− функцiя з класу Lq i її порядок – m. Тодi
o

T (r, f) =
m

log
1

|q|

log2 r +O(log r), r > 1,

де |O(log r)| ≤ 2m log r + C, C = max

{
o

T

(
1

|q|
, f

)
, 2m(1, f)

}
.

Нехай H = {z : Im z > 0} i H∗ = H\{0}.

Означення 5.3. Мероморфна в H∗ функцiя f називається муль-

типлiкативно перiодичною з мультиплiкатором q, 0 < q < 1, якщо

для кожного z ∈ H∗ виконується рiвнiсть

f(qz) = f(z).

Множину таких функцiй позначено черезMq.

Нехай f мультиплiкативно перiодична функцiя у проколеному за-

миканнi верхньої пiвплощини H∗. Припустимо, що f не має нi нулiв,

нi полюсiв на R \ {0}. Нехай z0 ∈ H∗, f(z0) 6= 0,∞. Виберемо деяке

значення log f(z0) i визначимо log f(z) наступним спiввiдношенням

log f(z) = log f(z0) +

z∫
z0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ,

де iнтеграл береться вздовж шляху, що з’єднує точки z0 i z, у H∗ з

радiальними розрiзами вiд нулiв та полюсiв функцiї f до∞. Крiм того,
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нехай

arg f(z) = arg f(z0) + Im
z∫

z0

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ.

Тодi виконується наступна теорема.

Теорема 5.2. Нехай f ∈Mq, f 6= const i f(z) 6= 0,∞ у R\{0}. Тодi

1) сума приростiв arg f вздовж вiдрiзкiв [qt, t] та [−t,−qt] не зале-

жить вiд t i дорiвнює 2π
(
n0(f)− n∞(f)

)
, де n0(f), n∞(f)− кiль-

костi нулiв та полюсiв функцiї f в A1 = {z ∈ H : q < |z| ≤ 1}

вiдповiдно;

2) нехай zn = rne
iαn− a−точки функцiї f , a ∈ C, та wn = ρne

iβn

полюси f в At = {z ∈ H : qt < |z| ≤ t}. Тодi
r∫

qr

∑
qt<rn≤t

(
q

rn
− rn
t2

)
sinαndt =

r∫
qr

∑
qt<ρn≤t

(
q

ρn
− ρn
t2

)
sin βndt

для всiх r > 0.



Роздiл 2

МЕРОМОРФНI У ПIВСМУЗI

ФУНКЦIЇ

У 1899 роцi в роботi [24] датський математик Й. Йенсен довiв формулу,

що пов’язує поведiнку аналiтичної в крузi функцiї з розподiлом її нулiв.

1924 року в роботi [42] Дж. I. Лiттлвудом доведено аналог цiєї формули

для функцiй ϕ(s) мероморфних в замиканнi прямокутника {s = σ +

it : 0 ≤ t ≤ T, α ≤ σ ≤ β} i ϕ(s) 6≡ 0. У роботi [64] 2005 року А.

М. Бридун, доводить лему про те, що для голоморфної в замиканнi

пiвсмуги R = {z = x + iy : x0 < x, 0 < y < π} функцiї f, f 6≡ 0,

виконуються рiвностi

ck(x, f) =
2

k

∑
pq∈Rx

[
ekx

ekβq
− ekβq

ekx

]
sin kγq+

+
1

π

x∫
x0

[
ekt

ekx
− ekx

ekt

]
(log |f(t)|+ (−1)k+1 log |f(t+ iπ)|)dt+

+
i

π

[
ekx0

ekx
− ekx

ekx0

] π∫
0

log |f(x0 + iy)| sin kydy+

45
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+
1

π

[
ekx0

ekx
− ekx

ekx0

] π∫
0

arg f(x0 + iy) cos kydy,

якi при k = 0 дають аналог формули Йенсена-Лiттлвуда для таких

функцiй.

В другому роздiлi ми встановлюємо аналоги цих тверджень для фун-

кцiй мероморфних у замиканнi пiвсмуги S = {s = σ+it : σ > 0, 0 <

t < 2π} таких, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Крiм того, доводимо

властивостi характеристики Неванлiнни таких функцiй та встановлю-

ємо спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є функцiї f, мероморфної в

замиканнi прямокутника Rσ = {η+ it : 0 < η < σ, 0 < t < 2π}

такої, що f(σ) = f(σ + 2πi).

2.1. Лема Йенсена-Лiттлвуда для меромор-

фних у пiвсмузi функцiй та iнтегральнi се-

реднi аргумента таких функцiй

Нехай функцiя f мероморфна в замиканнi пiвсмуги

S = {s = σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π},

не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂S, i, крiм того,

f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0.

Через {sj} позначимо послiдовнiсть нулiв функцiї f в S, sj = σj+itj,

через {pj} - послiдовнiсть її полюсiв в S.

Через S∗ позначимо смугу S з розрiзами

{τσj + itj : τ ≥ 1}, {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}.
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Нехай s0 ∈ S∗ i вибране деяке значення log f(s0). Покладемо

log f(s) =

s∫
s0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ + log f(s0), (2.1)

де iнтеграл береться по деякому шляху в S∗ ∪ ∂S (див. рис. 2.1) i не

залежить вiд шляху iнтeгрування.

Рис. 2.1. Область визначення функцiї log f(s)

Нехай n(η, f) лiчильна функцiя полюсiв функцiї f у прямокутнику

Rη = {σ + it : 0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π},

i

N(σ, f) =

σ∫
0

n(η, f)dη. (2.2)

Позначимо

c0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt. (2.3)
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Аналог теореми Йенсена - Лiттлвуда ([42]) формулюється наступним

чином.

Лема 2.1. Нехай функцiя f мероморфна в S, не має в ньому нi

уявних нулiв, нi уявних полюсiв i f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Тодi

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) =

= c0(σ, f)− σ

σ0
c0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)c0(0, f), σ ≥ σ0 > 0. (2.4)

Доведення. Припустимо спочатку, що f не має нi нулiв, нi полюсiв на

∂S. Застосувавши принцип аргумента до функцiї f(ζ) в прямокутнику

Rη, отримаємо:

1

2πi

∫
∂Rη

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ = n(η,

1

f
)− n(η, f).

Межа ∂Rη складається з чотирьох вiдрiзкiв, тому

1

2πi

 η∫
0

f ′(σ)

f(σ)
dσ + i

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dt−

η∫
0

f ′(σ + 2πi)

f(σ + 2πi)
dσ − i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dt


= n(η,

1

f
)− n(η, f). (2.5)

Враховуючи, що
η∫

0

f ′(σ)

f(σ)
dσ =

η∫
0

f ′(σ + 2πi)

f(σ + 2πi)
dσ,

спiввiдношення (2.5) набуде вигляду

1

2πi

i 2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dt− i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dt

 = n(η,
1

f
)− n(η, f). (2.6)

Проiнтегруємо рiвнiсть (2.6) по η вiд 0 до σ
σ∫

0

n(η,
1

f
)dη −

σ∫
0

n(η, f)dη =
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=
1

2π

σ∫
0

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dtdη − 1

2π

σ∫
0

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dtdη = J1 − J2. (2.7)

Використовуючи означення логарифма (2.1) функцiї f , другий iнте-

грал спiввiдношення (2.7) запишемо у виглядi

J2 =
1

2π

σ∫
0

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
dtdη =

σ

2πi
[log f(2πi)− log f(0)], (2.8)

Застосовуючи теорему Фубiнi до J1, отримаємо

J1 =
1

2π

2π∫
0

dt

σ∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
dη =

=
1

2π

2π∫
0

[log f(σ + it)− log f(it)]dt. (2.9)

З врахуванням (2.8) i (2.9), рiвнiсть (2.7) можна записати наступним

чином

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) =

= l0(σ, f)− l0(0, f) + i
σ

2π
[log f(2πi)− log f(0)], (2.10)

де

l0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log f(σ + it)dt.

Прирiвнявши дiйснi частини обох бокiв спiввiдношення (2.10), отри-

маємо

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) =

=
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt− 1

2π

2π∫
0

log |f(it)|dt+ σCf , (2.11)
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де Cf =
1

2π
[argf(0)− argf(2πi)], i argf = Im log f , тобто

N(σ,
1

f
)−N(σ, f) = c0(σ, f)− c0(0, f) + σCf , σ > 0. (2.12)

З припущення вiдсутностi нулiв та полюсiв на ∂S та з iзольовностi

наявних випливає iснування σ0 > 0 такого, що f 6= 0,∞ при σ ≤ σ0.

Тому з (2.11) випливає

0 =
1

σ0
c0(σ0, f)− 1

σ0
c0(0, f) + Cf , σ > 0. (2.13)

Подiливши рiвнiсть (2.12) на σ i вiднявши вiд неї (2.13), одержимо

1

σ
[N(σ,

1

f
)−N(σ, f)] =

=
1

σ
c0(σ, f)− 1

σ0
c0(σ0, f) + (

1

σ0
− 1

σ
)c0(0, f), σ ≥ σ0 > 0, (2.14)

звiдки й випливає (2.4).

Незначна модифiкацiя доведення у випадку, коли нулi або полюси

функцiї f лежать на ∂S також приводить до справедливостi спiввiдно-

шення (2.4). Справдi, якщо окрiм нулiв та полюсiв в Rη функцiя f має

дiйсний нуль σ на ∂Rη, то за рахунок перiодичностi функцiї f її нулем

буде також точка σ + 2πi. Оточивши σ та σ + 2πi пiвколами Cε
− та

Cε
+ досить малих радiусiв ε, справедливим буде спiввiдношення (2.5),

в якому замiсть першого та третього iнтегралiв будуть

1

2πi

 σ−ε∫
0

f ′(σ)

f(σ)
dσ +

∫
C−ε

f ′(s)

f(s)
ds+

η∫
σ+ε

f ′(σ)

f(σ)
dσ


та

− 1

2πi

 σ−ε∫
0

f ′(σ + 2πi)

f(σ + 2πi)
dσ +

∫
C+
ε

f ′(s)

f(s)
ds+

η∫
σ+ε

f ′(σ + 2πi)

f(σ + 2πi)
dσ
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вiдповiдно.

Враховуючи перiодичнiсть функцiї f, отримаємо, як i ранiше, що

перший та третiй iнтеграли тут взаємно скоротяться. А iнтеграл
1

2πi

∫
C−ε

f ′(s)

f(s)
ds (2.15)

прямує до−1

2
при ε→ 0.Щоб довести це твердження, потрiбно згадати

канонiчне зображення функцiї f та її логарифмiчної похiдної в досить

малому околi її нуля σ,

f(s) = (s− σ) · ψ(s),
f ′(s)

f(s)
=

1

s− σ
+
ψ′(s)

ψ(s)
, (2.16)

де ψ голоморфна без нулiв функцiя. Пiдставивши (2.16) в (2.15), обчи-

сливши перший iнтеграл i спрямувавши ε до 0, отримаємо −1

2
.

Аналогiчно показується, що

lim
ε→0

−1

2πi

∫
C+
ε

f ′(s)

f(s)
ds = −1

2
.

Таким чином, матимемо рiвнiсть (2.6), в якiй до кiлькостi нулiв n(η,
1

f
)

функцiї f в Rη додасться 1 нуль з ∂Rσ. Якщо ж f має в Rη m дiйсних

нулiв, то по iндукцiї до правого боку (2.6) додасться m. Аналогiчнi

мiркування й для полюсiв. Що ж стосується правого вертикального

вiдрiзка межi прямокутника Rη, то ми нехтуємо тими η, при яких f

має нулi чи полюси на цьому вiдрiзку, оскiльки надалi iнтегруємо по

η. Отож, рiвнiсть (2.4) справедлива i в загальному випадку.

Лема 2.1 доведена. 2

Покажемо, що iнтегральнi середнi аргумента мероморфної у пiвсмузi

функцiї, яка задовольняє умови Леми 2.1, сталi. Точне формулювання

цього факту наступне.
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Нехай функцiя f мероморфна в S, argf = Im log f, де log f визначе-

ний спiввiдношенням (2.1). Розглянемо iнтегральнi середнi

A(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

argf(σ + it)dt.

Твердження 2.1. За умов Леми 2.1 виконується

A(σ, f) = A(0, f), σ > 0. (2.17)

Доведення. Прирiвнюючи уявнi частини обох бокiв рiвностi (2.10),

маємо

0 = A(σ, f)− A(0, f) +
σ

2π
[log |f(2πi)| − log |f(0)|] .

Враховуючи, що f(2πi) = f(0), отримуємо (2.17). 2

2.2. Характеристика Неванлiнни мероморфних

у пiвсмузi функцiй

Нехай f мероморфна в S, f(σ) = f(σ + 2πi). Позначимо

m0(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

log+|f(σ + it)|dt. (2.18)

де x+ = max{0, x}.

Означення 2.1 Нехай f мероморфна в S, f(σ) = f(σ+ 2πi). Хара-

ктеристикою Неванлiнни функцiї f називається

T (σ, f) = m0(σ, f)− σ

σ0
m0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)m0(0, f)+

+N(σ, f), σ ≥ σ0 > 0. (2.19)
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Властивостi характеристики T (σ, f) опишемо наступною теоремою.

Теорема 2.1. Нехай f - мероморфна в S функцiя, f(σ) = f(σ+2πi).

Тодi її характеристика Неванлiнни T (σ, f) має наступнi властиво-

стi:

(i) T (σ, f) - опукла вiдносно σ при σ ≥ σ0 > 0;

(ii) T (σ, f) - невiд’ємна при σ ≥ σ0 > 0;

(iii) T (σ0, f) = 0, σ0 > 0;

(iv) T (σ, f) - неспадна при σ ≥ σ0 > 0;

(v) T (σ, f) = T (σ,
1

f
) при σ ≥ σ0 > 0.

Доведення. Нехай log z = log |z| + iargz, 0 ≤ argz < 2π, z 6=

0. Тодi функцiя F (z) = f(log z) мероморфна при |z| ≥ 1, оскiльки

f(log |z|) = f(log |z|+ 2π).

Зобразимо функцiю F у виглядi частки двох функцiй
H

G
, де H, G -

голоморфнi при |z| ≥ 1 без спiльних нулiв, i

h(s) = H(es), g(s) = G(es).

Тодi, застосовуючи (2.4) до g для σ ≥ σ0 > 0, маємо

N(σ, f) = N(σ,
1

g
) = c0(σ, g)− σ

σ0
c0(σ0, g) +

(
σ

σ0
− 1

)
c0(0, g).

Враховуючи, що

(a− b)+ + b = max(a, b),

характеристику (2.19) функцiї f =
h

g
запишемо у виглядi:

T (σ, f) =
1

2π

2π∫
0

max(log |h(σ + it)|, log |g(σ + it)|)dt−
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− σ
σ0

1

2π

2π∫
0

max(log |h(σ0 + it)|, log |g(σ0 + it)|)dt+

+

(
σ

σ0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

max(log |h(it)|, log |g(it)|)dt, σ ≥ σ0 > 0. (2.20)

Позначимо

I(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

max(log |h(σ + it)|, log |g(σ + it)|)dt.

Тодi

I(σ, F ) =
1

2π

2π∫
0

max(log |H(eσ+it)|, log |G(eσ+it)|)dt.

Функцiя u = max(log |H(z)|, log |G(z)|) субгармонiйна при |z| ≥ 1.

Тому I(σ, F ) опукла [85, ст. 27], [86, ст. 49], при σ ≥ 0.

Згiдно з (2.20)

T (σ, f) = I(σ, f)− σ

σ0
I(σ0, f) +

(
σ

σ0
− 1

)
I(0, f), σ ≥ σ0 > 0. (2.21)

Оскiльки T (σ, f) є сумою опуклої вiдносно σ ≥ σ0 функцiї I(σ, f) та

лiнiйної функцiї Aσ +B, то властивiсть (i) виконується.

За властивiстю опуклостi I(σ, f) при 0 ≤ σ0 ≤ σ маємо

I(σ0, f) ≤ σ − σ0
σ

I(0, f) +
σ0
σ
I(σ, f).

Звiдси

0 ≤ I(σ, f)− σ

σ0
I(σ0, f) +

(
σ

σ0
− 1

)
I(0, f).

Таким чином, ми отримали згiдно з (2.21) невiд’ємнiсть T (σ, f) ≥ 0

Якщо σ = σ0, то з (2.21) випливає, що T (σ0, f) = 0.



55

Оскiльки T (σ, f) опукла вiдносно σ при σ ≥ σ0, то за теоремою 1.6

iз [86, ст. 11] в кожнiй точцi вона має похiдну справа i

lim
σ→σ0+0

T (σ, f)− T (σ0, f)

σ − σ0
= lim

σ→σ0+0

T (σ, f)

σ − σ0
= T ′+(σ0, f) ≥ 0.

Похiдна справа опуклої функцiї за цiєю ж теоремою не спадає. Тому

0 ≤ T ′+(σ0, f) ≤ T ′+(σ, f), σ ≥ σ0. Таким чином, отримуємо, що хара-

ктеристика T (σ, f) неспадна.

Покажемо тепер, що виконується властивiсть (v).

Застосуємо рiвнiсть (2.4) до функцiї
1

f

N(σ, f)−N(σ,
1

f
) = c0(σ,

1

f
)− σ

σ0
c0(σ0,

1

f
)+

+ (
σ

σ0
− 1)c0(0,

1

f
), σ ≥ σ0 > 0. (2.22)

Зважаючи на (2.3) i властивiсть log x = log+ x − log+ 1

x
для x ≥ 0,

отримаємо

N(σ, f)−N(σ,
1

f
) =

1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(σ + it)|
dt−

− 1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(σ0 + it)|
dt+

+
σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ0 + it)|dt+

+ (
σ

σ0
− 1)

1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(it)|
dt− (

σ

σ0
− 1)

1

2π

2π∫
0

log+ |f(it)|dt, (2.23)

де σ ≥ σ0 > 0. Звiдси

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ0 + it)|dt+



56

+

(
σ

σ0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

log+ |f(it)|dt+N(σ, f) =

=
1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(σ + it)|
dt− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(σ0 + it)|
dt+

+

(
σ

σ0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(it)|
dt+N(σ,

1

f
), σ ≥ σ0 > 0. (2.24)

З рiвностi (2.24) та означення 1.1 отримуємо (v). Теорему доведено 2

2.3. Коефiцiєнти Фур’є функцiй, меромор-

фних в замиканнi прямокутника Rσ

Нехай функцiя f - голоморфна в замиканнi прямокутника

Rσ = {η + it : 0 < η < σ, 0 < t < 2π},

вiдмiнна вiд тотожного нуля i f(σ) = f(σ + 2πi).

Припустимо, що f не має нулiв на ∂Rσ. Через {sj} - позначимо мно-

жину нулiв f в Rσ, (sj = σj + itj).

Нехай R∗σ = Rσ\
⋃
j

{τσj + itj : τ ≥ 1}, i log f(s) визначений як в (2.1),

де iнтеграл береться по деякому шляху в R∗σ
⋃
∂Rσ.

Покладемо:

lk(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(σ + it)dt, k ∈ Z; (2.25)

ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt, k ∈ Z. (2.26)
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Лема 2.2. За зроблених вище припущень справедливi наступнi спiв-

вiдношення:

lk(σ, f) = ekσlk(0, f) +
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k
− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
−

− i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] k ∈ Z; (2.27)

ck(σ, f) =
ekσ

2k
αk(f)− e−kσ

2k
α−k(f)+

+
1

2k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k
−
(
esj

eσ

)k]
, k ∈ N. (2.28)

c−k(σ, f) = ck(σ, f),

де αk(f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt, k ∈ N.

Доведення. Нехай η < σ.

Застосуємо принцип аргумента до функцiї
f ′(s)

f(s)
e−ks в прямокутнику

Rη. Отримаємо:∫
∂Rη

f ′(ζ)

f(ζ)
e−kζdζ = 2πi

∑
sj∈Rη

e−ksj , k ∈ Z \ {0}. (2.29)

Оскiльки ∂Rη складається з 4-х вiдрiзкiв, то (2.29) запишемо насту-

пним чином:
η∫

0

f ′(γ)

f(γ)
e−kγdγ + i

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dt−

η∫
0

f ′(γ + 2πi)

f(γ + 2πi)
e−k(γ+2πi)dγ−

− i
2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdt = 2πi

∑
sj∈Rη

e−ksj , k ∈ Z \ {0}. (2.30)
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Зважаючи на 2πi - перiодичнiсть функцiй f(s) та e−ks, тобто
η∫

0

f ′(γ)

f(γ)
e−kγdγ =

η∫
0

f ′(γ + 2πi)

f(γ + 2πi)
e−k(γ+2πi)dγ,

спiввiдношення (2.30) набуває вигляду:

i

2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dt− i

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdt =

= 2πi
∑
sj∈Rη

e−ksj , k ∈ Z \ {0}. (2.31)

Домножимо (2.31) на
ekη

i
, проiнтегруємо отриману рiвнiсть по η вiд

0 до σ.
σ∫

0

ekη
2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dtdη−

−
σ∫

0

ekη
2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdtdη =

= 2π

σ∫
0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη, k ∈ Z \ {0}. (2.32)

До першого iнтеграла спiввiдношення (2.32) застосуємо теорему Фу-

бiнi та рiвнiсть (2.1)
σ∫

0

ekη
2π∫
0

f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dtdη =

=

2π∫
0

σ∫
0

ekη
f ′(η + it)

f(η + it)
e−k(η+it)dηdt =

=

2π∫
0

σ∫
0

e−kitd(log(η + it))dt =
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=

2π∫
0

e−ikt[log f(σ + it)− log f(it)]dt. (2.33)

Iнтегруючи частинами другий iнтеграл спiввiдношення (2.32), отри-

маємо
σ∫

0

ekη
2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdtdη =

ekσ − 1

k

2π∫
0

f ′(it)

f(it)
e−iktdt =

=
ekσ − 1

ik

2π∫
0

e−iktd(log(it)) = −ie
kσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)]+

+
(
ekσ − 1

) 2π∫
0

e−ikt log f(it)dt. (2.34)

Отримаємо
2π∫
0

e−ikt log f(σ + it)dt−
2π∫
0

e−ikt log f(it)dt+

+i
ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)]−

−
(
ekσ − 1

) 2π∫
0

e−ikt log f(it)dt =

= 2π

σ∫
0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη, k ∈ Z \ {0}. (2.35)

Використавши означення логарифма функцiї i (2.25), надамо спiв-

вiдношенню (2.35) вигляду
σ∫

0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη = lk(σ, f)− ekσlk(0, f)+
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+
i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] , k ∈ Z \ {0}. (2.36)

Iнтегруючи в iнтегралi Стiльтєса, отримуємо:
σ∫

0

ekη
∑
sj∈Rη

e−ksjdη =

=
1

k
ekσ

∑
sj∈Rσ

e−ksj − 1

k

∑
sj∈Rσ

ekσje−ksj =

=
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k
− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
, k ∈ Z \ {0}. (2.37)

Iз врахуванням (2.37), спiввiдношення (2.36) набуває вигляду

lk(σ, f) = ekσlk(0, f) +
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k
−

− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
− i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] , (2.38)

де k ∈ Z \ {0}. Разом з (2.4) це дає (2.27).

Оскiльки

ck(σ, f) =
lk(σ, f) + l−k(σ, f)

2
, k ∈ N,

то

lk(σ, f) + l−k(σ, f) = ekσlk(0, f)− e−kσl−k(0, f)+

+
1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k
− 1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
− 1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)−k
+

+
1

k

∑
sj∈Rσ

1

eiktj
+

i

2π

ekσ − 1

k
[log f(2πi)− log f(0)] +

+
i

2π

e−kσ − 1

k

[
log f(2πi)− log f(0)

]
, k ∈ N.

(2.39)
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Але, використавши (2.25), можемо записати

lk(0, f) + l−k(0, f) =

=
1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(it)dt+
1

2π

2π∫
0

eikt log f(it)dt, k ∈ N. (2.40)

Проiнтегруємо частинами в обох iнтегралах (2.40):

1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(it)dt =
i

2πk
[log f(2πi)− log f(0)] +

+
1

2πk

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt, k ∈ N,

1

2π

2π∫
0

e−ikt log f(it)dt =
i

2πk

[
log f(2πi)− log f(0)

]
−

− 1

2πk

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt, k ∈ N.

З урахуванням вище отриманих обчислень, (2.39) набуває вигляду:

2ck(σ, f) =
i

2π

ekσ

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|]−

− e
kσ

2πk
[argf(2πi)− argf(0)] +

i

2π

e−kσ

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|] +

+
e−kσ

2πk
[argf(2πi)− argf(0)] +

1

k

∑
sj∈Rσ

(
eσ

esj

)k
− 1

k

∑
sj∈Rσ

(
esj

eσ

)k
+

+ekσ
1

2πk

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt+

i

2π

ekσ − 1

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|]

−e−kσ 1

2πk

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt+

i

2π

e−kσ − 1

k
[log |f(2πi)| − log |f(0)|] +
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+
e−kσ − 1

2πk
[argf(2πi)− argf(0)]−

− ekσ − 1

2πk
[argf(2πi)− argf(0)] , (2.41)

для кожного k ∈ N.

Використовуючи те, що f(σ) = f(σ + 2πi), з (2.41) отримуємо такi

спiввiдношення:

2ck(σ, f) = ekσ
1

2πk

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt−

−e−kσ 1

2πk

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt+

+
1

k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k
−
(
esj

eσ

)k]
, k ∈ N. (2.42)

Звiдси негайно випливають рiвностi (2.28).

Рiвнiсть c−k(σ, f) = ck(σ, f) випливає безпосередньо з означення.

Лема 2 доведена 2

Нехай тепер функцiя f мероморфна в прямокутнику Rη = {σ + it :

0 < σ ≤ η, 0 ≤ t < 2π}, вiдмiнна вiд тотожного нуля i f(σ) =

f(σ + 2πi).

Припустимо, що f не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂Rσ. Через {sj} -

позначимо множину нулiв f в Rσ, через {pj} - множину її полюсiв в

Rσ (sj = σj + itj, pj = Repj + iImpj).

Нехай R∗σ = Rσ \ (
⋃
j

{τσj + itj : τ ≥ 1} ∪ {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}), i

log f(s) визначений як в (2.1), де iнтеграл береться по деякому шляху

в R∗σ
⋃
∂Rσ.
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Для мероморфної функцiї f, що задовольняє зазначенi вище умови,

спiввiдношення (2.29) набуває вигляду∫
∂Rη

f ′(ξ)

f(ξ)
e−kξdξ = 2πi

∑
sj∈Rη

e−ksj −
∑
pj∈Rη

e−kpj

 , k ∈ Z.

Провiвши мiркування та обчислення, аналогiчнi до викладених в до-

веденнi Леми 2.2, отримаємо наступне твердження.

Лема 2.3.Нехай функцiя f - мероморфна в замиканнi прямокутни-

ка Rσ = {η + it : 0 < η < σ, 0 < t < 2π}, вiдмiнна вiд тотожного

нуля i f(σ) = f(σ+2πi). Нехай {sj} - множина її нулiв в Rσ, а {pj}−

множина полюсiв f в Rσ (sj = σj + itj, pj = Repj + iImpj) i, крiм

того, f не має нi нулiв, нi полюсiв на ∂Rσ. Нехай

R∗σ = Rσ \ (
⋃
j

{τσj + itj : τ ≥ 1} ∪ {τRepj + iImpj : τ ≥ 1}),

та log f(s) визначений рiвнiстю (2.1), де iнтеграл береться по деяко-

му шляху в R∗σ
⋃
∂Rσ. Тодi справедливi наступнi спiввiдношення:

ck(σ, f) =
ekσ

2k
αk(f)− e−kσ

2k
α−k(f)+

+
1

2k

∑
sj∈Rσ

[(
eσ

esj

)k
−
(
esj

eσ

)k]
− 1

2k

∑
pj∈Rσ

[(
eσ

epj

)k
−
(
epj

eσ

)k]
,(2.43)

c−k(σ, f) = ck(σ, f) k ∈ N.

де αk(f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt, k ∈ N.

Зауваження 2.1. Незначна модифiкацiя доведення висновку Леми

2.2 без додаткового припущення, що нулi функцiї f лежать на ∂Rσ,

приводить до його справедливостi, як i справедливостi (2.43). Ця мо-

дифiкацiя здiйснюється аналогiчно до того, як ми це робили в кiнцi

пiдроздiлу 2.1.
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Зауваження 2.2. При доведеннi Лем 2.1 та 2.2 ми застосовували

теорему Фубiнi до функцiй вигляду
f ′

f
·ϕ, де функцiя f – мероморфна,

функцiя ϕ – голоморфна. Обґрунтованiсть такого застосування поля-

гає в тому, що, як зазначали вище, в околi нуля чи полюса s0, функцiя

f зображається у виглядi f(s) = (s − s0)
mψ(s), де m ∈ Z\{0}, ψ−

голоморфна в деякому околi точки s0. Тому
f ′(s)

f(s)
=

m

s− s0
+
ψ′(s)

ψ(s)
.

Подвiйний iнтеграл вiд функцiї
1

|s− s0|
по кругу з центром в точцi s0

iснує, в чому легко переконатися, переходячи до полярних координат.

2.4. Висновки до роздiлу 2

В другому роздiлi дисертацiйної роботи, вивчаючи функцiї мероморфнi

в замиканнi пiвсмуги S = {s = σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π}, що не

мають нi уявних нулiв, нi уявних полюсiв i, крiм того,

f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0,

pозв’язано такi задачi:

- доведено лему Йенсена-Лiттлвуда;

- встановлено, що iнтегральнi середнi в S∗ функцiї argf сталi;

- отримано спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є логарифма моду-

ля функцiй, мероморфних у замиканнi прямокутника Rη = {σ+it :

0 < σ < η, 0 < t < 2π}.

Оскiльки в теорiї розподiлу значень важливу роль вiдiграє хара-

ктеристика Неванлiнни, цiлком природно постає питання про запро-

вадження такої характеристики функцiй мероморфних в замиканнi
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пiвсмуги S = {s = σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π} таких, що

f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0, Тому в цьому ж роздiлi також:

- сформульованi та доведенi основнi властивостi характеристики Не-

ванлiнни T (σ, f) мероморфних в S функцiй f таких, що f(σ) =

f(σ+ 2πi), σ ≥ 0, одна з яких, по сутi, дає аналог першої основ-

ної теореми теорiї Неванлiнни.



Роздiл 3

РОЗПОДIЛ НУЛIВ ТА ПОЛЮСIВ

МЕРОМОРФНИХ ФУНКЦIЙ

СКIНЧЕННОГО λ-ТИПУ У ПIВСМУЗI

В 60-70 роках минулого столiття американськi математики Л.А. Рубел

та Б.А. Тейлор [23] (див. також [8], [33], [62], [63]) розробили метод рядiв

Фур’є для цiлих та мероморфних функцiй. На вiдмiну вiд класичних

пiдходiв, за функцiю зростання вони запропонували брати довiльну

додатну, неперервну, неспадну i необмежену функцiю λ(r) i розглядали

класи Λ мероморфних функцiй скiнченного λ - типу, тобто таких, що

T (r, f) ≤ Aλ(Br), для всiх r > 0 при деяких додатних сталих A i B,

де T (r, f) - характеристика Неванлiнни функцiї f .

Цей метод дозволив розв’язати низку важливих задач. На основi

детального вивчення коефiцiєнтiв Фур’є

ck(r, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikθ log |f(reiθ)|dθ, r > 0, k ∈ Z,

вдалось описати в термiнах властивостей ck(r, f) множини нулiв цiлих
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функцiї з класiв Λ.

В третьому роздiлi, використовуючи метод рядiв Фур’є, ми доводимо

критерiй належностi голоморфної в S функцiї f такої, що f(σ+2πi) =

f(σ), σ > 0, до класу ΛH голоморфних функцiй скiнченного λ-типу,

описуємо множину нулiв голоморфних та множини нулiв i полюсiв ме-

роморфних функцiй.

3.1. Голоморфнi у пiвсмузi функцiї скiнчен-

ного λ-типу

Означення 3.1. Додатна, неспадна, неперервна i необмежена фун-

кцiя λ(σ) при σ > σ0 називається функцiєю зростання.

Означення 3.2.Нехай λ(σ) функцiя зростання, f мероморфна фун-

кцiя в S така, що f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥ 0. Функцiя f називається

функцiєю скiнченного λ - типу, якщо ∃ A,B > 0 такi, що

T (σ, f) ≤ Aλ(σ +B),

для всiх σ ≥ σ0 > 0.

Клас мероморфних в S функцiй скiнченного λ - типу таких, що

f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥ 0, позначимо через Λ, а клас голоморфних

в S функцiй скiнченного λ - типу таких, що f(σ + 2πi) = f(σ), σ ≥ 0,

позначимо через ΛH .

Теорема 3.1. Нехай функцiя f голоморфна в S i така, що f(σ) =

f(σ + 2πi), а λ(σ) - функцiя зростання така, що σ = O(λ(σ)). Тодi

наступнi твердження еквiвалентнi:

(i) f ∈ ΛH ;
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(ii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ+B) для всiх σ > σ0 при деяких A,B > 0, k ∈ Z;

(iii) |ck(σ, f)| ≤ Aλ(σ +B)

|k|+ 1
для всiх σ > σ0 при деяких A,B > 0, k ∈ Z.

Доведення. Якщо виконується умова (i) теореми 2.1, то T (σ, f) ≤

Aλ(σ + B), при деяких A,B > 0 i всiх σ > σ0. Тодi згiдно з (2.3),

властивiстю | log x| = log+ x + log+ 1

x
, де x > 0, i пунктом (v) теореми

2.1, отримаємо

|ck(σ, f)| = 1

2π

∣∣∣∣∣∣
2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

2π∫
0

|log |f(σ + it)|| dt ≤

≤ 1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt+
1

2π

2π∫
0

log+ 1

|f(σ + it)|
dt ≤

≤ m0(σ, f) +

(
σ

σ0
− 1

)
m0(0, f) +m0(σ,

1

f
)+

+

(
σ

σ0
− 1

)
m0(0,

1

f
)−

(
σ

σ0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

| log |f(it)||dt ≤

≤ 2T (σ, f) +
σ

σ0

1

2π

2π∫
0

| log |f(it)||dt ≤

≤ 2Aλ(σ +B) + Cσ ≤ A1λ(σ +B), k ∈ Z,

де C стала, A1 = max{2A,C}.

Отже, ми довели, що з (i) випливає (ii). Доведемо, що з (ii) випливає
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(iii) З огляду на (2.28), маємо:

e−kck(σ + 1, f)− ck(σ, f) = −α−k(f)

2k
(e−k(σ+2) − e−kσ)+

+
1

2k

∑
σ<σj≤σ+1

(
eσ

esj

)k
− e−k

2k

∑
0<σj≤σ+1

(
esj

eσ+1

)k
+

e−k

2k

∑
0<σj≤σ

(
esj

eσ

)k
, k ∈ N.

Звiдси

|ck(σ, f)| ≤ |ck(σ + 1, f)|
ek

+
|α−k(f)|

2k
+
n(σ + 1, 1f )

2k
+

+
n(σ + 1, 1f )

2kek
+
n(σ, 1f )

2k
, k ∈ N. (3.1)

Але, оскiльки

N(σ + 1,
1

f
) =

σ+1∫
0

n(η,
1

f
)dη ≥

σ+1∫
σ

n(η,
1

f
)dη ≥ n(σ,

1

f
),

то

|ck(σ, f)| ≤ |ck(σ + 1, f)|
ek

+
|α−k(f)|

2k
+
N(σ + 2, 1f )

2k
+

+
N(σ + 2, 1f )

2kek
+
N(σ + 1, 1f )

2k
, k ∈ N. (3.2)

З огляду на спiввiдношення (2.4), отримаємо таку нерiвнiсть

N(σ,
1

f
) < |c0(σ, f)|+ C1σ, σ ≥ σ0 > 0, (3.3)

де C1 - стала.

|α−k| =

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣∣f ′(it)f(it)

∣∣∣∣∣ dt = C, k ∈ N. (3.4)
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Використовуючи властивiсть c−k = ck, умову (ii) та (3.3),(3.4), отри-

муємо

|ck(σ, f)| ≤ A1λ(σ +B1)

|k|+ 1
, k ∈ Z, (3.5)

для всiх σ ≥ σ0 > 0 i деяких A1, B1, таких, що A1 = max{A,C}, B1 =

max{B, 1}.

Доведемо тепер, що з (iii) випливає (i). Оцiнивши згори характери-

стику Неванлiнни (2.19) та застосувавши рiвнiсть Парсеваля, отрима-

ємо

T (σ, f) = m0(σ, f)− σ

σ0
m0(σ0, f) + (

σ

σ0
− 1)m0(0, f) ≤

≤ 1

2π

2π∫
0

| log |f(σ + it)||dt+ Cσ ≤

 1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|2dt


1
2

+

+Cσ =

[∑
k∈Z

|ck(σ, f)|2
]2

+ Cσ ≤ A2λ(σ +B2)

для всiх σ ≥ σ0 > 0 при деяких сталих C,A2, B2. Теорему 3.1 доведено.

3.2. Опис множин нулiв голоморфних i ме-

роморфних у пiвсмузi функцiй.

Означення 3.3. Нехай λ− функцiя зростання. Послiдовнiсть ком-

плексних чисел Q = {sj} з S має скiнченну λ-щiльнiсть, якщо iсну-

ють додатнi сталi A,B такi, що

N(σ,Q) ≤ Aλ(σ +B), σ ≥ σ0 > 0,

де

N(σ,Q) =

σ∫
0

n(η,Q)dη,
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n(η,Q) - кiлькiсть членiв послiдовностi Q в прямокутнику Rη.

Означення 3.4. Послiдовнiсть комплексних чисел Q = {sj} з S на-

зивається λ-допустимою, якщо вона має скiнченну λ-щiльнiсть та

iснують додатнi сталi A,B такi , що

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

σ1<Resj≤σ2

(
1

esj

)k∣∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(σ1 +B)

ekσ1
+
Aλ(σ2 +B)

ekσ2
,

∀k ∈ N i (∀σ1, σ2 : σ0 ≤ σ1 < σ2).

Використовуючи результати для цiлих та мероморфних в C функцiй

(див. [23] i [8]), доведемо наступнi теореми.

Теорема 3.2. Послiдовнiсть Q з S є послiдовнiстю нулiв голомор-

фної функцiї з ΛH тодi i лише тодi, коли Q - λ-допустима.

Доведення. Для доведення "необхiдностi"використаємо метод, за-

пропонований в [33].

Нехай послiдовнiсть Q = {sj} з S є послiдовнiстю нулiв голоморфної

функцiї f ∈ ΛH .

Розглянемо рiзницю:

ck(σ2, f)

ekσ2
− ck(σ1, f)

ekσ1
=
αke

kσ2 − α−ke−kσ2
2kekσ2

+

1

2kekσ2

 ∑
sj∈Rσ2

(
eσ2

esj

)k
−
∑
sj∈Rσ2

(
esj

eσ2

)k− αke
kσ1 − α−ke−kσ1

2kekσ1
−

− 1

2kekσ1

 ∑
sj∈Rσ1

(
eσ1

esj

)k
−
∑
sj∈Rσ1

(
esj

eσ1

)k =
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=
α−k
2k

[
1

e2kσ1
− 1

e2kσ2

]
+

1

2k

 ∑
sj∈Rσ2

1

(esj)k
−
∑
sj∈Rσ1

1

(esj)k

+

+
1

2kekσ1

∑
sj∈Rσ1

(
esj

eσ1

)k
− 1

2kekσ2

∑
sj∈Rσ2

(
esj

eσ2

)k
,

де 0 ≤ σ1 < σ2.

Отримаємо

1

k

∑
σ1<Resj≤σ2

1

(esj)k
=

2ck(σ2, f)

ekσ2
− 2ck(σ1, f)

ekσ1
+
α−k
k

[
1

e2kσ2
− 1

e2kσ1

]
+

+
1

kekσ2

∑
sj∈Rσ2

(
esj

eσ2

)k
− 1

kekσ1

∑
sj∈Rσ1

(
esj

eσ1

)k
(3.6)

Оскiльки в прямокутникахRσi, i = 1, 2, при деяких сталихA1, B1 > 0

виконується∑
sj∈Rσi

∣∣∣∣esjeσi
∣∣∣∣k ≤ ∑

sj∈Rσi

1 ≤ n(σi,
1

f
) ≤ N(σi + 1,

1

f
) ≤

≤ A1λ(σi + 1 +B1), σi > σ0, i = 1, 2,

то лiвий бiк рiвностi (3.6) оцiнимо наступним чином

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

σ1<Resj≤σ2

1

eksj

∣∣∣∣∣∣ ≤ A2λ(σ2 +B2)

ekσ2
+
A2λ(σ1 +B2)

ekσ1
+

+
|α−k|
k

[
1

e2kσ2
+

1

e2kσ1

]
+

1

kekσ2

∑
sj∈Rσ2

∣∣∣∣esjeσ2
∣∣∣∣k +

+
1

kekσ1

∑
sj∈Rσ1

∣∣∣∣esjeσ1
∣∣∣∣k ≤ A2λ(σ2 +B2)

ekσ2
+
A2λ(σ1 +B2)

ekσ1
+
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+C

[
1

e2kσ2
+

1

e2kσ1

]
+

1

kekσ2
N(σ2 + 1,

1

f
) +

1

kekσ1
N(σ1 + 1,

1

f
) ≤

≤ Aλ(σ2 +B)

ekσ2
+
Aλ(σ1 +B)

ekσ1
, k ∈ N, σ2 > σ1 ≥ σ0, (3.7)

де |α−k| оцiнюється як в (3.4), A = max{A1, A2, C}, B = max{B1 +

1, B2}.

За теоремою 3.1 ( пункт (ii) при k = 0 ) послiдовнiсть нулiв Q

функцiї f має скiнченну λ-щiльнiсть. Разом iз (3.7) отримуємо, що Q -

λ-допустима.

Нехай тепер послiдовнiсть Q = {sj} - λ-допустима. Тодi послiдов-

нiсть Z = {zj}, zj = esj ∈ C, є λ1-допустимою в C при λ1(r) = λ(log r).

За теоремою Рубела-Тейлора [23, ст. 84] ([8, ст. 29]) iснує цiла функцiя

F (z) скiнченного λ1-типу з послiдовнiстю нулiв Z = {zj}. Тодi фун-

кцiя f(s) = F (es) є голоморфною функцiєю скiнченного λ-типу в S з

послiдовнiстю нулiв {sj} 2

Теорема 3.3. Послiдовнiсть Q з S є послiдовнiстю нулiв меро-

морфної функцiї з Λ тодi i лише тодi, коли вона має скiнченну λ-

щiльнiсть.

Доведення. Якщо Q = {sj} - послiдовнiсть нулiв функцiї f , f ∈ Λ,

то з (2.19) випливає

N(σ,Q) = N(σ,
1

f
) ≤ T (σ, f) ≤ Bλ(σ + C),

для всiх σ ≥ σ0 > 0 i деяких B,C > 0.

Нехай тепер Q = {sj} деяка послiдовнiсть, що має скiнченну λ-

щiльнiсть. Тодi послiдовнiсть Z = {zj}, zj = esj , має скiнченну λ1-

щiльнiсть при λ1(r) = λ(log r). За теоремою Рубела-Тейлора [23, ст.

88] ([8, ст. 35]) iснує мероморфна в C функцiя F скiнченного λ1-типу,
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послiдовнiстю нулiв якої є Z. Функцiя f(s) = F (es) є мероморфною

функцiєю скiнченного λ-типу в S з послiдовнiстю нулiв {sj}. 2

Наслiдок 3.1. Послiдовнiсть P = {pj} є послiдовнiстю полюсiв

мероморфної в S функцiї скiнченного λ - типу тодi i лише тодi, коли

P = {pj} має скiнченну λ - щiльнiсть.

Справдi, застосувавши теорему 3.3 до функцiї
1

f
, одержимо висновок

наслiдку.

3.3. Висновки до роздiлу 3

У 1922-1923 роках Ф. Неванлiнною та Т. Карлеманом встановлено зв’я-

зок мiж розподiлом нулiв i полюсiв мероморфної в пiвкiльцi функцiї

з її значеннями на межi. В подальшому цi результати знайшли засто-

сування в наближеннi голоморфних функцiй многочленами у роботах

Т. Карлемана та в теорiї розподiлу значень мероморфних у пiвпло-

щинi функцiй в дослiдженнях Р. Неванлiнни. Згодом К.Г. Малютiним

встановлено критерiй належностi функцiї до класу аналiтичних у верх-

нiй пiвплощинi {z : Imz > 0} функцiй скiнченного λ-типу в термiнах

sin−коефiцiєнтiв Фур’є функцiї log |f |, а в роботi А. Бридуна доведено

критерiй скiнченностi λ-типу голоморфної у пiвсмузi функцiї f скiн-

ченного λ-типу в термiнах sin−коефiцiєнтiв розвинення в ряд Фур’є

функцiї log |f |. В третьому роздiлi роботи:

- доведено критерiй належностi функцiї, голоморфної у S такої, що

f(σ) = f(σ + 2πi), до класу функцiй скiнченного λ-типу, який

визначається деякою функцiєю зростання λ (додатна, неперервна,
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необмежена, неспадна);

- описано послiдовнiсть нулiв голоморфної у S функцiї такої, що

f(σ) = f(σ + 2πi), скiнченного λ - типу;

- описано послiдовностi нулiв i полюсiв мероморфної у S функцiї та-

кої, що f(σ) = f(σ+2πi), з класу Λ (мероморфних в S скiнченного

λ - типу).



Роздiл 4

МЕРОМОРФНI В ОКОЛI IСТОТНО

ОСОБЛИВОЇ ТОЧКИ ФУНКЦIЇ

В класичнiй теорiї Неванлiнни вивчається розподiл значень меромор-

фних у всiй площинi функцiй. Ми даємо аналог характеристики Не-

ванлiнни та його першої основної теореми для функцiй мероморфних

лише в деякому проколеному околi фiксованої точки. Без втрати за-

гальностi вважатимемо цю точку∞, а її околом – зовнiшнiсть деякого

круга, зокрема, одиничного.

Даний роздiл присвячений отриманню певних наслiдкiв тверджень

роздiлiв 2 та 3, зокрема, аналогу теореми Йенсена та спiввiдношень

для коефiцiєнтiв Фур’є функцiй, мероморфних зовнi одиничного кру-

га, доведенню критерiю скiнченностi λ-типу функцiй голоморфних в

околi iстотно особливої точки та опису множин їх нулiв i полюсiв. Крiм

того, тут також встановлено зв’язок мiж характеристикою Неванлiн-

ни T0(r, F ) таких функцiй та класичною характеристикою Неванлiнни

T (r, F ) для мероморфних функцiй, що мероморфно продовжуються в
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C, розглянуто випадок, коли T0(r, F ) = O(log r).

4.1. Теорема Йенсена, характеристика Не-

ванлiнни та коефiцiєнти Фур’є мероморфних

зовнi одиничного круга функцiй

Нехай вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя F - мероморфна в зовнi-

шностi одиничного круга {z : |z| ≥ 1}. Нехай n0(t, F ) – лiчильна

функцiя її полюсiв у кiльцi {z : 1 < |z| ≤ t}. Позначимо

N0(r, F ) =

r∫
1

n0(t, F )

t
dt, r ≥ 1. (4.1)

i

c0(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

log |F (reit)|dt, r ≥ 1. (4.2)

Наступна лема є аналогом теореми Йенсена.

Лема 4.1. Нехай функцiя F мероморфна в зовнiшностi одиничного

круга {z : |z| ≥ 1}. Tодi

N0(r,
1

F
)−N0(r, F ) =

= c0(r, F )− log r

log r0
c0(r0, F ) + (

log r

log r0
− 1)c0(1, F ), r ≥ r0 > 1. (4.3)

Доведення. В роздiлi 2 ми вивчали функцiї f мероморфнi в зами-

каннi пiвсмуги S = {s = σ + it : σ > 0, 0 < t < 2π}, такi, що

f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0. Вiдобразивши S у зовнiшнiсть одинично-

го круга {z : |z| ≥ 1} за допомогою вiдображення z = es, отримаємо
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такi спiввiдношення мiж мероморфною в {z : |z| ≥ 1} функцiєю F та

мероморфною в S функцiєю f такою, що f(σ) = f(σ + 2πi), σ ≥ 0,

f(s) = F (es).

Очевидно, що за допомогою вiдображення z = es, z = reit, s = σ + it

отримуємо спiввiдношення r = eσ, а також:

n0(r, F ) = n(log r, f) = n(σ, f), r ≥ 1, σ ∈ S, (4.4)

де n(σ, f) - лiчильна функцiя полюсiв функцiї f у прямокутнику {η +

it : 0 < η ≤ σ, 0 ≤ t < 2π}.

З огляду на (4.1)

N0(r, F ) =

r∫
1

n0(t, F )

t
dt =

=

eσ∫
1

n(log t, f)

t
dt =

σ∫
0

n(η, f)dη = N(σ, f), (4.5)

для r ≥ 1 i σ ≥ 0.

А також,

c0(σ, f) :=
1

2π

2π∫
0

log |f(σ + it)|dt =

=
1

2π

2π∫
0

log |F (eσ+it)|dt =
1

2π

2π∫
0

log |F (reit)|dt = c0(r, F ), r ≥ 1. (4.6)

Iз (2.4) та рiвностей (4.5), (4.6), отримуємо (4.3) 2

Нехай вiдмiнна вiд тотожного нуля функцiя F мероморфна в зовнi-

шностi одиничного круга {z : |z| ≥ 1}. Позначимо

m0(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

log+|F (reit)|dt,
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де x+ = max{0, x}.

Означення 4.1. Функцiя

T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F )+

+

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F ) +N0(r, F ), r ≥ r0 > 1. (4.7)

називається характеристикою Неванлiнни функцiї F.

Властивостi T0(r, F ) описанi в наступнiй теоремi.

Теорема 4.1. Нехай функцiя F , F 6≡ 0, мероморфна в зовнiшностi

одиничного круга {z : |z| ≥ 1}. Тодi

(i) T0(r0, F ) = 0, r0 > 1;

(ii) T0(r, F ) невiд’ємна, неспадна i опукла вiдносно log r при r ≥ r0;

(iii) T0(r, F ) = T0(r,
1

F
) при r ≥ r0.

(iv) T0(r, F1F2) ≤ T0(r, F1) + T0(r, F2) +O(log r), r ≥ r0,

T0(r, F1 + F2) ≤ T0(r, F1) + T0(r, F2) +O(log r), r ≥ r0.

Доведення. За означенням (4.7) маємо (i).

Далi, нехай F частка двох голоморфних функцiй H(z) i G(z) в {z :

|z| ≥ 1}, F =
H

G
, де H i G не мають спiльних нулiв. Застосувавши

(4.3) до G, отримаємо

N0(r,
1

G
) = c0(r,G)− log r

log r0
c0(r0, G)+

+

(
log r

log r0
− 1

)
c0(1, G) = N0(r, F ),

де r ≥ r0 > 1. Зауважимо, що (a − b)+ + b = max(a, b). Тому, зва-

жаючи на (4.7), характеристику Неванлiнни функцiї F =
H

G
можна
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записати наступним чином

T0(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

max(log |H(reiθ)|, log |G(reiθ)|)dθ−

− log r

log r0

1

2π

2π∫
0

max(log |H(r0e
iθ)|, log |G(r0e

iθ)|)dθ+

+

(
log r

log r0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

max(log |H(eiθ)|, log |G(eiθ)|)dθ, (4.8)

де r ≥ r0 > 1.

Позначимо

I(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

max(log |H(reiθ)|, log |G(reiθ)|)dθ, (4.9)

r ≥ r0 > 1.

Функцiя u(z) = max(log |H(z)|, log |G(z)|) є субгармонiйною в {z :

|z| ≥ 1}. Тому, I(r, F ) є опуклою вiдносно log r [4, ст. 27]. З рiвностей

(4.7), (4.8) i (4.9) отримуємо спiввiдношення

T0(r, F ) = I(r, F )− log r

log r0
I(r0, F ) +

(
log r

log r0
− 1

)
I(1, F ), (4.10)

r ≥ r0.

Правий бiк рiвностi (4.10) є сумою опуклої вiдносно log r i лiнiйної

вiдносно log r A log r + B функцiй. Тому T0(r, F ) є опуклою вiдносно

log r для r ≥ r0.

З опуклостi I(r, F ) вiдносно log r випливає

I(r0, F ) ≤ log r − log r0
log r

I(1, F ) +
log r0
log r

I(r, F ), 1 < r0 ≤ r.

Таким чином,

0 ≤ I(r, F )− log r

log r0
I(r0, F ) +

(
log r

log r0
− 1

)
I(1, F ), 1 < r0 ≤ r.
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Тому, з огляду на (4.10), отримуємо T0(r, F ) ≥ 0, r ≥ r0. Отже,

T0(r, F ) - невiд’ємна.

Оскiльки кожна опукла функцiя має похiдну справа [85, cт. 28], то

lim
r→r0+0

T0(r, F )− T0(r0, F )

log r − log r0
=

= lim
r→r0+0

T0(r, F )

log r − log r0
= T ′0+(r0, f) ≥ 0.

Оскiльки ця похiдна неспадна [85, ст. 28], то 0 ≤ T ′0(r0, F ) ≤ T ′0(r, F ), r ≥

r0. Тому характеристика (4.7) є неспадною при r ≥ r0, i властивiсть (ii)

доведена.

Застосовуючи (4.3) до функцiї
1

F
, отримаємо

N0(r, F )−N0(r,
1

F
) = c0(r,

1

F
)− log r

log r0
c0(r0,

1

F
)+

+

(
log r

log r0
− 1

)
c0(1,

1

F
), r ≥ r0 > 1. (4.11)

Твердження (iii) випливає негайно з (4.11), (4.2) i властивостi log x =

log+ x− log+ 1

x
, x > 0.

Використовуючи нерiвностi

log+ xy ≤ log+ x+ log+ y,

log(x+ y) ≤ log+ x+ log+ y + log 2,

для додатних x, y i нерiвностi

n0(r, F1F2) ≤ n0(r, F1) + n0(r, F2),

n0(r, F1 + F2) ≤ n0(r, F1) + n0(r, F2),

отримаємо (iv), що завершує доведення. 2



82

Нехай функцiя F, F 6≡ 0, мероморфна в {z : |z| ≥ 1}. Припустимо,

що F не має нi нулiв, нi полюсiв на |z| = 1.

Позначимо

ck(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |F (reit)|dt, r ≥ 1, k ∈ Z.

Лема 4.2. Нехай функцiя F , F 6≡ 0, мероморфна в {z : 1 ≤ |z| <

t, t > 1}. Нехай {aj} послiдовнiсть нулiв F в {z : 1 ≤ |z| < t, t > 1}

i {bj} - послiдовнiсть її полюсiв. Нехай F не має нi нулiв, нi полюсiв

на колi {z : |z| = 1}. Тодi виконуються наступнi спiввiдношення

ck(r, F ) =
rk

2k
αk(F )− r−k

2k
α−k(F )+

+
1

2k

∑
|aj |≥1

[(
r

aj

)k
−
(
aj
r

)k]
− 1

2k

∑
|bj |≥1

[(
r

bj

)k
−
(
bj
r

)k]
, (4.12)

c−k(r, F ) = ck(r, F ), k ∈ N,

де αk(F ) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
F ′(eit)

F (eit)
dt, k ∈ N.

Доведення. Використовуючи спiввiдношення z = reit = es = eσ+it

i f(s) = F (es) отримуємо

αk(f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt
f ′(it)

f(it)
dt =

1

2π

2π∫
0

e−ikt
F ′(eit)

F (eit)
dt = αk(F ), (4.13)

k ∈ N,

ck(σ, f) =
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |f(σ + it)|dt =

=
1

2π

2π∫
0

e−ikt log |F (reit)|dt = ck(r, F ), k ∈ Z. (4.14)



83

Застосовуючи цю ж пiдстановку до (2.43), отримуємо рiвностi (4.12),

де ck(r, F ) i αk(F ) визначенi спiввiдношеннями (4.14), (4.13) вiдповiдно

2

4.2. Випадок T0(r, F ) = O(log r) та зв’язок мiж

T0(r, F ) i класичною характеристикою Неван-

лiнни T (r, F ) для мероморфних функцiй, що

мероморфно продовжуються в C

Розглянемо випадок

T0(r, F ) = O(log r), r ≥ r0 > 1. (4.15)

Теорема 4.2. Нехай F – мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя. Вла-

стивiсть T0(r, F ) = O(log r), r ≥ r0, виконується тодi i лише тодi,

коли

F (z) = R(z)eh(z), (4.16)

де R(z) – рацiональна та h(z) – голоморфна i обмежена при |z| ≥ 1

функцiя.

Доведення. Нехай F має вигляд (4.16) Тодi з огляду на властивiсть

(iv) Tеореми 4.1

T0(r, F ) ≤ T0(r,R) + T0(r, e
h) +O(log r), r ≥ r0 > 1. (4.17)

Оскiльки

m0(r,R) = O(log r), i N0(r,R) = O(log r), r ≥ r0 > 1,
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то ми отримуємо

T0(r,R) = O(log r), r ≥ r0 > 1. (4.18)

Крiм того, оскiльки h є обмеженою при |z| ≥ 1, то

m0(r, e
h) = O(1), r ≥ r0 > 1.

Таким чином, маємо

T0(r, e
h) = m0(r, e

h) +O(log r) = O(log r), r ≥ r0 > 1.

З цього спiввiдношення та з (4.17) i (4.18) випливає (4.15).

Навпаки, нехай виконується (4.15). Тодi

N0(r, F ) +m0(r, F ) = T0(r, F ) +
log r

log r0
m0(r0, F )−

− (
log r

log r0
− 1)m0(1, F ) = O(log r), r ≥ r0 > 1. (4.19)

Отже

N0(r, F ) = O(log r) i m0(r, F ) = O(log r), r ≥ r0 > 1,

бо обидва доданки злiва спiввiдношення (4.19) невiд’ємнi.

Зi спiввiдношення N0(r, F ) = O(log r), r ≥ r0 > 1, випливає, що

n0(r, F ) ≤ const. Тому число полюсiв F скiнченне.

За властивiстю (iii) Теореми 4.1 кiлькiсть нулiв F також скiнченна.

Нехай R(z) - рацiональна функцiя, нулi i полюси якої спiвпадають

з нулями i полюсами функцiї F з урахуванням їх кратностей.

Функцiя g(z) =
F (z)

R(z)
не має нi нулiв, нi полюсiв у {z : |z| ≥ 1}. За

Лемою 4.1. з [33] iснує m ∈ Z таке, що гiлка logG(z), G(z) = z−mg(z)

визначена в {z : |z| ≥ 1}. Розглянемо її ряд Лорана

logG(z) =
∑
k∈Z

ckz
k. (4.20)
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Тодi

log |G(z)| =
∑
k∈Z

Re(ckz
k) =

1

2

∑
k∈Z

(ckz
k + c−kz

k) =

=
1

2

∑
k∈Z

(ckr
k + c−kr

−k)eikθ, r ≥ 1,

i

1

2
(ckr

k + c−kr
−k) =

1

2π

2π∫
0

log |G(reiθ)|e−ikθdθ, r ≥ 1, k ∈ Z. (4.21)

Оскiльки

| log |G(z)|| ≤ | log |g(z)|+ |m|| log z|, |z| ≥ 1,

зi спiввiдношень (4.15) i (4.21) випливає

ckr
k + c−kr

−k = O(log r), r ≥ 1, k ∈ Z. (4.22)

Оскiльки r ≥ 1, то спiввiдношення (4.22) виконується тодi i лише тодi,

коли ck = 0, k ∈ N. Тому ряд Лорана (4.20) можна записати наступним

чином

logG(z) = log

(
z−m

F (z)

R(z)

)
= c0 +

c−1
z

+ ...+
c−k
zk

+ ..., k ∈ N.

Позначимо

c0 +
c−1
z

+ ...+
c−k
zk

+ ... = h(z), |z| ≥ 1.

Тодi

log

(
z−m

F (z)

R(z)

)
= h(z), |z| ≥ 1. (4.23)

Оскiльки ряд Лорана є абсолютно збiжний на {z : |z| = 1}, отримаємо

|h(z)| ≤ |c0|+ |c−1|+ ...+ |c−k|+ ... = const.

Таким чином з (4.23) випливає

F (z) = zmR(z)eh(z),
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де h(z) обмежена при |z| ≥ 1, що завершує доведення 2

Якщо мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя F мероморфно продов-

жується в C, то її класична характеристика Неванлiнни T (r, F ) також

визначена. Тодi

N(r, F )−N0(r, F ) =

=

r∫
0

n(t, F )− n(0, F )

t
dt+ n(0, F ) log r −

r∫
1

n0(t, F )

t
dt =

=

1∫
0

n(t, F )− n(0, F )

t
dt+

r∫
1

n(t, F )− n(0, F )− n0(t, F )

t
dt+

+n(0, F ) log r = N(1, F ) +

r∫
1

n(1, F )

t
dt.

Оскiльки n(1, F ) = n(t, F )− n0(t, F ) при t ≥ 1 i

N(1, F ) =

1∫
0

n(t, F )− n(0, F )

t
d, t

то N(r, F )−N0(r, F ) = N(1, F ) + n(1, F ) log r при r ≥ r0 > 1.

Таким чином,

T (r, F )− T0(r, F ) = N(r, F ) +m(r, F )−N0(r, F )−

−m0(r, F ) +
log r

log r0
m0(r0, F )−

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F ) =

= N(1, F ) +m0(1, F )+

+ log r

[
m0(r0, F )−m0(1, F )

log r0
+ n(1, F )

]
, r ≥ r0 > 1. (4.24)

Зауважимо, що

N(1, F ) +m0(1, F ) = N(1, F ) +m(1, F ) = T (1, F ), (4.25)

r ≥ r0 > 1.
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Використовуючи спiввiдношення (4.24) i (4.25), отримуємо наступне

твердження.

Твердження 4.1. Нехай мероморфна в {z : |z| ≥ 1} функцiя F має

мероморфне продовження в C. Тодi

T0(r, F ) = T (r, F )− T (1, F )+

+ log r

[
m0(1, F )−m0(r0, F )

log r0
− n(1, F )

]
, r ≥ r0 > 1. (4.26)

4.3. Зростання i розподiл нулiв та полюсiв

мероморфних функцiй в околi iстотно осо-

бливої точки

Означення 4.2. Додатна, неспадна, неперервна i необмежена при

r > 1 функцiя λ(r) називається функцiєю зростання.

Означення 4.3. Нехай λ(r) функцiя зростання i F мероморфна

в {z : |z| ≥ 1}. Функцiя F називається функцiєю скiнченного λ -

типу, якщо iснують додатнi сталi A > 0, B > 0 такi, що нерiвнiсть

T (r, F ) ≤ Aλ(Br) виконується для всiх r, r ≥ r0 > 1.

Позначимо через Λ(∞) клас мероморфних функцiй скiнченного λ−

типу в {z : |z| ≥ 1} i через ΛH(∞) - клас голоморфних функцiй скiн-

ченного λ - типу в {z : |z| ≥ 1}.

Лема 4.3. Голоморфна функцiя F в {z : |z| ≥ 1} є функцiєю скiнчен-

ного λ-типу тодi i лише тодi, коли функцiя f(s) = F (es) є функцiєю

скiнченного λ1-типу в S, де λ1(σ) = λ(eσ), σ > 0.
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Доведення. Нехай F ∈ ΛH(∞). Тодi T0(r, F ) ≤ Aλ(Br) при деяких

сталих A,B > 0 i всiх r ≥ r0.

Використовуючи спiввiдношення z = reit = es = eσ+it i F (z) =

F (es) = f(s), отримаємо

T0(r, F ) = m0(r, F )− log r

log r0
m0(r0, F ) +

(
log r

log r0
− 1

)
m0(1, F ) =

1

2π

2π∫
0

log+ |F (reit)|dt− log r

log r0

1

2π

2π∫
0

log+ |F (r0e
it)|dt+

+

(
log r

log r0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

log+ |F (eit)|dt =

=
1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ + it)|dt− σ

σ0

1

2π

2π∫
0

log+ |f(σ0 + it)|dt+

+

(
σ

σ0
− 1

)
1

2π

2π∫
0

log+ |f(it)|dt = T (σ, F ), σ ≥ σ0.

Тому, оскiльки T0(r, F ) ≤ Aλ(Br) при деяких сталих A,B > 0 i всiх

r ≥ r0, то

T (σ, f) ≤ Aλ(Beσ) = Aλ(eσ+logB) = Aλ1(σ + C),

де C = logB.

Навпаки, якщо T (σ, f) ≤ Aλ1(σ + C) при деяких A,C > 0 i всiх

σ ≥ σ0 > 0, тодi

T0(r, F ) ≤ Aλ1(log r+C) = Aλ1(log r+log eC) = Aλ1(log eC ·r) = Aλ(Br),

де B = eC 2

Нехай Z = {zj} -послiдовнiсть комплексних чисел iз {z : |z| ≥ 1}.
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Через n0(t, Z) позначимо лiчильну функцiю послiдовностi Z в кiльцi

{z : 1 ≤ |z| ≤ t}.

Нехай λ - функцiя зростання.

Означення 4.4. Послiдовнiсть Z = {zj} iз {z : |z| ≥ 1} має скiн-

ченну λ- щiльнiсть, якщо

N0(r, Z) ≤ Aλ(Br), (4.27)

при деяких додатних сталих A,B для всiх r, r ≥ 1, де

N0(r, Z) =

r∫
1

n0(t, Z)

t
dt.

Означення 4.5. Послiдовнiсть Z = {zj} iз {z : |z| ≥ 1} нази-

вається λ-допустимою, якщо вона має скiнченну λ - щiльнiсть, i

iснують додатнi сталi A,B такi, що

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
r1<r≤r2

(
1

zj

)k∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(Br1)

rk1
+
Aλ(Br2)

rk2
,

для всiх r1, r2, r0 ≤ r1 < r2 i кожного k ∈ N.

Крiм того, для зручностi означення 3.3, 3.4 пiдроздiлу 3.2 перепише-

мо наступним чином:

Означення 4.6. Послiдовнiсть комплексних чисел Q = {sj} з S

має скiнченну λ1-щiльнiсть, якщо iснують додатнi сталi A,B такi,

що

N(σ,Q) ≤ Aλ1(σ +B), σ ≥ σ0 > 0,

де

N(σ,Q) =

σ∫
0

n(η,Q)dη,
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n(η,Q) - кiлькiсть членiв послiдовностi Q в прямокутнику Rη i λ1(σ) =

λ(eσ), σ > 0.

Означення 4.7. Послiдовнiсть комплексних чисел Q = {sj} з S

називається λ1-допустимою, якщо вона має скiнченну λ1-щiльнiсть

та iснують додатнi сталi A,B такi, що

1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

σ1<Resj≤σ2

(
1

esj

)k∣∣∣∣∣∣ ≤ Aλ1(σ1 +B)

ekσ1
+
Aλ1(σ2 +B)

ekσ2
,

k ∈ N i σ0 ≤ σ1 < σ2, де λ1(σ) = λ(eσ), σ > 0.

Наступна теорема описує послiдовностi нулiв функцiй з класу ΛH(∞).

Теорема 4.3. Для того, щоб послiдовнiсть Z з {z : |z| ≥ 1} була

послiдовнiстю нулiв функцiї з ΛH(∞) необхiдно i досить, щоб вона

була λ-допустимою.

Перш, нiж доводити цю теорему, доведемо наступне твердження.

Лема 4.4. Нехай Z = {zj} - послiдовнiсть комплексних чисел з

{z : |z| ≥ 1} i Q = {sj} - послiдовнiсть комплексних чисел iз S

таких, що zj = esj , j ∈ N. Послiдовнiсть {zj} є λ-допустимою тодi

i лише тодi, коли послiдовнiсть {sj} є λ1-допустимою, де λ1(σ) =

λ(eσ), σ > 0.

Доведення. Нехай послiдовнiсть комплексних чисел {zj} є λ-до-

пустимою. Тодi виконуються наступнi нерiвностi

N0(r, Z) ≤ Aλ(Br),

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
r1<r≤r2

(
1

zj

)k∣∣∣∣∣ ≤ Aλ(Br1)

rk1
+
Aλ(Br2)

rk2
,

для деяких додатних сталих A,B i всiх r1, r2, r0 ≤ r1 < r2 та кожного

k ∈ N. Покладемо в обох нерiвностях z = es, z = reit, де eσ+it =
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reit, σ = log r, i використаємо спiввiдношення (4.5). Таким чином,

отримаємо

N0(r, Z) = N(σ,Q) ≤ Aλ(Beσ) = Aλ(eσ+logB) = Aλ1(σ +D)

i

1

k

∣∣∣∣∣ ∑
r1<r≤r2

(
1

zj

)k∣∣∣∣∣ =
1

k

∣∣∣∣∣∣
∑

σ1<Resj≤σ2

(
1

esj

)k∣∣∣∣∣∣ ≤
Cλ(eσ1+logD)

ekσ1
+
Cλ(eσ2+logD)

ekσ2
=
Cλ1(σ1 + Ã)

ekσ1
+
Cλ1(σ2 + Ã)

ekσ2
,

при деяких A,B,C,D > 0, Ã = logD, D = logB i всiх σ1, σ2, σ0 ≤

σ1 < σ2, для всiх k ∈ N.

Тому {sj} задовольняє означення λ1-допустимостi.

Нехай тепер {sj} – λ1-допустима. Аналогiчними мiркуваннями отри-

муємо λ-допустимiсть послiдовностi {zj}, zj = esj iз {z : |z| ≥ 1}. 2

Доведення Теореми 4.3. Нехай {zj} -послiдовнiсть нулiв з {z :

|z| ≥ 1} голоморфної функцiї F скiнченного λ-типу. Зважаючи на ле-

му 4.3, отримаємо, що голоморфна функцiя f(s) = F (es) є функцiєю

скiнченного λ1-типу, де λ1(s) = λ(es). Нехай послiдовнiсть Q = {sj}

з S, де esj = zj, є послiдовнiстю нулiв голоморфної функцiї f ∈ ΛH .

За Теоремою 3.2 послiдовнiсть Q є λ1− допустимою. Тодi за Лемою

4.4 послiдовнiсть Z = {zj} з {z : |z| ≥ 1} є λ− допустимою, де

λ1(σ) = λ(eσ), σ > 0.

Навпаки, якщо послiдовнiсть {zj} є λ-допустимою, тодi згiдно з те-

оремою Рубела-Тейлора [23, ст. 84] ([8, ст. 29]) iснує цiла функцiя F (z)

скiнченного λ-типу з послiдовнiстю нулiв Z = {zj}, що завершує дове-

дення. 2
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Нехай W = {wj} - послiдовнiсть комплексних чисел з {z : |z| ≥ 1}.

Нехай λ - функцiя зростання.

Теорема 4.4. Послiдовнiсть W = {wj} iз {z : |z| ≥ 1} є послiдов-

нiстю полюсiв функцiї F з класу Λ(∞) тодi i лише тодi, коли вона

має скiнченну λ-щiльнiсть.

Перш, нiж довести цю теорему, доведемо наступне твердження.

Твердження 4.2. Послiдовнiсть Z = {zj} iз {z : |z| ≥ 1} є послi-

довнiстю нулiв функцiї F з класу Λ(∞) тодi i лише тодi, коли вона

має скiнченну λ-щiльнiсть.

Доведення. Якщо Z = {zj} є послiдовнiстю нулiв функцiї F , F ∈

Λ(∞), тодi з (4.7) отримаємо

N0(r, Z) = N0(r,
1

F
) ≤ T0(r, F ) ≤ Aλ(Br),

для всiх r ≥ r0 > 1 i деяких сталих A,B > 0.

Нехай тепер Z = {zj} -послiдовнiсть зi cкiнченною λ-щiльнiстю. Tодi

за теоремою Рубела-Тейлора [23] (див. також [8, p. 35]) iснує меромор-

фна в C функцiя F скiнченного λ-типу з послiдовнiстю нулiв Z. 2

Застосовуючи Твердження 4.2 до функцiї
1

F
ми отримуємо висновок

теореми 4.4.

4.4. Висновки до роздiлу 4

В роботi [9] Вейєрштрасс показав, що кожну цiлу функцiю можна зо-

бразити як нескiнченний добуток, побудований по її нулях. Якщо ж

порядок функцiї, що визначається через швидкiсть зростання її ма-

ксимума модуля, скiнченний, то, за доведеним в роботi [10] Адамара,
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таке зображення "майже"єдине. Та, при вивченнi мероморфних фун-

кцiй f(z), зручнiший пiдхiд до вираження швидкостi зростання фун-

кцiї дає не максимум модуля, а характеристика Неванлiнни T (r, f). В

роботах [6], [4] показано, що T (r, f) є зростаючою опуклою функцiєю

вiд log r i, вiдповiдно прямує до нескiнченностi разом iз r. Тому логi-

чним було виникнення питання про швидкостi зростання мероморфних

функцiй в областях, вiдмiнних вiд комплексної площини та її верхньої

пiвплощини, зокрема, в пiвсмузi S = {s = σ+ it : σ > 0, 0 < t < 2π}.

Але при вiдображеннi замикання пiвсмуги S у зовнiшнiсть одиничного

круга {z : |z| ≥ 1} за допомогою вiдображення z = es отримуємо, що

f(s) = F (es). Власне, для мероморфної в {z : |z| ≥ 1} функцiї F, що

задається рiвнiстю f(s) = F (es), в четвертому роздiлi, як наслiдки з

тверджень 2-го роздiлу, отримано такi результати:

- аналог теореми Йенсена для мероморфних зовнi одиничного круга

функцiй;

- властивостi характеристики Неванлiнни T0(r, F ) мероморфних зов-

нi одиничного круга функцiй;

- рiвностi для коефiцiєнтiв Фур’є мероморфної в зовнiшностi одини-

чного круга функцiї.

Крiм того:

- встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою

Неванлiнни T (r, F ) для мероморфних функцiй, що мероморфно

продовжуються в C;

- розглянуто випадок T0(r, F ) = O(log r);
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В цьому ж роздiлi отримано ряд наслiдкiв для функцiй, голомор-

фних в зовнiшностi одиничного круга, з тверджень, доведених в роз-

дiлi 3:

- встановлено критерiй скiнченностi λ-типу функцiй, голоморфних

в зовнiшностi одиничного круга;

- описано послiдовностi нулiв голоморфних функцiй скiнченного λ-

типу в зовнiшностi одиничного круга;

- описано послiдовностi нулiв i полюсiв мероморфних функцiй скiн-

ченного λ-типу в зовнiшностi одиничного круга.



Роздiл 5

МУЛЬТИПЛIКАТИВНО ПЕРIОДИЧНI

МЕРОМОРФНI ФУНКЦIЇ У

ПРОКОЛЕНОМУ ЗАМИКАННI

ВЕРХНЬОЇ ПIВПЛОЩИНИ

Якщо мероморфна в замиканнi пiвсмуги S = {s = σ+ it : σ > 0, 0 <

t < 2π} функцiя g, g(σ) = g(σ + 2πi), мероморфно продовжується у

замикання смуги S∞ = {s = σ + it : −∞ < σ < +∞, 0 < t < 2π},

то функцiя f, що пов’язана з g спiввiдношенням f(z) = f(eσ) = g(s),

мероморфна в проколенiй площинi C∗ = C\{0}.

Смуга S∞ iнварiантна вiдносно зсувiв на дiйснi числа, тому ми мо-

жемо розглянути пiдклас перiодичних мероморфних в S∞ функцiй з

дiйсним перiодом ω, тобто таких, що g(s + ω) = g(s), s ∈ S∞, i, крiм

того, g(σ) = g(σ + 2πi).

Тодi функцiя f(z), z = es, f(es) = g(s), мультиплiкативно перiоди-

95
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чна з мультиплiкатором q = eω. Справдi,

f(eω · es) = g(s+ ω) = g(s) = f(es).

Якщо q = eω− мультиплiкатор, то e−ω також, тому можна вважати

0 < q < 1. Зручними характеристиками зростання таких функцiй є

характеристики Неванлiнни, запропонованi в [62] [63].

Теорiя мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у C∗ =

C\{0} була розроблена О. Раузенбергером [67]. Ж. Валiрон назвав такi

функцiї локсодромними тому, що точки, у яких така функцiя набуває

одне i те ж значення у випадку недiйсного q, лежать на логарифмiчних

спiралях. Образи цих спiралей на сферi Рiмана перетинають кожен ме-

ридiан пiд одним i тим же кутом i вони називаються локсодромними

кривими (λoξoζ - кривий, δρoµoζ - шлях). В log-полярних координа-

тах це – прямi лiнiї. Теорiя таких функцiй тiсно пов’язана з теорiєю

елiптичних функцiй ([69], [68]).

В цьому параграфi ми вивчаємо характеристики Неванлiнни довiль-

них локсодромних функцiй а також мультиплiкативно перiодичнi фун-

кцiї у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини.

5.1. Характеристики зростання локсодром-

них функцiй

Означення 5.1 ([67], [68]). Мероморфна в проколенiй площинi C∗ =

C\{0} функцiя f називається локсодромною з мультиплiкатором q,

якщо вона задовольняє умову

f(qz) = f(z), 0 < |q| < 1, z ∈ C∗. (5.1)
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Множину локсодромних мероморфних функцiї з мультиплiкатором

q позначимо Lq [69].

Характеристики типу Неванлiнни мероморфних у C∗ функцiй були

введенi i вивчались у [62], [63] (див. також [33]).

Зокрема, характеристики Неванлiнни функцiї f визначались рiвно-

стями
o

T (r, f) =
o

N(r, f) +
o
m(r, f), 1 ≤ r,

де
o
m(r, f) = m(r, f) +m

(
1

r
, f

)
− 2m(1, f),

m(r, f) =
1

2π

π∫
0

log+ |f(reiϕ)|dϕ, a+ = max(a, 0),

o

N(r, f) =

r∫
1

o
n(r, f)

r
dr,

i o
n(r, f)− лiчильна функцiя полюсiв f у кiльцi {z : 1/r < |z| < r}.

Teoрeма H ( [33], [62]). Характеристика
o

T (r, f) є невiд’ємною, не-

перервною, неспадною i опуклою функцiєю вiдносно log r на [1; +∞),
o

T (1, f) = 0.

Нагадаємо деякi властивостi функцiй з Lq ( [67], [68], [69]).

Позначимо Ar = {z : |q|r < |z| ≤ r}. Кожна вiдмiнна вiд сталої ло-

ксодромна мероморфна функцiя з мультиплiкатором q має принаймнi

два полюси в Ar. Кiлькiсть полюсiв f є однаковою для для кожного

кiльця Ar. Позначимо її черезm. Числоm називають порядком функцiї

f .

З (5.1) отримуємо, що f(qnz) = f(z), n ∈ Z.
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Теорема 5.1. Нехай f− функцiя з класу Lq i її порядок – m. Тодi

o

T (r, f) =
m

log 1
|q|

log2 r +O(log r), r > 1, (5.2)

де

|O(log r)| ≤ 2m log r + C, (5.3)

C = max

{
o

T

(
1

|q|
, f

)
, 2m(1, f)

}
.

Доведення. Якщо
1

|q|n−1
< r ≤ 1

|q|n
, n ∈ N, тодi

2m

(
log r

log 1
|q|
− 1

)
≤ 2m(n− 1) ≤ o

n(r, f) ≤ 2mn ≤ 2m

(
log r

log 1
|q|

+ 1

)
.

Тому,

mlog2 r

log 1
|q|
− 2m log r ≤

o

N(z, f) ≤ mlog2 r

log 1
|q|

+ 2m log r (5.4)

Функцiя f ∈ Lq визначається своїми значеннями у A 1
|q|
. Таким чи-

ном,

− 2m(1, f) ≤ o
m(r, f) ≤

o

T

(
1

|q|
, f

)
. (5.5)

Спiввiдношення (5.2) i (5.3) випливають з (5.4) i (5.5), що завершує

доведення.

Теорема 5.1 i Теорема 10.1 з [33] дають ще один спосiб зображення

локсодромних функцiй наступним чином.

Кiлькiсть нулiв функцiї f ∈ Lq у A1 спiвпадає з кiлькiстю її по-

люсiв у кiльцi Ar ([68]). Позначимо нулi функцiї f в кiльцi Ar через

a1, a2, ..., am, а полюси - b1, b2, ..., bm. Тодi з рiвностi (5.1) випливає

zj = akq
n, wj = bkq

n, n ∈ Z.
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Нехай

z̃j =


zj, якщо |zj| > 1,
1

zj
, якщо |zj| ≤ 1,

w̃j =


wj, якщо |wj| > 1,
1

wj,
якщо |wj| ≤ 1.

Рiд послiдовностi zj визначається як найменше невiд’ємне цiле ν, що

задовольняє умову ∑
j

|z̃j|−ν−1 < +∞.

Легко бачити, що рiд послiдовностей z̃j i w̃j дорiвнює нулевi, та зобра-

ження (10.2) з [33] набуває вигляду

f(z) = Czp

∏
|zj |≤1

(
1− zj

z

) ∏
|zj |>1

(
1− z

zj

)
∏
|wj |≤1

(
1− wj

w

) ∏
|wj |>1

(
1− w

wj

) , (5.6)

де p ∈ Z, C− стала.

Оскiльки добутки у спiввiдношенi (5.6) є збiжними абсолютно, то

його можна переписати наступним чином

f(z) = Czp

m∏
k=1

P

(
z

ak

)
m∏
k=1

P

(
z

bk

) , (5.7)

де P− первинна функцiя Шотткi-Кляйна [71], [87], [88]

P (z) = (1− z)
∞∏
n=1

(1− qnz)

(
1− qn

z

)
.

Iснує p ∈ Z ([2], [4]) таке, що

a1a2...am
b1b2...bm

= qp. (5.8)

З (5.1) випливає ([68], [69]), що цiле p у спiввiдношеннi (5.7) має спiв-

падати з таким же значенням з рiвностi(5.8).
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Ми отримали вiдоме зображення (5.7) функцiй f ∈ Lq [68], [69] з p,

що задовольняє (5.8). Воно є схожим до зображення рацiональної фун-

кцiї, де P
(
z

ak

)
i P
(
z

bk

)
замiненi на

(
1− z

ak

)
та
(

1− z

bk

)
вiдповiд-

но. Рацiональна функцiя є мероморфною на сферi Рiмана, що є ком-

пактною рiмановою поверхнею роду нуль. Первинна функцiя Шотткi-

Кляйна P
(z
c

)
узагальнює ([71])

(
1− z

c

)
на Рiмановiй поверхнi пер-

шого роду, яка є тором.

Тому функцiї f з Lq можна розглядати як рацiональнi функцiї на

торi.

5.2. Розподiл значень мультиплiкативно

перiодичної мероморфної функцiї

в H∗

Нехай H = {z : Im z > 0} i H∗ = H\{0}. Простiр H∗ iнварiантний

вiдносно мультиплiкативної групи R+.

Позначимо At = {z ∈ H : qt < |z| ≤ t}, t > 0, 0 < q < 1. Зауважи-

мо, що At = H∗.



101

Рис. 5.1. Пiвкiльце At

Означення 5.2. Функцiя f називається мероморфною в H∗, якщо

вона мероморфна в замиканнi кожного пiвкiльця At.

Означення 5.3. Мероморфна в H∗ функцiя f називається муль-

типлiкативно перiодичною з мультиплiкатором q, 0 < q < 1, якщо

для всiх z ∈ H∗ виконується рiвнiсть

f(qz) = f(z). (5.9)

Клас таких функцiй позначимо черезMq.

Теорема H. ([93]). Нехай f ∈Mq. Тодi

1) кiлькiсть a−точок, a ∈ C, функцiї f 6= const у кiльцi At = {z ∈ H :

qt < |z| ≤ t }, t > 0, не залежить вiд t;

2) якщо функцiя f голоморфна i f(−x) = f(x), x ∈ R+ , то f =

const;
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3) якщо f(−x) = f(x), x ∈ R+, то функцiя g(ζ) = f(
√
ζ),
√
−1 = i,

є мультиплiкативно перiодичною в C∗ з мультиплiкатором q2.

Функцiя g
(
e

2πi
ω2
s
)
є подвiйно перiодичною з ґраткою перiодiв Λ =

Zω1 + Zω2 при
ω1

ω2
= − i

π
log q.

Наведемо приклад мультиплiкативно перiодичної мероморфної фун-

кцiї.

Приклад 5.1. Нехай z ∈ C. Покладемо log 1 = 0. Тодi

log z =

z∫
1

dζ

ζ
,

де iнтеграл береться вздовж шляху, що з’єднує точки 1 i z в D =

C\[−∞i, 0] (див. рис. 5.2)

Рис. 5.2. Область визначення функцiї log z

Розглянемо мероморфну функцiю f(z) = sin log z.

Покажемо, що вона мультиплiкативно перiодична з мультиплiкато-
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ром q = e−2π, 0 < q < 1. Для перевiрки цього, зауважимо, що при

a > 0 z ∈ D ⇒ az ∈ D i функцiї

F (z) =

az∫
1

dζ

ζ
, G(z) =

a∫
1

dζ

ζ
+

z∫
1

dζ

ζ

спiвпадають в D. Справдi, F ′(z) = G′(z). Звiдси F (z) = G(z) +C, z ∈

D, де C− деяка стала. З рiвностi F (1) = G(1) знаходимо C = 0. Отож,

f(qz) = sin log(qz) = sin log(e−2π · z) =

= sin(log e−2π + log z) = sin log z = f(z).

Нехай f мультиплiкативно перiодична мероморфна функцiя в H∗.

Припустимо, що f не має нi нулiв, нi полюсiв на R \ {0}. Нехай z0 ∈

H∗, f(z0) 6= 0,∞, i log f(z) визначений спiввiдношенням

log f(z) = log f(z0) +

z∫
z0

f ′(ζ)

f(ζ)
dζ, (5.10)

де iнтеграл береться вздовж шляху, що з’єднує точки z0 i z, у H∗ з

радiальними розрiзами (рис. 5.1). Крiм того, нехай

arg f(z) = arg f(z0) + Im
z∫

z0

f ′(ξ)

f(ξ)
dξ. (5.11)

Розподiл значень функцiї f зMq описаний наступною теоремою.

Теорема 5.2. Нехай f ∈ Mq, f 6= const i f(z) 6= 0,∞ на R\{0}.

Тодi

1) сума приростiв arg f вздовж вiдрiзкiв [qt, t] та [−t,−qt] не зале-

жить вiд t i дорiвнює 2π
(
n0(f)− n∞(f)

)
, де n0(f), n∞(f)− кiль-

костi нулiв та полюсiв функцiї f в A1 = {z ∈ H : q < |z| ≤ 1}

вiдповiдно;
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2) нехай zn = rne
iαn− a−точки функцiї f , a ∈ C, та wn = ρne

iβn

полюси f в At = {z ∈ H : qt < |z| ≤ t}. Тодi
r∫

qr

∑
qt<rn≤t

(
q

rn
− rn
t2

)
sinαndt =

r∫
qr

∑
qt<ρn≤t

(
q

ρn
− ρn
t2

)
sin βndt

при кожному r > 0.

Доведення. Застосовуючи принцип аргумента до функцiї
f ′(z)

f(z)
,

отримуємо ∫
∂At

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

(
n0(f)− n∞(f)

)
. (5.12)

Оскiльки

∂At = Γqt ∪ Γt ∪ [qt, t] ∪ [−t,−qt], (5.13)

де Γqt,Γt пiвкiльця з радiусами qt, t вiдповiдно та з центрами в початку

координат, то рiвнiсть (5.12) набуде вигляду

it

π∫
0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
eiϕdϕ− iqt

π∫
0

f ′(qteiϕ)

f(qteiϕ)
eiϕdϕ+

t∫
qt

f ′(τ)

f(τ)
dτ +

−qt∫
−t

f ′(z)

f(z)
dz =

= 2πi
(
n0(f)− n∞(f)

)
. (5.14)

Використовуючи спiввiдношення f(qz) = f(z), f ′(qz) =
1

q
f ′(z) тa

(5.10), з (5.14) випливає

[log f(t)− log f(qt)] + [log f(−qt)− log f(−t)] =

= 2πi
(
n0(f)− n∞(f)

)
. (5.15)

Взявши уявнi частини обох бокiв рiвностi (5.15), отримуємо

[arg f(t)− arg f(qt)] + [arg f(−qt)− arg f(−t)] = 2π
(
n0(f)− n∞(f)

)
.
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Таким чином, перше твердження Теореми 5.2 доведене.

Нехай zn нулi функцiї f у At. Застосовуючи теорему про лишки до

iнтегралiв
∫
∂At

z
f ′(z)

f(z)
dz та

∫
∂At

1

z

f ′(z)

f(z)
dz, отримуємо

∫
∂At

z
f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|zn|≤t

wn

 ,

i ∫
∂At

1

z

f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

1

zn
−

∑
qt<|zn|≤t

1

wn

 .

З врахуванням (5.13) цi спiввiдношення набудуть вигляду

it2
π∫

0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
e2iϕdϕ− iqt2

π∫
0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
e2iϕdϕ+

t∫
qt

τ
f ′(τ)

f(τ)
dτ+

+

−qt∫
−t

z
f ′(z)

f(z)
dz = 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|zn|≤t

wn

 , (5.16)

та

i

π∫
0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
dϕ− i

q

π∫
0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
dϕ+

t∫
qt

f ′(τ)

f(τ)

dτ

τ
+

−qt∫
−t

f ′(z)

f(z)

dz

z
=

= 2πi

 ∑
qt<|zn|≤t

1

zn
−

∑
qt<|zn|≤t

1

wn


вiдповiдно.

Подiливши (5.16) на t2 тa проiнтегрувавши по t вiд qr до r, матимемо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|wn|≤t

wn

 dt
t2

=

r∫
qr

 t∫
qt

z
f ′(z)

f(z)
dz

 dt
t2

+
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+

r∫
qr

 −qt∫
−t

z
f ′(z)

f(z)
dz

 dt
t2

+ i(1− q)
r∫

qr

 π∫
0

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
e2iϕdϕ

 dt.
За теоремою Фубiнi з останньої рiвностi випливає

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|wn|≤t

wn

 dt
t2

=

r∫
qr

 t∫
qt

z
f ′(z)

f(z)
dz

 dt
t2

+

+

r∫
qr

 −qt∫
−t

z
f ′(z)

f(z)
dz

 dt
t2

+ i(1− q)
π∫

0

e2iϕ

 r∫
qr

f ′(teiϕ)

f(teiϕ)
dt

 dϕ. (5.17)

Позначимо

I1 =

r∫
qr

 t∫
qt

z
f ′(z)

f(z)
dz

 dt
t2
, I2 =

r∫
qr

 −qt∫
−t

z
f ′(z)

f(z)
dz

 dt
t2
. (5.18)

Застосовуючи означення (5.10) та позначення (5.18) до (5.17), отри-

маємо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|wn|≤t

wn

 dt
t2

=

= I1 + I2 + i(1− q)
π∫

0

[
log f(reiϕ)− log f(qreiϕ)

]
eiϕdϕ. (5.19)

Аналогiчними мiркуваннями, застосованими до iнтегралу
∫
∂At

1

z

f ′(z)

f(z)
dz,

показуємо справедливiсть рiвностi

2πqi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

1

zn
−

∑
qt<|wn|≤t

1

wn

 dt =

= qI3 + qI4 + i(q − 1)

π∫
0

[
log f(reiϕ)− log f(qreiϕ)

]
e−iϕdϕ, (5.20)
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де I3 =

r∫
qr

 t∫
qt

1

z

f ′(z)

f(z)
dz

 dt, I4 =

r∫
qr

 −qt∫
−t

1

z

f ′(z)

f(z)
dz

 dt.
Додаючи спiввiдношення (5.19) тa (5.20), отримуємо

2πi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|wn|≤t

wn

 dt
t2

+

+2πqi

r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

1

zn
−

∑
qt<|wn|≤t

1

wn

 dt = I1 + I2 + qI3 + qI4−

− 2(1− q)
π∫

0

[
log f(reiϕ)− log f(qreiϕ)

]
sinϕdϕ. (5.21)

Оскiльки log |f(reiϕ)| − log |f(qreiϕ)| = 0, то взявши дiйснi частини

рiвностi (5.21), матимемо

2πRe

i r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|wn|≤t

wn

 dt

t2

+

+2πRe

iq r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

1

zn
−

∑
qt<|wn|≤t

1

wn

 dt

 =

= Re (I1 + I2 + qI3 + qI4) . (5.22)

Знайшовши дiйснi частини iнтегралiв I1, I2, I3, I4, отримаємо насту-

пнi рiвностi

ReI1 =

r∫
qr

1

t2

t log |f(t)| − qt log |f(qt)| −
t∫

qt

log |f(τ)|dτ

 dt =

= (1− q)
r∫

qr

log |f(t)|dt
t

+

r∫
qr

 t∫
qt

log |f(τ)|dτ

 d

(
1

t

)
=
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= (1− q)
r∫

qr

log |f(t)|dt
t

+
1

r

r∫
qr

log |f(t)|dt− 1

qr

qr∫
q2r

log |f(t)|dt−

−
r∫

qr

1

t
[log |f(t)| − q log |f(qt)|] dt =

1

r

r∫
qr

log |f(t)|dt− 1

qr

qr∫
q2r

log |f(t)|dt.

Зробивши пiдстановку t = qτ в другому iнтегралi, отримаємо Re I1 = 0.

Аналогiчним чином доводиться, що ReI2 = 0.

Знайдемо дiйсну частину третього iнтеграла,

ReI3 =

r∫
qr

1

t
log |f(t)| − 1

qt
log |f(qt)|+

t∫
qt

log |f(τ)|dτ
τ 2

 dt =

= (1− 1

q
)

r∫
qr

log |f(t)|dt
t

+ r

r∫
qr

log |f(t)|dt
t2
− qr

qr∫
q2r

log |f(t)|dt
t2
−

−
r∫

qr

t

(
log |f(t)|

t2
− q log |f(qt)|

q2t2

)
dt = (1− 1

q
)

r∫
qr

log |f(t)|dt
t
−

−(1− 1

q
)

r∫
qr

log |f(t)|dt
t

+ r

r∫
qr

log |f(t)|dt
t2
− qr

qr∫
q2r

log |f(t)|dt
t2

= 0.

Схожим чином доводиться, що ReI4 = 0.

Зi спiввiдношення (5.22) випливає

2πRe

i r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

zn −
∑

qt<|wn|≤t

wn

 dt

t2

+

+ 2πRe

iq r∫
qr

 ∑
qt<|zn|≤t

1

zn
−

∑
qt<|wn|≤t

1

wn

 dt

 = 0. (5.23)

З урахуванням позначень zn = rne
iαn тa wn = ρne

iβn, результатом
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обчислення дiйсної частини рiвностi (5.23) буде
r∫

qr

∑
qt<rn≤t

(
q

rn
− rn
t2

)
sinαndt−

r∫
qr

∑
qt<ρn≤t

(
q

ρn
− ρn
t2

)
sin βndt = 0.

Застосовуючи даний результат до функцiї f(z) − a, отримаємо ви-

сновок 2) Теореми 5.2, що й завершує доведення.

Наслiдок 5.1. Нехай функцiя f є голоморфною i мультиплiкатив-

но перiодичною з мультиплiкатором q, 0 < q < 1, у H∗, f 6= const

i f(z) 6= 0,∞ на R\{0}. Нехай, крiм того, точки zn = rne
iαn є a-

точками функцiї f , a ∈ C. Тодi для кожного додатного r справедливе

спiввiдношення
r∫

qr

∑
qt<rn≤t

(
q

rn
− rn
t2

)
sinαndt = 0.

5.3. Висновки до роздiлу 5

П’ятий роздiл дисертацiйної роботи присвячений вивченню зростання

характеристик локсодромних мероморфних в C∗ функцiй та властив-

таостей мультиплiкативно перiодичних мероморфних функцiй у про-

коленому замиканнi верхньої пiвплощини. Тут знайшли вiдповiдь такi

задачi:

- встановлено умови на зростання характеристик локсодромних ме-

роморфних в C∗ функцiй;

- введенi та вивченi класиMq мультиплiкативно перiодичних меро-

морфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини;
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- сформульовано та доведено одне твердження типу Карлемана для

функцiй зMq;

- вивчений розподiл значень функцiй зMq.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi розв’язано низку актуальних задач теорiї го-

ломорфних i мероморфних в пiвсмугах та в зовнiшностi одиничного

круга функцiй, якi стосуються зростання та розподiлу значень таких

функцiй, а також задач, повязаних з характеристиками зростання ло-

ксодромних функцiй та розподiлом значень мультиплiкативно перiоди-

чних мероморфних в замиканнi верхньої пiвплощини функцiй. Змiст

отриманих результатiв полягає в наступному:

- доведено лему типу Йенсена-Лiттлвуда для мероморфної у зами-

каннi пiвсмуги функцiї;

- отримано спiввiдношення для коефiцiєнтiв Фур’є логарифма моду-

ля функцiї мероморфної у замиканнi прямокутника Rη = {σ + it :

0 < σ < η, 0 < t < 2π};

- доведенi основнi властивостi характеристики Неванлiнни T (σ, f)

мероморфної у замиканнi пiвсмуги функцiї;

- отримано критерiй належностi логарифма модуля функцiї голо-

морфної у S такої, що f(σ) = f(σ + 2πi), до класу функцiй скiн-

ченного λ-типу, який визначається деякою функцiєю зростання λ

(додатна, неперервна, необмежена, неспадна);
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- описано послiдовностi нулiв голоморфних у S функцiй з класу ΛH ;

- описано послiдовностi нулiв i полюсiв мероморфних у S функцiй з

класу Λ.

Як наслiдки отримано:

- аналог теореми Йенсена для мероморфних зовнi одиничного круга

функцiй;

- основнi властивостi характеристики Неванлiнни T0(r, F ) меромор-

фних зовнi одиничного круга функцiй;

- рiвностi для коефiцiєнтiв Фур’є мероморфної в зовнiшностi одини-

чного круга функцiї;

- критерiй скiнченностi λ-типу для функцiй, голоморфних у зовнi-

шностi одиничного круга;

- опис послiдовностей нулiв голоморфних функцiй скiнченного λ-

типу в зовнiшностi одиничного круга;

- опис послiдовностей нулiв i полюсiв мероморфних функцiй скiн-

ченного λ-типу в зовнiшностi одиничного круга.

Крiм того, для функцiй мероморфних зовнi одиничного круга:

- встановлено зв’язок мiж T0(r, F ) та класичною характеристикою

Неванлiнни T (r, F ) мероморфних функцiй, що мероморфно про-

довжуються в C;

- розглянуто випадок T0(r, F ) = O(log r).

Для функцiй з класiв Lq,Mq:
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- дослiджено зростання характеристик локсодромних функцiй;

- введенi та вивченi класиMq мультиплiкативно перiодичних меро-

морфних функцiй у проколеному замиканнi верхньої пiвплощини;

- сформульовано та доведено одне твердження типу Карлемана для

функцiй зMq;

- вивчений розподiл значень функцiй зMq.

В дисертацiї отримала розв’язок задача розробки методу рядiв Фур’є

для голоморфних та мероморфних функцiй у пiвсмузi та в околi iсто-

тно особливої точки, а також повнiстю описано послiдовностi нулiв

i полюсiв функцiй скiнченного λ-типу в таких областях, введено та

вивчено класиMq мультиплiкативно перiодичних мероморфних фун-

кцiй, вивченi деякi властивостi функцiй з класу Lq. Результати дисер-

тацiйної роботи є теоретичними. Вони можуть знайти застосування у

подальших дослiдженнях iз загальної теорiї мероморфних функцiй, те-

орiї Неванлiнни розподiлу значень мероморфних у пiвсмузi функцiй, а

також при вивченнi властивостей функцiй, що мероморфно продовжу-

ються в C, теорiї розподiлу нулiв аналiтичних функцiй, при вивченнi

властивостей функцiй з класiв Lq, Mq. Крiм того, цi результати мо-

жуть бути включенi в спецiальнi курси з теорiї голоморфних i меромор-

фних функцiй в областях вiдмiнних вiд круга, площини чи пiвплощи-

ни. Результати роботи також можна застосовувати в наукових дослi-

дженнях, якi проводяться у Львiвському нацiональному унiверситетi

iменi Iвана Франка, Нацiональному унiверситетi «Львiвська полiтехнi-

ка», Прикарпатському нацiональному унiверситетi iменi Василя Сте-

фаника, Дрогобицькому державному педагогiчному унiверситетi iме-
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нi Iвана Франка, Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса

Шевченка, Харкiвському нацiональному унiверситетi iменi В. Н. Кара-

зiна, Сумському державному унiверситетi, Iнститутi математики НАН

України, Фiзико-технiчному iнститутi низьких температур iм. Б.I. Вєр-

кiна НАН України. Бiльшiсть результатiв дисертацiї є завершеними i

носять критерiальний характер. Вони доповнюють вiдомi ранiше ре-

зультати. При їх доведеннi використовувались: метод рядiв Фур’є, а

також рiзноманiтнi методи теорiї функцiй комплексної змiнної, мето-

ди математичного аналiзу i деякi прийоми з робiт Дж. Лiттлвуда, Р.

Неванлiнни, А.А. Гольдберга, Й.В. Островського, А. А. Кондратюка,

I. Лайне, К.Г. Малютiна.
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