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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• Λ = (λn) − зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел.

• n(t) =
∑

λn≤t 1 − лiчильна функцiя послiдовностi (λn).

• F (s) =
∑∞

n=1 an exp{sλn}, s = σ + it − ряд Дiрiхле.

• σa = A ∈ (−∞,+∞] − абсциса абсолютної збiжностi.

• S(Λ, A) − клас рядiв Дiрiхле F (s) =
∑∞

n=1 an exp{sλn}, s = σ + it з
абсцисою абсолютної збiжностi A.

• M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} − максимум модуля.

• µ(σ, F ) = max{|an| exp{σλn} : n ≥ 0} − максимальний член.

• ν(σ, F ) = max{n ≥ 0 : |an| exp{σλn} = µ(σ, F )} − центральний iндекс.

• Ω(A) − клас додатних i необмежених на (−∞, A) функцiй Φ таких,
що їх похiднi Φ′ є невiд’ємними, неперервними i зростаючими до +∞
на (−∞, A) функцiями.

• Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) − функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном.

• ϕ − функцiя, обернена до Φ′, Φ ∈ Ω(A).

• G1(a, b,Φ) = ab
b− a

∫ b

a

Φ(ϕ(t))

t2
dt .

• G2(a, b,Φ) = Φ

(
1

b− a
∫ b
a ϕ(t)dt

)
.

• f(z) =
∑∞

n=0 anz
λn, z = reiϕ − цiла функцiя, задана лакунарним

рядом, де λ0 = 0, λn ∈ N, λn < λn+1(n ≥ 0).

4
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• % = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
− порядок функцiї f .

• λ = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
− нижнiй порядок функцiї f .

• DR = {z : |z| = 1} − одиничне коло.

• %0 = lim
r↑1

ln lnMf(r)

− ln(1− r)
− порядок аналiтичної в DR функцiї f .

• λ0 = lim
r↑1

ln lnMf(r)

− ln(1− r)
− нижнiй порядок аналiтичної в DR функцiї f .

• %R = lim
σ→∞

ln lnM(σ, F )

σ
− R-порядок цiлого ряду Дiрiхле.

• λR = lim
σ→∞

ln lnM(σ, F )

σ
− нижнiй R-порядок цiлого ряду Дiрiхле.

• %0 = lim
σ↑0

ln lnM(σ, F )

− ln |σ|
− порядок ряду Дiрiхле з σa = 0.

• λ0 = lim
σ↑0

ln lnM(σ, F )

− ln |σ|
− нижнiй порядок ряду Дiрiхле з σa = 0.

• %0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) − R-порядок ряду Дiрiхле з σa = 0.

• λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) − нижнiй R-порядок ряду Дiрiхле з σa = 0.

• TR = lim
σ↑0

exp

{
− %R
|σ|

}
ln M(σ, F ) − R-тип ряду Дiрiхле з σa = 0, за

умови, що 0 < %R <∞.

• t0R = lim
σ↑0

exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln M(σ, F ) − нижнiй R-тип ряду Дiрiхле з

σa = 0.

Крiм наведеного перелiку умовних позначень, у вiдповiдних роздiлах
вводимо деякi додатковi позначення.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНИХ
РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

Актуальнiсть теми. Ряди Дiрiхле з невiд’ємними зростаючими до
+∞ показниками є безпосереднiм узагальненням степеневих рядiв. Їх роль
як у математичному аналiзi, так у теорiї чисел, теорiї диференцiальних
рiвнянь та iнших роздiлах сучасної математики добре вiдома. У другiй
половинi минулого столiття зацiкавленiсть рядами Дiрiхле зросла завдяки
дослiдженням росiйських математикiв А.Ф. Леонтьєва, Ю.Ф. Коробейника
та їх учнiв про зображення аналiтичних функцiй рядами Дiрiхле та їх
узагальненнями.

Дещо iнший напрямок дослiджень властивостей аналiтичних функцiй,
зображених рядами Дiрiхле, розробляється львiвськими математиками
М.М. Шереметою, Б.В. Винницьким, О.Б. Скаскiвим, М.В. Заболоцьким,
П.В. Фiлевичем та iншими.

Зростання ряду Дiрiхле з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi
σa здебiльшого ототожнюють зi зростанням максимум модуля M(σ) його
суми на вертикальнiй прямiй з абсцисою σ < σa. Знаходження зв’язку мiж
зростанням M(σ) i поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле здiйснюється
у два етапи. Спочатку знаходиться зв’язок мiж зростанням максимального
члена ряду Дiрiхле i поводженням коефiцiєнтiв, а потiм з огляду на нерiвнiсть
Кошi µ(σ) ≤M(σ) знаходяться оцiнки M(σ) через µ(σ) зверху.

Ще у 1903 р. Е. Лiндельоф вказав умови на тейлоровi коефiцiєнти
цiлої функцiї, за яких її порядок дорiвнює нижньому порядку, а тип
дорiвнює нижньому типу. Для випадку цiлих функцiй експоненцiального
типу результат Е. Лiндельофа був перевiдкритий М.В. Говоровим i Н.М.
Черних [9]. М.М. Шеремета та М.В. Заболоцький [11], узагальнюючи
теорему Е. Лiндельофа, знайшли умови на коефiцiєнти i показники ряду
Дiрiхле, за яких lnµ(σ) ∼ Φ(σ) при σ ↑ σa, де Φ - задана на (−∞, σa)
опукла функцiя. Трохи пiзнiше М.М.Шеремета та О.М. Сумик [75] вказали
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умови, за яких Φ1(σ) ≤ lnµ(σ) ≤ Φ2(σ), де Φ1(σ) i Φ2(σ) − заданi опуклi
функцiї.

Зв’язок мiж зростанням lnM(σ) i lnµ(σ) дослiджували багато авто-
рiв. В термiнах функцiї порiвняння Φ(σ) найзагальнiший результат отримав
М.М. Шеремета, який вказав необхiдну i достатню умову на показники для
того, щоб для кожного ряду Дiрiхле з фiксованою послiдовнiстю показникiв
з нерiвностi lnµ(σ) ≤ Φ(σ) випливала нерiвнiсть lnM(σ) ≤ Φ(σ) + Φ1(σ),
де Φ1(σ) = o(Φ(σ)) при σ ↑ σa. У зв’язку з цим результатом виникла
актуальна проблема опису асимптотичного поводження функцiї Φ1(σ),
розв’язанням якої стало отримання оцiнок зверху i знизу суми ряду Дiрiхле
з невiд’ємними коефiцiєнтами.

У теорiї цiлих функцiй зусиллями харкiвських математикiв з’явився
новий напрямок - дослiдження властивостей основних характеристик у
термiнах спочатку двохчленної, а потiм багаточленної асимптотики.
М.М. Шеремета вперше подiбну задачу розв’язав для цiлих рядiв Дiрiхле.
Спочатку вiн [50] для цiлих рядiв Дiрiхле у термiнах двохчленної степеневої
асимптотики встановив зв’язок мiж зростанням µ(σ) i спаданням коефi-
цiєнтiв, а потiм в [68] - мiж зростаннямM(σ) i µ(σ). О.М Сумик у термiнах
двохчленних степеневих асимптотик вказала зв’язок мiж зростанням lnµ(σ)

i поводженням коефiцiєнтiв як для цiлих рядiв Дiрiхле, так i для рядiв
Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi. Також О.М. Сумик [74]
i М.М. Грицiв [10] вивчили багаточленну асимптотику логарифма максима-
льного члена цiлого ряду Дiрiхле у термiнах n-членної показникової
асимптотики для n ≥ 3. Тричленну степеневу асимптотику lnµ(σ) для
цiлих рядiв Дiрiхле дослiдили М.М. Шеремета i Л.Л. Лугова [14]. Залиши-
лась вiдкритою актуальна задача про зв’язок мiж зростанням i поводженням
коефiцiєнтiв рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi у
термiнах багаточленної i зокрема тричленної степеневої асимптотики.

Для цiлої функцiї порядку ρ i нижнього порядку λ, задану лакунарним
степеневим рядом зi степенями λn, Дж. Уiттекер довiв, що λ ≤ %β, де

β = lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

. Л. Сонс [72] зробила спробу довести, що для аналiтичних
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в одиничному крузi функцiй порядку ρ0 i нижнього порядку λ0 правильна
оцiнка λ0 +1 ≤ (%0 +1)β. Як виявилось, мiркування Л. Сонс були помилко-
вими i правильним є повний аналог нерiвностi Уiттекера λ0 ≤ %0β. П.В.
Фiлевич i М.М. Шеремета [34] перенесли цi результати на цiлi ряди Дiрiхле
скiнченного R-порядку i абсолютно збiжнi ряди логарифмiчного порядку. З
iншого боку, А.М. Гайсин [5] для характеристики зростання рядiв Дiрiхле з
нульовою абсцисою абсолютної збiжностi ввiв так званий R-порядок. Тому
актуальною стала проблема отримати аналоги теореми Е. Лiндельофа i
нерiвностi Дж. Уiттекера для абсолютно збiжних у пiвплощинi рядiв Дiрiхле
скiнченного R-порядку за Гайсиним.

Зв’язок роботи з науковими програмами, темами. Тематика
дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi проводяться в галузi
математики у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка.
Матерiал дисертацiї є складовою частиною держбюджетних тем:
Мг–159 Ф "Методи комплекного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiтичних
функцiй у банахових просторах"(номер держреєстрацiї 0113 U 000184),
Мг–145 Ф "Новi комплексно-ймовiрнiснi методи дослiдження асимптотичних
властивостей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадко-
вими рядами та iнтегралами"(номер держреєстрацiї 0113 U 003051).

Мета i завдання дослiджень. Метою є:
- для рядiв Дiрiхле з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi i додатними
коефiцiєнтами отримати оцiнки знизу i зверху їхнiх сум;
- застосувати отриманi оцiнки до встановлення зв’язку мiж зростанням
логарифмiв максимума модуля i максимального члена у термiнах функцiї
порiвняння;
- в термiнах багаточленної (зокрема тричленної) степеневої асимптотики
встановити зв’язок мiж зростанням логарифмiв максимуму модуля та
максимального члена i поводженням коефiцiєнтiв рядiв Дiрiхле з нульовою
абсцисою абсолютної збiжностi;
- для рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi скiнченного
R-порядку за Гайсиним отримати аналоги теореми Лiндельофа i нерiвностi
Уiттекера.
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Об’єктом дослiдження є ряди Дiрiхле з невiд’ємними зростаючими
до +∞ показниками.

Предметом дослiдження є оцiнки суми ряду Дiрiхле, багаточленна
степенева асимптотика ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiж-
ностi, регулярнiсть зростання таких рядiв скiнченного R-порядку за
Гайсиним.

Методи дослiдження. Для розв’язання цих задач використовую-
ться методи математичного аналiзу i результати М.М. Шеремети та
О.М. Сумик.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати
дисертацiї є новими. У роботi вперше:
- отримано новi оцiнки зверху та знизу ряду Дiрiхле з додатними коефiцi-
єнтами, за допомогою яких отримано непокращуванi результати про спiв-
вiдношення мiж зростанням максимума модуля, максимального члена i
поводженням коефiцiєнтiв;
- у термiнах багаточленної (зокрема, тричленної) степеневої асимптотики
встановлено зв’язок мiж зростанням максимуму модуля i максимального
члена i поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою
абсолютної збiжностi;
- для рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi скiнченного
R-порядку за Гайсиним отримано аналоги теореми Лiндельофа i нерiвностi
Уiттекера.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiя має
теоретичний характер. Її результати є внеском в теорiю рядiв Дiрiхле i
можуть бути використанi як у загальнiй теорiї аналiтичних функцiй, так i
в iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Наведенi результати отримано
самостiйно. У спiльних з науковим керiвником [78-81],[83] статтях спiвавтору
належить постановка задач та загальне керiвництво. Зi спiльної [79-80]
з О.М. Сумик статтi, отриманi спiвавтором результати у дисертацiю не
увiйшли.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробо-
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вано на мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. В. Я. Скоробагатька
(19-23 вересня, 2011 р., Дрогобич); мiжнароднiй науковiй математичнiй
конференцiї присвяченiй 120-рiччю з дня народження Стефана Банаха
(17-21 вересня, 2012 р., Львiв); мiжнароднiй науковiй конференцiї "Com-
plex Analysis and Related Topics"( Lviv, Ukraine, September 23-28, 2013); IV
мiжнароднiй конференцiї присвячена пам’ятi Ганса Гана (1879-1934) (30
червня – 5 липня, 2014 р., Чернiвцi); науковiй конференцiї присвяченiй 100-
рiччю вiд дня народження К.М. Фiшмана та М.К. Фаге (1-4 липня, 2015,
Чернiвцi); мiжнароднiй математичнiй конференцiї присвяченiй пам’ятi
В.Я. Скоробагатька ( 25-28 серпня, 2015, Дрогобич); львiвському
мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники
проф. А. А. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв), cемiнарi з теорiї потенцiалу
та його застосувань у Львiвському нацiональному унiверситетi iм. Iвана
Франка (керiвники проф. О. Б. Скаскiв i проф. I. Е. Чижиков), науковому
семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Прикарпатському державному
унiверситетi iм. В. Стефаника (керiвник проф. П.В. Фiлевич).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано
в 12 статтях та науковних повiдомленнях, з яких 6 опублiковано у фахових
виданнях.

Структура i об’єм дисертацiї Дисертацiя складається з перелiку
умовних позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та списку використаних
джерел, який налiчує 89 найменувань. Загальний обсяг дисертацiї - 160
сторiнок, обсяг списку використаних джерел - 10 сторiнок.

1.1. Огляд лiтератури та напрямки дослiджень.

Нехай f — цiла трансцендентна функцiя, а Mf(r) = max{|f(z)| :

|z| = r}. Е.Лiндельоф [62] вказав умови на тейлоровi коефiцiєнти функцiї
f , за яких правильне спiввiдношення lnMf(r) = (1 + o(1))τr% (r → +∞),
де % ∈ (0,+∞), τ ∈ (0,+∞). Цей результат для функцiй експоненцiйного
типу був перевiдкритий М.В.Говоровим та Н.М.Черних [9].

Безпосереднiм узагальненням степеневого розвинення аналiтичної
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функцiї є ряд Дiрiхле

F (s) =
∞∑
n=1

an exp{sλn}, s = σ + it, (1.1)

де Λ = (λn) - зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел (λ0 = 0).
Клас рядiв Дiрiхле вигляду (1.1) з абсцисою абсолютної збiжностi σa =

A ∈ (−∞,+∞] позначимо S(Λ, A), i через n(t) =
∑

λn≤t 1 позначимо
лiчильну функцiю послiдовностi (λn). Якщо абсциса абсолютної збiжностi
ряду (1.1) дорiвнює σa = A ∈ (−∞,+∞], то його зростання ототожнють зi
зростанням функцiїM(σ, F ) = sup{|F (σ+it)| : t ∈ R} при σ ↑ A. Важливу
роль у дослiдженнi зв’язку мiж зростанням M(σ, F ) i поводженням
коефiцiєнтiв вiдiграє дослiдження поводження максимального члена
µ(σ, F ) = max{|an| exp{σλn} : n ≥ 0}.

Позначимо через Ω(A) клас додатних i необмежених на (−∞, A)

функцiй Φ таких, що їх похiднi Φ′ є невiд’ємними, неперервними i
зростаючими до +∞ на (−∞, A) функцiями. Для Φ ∈ Ω(A) через ϕ

позначимо функцiю, обернену до Φ′, i нехай Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) —
функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном. Тодi функцiя Ψ неперервно
диференцiйовна i зростає до A на (−∞, A), а функцiя ϕ неперервно
диференцiйовна i зростає до A на (0,+∞). Звiдси випливає, що i обернена
до Ψ функцiя Ψ−1 також зростає до A на (−∞, A). Для цiлих (A = +∞)

рядiв Дiрiхле (1.1) у 1998 роцi М.М. Шеремета та М.В. Заболоцький [11],
узагальнюючи теорему Е.Лiндельофа, показали, що для цiлого ряду
Дiрiхле i функцiї Φ ∈ Ω(+∞) правильна така теорема.

Теорема 1.1. Для того, щоб lnµ(σ, F ) ∼ Φ(σ) при σ → +∞, необхiдно i
достатньо, щоб для кожного ε > 0:

1) iснувало no = no(ε) ∈ N таке, що для всiх n ≥ no(ε)

ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn/(1 + ε)));

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що

ln |ank| ≥ −λnkΨ(ϕ(λnk/(1− ε)))
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i
lim
k→∞

G1(λnk, λnk+1
,Φ)

G2(λnk, λnk+1
,Φ)

= 1,

де

G1(λnk, λnk+1
,Φ) =

λnkλnk+1

λnk+1
− λnk

∫ λnk+1

λnk

Φ(ϕ(t))

t2
dt,

G2(λnk, λnk+1
,Φ) = Φ

(
1

λnk+1
− λnk

∫ λnk+1

λnk

ϕ(t)dt

)
.

Я.Я. Притула [18] подiбну задачу розв’язав для рядiв Дiрiхле з
довiльною абсцисою абсолютної збiжностi (σa 6= −∞).

Дослiдження зв’язкiв мiж зростанням lnµ(σ, F ) i поводженням у
термiнах двочленної показникової асимтотики коефiцiєнтiв започатковано
М.М. Шереметою [50], де вказано необхiдну i достатню умови на an, за
якої у випадку цiлих (A = +∞) рядiв Дiрiхле lnµ(σ, F ) має двочленну
показникову асимптотику.

Теорема 1.2. Нехай F ∈ S(Λ,+∞). Для того, щоб

lnµ(σ, F ) = TR exp{%Rσ}+ (T + o(1)) exp{%σ} (σ → +∞),

0 < % < %R < +∞, TR > 0, T ∈ R,

необхiдно i достатньо, щоб для будь-якого ε > 0 :

1) iснувало no = no(ε) таке, що для всiх n ≥ no

ln |an| ≤ −
λn
%R

ln
λn

e%RTR
+ (T + ε)

(
λn
%RTR

)%/%R
;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що

ln |ank| ≥ −
λnk
%R

ln
λnk

e%RTR
+ (T − ε)

(
λnk
%RTR

)%/%R
i

λnk+1
− λnk = o(λαnk) (k →∞), α =

%+ %R
2%R

.
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О.М. Сумик подiбну задачу розв’язала для двочленної степеневої
асимптотики lnµ(σ, F ) як для цiлих рядiв Дiрiхле, так i для рядiв Дiрiхле
з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi. Зокрема, в [75] вона довела
таку теорему.

Теорема 1.3. Для того, щоб для lnµ(σ, F ) ряду Дiрiхле з нульовою
абсцисою абсолютної збiжностi була правильна асимптотична рiвнiсть

lnµ(σ, F ) = T1/|σ|ρ1 + τ(1 + o(1))/|σ|ρ

при σ ↑ 0, де 0 < ρ < ρ1 < +∞, T > 0 i τ ∈ R \ {0}, необхiдно i досить,
щоб для будь-якого ε > 0:

1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ (τ + ε)

(
λn
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,

що ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ (τ − ε)
(
λnk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

для всiх k ≥ k0 i

λnk+1
− λnk = o

(
λ
ρ+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk

)
k →∞.

Для цiлих рядiв Дiрiхле скiнченного логарифмiчного R - порядку
правильний наступний результат О.М. Сумик.

Теорема 1.4. Нехай F ∈ S(Λ,+∞). Для того, щоб

lnµ(σ, F ) = Tσp + (τ + o(1))σp1 (σ → +∞),

де T ∈ (0,+∞), 1 < p < +∞, 0 < p1 < p i τ ∈ R, необхiдно i достатньо,
щоб для кожного ε > 0:

1) iснувало no = no(ε) таке, що для всiх n ≥ no

ln |an| ≤ −(p− 1)T

(
λn
Tp

) p
p−1

+ (τ + ε)

(
λn
Tp

) p1
p−1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що

ln |ank| ≥ −(p− 1)T

(
λnk
Tp

) p
p−1

+ (τ − ε)
(
λnk
Tp

) p1
p−1
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i
λnk+1

− λnk = o(λαnk+1
) (k →∞), α =

p+ p1 − 2

2(p− 1)
.

Цей результат для випадку λn ≡ n (тобто для степеневих розвинень
цiлих функцiй) був отриманий Р.I. Тарасюком [31], а у поданому виглядi
мiститься у дисертацiї О.М. Сумик.

Загальну проблему про багаточленну показникову асимптотику
логарифма максимального члена цiлого ряду Дiрiхле розглянула
О.М. Сумик [74]. Вона довела наступну теорему.

Теорема 1.5. Нехай F ∈ S(Λ,+∞). Для того, щоб

lnµ(σ, F ) =
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσ}+ (τ + o(1)) exp{%mσ} (σ → +∞), m ≥ 2,

де 0 < %m < · · · < %2 < %1 < +∞, %2 <
%1 + %m

2
, T1 > 0, Tj ∈ R

(j = 2, . . . ,m − 1), τ ∈ R, необхiдно i достатньо, щоб для будь - якого
ε > 0 :

1) iснувало no = no(ε) > 0 таке, що для всiх n ≥ no

ln |an| ≤ −
λn
%1

ln
λn

eT1%1
+

n−1∑
j=2

Tj

(
λn
T1%1

) %j
%1

+ (τ + ε)

(
λn
T1%1

)%m
%1

;

2) iснувала зростаюча до +∞ послiдовнiсть (nk) додатних чисел
така, що

ln |ank| ≥ −
λnk
%1

ln
λnk
eT1%1

+
m−1∑
j=2

Tj

(
λnk
T1%1

) %j
%1

+ (τ − ε)
(
λnk
T1%1

)%m
%1

i
λnk+1

− λnk = o(λαnk) (k →∞), α =
%1 + %m

2%1
.

Умова %2 < (%1 + %m)/2 у теоремi 1.5 є iстотною. Це випливає з
результатiв дослiджень М.М. Грицiва [10], який вивчив зв’язок мiж зростан-
ням lnµ(σ, F ) i спаданням коефiцiєнтiв у термiнах тричленної степеневої
асимптотики.
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Зв’язок мiж зростанням максимального члена i поводженням
коефiцiєнтiв цiлого ряду Дiрiхле у термiнах тричленної степеневої
асимптотики дослiджували М.М. Шеремета i Л.Л. Лугова. Основним їх
результатом є така теорема.

Теорема 1.6. Нехай F ∈ S(Λ,+∞), p1 > 1, 0 < p < p2 < p1, T1 > 0,T2 ∈

R \ {0}, τ ∈ R \ {0} i τ ∗ = τI{ρ:ρ≥2ρ2−ρ1}(ρ) − (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
I{ρ:ρ≤2ρ2−ρ1}(ρ),

де IE(ρ) - характеристична функцiя множини E. Тодi для того, щоб

lnµ(σ, F ) = T1σ
p
1 + T2σ

p
2 + (τ + o(1))σp (σ → +∞)

необхiдно, а у випадку, коли p ≥ 2p2 − p1, i досить, щоб для кожного
ε > 0 :

1) iснувало no = no(ε) > 0 таке, що для всiх n ≥ no

ln |an| ≤ −T1(p1−1)

(
λn
T1p1

) p1
p1−1

+T2

(
λn
T1p1

) p2
p1−1

+(τ ∗+ε)

(
λn
T1p1

)max{p,2p2−p1}
p1−1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що

ln |ank| ≥ −T1(p1−1)

(
λnk
T1p1

) p1
p1−1

+T2

(
λnk
T1p1

) p2
p1−1

+(τ ∗−ε)
(
λnk
T1p1

)max{p,2p2−p1}
p1−1

i
λnk+1

− λnk = o(λ
p1+max{p,2p2−p1}−2

2(p1−1)
nk+1 ) (k →∞).

Для рядiв з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi О.М. Сумик
[75] довела наступну теорему.

Теорема 1.7. Для того, щоб для ряду Дiрiхле (1.1) з нульовою абсцисою
абсолютної збiжностi правильною була асимптотична рiвнiсть

lnµ(σ, F ) =
T

|σ|p
+

(τ + o(1))

|σ|q
, σ ↑ 0,

де 1 < p < +∞, 0 < q < p, T > 0 i τ ∈ R \ {0}, необхiдно i досить, щоб
для кожного ε > 0 :



16

1) iснувало no = no(ε) > 0 таке, що для всiх n ≥ no

ln |an| ≤ T (p+ 1)

(
λn
Tp

) p
p+1

+ (τ + ε)

(
λn
Tp

) q
p+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що

ln |ank| ≥ T (p+ 1)

(
λnk
Tp

) p
p+1

+ (τ − ε)
(
λnk
Tp

) q
p+1

i
λnk+1

− λnk = o(λαnk+1
) (k →∞), α =

p+ q + 2

2(p+ 1)
.

Пiд впливом цiєї теореми з огляду на результати О.М. Сумик,
М.М. Грицiва i Л.Л. Лугової виникає напрямок дослiджень зв’язку мiж
зростанням максимального члена i поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле
з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi у термiнах n-членної степеневої
асимптотики з n ≥ 3.

У доведеннях теорем 1.4 - 1.7 про багаточленну асимптотику викорис-
тано такi твердження.

Теорема 1.8 ([56,75]). Нехай A ∈ (−∞, +∞], Φ ∈ Ω(A) i ряд Дiрiхле
(1.1) має абсциссу абсолютної збiжностi A. Для того, щоб ln µ(σ, F ) ≤
Φ(σ) для всiх σ < A необхiдно i досить, щоб ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для
всiх n ≥ 0.

Лема 1.1 ([11, 75]). Для кожної Φ ∈ Ω(A) (A = 0 або A = +∞) i
додатних чисел a < b правильна нерiвнiсть G1(a, b,Φ) < G2(a, b,Φ), де

G1(a, b,Φ) =
ab

b− a

∫ b

a

Φ(ϕ(t))

t2
dt, G2(a, b,Φ) = Φ

(
1

b− a

∫ b

a

ϕ(t)dt

)
.

Теорема 1.9 ([75]). Нехай Φj ∈ Ω(A) (A = 0 або A = +∞) (j = 1, 2) i

Φ1(σ) ≤ lnµ(σ, F ) ≤ Φ2(σ) (1.2)

для всiх σ ∈ [σ0, A). Тодi

ln |an| ≤ −λnΨ2(ϕ2(λn)) (1.3)
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для всiх n ≥ n0 та iснує зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел
така, що

ln |ank| ≥ −λnkΨ1(ϕ1(λnk)) (1.4)

i

G1(λnk, λnk+1
,Φ2) ≥ Φ1

(
1

λnk+1
− λnk

∫ λnk+1

λnk

ϕ2(t)dt

)
. (1.5)

Теорема 1.10 ([75]). Нехай Φ ∈ Ω(A) (A = 0 або A = +∞) i
ln |ank| ≤ −λnkΨ(ϕ(λnk)) для деякої зростаючої послiдовностi (nk)

натуральних чисел. Тодi для всiх σ ∈ [ϕ1(λnk), ϕ1(λnk+1
)] i всiх k ≥ k0

правильна нерiвнiсть

lnµ(σ, F ) ≥ Φ1(σ)− (G2(λnk, λnk+1
,Φ)−G1(λnk, λnk+1

,Φ)). (1.6)

Зв’язок мiж lnµ(σ, F ) i lnM(σ, F ) у термiнах двочленної показникової
асимптотики встановлено у працi Шеремети М.М. [69], де доведено
наступну теорему.

Теорема 1.11. Нехай F ∈ S(Λ,+∞). Для того, щоб спiввiдношення

lnµ(σ, F ) ≤ TR exp{%Rσ}+ (τ + o(1)) exp{%σ} (σ → +∞),

i
lnM(σ, F ) ≤ TR exp{%Rσ}+ (τ + o(1)) exp{%σ} (σ → +∞),

були рiвносильними для кожної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) необхiдно i достатньо,
щоб

lnn(t) = o(t%/%R) (t→ +∞).

На випадок багаточленної показникової асимптотики теорему 1.11
узагальнено в [78].

Нехай m ≥ 2, 0 < %m < · · · < %2 < %1 < +∞, %2 <
%1 + %m

2
, T1 >

0, Tj ∈ R (j = 2, . . . ,m− 1) i τ ∈ R.

Теорема 1.12. Нехай F ∈ S(Λ,+∞). Для того, щоб спiввiдношення

lnµ(σ, F ) ≤
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσ}+ (τ + o(1)) exp{%mσ} (σ → +∞),
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i

lnM(σ, F ) ≤
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσ}+ (τ + o(1)) exp{%mσ} (σ → +∞),

були рiвносильними для кожної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) необхiдно i
достатньо, щоб

lnn(t) = o(t%m/%1) (t→ +∞).

З огляду на нерiвнiсть Кошi µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) для дослiдження
зв’язку мiж зростанням µ(σ, F ) i M(σ, F ) потрiбнi оцiнки M(σ, F ) через
µ(σ, F ) зверху. Цiй проблемi присвятили свої працi багато авторiв. Найза-
гальнiший результат у термiнах функцiї порiвняння отримано
М.М. Шереметою [71]. Правильна наступна теорема.

Теорема 1.13. Нехай A = +∞ або A = 0, ряд Дiрiхле (1.1) має абсциссу
абсолютної збiжностi A, i функцiя Φ ∈ Ω(A), така, що Φ′(σ)/Φ(σ) ↗
+∞ i ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)) при σ ↑ A. Тодi, для кожної функцiї F ∈ S(Λ, A)

спiввiдношення
ln µ(σ, F ) ≤ (1 + o(1))Φ(σ)

i
ln M(σ, F ) ≤ (1 + o(1))Φ(σ)

при σ ↑ A є рiвносильними тодi i тiльки тодi, коли ln n = o(Φ(Ψ(ϕ(λn))))

при n→∞.

З теорем 1.8 i 1.2 випливає, що якщо функцiя Φ задовольняє умови
теореми 1.13 i ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, то за умови
lnn = o

(
Φ(Ψ(ϕ(λn)))

)
при n → ∞ правильна наступна асимптотична

нерiвнiсть
lnM(σ, F ) ≤ Φ(σ) + Φ1(σ),

де Φ1(σ) = o(Φ(σ)) при σ ↑ A. Природним стало дослiдження умов на
показники λn, за яких можна описати асимптотичне поводження функцiї
Φ1.
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Для цiлої функцiї f , заданої лакунарним рядом

f(z) =
∞∑
n=0

anz
λn, z = reiϕ, (1.7)

де λ0 = 0, λn ∈ N, λn < λn+1(n ≥ 1), позначимо через % = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
i

λ = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
- вiдповiдно її порядок i нижнiй порядок. Дж. Уiттекер

[77] довiв, що

λ ≤ %β, β = lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

.

Для аналiтичних в DR = {z : |z| = 1} функцiй вигляду (1.7)

порядок %0 i нижнiй порядок λ0 визначають рiвностями %0 = lim
r↑1

ln lnMf(r)

− ln(1− r)

i λ0 = lim
r↑1

ln lnMf(r)

− ln(1− r)
. За умови %0 ∈ (0,+∞) Л. Сонс [2] зробила спробу

довести, що λ0 + 1 ≤ (%0 + 1)β. У 1976 р. на Брокпортськiй конференцiї з
теорiї функцiй комплексної змiнної Г. Шанкар (див. [63, с.169]) вказав на
помилковiсть мiркувань Л.Сонс. Пiзнiше М.М. Шеремета [42] довiв, що
для аналiтичних в одиничному крузi функцiй правильний повний аналог
нерiвностi Дж. Уiттекера λ0 ≤ %0β. Результати Дж. Уiттекера i М.М.
Шеремети були узагальненi П.В. Фiлевичем i М.М. Шереметою [34] на
випадок цiлих та абсолютно збiжних у пiвплощинi рядiв Дiрiхле. При
цьому поряд зi спiввiдношеннями мiж порядком i нижнiм порядком було
встановлено спiввiдношення мiж типом i нижнiм типом ряду Дiрiхле, якi
були отриманi зi загальної доведеної в [34] теореми про оцiнки знизу
максимального члена ряду Дiрiхле. Основним результатом [34] є наступна
теорема.

Теорема 1.14. Нехай ряд Дiрiхле (1.1) має абсциссу абсолютної збiж-
ностi σa = A ∈ (−∞,+∞] i lnµ(σ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A), де Φ(σ) ∈
Ω(A). Тодi

lim
σ↑A

lnµ(σ, F )

Φ(σ)
≤ lim

n→∞

G1(λnk, λnk+1
,Φ)

G2(λnk, λnk+1
,Φ)

.
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Якщо крiм того функцiя Φ(σ) ∈ Ω(A) задовольняє умову

Q(σ) +

(
Φ′′(σ)Φ(σ)

Φ′(σ)2 − 1

)
ln Φ(σ) ≥ q > −∞ σ ∈ [σ0, A),

де Q(σ) ≡ 0, у випадку A < +∞, Q(σ) ≡ lnσ, у випадку A = +∞, то

lim
σ↑0

ln lnµ(σ, F )

ln Φ(σ)
≤ lim

n→∞

lnG1(λnk, λnk+1
,Φ)

lnG2(λnk, λnk+1
,Φ)

.

Якщо A = +∞, то R-порядок %R i нижнiй R-порядок λR вводяться

[67] за формулами %R = lim
σ→∞

ln lnM(σ, F )

σ
i λR = lim

σ→∞

ln lnM(σ, F )

σ
. Тодi

за умови lnn = o
(
λn lnλn

)
, n → ∞, правильна [34] нерiвнiсть λR ≤ %Rβ,

яка, очевидно, є узагальненням нерiвностi Уiттекера. Аналогами порядку
i нижнього порядку аналiтичної в DR функцiї для рядiв Дiрiхле (1.1) з

нульвою абсцисою абсолютної збiжностi є величини [7] %0 = lim
σ↑0

ln lnM(σ, F )

− ln |σ|

та λ0 = lim
σ↑0

ln lnM(σ, F )

− ln |σ|
, i якщо ln lnn = o(lnλn), n→∞, то [34] λ0 ≤ %0β.

А.М. Гайсин для характеристики зростання рядiв Дiрiхле (1.1) з
нульовою абсцисою абсолютної збiжностi ввiв [5] R-порядок
%0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) i вказав формулу для його знаходження, тобто

якщо lnn = o

(
λn

lnλn

)
при n → ∞ , то [5] %R = lim

n→∞

lnλn
λn

ln+ |an|. Нижнiм

R-порядком для таких рядiв Дiрiхле будемо називати величину
λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ). За умови 0 < %R <∞ в [56] введено R-тип

TR = lim
σ↑0

exp

{
− %R
|σ|

}
ln M(σ, F ) i доведено, що якщо

lim
n→∞

ln lnn

lnλn
< 1, (1.8)

то
TR = %Re

δ−1, δ = lim
n→∞

(
ln+ |an|
%Rλn

ln
λn

ln2 λn
− 1

)
lnλn. (1.9)

1.2. Огляд основних результатiв дисертацiї.

Роздiл 2 "Оцiнки суми ряду Дiрiхле"присвячений оцiнкам величини
M1(σ, F ) =

∑∞
n=0 |an| exp{σλn} як для цiлих, так i для абсолютно збiжних
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у пiвплощинi рядiв Дiрiхле (1.1). ОскiлькиM(σ, F ) ≤M1(σ, F ), то з оцiнок
зверху для M1(σ, F ) негайно отримуються такi ж оцiнки для M(σ, F ).
Зауважимо також, що у випадку додатних коефiцiєнтiвM1(σ, F ) = M(σ, F )

i, отже, оцiнки знизу для M1(σ, F ) i M(σ, F ) збiгаються. Цiєю обставиною
ми будемо користуватися для застосування отриманих результатiв.

Оцiнки знизу отримано у пiдроздiлi 2.1. Тут доведено такi теореми.

Теорема 2.1.Нехай A = +∞, Φ ∈ Ω(+∞), γ - невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя. Для q ∈ (0, 1) i x ≥ 1 приймемо

∆γ(x; q) =
1

x

(
γ−1(x)− γ−1(x− e−qx)

)
.

Якщо коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле задовольняють умову

ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ n0, iснує q ∈ (0, 1), таке, що

∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x))→ 0

при x→ +∞, i виконується умова

lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 1,

то
lim

σ→+∞

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≥ 1− q > 0.

Теорема 2.2. Нехай A = 0, Φ ∈ Ω(0), γ - невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя. Якщо коефiцiєнти абсолютно
збiжного у пiвплощинi {s : Reσ < 0} ряду Дiрiхле задовольняють умову
ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, iснує q ∈ (0, 1) таке, що ∆γ(x; q) =

O(1) при x→ +∞, i виконується умова lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 1, то

lim
σ↑0

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≥ 1− q > 0.

У пiдроздiлi 2.2 доведено теореми, якi вказують на оцiнки M(σ, F )

знизу. Основною тут є наступна теорема.
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Теорема 2.3. Нехай A = +∞ або A = 0, F ∈ S(Λ, A), а функцiя
Φ ∈ Ω(A) така, що функцiя Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ)) при σ ↑ A. Припустимо,
що невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така,
що функцiя γ(x)/x незростаюча на [x0,+∞) i γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x))) при
x→ +∞. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, то з

lim
n→∞

ln n

γ(λn)
= 0

випливає
lim
σ↑A

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ 0. (2.6)

Крiм цiєї теореми у пiдроздiлi 2.2 отримано результати у випадку,
коли функцiя є близькою до степеневої, або повiльно змiнною.

Теорема 2.4. Нехай F ∈ S(Λ,+∞), функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що
σΦ′(σ)/Φ(σ) ≥ h > 1 i σΦ′′(σ)/Φ′(σ) ≤ H < +∞ для всiх σ ≥ σ0, а
невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ задоволь-
няє умови γ(2x) = O(γ(x)) i γ(x) = O(xΨ(ϕ(x))) при x→ +∞. Тодi, якщо

ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, то з lim
n→∞

ln n

γ(λn)
= 0 випливає (2.6)

з A = +∞.

Теорема 2.5. Нехай F ∈ S(Λ,+∞), функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така,
що Φ′ є повiльно зростаючою функцiєю i Φ′(σ) = (1 + o(1))Φ′(Ψ(σ)) при
σ → +∞. Припустимо, що невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на
[0,+∞) функцiя γ задовольняє умову γ(x) = O(ϕ(x)) при x → +∞ i γ−1

є повiльно зростаючою функцiєю. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для
всiх n ≥ n0 i

lim
t→+∞

γ−1(ln n(t))

t
< 1,

то правильна нерiвнiсть (2.6) з A = +∞.

Теорема 2.6. Нехай F ∈ S(Λ, 0), Φ ∈ Ω(0) i невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така, що γ(Φ′(σ)) = O(γ(Φ′(2σ)))

i γ(Φ′(σ)) = O(|σ|Φ′(Ψ−1(σ))) при σ ↑ 0. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn))
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для всiх n ≥ n0 i

lim
n→∞

ln n

γ(Φ′(Ψ(ϕ(λn))))
= 0,

то правильна нерiвнiсть (2.6) з A = 0.

Доведенi у пiдроздiлах 2.1 i 2.2 теореми застосовано у пiдроздiлi
2.3 до вивчення зв’язку мiж зростанням функцiї M(σ, F ) i максимального
члена µ(σ, F ) ряду Дiрiхле (1.1) з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi
(A = +∞, або A = 0) у термiнах багаточленних асимптотик (степеневої
та показникової для цiлих рядiв Дiрiхле i степеневої для рядiв Дiрiхле з
нульовою абсциссою абсолютної збiжностi.)

Теорема 2.7. Нехай T1 > 0, Tj ∈ R \ {0}, j = 2, n− 1, τ ∈ R \
{0}, 0 < ρn < ... < ρ2 < ρ1. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈
S(Λ, 0) спiввiдношення

ln M(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0,

i

ln µ(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0.

були рiвносильними, необхiдно i досить, щоб ln n(t) = o(t%/(%1+1)) при
t → +∞. Ця умова є достатньою для еквiвалентностi асимптотичних
рiвностей

ln M(σ, F ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0

i

ln µ(σ, F ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0.

З огляду на теорему 2.7 для того, щоб встановити зв’язок мiж зростан-
ням M(σ, F ) i поводженням коефiцiєнтiв, потрiбно таку залежнiсть
встановити мiж максимальним членом i коефiцiєнтами. Цiй проблемi
присвячено роздiл 3 "Багаточленна степенева асимптотика ряду Дiрiхле
з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi".
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У пiдроздiлi 3.1 доведено наступну теорему.

Теорема 3.1. Якщо ρ > 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ + o(1))

|σ|ρ
, σ ↑ 0,

необхiдно i досить, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
m∑
j=2

Tj

(
λn
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ (τ + ε)

(
λn
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
m∑
j=2

Tj

(
λnk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ (τ − ε)
(
λnk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk

)
k →∞.

Умова ρ > 2ρ2− ρ1 у теоремi 3.1 є важливою. Це видно на прикладi
тричленної асимптотики, у дослiдженнi якої важливу роль вiдiграє така
лема. Позначимо через

U(x) =

(
x

T1ρ1

)− 1
ρ1+1

+
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

.

Лема 3.1. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що Φ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

τ

|σ|ρ
+

δ

|σ|s
, σ0 ≤ σ < 0, a ϕ - функцiя обернена до Φ′. Тодi при x→ +∞

правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:
1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то

ϕ(x) = −U(x)− (τ + δ + o(1))ρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

;
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2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то

ϕ(x) = −U(x) +
2ρ2 − ρ1 + o(1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

;

3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

то

ϕ(x) = −U(x)− 2ρ2 − ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
τ + δ− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

;

4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то

ϕ(x) = −U(x) +
3ρ2 − 2ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1−1
ρ1+1

;

5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то

ϕ(x) = −U(x)− ρ1

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

;

6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то

ϕ(x) = −U(x)− ρ1 − 4

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

;
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7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то

ϕ(x) = −U(x) +
1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−5ρ1−1
ρ1+1

.

Зрозумiло, що кожному з перелiчених в лемi 3.1 випадковi буде
вiдповiдати окрема теорема. Наступна теорема випливає з теореми 3.1.

Теорема 3.2. Якщо ρ > 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
, σ ↑ 0

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ + ε)

(
λn
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ − ε)
(
λnk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Теорема 3.3. Якщо ρ < 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
,

необхiдно, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−
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−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
− ε
)(

λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ ε

)(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Наступнi теореми стосуються випадку, коли ρ = 2ρ2 − ρ1.

Теорема 3.4. Нехай ρ = 2ρ2−ρ1 i τ 6= (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
тодi для того,

щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|2ρ2−ρ1
, σ ↑ 0,

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
τ + ε− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
τ − ε− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1
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i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Теорема 3.5. Для того, щоб при σ ↑ 0

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
,

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ ε

(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− ε
(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Об’єднаємо твердження теорем 3.2 - 3.5 у наступну теорему. Для
цього приймемо

τ ∗ = τI{ρ:ρ≥2ρ2−ρ1}(ρ)− (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
I{ρ:ρ≤2ρ2−ρ1}(ρ),

де IE(ρ) - характеристична функцiя множини E, тобто, IE(ρ) = 1, коли
ρ ∈ E, IE(ρ) = 0, коли ρ /∈ E. Основною пiдроздiлу 3.2 є наступна теорема.

Теорема 3.6. Для того, щоб при σ ↑ 0

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
,

необхiдно, а у випадку, коли ρ ≥ 2ρ2−ρ1, i досить, щоб для кожного ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ ∗ + ε)

(
λn
T1ρ1

)max{ρ,2ρ2−ρ1}
ρ1+1

;
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2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ ∗− ε)
(
λnk
T1ρ1

)max{ρ,2ρ2−ρ1}
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ1+max{ρ,2ρ2−ρ1}+2

2(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Вкажемо ще на двi теореми, якi вiдповiдають твердженням 5) i 6)
леми 3.1.

Теорема 3.7. Якщо 2ρ2 − ρ1 > 0 i (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0,
то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
+

+ o

(
1

|σ|3ρ2−2ρ1

)
, σ ↑ 0

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − ε
)(

λn
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 + ε

)(
λnk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ

3ρ2−2ρ1+2
2(ρ1+1)

nk

)
, k →∞.
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Теорема 3.8. Якщо ρ1 6= 4, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|
2ρ1+1

3

+
(T2(2ρ1 + 1))2

18ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|
ρ1+2

3

+ o

(
1

|σ|
−ρ1+4

3

)
, σ ↑ 0

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) 2ρ1+1
3(ρ1+1)

−

−
(

(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − ε
)(

λn
T1ρ1

)−(ρ1−4)
3(ρ1+1)

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 + ε

)(
λnk
T1ρ1

)−(ρ1−4)
3(ρ1+1)

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ

ρ1+5
3(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Нарештi, у роздiлi 4 "Абсолютно збiжнi у пiвплощинi ряди Дiрiхле
скiнченного R-порядку"дослiджуються асимптотичнi властивостi рядiв
Дiрiхле (1.1) з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi, якi мають
скiнченний R-порядок за А. Гайсиним. Тут доведенi такi теореми.

Теорема 4.1. Нехай T > 0 i % > 0. Для того, щоб для ряду Дiрiхле
(1.1)

lnµ(σ, F ) = T (1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
, σ ↑ 0

необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, T ):
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1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤
λn%

ln2 λn
ln

(
(T + ε)e

%
λn ln2 λn

)
;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥
λnk%

ln2 λnk
ln

(
(T − ε)e

%
λnk ln2 λnk

)
i

lim
k→∞

λnk+1

λnk
= 1.

Теорема 4.2. Нехай lnn = o(λn ln−2 λn) при n→∞. Тодi

T 0
R =

%0
R

e
lim
k→∞

1

λn ln2 λn
|an|ln

2 λn/%
0
Rλn

i для того, щоб асимптотична рiвнiсть

lnM(σ, F ) = T 0
R(1 + o(1)) exp

{
%0
R

|σ|

}
, σ ↑ 0.

була правильною, необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, T ) викону-
вались умови 1) i 2) теореми 4.1 з T = T 0

R i % = %0
R.

Теорема 4.3. Нехай % > 0. Для того, щоб

ln lnµ(σ, F ) =
(1 + o(1))%

|σ|
, σ ↑ 0,

необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, %):

1) iснувало число n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤
(%+ ε)λn

lnλn
;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥
(%− ε)λnk

lnλnk
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i
lim
k→∞

lnλnk+1

lnλnk
= 1.

Теорема 4.4.Нехай виконується умова (1.8). Для того, щоб асимпто-
тична рiвнiсть

ln lnM(σ, F ) =
(1 + o(1))%0

R

|σ|
, σ ↑ 0,

була правильною, необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, %) викону-
вались умови 1) i 2) теореми 4.3 з % = %0

R.

Нехай λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) - нижнiй R-порядок, а t0R =

lim
σ↑0

exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln M(σ, F ) - нижнiй R-тип. На зв’язок мiж λ0

R i %0
R, t

0
R

i T 0
R вказують наступнi аналоги класичної теореми Уiттекера.

Теорема 4.5. Якщо lnn = o

(
λn

lnλn

)
при n → ∞, то λ0

R ≤ %0
Rβ,

β = lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

.

Теорема 4.6. Якщо T 0
R <∞, lim

n→∞

ln lnn

lnλn
< 1 i lim

n→∞

λn
λn+1

= γ, то

t0R ≤ T 0
Rg(γ), g(γ) =

ln(1/γ)

1− γ
exp

{
1 +

ln γ

1− γ

}
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РОЗДIЛ 2

ОЦIНКИ СУМИ РЯДУ ДIРIХЛЕ

Нехай

F (s) =
∞∑
n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, (2.1)

ряд Дiрiхле iз невiд’ємною зростаючою до +∞ послiдовнiстю (λn) показникiв
i абсцисою абсолютної збiжностi σa = A ∈ (−∞, +∞]. Через S(Λ, A)

позначимо клас рядiв Дiрiхле (2.1) зi заданою послiдовнiстю Λ = (λn)

показникiв i абсцисою абсолютної збiжностi σa = A. Нехай для σ < A

M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}, M1(σ, F ) =
∑∞

n=0 |an| exp{σλn},
µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} - максимальний член.

Очевидно, що M(σ, F ) ≤ M1(σ, F ), а якщо an ≥ 0 для всiх n ≥ 0,
то M(σ, F ) = M1(σ, F ) = F (σ). У цьому роздiлi буде отримано новi оцiнки
M1(σ, F ) як знизу, так i зверху, i буде вказано на їх застосування до вивчен-
ня зв’язку мiж зростанням функцiї M(σ, F ) та максимального члена ряду
(2.1) у термiнах багаточленних асимптотик.

2.1. Оцiнки lnM1(σ, F ) знизу.

У попередньому роздiлi було зауважено, що якщо ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ 0, то lnM1(σn, F ) ≥ Φ(σn) для σn = ϕ(λn). Останню нерiвнiсть
можна полiпшити, якщо врахувати можливе зростання показникiв (λn)

ряду Дiрiхле (2.1). Для цього використаємо таку лему з [76].

Лема 2.1. Нехай γ - невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0, +∞)

функцiя, а (λn) – зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел.
Якщо

lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 1, (2.2)

то iснує пiдпослiдовнiсть (λ∗k) послiдовностi (λn) така, що:
1) k ≤ exp{γ(λ∗k)}+ 1 для всiх k ≥ 1;
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2) ks ≥ exp{γ(λ∗ks)} для деякої зростаючої до +∞ послiдовностi
(ks) натуральних чисел.

Використовуючи цю лему, спочатку отримаємо оцiнку знизу для
M1(σn, F ) у випадку цiлих рядiв Дiрiхле. Правильна така теoрема.

Теорема 2.1. Нехай A = +∞, Φ ∈ Ω(+∞), γ- невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя. Для q ∈ (0, 1) i x ≥ 1 приймемо

∆γ(x; q) =
1

x

(
γ−1(x)− γ−1(x− e−qx)

)
.

Якщо коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле задовольняють умову

ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ n0, iснує q ∈ (0, 1), таке, що

∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x))→ 0

при x→ +∞, i виконується умова (2.2), то

lim
σ→+∞

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≥ 1− q > 0. (2.3)

Доведення. Нехай (λ∗k) - пiдпослiдовнiсть послiдовностi (λn), яка за
лемою 2.1 має властивостi 1) i 2), наведенi в цiй лемi, а mj = [kj − kpj ], де
0 < p < 1− q. Тодi, якщо припустити, що λ∗1 ≥ λn0

, то для кожного σ > 0

отримаємо

M1(σ, F ) =
∞∑
n=0

|an| exp{σλn} ≥
∞∑

n=n0

exp{−λnΨ(ϕ(λn)) + σλn} ≥

≥
∞∑
k=1

exp{−λ∗kΨ(ϕ(λ∗k)) + σλ∗k} ≥

≥
kj∑

k=mj

exp{−λ∗kΨ(ϕ(λ∗k)) + σλ∗k} ≥

≥
kj∑

k=mj

exp{−λ∗kjΨ(ϕ(λ∗kj)) + σλ∗mj
} ≥
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≥ (kj −mj + 1) exp{−λ∗kjΨ(ϕ(λ∗kj)) + σλ∗mj
} ≥

≥ kpj exp{−λ∗kjΨ(ϕ(λ∗kj)) + σλ∗mj
}.

За властивостями 1) i 2) послiдовностi (λ∗k) маємо

λ∗mj
≥ γ−1(ln(mj − 1)) ≥ γ−1(ln(kj − kpj − 2)) = γ−1

(
ln kj −

1 + o(1)

k1−p
j

)
=

= γ−1(ln kj)− δj ≥ λ∗kj − δj, j → +∞,

де

δj = γ−1(ln kj)− γ−1
(

ln kj + (1 + o(1))e−(1−p) ln kj
)
≤

≤ γ−1(ln kj)− γ−1 (ln kj + e−q ln kj
)

= ∆γ(ln kj; qj) ln kj, j ≥ j0,

qj = −
ln ln

kj
kj−kpj−2

ln kj
= 1− p+ o(1) > q

Отже, для σ = σj = ϕ(λ∗kj) i всiх досить великих j маємо

ln M1(σj, F ) ≥ p ln kj − λ∗kjΨ(ϕ(λ∗kj)) + λ∗kjϕ(λ∗kj)− δjϕ(λ∗kj) =

= p ln kj + Φ(ϕ(λ∗kj))− δjϕ(λ∗kj).

Оскiльки λ∗kj ≤ γ−1(ln kj) i ∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x))→ 0 при x→ +∞, то

δjϕ(λ∗kj)

ln kj
≤ ∆γ(ln kj; q)ϕ(γ−1(ln kj))→ 0, j → +∞,

i тому

ln M1(σj, F ) ≥ (1 + o(1))p ln kj + Φ(ϕ(λ∗kj)) ≥

≥ (1 + o(1))pγ(λ∗kj) + Φ(ϕ(λ∗kj)) =

= (1 + o(1))pγ(Φ′(ϕ(λ∗kj))) + Φ(ϕ(λ∗kj)) =

= Φ(σj) + (1 + o(1))pγ(Φ′(σj)), j → +∞.

Звiдси випливає нерiвнiсть (2.3). Теорему 2.1 доведено.

Зауважимо, що умова ∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x))→ 0 (x→ +∞) для деякого
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q ∈ (0, 1) з урахуванням зростання ϕ означає, що ∆γ(x; q)→ 0 (x→ +∞)
для таких q. Функцiя γ(x) = ln x не задовольняє останню умову, але будь-
яка функцiя , що зростає швидше нiж lnx, наприклад, γ(x) = (1 + η) lnx,
η > 0, ї ї задовольняє.

Виникає природнє питання, за яких умов на γ and ϕ умову (2.2)
можна буде замiнити наступною умовою

lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 0? (2.4)

З умови (2.4) випливає iснування такого β > 0, що

lim
n→∞

ln n

βγ(λn)
> 1,

i оскiльки β є довiльним, тодi твердження теореми 2.1 є правильним для
всiх q ∈ (0, 1). Iншими словами правильне наступне тверження.

Наслiдок 2.1. Нехай A = +∞, Φ ∈ Ω(+∞) i γ - невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя така, що

ln
1

γ′(x)
= o(γ(x)), x→ +∞ (2.5)

i
lnϕ(x) = o(γ(x)), x→ +∞.

Якщо коефiцiєнти цiлого ряду Дiрiхле задовольняють умову ln |an| ≥
−λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0 i виконується (2.4), то оцiнка (2.3) є прави-
льною.

Доведення. Оскiльки для будь-якого q > 0, за теоремою Лагранжа,
iснує ξ ∈ (x − e−qx, x) таке, що завдяки умовам lnϕ(x) = o(γ(x)) при
x→ +∞ i (2.5)

{ γ−1(x) −γ−1(x− e−qx)
}
· ϕ(γ−1(x)) =

1

γ′(γ−1(ξ))
· e−qx · ϕ(γ−1(x)) =

=
e−q(1+o(1))x

γ′(γ−1(ξ))
=
e−q(1+o(1))ξ

γ′(γ−1(ξ))
→ 0, x→ +∞,
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то ∆γ(x; q)ϕ(γ−1(x)) → 0 при x → +∞ для будь-якого q ∈ (0, 1). Звiдси
випливає, що ця ж умова є правильною i для функцiї βγ(x). Наслiдок 2.1
доведено.

Зазначимо також, що умова (2.5) не виконується для функцiї γ(x) =

lnx, але функцiя γ(x) = ln1+α x, α > 0, задовольняє (2.5).

Для рядiв Дiрiхле (2.1) з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi
теорема 2.1 має такий аналог.

Теорема 2.2. Нехай A = 0, Φ ∈ Ω(0), γ - невiд’ємна неперервна
зростаюча до +∞ на [0, +∞) функцiя.

Якщо коефiцiєнти абсолютно збiжного у пiвплощинi
{s : Reσ < 0} ряду Дiрiхле задовольняють умову ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ n0, iснує q ∈ (0, 1) таке, що ∆γ(x; q) = O(1) при x→ +∞, i
виконується умова (2.2), то

lim
σ↑0

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≥ 1− q > 0. (2.6)

Доведення цiєї теореми вiдрiзняється вiд доведення теореми 2.1 тiльки
декiлькома деталями. Оскiльки тепер функцiя tΨ(ϕ(t)) спадна i σ < 0, то
отримуємо наступну оцiнку

M1(σ, F ) ≥
kj∑

k=mj

exp{−λ∗kΨ(ϕ(λ∗k)) + σλ∗k} ≥

≥
kj∑

k=mj

exp{−λ∗mj
Ψ(ϕ(λ∗mj

)) + σλ∗kj} ≥

≥ kpj exp{−λ∗mj
Ψ(ϕ(λ∗mj

)) + σλ∗kj}.

Для σ = σj = ϕ(λ∗mj
) < 0 з останньої нерiвностi маємо

ln M1(σj, F ) ≥ p ln kj − λ∗mj
Ψ(ϕ(λ∗mj

)) + λ∗mj
ϕ(λ∗mj

) + (λ∗kj − λ
∗
mj

)ϕ(λ∗mj
) ≥

≥ p ln kj + Φ(ϕ(λ∗mj
)) + δjϕ(λ∗mj

),

i, використовуючи такий же факт, те що,
δj

ln kj
≤ ∆γ(ln kj; q) = O(1), j → +∞,
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i ϕ(x)→ 0 при x→ +∞ одержуємо

lnM1(σj, F ) ≥ (1 + o(1))p ln kj + Φ(ϕ(λ∗mj
)) ≥

≥ (1 + o(1))pγ(λ∗kj) + Φ(ϕ(λ∗mj
)) ≥

≥ (1 + o(1))pγ(λ∗mj
) + Φ(ϕ(λ∗mj

)) =

= p(1 + o(1))γ(Φ′(ϕ(λ∗mj
))) + Φ(ϕ(λ∗mj

)) =

= p(1 + o(1))γ(Φ′(σj)) + Φ(σj), j → +∞,

тобто справедлива нерiвнiсть (2.6). Доведення теореми 2.2 повнiстю завер-
шено.

Зауважимо, що загальний випадок A ∈ (−∞,+∞) зводиться до
випадку A = 0 замiною σ на σ − A. Подiбно, як у випадку цiлих рядiв
Дiрiхле, отримуємо аналог наслiдку 2.1 для рядiв Дiрiхле абсолютно збiжних
у пiвплощинi.

Наслiдок 2.2. Нехай A = 0, Φ ∈ Ω(0), γ - невiд’ємна неперервна зроста-
юча до +∞ на [0, +∞) функцiя, така, що виконується (2.5).

Якщо коефiцiєнти абсолютно збiжного у пiвплощинi
{s : Reσ < 0} ряду Дiрiхле задовольняють умову ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ n0 i справедлива нерiвнiсть (2.4), то оцiнка (2.6) є прави-
льною.

2.2. Оцiнки ln M1(σ, F ) зверху.

Тепер дослiдимо умови на Φ ∈ Ω(A) i γ, за яких з нерiвностi ln |an| ≤
−λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0 i рiвностi

lim
n→∞

ln n

γ(λn)
= 0 (2.7)

випливає нерiвнiсть

lim
σ↑A

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ 0. (2.8)

Почнемо з наступної теореми.
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Теорема 2.3. Нехай A = +∞ або A = 0, F ∈ S(Λ, A), а функцiя Φ ∈
Ω(A) така, що функцiя Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ)) при σ ↑ A. Припустимо,
що невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така,
що функцiя γ(x)/x незростаюча на [x0,+∞) i γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x))) при
x → +∞. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, то з (2.7)
випливає (2.8).

Доведення. Приймемо

β(σ) =
Φ(σ)

Φ′(Ψ−1(σ))
.

Тодi σ + β(σ) < A. Справдi, у випадку, коли A = +∞, ця нерiвнiсть є
очевидною, а якщо A = 0, то

σ + β(σ) < σ +
Φ(Ψ−1(σ))

Φ′(Ψ−1(σ))
= σ + Ψ−1(σ)−Ψ(Ψ−1(σ)) = Ψ−1(σ) < 0.

З нерiвностi σ + β(σ) < A випливає, що функцiя Ψ−1(σ + β(σ))

визначена на (−∞, A). Позначимо

g(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))),

i нехай n(t) =
∑
λn≤t

1 - лiчильна функцiя послiдовностi (λn). З умови (2.7)

i незростання функцiї γ(x)/x випливає, що ln n(t) = o(γ(t)) = o(t) при
t→ +∞, а

M1(σ, F ) =

 ∑
λn≤g(σ)

+
∑

λn>g(σ)

 |an| exp{σλn} ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λn(Ψ(ϕ(λn))− σ)} ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λn(Ψ(ϕ(g(σ)))− σ)} =

= µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λnβ(σ)} ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +

∞∫
g(σ)

exp{−β(σ)t}dn(t) ≤
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≤ µ(σ, F )n(g(σ)) + β(σ)

∞∫
g(σ)

n(t) exp{−β(σ)t}dt. (2.9)

З умови γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x)))), x→ +∞, випливає, що

γ(Φ′(Ψ−1(σ)))

Φ′(Ψ−1(σ))
= O

(
Φ(σ)

Φ′(Ψ−1(σ))

)
при σ ↑ A, i з огляду на незростання функцiї γ(x)/x маємо

γ(g(σ))

g(σ)
≤ γ(Φ′(Ψ−1(σ)))

Φ′(Ψ−1(σ))
= O(β(σ)), σ ↑ A,

тобто
γ(g(σ)) ≤ Kβ(σ)g(σ)

для деякого K > 0 i всiх σ1 ≤ σ < A. Тому для кожного ε ∈ (0, 1/K) i всiх
σ ∈ [σ0(ε), A)

β(σ)

∞∫
g(σ)

n(t) exp{−β(σ)t}dt ≤ β(σ)

∞∫
g(σ)

exp{−β(σ)t+ εγ(t)}dt =

= β(σ)

∞∫
g(σ)

exp

{
−t
(
β(σ)− εγ(t)

t

)}
dt ≤

≤ β(σ)

∞∫
g(σ)

exp

{
−t
(
β(σ)− εγ(g(σ))

g(σ)

)}
dt ≤

≤ β(σ)

∞∫
g(σ)

exp{−tβ(σ)(1− εK)}dt ≤ 1

1− εK
,

i з (2.9) отримуємо

ln M1(σ, F ) ≤ ln µ(σ, F ) + ln n(g(σ)) + o(1), σ ↑ A. (2.10)

За теоремою 1.8 з умови ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0

випливає, що ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, A). Тому з (2.10) отримуємо
нерiв- нiсть

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ ln n(g(σ))

γ(Φ′(σ))
+ o(1), σ ↑ A,
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i з огляду на умову (2.7) залишилось довести, що

γ(g(σ)) = γ(Φ′(Ψ−1(σ + β(σ)))) = O(γ(Φ′(σ))), σ ↑ A. (2.11)

Оскiльки функцiя γ(t)/t незростає, то

γ(Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))))

γ(Φ′(σ))
=

=
γ(Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))))

Φ′(Ψ−1(σ + β(σ)))

Φ′(σ)

γ(Φ′(σ))

Φ′(Ψ−1(σ + β(σ)))

Φ′(σ)
≤

≤ Φ′(Ψ−1(σ + β(σ)))

Φ′(σ)
,

тобто треба довести, що

Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) = O(Φ′(σ)), , σ ↑ A.

Остання оцiнка є наслiдком з нерiвностi σ+β(σ) ≤ Ψ−1(σ) i спiввiдношення

Φ′(Ψ−1(Ψ−1(σ))) = O(Φ′(σ), σ ↑ A,

яке випливає з умови Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ))), σ ↑ A. Теорему 2.3 доведено.

У випадку A = +∞ умова Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ))) при σ → +∞ не
обмежує швидкiсть зростання функцiї Φ. Наприклад, функцiї з класу
Ω(+∞), якi для всiх досить великих σ збiгаються з функцiями вигляду
Φ(σ) = expkσ, де k ≥ 1 (тут exp1x = ex i expkx = exp{expk−1x}),
Φ(σ) = σp з p > 1 i Φ(σ) = σ lnσ, задовольняють цю умову. У випадку A =

0 i Φ(σ) = B

(
1

|σ|

)
для всiх σ < 0 досить близьких до 0, зазначена умова

передбачає, що B зростає не повiльнiше, нiж степенева функцiя. Повiльно
зростаючi функцiї, наприклад B(x) = lnx (x ≥ e), не задовольняють цiєї
умови.

Умови на функцiю γ з’явилися в результатi використання методу
доведення. З неспадання функцiї γ(x)/x випливає, що γ(2x) ≤ 2γ(x) для
x > 0. Виникає питання: для яких Φ ∈ Ω(+∞) ця умова може бути
замiнена умовою γ(2x) = O(γ(x)) при x→ +∞? Наступна теoрема показує,
що така замiна можлива, коли Φ має степеневе зростання.
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Теорема 2.4. Нехай A = +∞, функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що
σΦ′(σ)/Φ(σ) ≥ h > 1 i σΦ′′(σ)/Φ′(σ) ≤ H < +∞ для всiх σ ≥ σ0, а
невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ задоволь-
няє умови γ(2x) = O(γ(x)) i γ(x) = O(xΨ(ϕ(x))) при x → +∞. Тодi,
якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0, то з (2.7) випливає (2.8) з
A = +∞.

Доведення. Позначимо тепер g(σ) = Φ′(Ψ−1(2σ)). Тодi, як вище,

M1(σ, F ) ≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λn(Ψ(ϕ(λn))− σ)} ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λn(Ψ(ϕ(λn))−Ψ(ϕ(λn))/2)} ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +

∞∫
g(σ)

exp{−tΨ(ϕ(t))/2}dn(t) ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
1

2

∞∫
g(σ)

n(t) exp{−tΨ(ϕ(t))/2}ϕ(t)dt. (2.12)

Оскiльки ln n(t) = o(γ(t)) = o(tΨ(ϕ(t))) при t → +∞ i (tΨ(ϕ(t)))′ = ϕ(t),
то звiдси для всiх досить великих σ отримуємо

M1(σ, F ) ≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
1

2

∞∫
g(σ)

exp{−tΨ(ϕ(t))/3}ϕ(t)dt ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
3

2
,

звiдки

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ ln n(Φ′(Ψ−1(2σ)))

γ(Φ′(σ))
=

= o

(
γ(Φ′(Ψ−1(2σ)))

γ(Φ′(σ))

)
, σ → +∞,

i з огляду на умову γ(2x) = O(γ(x)), x→ +∞, залишилось довести, що

Φ′(Ψ−1(2σ)) = O(Φ′(σ)), σ → +∞
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.
З огляду на умови теореми для деякого ξ = ξ(σ) ∈ [Ψ(σ), σ]

ln Φ′(σ)− ln Φ′(Ψ(σ)) =
Φ′′(ξ)

Φ′(ξ)

Φ(σ)

Φ′(σ)
=
ξΦ′′(ξ)

Φ′(ξ)

Φ(σ)

ξΦ′(σ)
≤ HΦ(σ)

Ψ(σ)Φ′(σ)
=

=
HΦ(σ)

σΦ′(σ)− Φ(σ)
=

H

σΦ′(σ)/Φ(σ)− 1
≤ H

h− 1
,

для деякого η = η(σ) ∈ [σ, 2σ]

ln Φ′(2σ)− ln Φ′(σ) =
Φ′′(η)

Φ′(η)
σ ≤ Φ′′(η)

Φ′(η)
η ≤ H.

Тому

ln Φ′(Ψ−1(σ))− ln Φ′(σ) ≤ H

h− 1
+H,

i теорему 2.4 доведено.

Зауважимо, що якщо Φ ∈ Ω(+∞), то Φ′(σ) ↑ +∞ (σ → +∞) i, отже,
Φ(σ) = σα(σ), де α(σ) → +∞ (σ → +∞). Якщо α - повiльно зростаюча
функцiя, то σΦ′(σ)/Φ(σ)→ 1 (σ → +∞) i тому одна з умов теореми 2.4 не
виконується. Проте у цьому випадку правильна наступна теорема.

Теорема 2.5. Нехай F ∈ S(Λ,+∞), функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що Φ′ є
повiльно зростаючою функцiєю i Φ′(σ) = (1 +o(1))Φ′(Ψ(σ)) при σ → +∞.
Припустимо, що невiд’ємна неперервна зростаюча до +∞ на [0,+∞)

функцiя γ задовольняє умову γ(x) = O(ϕ(x)) при x→ +∞ i γ−1 є повiльно
зростаючою функцiєю. Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) для всiх n ≥ n0

i
lim
t→+∞

γ−1(ln n(t))

t
< 1, (2.13)

то правильна нерiвнiсть (2.8) з A = +∞.

Доведення. Спочатку зауважимо, що якщо функцiя α повiльно зрос-
таюча, то α−1(qx) = o(α−1(x)) при x → +∞ для кожного q ∈ (0, 1), бо
якщо б α−1(qxk) ≥ τα−1(xk) для деяких числа τ ∈ (0,+∞) i зростаючої до
+∞ послiдовностi (xk), то, приймаючи tk = α−1(xk), ми б мали qα(tk) ≥
α(τtk) = (1 + o(1))α(tk) при k →∞, що неможливо.
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Зауважимо також, що (xΨ(ϕ(x)))′ = ϕ(x), звiдки випливає, що

tΨ(ϕ(t)) ≥
t∫

t(1+q)/2

ϕ(x)dx ≥ t(1− q)
2

ϕ

(
(1 + q)t

2

)
.

Нарештi, з умов (2.13) i γ(x) = O(ϕ(x)) (x → +∞) випливає iснування
чисел q ∈ (0, 1) i A ∈ (0,+∞) таких, що ln n(t) ≤ γ(qt) ≤ Aϕ(qt) для всiх
досить великих t i, отже,

lim
t→+∞

ln n(t)

tΨ(ϕ(t))
≤ A

2

1− q
lim
t→+∞

ϕ(qt)

tϕ((1 + q)t/2)
= 0.

Тому, приймаючи g(σ) = Φ′(Ψ−1(2σ)), з (2.13), як вище, для всiх досить
великих σ отримуємо

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ ln n(Φ′(Ψ−1(2σ))) + o(1)

γ(Φ′(σ))
≤

≤ γ(qΦ′(Ψ−1(2σ)))

γ(Φ′(σ))
+ o(1), σ → +∞,

i з огляду на повiльне зростання функцiї γ−1 залишилось довести, що
Φ′(Ψ−1(2σ)) = (1 + o(1)Φ′(σ), σ → +∞. Останнi спiввiдношення легко
випливає з повiльного зростання функцiї Φ′ i умови Φ′(σ) =

= (1 + o(1))Φ′(Ψ(σ)) при σ → +∞. Теорему 2.5 доведено.

Нарештi, у випадку, коли A = 0 i Φ(σ) = B(1/|σ|), де B – повiльно
зростаюча функцiя, корисною може бути наступна теорема.

Теорема 2.6. Нехай F ∈ S(Λ, 0), Φ ∈ Ω(0) i невiд’ємна неперервна зрос-
таюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така, що γ(Φ′(σ)) = O(γ(Φ′(2σ))) i
γ(Φ′(σ)) = O(|σ|Φ′(Ψ−1(σ))) при σ ↑ 0.Тодi, якщо ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn))

для всiх n ≥ n0 i

lim
n→∞

ln n

γ(Φ′(Ψ(ϕ(λn))))
= 0, (2.14)

то правильна нерiвнiсть (2.8) з A = 0.

Доведення. Приймемо g(σ) = Φ′(Ψ−1(σ/2)). Тодi, як i вище,
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M1(σ, F ) ≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λnΨ(ϕ(λn)) + 2λnΨ(ϕ(λn))} ≤

≤ µ(σ, F )n(g(σ)) +
∑

λn>g(σ)

exp{−λn|Ψ(ϕ(λn))|}.

Неважко перевiрити, що з умов (2.14) i γ(Φ′(σ)) = O(|σ|Φ′(Ψ−1(σ))) (σ ↑
0) випливає спiввiдношення ln n = o(λn|Ψ(ϕ(g(λn)))| (n → ∞). Тому
з останньої оцiнки з огляду на умову γ(Φ′(σ)) = O(γ(Φ′(2σ))) (σ ↑ 0)

отримуємо

lim
σ↑0

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ lim

σ↑0

ln n(g(σ))

γ(Φ′(σ))
= lim

x→∞

ln n(x)

γ(Φ′(Ψ(ϕ(x))))
= 0,

що i треба було довести.

2.3. Зв’язок мiж зростанням максимуму модуля
i максимального члена.

За нерiвнiстю Кошi з нерiвностi ln M(σ, F ) ≤ Φ(σ) випливає нерiв-
нiсть ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ). Використовуючи теореми 2.1 -2.6, можна знайти
умови, за яких з оцiнки для ln µ(σ, F ) зверху випливає подiбна оцiнка для
ln M(σ, F ).

Наслiдок 2.3. Нехай Φ ∈ Ω(+∞) i Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ)) при σ → +∞,
а невiд’ємна неперервно диференцiйовна зростаюча до +∞ на [0,+∞)

функцiя γ така, що функцiя γ(x)/x незростаюча на [x0,+∞), ln γ′(x) =

o(γ(x)), ln ϕ(x) = o(γ(x)) i γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x))) при x→ +∞.
Тодi для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) з оцiнки

ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0 випливала оцiнка

ln M(σ, F ) ≤ Φ(σ) + o(γ(Φ′(σ))), σ → +∞, (2.15)

необхiдно i досить, щоб виконувалась умова (2.7).

Доведення.Оскiльки з оцiнки ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) (σ ≥ σ0) за теоремою
1.8 випливає, що ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn)) (n ≥ n0), то за теоремою 2.3 з (2.7)
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випливає (2.8) зA = +∞, звiдки з огляду на нерiвнiстьM(σ, F ) ≤M1(σ, F )

отримуємо (2.15). Достатнiсть умови (2.7) доведено.
Припустимо тепер, що умова (2.7) не виконується, тобто правильна

нерiвнiсть (2.6), i розглянемо ряд Дiрiхле F ∈ S(Λ,+∞) з коефiцiєнтами
an = exp{−λnΨ(ϕ(λn))} (n ≥ n0). Для цього ряду Дiрiхле M(σ, F ) =

M1(σ, F ), за теоремою 1.8 ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) (σ ≥ σ0) i за наслiдком 2.1
правильна нерiвнiсть (2.3). З нерiвностi (2.3) для деякого числа h > 0 i
зростаючої до +∞ послiдовностi σk отримуємо нерiвнiсть

ln M(σk, F ) ≥ Φ(σk) + hγ(Φ′(σk)),

тобто (2.15) не виконується. Необхiднiсть умови (2.7), а з цим i наслiдок
2.3 доведено.

Використовучи теореми 1.8, 2.2 i 2.3 i наслiдок 2.2, подiбно доводиться
наступне твердження.

Наслiдок 2.4. Нехай Φ ∈ Ω(0) i Φ′(σ) = O(Φ′(Ψ(σ)) при σ ↑ 0, а невiд’єм-
на неперервно диференцiйовна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ

така, що функцiя γ(x)/x незростаюча на [x0,+∞), ln γ′(x) = o(γ(x)) i
γ(x) = O(Φ(Ψ(ϕ(x))) при x→ +∞.

Тодi для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0) з оцiнки
ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, 0) випливала оцiнка

ln M(σ, F ) ≤ Φ(σ) + o(γ(Φ′(σ))), σ ↑ 0, (2.16)

необхiдно i досить, щоб виконувалась умова (2.7).

Для цiлих рядiв Дiрiхле степеневого зростання правильне наступне
твердження, яке випливає з теорем 1.8, 2.1 i 2.4.

Наслiдок 2.5. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що σΦ′(σ)/Φ(σ) ≥ h > 1

i σΦ′′(σ)/Φ′(σ) ≤ H < +∞ для всiх σ ≥ σ0, а невiд’ємна неперервно
диференцiйовна зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ задовольняє
умови γ(2x) = O(γ(x)), γ(x) = O(xΨ(ϕ(x))), ln γ′(x) = o(γ(x)) i ln ϕ(x) =

o(γ(x)) при x→ +∞ при x→ +∞.



47

Тодi для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) з оцiнки
ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0 випливала оцiнка (2.15), необхiдно i
досить, щоб виконувалась умова (2.7).

Використовуючи теореми 1.8, 2.1 i 2.5, доведемо наступне твердження
для цiлих рядiв Дiрiхле повiльного зростання.

Наслiдок 2.6. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що Φ′ є повiльно зрос-
таючою функцiєю i Φ′(σ) = (1+o(1))Φ′(Ψ(σ)) при σ → +∞. Припустимо,
що невiд’ємна неперервно диференцiйoвна зростаюча до +∞ на [0,+∞)

функцiя γ задовольняє умови γ(x) = O(ϕ(x)), ln γ′(x) = o(γ(x)), ln ϕ(x) =

o(γ(x)) при x→ +∞ i γ−1 є повiльно зростаючою функцiєю.
Тодi для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) з оцiнки

ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0 випливала оцiнка (2.15), досить, щоб
виконувалась умова (2.13), i необхiдно, щоб

lim
t→+∞

γ−1(ln n(t))

t
≤ 1. (2.17)

Доведення. Якщо виконується умова (2.13), то iснує q ∈ (0, 1) таке,
що lnn(t) ≤ γ(qt) для всiх t ≥ t(q). Тодi

lim
t→+∞

lnn(t)

γ(t)
≤ lim

t→+∞

γ(qt)

γ(t)
= 0,

бо γ−1 є повiльно зростаючою. Справдi, якщо б γ(qtk) ≥ aγ(tk) для деяких
числа a > 0 i послiдовностi tk ↑ +∞, то ми мали б

qtk ≥ γ−1(a)γ(tk) = (1 + o(1))tk, k →∞,

що неможливо.
Отже з умови (2.13) випливає (2.7) i з огляду на теорему 2.3 достатнiсть

умови (2.13) доведено.
Для доведення необхiдностi умови (2.17) припустимо, що

lim
t→+∞

γ−1(ln n(t))

t
> 1.

Тодi iснує число p > 1 i зростаюча до +∞ послiдовнiсть (tk) такi, що
ln n(tk) ≥ γ(ptk) > γ(tk), тобто послiдовнiсть Λ задовольняє умову (2.2),
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а звiдси, як у доведеннi наслiдку 2.1, отримуємо iснування функцiї F ∈
S(Λ,+∞), для якої оцiнка (2.15) не є правильною.

Нарештi, використовуючи теореми 1.8, 2.2, 2.6 i наслiдок 2.2, подiбно
доводиться наступне твердження.

Наслiдок 2.7. Нехай Φ ∈ Ω(0), а невiд’ємна неперервно диференцiйовна
зростаюча до +∞ на [0,+∞) функцiя γ така, що ln γ′(x) = o(γ(x)) при
x → +∞ i γ(Φ′(σ)) = O(γ(Φ′(2σ))) та γ(Φ′(σ)) = O(|σ|Φ′(Ψ−1(σ))) при
σ ↑ 0.

Тодi для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0) з оцiнки
ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, 0) випливала оцiнка (2.16), необхiдно,
щоб виконувалась умова (2.7), i досить, щоб виконувалась умова (2.14).

Зауваження 2.1. З умови ln γ′(x) = o(γ(x)) при x→ +∞ випливає,
що γ(x) зростає швидше, нiж ln x. Припустимо, що γ(x) = ln1+α x при
x ≥ x0, де α > 0, а Φ(σ) = ln1+β (1/|σ|), де β ≥ α, i покажемо, що у цьому
випадку умови (2.7) i (2.14) є рiвносильними. Справдi,

Φ′(σ) =
1 + β

|σ|
lnβ

1

|σ|
,Ψ(σ) = −(1 + o(1))|σ|

1 + β
lnβ

1

|σ|
(σ ↑ 0)

i
ϕ(x) = −(1 + o(1))(1 + β)

x
lnβ x (x→ +∞).

Легко перевiрити, що

γ(Φ′(σ)) = O(γ(Φ′(2σ))) (σ ↑ 0),

а з огляду на нерiвнiсть β ≥ α i γ(Φ′(σ)) = O(|σ|Φ′(Ψ−1(σ))) (σ ↑ 0). Далi,
оскiльки

Φ′(Ψ(ϕ(x))) =
(1 + o(1))(1 + β)x

ln x

(x→ +∞) i γ(x) = ln1+α x, то умови (2.7) i (2.14) є рiвносильними. Отже,
правильне наступне твердження: якщо β ≥ α > 0, то для того, для
кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0) з оцiнки ln µ(σ, F ) ≤ ln1+β (1/|σ|) для всiх
σ ∈ [σ0, 0) випливала оцiнка

ln M(σ, F ) ≤ ln1+β (1/|σ|) + o(ln1+α (1/|σ|)) (σ ↑ 0),
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необхiдно i досить, щоб ln n = o(ln1+α λn) (n→∞).

2.4. Багаточленнi степеневi асимптотики рядiв Дiрiхле.

Використовуючи результати попереднього пiдроздiлу, можна встано-
вити зв’язок мiж зростанням максимуму модуля i максимального члена в
термiнах багаточленних асимтотик. Почнемо зi степеневої асимптотики для
рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi.

Нехай T1 > 0, Tj ∈ R\{0} (2 ≤ j ≤ m), 0 < % < %m < ... < %2 < %1 i,
τ ∈ R\{0}. Згiдно з нерiвнiстю Кошi з асимптотичної нерiвностi

ln M(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0, (2.18)

випливає асимптотична нерiвнiсть

ln µ(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0. (2.19)

Наступна теорема вказує умову на послiдовнiсть Λ, за якою спiввiдношення
(2.18) i (2.19) є рiвносильними.

Теорема 2.7. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0) спiввiдно-
шення (2.18) i (2.19) були рiвносильними, необхiдно i досить, щоб
ln n(t) = o(t%/(%1+1)) при t→ +∞. Ця умова є достатньою для еквiвалент-
ностi асимптотичних рiвностей

ln M(σ, F ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0, (2.20)

i

ln µ(σ, F ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
(1 + o(1))τ

|σ|%
, σ ↑ 0. (2.21)

Доведення. Виберемо функцiю Φ ∈ Ω(0) так, щоб

Φ(σ) =
T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
τ + ε

|σ|%
, σ0 ≤ σ < 0 (2.22)
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де ε > 0. Тодi з огляду на (2.19) ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, 0).
Неважко перевiрити, що

Ψ(σ) = (1 + o(1))
%1 + 1

%1
σ

i

Φ′(σ) = (1 + o(1))

(
%1 + 1

%1

)%1+1

Φ′(Ψ(σ))

при σ ↑ 0, а

ϕ(x) = (1 + o(1))

(
T1%1

x

)1/(%1+1)

i

Φ(Ψ(ϕ(x))) = (1 + o(1))

(
%1

%1 + 1

)%1
(

x

T1%1

)%1/(%1+1)

при x→ +∞. Тому, якщо приймемо γ(x) = x%/(%1+1), то всi умови наслiдку
2.4 будуть виконуватись i, отже, для того, щоб для кожної функцiю F ∈
S(Λ, 0) з оцiнки ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, 0) випливала оцiнка
(2.15), необхiдно i досить, щоб виконувалась умова (2.7), тобто умова
ln n(t) = o(t%/(%1+1)) при t→ +∞. Але

γ(Φ′(σ)) = (1 + o(1))(T1%1)
%/(%1+1)|σ|−%

при σ ↑ 0. Тому спiввiдношення (2.15) рiвносильне асимптотичнiй нерiвнос-
тi

ln M(σ, F ) ≤ T1

|σ|%1
+

m∑
j=2

Tj
|σ|%j

+
τ + ε

|σ|%
+ o

(
1

|σ|%

)
, σ ↑ 0,

i з огляду на довiльнiсть ε маємо (2.18). Першу частину теореми 2.7 доведено.
Щоб довести достатнiсть умови ln n(t) = o(t%/(%1+1)) при t → +∞

для еквiвалентностi рiвностей (2.20) i (2.21) зауважимо, що за цiєї умови
нерiвнiсть (2.10) згiдно з вибором (2.22) функцiї Φ має вигляд

ln µ(σ, F ) ≤ ln M(σ, F ) ≤ ln µ(σ, F ) + o

(
1

|σ|%

)
, σ ↑ 0,

звiдки, завдяки довiльностi ε легко випливає еквiвалентнiсть (2.20) i (2.21).
Теорему 2.7 повнiстю доведено.

Перейдемо до цiлих рядiв Дiрiхле. В [76] доведено наступну теорему
про багаточленну показникову асмптотику.
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Теорема 2.8. Нехай m ≥ 3, 0 < %m < · · · < %2 < %1 < +∞, T1 > 0,
Tj ∈ R \ {0} (2 ≤ j ≤ m− 1) i τ ∈ R \ {0}.

Для того, щоб для кожного ряду Дiрiхле з S(Λ; +∞) асимптотичнi
нерiвностi

ln M(σ, F ) ≤
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσ}+ (1 + o(1)τ exp{%mσ}, σ → +∞, (2.23)

i

ln M(σ, F ) ≤
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσ}+ (1 + o(1)τ exp{%mσ}, σ → +∞, (2.24)

були рiвносильними, досить, а у випадку, коли %m + %1 > 2%2, i небхiдно,
щоб

ln n = o(λ%m/%1
n ), n→∞. (2.25)

Покажемо, що умова %m + %1 > 2%2 в цiй теоремi є зайвою. Справдi,
нехай функцiя Φ ∈ Ω(+∞) така, що

Φ(σ) =
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσ}+ τ exp{%mσ}

для σ ≥ σ0, ϕ - функцiя, обернена до Φ′, а Ψ - функцiя, асоцiйована з
Φ за Ньютоном. Приймемо an = exp{−λnΨ(ϕ(λn))} для всiх n ≥ 0. Тодi
за теоремою 1.8 ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ, тобто правильна нерiвнiсть
(2.23).

Якщо ж умова (2.25) не виконується, то iснує число α > 0 таке, що

lim
n→∞

ln n

λ
%m/%1
n

> α,

тобто виконується умова (2.11) з γ(x) = αx%m/%1, а оскiльки M(σ, F ) =

M1(σ, F ), то за теоремою 2.1

lim
σ→+∞

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

α(Φ′(σ))%m/%1
= β > 0.

Але Φ′(σ) = (1 + o(1))T1%1 exp{%1σ} при σ → +∞. Тому iснує зростаюча
до +∞ послiдовнiсть (σs), для якої
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ln M(σs, F ) ≥
m−1∑
j=1

Tj exp{%jσs}+

+ (1 + o(1)(τ + αβ(T1%1)
%m/%1) exp{%mσs}, s→∞,

тобто (2.24) не виконується.

Розглянемо ще багаточленну степеневу асимптотику для цiлих рядiв
Дiрiхле. Нехай Tj i τ такi, як вище, а p1 > 1 i 0 < p < pm < · · · < p2 < p1.
Правильний наступний аналог теореми 2.7.

Теорема 2.9. Для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) спiввiд-
ношення

ln M(σ, F ) ≤ T1σ
p1 +

m∑
j=2

Tjσ
pj + (1 + o(1))τσp, σ → +∞, (2.26)

i

ln µ(σ, F ) ≤ T1σ
p1 +

m∑
j=2

Tjσ
pj + (1 + o(1))τσp, σ → +∞, (2.27)

були рiвносильними, необхiдно i досить, щоб ln n(t) = o(tp/(p1−1)) при
t → +∞. Ця умова є достатньою для еквiвалентностi асимптотичних
рiвностей

ln M(σ, F ) = T1σ
p1 +

m∑
j=2

Tjσ
pj + (1 + o(1))τσp, σ → +∞, (2.28)

i

ln µ(σ, F ) = T1σ
p1 +

m∑
j=2

Tjσ
pj + (1 + o(1))τσp, σ → +∞. (2.29)

Доведення. З огляду на нерiвнiсть Кошi треба довести, що умова
ln n(t) = o(tp/(p1−1)), t → +∞, є необхiдною i достатньою для того, щоб з
(2.27) випливало (2.26). Виберемо функцiю Φ ∈ Ω(+∞) так, щоб

Φ(σ) = T1σ
p1 +

m∑
j=1

Tjσ
pj + (τ + ε)σp, σ ≥ σ0.
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Тодi з огляду на (2.27) ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0. Неважко
перевiрити, що σΦ′(σ)/Φ(σ) = p1 + o(1) i σΦ′′(σ)/Φ′(σ) = p1 − 1 + o(1)

при σ → +∞, тобто з огляду на умову p1 > 1 функцiя Φ задовольняє
умови наслiдку 2.3. Далi,

Ψ(σ) = (1 + o(1))
σ(p1 − 1)

p1
, σ → +∞,

а

ϕ(x) = (1 + o(1))

(
x

T1p1

)1/(p1−1)

i

xΨ(ϕ(x)) = (1 + o(1))T1(p1 − 1)

(
x

T1p1

)p1/(p1−1)

при x → +∞. Тому, якщо приймемо γ(x) = xp/(p1−1), то i функцiя γ

задовольняє умови наслiдку 2.3. За цим наслiдком для того, щоб для кож-
ної функцiї F ∈ S(Λ,+∞) з оцiнки ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ≥ σ0

випливала оцiнка (2.15), необхiдно i досить, щоб виконувалась умова (2.7),
тобто умова ln n(t) = o(tp/(p1−1)) при t→ +∞. Але

γ(Φ′(σ)) = (1 + o(1))(T1p1)
p/(p1−1)σp

при σ → +∞. Тому спiввiдношення (2.15) рiвносильне асимптотичнiй
нерiвностi

ln M(σ, F ) ≤ T1σ
p1 +

m∑
j=2

Tjσ
pj + (τ + ε)σp + o(σp), σ → +∞,

i з огляду на довiльнiсть ε маємо (2.26). Першу частину теореми 2.9 дове-
дено.

Доведення достатностi умови ln n(t) = o(tp/(p1−1)) при t→ +∞ для
еквiвалентностi рiвностей (2.28) i (2.29) таке ж, як доведення другої части-
ни теореми 2.7.

Зауваження 2.2. В [14] помилково стверджується, що необхiдною i
достатньою для еквiвалентностi спiввiдношень (2.28) i (2.29) є умова ln n(t) =

o(tp/p1) при t → +∞. Насправдi в [70] доведено тiльки, що ця умова є
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достатньою, а необхiдною є умова ln n(t) = o(tp/(p1−1)) при t→ +∞. В [15]
цю недоречнiсть дещо виправлено. Показано, що умова ln n(t) = o(tp/(p1−1))

при t→ +∞ є достатньою для для еквiвалентностi спiввiдношень (2.28) та
(2.29) i необхiдною для еквiвалентностi спiввiдношень (2.26) та (2.27).

Зауваження 2.3. В [79] О.М.Сумик застосувала результати пiдроз-
дiлу 2.3 до вивчення загальної двочленної асимптотики цiлих рядiв Дiрiхле,
в означенiй Шереметою [70] шкалi зростання.

2.5. Висновки.

Для функцiї F , зображеної рядом Дiрiхле з коефiцiєнтами an,
невiд’ємними зростаючими до +∞ показниками λn i абсцисою абсолютної
збiжностi A ∈ (−∞,+∞] отримано оцiнки знизу i зверху функцiї

M1(σ, F ) =
∞∑
n=0

|an| exp{σλn}.

Припускаючи, що додатна i опукла на (−∞, A) функцiя Φ така, що
Φ
′ на (−∞, A) є додатною, неперервно диференцiйованою i зростаючою до

+∞ на (−∞, A), приймемо Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)
- функцiю, асоцiйовану з Φ

за Ньютоном i через ϕ позначимо функцiю, обернену до Φ.
Основними результатами другого роздiлу є теореми, якi з одного

боку вказують на умови на додатну зростаючу до +∞ функцiю γ за яких

з нерiвностей ln |an| ≥ −λnΨ(ϕ(λn))(n ≥ n0) i lim
n→∞

ln n

γ(λn)
> 1 випливає

нерiвнiсть

lim
σ→+∞

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
> 0,

а з iншого боку з нерiвностi ln |an| ≤ −λnΨ(ϕ(λn))(n ≥ n0) i умови

lim
n→∞

ln n

γ(λn)
= 0 випливає нерiвнiсть

lim
σ→+∞

ln M1(σ, F )− Φ(σ)

γ(Φ′(σ))
≤ 0.
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Використовуючи цi теореми, отримано новi зв’язки мiж зростанням
максимуму модуля функцiї на вертикальнiй прямiй i максимального члена
ряду Дiрiхле, зокрема, у термiнах багаточленних асимптотик.
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РОЗДIЛ 3

БАГАТОЧЛЕННА СТЕПЕНЕВА АСИМПТОТИКА
РЯДУ ДIРIХЛЕ З НУЛЬОВОЮ АБСЦИСОЮ

АБСОЛЮТНОЇ ЗБIЖНОСТI

У цьому роздiлi будуть знайденi умови на показники та коефiцiєнти
абсолютно збiжного у пiвплощинi {s : Res < 0} ряду Дiрiхле (2.1), за яких
правильна асимптотична рiвнiсть (2.21). Згiдно з теоремою 2.7 ця рiвнiсть
за умови ln n(t) = o(t%/(%1+1)) рiвносильна до асимптотичної рiвностi (2.20).
Основним у цьому роздiлi є дослiдження багаточленної асимптотики
логарифма максимального члена.

3.1. Багаточленна степенева асимптотика логарифма
максимального члена ряду Дiрiхле, абсолютно збiжного
у пiвплощинi.

Отже, нехай Φ ∈ Ω(0) - така функцiя, що

Φ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
τ

|σ|ρn
, σ0 ≤ σ < 0. (3.1)

де T1 > 0 Tj ∈ R \ {0}, j = 2, n− 1, τ ∈ R \ {0}, 0 < ρn < ... < ρ2 <

ρ1 i
ρ1 + ρn

2
> ρ2.

Для функцiї (3.1) асимптотику оберненої функцiї ϕ описує наступна
лема.

Лема 3.1. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.1), то для
функцiї ϕ при x→ +∞ правильна наступна асимптотична рiвнiсть
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ϕ(x) = −
(

x

T1ρ1

)− 1
ρ1+1

−
n−1∑
j=2

ρjTj
ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

−

− τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

.

Доведення. Оскiльки

Φ′(σ) =
T1ρ1

|σ|ρ1+1 +
n−1∑
j=2

Tjρj
|σ|ρj+1 +

τρn
|σ|ρn+1 ,

то для знаходження асимптотики функцiї ϕ треба розв’язати рiвняння

T1ρ1

|σ|ρ1+1 +
n−1∑
j=2

Tjρj
|σ|ρj+1 +

τρn
|σ|ρn+1 = x. (3.2)

Легко побачити, що розв’язок σ = σ(x) цього рiвняння задовольняє умову

T1ρ1

|σ|ρ1+1 (1 + o(1)) = x (x→ +∞),

i тому будемо шукати його у виглядi

|σ| =
(
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x), (3.3)

де
α = α(x) = o(x−

1
ρ1+1 ) (x→ +∞).

Пiдставляючи (3.3) в (3.2), дiстанемо

T1ρ1((
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)ρ1+1
+

n−1∑
j=2

Tjρj((
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)ρj+1
+

τρn((
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)ρn+1
= x,

тобто

x(
1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tjρj(
T1ρ1

x

) ρj+1

ρ1+1
(

1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)ρj+1

+



58

+
τρn(

T1ρ1

x

)ρn+1
ρ1+1
(

1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)ρn+1

= x,

звiдки(
1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(ρ1+1)

+
n−1∑
j=2

Tjρj
T1ρ1

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1
(

1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(ρj+1)

+

+
τρn
T1ρ1

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

(
1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(ρn+1)

= 1.

Звiдси при x→ +∞ отримуємо

1− (ρ1 + 1)α

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

+O

(
α2x

2
ρ1+1

)
+

+
n−1∑
j=2

ρjTj
ρ1T1

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1
(

1− (ρj + 1)α

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

+O

(
α2x

2
ρ1+1

))
+

+
τρn(1 + o(1))

T1ρ1

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

= 1,

тобто

α =
n−1∑
j=2

(
ρjTj

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

− ρjTj(ρj + 1)

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

α+

+O

(
α2x

ρj−ρ1+1

ρ1+1

))
+
τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

+O

(
α2x

2
ρ1+1

)
, x→ +∞.

(3.4)

Оскiльки α(x)x
1

ρ1+1 → 0 (x→ +∞), то звiдси

α =
ρ2T2(1 + o(1))

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

=
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β, (3.5)

де
β = β(x) = o(x

ρ2−ρ1−1
ρ1+1 ), x→ +∞,

i, отже, з (3.4) отримуємо
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ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β =

=
n−1∑
j=2

(
ρjTj

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

− ρjTj(ρj + 1)

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

×

×
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)
+O

(
x

2ρ2−3ρ1+ρj−1

ρ1+1

))
+

+
τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

+O

(
x

2(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
, x→ +∞,

звiдки легко випливає, що при x→ +∞

β(x) =
n−1∑
j=3

ρjTj
ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

−

− (1 + o(1))
n−1∑
j=2

ρjTj(ρj + 1)

ρ1T1(ρ1 + 1)

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj+ρ2−2ρ1−1

ρ1+1

+

+O

(
x

2ρ2−3ρ1+ρj−1

ρ1+1

)
+
τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

+O

(
x

2(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
, (3.6)

Оскiльки ρn > 2ρ2 − ρ1, то
ρn−ρ1−1 > 2(ρj−ρ1)−1 > 3(ρj−ρ1)−1 > ... > m(ρj−ρ1)−1, j = 2, n− 1

i з (3.6) отримуємо

β(x) =
τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

+
n−1∑
j=3

Tjρj
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

, x→ +∞,

Тому з (3.3) i (3.5) випливає твердження леми 3.1.
Використовуючи лему 3.1, знайдемо асимтотичнi формули для Φ(ϕ(x))

i xΨ(ϕ(x)), де Ψ(σ) = σ − Φ(σ)

Φ′(σ)
.

Лема 3.2. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.1), то при
x→ +∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi

xΨ(ϕ(x)) = −T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−
n−1∑
j=2

Tj

(
x

T1ρ1

) ρj
ρ1+1

−
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− (τ + o(1))

(
x

T1ρ1

) ρn
ρ1+1

(3.7)

i

Φ(ϕ(x)) = T1

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj

(
1− ρj

ρ1 + 1

)(
x

T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+

+
(τ + o(1))(ρ1 − ρn + 1)

ρ1 + 1

(
x

T1ρ1

) ρn
ρ1+1

. (3.8)

Доведення. Оскiльки xΨ(ϕ(x)) =

∫ x

x0

ϕ(t)dt+const, то при x→ +∞

xΨ(ϕ(x)) = −
(

1

T1ρ1

)− 1
ρ1+1

∫ x

x0

x−
1

ρ1+1−

−
n−1∑
j=2

ρjTj
ρ1T1(ρ1 + 1)

(
1

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1
∫ x

x0

x
ρj−ρ1−1

ρ1+1 −

− τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
1

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

∫ x

x0

x
ρn−ρ1−1
ρ1+1 + const =

= −
(

1

T1ρ1

)− 1
ρ1+1 ρ1 + 1

ρ1
x

ρ1
ρ1+1 −

n−1∑
j=2

ρjTj
ρ1T1(ρ1 + 1)

(
1

T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1 ρ1 + 1

ρj
x

ρj
ρ1+1−

− τρn(1 + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
1

T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1 ρ1 + 1

ρn
x

ρn
ρ1+1 + const =

= −T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−
n−1∑
j=2

Tj

(
x

T1ρ1

) ρj
ρ1+1

− (τ + o(1))

(
x

T1ρ1

) ρn
ρ1+1

,

тобто отримуємо асимптотичну рiвнiсть (3.7).
Використовуючи рiвнiсть Φ(ϕ(x)) = xϕ(x) − xΨ(ϕ(x)) отримуємо

асимптотичну рiвнiсть (3.8).

Для функцiї Φ ∈ Ω(0) нехай, як вище,

G1(tk, tk+1,Φ) =
tktk+1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

Φ(ϕ(t))

t2
dt, (3.9)

де 0 < tk ↑ +∞ (k →∞). З (3.8) випливає, що
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G1(tk, tk+1,Φ) =
tktk+1

tk+1 − tk
×

×
∫ tk+1

tk

(
T1

(
t

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj

(
1− ρj

ρ1 + 1

)(
t

T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+

+
(τ + o(1))(ρ1 − ρn + 1)

ρ1 + 1

(
t

T1ρ1

) ρn
ρ1+1
)
t2

dt
=

=
tktk+1

tk+1 − tk

(
T1

(
1

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

∫ tk+1

tk

t
−ρ1−2
ρ1+1 dt+

+
n−1∑
j=2

Tj

(
1− ρj

ρ1 + 1

)(
1

T1ρ1

) ρj
ρ1+1

∫ tk+1

tk

t
ρj−2ρ1−2

ρ1+1 dt+

+
(τ + o(1))(ρ1 − ρn + 1)

ρ1 + 1

(
1

T1ρ1

) ρn
ρ1+1

∫ tk+1

tk

t
ρn−2ρ1−2
ρ1+1 dt

)
=

=
tktk+1

tk+1 − tk

{
T1(ρ1 + 1)

(
1

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(
t
−1
ρ1+1

k − t
−1
ρ1+1

k+1

)
+

+
n−1∑
j=2

Tj

(
1

T1ρ1

) ρj
ρ1+1
(
t
ρj−ρ1−1

ρ1+1

k − t
ρj−ρ1−1

ρ1+1

k+1

)
+

+ (τ + o(1))

(
1

T1ρ1

) ρn
ρ1+1
(
t
ρn−ρ1−1
ρ1+1

k − t
ρn−ρ1−1
ρ1+1

k+1

)}
, k →∞.

Припустимо, що tk+1 = tk(1 + θk), де θk > 0. Тодi при k →∞ маємо

G1(tk, tk(1+θk),Φ) =
tk(1 + θk)

θk

(
T1(ρ1+1)

(
1

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

t
−1
ρ1+1

k

(
1−(1+θk)

−1
ρ1+1

)
+

+
n−1∑
j=2

Tj

(
1

T1ρ1

) ρj
ρ1+1

t
ρj−ρ1−1

ρ1+1

k

(
1− (1 + θk)

ρj−ρ1−1

ρ1+1

)
+

+ (τ + o(1))

(
1

T1ρ1

) ρn
ρ1+1

t
ρn−ρ1−1
ρ1+1

k

(
1− (1 + θk)

ρn−ρ1−1
ρ1+1

))
=

=
(1 + θk)

θk

(
T1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

1− (1 + θk)
−1
ρ1+1

)
+

+
n−1∑
j=2

Tj

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1
(

1− (1 + θk)
ρj−ρ1−1

ρ1+1

)
+
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+ (τ + o(1))

(
tk
T1ρ1

) ρn
ρ1+1
(

1− (1 + θk)
ρn−ρ1−1
ρ1+1

))
. (3.10)

Звiдси легко випливають двi наступнi леми.

Лема 3.3. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → +∞ при j →∞, то для цiєї послiдовностi за умови леми
3.1 при j →∞

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))T1(ρ1 + 1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

.

Лема 3.4. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → θ ∈ (0,+∞) при j → ∞, то для цiєї послiдовностi за
умови леми 3.1 при j →∞

G1(tkj , tkj(1+θkj),Φ) = (1+o(1))T1(ρ1+1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1 1 + θ

θ

(
1−(1+θ)−

1
ρ1+1

)
.

Припустимо тепер, що θk → 0 (k →∞). Тодi з огляду на (3.10)

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = T1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1 1 + θk

θk
×

×
(

1−
(

1− θk
ρ1 + 1

+
(ρ1 + 2)θ2

k

2(ρ1 + 1)2 −
(ρ1 + 2)(2ρ1 + 3)θ3

k

6(ρ1 + 1)3 +O(θ4
k)

))
+

+
n−1∑
j=2

Tj

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1 1 + θk

θk
×(

1−
(

1 +
(ρj − ρ1 − 1)θk

ρ1 + 1
+

(ρj − 2ρ1 − 2)(ρj − ρ1 − 1)θ2
k

2(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)

))
+

+ (τ + o(1))

(
tk
T1ρ1

) ρn
ρ1+1 1 + θk

θk

(
1−

(
1 +

(ρn − ρ1 − 1)θk
ρ1 + 1

+O(θ2
k)

)))
=

= T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

(1 + θk)

(
1− (ρ1 + 2)θk

2(ρ1 + 1)
− (ρ1 + 2)(2ρ1 + 3)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)

)
−

−
n−1∑
j=2

(
Tj

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

(1 + θk)

(
ρj − ρ1 − 1

ρ1 + 1
+

+
(ρj − 2ρ1 − 2)(ρj − ρ1 − 1)θk

2(ρ1 + 1)2 +O(θ2
k)

))
−
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− (τ + o(1))(ρn − ρ1 − 1)

ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

, k →∞.

Звiдси випливає наступна лема.

Лема 3.5. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.1), а
θk → 0 (k →∞). Тодi при k →∞

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(ρ1 + 2)

6(ρ1 + 1)2 θ2
k

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj(ρ1 + 1− ρj)
ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+

+
n−1∑
j=2

Tjρj(ρ1 + 1− ρj)
2(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

θk +
(τ + o(1))(ρ1 + 1− ρn)

ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

+

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k).

Для того, щоб отримати асимптотичне поводження величини

G2(tk, tk+1,Φ) = Φ

(
1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

ϕ(t)dt

)
(3.11)

дослiдимо спочатку поводження величини

κ(tk, tk+1,Φ) =
1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

ϕ(t)dt. (3.12)

За умови леми 3.1, як видно з доведення рiвностi (3.7), маємо

|κ(tk, tk+1,Φ)| = ρ1 + 1

ρ1
(T1ρ1)

1
ρ1+1

t
ρ1
ρ1+1

k+1 − t
ρ1
ρ1+1

k

(tk+1 − tk)
+

+
n−1∑
j=2

Tj

(T1ρ1)
ρj
ρ1+1

t
ρj
ρ1+1

k+1 − t
ρj
ρ1+1

k

(tk+1 − tk)
+

(τ + o(1))

(T1ρ1)
ρn
ρ1+1

t
ρn
ρ1+1

k+1 − t
ρn
ρ1+1

k

(tk+1 − tk)
.

Якщо tk+1 = tk(1 + θk), де θk > 0, то при k →∞ отримуємо

|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)| = ρ1 + 1

ρ1

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1 ((1 + θk)

ρ1
ρ1+1 − 1)

θk
+
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+
n−1∑
j=2

Tj
T1ρ1

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1 ((1 + θk)
ρj
ρ1+1 − 1)

θk
+

+
(τ + o(1))

T1ρ1

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1 ((1 + θk)

ρn
ρ1+1 − 1)

θk
. (3.13)

Припустимо, що iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел така,
що θkj → +∞ (j → ∞). Для цiєї послiдовностi з огляду на (3.13) при
j →∞ маємо

|κ(tkj , tkj(1 + θkj),Φ)| = ρ1 + 1

ρ1

(
tkj
T1ρ1

)− 1
ρ1+1

θ
− 1
ρ1+1

kj
(1 + o(1)),

i оскiльки

G2(tk, tk+1,Φ) = Φ(κ(tk, tk+1,Φ)) =
T1(1 + o(1))

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρ1
, k →∞,

то звiдси легко отримуємо наступну лему.

Лема 3.6. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → +∞ при j →∞, то для цiєї послiдовностi за умови леми
3.1

G2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ
ρ1
ρ1+1

kj
(j →∞).

Подiбно доводиться наступна лема.

Лема 3.7. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → θ ∈ (0,+∞) при j → ∞, то для цiєї послiдовностi за
умови леми 3.1 при j →∞

G2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) =

= (1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

((1 + θ)
ρ1
ρ1+1 − 1)

θ

)−ρ1

.

Припустимо тепер, що θk → 0 (k → ∞). Тодi з огляду на (3.10)
отримаємо
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|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)| = ρ1 + 1

ρ1θk

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1
(

1 +
ρ1

ρ1 + 1
θk −

ρ1θ
2
k

2(ρ1 + 1)2 +

+
ρ1(ρ1 + 2)θ3

k

6(ρ1 + 1)3 +O(θ4
k)− 1

)
+

n−1∑
j=2

Tj
T1ρ1θk

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1
(

1 +
ρj

ρ1 + 1
θk−

− ρj(ρ1 + 1− ρj)θ2
k

2(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)− 1

)
+

(τ + o(1))

T1ρ1θk

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

×

×
(

1 +
ρn

ρ1 + 1
θk +O(θ2

k)− 1

)
=

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1

−

− θk
2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1

+
(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1

+O(θ3
kt
− 1
ρ1+1

k )+

+
n−1∑
j=2

Tjρj
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

−
n−1∑
j=2

Tjρj(ρ1 + 1− ρj)θk
2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1−1

ρ1+1

+

+O(θ2
kt

ρ2−ρ1−1
ρ1+1

k )

)
+
ρn(τ + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1−1
ρ1+1

=

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1
(

1− θk
2(ρ1 + 1)

+

+
(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 +
n−1∑
j=2

Tjρj
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

−

−
n−1∑
j=2

Tjρj(ρ1 + 1− ρj)θk
2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

+
ρn(τ + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

+

+O(θ3
k) +O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

)
, k →∞. (3.14)

Через B(tk, θk) позначимо наступну величину

B(tk, θk) = − θk
2(ρ1 + 1)

+
(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 +
n−1∑
j=2

Tjρj
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

−

−
n−1∑
j=2

Tjρj(ρ1 + 1− ρj)θk
2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

+
ρn(τ + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

.

Тому при k →∞

|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)| =
(

tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1
(

1 +B(tk, θk) +O(θ3
k) +O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

)
.
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Оскiльки B(tk, θk)→ 0 (k →∞), то для p > 0 з (3.14) отримуємо

1

|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)|p
=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1+B(tk, θk)+O(θ3
k)+O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

}−p
=

=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1−pB(tk, θk)+
p(p+ 1)

2
B2(tk, θk)+O

(
B3(tk, θk)

)
+O(θ3

k)+

+O(θ2
kt

ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

}
=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1 +
pθk

2(ρ1 + 1)
− p(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 −

−
n−1∑
j=2

pTjρj
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

pTjρj(ρ1 + 1− ρj)θk
2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρj−ρ1
ρ1+1

−

− pρn(τ + o(1))

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

+
p(p+ 1)

2

θ2
k

4(ρ1 + 1)2 +O(θ2
kt

ρ2−ρ1
ρ1+1

k ) +O(θ3
k)+

+O(θkt
2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k )

}
, k →∞,

а оскiльки

G2(tk, tk+1,Φ) = Φ(κ(tk, tk+1,Φ)) =

=
T1

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|κ(tk, tk+1,Φ)|ρj

+
τ

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρn
(k ≥ k0),

то звiдси одержуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ τ

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

−

−
n−1∑
j=2

Tjρj
(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+

+
n−1∑
j=2

Tjρj(ρ1 + 1− ρj)θk
2(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

− T1ρ1(ρ1 + 2)θ2
k

6(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+

+
T1ρ1θ

2
k

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
τρn

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k)+

+O(t
ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞.

Отже, доведемо наступний аналог леми 3.5.
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Лема 3.8. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.1), а
θk → 0 (k →∞). Тодi

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(ρ1 + 5)

24(ρ1 + 1)2 θ
2
k

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj(ρ1 + 1− ρj)
ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+

+
n−1∑
j=2

Tjρj(ρ1 + 1− ρj)
2(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

θk+

+
(ρ1 + 1− ρn)(τ + o(1))

ρ1 + 1

(
x

T1ρ1

) ρn
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞,

З лем 3.5 i 3.8 отримуємо наступну лему.

Лема 3.9. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.1), а
θk → 0(k →∞).Тодi

G2(tk, tk(1 + θk),Φ)−G1(tk, tk(1 + θk),Φ) =
T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) + o

(
t

ρn
ρ1+1

k

)
, k →∞,

Використовуючи леми 3.3 - 3.9, доведемо ще таку лему.

Лема 3.10. Нехай

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
τ − ε
|σ|ρn

, σ0 ≤ σ < 0,

Φ2(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
τ + ε

|σ|ρn
, σ0 ≤ σ < 0.

Припустимо, що tk+1 = (1 + θk)tk i для всiх k ≥ k0

G1(tk, tk+1,Φ2) ≥ Φ1(κ(tk, tk+1,Φ2)). (3.15)

Тодi θk → 0 i

θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(ε+ o(1))

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

+ o

(
t
ρn−ρ1
ρ1+1

k

)
, k →∞.
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Доведення. Оскiльки Φ1(σ) = Φ2(σ)− 2ε

|σ|ρn
, Φ1(κ(tk, tk+1,Φ2)) =

= G2(tk, tk+1,Φ2), то з (3.15) маємо

G1(tk, tk+1,Φ2) ≥ G2(tk, tk+1,Φ2)−
2ε

|κ(tk, tk+1,Φ2)|ρn
. (3.16)

Припустимо, що lim
k→∞

θk = +∞. Тодi iснує зростаюча послiдовнiсть
(kj) натуральних чисел така, що θkj →∞ (j →∞), а для цiєї послiдовностi
за лемами 3.3 i 3.6 маємо

T1(ρ1 + 1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

≥ (1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ
ρ1
ρ1+1

kj
, j →∞,

що неможливо.
Якщо lim

k→∞
θk = θ ∈ (0,+∞), то iснує зростаюча послiдовнiсть (kj)

натуральних чисел така, що θkj → θ(j → ∞), а для цiєї послiдовностi з
огляду на леми 3.4 i 3.7 правильна асимптотична нерiвнiсть

T1(ρ1 + 1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1 1 + θ

θ

(
1− (1 + θ)−

1
ρ1+1

)
≥

(1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

θ

(1 + θ)
ρ1
ρ1+1 − 1

)ρ1

, j →∞,

звiдки випливає, що

(ρ1 + 1)
1 + θ

θ

(
1− (1 + θ)−

1
ρ1+1

)
≥
(

ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(

θ

(1 + θ)
ρ1
ρ1+1 − 1

)ρ1

.

Подiбно, використовуючи нерiвнiстьG1(tk, tk+1,Φ2) < G2(tk, tk+1,Φ2)

i леми 3.4 та 3.7, отримаємо протилежну нерiвнiсть. Тому θ задовольняє
рiвняння

(1 + θ)
ρ1
ρ1+1

θρ1+1

(
(1 + θ)

1
ρ1+1 − 1

)(
(1 + θ)

ρ1
ρ1+1 − 1

)ρ1

=
ρρ1

1

(ρ1 + 1)ρ1+1 . (3.17)

Легко перевiрити, що θ = 0 є розв’язком рiвняння (3.17) i як вказано
в [75] це рiвняння не має додатних коренiв.

Отже, θk → 0 (k → ∞), а у цьому випадку, наприклад, за умови
леми 3.9 з огляду на (3.16)
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T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k ≤

2ε

|κ(tk, tk+1,Φ2)|ρn
+O

(
θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k

)
+

+O

(
θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k

)
+ o

(
t

ρn
ρ1+1

k

)

при k →∞. Але з (3.14) випливає, що |κ(tk, tk+1,Φ2)|ρn = (1+o(1))

(
tk
T1ρ1

)− ρn
ρ1+1

(k →∞). Тому

T1ρ1θ
2
k

8(ρ1 + 1)
≤ 2ε

(
tk
T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

+O

(
θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k

)
+

+O

(
θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k

)
+ o

(
t
ρn−ρ1
ρ1+1

k

)
(k →∞),

звiдки випливає твердження леми 3.10.

Використовуючи леми 3.2, 3.9, 3.10, доведемо тепер теорему, яка
у термiнах багаточленної степеневої асимптотики, вкаже на зв’язок мiж
зростанням максимального члена i коефiцiєнтiв.

Теорема 3.1. Якщо ρn > 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
τ + o(1)

|σ|ρn
, σ ↑ 0, (3.18)

необхiдно i досить, щоб для будь-якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj

(
λn
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ (τ + ε)

(
λn
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

;

(3.19)
2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,

що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
n−1∑
j=2

Tj

(
λn
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

+ (τ − ε)
(
λn
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

;

(3.20)
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i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρn+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk

)
k →∞. (3.21)

Доведення. Почнемо з необхiдностi. З (3.18) випливає, що для кожного

ε ∈ (0, |τ |) i всiх σ ∈ [σ0(ε), 0) маємо

T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ − ε)
|σ|ρn

≤ lnµ(σ, F ) ≤ T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ + ε)

|σ|ρn
,

тобто виконується умова (1.2) теореми 1.9 з

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ − ε)
|σ|ρn

i

Φ2(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ + ε)

|σ|ρn
.

За цiєю теоремою правильнi нерiвностi (1.3) - (1.5). Але за лемою 3.2

λnΨ2(ϕ2(λn)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−
n−1∑
j=2

Tj

(
λn
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

−

− (τ + ε+ o(1))

(
λn
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

, n→∞,

λnkΨ1(ϕ1(λnk)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−
n−1∑
j=2

Tj

(
λnk
T1ρ1

) ρj
ρ1+1

−

− (τ − ε+ o(1))

(
λnk
T1ρ1

) ρn
ρ1+1

, k →∞,

а за умовами леми 3.10 з нерiвностi (1.5) випливає(
λnk+1

− λnk
λnk

)2

= θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(ε+ o(1))

(
λnk
T1ρ1

)ρn−ρ1
ρ1+1

, k →∞,

тобто

λnk+1
− λnk ≤ 4

√
ρ1 + 1(

√
ε+ o(1))(T1ρ1)

−ρn−1
2(ρ1+1)λ

ρn+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk , k →∞.
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Завдяки довiльностi ε з цих спiввiдношень випливають спiввiдношення
(3.19) - (3.21).

Доведемо достатнiсть умов (3.19) - (3.21). Використовуючи теорему
1.10 i лему 3.2, неважко показати, що з огляду на довiльнiсть ε з умови
(3.20) випливає асимптотична нерiвнiсть

lnµ(σ) ≤ T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ + o(1))

|σ|ρn
, σ ↑ 0. (3.22)

Далi за теоремою 1.6 i лемою 3.9 з нерiвностi (3.20) для всiх
σ ∈ [ϕ1(λnk), ϕ1(λnk+1

)] i всiх k ≥ k0 маємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ)− (G2(λnk, λnk+1
,Φ)−G1(λnk, λnk+1

,Φ)) = Φ1(σ)−

− T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k +O(θ2

kλ
ρ2
ρ1+1
nk ) +O(θ3

kλ
ρ1
ρ1+1
nk ) + o(λ

ρn
ρ1+1
nk ), k →∞,

(3.23)

де з огляду на умову (3.21)

θk =
λnk+1

− λnk
λnk

= o

(
λ

ρn−ρ1
2(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Оскiльки ϕ1(λnk) ≤ σ ≤ ϕ1(λnk+1
), то λnk ≤ Φ′1(σ) ≤ λnk+1

i з (3.21) маємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ) + o((Φ′1(σ))
ρn
ρ1+1 ) = Φ1(σ) + o

(
1

|σ|ρ1+1

) ρn
ρ1+1

) =

= Φ1(σ) + o

(
1

|σ|ρn

)
, σ ↑ 0,

звiдки, завдяки довiльностi δ, отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≥ T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
(τ + o(1))

|σ|ρn
, σ ↑ 0. (3.24)

З (3.22) i (3.24) випливає (3.18). Теорему 3.1 доведено.

Об’єднуючи теорему 3.1 з теоремою 2.7, отримаємо таке твердження.
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Наслiдок 3.1. Нехай показники абсолютно збiжного в {s : Res < 0} ряду
Дiрiхле (2.1) задовольняють умову при lnn = o(λ

ρ
ρ1+1
n ) при n → ∞. Тодi

для того, щоб правильною була асимптотична рiвнiсть (2.21), необхiдно
i досить, щоб для будь-якого ε > 0 виконувались умови 1) i 2) теореми
3.1.

Наскiльки умова 2ρ2 < ρ1 +ρn у теоремi 3.1 є iстотною, буде видно з
результатiв, отриманих у наступному пiдроздiлi, де детальнiше вивчатимемо
випадок n = 3.

3.2. Тричленна степенева асимптотика логарифма
максимального члена ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою
абслютної збiжностi.

Нехай тепер Φ ∈ Ω(0) - така функцiя, що

Φ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

τ

|σ|ρ
+

δ

|σ|s
, σ0 ≤ σ < 0. (3.25)

де T1 > 0, T2 ∈ R \ {0}, τ ∈ R \ {0}, δ ∈ R \ {0},
0 < ρ < ρ2 < ρ1, s ≤ ρ, а ϕ - функцiя, обернена до Φ′.

3.2.1. Асимтотика функцiї ϕ.

Позначимо

U(x) =

(
x

T1ρ1

)− 1
ρ1+1

+
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

. (3.26)

Асимптотику функцiї ϕ описує наступна лема.

Лема 3.11. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.25), то для
функцiї ϕ при x→ +∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:

1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то

ϕ(x) = −U(x)− (τ + δ + o(1))ρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

;
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2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то

ϕ(x) = −U(x) +
2ρ2 − ρ1 + o(1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

;

3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

то

ϕ(x) = −U(x)− 2ρ2 − ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
τ + δ− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

;

4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то

ϕ(x) = −U(x) +
3ρ2 − 2ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1−1
ρ1+1

;

5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то

ϕ(x) = −U(x)− ρ1

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

;

6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то

ϕ(x) = −U(x)− ρ1 − 4

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

;
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7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то

ϕ(x) = −U(x) +
1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−5ρ1−1
ρ1+1

.

Доведення. Оскiльки

Φ′(σ) =
T1ρ1

|σ|ρ1+1 +
T2ρ2

|σ|ρ2+1 +
τρ

|σ|ρ + 1
+

δs

|σ|s+1 ,

то для знаходження асимптотики функцiї ϕ треба розв’язати рiвняння
T1ρ1

|σ|ρ1+1 +
T2ρ2

|σ|ρ2+1 +
τρ

|σ|ρ + 1
+

δs

|σ|s+1 = x, (3.27)

Як у доведеннi леми 3.1, розв’язок σ = σ(x) цього рiвняння шукаємо у
виглядi (3.3).

Пiдставляючи (3.3) в (3.26) дiстанемо
T1ρ1((

T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)ρ1+1
+

T2ρ2((
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)ρ2+1
+

τρ((
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)ρ+1
+

δs((
T1ρ1

x

) 1
ρ1+1

+ α(x)

)s+1
= x,

тобто
x(

1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)ρ1+1

+
T2ρ2(

T1ρ1

x

)ρ2+1
ρ1+1
(

1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)ρ2+1

+

+
τρ(

T1ρ1

x

) ρ+1
ρ1+1
(

1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)ρ+1

+

+
δs(

T1ρ1

x

) s+1
ρ1+1
(

1 + α(x)

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
)s+1

= x,

звiдки(
1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(ρ1+1)

+
T2ρ2

T1ρ1

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

(
1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(ρ2+1)

+
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+
τρ

T1ρ1

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1
ρ1+1
(

1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(ρ+1)

+

+
δ s

T1ρ1

(
x

T1ρ1

) s−ρ1
ρ1+1
(

1 +

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

α

)−(s+1)

= 1.

Використовуючи асимптотичнi рiвностi

(1+t)γ = 1+γt+
γ(γ − 1)

2
t2+

γ(γ − 1)(γ − 2)

6
t3+

γ(γ − 1)(γ − 2)(γ − 3)

24
t4+

+
γ(γ − 1)(γ − 2)(γ − 3)(γ − 4)

120
t5 +O(t6) =

= 1+γt+
γ(γ − 1)

2
t2+

γ(γ − 1)(γ − 2)

6
t3+

γ(γ − 1)(γ − 2)(γ − 3)

24
t4+O(t5) =

= 1 + γt+
γ(γ − 1)

2
t2 +

γ(γ − 1)(γ − 2)

6
t3 +O(t4) =

= 1 + γt+
γ(γ − 1)

2
t2 +O(t3) = 1 + γt+O(t2), t→ 0, (3.28)

звiдси при x→ +∞ отримуємо

1− (ρ1 + 1)α

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

+
(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)

2
α2
(

x

T1ρ1

) 2
ρ1+1

−

−(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

6
α3
(

x

T1ρ1

) 3
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

24
α4
(

x

T1ρ1

) 4
ρ1+1

−

−(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)

120
α5
(

x

T1ρ1

) 5
ρ1+1

+O

(
α6x

6
ρ1+1

)
+

+
ρ2T2

ρ1T1

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

(
1− (ρ2 + 1)α

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

+

+
(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

2
α2
(

x

T1ρ1

) 2
ρ1+1

− (ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

6
α3
(

x

T1ρ1

) 3
ρ1+1

+

+
(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

24
α4
(

x

T1ρ1

) 4
ρ1+1

+O

(
α5x

5
ρ1+1

))
+

+
τρ

T1ρ1

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1
ρ1+1
(

1− (ρ+ 1)α

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

+
(ρ+ 1)(ρ+ 2)

2
α2
(

x

T1ρ1

) 2
ρ1+1

−
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−(ρ+ 1)(ρ+ 2)(ρ+ 3)

6
α3
(

x

T1ρ1

) 3
ρ1+1

+O

(
α4x

4
ρ1+1

))
+

+
δ s

T1ρ1

(
x

T1ρ1

) s−ρ1
ρ1+1
(

1 +O

(
α

(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1
))

= 1,

тобто

α =
(ρ1 + 2)

2
α2
(

x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

6
α3
(

x

T1ρ1

) 2
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

24
α4
(

x

T1ρ1

) 3
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)

120
α5
(

x

T1ρ1

) 4
ρ1+1

+O

(
α6x

5
ρ1+1

)
+

+
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

− ρ2T2(ρ2 + 1)

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

α+

+
ρ2T2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

2ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1+1
ρ1+1

α2−

− ρ2T2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

6ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1+2
ρ1+1

α3+

+
ρ2T2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

24ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1+3
ρ1+1

α4 +O

(
α5x

ρ2−ρ1+4
ρ1+1

)
+

+
τρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

− τρ(ρ+ 1)

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1
ρ1+1

α+

+
τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

2T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1+1
ρ1+1

α2−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)(ρ+ 3)

6T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1+2
ρ1+1

α3 +O

(
α4x

ρ−ρ1+3
ρ1+1

)
+

+
(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞. (3.29)

Оскiльки α(x)x
1

ρ1+1 →∞(x→∞), то звiдси

α =
ρ2T2(1 + o(1))

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

=
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+β, (3.30)
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де
β = β(x) = o(x

ρ2−ρ1−1
ρ1+1 ), x→∞.

Тому з (3.29) отримуємо

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β =

=
(ρ1 + 2)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)2(
x

T1ρ1

) 1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)3(
x

T1ρ1

) 2
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

24

)(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+β

)4(
x

T1ρ1

) 3
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)

120
×

×
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)5(
x

T1ρ1

) 4
ρ1+1

+

+O

(
x

6ρ2−6ρ1−1
ρ1+1

)
+

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

−

− ρ2T2(ρ2 + 1)

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)
+

+
ρ2T2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

2ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1+1
ρ1+1

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)2

−

− ρ2T2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

6ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1+2
ρ1+1

×

×
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)3

+

+
ρ2T2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

24ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1+3
ρ1+1

×

×
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)4

+

+
τρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

−
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− τρ(ρ+ 1)

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1
ρ1+1
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)
+

+
τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

2T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1+1
ρ1+1

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+ β

)2

−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)(ρ+ 3)

6T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1+2
ρ1+1

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+β

)3

+

+O

(
x

4ρ2−5ρ1+ρ−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞,

звiдки легко випливає, що при x→ +∞

(1 + o(1))β(x) =
ρ1 + 2

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1−1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)

120

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5ρ2−5ρ1−1
ρ1+1

−

− (ρ2 + 1)

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

+

+
(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1−1
ρ1+1

−

− (ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

+

+
(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5ρ2−5ρ1−1
ρ1+1

+

+
τρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

− τρ(ρ+ 1)ρ2T2

(ρ1T1(ρ1 + 1))2

(
x

T1ρ1

)ρ2+ρ−2ρ1−1
ρ1+1

+

+
τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

2T1ρ1(ρ1 + 1)

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2+ρ−3ρ1−1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)(ρ+ 3)

6ρ1T1(ρ1 + 1)

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3ρ2+ρ−4ρ1−1
ρ1+1

+
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+O

(
x

6ρ2−6ρ1−1
ρ1+1

)
+O

(
x

4ρ2−5ρ1+ρ−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

,

тобто при x→ +∞

(1 + o(1))β(x) =
ρ1 − 2ρ2

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1−1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 3(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1−1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24
×

×
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4ρ2−4ρ1−1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

120
×

×
(

ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5ρ2−5ρ1−1
ρ1+1

+
τρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)ρ2T2

(ρ1T1(ρ1 + 1))2

(
x

T1ρ1

)ρ2−2ρ1+ρ−1
ρ1+1

+

+
τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)(ρ2T2)

2

2(ρ1T1(ρ1 + 1))2

(
x

T1ρ1

) 2ρ2−3ρ1+ρ−1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)(ρ+ 3)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))4

(
x

T1ρ1

) 3ρ2−4ρ1+ρ−1
ρ1+1

+

+
(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

+O

(
x

6ρ2−6ρ1−1
ρ1+1

)
+O

(
x

4ρ2−5ρ1+ρ−1
ρ1+1

)
. (3.31)

Якщо s = ρ > 2ρ2 − ρ1, то
ρ− ρ1 − 1 > 2(ρ2 − ρ1)− 1 > 3(ρ2 − ρ1)− 1 > ... > 6(ρ2 − ρ1)− 1

i з (3.31) отримуємо

β(x) =
τρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

+
(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞,

i за умов s = ρ i τ + δ 6= 0

(1 + (1))β(x) =
(τ + δ + o(1))ρ

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞. (3.32)
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З (3.26), (3.3), (3.30) i (3.32) легко випливає твердження 1) леми 3.11.
Якщо ж 0 < s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то отримуємо асимтотичну рiвнiсть

β(x) = −(1 + o(1))
2ρ2 − ρ1

2

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

тобто з огляду на (3.24), (3.2) (3.28) i (3.29) правильне твердження 2) леми
3.11.

Припустимо тепер, що ρ = 2ρ2−ρ1. Тодi рiвнiсть (3.31) при x→ +∞
має вигляд

(1 + o(1))β(x) =
2ρ2 − ρ1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
τ − (T2ρ2)

2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)(
x

T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 3(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3

+

+
τ(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)T2ρ2

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

)(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4

+

+
τ(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)(T2ρ2)

2

2(T1ρ1(ρ1 + 1))3

)(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

120
×

×
(

T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5

+

+
τ(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)(2ρ2 − ρ1 + 3)(T2ρ2)

3

6(T1ρ1(ρ1 + 1))4 ×

×
(

x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+O

(
x

6(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

)
. (3.33)

Якщо тепер τ 6= (T2ρ2)
2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
, то з (3.33) випливає, що

(1 + o(1))β(x) =
2ρ2 − ρ1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
τ − (T2ρ2)

2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)(
x

T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+
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+
(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞,

тобто за умов s = ρ i τ + δ 6= (T2ρ2)
2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
маємо

β(x) =
2ρ2 − ρ1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
τ+δ− (T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

, x→∞,

i з огляду на (3.24), (3.2) (3.28) i (3.29) твердження 3) леми 3.11 доведено.

Якщо ж τ =
T2ρ2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
, то (3.33) перепишеться у виглядi

(1 + o(1))β(x) = −
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 3(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6
+

+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)

2

)(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24
+

+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)

4

)(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

120
+

+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)(2ρ2 − ρ1 + 3)

12

)(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5

×

×
(

x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

)
, x→∞,

тобто

(1+o(1))β(x) = −(3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24
+

+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)

4

)(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

120
+
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+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)(2ρ2 − ρ1 + 3)

12

)
×

×
(

T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

)
, x→ +∞. (3.34)

За умови (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0 з (3.34) отримуємо

(1 + o(1))β(x) = −(3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+
(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞,

i якщо s = 3ρ2 − 2ρ1 i δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(T2ρ2)
3

6(T1ρ1(ρ1 + 1))2 при x→ +∞, то

β(x) =
3ρ2 − 2ρ1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
δ − (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(T2ρ2)

3

6(T1ρ1(ρ1 + 1))3 + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

,

тобто з огляду на (3.24), (3.2) (3.28) i (3.29) отримуємо твердження 4) леми
3.11 доведено.

Якщо (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) = 0, то з (3.34) отримуємо

(1 + o(1))β(x) =

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24
+

+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)

4

)(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)(ρ1 + 5)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)(ρ2 + 4)

120
+

+
(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)(2ρ2 − ρ1 + 3)

12

)
×

×
(

T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞. (3.35)
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Припустимо спочатку, що 3ρ2−2ρ1 = 0. Тодi ρ2 =
2ρ1

3
i 2ρ2−ρ1 =

ρ1

3
.

Тому з (3.33) випливає, що

(1 + o(1))β(x) =
ρ1(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)

648

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

−ρ1(ρ1 + 3)(11ρ2
1 + 81ρ1 + 198)

9720

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞,

i отже, за умов s = 4ρ2 − 3ρ1 i δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(T2ρ2)
4

216(T1ρ1(ρ1 + 1))3 при x → +∞
маємо

β(x) =
ρ1

3T1ρ1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(T2ρ2)

4

216(T1ρ1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

,

тобто з огляду на (3.24), (3.2), (3.28) i (3.29) отримуємо твердження 5) леми
3.11 доведено.

Нарештi, нехай 3ρ2−2ρ1−1 = 0. Тодi ρ2 =
2ρ1 + 1

3
i 2ρ2−ρ1 =

ρ1 + 2

3
тому з (3.35) отримуємо

(1+o(1))β(x) =
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ1 − 4)

648

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(11ρ2
1 − 88ρ1 + 377)

9720

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

+

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

)
+

(1 + o(1))δs

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) s−ρ1−1
ρ1+1

, x→ +∞. (3.36)

Якщо (ρ1 +2)(ρ1−1)(ρ1−4) 6= 0, s = 4ρ2−3ρ1 i δ 6=
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(T2ρ2)

4

216(T1ρ1(ρ1 + 1))3 ,

то з (3.36) дiстаємо

β(x) =
ρ1 − 4

3T1ρ1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)

216

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)
×

×
(

x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

, x→ +∞,
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Зауважимо, що (ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ1 − 4) 6= 0 тодi i тiльки тодi, коли ρ1 6= 4,
бо якби ρ1 = 1, то ρ1 = ρ2 = 1, що неможливо. Тому звiдси отримуємо
твердження 6) леми 3.11.

Залишилось розглянути випадок, коли ρ1 = 4. У цьому випадку з
(3.36) за умови s = 5ρ2 − 4ρ1 = −1 одержуємо

β(x) = − 1

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4−δ+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)−1
ρ1+1

, x→ +∞.

звiдси випливає твердження 7). Лему 3.11 повнiстю доведено.
Використовуючи лему 3.11, знайдемо асимтотичнi формули для Φ(ϕ(x))

i xΨ(ϕ(x)). Для цього позначимо

V (x) = T1

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
1− ρ2

ρ1 + 1

)(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

(3.37)

i

W (x) = T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

. (3.38)

Лема 3.12. Якщо функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.25), то при
x→ +∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:

1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то

Φ(ϕ(x)) = V (x) +

(
(τ + δ)(ρ1 − ρ+ 1)

ρ1 + 1
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x)− (τ + δ + o(1))

(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x) +

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;
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3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

то

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
τ + δ− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x)−
(
τ + δ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
3ρ2 − 3ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x) +

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

;

5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −
4ρ1 + 3

3(ρ1 + 1)
×(

(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x)− (ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 +
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+

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

;

6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 2ρ1 + 7

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −δ+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x) +

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

;

7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 1

12

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3−

− ρ1

(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

i

xΨ(ϕ(x)) = −W (x) +
1

12

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3 +

+

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

.

Доведення. З доведення леми 3.11 видно, що за умов будь-якого з її
тверджень для ϕ(x) правильне зображення

|ϕ(x)| =
(

x

T1ρ1

) −1
ρ1+1

+
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

+

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1−1
ρ1+1

, x→∞, (3.39)
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де Q 6= 0 i q < ρ2. Тому з огляду на (3.28) при x→ +∞ маємо

1

|ϕ(x)|ρ1
=

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

1 +
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)−ρ1

=

=

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

1− ρ1

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)

+

+
ρ1(ρ1 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)2

−

−ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)3

+

+
ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)4

−

−ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)5

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)
ρ1+1

))
=

=

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

1− ρ1
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

−

−ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1

+
ρ1(ρ1 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

−ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

−ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+O

(
x

6(ρ2−ρ1)
ρ1+1

))
, x→ +∞,
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звiдки

1

|ϕ(x)|ρ1
=

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−

− ρ1
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+
ρ1(ρ1 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+
ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− ρ1(ρ1 + 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)5(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+O

(
x

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞. (3.40)

Подiбно

1

|ϕ(x)|ρ2
=

(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1
(

1 +
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)−ρ2

=

=

(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1
(

1− ρ2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)

+

+
ρ2(ρ2 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)2

−

−ρ2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)3

+

+
ρ2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1
)4

+O

(
x

5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

))
=
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=

(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1
(

1− ρ2
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
ρ2(ρ2 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

−ρ2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
ρ2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+O

(
x

5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

))
, x→ +∞,

тобто

1

|ϕ(x)|ρ2
=

(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− ρ2
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
ρ2(ρ2 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− ρ2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
ρ2(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

24

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)4(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+O

(
x

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

)
+ o(x

q
ρ1+1 ), x→ +∞. (3.41)

Аналогiчно неважко показати, що

1

|ϕ(x)|ρ
=

(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

− ρ ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ+ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
ρ(ρ+ 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

)ρ+2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− ρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

)ρ+3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+O

(
x
ρ+4(ρ2−ρ1)

ρ1+1

)
+ o(x

q
ρ1+1 ), x→ +∞. (3.42)
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Нарештi,

1

|ϕ(x)|s
=

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+ o(x

q
ρ1+1 ), x→ +∞. (3.43)

Використовуючи асимптотичнi рiвностi (3.40) - (3.42), з (3.43) отримуємо

Φ(ϕ(x)) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

τ

|σ|ρ
+

δ

|σ|s
= T1

(
x

T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+

+ T2

(
1− ρ2

ρ1 + 1

)(
x

T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− (ρ2T2)
3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2

(
(ρ1 + 2)− 3(ρ2 + 1)

6

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ2T2)

4

(ρ1T1(ρ1 + 1))3

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

24

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− (ρ2T2)
5

(ρ1T1(ρ1 + 1))4

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

120

)
×

×
(

x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+ τ

(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

− τρ ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

)ρ+ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
τρ(ρ+ 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2(
x

T1ρ1

)ρ+2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3(
x

T1ρ1

)ρ+3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x
ρ+4(ρ2−ρ1)

ρ1+1

)
+O

(
x

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞. (3.44)

Якщо s = ρ > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то з (3.44) отримуємо

Φ(ϕ(x)) = V (x) + τ

(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

, x→ +∞,
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де за твердженням 1) леми 3.11 Q =
(τ + δ)ρ

T1ρ1(ρ1 + 1)
i q = ρ, i отже,

Φ(ϕ(x)) = V (x) +

(
(τ + δ)(ρ1 − ρ+ 1)

ρ1 + 1
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

, x→∞,

тобто отримуємо першу асимптотичну рiвнiсть з твердження 1) леми 3.12.
Оскiльки, xΨ(ϕ(x)) = xϕ(x) − Φ(ϕ(x)) то звiдси i з твердження 1)

леми 1 випливає друга асимптотична рiвнiсть з твердження 1) леми 3.12.
Якщо ж 0 < s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то з (3.42) маємо

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 1 + o(1)

2

(ρ2T2)
2

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

, x→ +∞,

де за твердженням 2) леми 3.11 Q = −2ρ2 − ρ1

2

(
(ρ2T2)

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)2

i q =

2ρ2 − ρ1. Тому при x→ +∞

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

,

тобто першу асимптотичну рiвнiсть з твердження 2) леми 3.12 доведено.
Доведення другої асимптотичної рiвностi з цього твердження подiбне до
доведення твердження 1) леми 3.12.

Припустимо тепер, що ρ = 2ρ2 − ρ1. Тодi з (3.44) одержуємо

Φ(ϕ(x)) = V (x) +

(
τ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+

(
(3ρ2 − ρ1 + 1

6

(ρ2T2)
3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − τ(2ρ2− ρ1)
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+

(
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

24

(ρ2T2)
4

(ρ1T1(ρ1 + 1))3 +

+
τ(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)

2

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)2)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+

(
5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120

(ρ2T2)
5

(ρ1T1(ρ1 + 1))4−
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− τ(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)

6

(
ρ2T2

ρ1T1(ρ1 + 1)

)3)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞. (3.45)

Якщо тепер τ 6= (T2ρ2)
2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
, то з (3.45) маємо

Φ(ϕ(x)) = V (x) +

(
τ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−

−T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x

3ρ2−2ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞,

а за умов s = ρ = 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= (T2ρ2)
2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
i твердження 3) леми

3.11 випливає, що Q =
2ρ2 − ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
τ + δ − (T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)

)
i q = 2ρ2 − ρ1.

Тому при x→ +∞

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
τ + δ−

− (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

,

тобто першу асимптотичну рiвнiсть з твердження 3) леми 3.12 доведено.
Друга асимптотична рiвнiсть з цього твердження доводиться звичайним
способом.

Нехай тепер τ =
(T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
. Тодi (3.45) має вигляд

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
2ρ1 − 3ρ2 + 1

6

(ρ2T2)
3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2

(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2) + 6(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)

24
×
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(ρ2T2)
4

(ρ1T1(ρ1 + 1))3

(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+

(
5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120
−

− 10(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)

120

(ρ2T2)
5

(ρ1T1(ρ1 + 1))4

(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞. (3.46)

За умови (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0 з (3.45) отримуємо

Φ(ϕ(x)) = V (x)− (3ρ2 − 2ρ1 − 1)

6

(ρ2T2)
3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2

(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x

4ρ2−3ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞,

i за умов s = 3ρ2 − 2ρ1 i δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(T2ρ2)
3

6(T1ρ1(ρ1 + 1))2 з твердження 4) леми

3.11 випливає, що Q = − 3ρ2 − 2ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − δ

)
i q =

3ρ2 − 2ρ1. Тому при x→ +∞

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
3ρ2 − 3ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

,

тобто першу асимптотичну рiвнiсть з твердження 4) леми 3.12 доведено.
Друга асимптотична рiвнiсть з цього твердження доводиться вiдомим
способом.

Якщо 3ρ2 − 2ρ1 = 0, то ρ2 =
2ρ1

3
i 2ρ2 − ρ1 =

ρ1

3
i з (3.44) випливає,

що
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Φ(ϕ(x)) = V (x) +
(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)

216

(
(ρ2T2)

(ρ1T1(ρ1 + 1))

)4

×

×
(

x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

)
+ o(x

q
ρ1+1 ), x→ +∞,

а за умов s = 4ρ2 − 3ρ1 i δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(T2ρ2)
4

216(T1ρ1(ρ1 + 1))3 з твердження 5)

леми 3.11 випливає, що Q =
ρ1

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ
)

i

q = 4ρ2 − 3ρ1. Тому

Φ(ϕ(x)) = V (x) +
(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −
4ρ1 + 3

3(ρ1 + 1)
×(

(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

, x→ +∞,

тобто першу асимптотичну рiвнiсть з твердження 5) леми 3.12 доведено.
Звiдси i з твердження 5) леми 3.11 випливає друга асимптотична рiвнiсть
з твердження 5) леми 3.12.

Нарештi, нехай 3ρ2−2ρ1−1 = 0. Тодi ρ2 =
2ρ1 + 1

3
i 2ρ2−ρ1 =

ρ1 + 2

3
,

τ =
(T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)
. Тому з (3.46) отримуємо

Φ(ϕ(x)) = V (x)− (ρ1 + 2)(ρ1 − 1)

216
(

T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ1 + 8)

1080

(T2ρ2)
5

(T1ρ1(ρ1 + 1))4

(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
x

T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+ δ

(
x

T1ρ1

) s
ρ1+1

+O

(
x
s+ρ2−ρ1
ρ1+1

)
+O

(
x

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

)
, x→ +∞. (3.47)

Якщо ρ1 − 4 6= 0, s = 4ρ2 − 3ρ1 i δ 6= (ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(T2ρ2)
4

216(T1ρ1(ρ1 + 1))3 , з твердження

6) леми 3.11 випливає, що Q =
(ρ1 − 4)

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ
)
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i q = 4ρ2 − 3ρ1. Тому при x→ +∞

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 2ρ1 + 7

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −

− δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

,

тобто правильна перша асимтотична рiвнiсть твердження 6) леми 3.12.
Друга асимптотична рiвнiсть з цього твердження доводиться звичайним
способом.

Залишилось розглянути випадок, коли 3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0 i ρ1 = 4. У
цьому випадку з (3.46) за умови s = 5ρ2−4ρ1 = −1 i з твердження 7) леми

3.11 випливає, що Q = − 1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4−δ
)

i q = 5ρ2−4ρ1.

Неважко отримати

Φ(ϕ(x)) = V (x)− 1

12

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3−

− ρ1

(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

, x→ +∞.

Звiдси випливає твердження 7) леми 3.12. Друга асимптотична рiвнiсть
доводиться подiбно до попереднiх випадкiв. Лему 3.12 повнiстю доведено.

3.2.2. Асимптотичне поводження величин G1(tk, tk+1,Φ) i G2(tk, tk+1,Φ).

Почнемо з дослiдження асимптотичного поводження величини
G1(tk, tk+1,Φ), визначеної рiвнiстю (3.9). З леми 3.12 випливає, що за умов
будь-якого з тверджень 1) - 7) леми 3.12 для функцiї Φ, визначеної рiвнiстю
(3.25), правильна асимптотична рiвнiсть

Φ(ϕ(t)) = V (t) +K + (P + o(1))

(
t

T1ρ1

) p
ρ1+1

, t→ +∞,

де функцiя V визначена рiвнiстю (3.37), а K,P, p сталi, причому P 6= 0 i
p ≤ ρ.
Тому
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G1(tk, tk+1,Φ) =
tktk+1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

V (t)

t2
dt+K

tktk+1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

dt

t2
+

+ (P + o(1))
tktk+1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

(
x

T1ρ1

) p
ρ1+1 dt

t2
=

= A(tk, tk+1) +K +
(P + o(1))(ρ1 + 1)

(ρ1 + 1− p)
tktk+1

tk+1 − tk
t
p−ρ1−1
ρ1+1

k+1 − t
p−ρ1−1
ρ1+1

k

(T1ρ1)
p

ρ1+1

,

де

A(tk, tk+1) =
tktk+1

tk+1 − tk

(
T1(ρ1 + 1)

t
− 1
ρ1+1

k − t
− 1
ρ1+1

k+1

(T1ρ1)
ρ1
ρ1+1

+ T2
t
ρ2−ρ1−1
ρ1+1

k − t
ρ2−ρ1−1
ρ1+1

k+1

(T1ρ1)
ρ2
ρ1+1

)
.

Припустимо, що tk+1 = tk(1 + θk), де θk > 0. Тодi при k →∞ маємо

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A(tk, tk(1 + θk)) +K+

+
(P + o(1))(ρ1 + 1)

(ρ1 + 1− p)
tk(1 + θk)

θk

t
p−ρ1−1
ρ1+1

k ((1 + θk)
p−ρ1−1
ρ1+1 − 1)

(T1ρ1)
p

ρ1+1

, (3.48)

де

A(tk, tk(1 + θk)) =
T1(ρ1 + 1)(1 + θk)

θk

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

(1− (1 + θk)
− 1
ρ1+1 )+

+
T2(1 + θk)

θk

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

(1− (1 + θk)
ρ2−ρ1−1
ρ1+1 ). (3.49)

Звiдси легко випливають двi наступнi леми.

Лема 3.13. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → ∞ при j → ∞, то для цiєї послiдовностi за умов будь-
якого з тверджень 1) - 7) леми 3.11

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))T1(ρ1 + 1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

(j →∞).

Лема 3.14. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → θ ∈ (0,+∞) при j → ∞, то для цiєї послiдовностi за
умов будь-якого з тверджень 1) - 7) леми 3.11 при j →∞

G1(tkj , tkj(1+θkj),Φ) = (1+o(1))T1(ρ1+1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1 1 + θ

θ
(1−(1+θ)−

1
ρ1+1 ).
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Припустимо тепер, що θk → 0 (k →∞), тодi з огляду на (3.49)

A(tk, tk(1 + θk) = T1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1 1 + θk

θk
×

×
(

1−
(

1− θk
ρ1 + 1

+
(ρ1 + 2)θ2

k

2(ρ1 + 1)2 −
(ρ1 + 2)(2ρ1 + 3)θ3

k

6(ρ1 + 1)3 +O(θ4
k)

))
+

+ T2

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1 1 + θk

θk
×(

1−
(

1 +
(ρ2 − ρ1 − 1)θk

ρ1 + 1
+

(ρ2 − 2ρ1 − 2)(ρ2 − ρ1 − 1)θ2
k

2(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)

))
=

= T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

(1 + θk)

(
1− (ρ1 + 2)θk

2(ρ1 + 1)
− (ρ1 + 2)(2ρ1 + 3)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)

)
−

− T2

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

(1 + θk)

(
ρ2 − ρ1 − 1

ρ1 + 1
+

+
(ρ2 − 2ρ1 − 2)(ρ2 − ρ1 − 1)θk

2(ρ1 + 1)2 +O(θ2
k)

)
=

= T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)
− T1ρ1(ρ1 + 2)

6(ρ1 + 1)2 θ2
k+

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +

T2(ρ1 + 1− ρ2)

ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+
T2ρ2(ρ1 + 1− ρ2)

2(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

θk +O(t
ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞. (3.50)

Подiбно,

(P + o(1))
ρ1 + 1

ρ1 + 1− p
1 + θk
θk

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
(

1− (1 + θ
p−ρ1−1
ρ1+1

k )

)
=

= (P + o(1))

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1

, k →∞. (3.51)

З (3.48), (3.50), (3.51) отримуємо

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) +K + (P + o(1))

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1

+

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞, (3.52)
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де

A∗(tk, θk) = T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(ρ1 + 2)

6(ρ1 + 1)2 θ2
k

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
T2(ρ1 + 1− ρ2)

ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+
T2ρ2(ρ1 + 1− ρ2)

2(ρ1 + 1
)2
(

tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

θk. (3.53)

Використовуючи асимптотичну рiвнiсть (3.52) i лему 3.12 з вiдповiдним
вибором сталих K,P i p, неважко довести наступну лему.

Лема 3.15. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.25), а
θk → 0 (k →∞). Тодi при k →∞

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) = A∗(tk, θk) + O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) + O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k) + g1(tk, θk),

(3.54)

де A∗(tk, θk) величина визначена рiвнiстю (3.53), а для g1(tk, θk) правильнi
наступнi асимптотичнi рiвностi:

1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то

g1(tk, θk) =
ρ1 − ρ+ 1

ρ1 + 1

(
τ + δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то

g1(tk, θk) =
2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

то

g1(tk, θk) = −2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
τ + δ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то
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g1(tk, θk) =
3ρ2 − 3ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −δ+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

;

5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то

g1(tk, θk) =
(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −
4ρ1 + 3

3(ρ1 + 1)
×

×
(

(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

;

6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то

g1(tk, θk) = − 2ρ1 + 7

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −δ+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

;

7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то

g1(tk, θk) = − 1

12

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3 −
ρ1

(ρ1 + 1)
×

×
(

(T2ρ2)
5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

.

Для того, щоб отримати асимптотичне поводження величини
G2(tk, tk+1,Φ), визначеної рiвнiстю (3.11), дослiдимо спочатку поводження
величини (3.12).
За умов будь-якого з тверджень 1) - 7) леми 3.11 маємо асимптотичну
рiвнiсть (3.39), i тому

|κ(tk, tk+1,Φ)| = 1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

ϕ(t)dt =
ρ1 + 1

ρ1
(T1ρ1)

1
ρ1+1

t
ρ1
ρ1+1

k+1 − t
ρ1
ρ1+1

k

(tk+1 − tk)
−
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− T2

(T1ρ1)
ρ2
ρ1+1

t
ρ2
ρ1+1

k+1 − t
ρ2
ρ1+1

k

(tk+1 − tk)
+

(Q+ o(1))(ρ1 + 1)

q
(T1ρ1)

ρ1+1−q
ρ1+1

t
q

ρ1+1

k+1 − t
q

ρ1+1

k

(tk+1 − tk)
.

Якщо tk+1 = tk(1 + θk), де θk > 0, то при k →∞ отримуємо

|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)| = ρ1 + 1

ρ1

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1 ((1 + θk)

ρ1
ρ1+1 − 1)

θk
+

+
T2

(T1ρ1)
ρ2
ρ1+1

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1 ((1 + θk)

ρ2
ρ1+1 − 1)

θk
+

+
(Q+ o(1))(ρ1 + 1)

q

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1−1
ρ1+1 ((1 + θk)

q
ρ1+1 − 1)

θk
. (3.55)

Припустимо, що iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел та-
ка, що θkj → +∞(j → ∞). Для цiєї послiдовностi з огляду на (3.55) при
j →∞ маємо

|κ(tkj , tkj(1 + θkj),Φ)| = ρ1 + 1

ρ1

(
tkj
T1ρ1

)− 1
ρ1+1

θ
− 1
ρ1+1

kj
(1 + o(1)),

i оскiльки

G2(tk, tk+1,Φ) = Φ(κ(tk, tk+1,Φ)) =
T1(1 + o(1))

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρ1
, k →∞,

то звiдси легко отримуємо наступну лему.

Лема 3.16. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → +∞ при j →∞, то для цiєї послiдовностi за умов будь-
якого з тверджень 1) - 7) леми 3.11

G2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) = (1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ
ρ1
ρ1+1

kj
(j →∞).

Подiбно доводиться наступна лема.

Лема 3.17. Якщо iснує зростаюча послiдовнiсть (kj) натуральних чисел
така, що θkj → θ ∈ (0,+∞) при j → ∞, то для цiєї послiдовностi за
умов будь-якого з тверджень 1) - 7) леми 3.11 при j →∞
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G2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) =

= (1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

((1 + θ)
ρ1
ρ1+1 − 1)

θ

)−ρ1

.

Припустимо тепер, що θk → 0 (k →∞). Тодi з огляду на (3.55)

|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)| = ρ1 + 1

ρ1

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1
(

1 +
ρ1

ρ1 + 1
θk −

ρ1θ
2
k

2(ρ1 + 1)2 +

+
ρ1(ρ1 + 2)θ3

k

6(ρ1 + 1)3 +O(θ4
k)− 1

)
+

T2

T1ρ1

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1 1

θk

(
1 +

ρ2

ρ1 + 1
θk−

− (ρ1 + 1− ρ2)θ
2
k

2(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)− 1

)
+

(Q+ o(1))(ρ1 + 1)

q

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1−1
ρ1+1 1

θk
×

×
(

1 +
q

ρ1 + 1
θk +O(θ2

k)− 1

)
=

=

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1
(

1− ρ1θk
2(ρ1 + 1)

+
(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 +O(θ3
k)

)
+

+
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1−1
ρ1+1

(
1− (ρ1 + 1− ρ2)θk

2(ρ1 + 1)
+O(θ2

k)

)
+

+ (Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1−1
ρ1+1

=

(
tk
T1ρ1

)− 1
ρ1+1
(

1 +B(tk, θk)+

+ (Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1

+O(θ3
k) +O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

)
, k →∞, (3.56)

де

B(tk, θk) =
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

− T2ρ2(ρ1 + 1− ρ2)θk
2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− θk
2(ρ1 + 1)

+
(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 .

Легко перевiрити, що при k →∞

B2(tk, θk) =
θ2
k

4(ρ1 + 1)2 +

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− T2ρ2θk
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

−
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−
(

T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2
(ρ1 + 1− ρ2)θk

(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+O(θ3
k) +O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k ),

B3(tk, θk) =

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− 3θk
2(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

−
(

T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3
3(ρ1 + 1− ρ2)θk

(2ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+O(θ3
k) +O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k ), k →∞,

B4(tk, θk) =

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− 2θk
ρ1 + 1

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

−2(ρ1 + 1− ρ2)

ρ1 + 1

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+O(θ2
kt

ρ2−ρ1
ρ1+1

k ), k →∞,

B5(tk, θk) =

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
tk
T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− 5θk
2(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+O(θ3
k) +O

(
θkt

5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
+O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k ) k →∞,

B6(tk, θk) = O

(
t

6(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
+O(θ3

k) +O(θ2
kt

ρ2−ρ1
ρ1+1

k ), k →∞.

Оскiльки B(tk, θk)→ 0 (k →∞), то для p > 0 з (3.56) отримуємо

1

|κ(tk, tk(1 + θk),Φ)|p
=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1+B(tk, θk)+(Q+o(1))

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1

+

+O(θ3
k) +O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

)}−p
=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1− pB(tk, θk)−



103

− p(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1

+
p(p+ 1)

2
B2(tk, θk)−

p(p+ 1)(p+ 2)

6
B3(tk, θk)+

+
p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)

24
B4(tk, θk)−

p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)

120
B5(tk, θk)+

+O

(
B6(tk, θk)

)
+O(θ3

k) +O(θ2
kt

ρ2−ρ1
ρ1+1

k )

}
=

=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1 +
pθk

2(ρ1 + 1)
− p(ρ1 + 2)θ2

k

6(ρ1 + 1)2 −
pT2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
pT2ρ2(ρ1 + 1− ρ2)θk

2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+
p(p+ 1)

2

θ2
k

4(ρ1 + 1)2 +

+
p(p+ 1)

2

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)

2

T2ρ2θk
T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− p(p+ 1)

2

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2
(ρ1 + 1− ρ2)θk

(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
p(p+ 1)(p+ 2)

6

3θk
2(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
p(p+ 1)(p+ 2)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3
3(ρ1 + 1− ρ2)θk

(2ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)

24

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)

24

2θk
ρ1 + 1

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)

24

2(ρ1 + 1− ρ2)

ρ1 + 1

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)

120

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
tk
T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+
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+
p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)

120

5θk
2(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+O

(
θkt

5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
− p(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1

+

+O

(
t

6(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
+O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k ) +O(θ3
k)

}
=

=

(
tk
T1ρ1

) p
ρ1+1
{

1− pT2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
p(p+ 1)

2

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)

24

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(p+ 4)

120

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)5(
tk
T1ρ1

) 5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
pθk

2(ρ1 + 1)
+
pT2ρ2(ρ1 − ρ2 − p)θk

2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(2ρ1 − 2ρ2 − p)θk
4(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

) 2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

+

+
p(p+ 1)(p+ 2)(3ρ1 − 3ρ2 − p)θk

12(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

) 3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(p+ 1)(p+ 2)(p+ 3)(4ρ1 − 4ρ2 − p)θk
48(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)4(
tk
T1ρ1

) 4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

−

− p(4ρ1 − 3p+ 5)θ2
k

24(ρ1 + 1)2 − p(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q−ρ1
ρ1+1

+

+O

(
t

6(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
+O(θ2

kt
ρ2−ρ1
ρ1+1

k ) +O(θ3
k) +O

(
θkt

5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)}
, k →∞.

Оскiльки

G2(tk, tk+1,Φ) = Φ(κ(tk, tk+1,Φ)) =
T1

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρ1
+

T2

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρ2
+
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+
τ

|κ(tk, tk+1,Φ)|ρ
+

δ

|κ(tk, tk+1,Φ)|s
(k ≥ k0),

то звiдси отримуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2ρ2

(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+
(T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

− (ρ1 + 2)

6

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

24

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120

(T2ρ2)
5

(T1ρ1(ρ1 + 1))4

(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2ρ
2
2θk

2(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

− (ρ1 − 2ρ2)θk
4

(T2ρ2)
2

T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(2ρ1 − 3ρ2)θk

12

(T2ρ2)
3

(T1ρ1)2(ρ1 + 1)3

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(3ρ1 − 4ρ2)θk
48

(T2ρ2)
4

(T1ρ1)3(ρ1 + 1)4

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(ρ1 + 5)θ2
k

24(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+O

(
t

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

k

)
+O(θ2

kt
ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) +O

(
θkt

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

k

)
+

+ T2

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− (T2ρ2)
2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ2 + 1)

2

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− (ρ2 + 1)(ρ2 + 2)

6

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
T2ρ2θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+
(T2ρ2)

2θk
2T1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−
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− (ρ2 + 1)(2ρ1 − 3ρ2)θk
4(ρ1 + 1)

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(3ρ1 − 4ρ2)θk

12(ρ1 + 1)

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+ τ

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

− τρT2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ+ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
τρ(ρ+ 1)

2

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

)ρ+2ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

)ρ+3ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
τρθk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

+
τρT2ρ2(ρ1 − ρ2 − ρ)θk

2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρ+ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(2ρ1 − 2ρ2 − ρ)θk
4(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

)ρ+2ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+O

(
t
ρ+4ρ2−4ρ1

ρ1+1

k

)
+O

(
θkt

ρ+3ρ2−3ρ1
ρ1+1

k

)
+ δ(1 + o(1))

(
tk
T1ρ1

) s
ρ1+1

, k →∞.

Якщо приймемо

B∗(tk, θk) = T1

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+
T1ρ1θk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(ρ1 + 5)

24(ρ1 + 1)2 θ
2
k

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+

+
T2(ρ1 + 1− ρ2)

ρ1 + 1

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+
T2ρ2(ρ1 + 1− ρ2)

2(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

θk, (3.57)

то з останньої рiвностi отримуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−
(T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2ρ2)θk

4

(T2ρ2)
2

T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− (ρ1 − 3ρ2 − 1)

6

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+
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+
(ρ1 − 3ρ2 − 1)(2ρ1 − 3ρ2)θk

12(ρ1 + 1)

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)

24

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
((ρ2 + 1)(ρ2 + 2)− 4(ρ1 + 2)(ρ1 + 3))(3ρ1 − 4ρ2)θk

48(ρ1 + 1)
×

× (T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− (ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)

120

(T2ρ2)
5

(T1ρ1(ρ1 + 1)4

(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+ τ

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

− τρT2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

)ρ+ρ2−ρ1
ρ1+1

+

+
τρ(ρ+ 1)

2

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

)ρ+2ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(ρ+ 2)

6

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)3(
tk
T1ρ1

)ρ+3ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
τρθk

2(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

+
τρT2ρ2(ρ1 − ρ2 − ρ)θk

2T1ρ1(ρ1 + 1)2

(
tk
T1ρ1

)ρ+ρ2−ρ1
ρ1+1

−

− τρ(ρ+ 1)(2ρ1 − 2ρ2 − ρ)θk
4(ρ1 + 1)

(
T2ρ2

T1ρ1(ρ1 + 1)

)2(
tk
T1ρ1

)ρ+2ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) +O

(
θkt

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

k

)
+O

(
t
ρ+4ρ2−4ρ1

ρ1+1

k

)
+

+O

(
t

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

k

)
+O

(
θkt

ρ+3ρ2−3ρ1
ρ1+1

k

)
+ δ(1 + o(1))

(
tk
T1ρ1

) s
ρ1+1

(3.58)

Тепер можемо довести наступний аналог леми 3.15.

Лема 3.18. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.25), а
θk → 0 (k → +∞). Тодi

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k)+

+O(t
ρ2
ρ1+1

k θ2
k) + g2(tk, θk), k →∞, (3.59)
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де B∗(tk, θk) - величина, визначена рiвнiстю (3.57), а для g2(tk, θk) правильнi
наступнi асимптотичнi рiвностi:

1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то

g2(tk, θk) =
ρ1 − ρ+ 1

ρ1 + 1

(
τ + δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;

2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то

g2(tk, θk) =
2ρ2 − 2ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

то

g2(tk, θk) =
2ρ1 − 2ρ2 + 1

ρ1 + 1

(
τ + δ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
x

T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

;

4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то

g2(tk, θk) =
3ρ2 − 3ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 −δ+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

;

5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то

g2(tk, θk) =
(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2−

− 4ρ1 + 3

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

;

6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то
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g2(tk, θk) = − 2ρ1 + 7

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 −δ+o(1)

)(
x

T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

;

7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то

g2(tk, θk) = − 1

12

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3−

− ρ1

(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
x

T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

.

Доведення. Якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то з (3.58) маємо

G2(tk, tk(1+θk),Φ) = B∗(tk, θk)+τ

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

−T1ρ1(Q+o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+ (1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞.

Але за твердженням 1) леми 3.11 Q =
(τ + δ)ρ

T1ρ1(ρ1 + 1)
i q = ρ. Тому звiдси

випливає твердження 1) леми 3.18.
Якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то з (3.58) випливає, що

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

(1 + o(1))−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞,

де за твердженням 2) леми 3.11 Q = −2ρ2 − ρ1

2

(
(ρ2T2)

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)2

i q =

2ρ2 − ρ1. Звiдси легко отримуємо твердження 2) леми 3.18.

Якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1,τ 6=
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
i τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, то

з (3.58) одержуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

(1 + o(1))+

+τ

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+ (1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

−
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−T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞,

i оскiльки за твердженням 3) леми 3.11Q =
2ρ2 − ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
τ+δ− (T2ρ2)

2

2T1ρ1(ρ1 + 1)

)
i q = 2ρ2 − ρ1, то

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +
2ρ1 − 2ρ2 + 1

ρ1 + 1

(
τ + δ−

− (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
tk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞,

тобто твердження 3) леми 3.18 доведено.

Припустимо тепер, що s = ρ = 2ρ2 − ρ1 i τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
. Тодi

(3.58) перепишеться у виглядi

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)+

+
2ρ1 − 3ρ2 + 1

6

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2) + 6(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)

24
×

× (T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 + 2)(ρ1 + 3)(ρ1 + 4)− 5(ρ2 + 1)(ρ2 + 2)(ρ2 + 3)

120
+

+
10(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1)(2ρ2 − ρ1 + 2)

120

)
(T2ρ2)

5

(T1ρ1(ρ1 + 1))4

(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

−

− (2ρ1 − 3ρ2)(2ρ1 − 3ρ2 + 1)θk
12(ρ1 + 1)

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

−
(

((ρ1 + 2)(ρ1 + 3)− 4(ρ2 + 1)(ρ2 + 2))(3ρ1 − 4ρ2)

48(ρ1 + 1)
+

+
(6(2ρ2 − ρ1)(2ρ2 − ρ1 + 1))(3ρ1 − 4ρ2)

48(ρ1 + 1)

)
(T2ρ2)

4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+ (1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) s
ρ1+1

+
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+O

(
t

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

k

)
+O(θ2

kt
ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) +O

(
θkt

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

k

)
, k →∞. (3.60)

Якщо тепер s = 3ρ2 − 2ρ1, (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0 i δ 6=
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то за твердженням 4) леми 3.11Q = − 3ρ2 − 2ρ1

ρ1T1(ρ1 + 1)
×

×
(

(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − δ
)

i q = 3ρ2 − 2ρ1, а з (3.60) отримуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−
3ρ2 − 2ρ1 + 1

6

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

−3ρ2 − 2ρ1

ρ1 + 1

(
δ − (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2

)(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+(1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k) = B∗(tk, θk)+

+
3ρ2 − 3ρ1 − 1

ρ1 + 1

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − δ + o(1)

)(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

+

+O(t
ρ1
ρ1+1

k θ3
k) +O(t

ρ2
ρ1+1

k θ2
k), k →∞,

тобто твердження 4) леми 3.18 доведено.

Якщо s = 4ρ2− 3ρ1, 3ρ2− 2ρ1 = 0, δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то за

твердженням 5) леми 3.11 Q =
ρ1

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ
)

i q = 4ρ2 − 3ρ1, а з (3.60) отримуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk) +
1

6

(T2ρ2)
3

(T1ρ1(ρ1 + 1))2

(
tk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

−

−(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)

216

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+ (1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− ρ1

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ
)(

tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) = B∗(tk, θk) +
(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2−

− 4ρ1 + 3

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+
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+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ), k →∞,

тобто твердження 5) леми 3.18 доведено.
За умови 3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0 з (3.58) одержуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−

− (ρ1 + 2)(ρ1 − 1)

216

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 + 8)(ρ1 − 1)

1080

(T2ρ2)
5

(T1ρ1(ρ1 + 1))4

(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(4ρ2 − 3ρ1)θk

432(ρ1 + 1)

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+ (1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) s
ρ1+1

+O

(
t

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

k

)
+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) +O

(
θkt

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

k

)
, k →∞. (3.61)

Тому, якщо s = 4ρ2 − 3ρ1, δ 6=
(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то за

твердженням 6) леми 3.11 Q =
(ρ1 − 4)

3ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ
)

i q = 4ρ2 − 3ρ1 i, отже,

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−

− (ρ1 + 2)(ρ1 − 1)

216

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
(ρ1 − 4)

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ
)(

tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+ δ(1 + o(1))

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) =

= − 2ρ1 + 7

3(ρ1 + 1)

(
(ρ1 + 2)(ρ1 − 1)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ), k →∞,
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тобто твердження 6) леми 3.18 доведено.
Нарештi, якщо ρ1 = 4, то 3ρ1 − 4ρ2 = 0 i з (3.61) маємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−
(T2ρ2)

4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

+

+
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4

(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

− T1ρ1(Q+ o(1))

(
tk
T1ρ1

) q
ρ1+1

+

+ (1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) s
ρ1+1

+O

(
t

6ρ2−5ρ1
ρ1+1

k

)
+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) +O

(
θkt

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

k

)
, k →∞.

Тому, якщо s = 5ρ2 − 4ρ1 i δ 6= (T2ρ2)
5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 , то за твердженням

7) леми 3.11 Q = − 1

ρ1T1(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ

)
i q = 5ρ2 − 4ρ1 i,

отже,

G2(tk, tk(1 + θk),Φ) = B∗(tk, θk)−
(T2ρ2)

4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3

(
tk
T1ρ1

) 4ρ2−3ρ1
ρ1+1

−

− (T2ρ2)
5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4

(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+
1

ρ1 + 1

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ
)(

tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+(1 + o(1))δ

(
tk
T1ρ1

) s
ρ1+1

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) =

= − 1

12

(T2ρ2)
4

(T1ρ1(ρ1 + 1))3−

− ρ1

(ρ1 + 1)

(
(T2ρ2)

5

5(T1ρ1(ρ1 + 1))4 − δ + o(1)

)(
tk
T1ρ1

) 5ρ2−4ρ1
ρ1+1

+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ), k →∞.

Твердження 7) леми 3.18 i, отже, лему 3.18 повнiстю доведено.
Оскiльки з огляду на (3.53) i (3.57)

B∗(tk, θk)− A∗(tk, θk) =
T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k,
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то з (3.52) i (3.57) отримуємо

G2(tk, tk(1 + θk),Φ)−G1(tk, tk(1 + θk),Φ) =
T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) + g2(tk, θk)− g1(tk, θk), k →∞.

Тому з лем 3.15 i 3.18 отримуємо наступну лему.

Лема 3.19. Нехай функцiя Φ ∈ Ω(0) така, що виконується (3.25), а
θk → 0 (k →∞).Тодi

G2(tk, tk(1 + θk),Φ)−G1(tk, tk(1 + θk),Φ) =
T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k+

+O(θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k ) +O(θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k ) + g(tk, θk), k →∞,

i для g(tk, θk) при k →∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:

1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ + δ 6= 0, то g(tk, θk) = o

(
t

ρ
ρ1+1

k

)
2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то g(tk, θk) = o

(
t

2ρ2−ρ1
ρ1+1

k

)
3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

то g(tk, θk) = o

(
t

2ρ2−ρ1
ρ1+1

k

)
4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2−2ρ1−1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то g(tk, θk) = o

(
t

3ρ2−2ρ1
ρ1+1

k

)
5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то g(tk, θk) = o

(
t

4ρ2−3ρ1
ρ1+1

k

)
6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то g(tk, θk) = o

(
t

4ρ2−3ρ1
ρ1+1

k

)
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7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то g(tk, θk) = o

(
t

5ρ2−4ρ1
ρ1+1

k

)
Використовуючи леми 3.13 - 3.19, доведемо ще наступну лему.

Лема 3.20. Нехай

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

τ

|σ|ρ
− δ

|σ|s
, σ0 ≤ σ < 0,

Φ2(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

τ

|σ|ρ
+

δ

|σ|s
, σ0 ≤ σ < 0,

де δ > 0 i s ≤ ρ. Припустимо, що tk+1 = (1 + θk)tk i для всiх k ≥ k0

G1(tk, tk+1,Φ2) ≥ Φ1(κ(tk, tk+1,Φ2)). (3.62)

Тодi θk → 0 (k →∞) i

θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(δ + o(1))

(
tk
T1ρ1

) s−ρ1
ρ1+1

+ g∗(tk, θk),

де при k →∞ правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi:

1) якщо s = % > 2ρ2 − ρ1 i τ ± δ 6= 0, то g∗(tk, θk) = o

(
t
ρ−ρ1
ρ1+1

k

)
2) якщо s = ρ < 2ρ2 − ρ1, то g∗(tk, θk) = o

(
t

2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
3) якщо s = ρ = 2ρ2 − ρ1, τ 6=

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, τ + δ 6= (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

тo g∗(tk, θk) = o

(
t

2(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
4) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 3ρ2 − 2ρ1, τ =

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, (3ρ2 −

2ρ1)(3ρ2−2ρ1−1) 6= 0, δ 6= (3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 , то g∗(tk, θk) = o

(
t

3(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
5) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1 = 0,

δ 6= (ρ1 + 3)(ρ1 + 6)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , то g∗(tk, θk) = o

(
t

4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
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6) якщо ρ = 2ρ2−ρ1, s = 4ρ2−3ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, 3ρ2−2ρ1−1 =

0, δ 6= (ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 , ρ1 6= 4, то g∗(tk, θk) = o

(
t

4(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
7) якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, s = 5ρ2 − 4ρ1, ρ1 = 4, τ =

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
,

3ρ2 − 2ρ1 − 1 = 0, то g∗(tk, θk) = o

(
t

5(ρ2−ρ1)
ρ1+1

k

)
Доведення. Оскiльки Φ1(σ) = Φ2(σ)− 2δ

|σ|s
, Φ1(κ(tk, tk+1,Φ2)) =

= G2(tk, tk+1,Φ2), то з (3.53) маємо

G1(tk, tk+1,Φ2) ≥ G2(tk, tk+1,Φ2)−
2δ

|κ(tk, tk+1,Φ2)|s
. (3.63)

Припустимо, що lim
k→∞

θk = +∞. Тодi iснує зростаюча послiдовнiсть
(kj) натуральних чисел така, що θkj →∞(j →∞), а для цiєї послiдовностi i

асимптотики |κ(tk, tk+1,Φ2)|s = (1 + o(1))(ρ1+1
ρ1

)s · ( tk
T1ρ1

)−
s

ρ1+1 · θ
− s
ρ1+1

k

(k → +∞) за лемами 3.13 i 3.16 маємо

T1(ρ1 + 1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

≥ (1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ
ρ1
ρ1+1

kj
, j →∞,

що неможливо.
Якщо lim

k→∞
θk = θ ∈ (0,+∞), то iснує зростаюча послiдовнiсть (kj)

натуральних чисел така, що θkj → θ(j → ∞), а для цiєї послiдовностi i

асимптотики |κ(tk, tk+1,Φ2)|s = (1 + o(1))(ρ1+1
ρ1

)s · ( (1+θ)
ρ1
ρ1+1−1
θ )s · ( tk

T1ρ1
)−

s
ρ1+1

(k → +∞) з огляду на леми 3.14 i 3.17 правильна асимптотична нерiвнiсть

T1(ρ1 + 1)

(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1 1 + θ

θ

(
1− (1 + θ)−

1
ρ1+1

)
≥

(1 + o(1))T1

(
ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(
tkj
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1
(

θ

(1 + θ)
ρ1
ρ1+1 − 1

)ρ1

, j →∞,

звiдки випливає, що

(ρ1 + 1)
1 + θ

θ

(
1− (1 + θ)−

1
ρ1+1

)
≥
(

ρ1

ρ1 + 1

)ρ1
(

θ

(1 + θ)
ρ1
ρ1+1 − 1

)ρ1

.
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Подiбно, використовуючи нерiвнiстьG1(tk, tk+1,Φ2) < G2(tk, tk+1,Φ2)

i леми 3.14 та 3.17, отримаємо протилежну нерiвнiсть. Тому θ задовольняє
рiвняння (3.17) i, отже, як у доведеннi леми 3.10, θk → 0 (k → ∞), а у
цьому випадку, наприклад, за твердженням 1) леми 3.19 з огляду на (3.62)

T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
tk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k ≤

2δ

|κ(tk, tk+1,Φ2)|s
+O

(
θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k

)
+

+O

(
θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k

)
+ o

(
t

ρ
ρ1+1

k

)

при k →∞. Але з (3.62) випливає, що |κ(tk, tk+1,Φ2)|s = (1+o(1))

(
tk
T1ρ1

)− s
ρ1+1

(k →∞). Тому, якщо s = ρ, то

T1ρ1θ
2
k

8(ρ1 + 1)
≤ 2δ

(
tk
T1ρ1

) s−ρ1
ρ1+1

+O

(
θ2
kt

ρ2
ρ1+1

k

)
+

+O

(
θ3
kt

ρ1
ρ1+1

k

)
+ o

(
t
ρ−ρ1
ρ1+1

k

)
(k →∞),

звiдки випливає твердження 1) леми 3.20. Решта тверджень цiєї леми дово-
дяться подiбно.

3.2.3. Зв’язок мiж зростанням максимального члена i коефiцiєнтiв.

Використовуючи леми 3.12, 3.19, 3.20, доведемо тепер теореми, якi
у термiнах тричленної степеневої асимптотики вкажуть на зв’язок мiж
зростанням максимального члена i коефiцiєнтiв. З теореми 3.1 випливає
наступна теорема.

Теорема 3.2. Якщо ρ > 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
, σ ↑ 0

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ + ε)

(
λn
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

;
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2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ − ε)
(
λnk
T1ρ1

) ρ
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ+ρ1+2
2(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Теорема 3.3. Якщо ρ < 2ρ2 − ρ1, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
,

необхiдно, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
− ε
)(

λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

; (3.64)

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ ε

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

(3.65)

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Доведення. Як у доведеннi теореми 3.1, з (3.65) бачимо, що умова
(1.2) теореми 1.9 виконується для кожного δ ∈ (0, |τ |) i всiх σ ∈ [σ0(δ), 0)

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ − δ)
|σ|ρ

, Φ2(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + δ)

|σ|ρ
.



119

Тому за цiєю теоремою правильнi нерiвностi (1.3) - (1.5). Але за твердженням
2) леми 3.12 з s = ρ тепер маємо

λnΨ2(ϕ2(λn)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

, n→∞,

λnΨ1(ϕ1(λnk)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

, k →∞,

а за твердженням 2) леми 3.19 з нерiвностi (1.5), як у доведеннi теореми
3.2, отримуємо(

λnk+1
− λnk

λnk

)2

= θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(δ + o(1))

(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1
ρ1+1

, k →∞.

Завдяки довiльностi δ, з цих спiввiдношень випливають спiввiдношення
(3.64) - (3.65). Теорему 3.3 доведено.

Наступнi двi теореми стосуються випадку, коли ρ = 2ρ2 − ρ1.

Теорема 3.4. Нехай ρ = 2ρ2 − ρ1 i τ 6= (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
. Тодi для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|2ρ2−ρ1
, σ ↑ 0, (3.66)

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
τ + ε− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

; (3.67)
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2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
τ − ε− (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

(3.68)

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞. (3.69)

Доведення. Почнемо з необхiдностi. З (3.66) випливає, що для кожного

0 < δ < min

{
|τ |, |τ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
|
}

i всiх σ ∈ [σ0(δ), 0) отримуємо з

теореми 1.9 нерiвнiсть (1.2) з

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ − δ)
|σ|2ρ2−ρ1

, Φ2(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + δ)

|σ|2ρ2−ρ1
.

Тому за теоремою 1.9 правильнi нерiвностi (1.3) - (1.5). Але за твердженням
3) леми 3.12 з s = ρ = 2ρ2 − ρ1

λnΨ2(ϕ2(λn)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(
τ + δ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

, n→∞, (3.70)

λnΨ1(ϕ1(λnk)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(
τ − δ − (ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

, k →∞, (3.71)

а за твердженням 3) леми 3.20 i з нерiвностi (1.5) випливає, що(
λnk+1

− λnk
λnk

)2

= θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(δ + o(1))

(
λnk
T1ρ1

) 2ρ2−2ρ1
ρ1+1

, k →∞,



121

тобто

λnk+1
− λnk ≤ 4

√
ρ1 + 1(

√
δ + o(1))(T1ρ1)

ρ1−2ρ2−1
2(ρ1+1) λ

ρ2+1
ρ1+1
nk , k →∞. (3.72)

Завдяки довiльностi δ з цих спiввiдношень випливають спiввiдношення
(3.67) - (3.69).

Доведемо достатнiсть умов (3.67) - (3.69). Використовуючи теорему
1.8 i твердження 3) леми 3.12 з s = ρ = 2ρ2 − ρ1, неважко показати, що з
огляду на довiльнiсть ε з умови (3.67) випливає асимптотична нерiвнiсть

lnµ(σ) ≤ T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
, σ ↑ 0. (3.73)

Далi за теоремою 1.10 i твердженням 3) леми 3.19 з s = ρ = 2ρ2 − ρ1 з
огляду на умову (3.68) для всiх σ ∈ [ϕ1(λnk), ϕ1(λnk+1

)] i всiх k ≥ k0 маємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ)− (G2(λnk, λnk+1
,Φ)−G1(λnk, λnk+1

,Φ)) = Φ1(σ)−

− T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k +O(θ2

kλ
ρ2
ρ1+1
nk ) +O(θ3

kλ
ρ1
ρ1+1
nk ) + o(λ

2ρ2−ρ1
ρ1+1
nk ) =

= Φ1(σ) + o(λ
2ρ2−ρ1
ρ1+1
nk ), k →∞,

i, отже,

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ) + o((Φ′1(σ))
2ρ2−ρ1
ρ1+1 ) = Φ1(σ) + o

(
1

|σ|ρ1+1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

=

= Φ1(σ) + o

(
1

|σ|2ρ2−ρ1

)
, σ ↑ 0,

звiдки, завдяки довiльностi δ , отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≥ T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|2ρ2−ρ1
, σ ↑ 0. (3.74)

З (3.73) i (3.74) випливає (3.66). Теорему 3.4 доведено.

У випадку, коли τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, правильною є наступна теорема.

Теорема 3.5. Для того, щоб при σ ↑ 0

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
, (3.75)
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необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ ε

(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

; (3.76)

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

− ε
(
λn
T1ρ1

) 2ρ2−ρ1
ρ1+1

(3.77)

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ2+1
ρ1+1
nk

)
, k →∞.

Доведення. Почнемо з необхiдностi. Нехай τ i δ - довiльнi додатнi

числа, такi, що 0 < τ − δ < τ <
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
< τ + δ. Тодi з (3.76) для

всiх σ ∈ [σ0(τ, δ), 0) отримуємо нерiвнiсть (1.2) з теореми 1.9 з

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ − δ)
|σ|2ρ2−ρ1

, Φ2(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + δ)

|σ|2ρ2−ρ1
.

Тому за теоремою 1.9 правильнi нерiвностi (1.3) - (1.5). Але за твердженням
3) леми 3.12 з s = ρ, як видно з доведення теореми 3.3, правильнi спiввiдно-
шення (3.70) i (3.71), а за твердженням 3) леми 3.20 з нерiвностi (1.5)
випливає нерiвнiсть (3.72). Оскiльки можемо вибрати τ як завгодно

близьким до
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, а δ досить малим, з асимптотичних нерiвностей

(3.70) i (3.71) випливають спiввiдношення (3.76) i (3.77).
Доведемо достатнiсть умов (3.76) i (3.77). Оскiльки, завдяки довiльностi

ε, нерiвностi (3.76) i (3.77) можна записати у виглядi (3.67) i (3.71) для

досить близьких до
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
значень τ , то з доведення достатностi у

теоремi 3.4 випливає, що правильною є асимптотична рiвнiсть (3.66), звiдки
з огляду на довiльнiсть τ отримуємо (3.75). Теорему 3.5 доведено.

Об’єднаємо твердження теорем 3.2 - 3.5 у наступну теорему. Для
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цього приймемо

τ ∗ = τI{ρ:ρ≥2ρ2−ρ1}(ρ)− (ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
I{ρ:ρ≤2ρ2−ρ1}(ρ),

де IE(ρ) - характеристична функцiя множини E, тобто, IE(ρ) = 1, коли
ρ ∈ E, IE(ρ) = 0, коли ρ /∈ E.

Основний результат пiдроздiлу 3.2 мiстить наступна теорема.

Теорема 3.6. Для того, щоб при σ ↑ 0

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
,

необхiдно, а у випадку, коли ρ ≥ 2ρ2−ρ1, i досить, щоб для кожного ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ ∗ + ε)

(
λn
T1ρ1

)max{ρ,2ρ2−ρ1}
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+ (τ ∗− ε)
(
λn
T1ρ1

)max{ρ,2ρ2−ρ1}
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ
ρ1+max{ρ,2ρ2−ρ1}+2

2(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Зауважимо, що якщо ρ = 2ρ2 − ρ1, τ =
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
, а третiй член

асимптотики
lnµ(σ) =

T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
,

має вигляд
(τ + o(1))

|σ|ρ
=

τ

|σ|ρ
+ o

(
1

|σ|s

)
σ ↑ 0,

де s < ρ то теорему 3.6 можна уточнити. Правильна наступна теорема.

Теорема 3.7. Якщо 2ρ2 − ρ1 > 0 i (3ρ2 − 2ρ1)(3ρ2 − 2ρ1 − 1) 6= 0, то для
того, щоб
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lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
+

+ o

(
1

|σ|3ρ2−2ρ1

)
, σ ↑ 0 (3.78)

необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:
1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − ε
)(

λn
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)
3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 + ε

)(
λn
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ

3ρ2−2ρ1+2
2(ρ1+1)

nk

)
, k →∞.

Доведення. Нехай 0 < δ <
|(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3|
6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 . Тодi з (3.78) для

σ ∈ [σ0(δ), 0) маємо (1.2) з теореми 1.9 з

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|2ρ2−ρ1
− δ

|σ|3ρ2−2ρ1

i
Φ2(σ) =

T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(ρ2T2)
2

2ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|2ρ2−ρ1
+

δ

|σ|3ρ2−2ρ1
.

Тому за теоремою 1.9 правильнi нерiвностi (1.3) - (1.5). Але за твердженням
4) леми 3.12 з

λnΨ2(ϕ2(λn)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+
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+

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 − δ + o(1)

)(
λn
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

, n→∞,

λnΨ1(ϕ1(λnk)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λnk
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

+

+

(
(3ρ2 − 2ρ1 − 1)(ρ2T2)

3

6(ρ1T1(ρ1 + 1))2 + δ + o(1)

)(
λnk
T1ρ1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

, k →∞,

а за твердженням 3) леми 3.20 з нерiвностi (1.5) випливає(
λnk+1

− λnk
λnk

)2

= θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(δ + o(1))

(
λnk
T1ρ1

) 3ρ2−3ρ1
ρ1+1

, k →∞,

тобто

λnk+1
− λnk ≤ 4

√
ρ1 + 1(

√
δ + o(1))(T1ρ1)

2ρ1−3ρ2−1
2(ρ1+1) λ

3ρ2−2ρ1+2
ρ1+1

nk , k →∞.

Завдяки довiльностi δ з цих спiввiдношень випливає необхiднiсть умов 1) i
2) в теоремi 3.7. Навпаки з умов 1) i 2), за теоремою 1.8 i твердженням 4)
леми 3.12, як звичайно, отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≤ T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
+

+ o

(
1

|σ|3ρ2−2ρ1

)
, σ ↑ 0. (3.79)

Далi за теоремою 1.10 i твердженням 4) леми 3.19 за умови 2) для всiх
σ ∈ [ϕ1(λnk), ϕ1(λnk+1

)] i всiх k ≥ k0 маємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ)− T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k +O(θ2

kλ
ρ2
ρ1+1
nk ) +O(θ3

kλ
ρ1
ρ1+1
nk )+

+ o(λ
3ρ2−2ρ1
ρ1+1

nk ) = Φ1(σ) + o(λ
3ρ2−2ρ1
ρ1+1

nk ), k →∞, (3.80)

бо θk = λ
3ρ2−3ρ1
ρ1+1

nk (k → ∞). Оскiльки ϕ1(λnk) ≤ σ ≤ ϕ1(λnk+1
), то

λnk ≤ Φ′1(σ) ≤ λnk+1
i з (3.78) отримуємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ) + o((Φ′1(σ))
3ρ2−2ρ1
ρ1+1 ) = Φ1(σ) + o

(
1

|σ|ρ1+1

) 3ρ2−2ρ1
ρ1+1

=
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= Φ1(σ) + o

(
1

|σ|3ρ2−2ρ1

)
, σ ↑ 0,

звiдки, завдяки довiльностi δ , отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≥ T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(
(ρ2T2)

2

2ρ1T1(ρ1 + 1)
+ o(1)

)
1

|σ|2ρ2−ρ1
+

+ o

(
1

|σ|3ρ2−2ρ1

)
, σ ↑ 0. (3.81)

З (3.79) i (3.81) випливає (3.78). Теорему 3.7 доведено.

Теорема 3.8. Якщо ρ1 6= 4, то для того, щоб

lnµ(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|
2ρ1+1

3

+
(T2(2ρ1 + 1))2

18ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|
ρ1+2

3

+ o

(
1

|σ|
−ρ1+4

3

)
, σ ↑ 0

(3.82)
необхiдно i досить, щоб для будь якого ε > 0:

1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) 2ρ1+1
3(ρ1+1)

−

−
(

(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − ε
)(

λn
T1ρ1

)−(ρ1−4)
3(ρ1+1)

;

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥ T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

+ T2

(
λn
T1ρ1

) ρ2
ρ1+1

−

−
(

(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 + ε

)(
λn
T1ρ1

)−(ρ1−4)
3(ρ1+1)

i
λnk+1

− λnk = o

(
λ

ρ1+5
3(ρ1+1)
nk

)
, k →∞.

Доведення. Нехай 0 < δ <

∣∣∣∣(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)
4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3

∣∣∣∣. Тодi з (3.82) для
всiх σ ∈ [σ0(δ), 0) отримаємо нерiвнiсть (1.2) з

Φ1(σ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|
2ρ1+1

3

+
(T2(2ρ1 + 1))2

18ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|
ρ1+2

3

− δ

|σ|
−ρ1+4

3
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i
Φ2(σ) =

T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|
2ρ1+1

3

+
(T2(2ρ1 + 1))2

18ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|
ρ1+2

3

+
δ

|σ|
−ρ1+4

3

.

Звiдси за теоремою 1.9 правильнi нерiвностi (1.3) - (1.5), але за твердженням
6) леми 3.12 з

λnΨ2(ϕ2(λn)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λn
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λn
T1ρ1

) 2ρ1+1
3(ρ1+1)

+

+

(
(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 − δ + o(1)

)(
λn
T1ρ1

)−(ρ1−4)
3(ρ1+1)

, n→∞,

λnkΨ2(ϕ2(λnk)) = −T1(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

− T2

(
λnk
T1ρ1

) 2ρ1+1
3(ρ1+1)

+

+

(
(ρ1 − 1)(ρ1 + 2)(ρ2T2)

4

216(ρ1T1(ρ1 + 1))3 + δ + o(1)

)(
λnk
T1ρ1

)−(ρ1−4)
3(ρ1+1)

, k →∞,

а за твердженням 6) леми 3.20 з нерiвностi (1.5) випливає(
λnk+1

− λnk
λnk

)2

= θ2
k ≤

16(ρ1 + 1)

T1ρ1
(δ + o(1))

(
λnk
T1ρ1

)−4ρ1+4
ρ1+1

, k →∞,

тобто

λnk+1
− λnk ≤ 4

√
ρ1 + 1(

√
δ + o(1))(T1ρ1)

ρ1−7
6(ρ1+1)λ

ρ1+5
3(ρ1+1)
nk , k →∞.

Завдяки довiльностi δ з цих спiввiдношень випливає необхiднiсть умов 1) i
2) в теоремi 3.8. Навпаки з умов 1) i 2), за теоремою 1.8 i твердженням 6)
леми 3.12, як звичайно, отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≤ T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|
2ρ1+1

3

+
(T2(2ρ1 + 1))2

18ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|
ρ1+2

3

+ o

(
1

|σ|
−ρ1+4

3

)
, σ ↑ 0

(3.83)
Використовуючи теорему 1.10 i твердження 6) леми 3.19 за умови 2) для
всiх σ ∈ [ϕ1(λnk), ϕ1(λnk+1

)] i всiх k ≥ k0 маємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ)− T1ρ1

8(ρ1 + 1)

(
λnk
T1ρ1

) ρ1
ρ1+1

θ2
k +O(θ2

kλ
2ρ1+1

3(ρ1+1)
nk ) +O(θ3

kλ
ρ1
ρ1+1
nk )+
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+ o(λ
−ρ1+4
3(ρ1+1)
nk ) = Φ1(σ) + o(λ

−ρ1+4
3(ρ1+1)
nk ), k →∞, (3.84)

тому, що θk = λ
−4ρ1+4
3(ρ1+1)
nk (k → ∞). Оскiльки ϕ1(λnk) ≤ σ ≤ ϕ1(λnk+1

), то
λnk ≤ Φ′1(σ) ≤ λnk+1

i з (3.84) отримуємо

lnµ(σ) ≥ Φ1(σ) + o((Φ′1(σ))
−ρ1+4
3(ρ1+1) ) = Φ1(σ) + o

(
1

|σ|ρ1+1

) −ρ1+4
3(ρ1+1)

=

= Φ1(σ) + o

(
1

|σ|
−ρ1+4

3

)
, σ ↑ 0,

звiдки, завдяки довiльностi δ , отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ) ≥ T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|
2ρ1+1

3

+
(T2(2ρ1 + 1))2

18ρ1T1(ρ1 + 1)

1

|σ|
ρ1+2

3

+ o

(
1

|σ|
−ρ1+4

3

)
, σ ↑ 0.

(3.85)
З (3.84) i (3.85) випливає (3.82). Теорему 3.8 доведено.

3.2.4. Максимум модуля i коефiцiєнти.

Як у пiдроздiлi 3.1 використовуючи теорему 2.7 i теореми, отриманi
вище у пiдроздiлi 3.2, можемо тепер встановити зв’язок мiж зростанням
функцiї lnM(σ, F ) i коефiцiєнтiв an ряду (2.1). З огляду на подiбнiсть
зупинимось тiльки на твердженнi, яке випливає з основної теореми 3.6.

Наслiдок 3.2. Нехай показники абсолютно збiжного в {s : Res < 0}
ряду Дiрiхле (2.1) задовольняють умову lnn = o(λ

ρ
ρ1+1
n ) при n → ∞. Тодi

для того, щоб правильною була асимптотична рiвнiсть

lnM(σ, F ) =
T1

|σ|ρ1
+

T2

|σ|ρ2
+

(τ + o(1))

|σ|ρ
, σ ↑ 0,

необхiдно, а у випадку ρ ≥ 2ρ2 − ρ1 i досить, щоб виконувались умови 1)
i 2) теореми 3.6.
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3.3. Висновки.

У третьому роздiлi дослiджено умови на показники i коефiцiєнти
абсолютно збiжного у пiвплощинi ряду Дiрiхле (2.1), за яких для його
максимального члена правильна наступна асимптотична рiвнiсть

lnµ(σ, F ) =
T1

|σ|ρ1
+

n−1∑
j=2

Tj
|σ|ρj

+
τ

|σ|ρn
, σ0 ≤ σ < 0.

де T1 > 0 Tj ∈ R \ {0}, j = 2, n− 1, τ ∈ R \ {0}, 0 < ρn < ... < ρ2 < ρ1.
У випадку, коли ρn > 2ρ2 − ρ1, отриманий результат має критерiальний
характер.

Iстотнiсть умови ρn ≥ 2ρ2 − ρ1 дослiджено у випадку, коли n = 3.
Зв’язок мiж зростанням логарифма максимального члена та коефiцiєнтiв
абсолютно збiжного у пiвплощинi {s : Res < 0} ряду Дiрiхле (2.1) у
термiнах тричленної степеневої асимптотики отримано в рядi теорем у
пiдроздiлi 3.2.

Об’єднуючи результати роздiлiв 2 i 3, одержано зв’язок мiж зростан-
ням логарифма максимуму модуля i коефiцiєнтiв.
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РОЗДIЛ 4

АБСОЛЮТНО ЗБIЖНI У ПIВПЛОЩИНI РЯДИ
ДIРIХЛЕ СКIНЧЕННОГО R-ПОРЯДКУ

У теорiї рядiв Дiрiхле важливим є клас абсолютно збiжних у пiвпло-
щинi рядiв Дiрiхле (2.1) скiнченного R-порядку за А. Гайсиним [5], тобто
для яких

%0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) < +∞.

Для таких рядiв Дiрiхле R-тип, за умови 0 < %0
R < +∞, вводиться

[56] за формулою

T 0
R = lim

σ↑0
exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln M(σ, F )

Тут ми доповнимо результати робiт [56] i [34], дослiджуючи умови,
за яких lnM(σ, F ) має регулярне зростання, i встановимо зв’язок мiж R-
порядком i нижнiм R-порядком.

4.1. Регулярнiсть зростання

Основною метою цього пiдроздiлу є знаходження умов на (λn) i (an),
за яких

lnM(σ, F ) = TR(1 + o(1)) exp

{
%R
|σ|

}
, σ ↑ 0. (4.1)

Оскiльки (xΨ(ϕ(x)))′ = ϕ(x), то, як видно з леми 1.1 i теорем 1.8, 1.9, 1.10,
важливою є наступна лема.

Лема 4.1. Нехай Φ(σ) = T exp

{
%

|σ|

}
, де T > 0, % > 0. Тодi

ϕ(x) = −%
(

1

lnx
+

2 ln lnx

ln2 x
+

1

ln2 x
ln

(1 + o(1))T

%

)
, x→ +∞.
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Доведення. Оскiльки Φ′(σ) =
T%

|σ|2
exp

{
%

|σ|

}
, то для знаходження

асимптотики функцiї ϕ треба розв’язати рiвняння
%

|σ|
+ 2 ln

1

|σ|
= ln

x

T%
. (4.2)

Розв’язок цього рiвняння шукатимемо у виглядi
1

|σ|
=

1

%
ln

x

T%
− α(x), (4.3)

де α(x) = o(lnx), x → +∞ . Пiдставляючи (4.3) в (4.2) , при x → +∞
маємо

%α(x) = 2 ln

(
1

%
ln

x

T%
− α(x)

)
= 2 ln

(
1

%
ln

x

T%

)
+ 2 ln

(
1− %α(x)

ln
x

T%

)
=

= 2 ln lnx−2 ln %+O

(
1

lnx

)
+O

(
α(x)

lnx

)
= 2 ln lnx−2 ln %+O

(
ln lnx

lnx

)
.

Тому з (4.3) випливає, що

1

|ϕ(x)|
=

1

%

(
lnx− 2 ln ln x− ln

T

%
+O

(
ln lnx

lnx

))
, x→ +∞, (4.4)

i отже,

|ϕ(x)| = %

lnx

1

1− 2 ln lnx

lnx
− lnT/%

lnx
+O

(
ln lnx

ln2 x

) =

=
%

lnx

(
1 +

2 ln ln x

lnx
+

lnT/%

lnx
+O

(
ln lnx

ln2 x

)
+O

(
ln2 lnx

ln2 x

))
=

=
%

lnx
+

2% ln lnx

ln2 x
+
% lnT/%

ln2 x
(1 + o(1)), x→ +∞.

Оскiльки для додатної сталої q правильна асимптотична рiвнiсть

(1 + o(1)) ln q = ln(1 + o(1))q, x→ +∞,

то лему 4.1 доведено.

Неважко перевiрити, що Ψ(σ) = −
(
|σ|+ |σ|

2

%

)
. Тому за лемою 4.1
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xΨ(ϕ(x)) = −x
(
|ϕ(x)|+ |ϕ(x)|2

%

)
=

= −x
(

%

lnx
+

2% ln lnx

ln2 x
+
% ln(T (1 + o(1))/%)

ln2 x
+ +

%2

ln2 x
+O

(
ln lnx

ln3 x

))
=

= − x%

ln2 x

(
lnx+ 2 ln ln x+ ln

(
T (1 + o(1))

%

))
, x→ +∞, (4.5)

За теоремою 1.8

lnµ(σ, F ) ≤ (1 + o(1))T exp

{
%

|σ|

}
, σ ↑ 0,

тодi i тiльки тодi, коли

ln |an| ≤
λn%

ln2 λn
ln

(
(1 + o(1))Te

%
λn ln2 λn

)
, n→∞. (4.6)

Звiдси, зокрема, випливає, що

lim
σ↑0

exp

{
− %

|σ|

}
lnµ(σ, F ) =

%

e
lim
n→∞

1

λn ln2 λn
|an|ln

2 λn/%λn (4.7)

Зауваження 4.1. З (4.4) випливає також, щo

|ϕ(x)| = %

ln(x ln−2 x)

(
1 +

(1 + o(1))(lnT/%)

lnx

)
,

|ϕ(x)|2/% = (1 + o(1))% ln−2 x

i, отже,

xΨ(ϕ(x)) = − x%

ln(x ln−2 x)

(
1 + (1 + o(1))

lnTe/%

lnx

)
при x → +∞, звiдки, вважаючи T = T 0

R i % = %0
R, за теоремою 1.8

отримуємо (1.9) з lnµ(σ, F ) замiсть lnM(σ, F ), тобто формула (1.9) з
lnµ(σ, F ) замiсть lnM(σ, F ) збiгається з формулою (4.7).

Перейдемо до дослiдження асимтотики величин Gj(tk, tk+1,Φ), j =

1, 2, де (tk) - зростаюча до +∞ послiдовнiсть додатних чисел i tk+1 = (1 +

θk)tk. З огляду на означення G1(tk, tk+1,Φ) i асимтотичну рiвнiсть (4.4) при
k →∞ маємо
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G1(tk, tk+1,Φ) =
tktk+1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

T

t2
exp

{
%

|ϕ(t)|

}
dt =

=
tktk+1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

(1 + o(1))T%t

T t2 ln2 t
=

(1 + o(1))%tktk+1

tk+1 − tk

(
1

ln tk
− 1

ln tk+1

)
=

=
(1 + o(1))%tk(1 + θk)

θk

ln(1 + θk)

ln tk(ln tk − ln(1 + θk))
.

Якщо lim
k→∞

θk = +∞, то звiдси для вiдповiдної послiдовностi (kj) натуральних
чисел випливає, що

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) =
(1 + o(1))%tkj ln(1 + θkj)

ln tkj(ln tkj − ln(1 + θkj))
, j →∞. (4.8)

Якщо lim
k→∞

θk = θ ∈ (0,+∞) , то для вiдповiдної послiдовностi (kj) натуральних
чисел

G1(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) =
(1 + o(1))%tkj(1 + θ) ln(1 + θ)

θ ln2 tkj
, j →∞. (4.9)

Нарештi, якщо θk → 0 при k →∞, то

G1(tk, tk(1 + θk),Φ) =
(1 + o(1))%tk

ln2 tk
, k →∞. (4.10)

Приймемо тепер κ(tk, tk+1,Φ) =
1

tk+1 − tk

∫ tk+1

tk

ϕ(t)dt. Тодi за лемою 4.1

при k →∞ маємо

|κ(tk, tk+1,Φ)|
%

(tk+1 − tk) =

∫ tk+1

tk

dt

ln t
+ 2

∫ tk+1

tk

ln ln t

ln2 t
dt+

+ (1 + o(1)) ln
T

%

∫ tk+1

tk

dt

ln2 t
. (4.11)

Якщо через I(1)
k , I

(2)
k , I

(3)
k позначимо iнтеграли у правiй частинi рiвностi

(4.11), то I(2)
k = o(I

(1)
k ), I

(3)
k = o(I

(2)
k ) при k →∞, I(1)

k =
tk+1

ln tk+1
− tk

ln tk
+ I

(3)
k ,

I
(2)
k =

tk+1 ln ln tk+1

ln2 tk+1
− tk ln ln tk

ln2 tk
+ o(I

(3)
k ), I

(3)
k =

tk+1

ln2 tk+1
− tk

ln2 tk
+ o(I

(3)
k )

при k →∞. Звiдси випливає, що

|κ(tk, tk+1,Φ)|
%

= Ak + 2Bk + (1 + o(1))Ck ln
eT

%
, k →∞,
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де

Ak =
tk+1 ln tk − tk ln tk+1

(tk+1 − tk) ln tk ln tk+1
, (4.12)

Bk =
tk+1 ln2 tk ln ln tk+1 − tk ln2 tk+1 ln ln tk

(tk+1 − tk) ln2 tk ln2 tk+1
= o(Ak) (4.13)

i

Ck =
tk+1 ln2 tk − tk ln2 tk+1

(tk+1 − tk) ln2 tk ln2 tk+1
= o(Ak), k →∞. (4.14)

Тому при k →∞

lnG2(tk, tk+1,Φ) = ln Φ(κ(tk, tk+1,Φ)) = lnT +
%

|κ(tk, tk+1,Φ)|
=

= lnT +
1

Ak

(
1 + 2

Bk

Ak
+ (1 + o(1))

Ck
Ak

ln
eT

%

) =

= lnT +
1

Ak

(
1− 2

2Bk

Ak
− (1 + o(1))

Ck
Ak

ln
eT

%
+

+ (1 + o(1))

(
2
Bk

Ak
− (1 + o(1))

Ck
Ak

ln
eT

%

)2)
=

= lnT +
1

Ak
− 2Bk

A2
k

− (1 + o(1))
Ck
A2
k

ln
eT

%
+ 4(1 + o(1))

B2
k

A3
k

. (4.15)

Але

1

Ak
=

(tk+1 − tk) ln tk ln tk+1

tk+1 ln tk+1 − tk ln tk
=
θk ln tk(ln tk + ln(1 + θk))

θk ln tk − ln(1 + θk)
=

=
ln tk + ln(1 + θk)

1− ln(1 + θk)

θk ln tk

= (ln tk+ln(1+θk))

(
1+

ln(1 + θk)

θk ln tk
+O

(
ln2(1 + θk)

θ2
k ln2 tk

))
=

= ln tk + ln(1 + θk) +
ln(1 + θk)

θk
+ o(1), k →∞,

Bk

A2
k

=
(tk+1 − tk)(tk+1 ln2 tk ln ln tk+1 − tk ln2 tk+1 ln ln tk)

(tk+1 ln tk − tk ln tk+1)2 =

= θk

(1 + θk) ln2 tk

(
ln ln tk + ln

(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

))
(θk ln tk − ln(1 + θk))2 −
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− θk(ln tk + ln(1 + θk))
2 ln ln tk

(θk ln tk − ln(1 + θk))2 =

=

ln ln tk +
1 + θk
θk

ln

(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

)
(

1− ln(1 + θk)

θk ln tk

)2 −

−

2 ln(1 + θk) ln ln tk
θk ln tk

+
ln2(1 + θk) ln ln tk

θk ln2 tk(
1− ln(1 + θk)

θk ln tk

)2 =

=

(
ln ln tk+

1 + θk
θk

ln

(
1+

ln(1 + θk)

ln tk

)
+o(1)

)(
1+(1+o(1))

ln(1 + θk)

θk ln tk

))
=

= ln ln tk +
1 + θk
θk

ln

(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

)
+ o(1), k →∞,

i, подiбно,

Ck
A2
k

=
(tk+1 − tk)(tk+1 ln2 tk − tk ln t2k+1)

(tk+1 ln tk − tk ln tk+1)2 =

1− 2 ln(1 + θk)

θk ln tk
− ln2(1 + θk)

θk ln2 tk(
1− ln(1 + θk)

θk ln tk

)2 =

= 1 + o(1), k →∞,

а якщо θk → 0 при k →∞, то

Bk

Ak
=

(1 + θk)

(
ln ln tk + ln

(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

))
−
(

1 +
ln(1 + θk)

ln tk

)2

ln ln tk(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

)
(θk ln tk − ln(1 + θk))

=

=

ln ln tk +
1 + θk
θk

ln

(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

)
(

1 +
ln(1 + θk)

ln tk

)(
1− ln(1 + θk)

θk ln tk

)
ln tk

−

−
2

ln ln tk
ln tk

ln(1 + θk)

θk
+

ln ln tk

ln2 tk

ln2(1 + θk)

θk(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

)(
1− ln(1 + θk)

θk ln tk

)
ln tk

= (1 + o(1))
ln ln tk
ln tk

, k →∞,
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i, отже,
B2
k

A3
k

= (1 + o(1))
ln2 ln tk

ln tk
= o(1), k →∞.

Тому, якщо θk → 0 при k →∞, то з огляду на (4.12)

lnG2(tk, tk(1 + θk),Φ) = ln %+ ln tk − 2 ln ln tk + o(1), k →∞. (4.16)

Якщо lim
k→∞

θk = +∞, то для вiдповiдної послiдовностi (kj) натуральних
чисел випливає, що

lnG2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) ≥ lnT +
1

Ak
− 2Bk

A2
k

− (1 + o(1))
Ck
A2
k

ln
eT

%
=

= lnT + ln tk + ln(1 + θk) +
ln(1 + θk)

θk
−

− 2 ln ln tk − 2
1 + θk
θk

ln

(
1 +

ln(1 + θk)

ln tk

)
− ln

Te

%
+ o(1) =

= ln %+ ln tkj + ln(1 + θkj)−

− 2 ln ln tkj − 2
1 + θkj
θkj

ln

(
1 +

ln(1 + θkj)

ln tkj

)
− 1 + o(1), j →∞. (4.17)

Якщо lim
k→∞

θk = θ ∈ (0,+∞), то для вiдповiдної послiдовностi (kj) натуральних
чисел

lnG2(tkj , tkj(1 + θkj),Φ) ≥ ln %+ ln tkj + ln(1 + θ)− 2 ln ln tkj+

+
ln(1 + θ)

θ
− 1 + o(1), j →∞. (4.18)

Використовуючи отриманi вище результати, доведемо тепер теорему
про регулярне зростання логарифма максимального члена абсолютно збiж-
ного у пiвплощинi ряду Дiрiхле скiнченного R-порядку.

Теорема 4.1. Нехай T > 0 i % > 0. Для того, щоб для ряду Дiрiхле (2.1)

lnµ(σ, F ) = T (1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
, σ ↑ 0 (4.19)

необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, T ):
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1) iснувало таке число n0(ε), що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤
λn%

ln2 λn
ln

(
(T + ε)e

%
λn ln2 λn

)
; (4.20)

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥
λnk%

ln2 λnk
ln

(
(T − ε)e

%
λnk ln2 λnk

)
(4.21)

i
lim
k→∞

λnk+1

λnk
= 1. (4.22)

Доведення. Почнемо з необхiдностi. З (4.19) випливає, що для кожного
δ ∈ (0, T ) i всiх σ ∈ [σ0(δ), 0)

(T − δ) exp

{
%

|σ|

}
= Φ1(σ) ≤ lnµ(σ, F ) ≤ Φ2(σ) = (T + δ) exp

{
%

|σ|

}
Тому за теоремою 1.9 з огляду на (4.5)

ln |an| ≤
λn%

ln2 λn
ln

(
(T + δ)(1 + o(1))e

%
λn ln2 λn

)
, n→∞,

ln |ank| ≥
λn%

ln2 λnk
ln

(
(T − δ)(1 + o(1))e

%
λnk ln2 λnk

)
, k →∞,

для деякої зростаючої послiдовностi (nk) натуральних чисел такої, що
lnG1(λnk, λnk+1

,Φ2) ≥ ln Φ1(κ(λnk, λnk+1
,Φ2)). Звiдси з огляду на довiльнiсть

δ випливають нерiвностi (4.20) i (4.21). Оскiльки ln Φ1(σ) = ln Φ2(σ) −
ln T + δ
T − δ , то послiдовнiсть (nk) задовольняє умову

lnG1(λnk, λnk(1 + θk),Φ2) ≥ lnG2(λnk, λnk(1 + θk),Φ2)− ln
T + δ

T − δ
, (4.23)

де θk =
λnk+1

λnk
−1. Якби lim

k→∞
θk = +∞, то з (4.23), (4.8), (4.17) для вiдповiдної

зростаючої до +∞ послiдовностi (θkj) випливало б, що

ln ln(1 + θkj)− ln

(
1 +

ln(1 + θkj)

ln tkj

)
≥
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≥ ln(1+θkj)−2
1 + θkj
θkj

ln

(
1+

ln(1 + θkj)

ln tkj

)
−1− ln

T + δ

T − δ
+o(1), j →∞,

тобто

ln ln(1+θkj) ≥ ln(1+θkj)−2
1 + θkj
θkj

ln

(
1+

ln(1 + θkj)

ln tkj

)
+1+ln

T + δ

T − δ
+o(1) =

= (1 + o(1)) ln(1 + θkj), j →∞,

що неможливо. Якщо lim
k→∞

θk = θ ∈ (0,+∞), то з (4.23), (4.9), (4.18) для
вiдповiдної послiдовностi (θkj), яка прямує до θ, випливає, що

ln
ln(1 + θ)

θ
≥ ln(1 + θ)

θ
− 1− ln

T + δ

T − δ
+ o(1), j →∞,

тобто, завдяки довiльностi δ, отримуємо нерiвнiсть

ln
ln(1 + θ)

θ
≥ ln(1 + θ)

θ
− 1,

яка є можливою тiльки для θ = 0. Отже,
λnk+1

λnk
− 1 = θk → 0(k → ∞),

тобто правильна рiвнiсть (4.22). Необхiднiсть умов 1) i 2) доведено.
Доведемо їх достатнiсть. З умови (4.20), завдяки рiвностi (4.5) i

довiльностi ε, за теоремою 1.8 легко отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ, F ) ≤ T (1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
, σ ↑ 0. З iншого боку, з умови (4.22)

з огляду на рiвностi (4.10), (4.16) випливає, що G1(λnk, λnk+1
,Φ) = (1 +

o(1))G2(λnk, λnk+1
,Φ) при k → ∞, i отже, за лемою 4.3 з умови (4.21) з

огляду на (4.5) i довiльнiсть ε одержуємо асимптотичну нерiвнiсть

lnµ(σ, F ) ≥ T (1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
, σ ↑ 0. Теорему 4.1 повнiстю доведено.

Встановимо тепер зв’язок мiж зростанням µ(σ, F ) i M(σ, F ). Для
цього використаємо наступний результат з [71].

Лема 4.2. Нехай S(Λ, 0) – клас рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсо-
лютної збiжностi i заданою послiдовнiстю Λ = (λn) показникiв, а функцiя

Φ ∈ Ω(0) така, що Φ′(σ)
Φ(σ)

↗ +∞ i ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)) при σ ↑ 0. Тодi

для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0) асимптотичнi нерiвностi
lnµ(σ, F ) ≤ (1+o(1))Φ(σ) i lnM(σ, F ) ≤ (1+o(1))Φ(σ) були рiвносильними
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при σ ↑ 0, необхiдно i досить, щоб lnn = o(Φ(Ψ(ϕ(λn)))) при n → ∞,
причому остання умова є достатньою для еквiвалентностi асимптотич-
них рiвностей lnµ(σ, F ) = (1+o(1))Φ(σ) i lnM(σ, F ) = (1+o(1))Φ(σ) при
σ ↑ 0.

Легко перевiрити, що функцiя Φ(σ) = T exp

{
%

|σ|

}
задовольняє

умови леми 4.2 i з огляду на (4.4)

Φ(Ψ(ϕ(x))) = T exp

{
%

|Ψ(ϕ(x))|

}
= T exp

{
%

|ϕ(x)|(1 +
|ϕ(x)|
% )

}
=

= T exp

{
%

|ϕ(x)|

(
1− (1 + o(1))|ϕ(x)|

%

)}
= T exp

{
%

|ϕ(x)| − 1 + o(1)

}
=

= T exp{lnx−2 ln ln x− lnT +ln %−1+o(1)} =
(1 + o(1))%x

e ln2 x
, x→ +∞.

Тому за лемою 4.2 для того, щоб для кожної функцiї F ∈ S(Λ, 0) асимптотичнi

нерiвностi lnµ(σ, F ) ≤ (1+o(1)) exp

{
%

|σ|

}
i lnM(σ, F ) ≤ (1+o(1)) exp

{
%

|σ|

}
були рiвносильними при σ ↑ 0, необхiдно i досить, щоб lnn = o(λn ln−2 λn)

при n → ∞, причому остання умова є достатньою для еквiвалентностi

асимптотичних рiвностей lnµ(σ, F ) = (1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
i lnM(σ, F ) =

(1 + o(1)) exp

{
%

|σ|

}
при σ ↑ 0. Звiдси з огляду на (4.7) i теорему 4.1

випливає наступна теорема.

Теорема 4.2. Нехай lnn = o(λn ln−2 λn) при n→∞. Тодi

T 0
R =

%0
R

e
lim
k→∞

1

λn ln2 λn
|an|ln

2 λn/%
0
Rλn (4.24)

i для того, щоб асимптотична рiвнiсть (4.1) була правильною, необхiдно
i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, T ) виконувались умови 1) i 2) теореми
4.1 з T = T 0

R i % = %0
R.

Зауваження 4.2. Як було зазначено вище, формула (4.24) збiгається
з формулою (1.9), але за теоремою 4.2 вона правильна за слабшої, нiж (1.8),
умови lnn = o(λn ln−2 λn), n→∞.
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Тепер ми знайдемо умови на коефiцiєнти i показники ряду Дiрiхле
(2.1) з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi, за яких

ln lnM(σ, F ) =
(1 + o(1))%0

R

|σ|
, σ ↑ 0, (4.25)

i, як вище, почнемо з доведення наступної теореми.

Теорема 4.3. Нехай % > 0. Для того, щоб

ln lnµ(σ, F ) =
(1 + o(1))%

|σ|
, σ ↑ 0, (4.26)

необхiдно i досить, щоб для кожного ε ∈ (0, %):

1) iснувало число n0(ε) таке, що для всiх n ≥ n0(ε)

ln |an| ≤
(%+ ε)λn

lnλn
; (4.27)

2) iснувала зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така,
що для всiх k ≥ k0

ln |ank| ≥
(%− ε)λnk

lnλnk
(4.28)

i
lim
k→∞

lnλnk+1

lnλnk
= 1. (4.29)

Доведення. Зрозумiло, що тепер досить вибрати Φ(σ) = exp

{
%

|σ|

}
i обмежитись асимптотикою вiдповiдних функцiй з точнiстю %(1 + o(1)).

Тодi за лемою 4.1 ϕ(x) =
−%(1 + o(1))

lnx
, а з огляду на (4.5) xΨ(ϕ(x)) =

−x%(1 + o(1))

lnx
при x → ∞. Оскiльки Φ(ϕ(x)) = exp

{
%

|ϕ(x)|

}
< x1+ε для

кожного ε > 0 i всiх досить великих x, то для всiх досить великих k

G1(tk, tk+1,Φ) ≤
tktk+1(t

ε
k+1 − tεk)

ε(tk+1 − tk)
.

З iншого боку,

|κ(tk, tk+1,Φ))| = %(1 + o(1))Ak = %(1 + o(1))
tk+1 ln tk+1 − tk ln tk

(tk+1 − tk) ln tk ln tk+1
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i, отже,

lnG2(tk, tk+1,Φ) =
%

|κ(tk, tk+1,Φ))|
=

= (1 + o(1))
(tk+1 − tk) ln tk ln tk+1

tk+1 ln tk − tk ln tk+1
, k →∞.

Припустимо тепер, що виконується асимптотична рiвнiсть (4.26). Тодi для
кожного δ ∈ (0, %/2) i всiх σ ∈ (σ0(δ), 0)

exp

{
%− δ
|σ|

}
= Φ1(σ) ≤ lnµ(σ, F ) ≤ Φ2(σ) = exp

{
%+ δ

|σ|

}
Звiдси за теоремою 1.9, як у доведеннi теореми 4.1, отримуємо нерiвнiсть
(4.27) для всiх n > n0(ε) i нерiвнiсть (4.28) для деякої зростаючої послiдовностi
(nk) натуральних чисел такої, що

lnG1(λnk, λnk+1
,Φ2) ≥ lnG2(λnk, λnk+1

,Φ2)− (ln Φ2(κ(tk, tk+1,Φ2))−

ln Φ1(κ(tk, tk+1,Φ2))) = lnG2(λnk, λnk+1
,Φ2)−

2δ

κ(tk, tk+1,Φ2)
,

тобто

ln
λnkλnk+1

(λεnk+1
− λεnk)

ε(λnk+1
− λnk)

≥ %− δ
|κ(λnk+1

, λnk,Φ2)
| =

=
%− δ
%+ δ

(λnk+1
− λnk) lnλnk lnλnk+1

λnk+1
lnλnk − λnk lnλnk+1

, k →∞. (4.30)

Припустимо, що λnk+1
= λ1+η

nk
i lim
k→∞

ηk = η > 0. Тодi iснує зростаюча
послiдовнiсть (kj) натуральних чисел така, що ηkj → η, λnkj = o(λnkj+1

)

i, отже, λnkj lnλnkj+1
= o(λnkj+1

lnλnkj ) при j →∞. Тому з (4.30) отримуємо

(1+ε(1+ηkj)) lnλnkj−ln ε+o(1)+lnT ≥ %− δ
%+ δ

(1+o(1))(1+ηkj)) lnλnkj , j →∞,

звiдки

1 + ε(1 + ηkj) ≥ (1 + o(1))
%− δ
%+ δ

(1 + ηkj),

що неможливо з огляду на довiльнiсть ε i δ . Отже, ηk → 0 (k → ∞) i
правильна рiвнiсть (4.29). Необхiднiсть умов 1) i 2) доведено.
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Доведемо достатнiсть. З огляду на довiльнiсть ε з умови 1) за теоремою

1.5 випливає асимтотична нерiвнiсть ln lnµ(σ, F ) ≤ (1 + o(1))%

|σ|
(σ ↑ 0).

Для доведення оберненої асимптотичної нерiвностi нам будуть потрiбнi двi
наступнi леми.

Лема 4.3 ([58]). Нехай Φ ∈ Ω(0) i ln |ank| ≥ −λnkΨ(ϕ(λnk)) для зростаючої
послiдовностi (nk) натуральних чисел.Тодi для всiх σ ∈ [λnk, λnk+1

] i всiх
k ≥ k0

lnµ(σ, F ) ≥ Φ(σ)
G1(λnk, λnk+1

,Φ)

G2(λnk, λnk+1
,Φ)

, Φ−1(lnµ(σ, F )) ≥ σ
Φ−1(G1(λnk, λnk+1

,Φ))

Φ−1(G2(λnk, λnk+1
,Φ))

.

Лема 4.4 ([61]). Нехай Φ ∈ Ω(0), а функцiя g - додатна, неперервна,
зростаюча до +∞ на (0,+∞) i g(x) > x. Припустимо, що (tk) – зростаюча
до +∞ послiдовнiсть додатних чисел i tk+1 ≤ g(tk). Тодi

Φ−1(G1(tk, tk+1,Φ))

Φ−1(G2(tk, tk+1,Φ))
≥ Φ−1(G1(tk, g(tk),Φ))

Φ−1(G2(tk, g(tk),Φ))
.

З (4.29) випливає, що λnk+1
≤ λ1+η

nk
для кожного η > 0 i всiх k ≥

k0(η). Тому за лемою 4.3 i лемою 4.4 з g(x) = x1+η маємо

Φ−1(lnµ(σ, F )) ≥ σ
Φ−1(G1(λnk, λ

1+η
nk

,Φ))

Φ−1(G2(λnk, λ
1+η
nk ,Φ))

(4.31)

для всiх σ ∈ [ϕ(λnk), ϕ(λnk+1
)] i всiх досить великих k. Оскiльки Φ(ϕ(x)) =

exp

{
%

|ϕ(x)|

}
> x1−ε для кожного ε ∈ (0, 1) i всiх досить великих x i

Φ−1(x) =
−%
lnx

, то при k →∞

Φ−1(G1(λnk, λ
1+η
nk

,Φ)) ≥ −%

ln

(
λ1+η
nk

λnk

λ1+η
nk − λnk

λ−εnk − λ
−ε(1+η)
nk

ε

) =

=
−%

(1− ε) lnλnk − ln ε+ o(1)
.

З iншого боку,

Φ−1(G2(λnk, λ
1+η
nk

,Φ)) = κ(λnk, λ
1+η
nk

,Φ) = −%(1 + o(1))Ak =
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= −%(1 + o(1))
λ1+η
nk

lnλnk − λnk lnλ1+η
nk

(λ1+η
nk − λnk) lnλnk lnλ1+η

nk

=
−%(1 + o(1))

(1 + η) lnλnk
, k →∞.

Тому з (4.31) отримуємо Φ−1(lnµ(σ, F )) ≥ σ
1 + η

1− ε
(1 + o(1)) при σ ↑ 0 ,

звiдки з огляду на довiльнiсть ε i η одержуємо нерiвнiсть ln lnµ(σ, F ) ≤
(1 + o(1))%

|σ|
(σ ↑ 0). Теорему 4.3 повнiстю доведено.

Позначимо через S∗(Λ, 0) клас формальних рядiв Дiрiхле (2.1) таких,
що |an|eσλn → 0, n → ∞, для кожного σ < 0 i будемо говорити, що
такий ряд належить до класу S∗µ,Φ(Λ, 0), якщо lnµ(σ, F ) ≤ (Φ(1 + o(1))σ),
i належить до класу S∗M,Φ(Λ, 0), якщо lnM(σ, F ) ≤ Φ((1 + o(1))σ) при
σ ↑ 0. З огляду на нерiвнiсть Кошi µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) маємо S∗M,Φ(Λ, 0) ⊂
S∗µ,Φ(Λ, 0). З iншого боку, якщо Φ ∈ Ω(0), |σ|Φ′(σ)Φ(σ)↗ +∞ i ln Φ′(σ) =

o(Φ(σ)) при σ ↑ 0, то за доведенною у [61] теоремою для того, щоб S∗µ,Φ(Λ, 0) ⊂
S∗M,Φ(Λ, 0) досить, щоб lim

n→∞
|ϕ(λn)|/|Φ−1(lnn)| < 1, i необхiдно, щоб

lim
n→∞
|ϕ(λn)|/|Φ−1(lnn)| ≥ 1. Як видно, з доведення цiєї теореми, за умови

lim
n→∞
|ϕ(λn)|/|Φ−1(lnn)| < 1 з огляду на нерiвнiсть Кошi рiвносильними є

асимпотичнi рiвностi lnµ(σ, F ) = Φ((1 + o(1))σ) i lnM(σ, F ) = Φ((1 +

o(1))σ) при σ ↑ 0. Легко перевiрити, що функцiя Φ(σ) = exp

{
%

|σ|

}
задовольняє умови цього твердження, а умова lim

n→∞
|ϕ(λn)|/|Φ−1(lnn)| < 1

у даному випадку рiвносильна умовi (1.8). Тому з теореми 4.3 випливає
наступна теорема.

Теорема 4.4. Нехай виконується умова (1.8). Для того, щоб асимпто-
тична рiвнiсть (4.25) була правильною, необхiдно i досить, щоб для кожного
ε ∈ (0, %) виконувались умови 1) i 2) теореми 4.3 з % = %0

R.
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4.2. Нижнiй R-порядок ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою
абсолютної збiжностi. Аналоги нерiвностi Уiттекера.

Крiм R-порядку %0
R для характеристики зростання ряду Дiрiхле (2.1)

з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi введемо нижнiй R-порядок

λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ).

Аналогом теореми Уiттекера є наступна теорема.

Теорема 4.5. Якщо lnn = o

(
λn

lnλn

)
при n → ∞, то λ0

R ≤ %0
Rβ, β =

lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

.

Для доведення цiєї теореми нам будуть потрiбними двi наступнi
леми.

Лема 4.5. Якщо lnn = o

(
λn

lnλn

)
при n→∞, то

%0
R = %∗ =: lim

σ↑0
|σ| ln lnµ(σ, F ), λ0

R = λ∗ =: lim
σ↑0
|σ| ln lnµ(σ, F ).

Доведення. Справдi, з огляду на нерiвнiсть Кошi µ(σ, F ) ≤M(σ, F )

маємо λ∗ ≤ λ0
R i %∗ ≤ %0

R . З iншого боку, з умови lnn = o

(
λn

lnλn

)
, n→∞,

випливає, що lnn(t) ≤ ε2t

ln t
для кожного ε > 0 i всiх t ≥ t0(ε), де n(t) =∑

λn≤1 1 - лiчильна функцiя послiдовностi (λn). Тому

M(σ, F )

µ(σ/(1 + ε), F )
≤

∞∑
n=0

|an| exp{σλn/(1 + ε)}
µ(σ/(1 + ε), F )

exp

{
− ε|σ|λn

1 + ε

}
≤

≤
∞∑
n=0

exp

{
− ε|σ|λn

1 + ε

}
≤
∫ ∞

0
exp

{
− ε|σ|t

1 + ε

}
dn(t) ≤

≤ ε|σ|
1 + ε

∫ ∞
0

n(t) exp

{
− ε|σ|t

1 + ε

}
dt ≤

≤ ε|σ|
1 + ε

(∫ t0

0
n(t)dt+

∫ ∞
t0

exp

{
− ε|σ|

1 + ε
t+

ε2t

ln t

}
dt

)
=
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=
ε|σ|

1 + ε

∫ ∞
0

exp

{
− εt

(
|σ|

1 + ε
− ε

ln t

)}
dt+ o(1), σ ↑ 0.

Приймемо t(σ) = exp

{
2ε(1 + ε)

|σ|

}
. Тодi t(σ)→ +∞ при σ ↑ 0 i

∫ t(σ)

0
exp

{
− εt

(
|σ|

1 + ε
− ε

ln t

)}
dt ≤

∫ t(σ)

0
exp

{
ε2t

ln t

}
dt ≤

≤ t(σ) exp

{
ε2t(σ)

ln t(σ)

}
= exp

{
ε2t(σ)

ln t(σ)
+ ln t(σ)

}
=

= exp

{
(1 + o(1))ε2t(σ)

ln t(σ)

}
≤ exp{t(σ)},

а ∫ ∞
t(σ)

exp

{
− εt

(
|σ|

1 + ε
− ε

ln t

)}
dt ≤

≤
∫ ∞
t(σ)

exp

{
− εt

(
|σ|

1 + ε
− ε

ln t(σ)

)}
dt =

=

∫ ∞
t(σ)

exp

{
− ε|σ|t

2(1 + ε)

}
dt ≤ 2(1 + ε)

ε|σ|
.

Тому
M(σ, F )

µ(σ/(1 + ε), F )
≤ ε|σ|

1 + ε
exp{t(σ)}+ 2 + o(1), σ ↑ 0,

звiдки легко випливає, що

|σ| ln lnM(σ, F ) ≤ |σ| lnµ(σ/(1 + ε), F ) + |σ| ln t(σ) + o(1) =

= (1 + ε)
|σ|

1 + ε
lnµ(σ/(1 + ε), F ) + 2ε(1 + ε) + o(1), σ ↑ 0.

Переходячи до границi при σ ↑ 0, отримуємо нерiвностi λ0
R ≤ (1 + ε)λ∗ +

2ε(1 + ε) i %0
R ≤ (1 + ε)%∗ + 2ε(1 + ε), тобто з огляду на довiльнiсть ε

правильнi нерiвностi λ0
R ≤ λ∗ i %0

R ≤ %∗. Лему 4.4 доведено.

Лема 4.6. Нехай ряд Дiрiхле (2.1) має абсцису абсолютної збiжностi
σa = 0, Φ ∈ Ω(0) i lnµ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для всiх σ ∈ [σ0, 0). Тодi

lim
σ↑0

lnµ(σ, F )

Φ(σ)
≤ lim

n→∞

G1(λn, λn+1,Φ)

G2(λn, λn+1,Φ)
, (4.32)
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а якщо, крiм того,(
Φ′′(σ)Φ(σ)

(Φ′(σ))2 − 1

)
ln Φ(σ) ≥ q > −∞, σ ∈ [σ0, 0), (4.33)

то
lim
σ↑0

ln lnµ(σ, F )

ln Φ(σ)
≤ lim

n→∞

lnG1(λn, λn+1,Φ)

lnG2(λn, λn+1,Φ)
. (4.34)

Тепер можемо довести теорему 4.5. Для цього розглянемо функцiю

Φ(σ) = T exp

{
%

|σ|

}
, де T > 0 i % > 0. Тодi, як показано вище, при n→∞

G1(λn, λn+1,Φ) =
(1 + o(1)λnλn+1)%

λn+1 − λn

(
1

lnλn
− 1

lnλn+1

)
, (4.35)

а
G2(λn, λn+1,Φ) = T exp

{
%

|κ(λn, λn+1,Φ)|

}
,

|κ(λn, λn+1,Φ)|
%

= An + 2Bn + (1 + o(1))Cn ln
eT

%
, n→∞,

де

An =
λn+1 lnλn − λn lnλn+1

(λn+1 − λn) ln tn lnλn+1
,

а Bn = o(An) i Cn = o(An) при n→∞. Тому

lnG2(λn, λn+1,Φ) = (1 + o(1))
(λn+1 − λn) lnλn lnλn+1

λn+1 lnλn − λn lnλn+1
, n→∞,

а

lnG1(λn, λn+1,Φ) = ln
λnλn+1

λn+1 − λn
+ ln

(
1

lnλn
− 1

lnλn+1

)
+O(1), n→∞,

Легко перевiрити, що(
Φ′′(σ)Φ(σ)

Φ′(σ)2 − 1

)
ln Φ(σ) = 2 +

2|σ|
%

> 2.

Тому, використовуючи леми 4.4 - 4.5 i вибираючи % = %R + ε i T = 1,
отримуємо

λ0
R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ) ≤ lim

σ↑0
(%0
R + ε)|σ| ln lnµ(σ, F ) ≤
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≤ (%0
R + ε) lim

n→∞

ln
λnλn+1

λn+1 − λn
(λn+1 − λn) lnλn lnλn+1

λn+1 lnλn − λn lnλn+1

(4.36)

Припустимо, що β < 1. Тодi iснують число β∗ ∈ (β, 1) i зростаюча послiдовнiсть
(nk) натуральних чисел такi, що lnλnk ≤ β∗ lnλnk+1, тобто λnk ≤ λβ

∗

nk+1 =

o(λnk+1), k →∞. Тому з (4.36) з огляду на довiльнiсть ε отримаємо

λ0
R ≤ %0

R lim
k→∞

lnλnk
lnλnk+1

(
1− λnk lnλnk+1

λnk+1 lnλnk

)
≤ %0

Rβ
∗,

бо
λnk
λnk+1

= o

(
lnλnk

lnλnk+1

)
при k → ∞. З огляду на довiльнiсть β∗ < β

нерiвнiсть λ0
R ≤ β%0

R доведено. Для β = 1 ця нерiвнiсть очевидна. Теорему
4.5 доведено.

Подiбно до нижнього R-порядку, введемо нижнiй R-тип

t0R = lim
σ↑0

exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln M(σ, F ) i отримаємо аналог теореми 4.5. Для

цього доведемо спочатку таку лему.

Лема 4.7. Якщо lim
n→∞

ln lnn

lnλn
< 1 i T 0

R <∞, то

t0R = t∗ =: lim
σ↑0

exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln µ(σ, F )

i
T 0
R = T ∗ =: lim

σ↑0
exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln µ(σ, F ).

Справдi, за нерiвнiстю Кошi t∗ ≤ t0R i T ∗ ≤ T 0
R, а в [17,c.16] доведено,

що для кожного σ < 0 i ε ∈ (0, |σ|)

M(σ, F )

µ(σ, F )
≤ n(2λν(σ+ε)) +

ε

2

∫ ∞
2λν(σ+ε)

n(t) exp

{
− εt

2

}
dt,

де ν(σ, F ) = max{|an| exp{σλn} = µ(σ, F )} - центральний iндекс ряду (2.1),
а оскiльки lnn(t) ≤ tα для деякого α ∈ (0, 1) i всiх t ≥ t(α), то [17, c.21]

n(2λν(σ+ε)) ≤ exp

{(
4

ε

)α
lnα

µ(σ + ε)

µ(σ + ε/2)

}
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i [17, c.22]

ε

2

∫ ∞
2λν(σ+ε)

n(t) exp

{
− εt

2

}
dt ≤ ε

2

(
8

ε

) 1
1−α

exp

{(
8

ε

) α
1−ε
}

+ 1 = K(ε).

Звiдси випливає, що

ln M(σ, F ) ≤ ln µ(σ, F ) +

(
4

ε

)α
lnα µ(σ + ε) + o(1) ≤

≤ ln µ(σ, F ) +

(
4

ε

)α
(T ∗ + δ)α exp

{
α%0

R

|σ + ε|

}
+ o(1), σ ↑ 0.

Тому, якщо виберемо ε =
(1− α)

2
|σ|, то σ + ε =

1 + α

2
σ i

exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln M(σ, F ) ≤ exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln µ(σ, F )+

+

(
8(T ∗ + δ)

(1− α)|σ|

)α
exp

{
− %0

R

(
1

|σ|
− 2α

(1 + α)|σ|

)}
+ o(1) =

= exp

{
− %0

R

|σ|

}
ln µ(σ, F ) + o(1), σ ↑ 0.

Звiдси випливає, що T 0
R ≤ T ∗ i t0R ≤ t∗. Лему 4.6 доведено.

Нам буде потрiбною також наступна лема [30] .

Лема 4.8. Функцiя
G1(x, b,Φ)

G2(x, b,Φ)
є зростаючою на (0, b).

Використовуючи леми 4.6 i 4.7, доведемо наступну теорему.

Теорема 4.6. Якщо T 0
R <∞, lim

n→∞

ln lnn

lnλn
< 1 i lim

n→∞

λn
λn+1

= γ, то

t0R ≤ T 0
Rg(γ), g(γ) =

ln(1/γ)

1− γ
exp

{
1 +

ln γ

1− γ

}
(4.37)

Доведення. Припустимо, що γ < 1. Тодi iснують число γ∗ ∈ (γ, 1)

i зростаюча послiдовнiсть (nk) натуральних чисел такi, що λnk ≤ γ∗λnk+1.
За лемами 4.5 i 4.7 маємо

lim
σ↑0

ln µ(σ, F )

Φ(σ)
≤ lim

k→∞

G1(λnk, λnk+1,Φ)

G2(λnk, λnk+1,Φ)
≤
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≤ lim
k→∞

G1(γ
∗λnk+1, λnk+1,Φ)

G2(γ∗λnk+1, λnk+1,Φ)
.

Позначимо θ =
1

γ∗
− 1 i tk = γ∗λnk+1. Тодi λnk+1 = (1 + θ)tk i, отже,

lim
σ↑0

ln µ(σ, F )

Φ(σ)
≤ lim

k→∞

G1(tk, (1 + θ)tk,Φ)

G2(tk, (1 + θ)tk,Φ)
.

Для функцiї Φ(σ) = T exp

{
%0
R

|σ|

}
правильнi спiввiдношення (4.9) i

(4.18) Тому

t0R = lim
σ↑0

ln µ(σ, F )

exp

{
%0
R

|σ|

} ≤
≤ T 0

R lim
k→∞

exp{lnG1(tk, (1 + θ)tk,Φ)− lnG2(tk, (1 + θ)tk),Φ)} =

= T 0
R lim
k→∞

exp

{
ln

(1 + θ) ln(1 + θ)

θ
− ln(1 + θ)− ln(1 + θ)

θ
+ 1 + o(1)

}
=

= T 0
R exp

{
ln(1 + θ)

θ(1 + θ)1/θ

}
= T 0

R

ln(1/γ∗)

1− γ∗
exp

{
1 +

ln γ∗

1− γ∗

}
.

З огляду на довiльнiсть γ∗ нерiвнiсть (4.37) для γ < 1 доведено.
Оскiльки lim

γ↑1
g(γ) = 1, то нерiвнiсть (4.37) при γ = 1 є очевидною.

Теорему 4.6 доведено.

4.3. Висновки.

Для рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi скiнчен-
ного R-порядку %0

R за А. Гайсиним встановлено умови на коефiцiєнти та
показники, за яких правильнi наступнi асимптотичнi рiвностi lnM(σ, F ) =

T 0
R(1 + o(1)) exp

{
%0
R

|σ|

}
i ln lnM(σ, F ) =

(1 + o(1))%0
R

|σ|
при σ ↑ 0.

Для нижнього R-порядку λ0
R такого ряду за умови lnn = o

(
λn

lnλn

)
(n→∞) отримано оцiнку λ0

R ≤ %0
R lim
n→∞

lnλn
lnλn+1

. Подiбна оцiнка правильна

для нижнього R-типу t0R через R-тип T 0
R.



150

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розв’язано ряд актуальних задач з теорiї
рядiв Дiрiхле з невiд’ємними показниками, якi стосуються асимптотичного
поводження максимуму модуля суми ряду Дiрiхле та його максимального
члена.

Для ряду Дiрiхле з довiльною абсцисою абсолютної збiжностi i
додатними коефiцiєнтами знайдено новi оцiнки як знизу, так i зверху його
суми. Отриманi оцiнки застосовано до дослiджень зв’язку мiж зростанням
логарифмiв максимуму модуля i зростанням максимального члена у
термiнах функцiї порiвняння та багаточленних показникових та степеневих
асимптотик.

У термiнах багаточленної(зокрема тричленної) степеневої асимпто-
тики встановлено зв’язок мiж зростанням логарифма максимального члена
i поводженням коефiцiєнтiв ряду Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi.

Для абсолютно збiжного у пiвплощинi ряду Дiрiхле скiнченного
R-порядку за А.Гайсиним дослiджено умови на показники та коефiцiєнти,
за яких його сума має регулярне зростання, тобто отримано аналог
класичної теореми Е.Лiндельофа. Встановлено аналог нерiвностi Дж. Уiт-
текера для нижнього R-порядку i R-порядку ряду Дiрiхле з нульовою
абсцисою абсолютної збiжностi.

Основнi результати дисертацiї мають критерiальний характер i
доповнюють вiдповiднi результати М.М. Шеремети, М.В. Заболоцького,
О.М. Сумик i Л.Л. Лугової. При доведеннi використовуються сучаснi
методи теорiї рядiв Дiрiхле.
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