
ВIДГУК ОФIЦIЙНОГО ОПОНЕНТА
на дисертацiйну роботу Дiльного Володимира Миколайовича

”Асимптотичнi та апроксимацiйнi властивостi функцiй експо-
ненцiального типу та їх застосування” , подану на здобуття науково-
го ступеня доктора фiзико–математичних наук зi спецiальностi 01.01.01
– математичний аналiз.

Актуальнiсть роботи. Вивчення просторiв Гардi займає важливе
мiсце в сучасному аналiзi. Ефекти, що виникають при цьому, важливi
самi собою, цiкавими є також багатi зв’язки просторiв Гардi з iншими
об’єктами аналiзу, численнi застосування у сумiжних областях. Активнi
дослiдження в цiй тематицi пов’язанi, зокрема, з роботами А. Бьорлiн-
га та П. Лакса, зачiпають питання гiпер- i мультициклiчних функцiй та
операторiв у цих просторах. Iстотний розвиток теорiя просторiв Гардi
одержала в роботах петербурзької школи аналiзу, створеної В. П. Хавi-
ним.

Частково цi результати почали поширюватися на ваговi простори Гар-
дi, а також на простори Гардi в рiзних нестандартних областях. Тут
знадобилися новi методи, зокрема при вивченнi просторiв з експонен-
цiальною вагою природним виявилось застосування методiв теорiї Пелi-
Вiнера. Вiдзначимо, що властивостi таких просторiв iстотно вiдрiзняють-
ся вiд властивостей класичних просторiв Гардi. До початку дослiджень
пошукувача про них було вiдомо не так багато. Тому детальне їх вив-
чення, яке робиться в данiй роботi, а також знаходження всеможливих
застосувань є актуальною задачею.

Опис результатiв работи. Основним об’єктом дослiджень є введе-
ний Б.В.Винницьким простiр Hp

σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, σ ≥ 0, аналiтичних
функцiй у правiй пiвплощинi з нормою

∥f∥ = sup
−π/2<φ<π/2

{∫ ∞

0

|f(reiφ)|pe−prσ| sinφ|dr

}
. (1)

Попередником його був добре вiдомий простiр Вiнера-Пелi W p
σ цiлих

функцiй експоненцiального типу, що не перевищує σ, якi належать на
дiйснiй осi простору Lp. Останнiй можна також означити як множину
цiлих функцiй з умовою скiнченностi (1), де sup береться за промiжком
[0, 2π].

Насамперед, автор, розглядаючи розклади функцiй iз класу W 1
σ вигля-

ду

f(z) =
∑
k∈Z

(−1)kck
π sinσz

σz − πk
,

знаходить в термiнах коефiцiєнтiв ck необхiднi i достатнi умови, при яких
f зображається у виглядi рiзницi двох цiлих функцiй g ∈ B(0, π),
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h ∈ B(0,−π) або голоморфних у правiй пiвплощинi функцiй g ∈ B(0, π/2),
h ∈ B(0,−π/2), де

B(α, β) =

{
f : sup

α<φ<β

∫ ∞

0

|f(reiφ|dr < ∞
}
.

Зокрема, ним одержано простi достатнi умови, зручнi для застосувань
(теореми 2.1–2.4). Далi, В. Дiльний переходить до вивчення просторiв
Hp

σ(C+) i доводить еквiвалентнiсть норми (1) та спецiальної норми, що
визначається поведiнкою голоморфної в правiй пiвплощинi функцiї на
всiх вертикальних прямих i горизонтальних пiвпрямих. При цьому вiн
спирається на одержанi ним новi теореми типу Фрагмена–Лiндельофа.

Далi автор дослiджує знайдений Б.Винницьким аналог зображення
Вiнера–Пелi для функцiй G ∈ Hp

σ(C+) та знаходить необхiднi i достатнi
умови на зображаючу функцiю для того, щоб функцiя G мала ту чи
iншу асимптотику на нескiнченностi, наприклад log |G(x)|/x → −∞ при
x → +∞.

Пiсля цього В. Дiльний для функцiй G ∈ Hp
σ(C+) вивчає зв’язок мiж

їх асимптотиками на уявнiй осi i дiйснiй пiвосi. Окремо розглядають-
ся випадки, коли функцiя G не має нулiв i коли iнтегральна гранична
функцiя є сталою. Результати є точними, бо знайденi автором умови є
еквiвалентними мiж собою. Тут В. Дiльний спирається на знайденi ним
ранiше спецiальнi зображення типу Кошi та Пуассона для функцiй класу
Hp

σ(C+). Хочу вiдзначити, що результати автора не мають аналогiв для
класичних просторiв Гардi з σ = 0. Особливо цiкавим є застосування
одержаних результатiв для знаходження критерiю циклiчностi функцiї
G, тобто повноти системи {G(z)ezτ , τ ≤ 0} у просторi H2

σ(C+). Описано
також замикання множини лiнiйних комбiнацiй системи у випадку, коли
функцiя не циклiчна. Розглянуто також аналог цих результатiв для кру-
га. Як наслiдок одержується зв’язок мiж циклiчнiстю функцiй в цьому
просторi i класичному просторi Гардi.

Цiкавою є корисна в застосуваннях теорема про оцiнку норми опера-
тора

Tf =

∫ +∞

0

uK(x− u)

u2 − x2
f(u)du

з H1
σ(C+) в L1(0,∞). Напевно, ця оцiнка є точною чи близькою до точної,

але, на жаль, автор цього не перевiряє.
Далi, позначимо Dσ = {z ∈ C : |ℑz| < σ, ℜz < 0}, D∗

σ = C\Dσ. Через
E2(Dσ) позначається простiр аналiтичних в Dσ функцiй g, для яких iн-
теграли

∫
|g(z)|2|dz| рiвномiрно обмеженi за всiма вiдрiзками в Dσ, якi є

паралельними будь-якiй з координатних осей. Аналогiчно визначається
простiр E(D∗

s). В роботi розглядається рiвняння згортки∫
Dσ

f(τ + w)g(w)dw = 0, g ∈ E(D∗
σ)
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вiдносно f ∈ E(Dσ). З результатiв Б. Винницького та вищезгаданого кри-
терiю циклiчностi випливає, що це рiвняння має нетривiальний розв’язок
тодi i тiльки тодi, коли функцiя

G(z) =
1

i
√
2π

∫
∂Dσ

g(w)e−zwdw

задовiльняє хоча б одну з наступних умов
1) G(z) має хоч один нуль в правiй пiвплощинi,
2) iнтегральна гранична функцiя для G не є сталою,
3) lim supx→+∞

(
log |G(x)|

x
+ 2σ log x

π

)
< +∞.

Розв’язки у випадках 1) i 2) були одержанi у попереднiх роботах, а
в дисертацiї описана повна множина розв’язкiв для iстотно складнiшого
випадку 3).

Також автор переносить частину описаних вище результатiв на функ-
цiї у випуклих необмежених многокутниках, що лежать у кутi розхилом
менше π.

Результати дисертацiї мають цiкавi застосування. Так, наведемо на-
ступне еквiвалентне формулювання гiпотези Рiмана про нулi ζ-функцiї:

Наслiдок 7.2. Гiпотеза Рiмана справедлива тодi i тiльки тодi, коли
функцiя z−1/2

(z+1/2)2
ζ(z+1/2) є циклiчною в H2

σ(C+) для якого-небудь σ ≥ 0.
При σ = 0 це вiдомий результат Ж.Бурноля.
Як застосування одержано також наступний критерiй повноти си-

стеми функцiй vk(t) = cos ρkt + ρkt sin ρkt, k ∈ N у просторi L2(0, 1):
ця система при умовi ρ2k ̸= ρ2m, k ̸= m неповна тодi i тiльки тодi, ко-
ли всi ρk є нулями деякої парної цiлої функцiї G(w) експоненцiального
типу не вище 1 такої, що G(0) = 0, G(x)/x2 ∈ L1(0,∞), x

∫∞
x

G(t)/t2dt ∈
L2(0,∞),

∫∞
−∞G(t)/t2dt = 0.

Зауваження
с.6 – список позначень вартувало б доповнити, там вiдсутнi необхiднi

означення просторiв Гардi-Смiрнова, Dσ, D∗
σ, T 2(D−

×), D×, C(αn, βn),
тодi як присутнi дуже спецiальнi означення, якi майже не зустрiчаються
Pf , Sf , Kf .

Роздiл 1
с.21 Нечiтко сказано про авторство теореми 1.2. Треба сказати, що

означення 1.1 i 1.3 еквiвалентнi.
с.24. Недоречно в однiй формулi писати ℑz i y.
c.42 Автор для одного i того ж об’єкту пише то E2

∗ [Dσ], то E2[D∗
σ].

c.52 Незрозумiло, що таке випадок 3).
Роздiл 2
с.63 Пропущена дужка в першому рядку, в третьому слiд замiнити

(2.4) на (2.2).
с.64 Помилкове посилання на теорему А3.16.
с.66, 1 рядок знизу - пропущено π.
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с.70 Описка в останньому рядку (треба h2h
∗
2)

с.83 Лема 2.8. Доведення проходить тiльки при α = −β, але до цього
випадку зводиться загальний випадок з допомогою повороту системи
координат.

Роздiл 3
c.97 Замiнити оцiнку |g(z)| ≤ c/

√
ℜz на |g(z)| ≤ c/

√
ℜz + 1.

Роздiл 4
с.121 Запис eczexκ(x) беззмiстовний, по-перше не z а x, а по-друге, c

можна забрати, включивши в κ(x).
c. 127 Замiнити h(t) на hG(t).
c. 135 Замiнити p ≥ ∞ на p ≤ ∞.
Роздiл 5
c.204 Описка в оцiнцi норми оператора π/2.
Роздiл 6
с.235 Помилкове посилання на А3.16.
Роздiл 7
с.258 Одне з ν слiд замiнити на n, iнакше однiєю буквою позначаються

рiзнi параметри.
с. 268-269 Теореми 7.7 i 7.8. В умовах достатньо 3-х променiв, але щоб

вони розбивали площину на кути < π. Далi, нерiвностi для T (z) викону-
ються не для всiх z, а тiльки на променях, i тiльки тодi застосовується
теорема типу Фрагмена-Лiндельофа.

Зрозумiло, цi неточностi не впливають на мою високу оцiнку дисер-
тацiї.

Заключна частина i висновки. З опису результатiв дисертацiї вип-
ливає, що майже всi вони одержанi В. Дiльним для об’єктiв, що активно
вивчалися ранiше iншими авторами, але при цьому дисертант не зай-
мається уточненням чужих результатiв, а знаходить новi ефекти або
поширює вiдомi ранiше на новий чи iстотно ширший клас функцiй, ви-
користовуючи для цього новi методи i конструкцiї. На мiй погляд, це є
великим достоїнством роботи.

Бiльшiсть результатiв носить критерiальний характер, має закiнче-
ний вигляд. Їх достовiрнiсть не викликає сумнiвiв, оскiльки вони до-
повiдалися на 17 наукових конференцiях, представленi в 20 українських
фахових журналах, а також 5 журналах, що мають iмпакт-фактор Math-
Net.Ru. Всi доведення, висновки i рекомендацiї є обгрунтованими.

Дана дисертацiя вносить вагомий вклад в теорiю просторiв Гардi i бу-
де корисною в тих роздiлах математики, якi дотикаються з цiєю теорiєю.
Результати є цiкавими для спецiалiстiв, що працюють у Львiвському,
Харкiвському, Київському унiверситетах, київському Iнститутi матема-
тики. Автореферат правильно вiдображає змiст дисертацiї.

Все сказане дозволяє зробити висновок, що за обсягом проведених
наукових дослiджень, їх науковим рiвнем, актуальнiстю, науковою но-
визною, значимiстю та завершенiстю отриманих результатiв, кiлькiстю
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