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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Теорiя сингулярно збурених диференцiальних
рiвнянь є важливим роздiлом сучасної математики, оскiльки такi рiвняння
часто використовують як математичнi моделi у багатьох галузях сучасного
природознавства та технiки i є цiкавим об’єктом для дослiдження. Наявнiсть
малого параметра при старших похiдних чи частинi старших похiдних вiдо-
бражає певнi специфiчнi фiзичнi властивостi дослiджуваних явищ i процесiв,
але за цього суттєво ускладнює їх вивчення.

Найбiльш поширеними методами дослiдження подiбних задач є асимп-
тотичнi методи, якi дають змогу будувати асимптотичнi розв’язки згаданих
задач, встановлювати оцiнки точностi отриманих наближених розв’язкiв та
вивчати якiснi властивостi розв’язкiв дослiджуваних рiвнянь.

Теорiя асимптотичних методiв в останнi два столiття отримала бур-
хливий розвиток, результатом якого стало створення низки асимптотичних
методiв, якi пiдтвердили свою ефективнiсть пiд час вивчення багатьох рiзно-
манiтних приладних задач.

Серед класичних методiв сучасного асимптотичного аналiзу насампе-
ред потрiбно згадати метод усереднення М. М. Боголюбова i асимптотичний
метод Крилова-Боголюбова-Митропольського, результати прiоритетного ха-
рактеру з розвитку яких належать українським математикам (М. М. Боголю-
бов, Ю. О. Митропольський, А. М. Самойленко, О. Б. Ликова, I. О. Парасюк,
М. О. Перестюк, В. Г. Самойленко та iн.). Цi методи виявилися дуже ефек-
тивними при розв’язаннi низки важливих практичних задач з регулярним
збуренням.

Сингулярно збуренi задачi є бiльш складними, нiж задачi з регулярним
збуренням. Тому пiд час вивчення таких задач значну увагу придiлено дослi-
дженню як лiнiйних задач iз сингулярним збуренням, в розвиток асимптоти-
чних методiв аналiзу яких значний вклад внесли С. О. Ломов, М. I.Шкiль,
Н. В. Федорюк, А. М. Самойленко, С. Г. Крейн, В. П. Яковець, О. А. Бойчук,
Г. С. Жукова, Л. Каранджулов, К. С. Чернишов та iншi, так i нелiнiйних.

Аналiз лiтератури засвiдчує, що найбiльш дослiдженими є сингулярно
збуренi крайовi задачi для звичайних диференцiальних рiвнянь та систем, а
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також крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними
елiптичного i параболiчного типiв.

Серед асимптотичних методiв, якi найчастiше використовують для вив-
чення сингулярно збурених нелiнiйних диференцiальних рiвнянь з частинни-
ми похiдними, варто видiлити метод ВКБ та його узагальнення на нелiнiйнi
задачi ( R. Miura, M. D. Kruskal, В. П. Маслов, С. Ю. Доброхотов, Г. О. Оме-
льянов, В. Г. Самойленко, Ю. I. Самойленко), метод Люстерника-Вiшика
(А. Б. Васильєва, В. Ф. Бутузов, В. А. Треногiн та iн.), метод примежових
функцiй (А. Б. Васильєва, В. Ф. Бутузов, А. Д. Мишкiс, В. А. Треногiн,
К. А. Касiмов, В. М. Цимбал та iн.).

Варто також згадати про те, що методи класичної теорiї усереднення
широко використовують для вивчення задач у перфорованих областях для
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними рiзного типу чи операто-
рiв зi швидкозмiнними коефiцiєнтами. Важливi результати у цьому напрямi
отримали М. С. Бахвалов, Ю. Д. Головатий, В. В. Жиков, В. О. Мар-
ченко, Т. А. Мельник, С. О. Назаров, О. А. Олiйник, А. Л. Пятницький,
I. В. Скрипник, Є. Я. Хруслов, Г. А. Чєчкiн, П. Донато, Ж.-Л. Лiонс,
Е. Санчес-Паленсiя та iн.

Огляд наукової лiтератури свiдчить, що теорiя гiперболiчних рiвнянь i
систем та розвиток методiв їх дослiдження є актуальним роздiлом сучасної
теорiї диференцiальних рiвнянь i мають широку сферу застосувань. Зауважи-
мо, що для гiперболiчних систем достатньо детально вивчено питання iсну-
вання глобальних гладких розв’язкiв, якi є наслiдками деяких iнтегральних
законiв збереження, та певнi властивостi розв’язкiв таких задач.

Хоча дослiдженню асимптотики розв’язкiв мiшаних задач для гiпербо-
лiчних рiвнянь i систем з малим параметром придiлено значну увагу – ва-
жливi результати з цього напряму отримали В. М. Бабич, В. Ф. Бутузов,
А. Б. Васильєва, М. Г. Джавадов, А. Ф. Каращук, К. А. Касiмов, Д. С. Лапiн,
В. Ю. Ляпiдевський, А. Д. Мишкiс, О. А. Олiйник, I. О. Рассказов,
Ю. I. Самойленко, А. М. Фiлiмонов, В. М. Цимбал, A. Джефрi, T. Кава-
хара, Дж. Кеворкян та iншi, однак до сьогоднi залишалися ще не достатньо
вивченими задачi для сингулярно збурених гiперболiчних рiвнянь у випадку,
коли малий параметр мiститься лише при частинi старших похiдних.
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У цiй роботi запропоновано єдиний пiдхiд до дослiдження мiшаних за-
дач для лiнiйних та нелiнiйних гiперболiчних систем, у яких малий параметр
ε у частинi рiвнянь системи є множником при похiдних за t , а в решти рiв-
нянь – за просторовою похiдною, тобто вироджена задача має ортогональнi
до осей координат характеристики. Деякi частковi випадки подiбних сингу-
лярних задач розглядали А. Д. Мишкiс та О. Маулєнов, В. Ф. Бутузов
та А. Ф. Каращук.

Тому вивчення згаданих вище сингулярно збурених гiперболiчних задач
є актуальною темою математичних дослiджень.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Дисертацiю виконано вiдповiдно до плану наукових дослiджень кафедри ди-
ференцiальних рiвнянь механiко-математичного факультету Львiвського на-
цiонального унiверситету iменi Iвана Франка в рамках науково-дослiдної те-
ми ”Дослiдження нелiнiйних задач для диференцiальних операторiв” (номер
держреєстрацiї 0111U004540).

Мета i завдання дослiдження. Головною метою дослiдження є вив-
чення асимптотичної поведiнки розв’язкiв сингулярно збурених мiшаних за-
дач для гiперболiчних систем лiнiйних, напiвлiнiйних та квазiлiнiйних рiв-
нянь першого порядку з двома незалежними змiнними та малим параметром
при похiдних за часовою i просторовою змiнними.

Завданнями дисертацiйного дослiдження є:
1) визначити достатнi умови глобальної класичної розв’язностi мiшаних

задач для нелiнiйних гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку з двома
незалежними змiнними та ортогональними характеристиками;

2) побудувати асимптотику розв’язкiв зi встановленням оцiнок залиш-
кових членiв мiшаних задач з малим параметром при рiзних похiдних для
лiнiйних та напiвлiнiйних гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку;

3) побудувати асимптотичне наближення розв’язкiв мiшаних задач для
гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку з рiзними характеристичними
напрямами;

4) дослiдити ефект примежового шару в нелiнiйних мiшаних зада-
чах для вироджених гiперболiчних систем квазiлiнiйних рiвнянь першого
порядку.
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Об’єктом дослiдження є сингулярно збуренi мiшанi задачi для гiпер-
болiчних систем лiнiйних, напiвлiнiйних та квазiлiнiйних рiвнянь з частинни-
ми похiдними першого порядку з двома незалежними змiнними.

Предмет дослiдження – асимптотична поведiнка розв’язкiв мiшаних
задач для гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку з малим параме-
тром при похiдних за часовою та просторовою змiнними.

Методи дослiджень. Для розв’язання сформульованих задач дисер-
тацiйної роботи використано результати i методи асимптотичного аналiзу до-
слiдження рiвнянь з частинними похiдними, метод характеристик (при зве-
деннi мiшаних задач до еквiвалентних систем iнтегро-функцiональних рiв-
нянь), апрiорних оцiнок, метод примежових шарiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Для сингулярно збуре-
них мiшаних задач для гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку з ма-
лим параметром при похiдних за часовою та просторовою змiнними отримано
такi новi результати:

1) побудовано та обґрунтовано асимптотичне наближення розв’язку мi-
шаної задачi для гiперболiчної системи лiнiйних рiвнянь першого порядку з
малим параметром при похiдних за часовою та просторовою змiнними;

2) доведено теорему про глобальну узагальнену розв’язнiсть задачi з
ортогональними характеристиками для напiвлiнiйної одновимiрної гiпербо-
лiчної системи рiвнянь першого порядку;

3) побудовано та доведено коректнiсть асимптотичного розвинення роз-
в’язку сингулярно збуреної задачi для одновимiрної напiвлiнiйної гiперболiч-
ної системи рiвнянь першого порядку з малим параметром при похiдних;

4) побудовано та обґрунтовано оцiнку залишку асимптотичного розви-
нення розв’язку задачi з малим параметром при похiдних з рiзними нахилами
характеристик у першiй четвертi та прямокутнику;

5) обґрунтовано ефект примежового шару для нелiнiйної мiшаної за-
дачi при переходi вiд гiперболiчної системи квазiлiнiйних рiвнянь першого
порядку до виродженої системи.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисер-
тацiї мають теоретичне значення i є внеском в теорiю сингулярно збурених
задач iз застосуванням у фiзицi, механiцi, хiмiчних процесах обмiну, теорiї
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транспортних потокiв, розповсюдження паводкових хвиль тощо, а також мо-
жуть бути використанi в теорiї наближених обчислень.

Особистий внесок здобувача. Усi результати дисертацiї одержанi
автором самостiйно. У роботi [6] спiвавторам належить аналiз та обговорення
результатiв на наукових семiнарах.

Апробацiя результатiв роботи. Результати дисертацiї апробованi
на наукових семiнарах та конференцiях: семiнарах кафедри математичної
економiки та економетрiї Львiвського нацiонального унiверситетум iменi
Iвана Франка ”Некласичнi задачi для гiперболiчних систем” (керiвники:
проф. Кирилич В. М., доц. Андрусяк Р.В.); науково-дослiдницькому семi-
нарi з диференцiальних рiвнянь у Львiвському нацiональному унiверсите-
тi iменi Iвана Франка (керiвники: проф. Бокало М. М., доц. Бугрiй О. М.,
доц. Головатий Ю. Д.); Львiвських мiських семiнарах iз диференцiаль-
них рiвнянь (керiвники: член-кор. НАН України, проф. Пташник Б. Й.,
проф. Iванчов М. I., проф. Каленюк П. I.); Всеукраїнськiй науковiй конфе-
ренцiї ”Застосування математичних методiв в науцi i технiцi” (Луцьк, 2011);
XIV Мiжнароднiй конференцiї iменi академiка М. Кравчука (Київ, 2012);
International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach
(Lviv, 2012); Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння
та їх застосування” (Ужгород, 2012 року); Fourth International Conference
for Young Mathematics on Differential Equation and Applications dedicated to
Ya. B. Lopatynskii (Donetsk, 2012); V Всеукраїнськiй науковiй конференцiї
”Нелiнiйнi проблеми аналiзу” (Iвано-Франкiвськ, 2013); XV Мiжнароднiй
науковiй конференцiї iменi академiка М. Кравчука (Київ, 2014); Конферен-
цiї молодих учених ”Пiдстригачiвськi читання – 2015” (Львiв, 2015 року);
Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв Iнституту математики НАН
України (Київ, 2015); International V. Skorobohatko mathematical conference
(Drohobych, 2015); Мiжнароднiй науковiй конференцiї ”Диференцiальнi рiв-
няння та їх застосування”, присвяченiй 70-рiччю академiка НАН України М.
О. Перестюка (Ужгород, 2016).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 7 наукових
працях у фахових перiодичних виданнях, з них двi в журналах, що входять
до мiжнародних наукометричних баз та додатково висвiтленi в 11 тезах ма-
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терiалiв наукових конференцiй.
Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу, чо-

тирьох роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Повний обсяг
дисертацiї охоплює 150 сторiнок, з них список використаних джерел мiс-
тить 15 сторiнок i налiчує 146 найменувань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми, зазначено мету та завдання

дослiдження, наукову новизну, апробацiю одержаних результатiв та їх прак-
тичне застосування.

У першому роздiлi зроблено огляд лiтературних джерел з теорiї син-
гулярних збурень та асимптотичних методiв, що стосуються теми дисертацiї.

У пiдроздiлi 2.1 другого роздiлу розглянуто початково-крайову за-
дачу для гiперболiчної системи n+m сингулярно збурених лiнiйних рiвнянь
першого порядку на площинi, причому малий параметр є множником при
рiзних частинних похiдних. Такi задачi слугують математичними моделями
фiзичних процесiв або є промiжними при дослiдженнi, наприклад, багатови-
мiрних задач.

В областi Π = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} розглянуто задачу
ε
∂uεi
∂t

+
∂uεi
∂x

=
n∑

j=1

aij(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

bik(x, t)v
ε
k + fi(x, t; ε) (i = 1, n),

∂vεs
∂t

+ ε
∂vεs
∂x

=
n∑

j=1

γsj(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

σsk(x, t)v
ε
k + gs(x, t; ε) (s = 1,m),

(1)

{
uεi (x, 0) = uεi (0, t) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ] (i = 1, n),

vεs(x, 0) = vεs(0, t) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ] (s = 1,m),
(2)

де ε – малий додатний параметр.
Дослiджено асимптотику класичного розв’язку задачi (1),(2) за умов:

(H1) функцiї aij, bik, γsj, σsk : Π → R , fi i gs : Π × R → R – достатньо
гладкi в областi свого визначення (порядок гладкостi залежить вiд порядку
асимптотики);

(H2) виконуються умови погодження першого порядку (∀ε > 0 )

fi(0, 0; ε) = 0, (i = 1, n), gs(0, 0; ε) = 0, (s = 1,m).
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Нехай N > 0 – довiльне натуральне число. Видiлимо в асимптотицi
розв’язку (uε, vε) = (uε1, . . . , u

ε
n, v

ε
1, . . . , v

ε
m) задачi (1),(2) частинну суму по-

рядку N та позначено через Rε
iNu = Rε

iNu(x, t) (i = 1, n) , Rε
sNv = Rε

sNv(x, t)

(s = 1,m) залишки асимптотичних розвинень вiдповiдних компонент роз-
в’язку задачi (1),(2). Правильна теорема.

Теорема 2.1. Нехай N – довiльне натуральне число i виконують-
ся умови (H1) i (H2) . Тодi розв’язок задачi (1),(2) в областi Π допускає
асимптотичне розвинення
uεi (x, t) =

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
+Rε

iNu(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) =
N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
+Rε

sNv(x, t) (s = 1,m),

де τ = t/ε , ξ = x/ε – регуляризуючi перетворення, а функцiї (ūh, v̄h) ре-
гулярної частини асимптотики, функцiї примежових шарiв (Phu , Phv)

в околi t = 0 та функцiї примежових шарiв (Qhu , Qhv) в околi x = 0

– вiдомi розв’язки вiдповiдних задач. Для залишкового члена (Rε
Nu,R

ε
Nv)

асимптотичного розвинення правильнi оцiнки

|Rε
iNu(x, t)| 6 C1iε

N+1, |Rε
sNv(x, t)| 6 C2sε

N+1, ∀(x, t) ∈ Π,

C1i (i = 1, n) , C2s ( s = 1,m) – незалежнi вiд ε сталi.
У пiдроздiлi 2.2 другого роздiлу доведено глобальну узагальнену

розв’язнiсть мiшаної задачi для напiвлiнiйної гiперболiчної системи рiвнянь
першого порядку. В областi Π розглянуто систему рiвнянь

∂u

∂t
+ Λ(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t, u, v, w),

∂v

∂x
= g(x, t, u, v, w),

∂w

∂t
= h(x, t, u, v, w),

(3)

де u = (u1, . . . , uk) , v = (v1, . . . , vm) , w = (w1, . . . , wn) , f = (f1, . . . , fk) ,
g = (g1, . . . , gm) , h = (h1, . . . , hn) , Λ(x, t) = diag(λ1(x, t), . . . , λk(x, t)) .
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Для системи (3) задано початковi умови при 0 6 x 6 l :

ui(x, 0) = qi(x), i ∈ {1, . . . , k}, ws(x, 0) = rs(x), s ∈ {1, . . . , n} (4)

та нелiнiйнi крайовi умови при 0 6 t 6 T :

ui(0, t) = γ0
i

(
t, (uj(0, t))j∈Il , w(x, t)

)
, i ∈ I0,

ui(l, t) = γli

(
t, (uj(l, t))j∈I0 , w(x, t)

)
, i ∈ Il,

vj(0, t) = ψj

(
t, (uj(0, t))j∈Il , w(x, t)

)
, j ∈ {1, . . . ,m},

(5)

де I0 = {i ∈ {1, . . . , k} : λi(0, t) > 0} , Il = {i ∈ {1, . . . , k} : λi(l, t) < 0} .
Нехай множини I0, Il мiстять r0 та rl елементiв, вiдповiдно. Крiм того,

всi заданi функцiї f : Π × Rk+m+n → Rk , g : Π × Rk+m+n → Rm , h :

Π × Rk+m+n → Rn , λi : Π → Rk , γ0 : [0, T ] × Rrl × Rn → Rr0 , γl : [0, T ] ×
Rr0 × Rn → Rrl , ψ : [0, T ] × Rrl × Rn → Rm – неперервнi, а функцiї λi –
задовольняють умову Лiпшиця за змiнною x , а також sign (λi(0, t)) = const ,
sign (λi(l, t)) = const ∀i ∈ {1, . . . , k} .

Означення 2.1. Узагальненим розв’язком задачi (3)–(5) називаємо набiр
функцiй (u, v, w) , компоненти яких належать простору C(Π) i задоволь-
няють системи iнтегро-операторних рiвнянь, отриманих iнтегруванням
рiвнянь системи (3) вздовж вiдповiдних характеристик.

Доведена теорема.

Теорема 2.2 Нехай виконуються умови:

1) функцiя Λ є неперервною на множинi Π та лiпшицевою за змiнноюx ;

2) f, g, h, q, r, γ0, γl, ψ є неперервними функцiями на вiдповiдних мно-
жинах визначення;

3) функцiї f, g, h, γ0, γl, ψ є лiпшицевими за змiнними u , v , w на вiд-
повiдних множинах визначення;

4) qi(0) = γ0
i (0, (qj(0))j∈Il, r(0)) (i ∈ I0) , qi(l) = γli(0, (qj(l))j∈I0, r(l))

(i ∈ Il) , vj(0, 0) = ψj(0, (qs(0))s∈Il, r(0)) (j ∈ {1, . . . ,m}) (умови по-
годження нульового порядку).
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Тодi в Π iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (3)–(5).
У пiдроздiлi 2.3 другого роздiлу в областi Π для розв’язку мiша-

ної сингулярно збуреної задачi для одновимiрної напiвлiнiйної гiперболiчної
системи рiвнянь першого порядку

ε
∂ui
∂t

+
∂ui
∂x

= Fi(x, t, u, v; ε) (i = 1, n),

∂vs
∂t

+ ε
∂vs
∂x

= Gs(x, t, u, v; ε) (s = 1,m),

(6)

ui(x, 0; ε) = ui(0, t; ε) = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

vs(x, 0; ε) = vs(0, t; ε) = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T (s = 1,m),
(7)

за виконання умов:
(H̃1) Fi(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (i = 1, n), Gs(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (s = 1,m);

(H̃2) функцiї Fi i Gs : Π×R3 → R , є N + 2 рази неперервно диференцi-
йовнi в Π за всiма змiнними, побудовано асимптотику класичного розв’язку
задачi (6),(7) у виглядi

ui(x, t; ε) =
∞∑
h=0

εh[ūih(x, t) + P u
ih(x, τ) +Qu

ih(ξ, t)] (i = 1, n),

vs(x, t; ε) =
∞∑
h=0

εh[v̄sh(x, t) + P v
sh(x, τ) +Qv

sh(ξ, t)] (s = 1,m).

(8)

Тут τ = t/ε , ξ = x/ε – регуляризуючi змiннi; ūih , v̄sh – функцiї регулярної
частини асимптотики; P u

ih , P
v
sh – примежовi шари в околi межi t = 0 ; Qu

ih ,
Qv

sh – примежовi шари в околi межi x = 0 . Отриманий результат сформу-
льовано у виглядi теореми.

Теорема 2.3. Якщо виконуються умови (H̃1) , (H̃2) , то класичний розв’я-
зок задачi (6),(7) допускає асимптотичне розвинення (8), для якого UN

i (x, t, ε)

та V N
s (x, t, ε) (∀N ∈ N ) є рiвномiрнi асимптотичнi наближення з точ-

нiстю O(εN+1) в областi Π , тобто

max
Π̄

∣∣ui − UN
i

∣∣ = O
(
εN+1

)
(i = 1, n), max

Π̄

∣∣vs − V N
s

∣∣ = O
(
εN+1

)
(s = 1,m).

У третьому роздiлi розглянуто мiшанi задачi для гiперболiчної сис-
теми лiнiйних рiвнянь першого порядку з малим параметром при рiзних
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похiдних з додатними та вiд’ємним напрямками характеристик у першiй
чвертi та прямокутнику.

У пiдроздiлi 3.1 в областi Ω = {(x, t) : 0 < x, t < ∞} дослiджено
мiшану задачу для гiперболiчної системи n+m рiвнянь

ε
∂uεi
∂t

+
∂uεi
∂x

=
n∑

j=1

aij(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

bik(x, t)v
ε
k + fi(x, t; ε) (i = 1, n),

∂vεs
∂t
− ε∂v

ε
s

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

σsk(x, t)v
ε
k + gs(x, t; ε) (s = 1,m),

(9)

uεi (x, 0) = uεi (0, t) = 0, x > 0, t > 0 (i = 1, n),

vεs(x, 0) = 0, x > 0 (s = 1,m),
(10)

де ε – малий додатний параметр. Доведено теорему.

Теорема 3.1. Нехай для довiльного натурального числа N виконуються
умови:
(Ĥ1) aij , bik , γsj , σsk ∈ C(N+2)(Ω , fi , gs ∈ C(N+2)(Ω × R+) (i, j = 1, n ,
s, k = 1,m) ;
(Ĥ2) fi(0, 0; ε) = 0 (i = 1, n) , gs(0, 0; ε) = 0 (s = 1,m) .
Тодi розв’язок задачi (9),(10) в областi Ω допускає асимптотичне розвине-
ння 

uεi (x, t) =
N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ)

]
+Rε

iNu(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) =
N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ)

]
+Rε

sNv(x, t) (s = 1,m),

де функцiї (ūh, v̄h) регулярної частини асимптотики та функцiї примежо-
вого шару (Phu, Phv) в околi t = 0 є вiдомими розв’язками вiдповiдних за-
дач. Для залишкового члена (Rε

Nu,R
ε
Nv) асимптотичного розвинення пра-

вильнi оцiнки ∣∣∣Rε
iNu(x, t)

∣∣∣ 6 C1iε
N+1,

∣∣∣Rε
sNv(x, t)

∣∣∣ 6 C2sε
N+1,

для всiх (x, t) ∈ Ω, з незалежними вiд ε сталими C1i , C2s (i = 1, n, s =

1,m) .
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У пiдроздiлi 3.2 в прямокутнику ΠT = {(t, x) : 0 < t < T, 0 <

x < 1} дослiджено випадок гiперболiчної системи, у якої кутовi коефiцiєнти
характеристик мають рiзнi знаки

ε
∂uε

∂t
+
∂uε

∂x
= a11u

ε(t, x) + a12v
ε(t, x) + f(t, x),

∂vε

∂t
− ε∂v

ε

∂x
= a21u

ε(t, x) + a22v
ε(t, x) + g(t, x),

(11)

{
uε(0, x) = ϕ(x), vε(0, x) = ψ(x), 0 6 x 6 1,

uε(t, 0) = µ(t), vε(t, 1) = ν(t), 0 6 t 6 T,
(12)

де aij (i, j = 1, 2) – сталi коефiцiєнти системи. Побудовано асимптотичне
розвинення за степенями малого параметра ε класичного розв’язку (uε, vε)

задачi (11),(12) за таких припущень:
(H̃1) функцiї f , g належать до класу C∞(ΠT ) ; ϕ, ψ ∈ C∞([0, 1]) ;

µ, ν ∈ C∞([0, T ]) (порядок гладкостi залежить вiд порядку асимптотики
розв’язку);

(H̃2) виконуються умови погодження нульового та першого порядкiв
даних задачi (11),(12)

ϕ(0) = µ(0), ψ(1) = ν(0), µ′(0) = 0, ψ′(1) = 0,

ϕ′(0) = a11ϕ(0) + a12ψ(0) + f(0, 0), ν ′(0) = a21ϕ(1) + a22ψ(1) + g(0, 1).

Для побудови розвинення розв’язку дослiджуваної задачi використано регу-
ляризуючi змiннi

τ =
t

ε
, ξ =

x− 1

ε
, ς =

x− 1

ε2
=
ξ

ε
.

Теорема 3.2. За виконання умов припущень (H̃1) , (H̃2) розв’язок задачi
(11),(12) допускає асимптотичне розвинення:

uε(x, t) = U0(t, x) + u
(0)
0 (τ, x) +

2∑
k=1

εk
(
Uk(t, x) + u

(0)
k (τ, x) + u

(1)
k (t, ξ)+

+u
(2)
k (τ, ς)

)
+ u

(2)
3 (τ, ς) +Ru(t, x; ε),

vε(x, t) = V0(t, x) + v
(1)
0 (t, ξ) +

2∑
k=1

εk
(
Vk(t, x) + v

(0)
k (τ, x) + v

(1)
k (t, ξ)+

+v
(2)
k (τ, ς)

)
+Rv(t, x; ε),
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в якому залишковi члени задовольняють оцiнки

|Ru(x, t; ε)| 6 C1ε
2, |Rv(x, t; ε)| 6 C2ε

2,

C1, C2 – не залежнi вiд ε сталi.

Зауваження 3.1. Для задачi (11),(12) описано та обґрунтовано асимп-
тотичне розвинення другого порядку класичного розв’язку. Однак, викорис-
товуючи запропонований алгоритм побудови асимптотичних наближень роз-
в’язку дослiджуваної задачi, можна побудувати асимптотику розв’язку до-
вiльного порядку за виконання припущень (H̃1) та (H̃2) .

У четвертому роздiлi вивчено зв’язок мiж розв’язками мiшаної зада-
чi для гiперболiчної системи квазiлiнiйних рiвнянь першого порядку з однiєю
просторовою змiнною, записаної в iнварiантах Рiмана, та розв’язками вiдпо-
вiдної задачi для виродженої системи, тобто системи, у якої вiдсутнi похiднi
за часовою змiнною.

У пiдроздiлi 4.1 у прямокутнику Π дослiджено систему
∂ǔi
∂t

+ λ̌i(x, t, ǔ, v̌)
∂ǔi
∂x

= f̌i(x, t, ǔ(x, t), v̌(x, t)), i ∈ I,

µ̌j(x, t, ǔ, v̌)
∂v̌j
∂t

+
∂v̌j
∂x

= ǧj(x, t, ǔ(x, t), v̌(x, t)), j ∈ J,
(13)

розв’язок якої (ǔ, v̌) задовольняє умови
ǔi(x, 0) = α̌i(x), 0 6 x 6 l, i ∈ I,

ǔi(0, t) = γ̌0
i (t, ǔ(0, t), v̌(0, t)), 0 6 t 6 T, i ∈ I+,

ǔi(l, t) = γ̌li(t, ǔ(l, t), v̌(l, t)), 0 6 t 6 T, i ∈ I−,

(14)

v̌j(x, 0) = p̌j(x), 0 6 x 6 l, j ∈ J,

v̌j(0, t) = β̌j(t), 0 6 t 6 T, j ∈ J,
(15)

де I = {1, 2, . . . ,m} , J = {1, 2, . . . , n} , I+ = {i : sign(λ̌i(0, 0, 0, 0)) = 1} ,
I− = {i : sign(λ̌i(l, 0, 0, 0)) = −1} , ǔ(x, t) = (ǔ1(x, t), . . . , ǔm(x, t)) , v̌(x, t) =

(v̌1(x, t), . . . , v̌n(x, t)) .
Поряд iз задачею (13)–(15) в Π розглянуто задачу для системи

∂ui
∂t

+ λi(x, t, u, v)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u(x, t), v(x, t)), i ∈ I,

∂vj
∂x

= gj(x, t, u(x, t), v(x, t)), j ∈ J,
(16)
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iз початковими i крайовими умовами
ui(x, 0) = αi(x), 0 6 x 6 l, i ∈ I,
ui(0, t) = γ0

i (t, u(0, t), v(0, t)), 0 6 t 6 T, i ∈ I+,

ui(l, t) = γli(t, u(l, t), v(l, t)), 0 6 t 6 T, i ∈ I−,
vj(0, t) = βj(t), 0 6 t 6 T, j ∈ J.

(17)

Позначимо розв’язок задачi Кошi dτ/dξ = µ̌j(ξ;x, t, ω̌) , τ(x) = t

(j ∈ J) через ψ̌j(ξ;x, t, ω̌) i будемо називати його характеристикою j -го
сiмейства, що вiдповiдає функцiї ω̌ = (ǔ, v̌) . Через ϕi(τ ;x, t, ω) позначимо
характеристики задачi dξ/dτ = λi(x, t, ω) , ξ(t) = x i ∈ I , де ω = (u, v) .

Нехай

Θ = max
{

max
i∈I

max
[0,l]
|αi(x)− α̌i(x)|,max

i∈I+
max

D1(T,P0)
|γ0

i (t, ω)− γ̌0
i (t, ω̌)|,

max
i∈I−

max
D1(T,P0)

|γli(t, ω)− γ̌li(t, ω̌)|,max
i∈I

max
D1(T,P0)

|fi(t, ω)− f̌i(t, ω̌)|,

max
i∈I

max
D(T,P0)

|λi(x, t, ω)− λ̌i(x, t, ω̌)|,max
j∈J

max
D(T,P0)

|gj(x, t, ω)− ǧj(x, t, ω̌)|,

max
j∈J

max
D1(T,P0)

|βj(t)− β̌j(t)|,max
j∈J

max
D(T,P0)

|µ̌j(x, t, ω̌)|
}
.

Тут D(T, P0) та D1(T, P0) – областi визначення вiдповiдних функцiй. Для
всiх j ∈ J уведено множини:

ΠI
j = {(x, t) ∈ Π : 0 6 x 6 l,Θl 6 t 6 T};

ΠII
j = {(x, t) ∈ Π : 0 6 x 6 l,max

j
ψ̌j(x; 0, 0, ω̌) 6 t 6 Θl};

ΠIII
j = {(x, t) ∈ Π : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 ψ̌j(x; 0, 0, ω̌)};

ΠIV
j = {(x, t) ∈ Π : 0 6 x 6 l, ψ̌j(x; 0, 0, ω̌) 6 t 6 max

j
ψ̌j(x; 0, 0, ω̌)}.

Правильна теорема.

Теорема 4.1. Нехай ω̌(x, t) i ω(x, t) – узагальненi розв’язки задач (13)–
(15) i (16)–(17), вiдповiдно, тодi в Π правильнi оцiнки:

1) ‖u(x, t)− ǔ(x, t)‖ 6 b1Θ, (x, t) ∈ Π,

2) max
ΠI

j (ω̌)
|v(x, t)− v̌(x, t)| 6 b2Θ expb3(T−x), (x, t) ∈ ΠI

j ,

3) max
ΠII

j (ω̌)
|v(x, t)− v̌(x, t)| 6 b4Θ, (x, t) ∈ ΠII

j ,

bi = const (i = 1, 4).
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Зауваження 4.4. У загальному випадку теорема 4.1 не покриває область
ΠIV

j . Однак, якщо зробити змiни:
а)ΠII

j = {(x, t) ∈ Π : 0 6 x 6 l; ψ̌j(x; 0, 0, ω̌) 6 t 6 Θl};
б) множина ΠIV

j – пуста,
то отримаємо, що нова область ΠII

j поглинає ΠIV
j .

Отже розв’язок u(x, t) i ǔ(x, t) задач (13)–(15) i (16)–(17) буде близь-
ким у всьому прямокутнику Π. Щодо розв’язкiв v(x, t) i v̌(x, t) , то для цих
функцiй iснує область ΠIII

j , яка зменшується зi зменшенням Θ , тобто для
цих функцiй маємо ефект примежового шару.

У пiдроздiлi 4.4 доведено теорему про неперервну залежнiсть розв’яз-
ку нелiнiйної крайової задачi вiд вихiдних даних для системи m+n рiвнянь
(n > 0, m > 0, n+m > 1) у секторi S = {(x, t) : 0 6 t 6 T, −kt 6 x 6 kt}
(T > 0 , k > 0 – сталi)

∂u

∂t
+ λ(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t, u(x, t), v(x, t)),

µ(x, t)
∂v

∂t
+
∂v

∂x
= g(x, t, u(x, t), v(x, t)),

(18)

де u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), . . . , um(x, t)) , v(x, t) = (v1(x, t), . . . , vn(x, t)) ,
f(x, t, u(x, t), v(x, t)) = (f1(x, t, u(x, t), v(x, t)), . . . , fm(x, t, u(x, t), v(x, t))) ,
g(x, t, u(x, t), v(x, t)) = (g1(x, t, u(x, t), v(x, t)), . . . , gn(x, t, u(x, t), v(x, t))) ,
λ(x, t) = diag{λ1(x, t), . . . , λm(x, t)} , µ(x, t) = diag{µ1(x, t), . . . , µn(x, t)} ,
причому λi(x, t) 6= 0, (λi(−kt, t) + k)(λi(kt, t) − k) 6= 0 для всiх i ∈ I ,
0 6 µj(x, t) < 1/k для всiх j ∈ J , (x, t) ∈ S , де I = {1, 2, . . . ,m} ,
J = {1, 2, . . . , n} .

Для формулювання крайових умов уведено множини iндексiв, якi мiс-
тять r1 , r2 , r3 елементiв, вiдповiдно: I1 = {i ∈ I : λi(0, 0) < −k} , I2 = {i ∈
I : λi(0, 0) > k} , I3 = {i ∈ I : −k < λi(0, 0) < k} .

Задамо нелiнiйнi крайовi умови
ui(−kt, t) = γ−i

(
t, (us(−kt, t))s∈I1

)
, i ∈ I2 ∪ I3,

ui(kt, t) = γ+
i

(
t, (us(kt, t))s∈I2

)
, i ∈ I1 ∪ I3,

vj(−kt, t) = γj
(
t, (us(−kt, t))s∈I1

)
, j ∈ J.

(19)

Припустимо, що функцiї λi , µj : S → R; fi, gj : S × Rn+m → R, γ+
i , γ :
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[0, T ] × Rr1 → R, γ−i : [0, T ] × Rr2 → R – неперервнi; функцiї λi задо-
вольняють умову Лiпшиця за змiнною x , а µj – за t ; функцiї fi, gj, γ+

i , γ
−
i

мають за (u, v) рiст не бiльший нiж лiнiйний; система рiвнянь вiдносно r1+r2

невiдомих α0
i = γ−i (0, (α0

s)s∈I1), i ∈ I2,

α0
i = γ+

i (0, (α0
s)s∈I2), i ∈ I1

має єдиний розв’язок α0
i , i ∈ I1 ∪ I2; виконується умова погодження нульо-

вого порядку γ−i (0, (α0
s)s∈I1) = γ+

i (0, (α0
s)s∈I2), i ∈ I3 .

Теорема 4.2. Якщо w = (u, v) узагальнений розв’язок задачi (18)–(19)
i виконуються сформульованi вище умови, то для довiльного 0 < M < 1 ,
такого що ||λ|| 6M, max{||f ||, ||g||} 6M(1 + |u|+ |v|),

max{||γ−||, ||γ+||, ||γ||} 6M(1 + |u|),

правильна оцiнка ||w|| 6 K , де K > 0 .
Зауваження 4.6. Одержанi оцiнки розв’язку задачi (18)–(19) можна

використати для побудови асимптотичних розвинень розв’язкiв сингулярно
збурених гiперболiчних задач в областях типу криволiнiйних секторiв.

ВИСНОВКИ
Дисертацiйну роботу присвячено вивченню сингулярно збурених задач

для гiперболiчних систем рiвнянь iз частинними похiдними першого порядку
з двома незалежними змiнними. Задачi для таких систем описують рiзнома-
нiтнi математичнi моделi природознавства, технiки, економiки, теорiї бiопо-
пуляцiй, оптимального керування тощо.

У роботi одержано такi основнi результати:
– встановлено достатнi умови глобальної розв’язностi сингулярних задач

для гiперболiчних систем лiнiйних, напiвлiнiйних та квазiлiнiйних рiвнянь
першого порядку з двома незалежними змiнними в рiзних областях;

– побудовано асимптотику розв’язкiв зi встановленням оцiнок залишкових
членiв мiшаних задач iз малим параметром за рiзних похiдних для лiнiйних
та напiвлiнiйних гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку;

– побудовано асимптотичне наближення розв’язкiв мiшаних задач для
гiперболiчних систем рiвнянь першого порядку з рiзними характеристичними
напрямками;
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– одержано апрiорнi оцiнки розв’язкiв нелiнiйних сингулярних задач для
одновимiрних гiперболiчних систем у прямокутнику та секторi;

– доведено теорему про iснування ефекту примежового шару в нелiнiйних
мiшаних задачах для квазiлiнiйних гiперболiчних систем рiвнянь першого
порядку при переходi до вироджених систем.

Цi результати мають теоретичний характер, їх можна використати в
теорiї крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними, а також пiд час
дослiдження прикладних проблем.
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АНОТАЦIЯ

Флюд О. В. Мiшана задача для сингулярно збурених гiперболiчних
систем рiвнянь першого порядку. – Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-матема-
тичних наук за спецiальнiстю 01.01.02 – диференцiальнi рiвняння.– Львiв-
ський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2016.

У дисертацiйнiй роботi розглянуто сингулярно збуренi мiшанi задачi
для гiперболiчних систем лiнiйних, напiвлiнiйних та квазiлiнiйних рiвнянь
першого порядку з двома незалежними змiнними, у яких малий параметр
присутнiй при похiдних за часовою та просторовою змiнними.

Побудовано асимптотичне наближення розв’язку мiшаної задачi для гi-
перболiчної системи лiнiйних рiвнянь першого порядку з малим параметром
при похiдних за просторовою та часовою змiнними. Доведено теорему про
глобальну класичну розв’язнiсть задачi з ортогональними характеристиками
для напiвлiнiйної одновимiрної гiперболiчної системи рiвнянь першого по-
рядку. Побудовано асимптотичне розвинення розв’язку сингулярно збуреної
задачi для одновимiрної напiвлiнiйної гiперболiчної системи рiвнянь першого
порядку з малим параметром при похiдних. Також побудовано асимптотичне
розвинення розв’язку задачi з малим параметром при похiдних з рiзними на-
хилами характеристик у першiй четвертi та прямокутнику. Для побудованих
асимптотичних розвинень розв’язкiв дослiджуваних мiшаних задач доведено
їх коректнiсть. Обґрунтовано ефект примежового шару для нелiнiйної мiша-
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ної задачi у випадку переходу вiд гiперболiчної системи квазiлiнiйних рiвнянь
першого порядку до виродженої системи.

Ключовi слова: гiперболiчна система, сингулярно збурена мiшана за-
дача, асимптотичне розвинення розв’язку, примежовий шар.

АННОТАЦИЯ

Флюд О. В. Смешанные задачи для сингулярно возмущенных гипер-
болических систем уравнений первого порядка. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-матема-
тических наук по специальности 01.01.02 – дифференциальные уравнения. –
Львовский национальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2016.

В диссертации рассмотрены сингулярно возмущенные смешанные зада-
чи для гиперболических систем линейных, полулинейных и квазилинейных
уравнений первого порядка с двумя независимыми переменными, в которых
малый параметр присутствует при производных по временной и пространс-
твенной переменных.

Построено асимптотическое приближение решения смешанной задачи
для гиперболической системы линейных уравнений первого порядка с ма-
лым параметром при производных по пространственной и временной пере-
менных. Доказана теорема о глобальной обобщенной разрешимости задачи с
ортогональными характеристиками для полулинейной одномерной гипербо-
лической системы уравнений первого порядка. Построено асимптотическое
разложение решения сингулярно возмущенной задачи для полулинейной ги-
перболической системы уравнений первого порядка с малым параметром при
производных. Также построено асимптотическое разложение решения сингу-
лярно возмущенной задачи с разными наклонами характеристик в первой
четверти и прямоугольнике. Для построенных асимптотических разложений
решений исследованных смешанных задач доказана их корректность. Дока-
зана теорема об оценках разности обобщенного решения смешанной задачи
в прямоугольнике для гиперболической системы квазилинейных уравнений
первого порядка и соответствующей вырожденной задачи для системы, у ко-
торой отсутствует производная по времени. Обосновано эффект погранич-
ного слоя для нелинейной смешанной задачи для гиперболической системы
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квазилинейных уравнений первого порядка при переходе к вырожденным.
Доказана теорема о непрерывной зависимости обобщенного решения нели-
нейной смешанной задачи для гиперболической системы в секторе. Получен-
ный результат может быть использован при построении асимптотического
разложения решений смешанных задач для гиперболических систем в секто-
ральных областях.

Ключевые слова: гиперболическая система, сингулярно возмущенная
смешанная задача, асимптотическое разложение решения, пограничный слой.

SUMMARY

Flyud O. V. Mixed Problem for Singularly Perturbed Hyperbolic Equati-
ons of the First Order. – Manuscript.

The dissertation for the Doctor’s Degree of Sciences in Physics and Ma-
thematics by specialty 01.01.02 – Differential Equations. – Ivan Franko National
University of Lviv, 2016.

The thesis enlightens mixed singularly perturbed problems for hyperbolic
systems of linear, semilinear and quasilinear equations of the first order with
two independent variables with a small parameter in the derivatives in time and
space variables. We construct asymptotic approximation solution for the mixed
problem for a hyperbolic system of linear equations of the first order with a
small parameter in the derivatives of the spatial and temporal variables. The
theorem on global solvability of classic problem with orthogonal characteristi-
cs for semi one-dimensional hyperbolic system of equations of the first order is
proved. We construct the asymptotic expansion of the resolving problems for si-
ngularly perturbed one-dimensional semilinear hyperbolic system of equations of
the first order with a small parameter in the derivatives. The asymptotic expansi-
ons is also constructed and the error term solution of the problem with a small
parameter in the derivatives with different characteristic tendencies in the in the
first quarter and a rectangle is estimated. The boundary layer effect for nonlinear
mixed problem for hyperbolic systems degenerate quasi-linear equations of the
first order is grounded.

Keywords: Hyperbolic System, Boundary Value Problem, Singular Perturbed,
Asymptotic Expansions, Boundary Layer Function.


