
ÌIÍIÑÒÅÐÑÒÂÎ ÎÑÂIÒÈ I ÍÀÓÊÈ ÓÊÐÀ�ÍÈ

ËÜÂIÂÑÜÊÈÉ ÍÀÖIÎÍÀËÜÍÈÉ ÓÍIÂÅÐÑÈÒÅÒ
IÌÅÍI IÂÀÍÀ ÔÐÀÍÊÀ

Í à ï ð à â à õ ð ó ê î ï è ñ ó

ÔËÞÄ ÎÊÑÀÍÀ ÂÎËÎÄÈÌÈÐIÂÍÀ

ÓÄÊ 517.956

ÌIØÀÍI ÇÀÄÀ×I ÄËß ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÇÁÓÐÅÍÈÕ

ÃIÏÅÐÁÎËI×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

ÐIÂÍßÍÜ ÏÅÐØÎÃÎ ÏÎÐßÄÊÓ

01.01.02 � äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ
êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ íàóê

Íàóêîâèé êåðiâíèê :
Êèðèëè÷ Âîëîäèìèð Ìèõàéëîâè÷

äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ïðîôåñîð

Ëüâiâ 2016



Çìiñò

Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü 4

Âñòóï 6

Ðîçäië 1. Îãëÿä ëiòåðàòóðè 12

1.1 Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.2 Ìåòîä ïðèìåæîâîãî òà êóòîâîãî øàðiâ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷-
íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ìiøàíèõ çàäà÷
äëÿ ðiâíÿíü òà ñèñòåì iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè . . . . . . . . . 17

1.3 Çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ç îäíi¹þ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ . . . . . . . . . . . . . . . . 20

Ðîçäië 2. Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè ëiíiéíèõ òà

íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó 24

2.1 Çàäà÷à iç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñòåìi ëiíiéíèõ
ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.1.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiä-

íèõ ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñòåìi ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó . . 25
2.1.2 Ïîáóäîâà ôîðìàëüíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i iç

ìàëèì ïàðàìåòðîì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
2.1.3 Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i iç ìàëèì ïàðàìåòðîì . . . . . . . . . . . 36
2.2 Ãëîáàëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíî¨ íàïiâëi-

íiéíî¨ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó . . . . . . 40
2.3 Çàäà÷à ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñ-

òåìi íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó . . . . . . . . . . . 49
2.3.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.3.2 Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ çàäà÷i . . . . . . . 50

2



3

2.3.3 Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

2.4 Âèñíîâîê äî äðóãîãî ðîçäiëó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Ðîçäië 3. Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè íàõè-

ëàìè 71

3.1 Çàäà÷à ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñ-
òåìi ðiâíÿíü iç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè íàõèëàìè . . . . . . 71
3.1.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiä-

íèõ ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç ðiçíèìè
õàðàêòåðèñòè÷íèìè íàõèëàìè . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3.1.2 Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i . 73
3.1.3 Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i 81

3.2 Çàäà÷à ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñ-
òåìi ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè
íàõèëàìè ó ïðÿìîêóòíèêó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85
3.2.1 Ôîðìóëþâàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i . . . . . . . . 86
3.2.2 Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i . 87
3.2.3 Îáãðóíòóâàííÿ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i . . . . . . . 101
3.2.4 Âèñíîâîê äî òðåòüîãî ðîçäiëó . . . . . . . . . . . . . . . . 103

Ðîçäië 4. Ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî

ïîðÿäêó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì 105

4.1 Àíàëiç åôåêòó ïðèìåæîâîãî øàðó â ìiøàíèõ çàäà÷àõ äëÿ âè-
ðîäæåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü . . . . . . 105
4.1.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105

4.2 ×àñòèííèé âèïàäîê çàäà÷i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124
4.3 Âèïàäîê ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü . . . . . . . . . . . . . . 127
4.4 Íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä äàíèõ ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ïåðøîãî ïîðÿäêó â ñåêòîði . . 129
4.5 Âèñíîâîê äî ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133

Âèñíîâêè 135

Ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë 136



4

Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

R � ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë;

R− = {x ∈ R : x 6 0};
R−− = {x ∈ R : x < 0};
R+ = {x ∈ R : x > 0};

R++ = {x ∈ R : x > 0};
|| · || � íîðìà â ïðîñòîði Rn ó ñåíñi ìàêñèìóìiâ êîìïîíåíò;

C(Ω) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà ìíîæèíi Ω;

C1(Ω) � ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà ìíîæè-
íi Ω;

Lip(Ω) � ïðîñòið ôóíêöié ëiïøèöåâèõ çà âñiìà àðãóìåíòàìè íà
ìíîæèíi Ω;

ε � äîäàòíèé ìàëèé ïàðàìåòð;

ξ � ðåãóëÿðèçóþ÷à çìiííà â îêîëi ìåæi x = 0 îáëàñòi Ω;

τ � ðåãóëÿðèçóþ÷à çìiííà â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω;

ω = (u, v) � âåêòîð ç êîìïîíåíòàìè u i v;

ψj[ω](ξ) = ψj(ξ;x, t, ω) � õàðàêòåðèñòèêà, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
ôóíêöiÿ çìiííî¨ ξ;

ϕi[ω](τ) = ϕi(τ ;x, t, ω) � õàðàêòåðèñòèêà, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê
ôóíêöiÿ çìiííî¨ τ ;

χi(ω) = χi(x, t, ω) � îðäèíàòà òî÷êè ïåðåòèíó õàðàêòåðèñòèêè ç
ìåæåþ îáëàñòi;

Phu(x, τ) � ôóíêöiÿ ïðèìåæîâîãî øàðó â îêîëi t = 0;

Qhu(ξ, t) � ôóíêöiÿ ïðèìåæîâîãî øàðó â îêîëi x = 0;

UN(x, t; ε) � ÷àñòèííà ñóìà àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ïîðÿäêó N ;

Rε
N(x, t) � çàëèøîê àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó;

∼ � íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ñêií÷åíîþ ñóìîþ ÷ëåíiâ àñèìïòî-
òè÷íîãî ðîçâèíåííÿ;

2 � êiíåöü äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (ëåìè, òåîðåìè);
Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ïîäâiéíà íóìåðàöiÿ ôîðìóë âiäïîâiäíî äî

êîæíîãî ðîçäiëó, äå ïåðøà öèôðà îçíà÷à¹ íîìåð ðîçäiëó, à ïiñëÿ êðàïêè �
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ïîðÿäêîâà ôîðìóëà ó äàíîìó ðîçäiëi. Êðiì òîãî, ïðè ïîñèëàííi íà äåÿêi ðiâ-
íÿííÿ ñèñòåìè ÷è óìîâè çàäà÷i, âèêîðèñòàíî ïîòðiéíó íóìåðàöiþ � ïiñëÿ ïî-
ðÿäêîâîãî íîìåðà ôîðìóëè áóêâîþ ïîçíà÷à¹òüñÿ ðiâíÿííÿ ñèñòåìè. Ïðè÷îìó,
ïîñèëàííÿ áåç áóêâè îçíà÷à¹ ïîñèëàííÿ íà ñèñòåìó â öiëîìó. Íàïðèêëàä, ïî-
ñèëàííÿ íà çàäà÷ó (2.57) îçíà÷à¹ ïîñèëàííÿ íà ðiâíÿííÿ (2.57a) ïðè óìîâàõ
(2.57b).



Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Òåîðiÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ¹ âàæëèâèì ðîçäiëîì ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè, îñêiëüêè òàêi ðiâíÿííÿ
÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ÿê ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ó áàãàòüîõ ãàëóçÿõ ñó÷àñíîãî
ïðèðîäîçíàâñòâà òà òåõíiêè i ¹ öiêàâèì îá'¹êòîì äëÿ äîñëiäæåííÿ. Íàÿâíiñòü
ìàëîãî ïàðàìåòðà ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ ÷è ÷àñòèíi ñòàðøèõ ïîõiäíèõ âiäî-
áðàæà¹ ïåâíi ñïåöèôi÷íi ôiçè÷íi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ ÿâèù i ïðîöåñiâ,
àëå çà öüîãî ñóòò¹âî óñêëàäíþ¹ ¨õ âèâ÷åííÿ.

Íàéáiëüø ïîøèðåíèìè ìåòîäàìè äîñëiäæåííÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ ¹ àñèìï-
òîòè÷íi ìåòîäè, ÿêi äàþòü çìîãó áóäóâàòè àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè çãàäàíèõ
çàäà÷, âñòàíîâëþâàòè îöiíêè òî÷íîñòi îòðèìàíèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà
âèâ÷àòè ÿêiñíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ äîñëiäæóâàíèõ ðiâíÿíü.

Òåîðiÿ àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ â îñòàííi äâà ñòîëiòòÿ îòðèìàëà áóð-
õëèâèé ðîçâèòîê, ðåçóëüòàòîì ÿêîãî ñòàëî ñòâîðåííÿ íèçêè àñèìïòîòè÷íèõ
ìåòîäiâ, ÿêi ïiäòâåðäèëè ñâîþ åôåêòèâíiñòü ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ áàãàòüîõ ðiçíî-
ìàíiòíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷.

Ñåðåä êëàñè÷íèõ ìåòîäiâ ñó÷àñíîãî àñèìïòîòè÷íîãî àíàëiçó íàñàìïå-
ðåä ïîòðiáíî çãàäàòè ìåòîä óñåðåäíåííÿ Ì. Ì. Áîãîëþáîâà i àñèìïòîòè÷íèé
ìåòîä Êðèëîâà-Áîãîëþáîâà-Ìèòðîïîëüñüêîãî, ðåçóëüòàòè ïðiîðèòåòíîãî õà-
ðàêòåðó ç ðîçâèòêó ÿêèõ íàëåæàòü óêðà¨íñüêèì ìàòåìàòèêàì (Ì. Ì. Áîãîëþ-
áîâ, Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêèé, À. Ì. Ñàìîéëåíêî, Î. Á. Ëèêîâà, I. Î. Ïàðàñþê,
Ì. Î. Ïåðåñòþê, Â. Ã. Ñàìîéëåíêî òà ií.). Öi ìåòîäè âèÿâèëèñÿ äóæå åôåê-
òèâíèìè ïðè ðîçâ'ÿçàííi íèçêè âàæëèâèõ ïðàêòè÷íèõ çàäà÷ ç ðåãóëÿðíèì
çáóðåííÿì.

Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi çàäà÷i ¹ áiëüø ñêëàäíèìè, íiæ çàäà÷i ç ðåãóëÿðíèì
çáóðåííÿì. Òîìó ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ òàêèõ çàäà÷ çíà÷íó óâàãó ïðèäiëåíî äî-
ñëiäæåííþ ÿê ëiíiéíèõ çàäà÷ iç ñèíãóëÿðíèì çáóðåííÿì, â ðîçâèòîê àñèìïòî-
òè÷íèõ ìåòîäiâ àíàëiçó ÿêèõ çíà÷íèé âêëàä âíåñëè Ñ. Î. Ëîìîâ, Ì. I.Øêiëü,
Í. Â. Ôåäîðþê, À. Ì. Ñàìîéëåíêî, Ñ. Ã. Êðåéí, Â. Ï. ßêîâåöü, Î. À. Áîé÷óê,
Ã. Ñ. Æóêîâà, Ë. Êàðàíäæóëîâ, Ê. Ñ. ×åðíèøîâ òà iíøi, òàê i íåëiíiéíèõ.

Àíàëiç ëiòåðàòóðè çàñâiä÷ó¹, ùî íàéáiëüø äîñëiäæåíèìè ¹ ñèíãóëÿðíî
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çáóðåíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ñèñòåì, à
òàêîæ êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
åëiïòè÷íîãî i ïàðàáîëi÷íîãî òèïiâ.

Ñåðåä àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ, ÿêi íàé÷àñòiøå âèêîðèñòîâóþòü äëÿ
âèâ÷åííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõiäíèìè, âàðòî âèäiëèòè ìåòîä ÂÊÁ òà éîãî óçàãàëüíåííÿ íà íåëiíiéíi
çàäà÷i ( R. Miura, M. D. Kruskal, Â. Ï. Ìàñëîâ, Ñ. Þ. Äîáðîõîòîâ, Ã. Î. Îìå-
ëüÿíîâ, Â. Ã. Ñàìîéëåíêî, Þ. I. Ñàìîéëåíêî), ìåòîä Ëþñòåðíèêà-Âiøèêà
(À. Á. Âàñèëü¹âà, Â. Ô. Áóòóçîâ, Â. À. Òðåíîãií òà ií.), ìåòîä ïðèìåæîâèõ
ôóíêöié (À. Á. Âàñèëü¹âà, Â. Ô. Áóòóçîâ, À. Ä. Ìèøêiñ, Â. À. Òðåíîãií,
Ê. À. Êàñiìîâ, Â. Ì. Öèìáàë òà ií.).

Âàðòî òàêîæ çãàäàòè ïðî òå, ùî ìåòîäè êëàñè÷íî¨ òåîði¨ óñåðåäíåííÿ
øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü äëÿ âèâ÷åííÿ çàäà÷ ó ïåðôîðîâàíèõ îáëàñòÿõ äëÿ
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ðiçíîãî òèïó ÷è îïåðàòî-
ðiâ çi øâèäêîçìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè. Âàæëèâi ðåçóëüòàòè ó öüîìó íàïðÿìi
îòðèìàëè Ì. Ñ. Áàõâàëîâ, Þ. Ä. Ãîëîâàòèé, Â. Â. Æèêîâ, Â. Î. Ìàð-
÷åíêî, Ò. À. Ìåëüíèê, Ñ. Î. Íàçàðîâ, Î. À. Îëiéíèê, À. Ë. Ïÿòíèöüêèé,
I. Â. Ñêðèïíèê, �. ß. Õðóñëîâ, Ã. À. ×¹÷êií, Ï. Äîíàòî, Æ.-Ë. Ëiîíñ,
Å. Ñàí÷åñ-Ïàëåíñiÿ òà ií.

Îãëÿä íàóêîâî¨ ëiòåðàòóðè ñâiä÷èòü, ùî òåîðiÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü
i ñèñòåì òà ðîçâèòîê ìåòîäiâ ¨õ äîñëiäæåííÿ ¹ àêòóàëüíèì ðîçäiëîì ñó÷àñíî¨
òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i ìàþòü øèðîêó ñôåðó çàñòîñóâàíü. Çàóâàæè-
ìî, ùî äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì äîñòàòíüî äåòàëüíî âèâ÷åíî ïèòàííÿ iñíó-
âàííÿ ãëîáàëüíèõ ãëàäêèõ ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi ¹ íàñëiäêàìè äåÿêèõ iíòåãðàëüíèõ
çàêîíiâ çáåðåæåííÿ, òà ïåâíi âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷.

Õî÷à äîñëiäæåííþ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ãiïåð-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðèäiëåíî çíà÷íó óâàãó � âà-
æëèâi ðåçóëüòàòè ç öüîãî íàïðÿìó îòðèìàëè Â. Ì. Áàáè÷, Â. Ô. Áóòóçîâ,
À. Á. Âàñèëü¹âà, Ì. Ã. Äæàâàäîâ, À. Ô. Êàðàùóê, Ê. À. Êàñiìîâ, Ä. Ñ. Ëàïií,
Â. Þ. Ëÿïiäåâñüêèé, À. Ä. Ìèøêiñ, Î. À. Îëiéíèê, I. Î. Ðàññêàçîâ,
Þ. I. Ñàìîéëåíêî, À. Ì. Ôiëiìîíîâ, Â. Ì. Öèìáàë, A. Äæåôði, T. Êàâà-
õàðà, Äæ. Êåâîðêÿí òà iíøi, îäíàê äî ñüîãîäíi çàëèøàëèñÿ ùå íå äîñòàòíüî
âèâ÷åíèìè çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó,
êîëè ìàëèé ïàðàìåòð ìiñòèòüñÿ ëèøå ïðè ÷àñòèíi ñòàðøèõ ïîõiäíèõ.

Ó öié ðîáîòi çàïðîïîíîâàíî ¹äèíèé ïiäõiä äî äîñëiäæåííÿ ìiøàíèõ çà-
äà÷ äëÿ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì, ó ÿêèõ ìàëèé ïàðàìåòð
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ε ó ÷àñòèíi ðiâíÿíü ñèñòåìè ¹ ìíîæíèêîì ïðè ïîõiäíèõ çà t , à â ðåøòè ðiâ-
íÿíü � çà ïðîñòîðîâîþ ïîõiäíîþ, òîáòî âèðîäæåíà çàäà÷à ìà¹ îðòîãîíàëüíi
äî îñåé êîîðäèíàò õàðàêòåðèñòèêè. Äåÿêi ÷àñòêîâi âèïàäêè ïîäiáíèõ ñèíãó-
ëÿðíèõ çàäà÷ ðîçãëÿäàëè À. Ä. Ìèøêiñ òà Î. Ìàóë¹íîâ, Â. Ô. Áóòóçîâ
òà À. Ô. Êàðàùóê.

Òîìó âèâ÷åííÿ çãàäàíèõ âèùå ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ çà-
äà÷ ¹ àêòóàëüíîþ òåìîþ ìàòåìàòè÷íèõ äîñëiäæåíü.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiþ âèêîíàíî âiäïîâiäíî äî ïëàíó íàóêîâèõ äîñëiäæåíü êàôåäðè äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó Ëüâiâñüêîãî íà-
öiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíî¨ òå-
ìè �Äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ� (íîìåð
äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0111U004540).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ãîëîâíîþ ìåòîþ äîñëiäæåííÿ ¹
âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ìiøàíèõ
çàäà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ, íàïiâëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè òà ìàëèì ïàðàìåòðîì
ïðè ïîõiäíèõ çà ÷àñîâîþ i ïðîñòîðîâîþ çìiííèìè.

Çàâäàííÿìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹:
1) âèçíà÷èòè äîñòàòíi óìîâè ãëîáàëüíî¨ êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ìiøà-

íèõ çàäà÷ äëÿ íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè òà îðòîãîíàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè;

2) ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ çi âñòàíîâëåííÿì îöiíîê çàëèø-
êîâèõ ÷ëåíiâ ìiøàíèõ çàäà÷ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ðiçíèõ ïîõiäíèõ äëÿ
ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó;

3) ïîáóäóâàòè àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíèõ çàäà÷
äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiçíèìè õàðàêòåðèñ-
òè÷íèìè íàïðÿìàìè;

4) äîñëiäèòè åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó â íåëiíiéíèõ ìiøàíèõ çàäà-
÷àõ äëÿ âèðîäæåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ãi-
ïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ, íàïiâëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñ-
òèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ � àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ ìiøà-
íèõ çàäà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ìàëèì ïàðà-
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ìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâîþ çìiííèìè.
Ìåòîäè äîñëiäæåíü. Äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíèõ çàäà÷ äè-

ñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè i ìåòîäè àñèìïòîòè÷íîãî àíàëi-
çó äîñëiäæåííÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ìåòîä õàðàêòåðèñòèê (ïðè
çâåäåííi ìiøàíèõ çàäà÷ äî åêâiâàëåíòíèõ ñèñòåì iíòåãðî-ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâ-
íÿíü), àïðiîðíèõ îöiíîê, ìåòîä ïðèìåæîâèõ øàðiâ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äëÿ ñèíãóëÿðíî çáó-
ðåíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâîþ çìiííèìè îòðè-
ìàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:

1) ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó
ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó
ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâîþ çìiííèìè;

2) äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ãëîáàëüíó óçàãàëüíåíó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ç
îðòîãîíàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ íàïiâëiíiéíî¨ îäíîâèìiðíî¨ ãiïåðáî-
ëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó;

3) ïîáóäîâàíî òà äîâåäåíî êîðåêòíiñòü àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ
ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i äëÿ îäíîâèìiðíî¨ íàïiâëiíiéíî¨ ãiïåðáî-
ëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ;

4) ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî îöiíêó çàëèøêó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâè-
íåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ç ðiçíèìè íàõèëàìè
õàðàêòåðèñòèê ó ïåðøié ÷åòâåðòi òà ïðÿìîêóòíèêó;

5) îá ðóíòîâàíî åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó äëÿ íåëiíiéíî¨ ìiøàíî¨ çà-
äà÷i ïðè ïåðåõîäi âiä ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
ïîðÿäêó äî âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåð-
òàöi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ i ¹ âíåñêîì â òåîðiþ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ
çàäà÷ iç çàñòîñóâàííÿì ó ôiçèöi, ìåõàíiöi, õiìi÷íèõ ïðîöåñàõ îáìiíó, òåîði¨
òðàíñïîðòíèõ ïîòîêiâ, ðîçïîâñþäæåííÿ ïàâîäêîâèõ õâèëü òîùî, à òàêîæ ìî-
æóòü áóòè âèêîðèñòàíi â òåîði¨ íàáëèæåíèõ îá÷èñëåíü.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îäåðæàíi
àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ðîáîòi [103] ñïiâàâòîðàì íàëåæèòü àíàëiç òà îáãîâî-
ðåííÿ ðåçóëüòàòiâ íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ àïðîáîâàíi
íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ òà êîíôåðåíöiÿõ:

� ñåìiíàðàõ êàôåäðè ìàòåìàòè÷íî¨ åêîíîìiêè òà åêîíîìåòði¨ Ëüâiâ-
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ñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà �Íåêëàñè÷íi çàäà÷i äëÿ
ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì� (êåðiâíèêè: ïðîô. Êèðèëè÷ Â. Ì., äîö. Àíäðóñÿê Ð.Â.);

� íàóêîâî-äîñëiäíèöüêîìó ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó Ëüâiâ-
ñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (êåðiâíèê: ïðîô. Áî-
êàëî Ì. Ì., äîö. Áóãðié Î. Ì., äîö. Ãîëîâàòèé Þ. Ä.);

� Ëüâiâñüêèõ ìiñüêèõ ñåìiíàðàõ iç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (êåðiâíè-
êè: ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Ïòàøíèê Á. É., ïðîô. Iâàí÷îâ Ì. I., ïðîô.
Êàëåíþê Ï. I.);

� Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
ìåòîäiâ â íàóöi i òåõíiöi�, Ëóöüê, 25-26 ëèñòîïàäà 2011 ðîêó;

� XIV Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà, Êè¨â,
19-21 êâiòíÿ 2012 ðîêó;

� International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan
Banach, Lviv, 17-21 September 2012;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ
çàñòîñóâàííÿ�, Óæãîðîä, 27-29 âåðåñíÿ, 2012 ðîêó;

� Fourth International Conference for Young Mathematics on Di�erenti-
al Equation and Applications dedicated to Ya. B. Lopatynskii, Donetsk, 14-17
November 2012;

� V Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Íåëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëiçó�,
Iâàíî-Ôðàíêiâñüê, 19-21 âåðåñíÿ 2013 ðîêó;

� XV Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ì. Êðàâ÷óêà,
Êè¨â, 15-17 òðàâíÿ 2014 ðîêó;

� Êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàííÿ � 2015�,
Ëüâiâ, 26-28 òðàâíÿ 2015 ðîêó;

� Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ Iíñòèòóòó ìàòåìà-
òèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, Êè¨â, 3-6 ÷åðâíÿ 2015 ðîêó;

� International V. Skorobohatko mathematical conference, Drohobych, 25-
28, August, 2015;

� Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ
çàñòîñóâàííÿ�, ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ àêàäåìiêà ÍÀÍ Óêðà¨íè Ì. Î. Ïåðåñòþ-
êà, Óæãîðîä, 19-21 òðàâíÿ 2016 ðîêó.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 7 íàóêîâèõ
ïðàöÿõ ó ôàõîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ, ç íèõ äâi â æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü
äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç òà äîäàòêîâî âèñâiòëåíi â 11 òåçàõ ìà-
òåðiàëiâ íàóêîâèõ êîíôåðåíöié.
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Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷î-
òèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë. Ïîâíèé îáñÿã
äèñåðòàöi¨ îõîïëþ¹ 150 ñòîðiíîê, ç íèõ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë ìiñòèòü
15 ñòîðiíîê i íàëi÷ó¹ 146 íàéìåíóâàíü.



Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

1.1. Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü iç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿð-
íî çáóðåíèõ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì. À ñàìå, çàäà÷i äëÿ
ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç
äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ, ïî÷àòêîâî-êðàéîâi çàäà÷i ç
ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ðiçíèõ ïîõiäíèõ äëÿ ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ ãiïåð-
áîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó, çîêðåìà, ç ðiçíèìè õàðàêòåðèñ-
òè÷íèìè íàïðÿìêàìè, îäíîâèìiðíi ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåì â ïðÿìîêóòíèêó òà
ñåêòîði, íåëiíiéíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíèõ êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ
ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Áàãàòî ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ôiçèêè, ìåõàíiêè, òåõíiêè, õiìi¨ òà áiîëîãi¨
ìîäåëþþòü çà äîïîìîãîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìiñòÿòü ìàëi àáî âå-
ëèêi ïàðàìåòðè i íàçèâàþòü ¨õ çáóðåíèìè ðiâíÿííÿìè. Çàëåæíî âiä õàðàêòåðó
çáóðåííÿ òàêi çàäà÷i ðîçäiëÿþòü íà ðåãóëÿðíî çáóðåíi é ñèíãóëÿðíî çáóðåíi.
Ìàòåìàòè÷íi îñíîâè ðåãóëÿðíî¨ òåîði¨ çáóðåíü ïiäñóìîâàíi, íàïðèêëàä, ó ìî-
íîãðàôi¨ Ò. Êàòî [32].

Äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ â ïîðiâíÿííi ç ðåãóëÿðíî çáó-
ðåíèìè çàäà÷àìè ¹ çíà÷íî ñêëàäíiøèì. Ó òàêèõ âèïàäêàõ âèðîäæåíà çàäà÷à
íàëåæèòü äî iíøîãî òèïó, íiæ âèõiäíà, iç çíà÷íî iíøèìè ÿêiñíèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè [18].

Ôóíäàìåíòàëüíi ðîáîòè À. Ò. Òèõîíîâà [80], Â. À. Òðåíîãiíà [82], À.
Íàéôå [64], À. Â. Âàñèëü¹âî¨ òà Â. Ô. Áóòóçîâà [18], ïðèñâÿ÷åíi òåîði¨ íåëiíié-
íèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äàëè ïîòóæíèé
iìïóëüñ iíòåíñèâíîìó ðîçâèòêîâi òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü äëÿ ðiâíÿíü ç

12
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÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêi ìàþòü ÷èñëåííi çàñòîñóâàííÿ.
Íàïðèêëàä, ãiïåðáîëi÷íà ñèñòåìà [142]

ε

(
∂u

∂t
+
∂u

∂x

)
+ a u+ b v = f(x, t),

ε

(
∂v

∂t
− ∂v

∂x

)
+ c u+ d v = g(x, t),

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè u(x, 0; ε) = u0(x) , v(x, 0; ε) = v0(x) , (−∞ < x <

+∞) , äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð, f(x, t) , g(x, t) , u0(x) , v0(x) � âi-
äîìi äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨, a , b , c , d � äåÿêi ñòàëi, çà ïåâíèõ óìîâ íà
êîåôiöi¹íòè òà ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè â ðiçíèõ âèïàäêàõ îïèñó¹ êîëèâàííÿ
ñòðóíè ó ñèëüíî â'ÿçêié ðiäèíi, ïðîõîäæåííÿ ñòðóìó â ïðîâiäíèêó iç âåëèêèì
îïîðîì, ïîøèðåííÿ âèïðîìiíþâàííÿ ÷åðåç ñèëüíî àáñîðáíå ñåðåäîâèùå.

Ðîçãëÿíåìî åëåêòðè÷íèé çàìêíóòèé êîíòóð, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç îïîðó,
¹ìíîñòi òà çîâíiøíüîãî äæåðåëà, ÿêå ç'¹äíàíî ïàðàëåëüíî ç êîíäåíñàòîðîì.
Ïðèéìåìî, ùî äîâæèíà ïðîâiäíèêà ìiæ îïîðîì òà ¹ìíiñòþ, äîðiâíþ¹ 1. ßêùî
÷åðåç u(x, t) ïîçíà÷èòè ñèëó ñòðóìó â ìîìåíò ÷àñó t ó òî÷öi x íà êîíòóði,
à ÷åðåç v(x, t) � ðiçíèöþ ïîòåíöiàëiâ ó ìîìåíò ÷àñó t ó òî÷öi x íà äâîõ ïà-
ðàëåëüíèõ ïðîâiäíèêàõ êîíòóðà, òîäi âiäîìî [104], ùî u òà v çàäîâîëüíÿþòü
òåëåãðàôíó ñèñòåìó ðiâíÿíü âèäó{

Lut + vx + ru = E(x, t),

Cvt + ux + gv = 0,

äå r , g , L , C îçíà÷àþòü, âiäïîâiäíî, îïið, åëåêòðîïðîâiäíiñòü, iíäóêòèâíiñòü
òà åëåêòðî¹ìíiñòü íà îäèíèöþ äîâæèíè, â òîé ÷àñ ÿê E ¹ íàïðóãà íà îäèíè÷-
íîìó âiäðiçêó, iíäóêîâàíà â ïîñëiäîâíî çàìêíóòîìó êîíòóði. Íå çìåíøóþ÷è
çàãàëüíîñòi, ïîêëàäåìî C = 1 , à L ïåðåïîçíà÷èìî ÷åðåç ε , ââàæàþ÷è, åëåê-
òðî¹ìíiñòü ìàëèì äîäàòíèì ïàðàìåòðîì, ÿêèé ïðÿìó¹ äî íóëÿ. Âiäîìî, ùî
¹ìíiñòü ó êîíòóði ¹ ìàëîþ, ÿêùî, âiäïîâiäíî, ÷àñòîòà ¹ ìàëîþ. Äîäàþ÷è äî
îïèñàíî¨ ñèñòåìè ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè, îäåðæèìî êðàéîâó çàäà÷ó iç
ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíié ó ðiâíÿííi ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè. Ðîçãëÿ-
äàþ÷è ðiçíi êðàéîâi óìîâè, ìàòèìåìî iíøi ðiçíi ìîäåëi åëåêòðè÷íèõ êië iç
ìàëîþ ¹ìíiñòþ, ùî îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ ñèñòåìè
ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó [104], òîáòî ó DT = {(x, t) ∈ R2; 0 < x < 1, 0 < t < T}
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ìà¹ìî òåëåãðàôíó ñèñòåìó ðiâíÿíü{
εut + vx + ru = f1(x, t),

vt + ux + gv = f2(x, t)
(1.1)

iç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), 0 ≤ x ≤ 1 (1.2)

òà íåëiíiéíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè{
r0u(0, t) + v(0, t) = 0,

u(1, t)− kvt(1, t) = f0(v(1, t)) + e(t), 0 ≤ t ≤ T.
(1.3)

Çàäà÷à (1.1)-(1.3) ¹ ìîäåëëþ ïðîõîäæåííÿ ñòðóìó â åëåêòðè÷íîìó çàìêíóòî-
ìó êîíòóði.

Ïîøèðåííÿ òåïëà â ïîðèñòèõ òiëàõ îïèñó¹ ãiïåðáîëi÷íå ðiâíÿííÿ òå-
ïëîïðîâiäíîñòi [28, 49,50]

∂T

∂τ
+ τr

∂2T

∂τ 2
= a

∂2T

∂x2

äå τr � ÷àñ ðåëàêñàöi¨, ¹ ìàëèì ïàðàìåòðîì.
Ó ðîáîòi Äæ. Óiçåìà [83] ðîçãëÿíóòî ðiâíÿííÿ iç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòà-

ìè, ìàëèì ïàðàìåòðîì â ÿêîìó âèñòóïà¹ η > 0

η

(
∂

∂t
+ c1

∂

∂x

)(
∂

∂t
+ c2

∂

∂x

)
ϕ+

(
∂

∂t
+ a

∂

∂x

)
ϕ = 0,

ùî ìîæå ç òî÷íiñòþ äî ïîçíà÷åíü îïèñóâàòè òðàíñïîðòíi ïîòîêè, ïàâîäêîâi
õâèëi, õiìi÷íi ïðîöåñè îáìiíó òîùî.

Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ÷àñòî ïðèâîäÿòü
äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, çîêðåìà, â çàäà÷àõ
Íàâ'¹-Ñòîêñà ïðè ìàëié â'ÿçêîñòi ñåðåäîâèùà [60], â çàäà÷àõ õiìi÷íî¨ êiíåòèêè
[11], àáî ãiäðîäèíàìiöi [68] (ñèíãóëÿðíî çáóðåíà ìiøàíà çàäà÷à ãiïåðáîëi÷íîãî
òèïó).

Áàãàòî iíøèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷, ÿêi çâîäÿòüñÿ äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ
ðiâíÿíü òà ñèñòåì ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó äîñëiäæåíî òàêîæ ó [9,16,18,23,24,33,
41�46,59,69,76,83,84,101,112,116,125,130,131,134,145].

Çàäà÷i, ùî îäåðæàíi iç ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ïðè ñïðÿìóâàííi ìàëîãî
ïàðàìåòðà äî íóëÿ òóò i íàäàëi íàçèâàòèìåìî òàêîæ âèðîäæåíèìè çàäà÷àìè.
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Äîñëiäæåííÿì ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ çàéìàëîñü ÷èìàëî
âiò÷èçíÿíèõ òà çàðóáiæíèõ ó÷åíèõ. Öi çàäà÷i äîñëiäæóâàëèñÿ ðiçíèìè ïiäõî-
äàìè òà ðiçíîìàíiòíèìè ìåòîäàìè, íàïðèêëàä, ïîáóäîâà àñèìïòîòèêè ðîç-
â'ÿçêó çàäà÷i, çíàõîäæåííÿ óìîâ ïðè ÿêèõ ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ çàäà÷i ïðÿìó¹
äî ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíî¨ çàäà÷i ïðè ñïðÿìóâàííi ìàëîãî ïàðàìåòðà äî íóëÿ
òîùî.

Çîêðåìà, ðîáîòà Á.Í. Ïàíàéîòi [66] ¹ îäíi¹þ ç ïåðøèõ ðîáiò, ó ÿêèõ
äîñëiäæóâàâñÿ çâ'ÿçîê ìiæ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîþ ãiïåðáîëi÷íîþ çàäà÷åþ òà
âiäïîâiäíîþ ¨é âèðîäæåíîþ çàäà÷åþ. Ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêó ïî÷àòêîâèõ çàäà÷
äëÿ äåÿêèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ïðè ìàëîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà âèâ-
÷àëèñÿ ó ïðàöÿõ [24,108].

Àñèìïòîòè÷íèé çâ'ÿçîê ìiæ çàäà÷åþ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî íåëi-
íiéíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó òà âiäïîâiäíèì ïàðàáîëi÷-
íèì âèðîäæåííÿì, îäåðæàíîãî ïðè ñïðÿìóâàííi ìàëîãî ïàðàìåòðà äî íóëÿ
ó âèõiäíié çàäà÷i, äîñëiäæåíî ó ïðàöi [129]. Ñèíãóëÿðíî çáóðåíà ãiïåðáîëi÷-
íà ñèñòåìà ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ïàðàáîëi÷íèì âèðîäæåííÿì
ðîçãëÿäà¹òüñÿ â ðîáîòi [135].

Äâîâèìiðíèì òà áàãàòîâèìiðíèì ïîäiáíèì ðiâíÿííÿì ãiïåðáîëi÷íîãî
òèïó ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [61,67,109,138,146].

Âèïàäîê âèðîäæåííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç äâî-
ìà i áiëüøå íåçàëåæíèõ çìiííèõ ó ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëi÷íîãî òèïó ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó ðîçãëÿäàëà Ë. Áëîíäåëü ó ñâî¨õ ïðàöÿõ [106,107]. Çà óìîâè, ùî õàðàêòå-
ðèñòèêà ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, âèïóùåíà ç äåÿêî¨ òî÷êè
íà ìåæó çàäàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ëåæèòü ìiæ õàðàêòåðèñòèêàìè îïåðàòîðà
äðóãîãî ïîðÿäêó, âèïóùåíèõ ç òi¹¨ æ òî÷êè íà òó æ ìåæó, âñòàíîâëåíî ùî
ðîçâ'ÿçêè âèõiäíî¨ çàäà÷i òà âèðîäæåíî¨ çáiãàþòüñÿ ïðè ñïðÿìóâàííi ìàëîãî
ïàðàìåòðà äî íóëÿ.

Ó âèïàäêó ïàðàáîëi÷íîãî âèðîäæåííÿ i âèðîäæåííÿ ó çâè÷àéíå äèôå-
ðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ ñóáõàðàêòåðèñòèêà (õàðàêòåðèñòèêà âèðîäæåíîãî ðiâ-
íÿííÿ) ¹ ôóíêöi¹þ ÷àñó [42,122,126]. Íåëiíiéíèé âèïàäîê òàêîãî âèðîäæåííÿ
ðîçãëÿäàâñÿ ó ðîáîòi [123].

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äîñëiäæóâàëàñÿ ó ðîáîòàõ Ä. Ñìiòà
òà Äæ. Ïàëüìåðà [141,142]. Íåëiíiéíèé âèïàäîê ðîçãëÿäàëè À. Ê. Êàñiìîâ òà
Å. Ó. Ìåäåóîâ ó ïðàöi [31].

Ïðè âèâ÷åíi ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ïî÷àòêîâèõ ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷
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êðiì äîñëiäæåííÿ ïèòàííÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ó [125], äîñëiäæó¹òüñÿ, íà-
ïðèêëàä, ïîáóäîâà ïîâíîãî àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êî-
øi äëÿ îäíîãî ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ, ùî âèðîäæó¹òüñÿ ó ðiâíÿí-
íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi. Àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ äåÿêî¨ ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i äëÿ
äâîâèìiðíîãî ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì, ùî âèðîäæó¹òüñÿ
ó ïàðàáîëi÷íå, Í.Ì. Êàáàöié i I.I. Ìàðêóø äîñëiäèëè â çàìiòöi [29].

Áàãàòîâèìiðíi ïî÷àòêîâi çàäà÷i äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ãiïåðáîëi÷-
íèõ ðiâíÿíü, êîåôiöi¹íòè ÿêèõ çàëåæàëè âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ iç ïàðàáîëi÷íèì
âèðîäæåííÿì, äîñëiäæóâàëè Ì. Çëàìàë [146] òà É. Íåäîìà [138].

Ñ. À. Ëîìîâ i À. Ã. �ëiñ¹¹â [48] çàïðîïîíóâàëè ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ ñèí-
ãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ç äîïîìîãîþ ïåðåõîäó â ïðîñòið áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi
òà çìiíè âèõiäíîãî ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî îïåðàòîðà íà ðåãóëÿðíèé îïåðàòîð.
Ìåòîä Ñ. À. Ëîìîâà çàñòîñîâóþòü äëÿ øèðîêîãî êëàñó çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Âèïàäîê êâàçiëiíiéíèõ, ñëàáî íåëiíiéíèõ i íåëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè äðóãié ïîõiäíié çà ÷àñîì ðîçãëÿíóòî â ïðà-
öÿõ Æ. Õçiàî i Ð. Âåéíàõòà [125]. Ó ðîáîòàõ [131�133] ðîçãëÿäàëèñÿ ãiïåðáî-
ëi÷íi çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ.

Îêðåìî íàãîëîñèìî íà âèâ÷åíi àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðåãóëÿðíî òà
ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå Ôðiçà [128,136], âiäïîâiäíî,

ut − 6uux + uxxx = εf(u)

òà

ut + uux + ε2uxxx = 0,

äëÿ ÿêèõ êëàñ òî÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîáóäîâàíî ó ÿâíîìó âèãëÿäi ìåòîäîì îáåð-
íåíî¨ çàäà÷i ðîçñiþâàííÿ [65]. Çàäà÷i ïðî ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ
äëÿ íåëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè äî-
ñëiäæóâàëèñÿ ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó Â. Ï. Ìàñëîâà,
îïèñàíó, íàïðèêëàä, ó ïðàöi [51]. Ãðóíòîâíå äîñëiäæåííÿ ïîáóäîâè àñèìïòî-
òè÷íèõ ñîëiòîíîïîäiáíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Êîðòåâåãà-äå
Ôðiçà òà îáøèðíèé îãëÿä ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë iç öi¹¨ òåìàòèêè íàâåäåíî â
ðîáîòàõ Þ. I. Ñàìîéëåíêî [78].

Äîñëiäæåííÿ ïåðiîäè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õ åêñïîíåíöiàëüíî îðáiòàëüíî¨
ñòiéêîñòi äëÿ çáóðåíèõ ìàëèì ïàðàìåòðîì ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
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äðóãîãî ïîðÿäêó òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ äëÿ ïåðiîäè÷íèõ ðåæèìiâ ñèñòåì iç çà-
ïiçíåííÿì i ðiâíÿíü ñïiíîâîãî ãîðiííÿ ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi I. I. Êëåâ÷óêà [39,40].

Àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äëÿ ðåãóëÿðíî i ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ôóíêöiî-
íàëüíèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿäàëèñü òàêîæ â ðîáîòàõ [71,100].

1.2. Ìåòîä ïðèìåæîâîãî òà êóòîâîãî øàðiâ ïîáóäîâè

àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî

çáóðåíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü òà ñèñòåì iç

÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè

Îäíi¹þ iç ñêëàäíèõ ïðîáëåì â òåîði¨ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ äëÿ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ¹ ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü çà ìà-
ëèì ïàðàìåòðîì ðîçâ'ÿçêiâ âêàçàíèõ çàäà÷. Ðîçâ'ÿçêè àñèìïòîòè÷íî çáóðå-
íèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ
ïîõiäíèõ çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðó ÿê ðåãóëÿðíèì, òàê i ñèíãóëÿðíèì ÷èíîì.

Ñóòíiñòü àñèìïòîòè÷íîãî ìåòîäó ìàëîãî ïàðàìåòðó ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùîá âiääiëèòè öi çàëåæíîñòi îäíà âiä iíøî¨, ïîáóäóâàòè ðiâíîìiðíi àñèìïòî-
òè÷íi íàáëèæåííÿ.

Ñåðåä àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ, ñòâîðåíèõ äëÿ çàñòîñóâàííÿ äî ñèíãó-
ëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ç ïðèìåæîâèì õàðàêòåðîì ðîçâ'ÿçêiâ, ïîòðiáíî âiäçíà-
÷èòè äîñèòü àôåêòèâíèé ìåòîä ïðèìåæîâèõ ôóíêöié, çàïðîïîíîâàíèé Ì. I.
Âiøèêîì i Ë. À. Ëþñòåðíèêîì [21, 22] äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ëiíiéíèõ äè-
ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé äàëi ðîçâèíóëè À. Á. Âàñèëü¹âà òà Â. Ô. Áóòó-
çîâ [17,18], Ì. I. Iìàíàëi¹â [27], Â. À. Òðåíîãií [81,82] òà ií. Â. Ô. Áóòóçîâ [11]
ðîçðîáèâ ìåòîä êóòîâèõ ïðèìåæîâèõ ôóíêöié, ÿêèé ñòàâ ñóòò¹âèì óçàãàëü-
íåííÿì i ðîçâèòêîì ìåòîäó ïðèìåæîâèõ ôóíêöié. Öåé ìåòîä ìîæíà çàñòîñî-
âóâàòè äî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çàäà÷ ç äâîìà i áiëüøå äîòè÷íèìè êðàéîâèìè
ìåæàìè äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè.

Ïðè âèâ÷åíi ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ÷è ñèñòåì âèùîãî ïîðÿäêó,
êîëè øâèäêi çìiííi àáî ïîõiäíi âiä ïîâiëüíèõ çìiííèõ íà ëiíi¨ çàäàííÿ ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ ¹ íàáëèæåíèìè ïðè ε → 0 , äîñëiäæåííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðå-
íèõ çàäà÷ íå ïiääà¹òüñÿ íàâåäåíîìó âèùå ìåòîäó Ëþñòåðíèêà-Âiøèêà. Õà-
ðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ òàêèõ çàäà÷ ¹ òå, ùî ðîçâ'ÿçîê íåâèðîäæåíî¨ çàäà÷i
ïðè ε → 0 ïðÿìó¹ äî ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíîãî ðiâíÿííÿ, àëå âæå iç çìiíåíîþ
ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ, òîáòî ìà¹ ìiñöå ÿâèùå ïî÷àòêîâîãî ñòðèáêà. Íàéáiëüø
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çàãàëüíi âèïàäêè òàêîãî òèïó çàäà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì îäåð-
æàâ Ê. À. Êàñiìîâ [31] òà Á. Ì. Êàäèêåíîâ [30].

Ñåðåä ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì
îñîáëèâèé òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ ìàþòü çàäà÷i ç äâîìà i áiëüøå äîòè÷íèìè ìå-
æàìè, äëÿ ÿêèõ ìåòîä ðîçðîáëåíèé äëÿ çàäà÷ ç îäíi¹þ ìåæåþ íå ïðàöþ¹. Ó
ïðàöÿõ Â. Ô. Áóòóçîâà [10�12, 18] äîñëiäæåíî ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ìiøàíi çà-
äà÷i ç äâîìà i áiëüøå äîòè÷íèõ ãðàíèöü äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè
óñiõ òèïiâ çà äîïîìîãîþ íàçâàíîãî íèì ìåòîäó êóòîâèõ ïðèìåæîâèõ ôóíêöié.
Ðîçøèðåííÿ òà óçàãàëüíåííÿ ìåòîäó êóòîâèõ ïðèìåæîâèõ ôóíêöié çíàéøëî
ó ðîáîòàõ Ê. À. Êàñiìîâà i Á. Ì. Êàäèêåíîâà [30,31].

Áàãàòî ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ìiøàíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ ðîçãëÿäà-
þòü â îáëàñòÿõ ç êóòîâèìè òî÷êàìè [22, 49]. Â îêîëi òî÷êè äîòèêó äâîõ ìåæ
âèíèêà¹ ÿâèùå êóòîâîãî ïðèìåæîâîãî øàðó, äëÿ ÿêiñíîãî îïèñó ÿêîãî íå äî-
ñòàòíüî ìåòîäó ïðèìåæîâèõ ôóíêöié. Äîñëiäæåííÿ àñèìïòîòè÷íî¨ ïîâåäiíêè
ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷ â îêîëàõ êóòîâèõ òî÷îê âèìàãà¹ ìåòîäó, ñóòü ÿêîãî ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ ðîçãëÿäó ïðèìåæîâîãî øàðó â îêîëàõ êóòîâèõ ìåæîâèõ
òî÷îê ââîäÿòüñÿ ñïåöiàëüíi ôóíêöi¨, ÿêi íàçèâàþòü êóòîâèìè ïðèìåæîâèìè
ôóíêöiÿìè i âiäiãðàþòü ñóòò¹âó ðîëü ïðè àñèìïòîòè÷íîìó ïðåäñòàâëåíi ðîç-
â'ÿçêó â îêîëàõ öèõ êóòîâèõ òî÷îê [22].

Îäíèìè ç ïåðøèõ ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ ãiïåðáîëi÷íèì çìiøàíèì ñèí-
ãóëÿðíî çáóðåíèì çàäà÷àì, ðîçâ'ÿçêè ÿêèõ ìàþòü ïðèìåæîâèé øàð, áóëè
[10,79,82]. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ ïîäiáíèõ çàäà÷ äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ i åëiïòè÷íèõ
ðiâíÿíü ¹ çíà÷íî áiëüøå ëiòåðàòóðíèõ äæåðåë.

Ñïèðàþ÷èñü íà ðåçóëüòàòè Â. Ô. Áóòóçîâà [10], ïîêàæåìî âèêîðèñòàí-
íÿ ìåòîäó ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó iç çàñòîñóâàííÿì êóòîâèõ ïðè-
ìåæîâèõ ôóíêöié äëÿ äåÿêèõ çàäà÷ äëÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿíåìî, ÿê ïðèêëàä, çàäà÷ó

ε

(
∂u

∂t
+
∂u

∂x

)
+ a(x, t)u = f(x, t), (0 < x 6 l, 0 < t 6 T ), (1.4)

u(x, 0) = ϕ(x), v(0, t) = ω(t). (1.5)

Íåõàé ε > 0, a(x, t) > 0, a(x, t), f(x, t), ϕ(x), ω(t) � äîñòàòíüî ãëàäêi ôóíêöi¨
òà âèêîíàíi óìîâè ïîãîäæåííÿ

ϕ(0) = ω(0), ϕ′(0) + ω′(0) = 0, a(0, 0)ϕ(0) = f(0, 0). (1.6)
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Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u(x, t, ε) çàäà÷i (1.4)�(1.5), ÿêèé ìà¹ íåïåðåðâíi
÷àñòèííi ïåðøi ïîõiäíi. Äëÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòè÷-
íå ðîçâèíåííÿ

u(x, t, ε) =
∞∑
i=0

εi[ūi(x, t) + Πi(x, τ) +Qi(ξ, t) + Pi(ξ, τ)],

äå t = ετ, x = εξ, Πi, Qi � çâè÷àéíi, à Pi � êóòîâi ïðèìåæîâi ôóíêöi¨.
Ðiâíÿííÿ äëÿ ãîëîâíèõ ÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè ìàþòü âèãëÿä:

a(x, t)ū0 = f(x, t);

∂Π0

∂τ
+ a(x, 0)Π0 = 0, Π0(x, 0) = ϕ(x)− ū0(x, 0);

∂Q0

∂ξ
+ a(0, t)Q0 = 0, Q0(0, t) = ω(t)− ū0(0, t);

∂P0

∂ξ
+
∂P0

∂τ
+ a(0, 0)P0 = 0, P0(ξ, 0) = −Q0(ξ, 0), P0(0, τ) = −Π0(0, τ).

Ðîçâ'ÿçêè öèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ ðiâíÿíü äëÿ íàñòóïíèõ ÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè
ëåãêî ìîæíà âèïèñàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi [6, 10]. Ïðè öüîìó êóòîâi ïðèìåæî-
âi ôóíêöi¨ Pi(ξ, τ) çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíi óìîâè ïîãîäæåííÿ âèäó (1.6),
ÿêi çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ç íåïåðåðâíèìè ïåðøèìè ïîõiäíèìè.
Î÷åâèäíî, ùî P0(ξ, τ) ≡ 0 , àëå âæå P1(ξ, τ) 6= 0 . Âñi ôóíêöi¨ Πi, Qi, Pi �
åêñïîíåíöiàëüíî ñïàäàþòü çà çìiííèìè ξ i τ , ç îöiíêîþ, íàïðèêëàä, äëÿ Pi :

|Pi(ξ, τ)| 6

{
M(ξ)e−κξ, ξ > τ,

M(τ)eλτ , ξ 6 τ,

äå M � äåÿêi ìíîãî÷ëåíè çà ñâî¨ìè çìiííèìè ç äîäàòíèìè êîåôiöi¹íòàìè, à
κ i λ âiäïîâiäíi âiäîìi ñòàëi.

Äëÿ ðiçíèöi ìiæ u(x, t, ε) i ÷àñòêîâîþ ñóìîþ Un àñèìïòîòè÷íîãî ðîç-
âèíåííÿ ñïðàâåäëèâà ðiâíîìiðíà çà x i t îöiíêà |u− Un| = O(εn+1) .

×àñòî â òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âèíèêàþòü çàäà÷i iç ñèíãóëÿð-
íèìè çáóðåííÿìè [136], â ÿêèõ âëàñòèâîñòi çáóðåíèõ çàäà÷ ÿêiñíî âiäðiçíÿ-
þòüñÿ âiä âëàñòèâîñòåé âèðîäæåíèõ çàäà÷, ùî îäåðæóþòüñÿ iç âèõiäíèõ ïðè
íóëüîâèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðiâ. Äëÿ öüîãî êëàñó çàäà÷ âàæëèâîþ ¹ ðîëü
àñèìïòîòè÷íèõ ìåòîäiâ, ÿêi äàþòü ìîæëèâiñòü îäåðæàòè ÿêiñíó êàðòèíó ðîç-
â'ÿçêó, ùî òàêîæ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî ïðè ïîáóäîâi i àíàëiçi ÷èñëîâèõ
àëãîðèòìiâ òàêèõ çàäà÷.
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Íàéáiëüø ïîøèðåíèì ìåòîäîì îïèñó àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêiâ ïî÷àòêî-
âèõ i êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè
ïîõiäíèõ, àáî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ iç ñèíãóëÿðíèìè çáóðåííÿìè ¹
ìåòîä ïðèìåæîâèõ ôóíêöié [18,21] òà òåîðiÿ åêñïîíåíöiàëüíèõ ñêëàäíèõ ïðè-
ìåæîâèõ øàðiâ [8, 25].

Ó áàãàòüîõ ðîáîòàõ ìåòîä ïðèìåæîâèõ ôóíêöié âèêîðèñòîâóþòü äëÿ
ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåì êðàéîâî¨ çàäà÷i ïðèí-
öèïó ìàêñèìóìó Ë. Ñ. Ïîíòðÿãiíà [19,25].

Íàÿâíiñòü ìàëèõ çáóðåíü â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ìîæå áó-
òè ïîâ'ÿçàíî ç ìàëiñòþ êîìïîíåíò â ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi, ùî îïèñó¹ äèíàìiêó
ïðîöåñiâ (ìàëi ÷àñîâi ñòàëi, ìîìåíòè iíåðöi¨, ìàñè òîùî), òàê i ç ìåòîäàìè äî-
ñëiäæåííÿ çàäà÷ êåðóâàííÿ (ïàðàìåòðè ðåãóëÿðèçàöi¨, àïðîêñèìàöi¨ iìïóëü-
ñiâ, äèñêîíòóâàííÿ òîùî).

1.3. Çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâà-

çiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç îäíi¹þ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ

Ôóíäàìåíòàëüíi ïèòàííÿ òåîði¨ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ðîçãëÿíóòî, çî-
êðåìà, â ïðàöÿõ Á. Ðiìàíà [75], É. Øàóäåðà [139], I. Ã. Ïåòðîâñüêîãî [70], Â.
Å. Àáîëiíi òà À. Ä. Ìèøêiñà [1], Á. Ë. Ðîæä¹ñòâ¹íñüêîãî i Ì. Ì. ßí¹íêà [76],
Ï. Ä. Ëàêñà [45]. Ïiçíiøå ðiçíîìàíiòíi ïiäõîäè äëÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ìiøàíèõ çà-
äà÷ äëÿ îäíîâèìiðíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì äîñëiäæóâàëè Ð. Êóðàíò i Ï.
Ëàêñ [44, 113], Þ. Î. Ìèòðîïîëüñüêèé [59], À. Ä. Ìèøêiñ i À. Ì. Ôiëiìî-
íîâ [63], Ç. Î. Ìåëüíèê [55�58], Á. É. Ïòàøíèê, Â. Ñ. Iëüêiâ, Â. Ì. Êèðè-
ëè÷ [33�37], I. ß. Êìiòü [41,73], Ð. Â. Àíäðóñÿê [4,5], Î. Â. Ïåëþøêåâè÷ [69],
Ëi Òà-Òöií (Li Ta-Tsien) [131�133], ß. Òóðî [144] òà ií.

Äî êëàñó íåäîñòàòíüî âèâ÷åíèõ çàäà÷ ìîæíà âiäíåñòè i çàäà÷i äëÿ
ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè òà îðòîãîíàëü-
íèìè (âåðòèêàëüíèìè i/àáî ãîðèçîíòàëüíèìè) äî îñåé êîîðäèíàò õàðàêòåðè-
ñòèêàìè. Ñèñòåìè ðiâíÿíü ç òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè â ëiòåðàòóði òàêîæ íà-
çèâàþòü âèðîäæåíèìè (ñèíãóëÿðíèìè) ãiïåðáîëi÷íèìè ñèñòåìàìè äèôåðåí-
öiàëüíèõ ðiâíÿíü [33,47,52,63,73].

Òåìàòèöi âèðîäæåíèõ òàêîãî òèïó ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ïðèñâÿ÷åíî
äîñëiäæåííÿ Î. Â. Ïåëþøêåâè÷ [69]. Îðòîãîíàëüíi äî îñåé êîîðäèíàò õàðàê-
òåðèñòèêè ç ôiçè÷íèõ ìiðêóâàíü îçíà÷àþòü, ùî ÷àñòèíà êîëèâíèõ çáóðåíü ó
ñåðåäîâèùi ìîæå ïîøèðþâàòèñÿ iç íåîáìåæåíîþ øâèäêiñòþ [33,47,63,83,84].
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Çàäà÷i ç òàêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì âèíèêàþòü òà-
êîæ ÿê ïðîìiæíi ïðè äîñëiäæåííi ¨õíiõ áàãàòîâèìiðíèõ âàðiàíòiâ [23, 127].
Çîêðåìà, îðòîãîíàëüíiñòü õàðàêòåðèñòèê äî îñåé êîîðäèíàò âèíèêà¹ ïðè ãðà-
íè÷íîìó ïåðåõîäi âiä âèïàäêó õàðàêòåðèñòèê ç íå âåðòèêàëüíèì (íå ãîðèçîí-
òàëüíèì) ðîçìiùåííÿì ùîäî îñåé [13,14,47,52].

Ñàìå ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, çàçâè÷àé, âèíèêàþòü ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè
êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü, ÷àñòèíà ñiì'¨ õàðàêòåðèñòèê ÿêèõ òàêîæ ¹ ïåðïåíäè-
êóëÿðíà äî îñi ÷àñó [20,23,76,121].

Äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïèòàííÿ ïðî êîðåêòíó
ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ÷àñòèíà ñiì'¨ õàðàêòåðèñòèê ¹ îðòîãî-
íàëüíà äî ïðîñòîðîâî¨ àáî ÷àñîâî¨ îñåé, äîñi áóëî âiäêðèòèì, õî÷à äî ìîäåëåé
òàêîãî âèãëÿäó, ÿê çàçíà÷åíî âèùå, ïðèâîäÿòü çàäà÷i ôiçèêè òâåðäîãî òiëà òà
äåÿêi iíøi ïðèêëàäíi âèïàäêè [76,84,116,131].

Ñèñòåìè ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç îðòîãîíàëüíèìè äî îñåé êîîðäèíàò
õàðàêòåðèñòèêàìè âèíèêàþòü ÿê ïðîìiæíi, íàïðèêëàä, ó ìåòîäi ïðîäîâæåíî¨
ñèñòåìè, ÿêèé ñôîðìóëþâàëè â 1949 ð. Ð. Êóðàíò i Ï. Ëàêñ [113] äëÿ âèïàäêó
çâåäåííÿ êâàçiëiíiéíî¨ ñèñòåìè

G(x, t, u)
∂u

∂t
+ Λ(x, t, u)G(x, t, u)

∂u

∂x
= R(x, t, u)

äî ñèñòåìè â iíâàðiàíòàõ Ðiìàíà [76,111].
Íåõàé

p =
∂u

∂x
, q =

∂u

∂t
, P = Gp, Q = Gq.

Òîäi ç óðàõóâàííÿì òîãî, ùî
∂q

∂x
=
∂p

∂t
, iç

∂u

∂t
+A(x, t, u)

∂u

∂x
= b(x, t, u) ìîæíà

îäåðæàòè ñèñòåìó ç 4m ðiâíÿíü, çàïèñàíó â iíâàðiàíòàõ

∂P

∂t
+ Λ

∂P

∂x
= Ω(x, t, u, P,Q),

∂Q

∂t
+ Λ

∂Q

∂x
= Ψ(x, t, u, P,Q),

∂u

∂t
= G−1Q,

∂u

∂x
= G−1P,

ó ÿêié îñòàííiõ 2m ðiâíÿíü ç îðòîãîíàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè.
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Íàÿâíiñòü ãîðèçîíòàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê [76] óñêëàäíþ¹, íàïðèêëàä,
ôîðìóëþâàííÿ óìîâ ïðè t = 0 äëÿ òàêî¨ ãðóïè ðiâíÿíü. Ãiïåðáîëi÷íi ñèñ-
òåìè, ó ÿêèõ ÷àñòèíà ðiâíÿíü ìà¹ ãîðèçîíòàëüíi (âåðòèêàëüíi) õàðàêòåðèñ-
òèêè, ïðèðîäíüî ìîæóòü âèíèêàòè ÿê ó ðàçi ïåðåõîäó âiä ñèñòåì çàãàëüíî-
ãî âèãëÿäó äî çàïèñó â iíâàðiàíòàõ [76], òàê i â äåÿêèõ ïðèêëàäíèõ çàäà-
÷àõ [20,23�26,47,52,84,143].

Âèïàäêè íàÿâíîñòi îðòîãîíàëüíèõ äî îñåé êîîðäèíàò õàðàêòåðèñòèê
òàêîæ ðîçãëÿäàëèñü â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ [133,145].

Íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [145] â ÷îòèðèêóòíèêó R(δ) = {t, x : 0 ≤ t ≤
δ, 0 ≤ x ≤ 1} ðîçãëÿíóòî çàãàëüíó ãiïåðáîëi÷íó ñèñòåìó êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü 

lp(u)
(∂u
∂t

+ λp(u)
∂u

∂x

)
= Fp(u), p ∈ {1, . . . , l},

lq(u)
∂u

∂t
= Fq(u) + cq(t, x), q ∈ {l + 1, . . . ,m},

lr(u)
(∂u
∂t

+ λr(u)
∂u

∂x

)
= Fr(u), r ∈ {m+ 1, . . . , n},

äå cq(t, x) � çîâíiøí¹ êåðóâàííÿ, à li(u) � âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì çíà÷åííÿì λi(u), i ∈ {1, . . . , n}.

Çàäà÷i ç îðòîãîíàëüíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè âèíèêàþòü òàêîæ ïðè äî-
ñëiäæåííi çàäà÷ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ñòàðøèõ ïîõiäíèõ ó ãiïåðáîëi÷íèõ
ñèñòåìàõ, ùî ¹ îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ öi¹¨ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ ç ìàëèì ïàðàìåòðîì àñèìïòîòè÷íèìè ìåòîäàìè
âèìàãà¹ ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi âèðîäæåíîãî âèïàäêó ãiïåðáîëi÷íî¨ çàäà÷i
[14].

Ãîëîâíà òðóäíiñòü ó ïîáóäîâi ãëîáàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïîâ'ÿçàíà ç íà-
ÿâíiñòþ õàðàêòåðèñòèê, âiðíiøå ç ¨õ ïåðåòèíîì â ñåðåäèíi îáëàñòi. Ç ïëè-
íîì ÷àñó ðîçâ'ÿçêè ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ìîæóòü áóòè ìåíø ãëàäêèìè,
íiæ âèõiäíi äàíi, òîáòî âòðà÷àòè ãëàäêiñòü, àáî âçàãàëi îäåðæóâàòè ðîçðè-
âè [1, 33,41,63,72,76,77,83,85,140].

Êëàñè÷íèé ìåòîä õàðàêòåðèñòèê, ðîçðîáëåíèé ñïî÷àòêó äëÿ äîñëiä-
æåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ îäíîâèìiðíèõ íàïiâëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì
ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó [70], âèÿâèâñÿ ïîòóæíèì çàñîáîì i äëÿ ìiøàíèõ
çàäà÷ â äîñëiäæåííÿõ Â. Å. Àáîëiíi i À. Ä. Ìèøêiñà [1]. Ç ìåòîþ îäåðæàííÿ
ëîêàëüíèõ òà ãëîáàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì
öåé ìåòîä áóâ çàñòîñîâàíèé â ïðàöÿõ [4, 5, 59,73,76,131,144].
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Íàãîëîñèìî, ùî îáëàñòü iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ íåëiíié-
íèõ (íàïiâëiíiéíèõ, êâàçiëiíiéíèõ) ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó, çàçâè÷àé, îáìåæåíà. Öå çâ'ÿçàíî ç ìîæëèâiñòþ ïåðåòèíó õàðàêòåðèñ-
òèê îäíîãî i òîãî æ ñiìåéñòâà i óòâîðåííÿ äóæå ÷àñòî ðîçðèâiâ ðîçâ'ÿçêó,
çîêðåìà, äëÿ êâàçiëiéíèõ ðiâíÿíü [63, 76]. Îñíîâíi äîñòàòíi óìîâè ãëîáàëü-
íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òàêèõ çàäà÷ áóëè çâ'ÿçàíi ç ïîáóäîâîþ óçàãàëüíåíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ [72,76,131,144].

Iñíóþ÷i â äàíèé ÷àñ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ñêëàäíî¨ ñòðóêòóðè, çàçâè÷àé, íå äàþòü
ìîæëèâîñòi çíàéòè ¨õ ðîçâ'ÿçêè â ÿâíîìó âèãëÿäi, òî ïðè íàÿâíîñòi ìàëèõ
çáóðåíü ó òàêèõ ðiâíÿííÿõ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü àñèìïòîòè÷íi ìåòîäè äëÿ
îäåðæàííÿ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ. Íàïðèêëàä, äëÿ ðiâíÿííÿ Å. Õîïôà [124]
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó çíèêàþ÷î¨ â'ÿçêîñòi, òîáòî øëÿõîì àíàëiçó ðîçâ'ÿçêiâ
ñèíãóëÿðíî çáóðåíîãî ðiâíÿííÿ Áþðãåðñà

ut + (f(u))x = εuxx

äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi éîãî ðîçâ'ÿçêiâ. Àíàëiçó àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü
ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ ðiçíîìàíiòíèõ íåëiíiéíèõ çàäà÷ ïðèñâÿ÷åíi ðîáîòè [7,39,40,78,
115].



Ðîçäië 2

Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ãiïåðáîëi÷íi

ñèñòåìè ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè
n+m ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè
ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó íà ïëîùèíi, ïðè÷îìó ìàëèé ïàðàìåòð ¹ ìíîæ-
íèêîì ïðè ðiçíèõ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ. Ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî àñèìï-
òîòè÷íå ðîçâèíåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçêó ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè çà
ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà.

Òàêi ðiâíÿííÿ ìîæóòü âèíèêàòè áåçïîñåðåäíüî ÿê ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi
ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ, àáî ÿê ïðîìiæíi ïðè äîñëiäæåííi, íàïðèêëàä, áàãàòîâè-
ìiðíèõ çàäà÷.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ðîáîòàõ [90,95,118].

2.1. Çàäà÷à iç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó ãiïåðáîëi÷íié ñèñòå-

ìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

Äîñëiäæåíî ëiíiéíó ãiïåðáîëi÷íó ñèñòåìó iç ìàëèì ïàðàìåòðîì ó ïðÿ-
ìîêóòíèêó, â ÿêié äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ÷àñòèíè ðiâíÿíü âèðîäæó¹òüñÿ
çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, à ðåøòà � çà ïðîñòîðîâîþ. Äëÿ êîæíî¨ ãðóïè êîìïî-
íåíò ðîçâ'ÿçêó ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíi ïðèìåæîâi øàðè, çóìîâëåíi âèðîäæåí-
íÿì ðiâíÿíü. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíî¨ ãðóïè êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó âèíèêà¹ íå-
îáõiäíiñòü ó ïðèìåæîâèõ øàðàõ çà çìiííèìè, çà ÿêèìè âiäïîâiäíi ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè íå âèðîäæóþòüñÿ. Îäíàê óçãîäæåíî ïðèìåæîâi øàðè ó êóòîâèõ òî÷-
êàõ ïðÿìîêóòíèêà áåç äîäàòêîâèõ óìîâ íà âõiäíi äàíi çàäà÷i, êðiì ïðèïóùåíü
ãëàäêîñòi. À öå ó ñâîþ ÷åðãó äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè àñèìïòîòè÷íå ðîç-
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âèíåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.

2.1.1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó

ãiïåðáîëi÷íié ñèñòåìi ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ó îáëàñòi Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T <∞} ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó



ε
∂uεi
∂t

+
∂uεi
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

bik(x, t)v
ε
k+

+fi(x, t; ε) (i = 1, n),

∂vεs
∂t

+ ε
∂vεs
∂x

=
n∑
j=1

γsj(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

σsk(x, t)v
ε
k+

+gs(x, t; ε) (s = 1,m),

(2.1a)

{
uεi (x, 0) = uεi (0, t) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ] (i = 1, n),

vεs(x, 0) = vεs(0, t) = 0, x ∈ [0, l], t ∈ [0, T ] (s = 1,m),
(2.1b)

äå ε � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð.
Îñîáëèâiñòþ öi¹¨ çàäà÷i ¹ òå, ùî ïàðàìåòð ε ñòî¨òü ïðè ðiçíèõ ïî-

õiäíèõ ó ïåðøèõ n òà ðåøòè m ðiâíÿííÿõ. Öå ïðèâîäèòü äî ñïåöèôi÷íèõ
îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó i éîãî àñèìïòîòèêè.

Ìè ðîçãëÿäà¹ìî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1), òîáòî ðîçâ'ÿçîê, íå-
ïåðåðâíèé â îáëàñòi Ω = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T < ∞} , ÿêèé
ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (2.1a), à
òàêîæ êðàéîâi óìîâè (2.1b).

Äëÿ ïîáóäîâè òà îáãðóíòóâàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i (2.1) ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(H1) ôóíêöi¨ aij, bik, γsj, σsk : Ω→ R , fi i gs : Ω×R→ R � äîñòàòíüî ãëàäêi
â îáëàñòi ñâîãî âèçíà÷åííÿ (ïîðÿäîê ãëàäêîñòi çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó
àñèìïòîòèêè);

(H2) fi(0, 0; ε) = 0 (i = 1, n) , gs(0, 0; ε) = 0 (s = 1,m) , ∀ε > 0 (óìîâè
ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó).

Çà óìîâ (H1) , (H2) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà ε

iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1) [1]. Çàçíà÷èìî, ùî íà âiäìiíó
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âiä ðåçóëüòàòiâ [21] äëÿ îáãðóíòóâàííÿ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.1)
æîäíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ íà çíàê aij (j = i) , σsk (k = s) íå ïîòðiáíî.

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè (â (2.1a) ôîð-
ìàëüíî ïîêëàäåìî ε = 0 )

∂ui
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)uj +
m∑
k=1

bik(x, t)vk + fi(x, t; 0), (i = 1, n),

∂vs
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)uj +
m∑
k=1

σsk(x, t)vk + gs(x, t; 0), (s = 1,m),

(2.2)

íå çàäîâîëüíÿ¹ âñiõ óìîâ (2.1b), à ñàìå, ôóíêöi¨ ui (i = 1, n) òà vs (s = 1,m) ,
âçàãàëi êàæó÷è, íå çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè, âiäïîâiäíî.
Òîìó â îêîëi ìåæi t = 0 òà x = 0 îáëàñòi Ω âèíèêàþòü ïðèìåæîâi øàðè,
ÿêi ïiäïðàâëÿþòü ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ çàäà÷i (ñèñòåìà (2.2) iç êðàéîâèìè
óìîâàìè äëÿ ôóíêöié u òà ïî÷àòêîâèìè äëÿ v , ïðî ÿêó ìîâà íèæ÷å) äî
âèêîíàííÿ âòðà÷åíèõ ïðè âèðîäæåííi óìîâ. Îñîáëèâiñòü çàäà÷i ïîëÿãà¹ ùå
é â òîìó, ùî õî÷à ïðèìåæîâi ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç
÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ìåæà íà ÿêié çàäàþòüñÿ êðàéîâi
óìîâè, ìiñòèòü êóòîâó òî÷êó (0,0), ùî âïëèâà¹ íà ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó, òèì
íå ìåíøå, âäà¹òüñÿ ïîáóäóâàòè áåç áóäü-ÿêèõ iíøèõ óìîâ ïîãîäæåííÿ, êðiì
(H2) , àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ðiâíîìiðíó â Ω .

Äëÿ ïðîñòîòè çàïèñiâ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

uε(x, t) = (uε1(x, t), . . . , u
ε
n(x, t)), vε(x, t) = (vε1(x, t), . . . , vεm(x, t)).

2.1.2. Ïîáóäîâà ôîðìàëüíî¨ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i iç ìà-

ëèì ïàðàìåòðîì

Àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (2.1) íà ïåðøîìó êðîöi áó-
äó¹ìî ó âèãëÿäi

uεi (x, t) ∼ ūi0(x, t) (i = 1, n), vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) (s = 1,m), (x, t) ∈ Ω. (2.3)
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Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié ūi0 òà v̄s0 íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòè-
íè àñèìïòîòèêè îäåðæèìî çàäà÷ó

∂ūi0
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)ūj0 +
m∑
k=1

bik(x, t)v̄k0 + fi0(x, t) (i = 1, n),

∂v̄s0
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)ūj0 +
m∑
k=1

σsk(x, t)v̄k0 + gs0(x, t) (s = 1,m),

ūi0(0, t) = 0, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

v̄s0(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l (s = 1,m),

(2.4)

äå fi0(x, t) , gs0(x, t) � ïåðøi ÷ëåíè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié fi òà gs â ñòåïåíåâèé
ðÿä çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε â îêîëi ε = 0 . Çàäà÷à (2.4) äëÿ âèçíà÷åííÿ
ūi0 (i = 1, n) , v̄s0 (s = 1,m) çà óìîâè (H2) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi iíòåãðàëü-
íèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ¹äèíèé äîñòàòíüî ãëàäêèé
ðîçâ'ÿçîê [69]. Îòîæ, ôóíêöi¨ ūi0 (i = 1, n) , v̄s0 (s = 1,m) îäíîçíà÷íî âè-
çíà÷åíi i ìàþòü äîñòàòíþ ãëàäêiñòü. Iç ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ âèçíà÷åííÿ
ūi0, v̄s0 î÷åâèäíî âèïëèâà¹, ùî íå âñi óìîâè (2.1b) âèêîíóþòüñÿ. Òåïåð ïî-
÷åðãîâî áóäåìî ïiäïðàâëÿòè ïîáóäîâàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.4) ôóíêöiÿìè
ïðèìåæîâîãî øàðó òàê, ùîá âèêîíóâàëèñÿ âòðà÷åíi ïðè âèðîäæåííi óìîâè.

Ïiäïðàâèìî (2.3) ôóíêöi¹þ ïðèìåæîâîãî øàðó òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü
äðóãà óìîâà (2.1b), òîáòî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó áóäó¹ìî ó âèãëÿäi{

uεi (x, t) ∼ ūi0(x, t),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qs0v(ξ, t),
(2.5)

äå
ξ =

x

ε
,

ðåãóëÿðèçóþ÷à çìiííà â îêîëi ìåæi x = 0 . Ùîá çàïèñàòè çàäà÷ó äëÿ âèçíà-
÷åííÿ Qs0v(ξ, t) , ðîçâèíåìî êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (2.1a) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè ε ,
ïiäñòàâèìî (2.5) ó ñèñòåìó (2.1a) òà êðàéîâi óìîâè (2.1b) i ïðèðiâíÿâøè êîå-
ôiöi¹íòè ïðè íóëüîâîìó ñòåïåíi ε , îäåðæèìî çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ Qs0v :

∂Qs0v

∂t
+
∂Qs0v

∂ξ
=

m∑
k=1

σsk(0, t)Qk0v, 0 < t < T, ξ > 0,

Qs0v(ξ, 0) = 0, ξ > 0,

Qs0v(0, t) = −v̄s0(0, t), 0 6 t 6 T (s = 1,m).

(2.6)
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Íà ïiäñòàâi (2.6), ôóíêöi¨ Qs0v ëiêâiäóþòü íåâ'ÿçêó, ÿêó ïðèíîñÿòü
v̄s0 ó êðàéîâó óìîâó ïðè x = 0 i äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié Qs0v îäåðæèìî
êðàéîâó çàäà÷ó â ãîðèçîíòàëüíié ïiâñìóçi äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó.

Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.6) çàëåæèòü âiä âèêîíàííÿ óìîâ ïîãî-
äæåííÿ â êóòîâié òî÷öi. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî
òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ðîçâ'ÿçêó Qs0v â êóòîâié òî÷öi (0, 0) . Äëÿ âèêîíàííÿ
óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ðiâíîñòi

Qs0v(ξ, 0)|ξ=0 = Qs0v(0, t)|t=0 (s = 1,m).

Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi äëÿ âñiõ s = 1, . . . ,m

äîðiâíþ¹ íóëåâi ó êóòîâié òî÷öi, à ç óìîâ (2.6) òà (2.4) ñïðàâäæó¹òüñÿ ðiâíiñòü

0 = −v̄s0(0, t)|t=0 = 0 (s = 1,m).

Îòîæ, ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (2.6) ïîãîäæåíi ó êóòîâié
òî÷öi (0, 0) .

Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ñàìå,
ïåðåâiðèìî, ÷è çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (2.6) óìîâè çàäà÷i â êóòîâié òî÷öi.
Äëÿ öüîãî ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ðiâíîñòi

∂Qs0v

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qs0v

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=
m∑
k=1

σsk(0, 0)Qk0v

∣∣∣∣
(0,0)

(s = 1,m).

Âèêîðèñòàâøè óìîâè iç (2.6) , çàëèøèòüñÿ ïîêàçàòè, ùî
∂v̄s0(0, 0)

∂t
= 0 .

Ç óìîâ (H2) òà (2.4) , ìà¹ìî

∂v̄s0
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

γsj(0, 0)ūj0

∣∣∣∣
(0,0)

+
m∑
k=1

σsk(0, 0)v̄k0

∣∣∣∣
(0,0)

+gs0(0, 0) = 0 (s = 1,m).

Âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ êðàéîâèõ
òà ïî÷àòêîâèõ óìîâ äàþòü ïiäñòàâó ñòâåðäæóâàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê Qs0v çàäà÷i
(2.6) ¹ ãëàäêèì.

Ïîêàæåìî òåïåð ùî ôóíêöi¨ Qs0v (s = 1,m) ìàþòü ïðèìåæîâèé õà-
ðàêòåð. Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi îäíîðiäíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè (2.6) ôóíêöi¨ Qs0v

(s = 1,m) ïðèéìàþòü íóëüîâi çíà÷åííÿ ïiä õàðàêòåðèñòèêîþ ξ = x ðiâíÿííÿ
(2.6) . Ïðè ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà íàáëèæà¹òüñÿ äî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåí-
íÿ, òîáòî ôóíêöi¨ Qs0v âiäìiííi âiä íóëÿ â îêîëi ìåæi x = 0 îáëàñòi Ω .
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Ïîáóäîâó íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.1) çàâåðøó¹ìî
âèçíà÷åííÿì ïðèìåæîâîãî øàðó â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω . Çà äîïîìî-
ãîþ ôóíêöi¨ ïðèìåæîâîãî øàðó ñêîðèãó¹ìî ðîçâ'ÿçîê (uε, vε) òàê, ùîá âè-
êîíóâàëàñü êðàéîâà óìîâà ïðè t = 0 , à òîìó uεi , v

ε
s â îáëàñòi Ω ìàòèìóòü

âèãëÿä {
uεi (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ) (i = 1, n),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qs0v(ξ, t) (s = 1,m).

Óâåäåíà ùå îäíà ðåãóëÿðèçóþ÷à çìiííà â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω

τ =
t

ε
.

Çàñòîñóâàâøè ñòàíäàðòíó ïðîöåäóðó òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü ïîáó-
äîâè ïðèìåæîâîãî øàðó [21], äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ P0u îäåðæèìî çàäà÷ó

∂Pi0u

∂τ
+
∂Pi0u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj0u, τ > 0, 0 < x < l,

Pi0u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi0u(x, 0) = −ūi0(x, 0), 0 6 x 6 l (i = 1, n).

(2.7)

ßê âèùå ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî i ïåð-
øîãî ïîðÿäêiâ çàäà÷i (2.7) âèêîíóþòüñÿ, òîìó öå äîçâîëÿ¹ áóäóâàòè àñèìïòî-
òèêó ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (2.1) âèùîãî ïîðÿäêó iç çàáåçïå÷åííÿì äîñòàò-
íüî¨ ãëàäêîñòi íàáëèæåííÿ.

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè íàáëèæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó àñèìïòîòè÷íîãî
ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (2.1) ó îáëàñòi Ω , à ñàìå:

uεi (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ)+

+ εūi1(x, t) + εPi1u(x, τ) + εQi1u(ξ, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qs0v(ξ, t)+

+ εv̄s1(x, t) + εPs1v(x, τ) + εQs1v(ξ, t) (s = 1,m).

(2.8)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî (2.8) â ñèñòåìó (2.1). Ñòàíäàðòíîþ ïðîöåäóðîþ òåîði¨
ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü îäåðæó¹ìî çàäà÷i äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié Qi1u :

∂Qi1u

∂ξ
=

m∑
k=1

bik(0, t)Qk0v, 0 < t < T, ξ > 0,

Qi1u(∞, t) = 0, 0 6 t 6 T (i = 1, n).
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Âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi Qk0v(ξ, t) = 0 äëÿ ξ > t (k = 1,m) , îäåðæèìî
ðîçâ'ÿçîê Qi1u (i = 1, n) çàäà÷i:

Qi1u(ξ, t) =


m∑
k=1

bik(0, t)

ξ∫
t

Qk0v(ς, t)dς, 0 6 ξ 6 t 6 T,

0, ξ > t.

(2.9)

Àíàëîãi÷íî ñòàâèòüñÿ çàäà÷à äëÿ Ps1v . Âèêîðèñòàâøè, ùî Pi0u(x, τ) =

0 äëÿ τ > x (i = 1, n) , çàïèøåìî Ps1v (s = 1,m) ó âèãëÿäi

Ps1v(x, τ) =


n∑
j=1

γsj(x, 0)

τ∫
x

Pj0u(x, η)dη, 0 6 τ 6 x 6 l,

0, 0 6 x 6 τ.

(2.10)

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ Q1u i P1v ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî
ïîðÿäêó.

Ñèñòåìà ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (ū1, v̄1) ðåãó-
ëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè äëÿ (t, x) ∈ Ω ìàòèìå âèãëÿä

∂ūi1
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)ūj1 +
m∑
k=1

bik(x, t)v̄k1 + f̄i1(x, t) (i = 1, n),

∂v̄s1
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)ūj1 +
m∑
k=1

σsk(x, t)v̄k1 + ḡs1(x, t) (s = 1,m),

(2.11)

äå f̄i1(x, t) = fi1(x, t) −
∂ūi0(x, t)

∂t
, ḡs1(x, t) = gs1(x, t) −

∂v̄s0(x, t)

∂x
, fi1(x, t) ,

gs1(x, t) � êîåôiöi¹íòè ïðè ïåðøîìó ñòåïåíi ε ðîçâèíåííÿ ôóíêöié fi òà gs
ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè ε , âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, ūi1 , v̄s1 ëiêâiäóþòü íåâ'ÿçêè,
ÿêi âíîñÿòü ïðèìåæîâi øàðè Qi1u , Ps1v ó êðàéîâó òà ïî÷àòêîâi óìîâè, âiä-
ïîâiäíî.

Òîìó ôóíêöi¨ ūi1 , v̄s1 , ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (2.11) ïîâèííi çàäîâîëü-
íÿòè óìîâè {

ūi1(0, t) = −Qi1u(0, t), 0 6 t 6 t (i = 1, n),

v̄s1(x, 0) = −Ps1v(x, 0), 0 6 x 6 l (s = 1,m).
(2.12)

Çàäà÷à (2.11), (2.12), àíàëîãi÷íî ÿê i (2.4), åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi iíòå-
ãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó, òîáòî ¹ îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ.
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Äëÿ Qs1v (s = 1,m) îäåðæèìî çàäà÷ó:
∂Qs1v

∂t
+
∂Qs1v

∂ξ
=

m∑
k=1

σsk(0, t)Qk1v + qs1(ξ, t), 0 < t < T, ξ > 0,

Qs1v(ξ, 0) = 0, ξ > 0,

Qs1v(0, t) = −v̄s1(0, t), 0 6 t 6 T,

(2.13)

äå qs1(ξ, t) =
n∑
j=1

γsj(0, t)Qj1u+ ξ
m∑
k=1

∂σsk(0, t)

∂x
Qk0v.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (2.13) ¹ íåîäíîðiäíîþ, òî äëÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëèñü íå ëèøå óìîâè ïîãîäæåííÿ íó-
ëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ â êóòîâié òî÷öi (0, 0) , àëå é iñíóâàëè íåïåðåðâíi
ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöié qs1 . ×àñòèííi ïîõiäíi iñíóþòü, îñêiëü-
êè ôóíêöi¨ Qs0v,Qs1u (s = 1,m) � ãëàäêi. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãî-
äæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, òîáòî Qs1v(ξ, 0)

∣∣
ξ=0

= Qs1v(0, t)
∣∣
t=0

(s = 1,m) .
Ðiâíiñòü íóëåâi ëiâî¨ ÷àñòèíè âèïëèâà¹ ç óìîâè (2.13), à äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
âèêîðèñòà¹ìî ïîñëiäîâíî óìîâè (2.12),(2.10):

0 = −v̄s1(0, t)
∣∣
t=0

= −Ps1v(x, 0)
∣∣
x=0

= 0 (s = 1,m).

Òîìó êðàéîâi óìîâè ñèñòåìè (2.13) ïîãîäæåíi äî íåïåðåðâíîñòi â êó-
òîâié òî÷öi (0, 0) , ùî õàðàêòåðèçó¹ íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.13) ó
ñìóçi ξ > 0 , 0 6 t 6 T . Äëÿ ïåðåêîíàííÿ ó ãëàäêîñòi Qs1v ó âêàçàíié ñìóçi,
ïîêàæåìî, ùî ∀s = 1,m âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂Qs1v

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qs1v

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=
m∑
k=1

σsk(0, 0)Qk1v

∣∣∣∣
(0,0)

+ qs1
∣∣
(0,0)

.

Ç óìîâ (2.6),(2.9),(2.13) ïåðåéäåìî äî ðiâíîñòi

0− ∂v̄s1
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

=
m∑
k=1

σsk · 0 + 0.

Òåïåð çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ïîõiäíà v̄s1 çà t äîðiâíþ¹ íóëþ. Äëÿ
öüîãî âèêîðèñòà¹ìî óìîâó (2.11), ç ÿêî¨ ìà¹ìî

∂v̄s1
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

γsj(0, 0)ūj1

∣∣∣∣
(0,0)

+
m∑
k=1

σsk(0, 0)v̄k1

∣∣∣∣
(0,0)

+ ḡs1
∣∣
(0,0)

= 0,

äå 
ḡs1(0, 0) = gs1(0, 0)− ∂v̄s0

∂x
= 0,

v̄s1|(0,0) = −Ps1v(0, 0) = 0,

ūi1|(0,0) = −Qi1u(0, 0) = 0.
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Îñêiëüêè,
∂v̄s1
∂t

∣∣∣∣
(0,0)

= 0, òî âñi óìîâè äëÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî (òîáòî

ãëàäêîãî) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.13) âèêîíóþòüñÿ.
Äëÿ ðîçâ'ÿçêó Pi1u (i = 1, n) çàäà÷i
∂Pi1u

∂τ
+
∂Pi1u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj1u+ pi1(x, τ), τ > 0, 0 < x < l,

Pi1u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi1u(x, 0) = −ūi1(x, 0), 0 6 x 6 l,

äå pi1(x, τ) =
m∑
k=1

bik(x, 0)Pk1v + τ
n∑
j=1

∂aij(x, 0)

∂t
Pj0u . Àíàëîãi÷íî, ÿê äëÿ ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i (2.13), ìîæíà ïîâòîðèòè âñi ìiðêóâàííÿ i äîâåñòè iñíóâàííÿ
êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó.

Îòæå, ÿê âèïëèâà¹ iç ïîáóäîâè âèùå íóëüîâîãî òà ïåðøîãî íàáëèæåíü,
ðåêóðåíòíèé ïðîöåñ ïîñëiäîâíîãî âèçíà÷åííÿ ôóíêöié àñèìïòîòè÷íîãî ðîç-
âèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðîçùåïëåíèé, à òîìó îïèøåìî àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ ôóíê-
öié íàáëèæåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó.

Ó îáëàñòi Ω ïîâíå àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i
(2.1) áóäó¹ìî ó âèãëÿäi:

uεi (x, t) ∼
∞∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
(i = 1, n),

vεs(x, t) ∼
∞∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
(s = 1,m).

(2.14)

Îïèøåìî ïîñëiäîâíiñòü, â ÿêié âèçíà÷àþòüñÿ ôóíêöi¨ ïðàâèõ ÷àñòèí
(2.14), à òàêîæ çàïèøåìî çàäà÷i, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêèõ öi ôóíêöi¨ ¹. Çàäà÷i îäåð-
æó¹ìî ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, àíàëîãi÷íî ÿê âè-
ùå, òîìó ïðîïóñòèìî îïèñ ñïîñîáó ¨õ îäåðæàííÿ.

Ñïî÷àòêó âèçíà÷à¹ìî ôóíêöiþ Qhu = (Q1hu, . . . , Qnhu) (∀h > 1) ÿê
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i 

∂Qihu

∂ξ
= quih(ξ, t), ξ > 0, 0 < t 6 T,

Qihu(∞, t) = 0, 0 6 t 6 T (i = 1, n),
(2.15)
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äå

quih(ξ, t) =
h−1∑
r=0

ξr

r!

[ n∑
j=1

∂raij
∂xr

(0, t)Qj, h−1−ru+
m∑
k=1

∂rbik
∂xr

(0, t)Qk, h−1−rv

]
−

− ∂Qi, h−2u

∂t
(i = 1, n),

ξ � ðåãóëÿðèçóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ, ÿê âèùå. Ôóíêöi¨ quih(ξ, t) (i = 1, n, h > 0)

¹ âiäîìèìè íåïåðåðâíèìè i ðiâíèìè íóëþ ïiä õàðàêòåðèñòèêîþ ξ = t , ùî
âèïëèâà¹ ç ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè. Òîìó ðîçâ'ÿçîê Qihu çàäà÷i (2.15) äëÿ êîæíîãî
h > 1 òà i = 1, n çàïèøåìî â ÿâíîìó âèãëÿäi

Qihu(ξ, t) =


ξ∫
t

quih(ζ, t) dζ, 0 6 ξ 6 t 6 T,

0, ξ > t.

(2.16)

Àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî çàäà÷ó äëÿ Pshv iç óìîâîþ Pshv(x,∞) = 0

(s = 1,m, h > 1) i Pshv ìîæíà çàïèñàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi

Pshv(x, τ) =


τ∫
x

pvsh(x, ϑ)dϑ, 0 6 τ 6 x,

0, τ > x,

(2.17)

äå pvsh � ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ äëÿ Pshv i ìà¹ âèãëÿä

pvsh(x, τ) =
h−1∑
r=0

τ r

r!

[ n∑
j=1

∂rγsj
∂tr

(x, 0)Pj, h−1−ru+
m∑
k=1

∂rσsk
∂tr

(x, 0)Pk, h−1−rv

]
−

− ∂Ps, h−2v

∂x
, (s = 1,m, h > 1).

Òóò pvsh (s = 1,m, h > 0) � âiäîìi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ðiâíi íóëåâi íàä
õàðàêòåðèñòèêîþ τ = x .

Çàçíà÷èìî, ùî ãëàäêiñòü ôóíêöié Qihu i Pshv (i = 1, n, s = 1,m, h >

1) , çîêðåìà i íà õàðàêòåðèñòèêàõ ξ = t òà x = τ , âiäïîâiäíî, âèïëèâà¹
áåçïîñåðåäíüî ç ¨õ ñòðóêòóðè.

Ôóíêöi¨ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè (ūh, v̄h) ïîðÿäêó h > 1 ¹
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ðîçâ'ÿçêàìè òàêî¨ çàäà÷i

∂ūih
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)ūjh +
m∑
k=1

bik(x, t)v̄kh+

+f̄ih(x, t), (x, t) ∈ Ω (i = 1, n),

∂v̄sh
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)ūjh +
m∑
k=1

σsk(x, t)v̄kh+

+ḡsh(x, t), (x, t) ∈ Ω (s = 1,m),

(2.18a)

{
ūih(0, t) = −Qihu(0, t), 0 6 t 6 T (i = 1, n),

v̄sh(x, 0) = −Pshv(x, 0), 0 6 x 6 l (s = 1,m),
(2.18b)

äå f̄ih(x, t) = fih(x, t) −
∂ūi h−1

∂t
, ḡsh(x, t) = gsh(x, t) −

∂v̄s h−1

∂x
, à fih(x, t) ,

gsh(x, t) � êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié fi òà gs , âiäïîâiäíî, ó ðÿä çà
ñòåïåíÿìè ε . Çàäà÷à (2.18) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëü-
òåððè äðóãîãî ðîäó, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ Qshv (h > 1) ìà¹ìî çàäà÷ó
∂Qshv

∂t
+
∂Qshv

∂ξ
=

m∑
k=1

σsk(0, t)Qkhv + qvsh(ξ, t), ξ > 0, 0 < t 6 T,

Qshv(ξ, 0) = 0, ξ > 0,

Qshv(0, t) = −v̄sh(0, t), 0 6 t 6 T (s = 1,m),

(2.19)

äå

qvsh(ξ, t) =
h∑
r=0

ξr

r!

n∑
j=1

∂rγsj
∂xr

(0, t)Qj, h−ru+

+
h∑
r=1

ξr

r!

m∑
k=1

∂rσsk
∂xr

(0, t)Qk, h−rv(ξ, t) (s = 1,m).

Àíàëîãi÷íî ÿê ó çàäà÷i (2.13), äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.19) íåîáõiäíî, ùîá ôóíêöiÿ qvsh(ξ, t) áóëà ãëàäêîþ é âèêî-
íóâàëèñü óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ó êóòîâié òî÷öi
(0,0). ×àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöié qvsh(ξ, t) iñíóþòü, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ¹ ñóìîþ
ãëàäêèõ ôóíêöié. Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ, ÿêi
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âèïëèâàþòü iç (2.16) òà (2.18b):

0 = Qshv(ξ, 0)

∣∣∣∣
ξ=0

= Qshv(0, t)

∣∣∣∣
t=0

= −vsh(0, t)
∣∣∣∣
t=0

,

0 = −vsh(0, 0) = Pshv(0, 0) = 0 (s = 1,m, h > 1).

Îòæå, êðàéîâi óìîâè ïîãîäæåíi äî íåïåðåðâíîñòi â êóòîâié òî÷öi. Ïåðå-
âiðèìî ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (2.19) â òî÷öi (0,0), òîáòî
÷è ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

∂Qshv

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qshv

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=
m∑
k=1

σsk(0, 0)Qkhv

∣∣∣∣
(0,0)

+ qvsh

∣∣∣∣
(0,0)

(s = 1,m, h > 1),

àáî, âèêîðèñòàâøè ïî÷àòêîâó òà êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (2.19), îñòàíí¹ ìîæíà
çàïèñàòè

− ∂v̄sh(0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 ·
m∑
k=1

σsk(0, 0) + qvsh(0, 0) (s = 1,m, h > 1).

Îñêiëüêè qvsh(ξ, t) = 0 (s = 1,m, h > 1) ïðè ξ > t > 0 , ùî âèïëèâà¹
iç ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè, òî ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ðiâíà íóëåâi.
Âèêîðèñòàâøè äðóãå ðiâíÿííÿ (2.18a) òà óìîâè (2.18b), ìà¹ìî

∂v̄sh(0, 0)

∂t
=−

n∑
j=1

γsj(0, 0)Qjhu(0, t)

∣∣∣∣
t=0

−

−
m∑
k=1

σsk(0, 0)Pkhv(ξ, 0)

∣∣∣∣
ξ=0

+ ḡsh(0, 0) (s = 1,m, h > 1).

Íà ïiäñòàâi (2.16) òà (2.17), ïåðøi äâà äîäàíêè ñïðàâà îñòàííüî¨ íåðiâ-
íîñòi ðiâíi íóëåâi. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ḡsh(x, t) â êóòîâié òî÷öi ðiâíà
íóëåâi. Îòîæ, iç âèãëÿäó äëÿ ḡsh , óìîâ (H2) òà (2.18b), ìîæåìî çàïèñàòè

ḡsh(0, 0) = gsh(0, 0)− ∂v̄s h−1(0, 0)

∂x
=

= 0− ∂v̄s h−1(0, 0)

∂x
=
∂Ps h−1(0, 0)

∂x
= 0 (s = 1,m, h > 1).

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ïðàâèëüíà, îñêiëüêè Pshv(x, τ) = 0 äëÿ τ > x , òîìó
∂Psh
∂x

(x, τ) = 0 , ÿêùî τ > x (s = 1,m, h > 1) . Ç íåïåðåðâíîñòi âèïëèâà¹, ùî

íà õàðàêòåðèñòèöi τ = x ôóíêöiÿ Ps, h−1v(x, τ) òàêîæ íàáóâà¹ íóëüîâèõ çíà-
÷åíü. Âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â êóòîâié òî÷öi (0,0)
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çàáåçïå÷ó¹ ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.19) ó ïiâñìóçi ξ > 0, 0 < t 6 T .
Êðiì òîãî, âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ Qshv (s = 1,m, h > 1) ìàþòü ïðèìå-
æîâèé õàðàêòåð: âiäìiííi âiä íóëÿ â îêîëi ìåæi x = 0 îáëàñòi Ω (êðàéîâà
óìîâà (2.19)) i ïðè ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà t = ξ ðiâíÿííÿ (2.19) ïðÿìó¹ äî
âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàáëèæåíü ôóíêöi¨ ïðèìåæîâîãî øàðó Pihu â îêîëi
ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω îäåðæèìî êðàéîâó çàäà÷ó

∂Pihu

∂τ
+
∂Pihu

∂x
=

n∑
j=1

aijPj hu(x, τ) + puih, 0 < x < l, τ > 0,

Pihu(0, τ) = 0, τ > 0,

Pihu(x, 0) = −ūih(x, 0), 0 6 x 6 l (i = 1, n, h > 1),

(2.20)

äå

puih(x, τ) =
h∑
r=1

τ r

r!

n∑
j=1

∂raij
∂tr

(x, 0)Pj, h−ru(x, τ)+

+
h∑
r=0

τ r

r!

m∑
k=1

∂rbik
∂tr

(x, 0)Pk, h−rv(x, τ) (i = 1, n, h > 1).

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó Pihu äëÿ êîæíîãî i = 1, n

òà h > 1 çàäà÷i (2.20) ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ çàäà÷i (2.19). Ôóíêöi¨
Pihu (i = 1, n, h > 1) âiäìiííi âiä òîòîæíîãî íóëÿ íèæ÷å õàðàêòåðèñòèêè
τ = x ðiâíÿííÿ (2.20), ÿêà ïðè ε→ 0 ïðÿìó¹ äî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ
(ïî÷àòêîâà óìîâà (2.20)). Öå ñâiä÷èòü ïðî ïðèìåæîâèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè
Pihu .

Îòæå, ôîðìàëüíå àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðîç-
â'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (2.1) ïîáóäîâàíî. Ïåðåéäåìî äî îáãðóíòóâàííÿ îäåðæà-
íî¨ àñèìïòîòèêè.

2.1.3. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i iç ìàëèì ïàðàìåòðîì

Íåõàé N > 0 � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèäiëèìî â àñèìïòîòèöi
(2.14) ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (2.1) ÷àñòèííó ñóìó ïîðÿäêó N . Ïîçíà÷èâøè
÷åðåç Rε

iNu = Rε
iNu(x, t) (i = 1, n) , Rε

sNv = Rε
sNv(x, t) (s = 1,m) çàëèø-

êè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.1)
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çàïèøåìî (2.14) ó âèãëÿäi

uεi (x, t) =
N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) +Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
+Rε

iNu(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) =
N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) +Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
+Rε

sNv(x, t) (s = 1,m).

(2.21)

Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè çàäà÷i äëÿ çàëèøêó àñèìïòîòèêè (Rε
Nu,R

ε
Nv) ,

ïiäñòàâèìî (2.21) ó ñèñòåìó (2.1a) i óìîâè (2.1b) òà âèêîðèñòà¹ìî çàäà÷i äëÿ
íàáëèæåíü àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ. Îòîæ, çàëèøêîâèé ÷ëåí àñèìïòîòè-
êè â îáëàñòi Ω ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè

ε
∂Rε

iNu

∂t
+
∂Rε

iNu

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)R
ε
jNu +

m∑
k=1

bik(x, t)R
ε
kNv+

+πui (x, t; ε) (i = 1, n),

∂Rε
sNv

∂t
+ ε

∂Rε
sNv

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)R
ε
jNu +

m∑
k=1

σsk(x, t)R
ε
kNv+

+πvs(x, t; ε) (s = 1,m)

(2.22a)

i çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè ïðè 0 6 x 6 l òà 0 6 t 6 T :R
ε
iNu(x, 0) = Rε

iNu(0, t) = 0 (i = 1, n),

Rε
sNv(x, 0) = Rε

sNv(0, t) = 0 (s = 1,m),
(2.22b)

äå πui (i = 1, n) òà πvs (s = 1,m) � âiäîìi ôóíêöi¨, òàêi ùî äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Ω

ñïðàâäæó¹òüñÿ

πui (x, t; ε) = O(εN+1), πvs(x, t; ε) = O(εN+1), ε→ 0.

Íàøà ìåòà � îäåðæàòè ðiâíîìiðíó îöiíêó çàëèøêó àñèìïòîòèêè â Ω .
Äëÿ öüîãî óâåäåìî çàìiíó â çàäà÷i (2.22):

ρεiu(x, t) = Rε
iNu(x, t) · e−k(x+t) (i = 1, n),

ρεsv(x, t) = Rε
sNv(x, t) · e−k(x+t) (s = 1,m),
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äå k � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Òîäi äëÿ (ρεiu, ρ
ε
sv) â Ω îäåðæèìî çàäà÷ó

ε
∂ρεiu

∂t
+
∂ρεiu

∂x
= ãii(x, t)ρ

ε
iu+

n∑
j=1
j 6=i

aij(x, t)ρ
ε
ju+

+
m∑
k=1

bik(x, t)ρ
ε
kv + Πu

i (x, t; ε) (i = 1, n),

∂ρεsv

∂t
+ ε

∂ρεsv

∂x
= σ̃ss(x, t)ρ

ε
sv +

n∑
j=1

γsj(x, t)ρ
ε
ju+

+
m∑
k=1
k 6=s

σsk(x, t)ρ
ε
kv + Πv

s(x, t; ε) (s = 1,m),

(2.23)

{
ρεiu(x, 0) = ρεiu(0, t) = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

ρεsv(x, 0) = ρεsv(0, t) = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T (s = 1,m),

äå Πu
i (x, t; ε) = πui (x, t; ε)e−k(x+t) = O

(
εN+1

)
, ãii(x, t) = aii(x, t)−k(ε+1) (i =

1, n) , Πv
s(x, t; ε) = πvs(x, t; ε)e

−k(x+t) = O
(
εN+1

)
, σ̃ss(x, t) = σss(x, t)−k(ε+1)

(s = 1,m) .
Âèáèðà¹ìî k äîñòàòíüî âåëèêèì, ùîá âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi

ãii(x, t) +
n∑
j=1
j 6=i

|aij(x, t)|+
m∑
k=1

|bik(x, t)| 6 −1 (i = 1, n),

σ̃ss(x, t) +
n∑
j=1

|γsj(x, t)|+
m∑
k=1
k 6=s

|σsk(x, t)| 6 −1 (s = 1,m).

(2.24)

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà ç ôóíêöié |ρεiu| (i = 1, n) äîñÿãà¹ ñâîãî
ìàêñèìóìó â òî÷öi Ti(xi, ti) ∈ Ω , à ôóíêöi¨ |ρεsv| (s = 1,m) � â òî÷êàõ
Tn+s(xn+s, tn+s) ∈ Ω . Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ïðèïóñòèìî, ùî

|ρε1u(T1)| > |ρε2u(T2)| > · · · > |ρεnu(Tn)| >
> |ρε1v(Tn+1)| > |ρε2v(Tn+2)| > · · · > |ρεmv(Tn+m)|. (2.25)

Ðîçãëÿíåìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.23) â òî÷öi T1 i ïåðåïèøåìî
éîãî ó âèãëÿäi

ε
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

n∑
j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

−
m∑
k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) = Π1(T1; ε). (2.26)
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Íåõàé â òî÷öi T1 ôóíêöiÿ ρε1u íàáóâà¹ âiä'¹ìíîãî ìiíiìóìó. Òîäi â
öié òî÷öi (∂ρε1u/∂t)

∣∣
T1

6 0 , (∂ρε1u/∂x)
∣∣
T1

6 0 (ñòðîãà íåðiâíiñòü ìîæëèâà
ëèøå ó âèïàäêó, ÿêùî òî÷êà T1 çíàõîäèòüñÿ íà ìåæi îáëàñòi Ω ). Çâiäñè,
âèêîðèñòîâóþ÷è (2.24) òà (2.25), äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (2.26) ïðàâèëüíà îöiíêà:

ε
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

−
n∑
j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

m∑
k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) 6

6 −ã11(T1)ρ
ε
1u(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)||ρεju(T1)|+
m∑
k=1

|b1k(T1)||ρεkv(T1)| 6

6 −

(
ã11(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)|+
m∑
k=1

|b1k(T1)|

)
ρε1u(T1) 6 ρε1u(T1).

Îòîæ, ïðàâà ÷àñòèíà (2.26) ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó εN+1 , à ëiâà â òî÷öi
T1 íå ïåðåâèùó¹ ρε1u(T1) . Òàê ÿê |ρε1u(T1)| = max

Ω
|ρε1u(x, t)| = O

(
εN+1

)
, òî

iç (2.25) îäåðæó¹ìî

|ρε2u(T2)| = max
Ω
|ρε2u(x, t)| = O

(
εN+1

)
, . . . , ρεmv(Tm)| =

= max
Ω
|ρεmv(x, t)| = O

(
εN+1

)
.

Çâiäêè âèïëèâà¹

ρεiu(x, t) = O
(
εN+1

)
(i = 1, n), ρεsv(x, t) = O

(
εN+1

)
(s = 1,m) ∀(x, t) ∈ Ω.

Îòæå, âçÿâøè äî óâàãè ââåäåíó çàìiíó, îäåðæó¹ìî áàæàíó îöiíêó çà-
ëèøêîâîãî ÷ëåíà (Rε

Nu,R
ε
Nv) àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ (2.21) ðîçâ'ÿçêó

(uε, vε) çàäà÷i (2.1):

Rε
iNu(x, t) = ρεiu(x, t)ek(x+t) = O

(
εN+1

)
(i = 1, n),

Rε
sNv(x, t) = ρεsv(x, t)ek(x+t) = O

(
εN+1

)
(s = 1,m), (x, t) ∈ Ω.

Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ñïðàâåäëèâi ó âèïàäêó äîäàòíîãî ìàêñèìóìà.
Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 2.1. Í åõàé N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (H1) i (H2) . Òîäi ðîçâ'ÿçîê (uε, vε) çàäà÷i (2.1) â îáëàñòi Ω äîïóñêà¹
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àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ
uεi (x, t) =

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ) +Qihu(ξ, t)

]
+Rε

iNu(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) =
N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ) +Qshv(ξ, t)

]
+Rε

sNv(x, t) (s = 1,m),

äå ôóíêöi¨ (ūh, v̄h) ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷
(2.18), ôóíêöi¨ ïðèìåæîâèõ øàðiâ (Phu , Phv) â îêîëi t = 0 òà (Qhu , Qhv)

â îêîëi x = 0 âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (2.20), (2.15), (2.19), âiä-
ïîâiäíî, à äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà (Rε

Nu,R
ε
Nv) àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ

ñïðàâåäëèâi îöiíêè

|Rε
iNu(x, t)| 6 C1iε

N+1, |Rε
sNv(x, t)| 6 C2sε

N+1, ∀(x, t) ∈ Ω,

C1i , C2s � íåçàëåæíi âiä ε ñòàëi (i = 1, n, s = 1,m) .

2.2. Ãëîáàëüíà ðîçâ'ÿçíiñòü ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ âèðî-

äæåíî¨ íàïiâëiíiéíî¨ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü

ïåðøîãî ïîðÿäêó

Ó îáëàñòi Π = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T} ðîçãëÿäà¹ìî ñèñòåìó
ðiâíÿíü 

∂u

∂t
+ Λ(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t, u, v, w),

∂v

∂x
= g(x, t, u, v, w),

∂w

∂t
= h(x, t, u, v, w),

(2.27)

äå u = (u1, . . . , uk) , v = (v1, . . . , vm) , w = (w1, . . . , wn) , f = (f1, . . . , fk) ,
g = (g1, . . . , gm) , h = (h1, . . . , hn) , Λ(x, t) = diag(λ1(x, t), . . . , λl(x, t)) .

Äëÿ ñèñòåìè (2.27) çàäàìî ïî÷àòêîâi óìîâè ïðè 0 6 x 6 l

ui(x, 0) = qi(x), i ∈ {1, . . . , k},

ws(x, 0) = rs(x), s ∈ {1, . . . , n},
(2.28)
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òà íåëiíiéíi êðàéîâi óìîâè ïðè 0 6 t 6 T :

ui(0, t) = γ0
i

(
t, (uj(0, t))j∈Il , w(x, t)

)
, i ∈ I0,

ui(l, t) = γ2
l

(
t, (uj(l, t))j∈ I0

, w(x, t)
)
, i ∈ Il,

vj(0, t) = ψj

(
t, (uj(0, t))j∈Il , w(x, t)

)
, j ∈ {1, . . . ,m},

(2.29)

äå I0, Il � ìíîæèíè iíäåêñiâ, ùî âèçíà÷à¹ìî òàêèì ÷èíîì:

I0 = {i ∈ {1, . . . , k} : λi(0, t) > 0} , Il = {i ∈ {1, . . . , k} : λi(l, t) < 0} .

Íåõàé ìíîæèíè I0, Il ìiñòÿòü r0 òà rl åëåìåíòiâ, âiäïîâiäíî. Êðiì
òîãî âñi çàäàíi ôóíêöi¨ f : Π × Rk+m+n → Rk , g : Π × Rk+m+n → Rm ,
h : Π × Rk+m+n → Rn , λi : Π → Rk , γ0 : [0, T ] × Rrl × Rn → Rr0 , γl :

[0, T ]×Rr0×Rn → Rrl , ψ : [0, T ]×Rrl×Rn → Rm � íåïåðåðâíi, à ôóíêöi¨ λi �
çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííîþ x , à òàêîæ sign (λi(0, t)) = const ,
sign (λi(l, t)) = const ∀i ∈ {1, . . . , k} .

Íåõàé ϕi(t;x0, t0), i ∈ {1, . . . , k} ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

dx

dt
= λi(x, t), x(t0) = x0,

ÿêèé ¹ õàðàêòåðèñòèêàìè ñèñòåìè (2.27). Çàóâàæèìî, ùî äàíà ñèñòåìà ìà¹
òàêîæ ãîðèçîíòàëüíi õàðàêòåðèñòèêè âèãëÿäó t = t0 òà âåðòèêàëüíi õàðàê-
òåðèñòèêè x = x0 . ×åðåç χi(x0, t0) ïîçíà÷èìî íàéìåíøå t , äëÿ ÿêîãî â Π

âèçíà÷åíèé ðîçâ'ÿçîê x = ϕi(t;x0, t0) .
Óâåäåìî îáëàñòi:

Πi
q = {(x, t) ∈ Π : χi(x, t) = 0}, i ∈ {1, . . . , k},

Πi
0 = {(x, t) ∈ Π : χi(x, t) > 0, ϕi(χi(x, t);x, t) = 0}, i ∈ I0,

Πi
l = {(x, t) ∈ Π : χi(x, t) > 0, ϕi(χi(x, t);x, t) = l}, i ∈ Il.

Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.27) âçäîâæ âiäïîâiäíèõ õàðàê-
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òåðèñòèê, îäåðæèìî ñèñòåìè iíòåãðî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü:

ui(x, t) = Fi[u, v, w](x, t)+

+

t∫
χi(x,t)

fi (ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ), w(ϕi(τ ;x, t), τ))dτ, (2.30)

i ∈ {1, . . . , k},

vj(x, t) = ψj

(
t, (uj(0, t))j∈Il , w(x, t)

)
+

+

x∫
0

gj (y, t, u(y, t), v(y, t), w(y, t)) dy, j ∈ {1, . . . ,m}, (2.31)

ws(x, t) = ws(x, 0)+

+

t∫
0

hs (x, τ, u(x, τ), v(x, τ), w(x, τ)) dτ, s ∈ {1, . . . , n}, (2.32)

äå

Fi[u, v, w](x, t) =


qi(ϕi(0;x, t)), (x, t) ∈ Πi

q,

γ0
i

(
χi(x, t), (uj(0, χi(x, t)))j∈Il , w(x, t)

)
, (x, t) ∈ Πi

0,

γli

(
χi(x, t), (uj(l, χi(x, t)))j∈I0 , w(x, t)

)
, (x, t) ∈ Πi

l.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.27)-(2.29) áóäåìî íàçè-
âàòè íàáið ôóíêöié (u, v, w) , êîìïîíåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ïðîñòîðó C(Π)

i çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìè (2.30)-(2.32).

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ôóíêöiÿ Λ ¹ íåïåðåðâíîþ òà ëiïøèöåâîþ íà ìíîæèíi Π çà çìiííîþx ;

2) f, g, h, q, r, γ0, γl, ψ ¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè íà âiäïîâiäíèõ ìíî-
æèíàõ âèçíà÷åííÿ;

3) ôóíêöi¨ f, g, h, γ0, γl, ψ ¹ ëiïøèöåâèìè çà çìiííèìè u , v , w íà âiä-
ïîâiäíèõ ìíîæèíàõ;

4) qi(0) = γ0
i (0, (qj(0))j∈Il, r(0)) (i ∈ I0) , qi(l) = γli(0, (qj(l))j∈I0, r(l))

(i ∈ Il) , vj(0, 0) = ψj(0, (qs(0))s∈Il, r(0)) (j ∈ {1, . . . ,m}) (óìîâè ïî-
ãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó).
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Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.27)-(2.29).
Äîâåäåííÿ. Óâåäåìî ìåòðè÷íèé ïðîñòið Q , ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié z = (u, v, w) , ïðè÷îìó êîìïîíåíòè u, v, w íàëåæàòü ïðî-
ñòîðó C(Π) , à òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ îáìåæåííÿ: ui(0, 0) = qi(0) (i ∈ I0) òà
ui(l, 0) = qi(l), i ∈ Il .

Íåõàé {z1, z2} ⊂ Q , òîäi íà åëåìåíòàõ ïðîñòîðó Q âèçíà÷èìî ìåòðèêó
[52,105]

ρ(z1, z2) = max{max
i,x,t
|u1
i (x, t)− u2

i (x, t)|αi(x)e−at, max
i,x,t
|v1
i (x, t)−

− v2
i (x, t)|βi(x)e−at, max

i,x,t
|v1
i (x, t)− v2

i (x, t)|ηi(x)e−at}, (2.33)

äå ñòàëó a > 0 i íåïåðåðâíi, äîäàòíi ôóíêöi¨ αi, βi, ηi ïiäáåðåìî ïiçíiøå.
Íà åëåìåíòàõ ïðîñòîðó Q ââåäåìî îïåðàòîð A = (A1,A2,A3) , äå

îïåðàòîðè A1 , A2 òà A3 âèçíà÷åíi, âiäïîâiäíî, ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ðiâíîñòåé
(2.30)-(2.32), à ñàìå

A1
i [z](x, t) = Fi[z](x, t)+

+

t∫
χi(x,t)

fi

(
ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ), w(ϕi(τ ;x, t), τ)

)
dτ,

i ∈ {1, . . . , k},

A2
j [z](x, t) = ψj

(
t,
(
uj(0, t)

)
j∈Il

, w(x, t)
)

+

+

x∫
0

gj

(
y, t, u(y, t), v(y, t), w(y, t)

)
dy, j ∈ {1, . . . ,m},

A3
s[z](x, t) = ws(x, 0)+

+

t∫
0

hs

(
x, τ, u(x, τ), v(x, τ), w(x, τ)

)
dτ, s ∈ {1, . . . , n}.

×åðåç L ïîçíà÷èìî ñïiëüíó ñòàëó â óìîâàõ Ëiïøèöÿ äëÿ ôóíêöié f,

g, h, ψ, γ0, γl , ùî çàïèñàíà, íàïðèêëàä, äëÿ f ó âèãëÿäi

|fi(x, t, u1(x, t), v1(x, t), w1(x, t))− fi(x, t, u2(x, t), v2(x, t), w2(x, t))| 6

6 Lmax
{

max
j,x,t
|u1
j(x, t)− u2

j(x, t)|,max
j,x,t
|v1
j (x, t)− v2

j (x, t)|,

max
j,x,t
|w1

j (x, t)− w2
j (x, t)|

}
.
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Çàóâàæèìî, ùî ç îçíà÷åííÿ ìåòðèêè äëÿ âñiõ äîïóñòèìèõ i , x , t , òà
z ∈ Q âèïëèâàþòü ñïiââiäíîøåííÿ

|u1
i (x, t)− u2

i (x, t)| 6
ρ(z1, z2)

αi(x)
eat,

|v1
i (x, t)− v2

i (x, t)| 6
ρ(z1, z2)

βi(x)
eat,

|w1
i (x, t)− w2

i (x, t)| 6
ρ(z1, z2)

ηi(x)
eat.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî îïåðàòîð A ¹ ñòèñêóþ÷èì. Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî
íèçêó îöiíîê.

Íåõàé z1 ∈ Q , z2 ∈ Q , òîäi ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ∣∣∣Fi [z1
]

(x, t)−Fi
[
z2
]

(x, t)
∣∣∣ 6

6



L ·max

{
max
j /∈I0

eaχi(x,t)

αj(0)
,max

j

eaχi(x,t)

ηj(x)

}
ρ
(
z1, z2

)
,

(x, t) ∈ Πi
0,

L ·max

{
max
j /∈Il

eaχi(x,t)

αj(l)
,max

j

eaχi(x,t)

ηj(x)

}
ρ
(
z1, z2

)
,

(x, t) ∈ Πi
l.

(2.34)

Ïîçíà÷èìî µ = 1/max
i,x,t
|λi(x, t)| . ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ïåðøà íåðiâíiñòü

îöiíêè (2.34), òî äëÿ âñiõ i ∈ I0 i χi(x, t) 6 t − µx . Àíàëîãi÷íî, ç äðóãî¨
÷àñòèíè íåðiâíîñòi (2.34), òî äëÿ i ∈ Il ìà¹ìî, ùî χi(x, t) 6 t− µ(l − x) .

Íà ïiäñòàâi îäåðæàíèõ ñïiââiäíîøåíü îäåðæó¹ìî îöiíêè äëÿ îïåðàòî-
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ðiâ A1 , A2 , A3 , âiäïîâiäíî:∣∣∣A1
i

[
w1
]

(x, t)−A1
i

[
w2
]

(x, t)
∣∣∣ · αi(x)e−at 6

6 L ·max

{
max
i∈I0
j /∈I0

αi(x)e−aµx

αj(0)
,max
i∈Il
j /∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

αj(l)
,max
i∈I0
j

αi(x)e−aµx

ηj(x)
,

max
i∈Il
j

αi(x)e−aµ(l−x)

ηj(x)

}
· ρ
(
w1, w2

)
+

+ L ·max

{
max
i,j,y

αi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

ηj(y)

}
· ρ
(
w1, w2

) t∫
0

ea(σ−t)dσ 6

6 L ·max

{
max
i∈I0
j /∈I0

αi(x)e−aµx

αj(0)
,max
i∈Il
j /∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

αj(l)
,max
i∈I0
j

αi(x)e−aµx

ηj(x)
,

max
i∈Il
j

αi(x)e−aµ(l−x)

ηj(x)

}
· ρ
(
w1, w2

)
+

+
L

a
·max

{
max
i,j,y

αi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

ηj(y)

}
· ρ
(
w1, w2

)
,

∣∣∣A2
i

[
z1
]

(x, t)−A2
i

[
z2
]

(x, t)
∣∣∣ · βi(x)e−at 6

6

(
L ·max

{
max
i, j /∈I0

βi(x)

αj(0)
,max

i,j

βi(x)

ηi(x)

}
+

+

x∫
0

L ·max

{
max
i,j

βi(x)

αj(y)
,max

i,j

βi(x)

βj(y)
,max

i,j

βi(x)

ηj(y)

}
dy

)
· ρ(z1, z2).

∣∣∣A3
i

[
z1
]

(x, t)−A3
i

[
z2
]

(x, t)
∣∣∣ · ηi(x)e−at 6

6
L

a
·max

{
max
i,j,y

ηi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

ηj(y)

}
· ρ
(
z1, z2

)
.
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Ç îñòàííiõ îöiíîê îäåðæèìî, ùî

ρ
(
A
[
w1
]
,A
[
w2
] )

6 L ·max
x

{
max

{
max
i∈I0
j /∈I0

αi(x)e−aµx

αj(0)
,

max
i∈Il
j /∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

αj(l)
,max
i∈I0
j

αi(x)e−aµx

ηj(x)
,max
i∈Il
j

αi(x)e−aµ(l−x)

ηj(x)

}
+

+
1

a
·max

{
max
i,j,y

αi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

ηj(y)

}
+

+ max

{
max
i, j /∈I0

βi(x)

αj(0)
,max

i,j

βi(x)

ηi(x)

}
+

+

x∫
0

max

{
max
i,j

βi(x)

αj(y)
,max

i,j

βi(x)

βj(y)
,max

i,j

βi(x)

ηj(y)

}
dy+

+
1

a
·max

{
max
i,j,y

ηi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

ηj(y)

}}
· ρ
(
w1, w2

)
.

Íåõàé

αi(x) =



epx(l−x), i ∈ I0, i ∈ Il,

epx, i ∈ I0, i /∈ Il,

ep(l−x), i /∈ I0, i ∈ Il,

epl, i /∈ I0, i /∈ Il,

βi(x) = εe−px, i ∈ {1, . . . ,m}, ηi(x) = epl, i ∈ {1, . . . , n}

i ñïðàâäæóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ

p 6 aµ, p l 6 aµ. (2.35)
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Òîäi ïðàâèëüíi îöiíêè:

max
x

{
max
i∈I0
j /∈I0

αi(x)e−aµx

αj(0)

}
= max

x

{
max
i∈I0

αi(x)e−aµx

epl

}
=

= max
x

{
epx(l−x)e−aµx−pl, epxe−aµx−pl

}
= e−pl;

max
x

{
max
i∈Il
j /∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

αj(l)

}
= max

x

{
max
i∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

epl

}
=

= max
x

{
epx(l−x)e−aµ(l−x)−pl, ep(l−x)e−aµ(l−x)−pl

}
= e−pl;

maxx

{
max
i∈I0
j

αi(x)e−aµx

ηj(x)

}
= max

x

{
max
i∈I0

αi(x)e−aµx

epl

}
=

= max
x

{
epx(l−x)e−aµx−pl, epxe−aµx−pl

}
= e−pl;

max
x

{
max
i∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

ηj(x)

}
= max

x

{
max
i∈Il

αi(x)e−aµ(l−x)

epl

}
=

= max
x

{
epx(l−x)e−aµ(l−x)−pl, ep(l−x)e−aµ(l−x)−pl

}
= e−pl.

Òàêîæ âèêîíóþòüñÿ òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

max
x

{
max
i, j /∈Il

βi(x)

αj(0)

}
= max

x

εe−px

epl
= εmax

x
e−px−pl = εe−pl;

max
x

{
max
i,j

βi(x)

ηj(x)

}
= max

x

εe−px

epl
= εmax

x
e−px−pl = εe−pl;

max
x

x∫
0

max
i,j

βi(x)

αj(y)
dy 6 max

x

x∫
0

εe−pxdy 6 max
x

{
εe−pxx

}
6 εl;

max
x

x∫
0

max
i,j

βi(x)

βj(y)
dy = max

x

x∫
0

εe−px

εe−py
dy =

= max
x

x∫
0

ep(y−x)dy = max
x

1− e−px

p
6

1

p
;

max
x

x∫
0

max
i,j

βi(x)

ηj(y)
dy 6 max

x

x∫
0

εe−px

epl
dy 6 max

x

{
εe−px−plx

}
6 εle−pl.
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Ó ïiäñóìêó îäåðæèìî íåðiâíiñòü

ρ
(
A
[
w1
]
,A
[
w2
] )

6L ·

(
1

a
·max

x

{
max
i,j,y

αi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

ηj(y)

}
+

+
1

a
·max

x

{
max
i,j,y

ηi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

ηj(y)

}
+

+ ε(1 + l) + (εl + 1)e−pl +
1

p

)
· ρ
(
w1, w2

)
.

Ôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ε äîñòàòíüî ìàëèì, à ïàðàìåòð p äîñòàòíüî
âåëèêèì, ùîá çàäîâîëüíèòè óìîâó

L ·
(
ε(1 + l) + (εl + 1)e−pl +

1

p

)
<

1

2
.

Òîäi ôóíêöi¨ αi , βi , ηi ¹ âèçíà÷åíèìè, à

max
x

{
max
i,j,y

αi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

αi(x)

ηj(y)

}
≡M,

max
x

{
max
i,j,y

ηi(x)

αj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

βj(y)
,max
i,j,y

ηi(x)

ηj(y)

}
≡ K,

äå M i K ñòàëi. Íàñàìêiíåöü, ôiêñó¹ìî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà a äîñòàòíüî
âåëèêèì, ùîá çàäîâîëüíèòè óìîâè (2.35) òà íåðiâíiñòü

L(M +K)

a
<

1

2
.

Îòæå îïåðàòîð A ¹ ñòèñêóþ÷èì íà åëåìåíòàõ ïðîñòîðó Q ç âèáðàíèìè
ôóíêöiÿìè αi, βi, ηi òà ïàðàìåòðîì a .

Òàêèì ÷èíîì, çà òåîðåìîþ Áàíàõà ïðî ñòèñêóþ÷å âiäîáðàæåííÿ iñíó¹
¹äèíà íåðóõîìà òî÷êà îïåðàòîðà A â ïðîñòîði Q , ÿêà ¹ óçàãàëüíåíèì íåïå-
ðåðâíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.27)-(2.29). Òåîðåìà 2.2 äîâåäåíà.

2

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ïiäâèùóþ÷è ãëàäêiñòü âèõiäíèõ äàíèõ çàäà÷i (2.27)-(2.29)
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè âiäïîâiäíó òåîðåìó ïðî ¨¨ ãëîáàëüíó êëàñè÷íó êîðåê-
òíiñòü ó âñié îáëàñòi Π .
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2.3. Çàäà÷à ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó ãiïåð-

áîëi÷íié ñèñòåìi íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïî-

ðÿäêó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì äëÿ ãiïåð-
áîëi÷íî¨ ñèñòåìè íàïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ó âèðîäæåíîìó âè-
ïàäêó çàäà÷i (ε = 0) îäåðæó¹ìî çàäà÷ó ç ãîðèçîíòàëüíèìè òà âåðòèêàëüíèìè
õàðàêòåðèñòèêàìè [33,69], ÿêà ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì çàäà÷i iç ïiäðîçäiëó 2.2,
äå âñòàíîâëåíî ¨¨ ãëàäêó ãëîáàëüíó êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü.

2.3.1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Â îáëàñòi Ω = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T < ∞} ðîçãëÿíåìî
ñèñòåìó ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ìàëèì ïàðàìåòðîì

ε
∂ui
∂t

+
∂ui
∂x

= Fi(x, t, u, v; ε) (i = 1, n),

∂vs
∂t

+ ε
∂vs
∂x

= Gs(x, t, u, v; ε) (s = 1,m),

(2.36a)

ui(x, 0; ε) = ui(0, t; ε) = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

vs(x, 0; ε) = vs(0, t; ε) = 0, 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T (s = 1,m).
(2.36b)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 2.2., çà ïåâíèõ, íàâåäåíèõ íèæ÷å,
óìîâ ãëàäêîñòi íà âèõiäíi äàíi òà óìîâ ïîãîäæåííÿ â òî÷öi (0, 0) äëÿ ðîç-
â'ÿçêó çàäà÷i (2.36) ïîáóäó¹ìî ãëàäêó àñèìïòîòèêó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó.

Ðîçãëÿäà¹ìî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.36), òîáòî ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé
íåïåðåðâíèé â Ω i ìà¹ íåïåðåðâíi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó â Ω , ùî çàäîâîëü-
íÿþòü ñèñòåìó (2.36a), à òàêîæ êðàéîâi óìîâè (2.36b). Âèìàãàòèìåìî òàêîæ,
ùîá êðàéîâi óìîâè (2.36b) äëÿ ui (i = 1, n) , vs (s = 1,m) ïîãîäæóâàëèñü
äî íåïåðåðâíîñòi â êóòîâié òî÷öi (0,0) à òàêîæ çàäîâîëüíÿëè ñèñòåìó (2.36a)
ó öié òî÷öi, ùî ïðèâîäèòü äëÿ âñiõ ε > 0 äî âèêîíàííÿ óìîâ:

(H̃1)
Fi(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (i = 1, n),

Gs(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (s = 1,m).

(H̃2) Ôóíêöi¨ Fi i Gs : Ω×R3 → R ¹ N + 2 ðàçè íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíi
â Ω çà âñiìà çìiííèìè, N � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.
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Îñîáëèâiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.36) i éîãî àñèìïòîòèêè ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî âií ìà¹ ïðèìåæîâèé õàðàêòåð â îêîëi âiäðiçêiâ {(x, t) : 0 6 x 6 l, t = 0}
i {(x, t) : x = 0, 0 6 t 6 T} , îñêiëüêè ïðè ε = 0 â ïåðøèõ n ðiâíÿííÿõ
çàëèøà¹òüñÿ ëèøå ïîõiäíà ∂u/∂x , à â ðåøòè m ðiâíÿííÿõ ∂v/∂t . Òîìó äëÿ
âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè (ïðè ε = 0 ) iç 2(n + m) êðàéîâèõ óìîâ çàëèøàþòüñÿ
òiëüêè n+m , à ñàìå:

ui(0, t; 0) = 0, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

vs(x, 0; 0) = 0, 0 6 x 6 l (s = 1,m).
(2.37)

Ðîçâ'ÿçîê (ui, vs) âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè
∂ui
∂x

= Fi(x, t, u, v; 0) (i = 1, n),

∂vs
∂t

= Gs(x, t, u, v; 0) (s = 1,m)

íå çàäîâîëüíÿ¹ ðåøòè n+m êðàéîâèõ óìîâ

ui(x, 0; 0) = 0, 0 6 x 6 l (i = 1, n),

vs(0, t; 0) = 0, 0 6 t 6 T (s = 1,m).

Iíøà õàðàêòåðíà îñîáëèâiñòü çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî õî÷à ïðèìåæîâi
ôóíêöi¨ âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî
ïîðÿäêó, à ìåæà, íà ÿêié çàäàíî êðàéîâi óìîâè, ìiñòèòü êóòîâó òî÷êó (0,0),
ùî âïëèâà¹ íà ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó, òèì íå ìåíøå, ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèì-
ïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó N , ðiâíîìiðíó ó Ω , òiëüêè çà óìîâ
ïîãîäæåííÿ (H̃1) .

Ïiäêðåñëèìî, ùî íåëiíiéíiñòü ïðàâèõ ÷àñòèí â ñèñòåìi (2.36a) çíà÷íî
óñêëàäíþ¹ îáãðóíòóâàííÿ àñèìïòîòèêè ïîðiâíÿíî ç ëiíiéíèì âèïàäêîì (2.1).

2.3.2. Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ çàäà÷i

Àíàëîãi÷íî ÿê i â ìiøàíié çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü (2.1),
àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.36) äëÿ (x, t) ∈ Ω áóäó¹ìî ó âèãëÿäi ñóìè
ôóíêöié ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè òà äâîõ ïðèìåæîâèõ øàðiâ

ui(x, t; ε) =
∞∑
h=0

εh[ūih(x, t) + P u
ih(x, τ) +Qu

ih(ξ, t)] (i = 1, n),

vs(x, t; ε) =
∞∑
h=0

εh[v̄sh(x, t) + P v
sh(x, τ) +Qv

sh(ξ, t)] (s = 1,m).

(2.38)
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Ïiäñòàâèìî (2.38) â ñèñòåìó (2.36a) òà êðàéîâi óìîâè (2.36b). Óâåäåìî
ïîçíà÷åííÿ:

ū(x, t; ε) = (ū1(x, t; ε), ū2(x, t; ε), . . . , ūn(x, t; ε)),

v̄(x, t; ε) = (v̄1(x, t; ε), v̄2(x, t; ε), . . . , v̄m(x, t; ε)),

Fi = F̄i + PFi +QFi, Gs = Ḡs + PGs +QGs,

äå

F̄i = Fi(ū, v̄, x, t; ε) = Fi0 + εF̄i1 + . . .+ εrF̄ir + . . . ,

PFi = Fi (ū(x, ετ) + P u(x, τ), v̄(x, ετ) + P v(x, τ), x, ετ ; ε)−

− Fi (ū(x, ετ), v̄(x, ετ), x, ετ ; ε) = PFi0 + εPFi1 + . . .+ εrPFir + . . . ,

QFi = Fi (ū(εξ, t) +Qu(ξ, t), v̄(εξ, t) +Qv(ξ, t), εξ, t; ε)−

− Fi (ū(εξ, t), v̄(εξ, t), εξ, t; ε) = QFi0 + εQFi1 + . . .+ εrQFir + . . . .

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çàïèñàòè ôóíêöi¨ Ḡs, PGs, QGs.

Çàäà÷i äëÿ êîåôiöi¹íòiâ àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ (2.38) îäåðæó¹ìî
ñòàíäàðòíèì ñïîñîáîì òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü [21].

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè ãîëîâíèõ ÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè. Ðåãóëÿðíó ÷à-
ñòèíó àñèìïòîòèêè äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Ω áóäó¹ìî ó âèãëÿäi:

ui(x, t) ∼ ūi0(x, t) (i = 1, n), vs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) (s = 1,m), (2.39)

äëÿ ÿêî¨, ïîçíà÷èâøè

ū0(x, t) = (ū10(x, t), ū20(x, t), . . . , ūn0(x, t)),

v̄0(x, t) = (v̄10(x, t), v̄20(x, t), . . . , v̄m0(x, t)),

îäåðæèìî çàäà÷ó

∂ūi0
∂x

= F̄i0 ≡ Fi0(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) (i = 1, n),

∂v̄s0
∂t

= Ḡs0 ≡ Gs0(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) (s = 1,m),

ūi0(0, t) = 0, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

v̄s0(x, 0) = 0, 6 x 6 l (s = 1,m).

(2.40)



52

Âèõîäÿ÷è ç ïiäðîçäiëó 2.2., çàäà÷à (2.40), çà âêàçàíèõ âèùå ïðèïóùåíü,
ìà¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (ūi0, v̄s0) (i = 1, n, s = 1,m) ó âñié îáëàñòi
Ω [69].

Ç ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ âèçíà÷åííÿ ūi0 , v̄s0 , ÿêi ¹ íàáëèæåííÿì
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.36), î÷åâèäíî, íå âñi óìîâè âèêîíóþòüñÿ.

Ïiäïðàâèìî (2.39) ôóíêöi¹þ ïðèìåæîâîãî øàðó òàê, ùîá âèêîíóâà-
ëàñü ïåðøà óìîâà (2.36b):ui(x, t) ∼ ūi0(x, t) (i = 1, n),

vs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qv
s0(ξ, t) (s = 1,m)

(2.41)

ç ðåãóëÿðèçóþ÷îþ çìiííîþ
ξ =

x

ε
.

Ðîçâèíåìî ïðàâi ÷àñòèíè ñèñòåìè (2.36a) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè ε i ïiä-
ñòàâèìî (2.41) ó ñèñòåìó (2.36a) òà êðàéîâi óìîâè (2.36b), ïðèðiâíÿâøè êîå-
ôiöi¹íòè ïðè îäíàêîâèõ ñòåïåíÿõ ε . Îòîæ, îäåðæèìî çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ
Qv
s0 (s = 1,m) :

∂Qv
s0

∂t
+
∂Qv

s0

∂ξ
= QGs0 ≡ Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t) +Qv

0(ξ, t), 0, t; 0)−

−Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0), (ξ, t) ∈ Dξ = {ξ > 0, 0 < t < T}, (2.42a){
Qv
s0(ξ, 0) = 0, ξ > 0,

Qv
s0(0, t) = −v̄s0(0, t), 0 6 t 6 T,

(2.42b)

äå Qv
0(x, t) = (Qv

10(x, t), Q
v
20(x, t), . . . , Q

v
m0(x, t)). Ó ïiäîáëàñòi D∞ = {ξ >

t, 0 6 t 6 T} ðîçâ'ÿçîê Qv
s0(ξ, t) âèçíà÷à¹òüñÿ êðàéîâîþ óìîâîþ Qv

s0(ξ, 0) =

0 , òîìó â öié ïiäîáëàñòi ôóíêöiÿ Qv
s0(ξ, t) ≡ 0. À â ïiäîáëàñòi D0 = {0 6

ξ 6 t 6 T} ðîçâ'ÿçîê Qv
s0(ξ, t) âèçíà÷à¹òüñÿ êðàéîâîþ óìîâîþ Qv

s0(0, t) =

−v̄s0(0, t) [69].
Îòæå, äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié ïðèìåæîâîãî øàðó Qv

s0 îäåðæàíî êðà-
éîâi çàäà÷i â ãîðèçîíòàëüíié ïiâñìóçi äëÿ ñèñòåìè ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïåð-
øîãî ïîðÿäêó. Ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (2.42) çàëåæèòü âiä âèêîíàííÿ óìîâ
ïîãîäæåííÿ â êóòîâié òî÷öi. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüî-
âîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ðîçâ'ÿçêiâ Qv

s0 ó êóòîâié òî÷öi (0, 0) . Äëÿ öüîãî
íåîáõiäíî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

Qv
s0(ξ, 0)|ξ=0 = Qv

s0(0, t)|t=0 (s = 1,m).
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Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî ëiâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ íóëåâi â êóòîâié
òî÷öi, à, âèêîðèñòàâøè ïî÷àòêîâó óìîâó (6) , îäåðæèìî

0 = −v̄s0(0, t)|t=0 = 0 (s = 1,m).

Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Äëÿ öüî-
ãî ïîâèííà âèêîíóâàòèñü ðiâíiñòü

∂Qv
s0

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qv

s0

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

= Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t) +Qv
0(ξ, t), 0, t; 0)

∣∣
(0,0)
−

−Gs(ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0)
∣∣
(0,0)

.

Âèêîðèñòàâøè óìîâó (2.42b), çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ∂v̄s0/∂t|t=0 =

0 . Ç óìîâ (2.40) îäåðæèìî ∂v̄s0/∂t|(0,0) = Gs0(0, 0, 0, 0; 0) , à ïðàâà ÷àñòèíà
ðiâíîñòi äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî âèïëèâà¹ ç óìîâè (H̃1) .

Äîâåäåìî, ùî ôóíêöi¨ Qv
s0 (s = 1,m) ìàþòü ïðèìåæîâèé õàðàêòåð.

Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi îäíîðiäíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè (2.42b), ôóíêöiÿ Qv
s0 íèæ÷å

õàðàêòåðèñòèêè ξ = x ðiâíÿííÿ (2.42a) ïðèéìà¹ íóëüîâi çíà÷åííÿ. Ïðè ε→ 0

õàðàêòåðèñòèêà íàáëèæà¹òüñÿ äî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîáòî ôóíêöiÿ
Qv
s0 âiäìiííà âiä íóëÿ âçäîâæ ìåæi x = 0 îáëàñòi Ω .

Çàâåðøèìî ïîáóäîâó íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.36a),
(2.36b) çíàõîäæåííÿì ïðèìåæîâîãî øàðó â îòî÷åííi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω . Çà
äîïîìîãîþ öi¹¨ ôóíêöi¨ ñêîðèãó¹ìî ðîçâ'ÿçîê (ūi0, v̄s0) òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü
êðàéîâà óìîâà ïðè t = 0 , à òîìó ui , vs ìàòèìóòü âèãëÿä{

ui(x, t) ∼ ūi0(x, t) + P u
i0(x, τ) (i = 1, n),

vs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qv
s0(ξ, t) (s = 1,m).

(2.43)

Óâåäåìî òåïåð ùå îäíó ðåãóëÿðèçóþ÷ó çìiííó

τ =
t

ε
,

ïiäñòàâèâøè (2.43) ó ñèñòåìó (2.36a) i ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi¹íòè ïðè íàéíèæ-
÷èõ ñòåïåíÿõ ε , îäåðæèìî çàäà÷ó äëÿ P u

i0 (i = 1, n)

∂P u
i0

∂τ
+
∂P u

i0

∂x
= PFi0 ≡ Fi(ū0(x, 0) + P u

0 (x, τ), v̄0(x, 0), x, 0, 0)−

− Fi(ū0(x, 0), v̄0(x, 0), x, 0, 0), (x, t) ∈ Sτ = {0 < x < l, τ > 0}, (2.44a)P u
i0(0, τ) = 0, τ > 0,

P u
i0(x, 0) = −ūi0(x, 0), 0 6 x 6 l.

(2.44b)
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Î÷åâèäíî, ùî P u
i0 ≡ 0 ó ïiäîáëàñòi S∞ = {0 6 x 6 l, τ > x} îáëàñòi S , à äëÿ

iíøî¨ ïiäîáëàñòi S0 = {0 6 x 6 l, 0 6 τ 6 x} ðiâíÿííÿ (2.44a) ç êðàéîâîþ
óìîâîþ P u

i0(x, 0) = −ūi0(x, 0) (i = 1, n) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê [69].
Äëÿ ïðîäîâæåííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè íóëüîâîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (2.36) íåîáõiäíî çáåðiãàòè äîñòàòíþ ãëàäêiñòü íàáëèæåíü, ùî äîñÿãà-
¹òüñÿ âèêîíàííÿì óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî i ïåðøîãî ïîðÿäêiâ äëÿ çàäà÷i
(2.44) i äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê ó çàäà÷i äëÿ Qv

0 .
Àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçêó (u, v) çàäà÷i

(2.36) ( i = 1, n, s = 1,m ) ó îáëàñòi Ω áóäó¹ìî ó âèãëÿäiui(x, t) ∼ ūi0(x, t) + P u
i0(x, τ) + ε (ūi1(x, t) + P u

i1(x, τ) +Qu
i1(ξ, t)) ,

vs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) +Qv
s0(ξ, t) + ε (v̄s1(x, t) + P v

s1(x, τ) +Qv
s1(ξ, t)) .

(2.45)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî (2.45) â ñèñòåìó (2.36). Òîäi çàäà÷à äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨
Qu
i1 (i = 1, n) ìàòèìå âèãëÿä

∂Qu
i1

∂ξ
= QFi0 ≡ Fi (ū0(0, t), v̄0(0, t) +Qv

0(ξ, t), 0, t; 0)−

− Fi (ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0) , (ξ, t) ∈ Dξ,

Qu
i1(∞, t) = 0, 0 6 t 6 T.

Âðàõîâóþ÷è óìîâó Qv
s0(ξ, t) = 0 ïðè ξ > t (s = 1,m) , ïiñëÿ iíòåãðó-

âàííÿ ðiâíÿííÿ äëÿ Qu
i1 (i = 1, n) , îäåðæèìî ïðåäñòàâëåííÿ

Qu
i1(ξ, t) =


ξ∫
t

QFi0(Q
v
0(ς, t), t)dς, (ξ, t) ∈ D0,

0, (ξ, t) ∈ D∞.

(2.46)

Àíàëîãi÷íî äëÿ P v
s1 (s = 1,m) , âèêîðèñòàâøè ùî P u

i0(x, τ) = 0 , äëÿ
τ > x (i = 1, n) , îäåðæèìî

P v
s1(x, τ) =


τ∫
x

PGs0(P
u
0 (x, s), x)ds, (x, τ) ∈ S0,

0, (x, τ) ∈ S∞.

(2.47)

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ ðåãóëÿðíèõ ÷ëåíiâ ïåðøîãî íà-
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áëèæåííÿ ūi1 (i = 1, n) i v̄s1 (s = 1,m) ó îáëàñòi Ω :

∂ūi1
∂x

=
n∑
j=1

Fiu(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) · ūj1(x, t)+

+
m∑
l=1

Fiv(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) · v̄l1(x, t) + f̄i1(x, t),

∂v̄s1
∂t

=
n∑
j=1

Gsu(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) · ūj1(x, t)+

+
m∑
l=1

Gsv(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) · v̄l1(x, t) + ḡs1(x, t),

(2.48)

äå f̄i1(x, t) = Fiε (ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0) − ∂ūi0
∂t

(i = 1, n) , ḡs1(x, t) =

= Gsε(ū0(x, t), v̄0(x, t), x, t; 0)− ∂v̄s0
∂x

(s = 1,m) , à çíàéäåíi ôóíêöi¨ Qu
i1 i P v

s1

äîçâîëÿþòü çàäàòè êðàéîâi óìîâèūi1(0, t) = −Qu
i1(0, t) (i = 1, n),

v̄s1(x, 0) = −P v
s1(x, 0) (s = 1,m).

(2.49)

Çàäà÷ó (2.48),(2.49), àíàëîãi÷íî ÿê i çàäà÷ó (2.40), ìîæåìî ðîçâ'ÿçàòè,
çâiâøè äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó.

Äëÿ Qv
s1 (s = 1,m) îäåðæèìî çàäà÷ó

∂Qv
s1

∂t
+
∂Qv

s1

∂ξ
= Qs1G ≡

m∑
l=1

Gsv(ξ, t)Q
v
l1 + qs1(ξ, t), (ξ, t) ∈ Dξ, (2.50a)

Q
v
s1(ξ, 0) = 0, ξ > 0,

Qv
s1(0, t) = −v̄s1(0, t), 0 6 t 6 T,

(2.50b)
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äå

qs1(ξ, t) = Gsu(ξ, t) ·
n∑
j=1

(
∂ūj0
∂x

(0, t)ξ + ūj1(0, t) +Qu
j1(ξ, t)

)
+

+Gsv(ξ, t) ·
m∑
l=1

(
∂v̄l0
∂x

(0, t)ξ + v̄l1(0, t)

)
+Gsx(ξ, t)ξ +Gsε(ξ, t)−

− Ḡsu(0, t) ·
n∑
j=1

(
∂ūj0
∂x

(0, t)ξ + ūj1(0, t)

)
−

− Ḡsv(0, t) ·
m∑
l=1

(
∂v̄l0
∂x

(0, t)ξ + v̄l1(0, t)

)
− Ḡsx(0, t)ξ − Ḡsε(0, t).

Çàóâàæèìî, ùî ïîõiäíi Gsu (ξ, t) , Gsv (ξ, t) , Gsx(ξ, t) , Gsε(ξ, t) îá÷è-
ñëåíî ó òî÷öi (ū0(0, t), v̄0(0, t)+Qv

0(ξ, t), 0, t; 0) , à ïîõiäíi Ḡsu(0, t) , Ḡsv(0, t) ,
Ḡsx(0, t) , Ḡsε(0, t) � ó òî÷öi (ū0(0, t), v̄0(0, t), 0, t; 0) .

Îñêiëüêè ñèñòåìà (2.50a) íå ¹ îäíîðiäíîþ, òî äëÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëèñü íå ëèøå óìîâè ïîãîäæåííÿ
íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ â êóòîâié òî÷öi (0,0), àëå i âiäïîâiäíà ãëàäêiñòü
ôóíêöi¨ qs1(ξ, t) , òîáòî iñíóâàííÿ ¨¨ íåïåðåðâíèõ ïîõiäíèõ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Àëå ÷àñòèííi ïîõiäíi iñíóþòü, íà ïiäñòàâi óìîâè (H̃2) i ãëàäêîñòi ôóíêöié
Qv
s0 , Q

u
i1 ó îáëàñòi Dξ .
Äîâåäåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó:

Qv
s1(ξ, 0)|ξ=0 = Qv

s1(0, t)|t=0 (s = 1,m).

Iç îäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨ óìîâè (2.40) îäåðæó¹ìî, ùî Qv
s1(0, t)|t=0 = 0 . Òîäi

ïîñëiäîâíî âèêîðèñòàâøè (2.49) òà äðóãó óìîâó (2.44b), îäåðæèìî

0 = −v̄s1(0, t)|t=0 = −P v
s1(x, 0)|x=0 = 0 (s = 1,m).

Òîìó êðàéîâi óìîâè ñèñòåìè (2.50b) ïîãîäæåíi äî íåïåðåðâíîñòi â êóòîâié
òî÷öi (0,0).

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.50) ìàòèìå íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi çà çìiííèìè
ξ òà t ó îáëàñòi Dξ , ÿêùî âèêîíóâàòèìåòüñÿ ðiâíiñòü

∂Qv
s1

∂t

∣∣∣
(0,0)

+
∂Qv

s1

∂ξ

∣∣∣
(0,0)

=
m∑
l=1

Gsv ·Qv
l1

∣∣
(0,0)

+ qs1
∣∣
(0,0)

(s = 1,m).

Âèêîðèñòàâøè óìîâè (2.50b), (2.42b) òà âèãëÿä (2.46), ïðèéäåìî äî
ðiâíîñòi

0− ∂v̄s1
∂t
|(0,0) =

m∑
l=1

Gsv · 0 + 0 (s = 1,m).
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Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ïîõiäíà v̄s1 çà çìiííîþ t ó êóòîâié òî÷öi
ðiâíà íóëåâi. Îá÷èñëèâøè ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (2.48) ñòîñîâíî v̄s1 ó êóòîâié
òî÷öi, îäåðæèìî

∂v̄s1
∂t

∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

Gsu · ūj1|(0,0) +
m∑
l=1

Gsv · v̄l1|(0,0) + ḡs1|(0,0) = 0 (s = 1,m),

à iç (H̃1) i (2.37) ìà¹ìî, ùî ḡs1(0, 0) = Gsε(0, 0) − ∂v̄s0(0, 0)/∂x = 0 . Òå, ùî
vs1|(0,0)= − P v

s1(0, 0) = 0, îäåðæàíî ç óìîâ (2.49) òà (2.47). Îñêiëüêè âèêî-
íóþòüñÿ (2.49) òà (2.46), òî ui1|(0,0)= − Qu

i1(0, 0) = 0 . Îòæå, âñi óìîâè äëÿ
iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.50) âèêîíóþòüñÿ.

Äëÿ P u
i1 (i = 1, n) çàäà÷à ìàòèìå âèãëÿä

∂P u
i1

∂t
+
∂P u

i1

∂ξ
= Pi1F ≡

n∑
j=1

Fiu(x, τ)P u
j1 + pi1(x, τ), (x, τ) ∈ Sτ , (2.51a)

P u
i1(0, τ) = 0, τ > 0,

P u
i1(x, 0) = −ūi1(x, 0), 0 6 x 6 l,

(2.51b)

äå äëÿ âñiõ i = 1, n

pi1(x, τ) = Fiv(x, τ)
m∑
l=1

(
τ
∂v̄l0
∂t

(x, 0) + v̄l1(x, 0) + P v
l1(x, τ)

)
+

+ Fiu(x, τ)
n∑
j=1

(
τ
∂ūj0
∂t

(x, 0) + ūj1(x, 0)

)
+ τ Fit(x, τ) + Fiε(x, τ)−

− F̄iv(x, 0)
m∑
l=1

(
τ
∂v̄l0
∂t

(x, 0) + v̄l1(x, 0)

)
−

− F̄iu(x, 0)
n∑
j=1

(
∂ūj0
τ ∂t

(x, 0) + ūj1(x, 0)

)
− τ F̄it(x, 0)− F̄iε(x, 0).

Çàóâàæèìî, ùî ïîõiäíi Fiv(x, τ), Fiu(x, τ), Fit(x, τ), Fiε(x, τ) îá-
÷èñëåíî â òî÷öi (ū0(x, 0) + P u

0 (x, τ), v̄0(x, 0), x, 0; 0) , à ïîõiäíi F̄iu(x, 0),

F̄iv(x, 0), F̄it(x, 0), F̄iε(x, 0) � â òî÷öi (ū0(x, 0), v̄0(x, 0), x, 0; 0) . À òàêîæ
P u
i1 ≡ 0 â ïiäîáëàñòi S∞. ßê i â çàäà÷i (2.50) ìîæíà ïðîâåñòè àíàëîãi÷íi ìið-

êóâàííÿ i äîâåñòè iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.51) äëÿ ôóíêöi¨
P u
i1 .

Îòæå, ïîáóäîâàíî âñi ÷ëåíè àñèìïòîòèêè ïåðøîãî íàáëèæåííÿ, ÿêi ¹
ãëàäêèìè ôóíêöiÿìè ñâî¨õ àðãóìåíòiâ.
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Ïîâíå àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó (ui, vs) çàäà÷i (2.36) áóäó¹-
ìî ó âèãëÿäi (2.38). Îïèøåìî àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ ôóíêöié àñèìïòîòè÷íîãî
íàáëèæåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó h > 1 . Äîïîìiæíi çàäà÷i îäåðæèìî ñòàí-
äàðòíèì ñïîñîáîì òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü [21], àíàëîãi÷íî ÿê âèùå, òîìó
ïðîïóñòèìî îïèñ ñïîñîáó ¨õ îäåðæàííÿ.

Ñïî÷àòêó âèçíà÷à¹ìî ôóíêöi¨ Qu
h = (Qu

1h, . . . , Q
u
nh) ÿê ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

∂Qu
ih

∂ξ
= quih(ξ, t), ξ > 0, 0 < t < T,

Qu
ih(∞, t) = 0, 0 6 t 6 T (i = 1, n),

(2.52)

äå

quih(ξ, t) = QFi,h−1 −
∂Qu

i, h−2

∂t
(i = 1, n),

à ξ � âèùå çàäàíå ðåãóëÿðèçóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ. Ôóíêöi¨ quih(ξ, t) (i = 1, n)

¹ âiäîìèìè íåïåðåðâíèìè i ðiâíi íóëåâi ïiä õàðàêòåðèñòèêîþ ξ = t , ùî âè-
ïëèâà¹ ç ¨õ ñòðóêòóðè. Òîìó ðîçâ'ÿçîê Qu

ih çàäà÷ (2.52) äëÿ êîæíîãî i = 1, n

çàïèøåìî â ÿâíîìó âèãëÿäi

Qu
ih(ξ, t) =


ξ∫
t

quih(ζ, t) dζ, (ξ, t) ∈ D0,

0, (ξ, t) ∈ D∞.

(2.53)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i äëÿ P v
sh iç óìîâàìè P v

sh(x,∞) = 0 (s = 1,m) òàêîæ
ìîæíà çàïèñàòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi

P v
sh(x, τ) =


τ∫
x

pvsh(x, ϑ)dϑ, (x, τ) ∈ S0,

0, (x, τ) ∈ S∞,

(2.54)

äå pvsh(x, τ) = PGs,h−1−
∂P v

s, h−2

∂x
(s = 1,m) � âiäîìi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ðiâíi

íóëåâi íàä õàðàêòåðèñòèêîþ τ = x .
Çàçíà÷èìî, ùî ãëàäêiñòü ôóíêöié Qu

ih i P
v
sh (i = 1, n, s = 1,m) , çîêðå-

ìà, i íà õàðàêòåðèñòèêàõ ξ = t òà x = τ , âiäïîâiäíî, âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî
iç ¨õ ñòðóêòóðè.

Ôóíêöi¨ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè (ūh, v̄h) ó îáëàñòi Ω çàäî-
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âîëüíÿþòü ñèñòåìó
∂ūih
∂x

=
n∑
j=1

Fiu(x, t)ūjh +
m∑
l=1

Fiv(x, t)v̄lh + f̄ih(x, t) (i = 1, n),

∂v̄sh
∂t

=
n∑
j=1

Gsu(x, t)ūjh +
m∑
l=1

Gsv(x, t)v̄lh + ḡsh(x, t) (s = 1,m)

(2.55a)

òà óìîâè{
ūih(0, t) = −Qu

ih(0, t), 0 6 t 6 T (i = 1, n),

v̄sh(x, 0) = −P v
sh(x, 0), 0 6 x 6 l (s = 1,m),

(2.55b)

äå f̄ih(x, t), ḡsh(x, t) � âiäîìi ôóíêöi¨, ùî ðåêóðåíòíî âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç
ūih̄, v̄sh̄ (h̄ < h) .

Çàäà÷ó (2.55), àíàëîãi÷íî ÿê (2.48),(2.49), çâîäèìî äî åêâiâàëåíòíî¨
ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó, à çâiäñè íà ïiäñòàâi
ðåçóëüòàòó ïiäðîçäiëó 2.2. îäåðæó¹ìî ¨¨ ðîçâ'ÿçíiñòü [69].

Äëÿ ôóíêöié Qv
sh (s = 1,m) îäåðæó¹ìî òàêi çàäà÷i

∂Qv
sh

∂t
+
∂Qv

sh

∂ξ
= QGsh ≡

m∑
l=1

Gsv(ξ, t)Q
v
lh + qvsh, (ξ, t) ∈ Dξ, (2.56a)

{
Qv
sh(ξ, 0) = 0, (ξ, t) ∈ D∞,

Qv
sh(0, t) = −v̄sh(0, t), (ξ, t) ∈ D0,

(2.56b)

äå qvsh(ξ, t) � âiäîìà ãëàäêà ôóíêöiÿ â Dξ , ùî ðåêóðåíòíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç
Qu
ih̄
, Qv

sh̄
(h̄ < h) i qvsh(ξ, t) ≡ 0 â ïiäîáëàñòi D∞.

Àíàëîãi÷íî, ÿê ó çàäà÷i (2.50), äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.56) íåîáõiäíî, ùîá ôóíêöiÿ qvsh(ξ, t) áóëà ãëàäêîþ é âèêî-
íóâàëèñü óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ó êóòîâié òî÷öi
(0, 0) . ×àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöié qvsh(ξ, t) iñíóþòü, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ¹ ñóìîþ
ãëàäêèõ ôóíêöié.

Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ. Iç (2.54) òà
(2.55b) îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi:

0 = Qv
sh(ξ, 0)

∣∣
ξ=0

= Qv
sh(0, t)

∣∣
t=0

= −vsh(0, t)
∣∣
t=0
,

0 = −vsh(0, 0) = P v
sh(0, 0) = 0 (s = 1,m),
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iç ÿêèõ âèïëèâà¹, ùî êðàéîâi óìîâè ïîãîäæåíi â êóòîâié òî÷öi (0, 0) . Ïå-
ðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî, ÷è ïî÷àòêîâi
óìîâè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (2.56a) â òî÷öi (0, 0) , à ñàìå

∂Qv
sh

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Qv

sh

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=
m∑
l=1

Gsv(ξ, t)Q
v
lh

∣∣∣∣
(0,0)

+ qvsh
∣∣
(0,0)

(s = 1,m).

Âèêîðèñòàâøè óìîâè (2.56b), îñòàíí¹ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

−∂v̄sh(0, t)
∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 ·Gsv(0, 0) + qvsh(0, 0) (s = 1,m).

Ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ðiâíà íóëåâi, îñêiëüêè qvsh(ξ, t) = 0 (s =

1,m) ïðè ξ > t > 0 , ùî âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòåé qvsh . Âèêîðèñòàâøè äðóãå
ðiâíÿííÿ (2.55a) òà óìîâè (2.55b), îäåðæèìî

∂v̄sh(0, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= −
n∑
j=1

Gsu(0, 0)Qu
jh(0, t)

∣∣
t=0
−

m∑
l=1

Gsv(0, 0)P v
lh(x, 0)

∣∣
x=0

+

+ ḡsh(0, 0), (x, t) ∈ Ω (s = 1,m).

Íà ïiäñòàâi (2.53) òà (2.54) ïåðøi äâà äîäàíêè ñïðàâà îñòàííüîãî âè-
ðàçó ðiâíi íóëåâi. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ḡsh(x, t) â êóòîâié òî÷öi ðiâ-
íà íóëåâi. Ôóíêöiÿ ḡsh â òî÷öi (0, 0) ðiâíà íóëåâi ÷åðåç âèêîíàííÿ óìîâ

uih̄(0, 0) = vsh̄(0, 0) = 0 (h̄ < h) i
∂hGs

∂εh
(0, 0, 0, 0; 0) = 0 . À ç êðàéîâî¨

óìîâè äëÿ ôóíêöi¨ v̄s, h−1(0, 0) ìàòèìåìî
∂v̄s, h−1(0, 0)

∂x
=

∂Ps, h−1(0, 0)

∂x
= 0

(s = 1,m) . Îñòàííÿ ðiâíiñòü ñïðàâåäëèâà òîìó, ùî P v
s,h−1(x, τ) = 0 äëÿ

τ > x , îòæå
∂P v

s,h−1

∂x
(x, τ) = 0 , ÿêùî τ > x (s = 1,m) . Âèêîíàííÿ óìîâè

ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â êóòîâié òî÷öi (0,0) çàáåçïå÷ó¹ ãëàäêiñòü ðîç-
â'ÿçêó çàäà÷i (2.56) â îáëàñòi ξ > 0, 0 < t < T . Êðiì òîãî, âiäçíà÷èìî, ùî
ôóíêöi¨ Qv

sh (s = 1,m) ìàþòü ïðèìåæîâèé õàðàêòåð, òîáòî âiäìiííi âiä íóëÿ
â îêîëi ìåæi x = 0 îáëàñòi Ω̄ i ïðè ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà t = ξ ðiâíÿííÿ
(2.56a) ïðÿìó¹ äî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàáëèæåíü ôóíêöié ïðèìåæîâèõ øàðiâ P u
ih (i = 1, n)



61

â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω îäåðæèìî êðàéîâó çàäà÷ó

∂P u
ih

∂τ
+
∂P u

ih

∂x
= PFih ≡

n∑
j=1

Fiu(x, τ)P u
jh + puih, (x, τ) ∈ Sτ , (2.57a)

{
P u
ih(0, τ) = 0, (x, τ) ∈ S0,

P u
ih(x, 0) = −ūih(x, 0), (x, τ) ∈ S∞,

(2.57b)

äå puih(x, τ) � âiäîìà ãëàäêà ôóíêöiÿ â Sτ , ùî ðåêóðåíòíî âèðàæåíà ÷åðåç
P u
ih̄
, P v

sh̄
(h̄ < h) . Çàçíà÷èìî, ùî puih(x, τ) ≡ 0 â ïiäîáëàñòi S∞.

Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó P u
ih äëÿ êîæíîãî i = 1, n

òà h > 1 çàäà÷i (2.57) ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî ÿê äëÿ çàäà÷i (2.56). Ôóíêöi¨
P u
ih (i = 1, n) âiäìiííi âiä òîòîæíîãî íóëÿ íèæ÷å õàðàêòåðèñòèêè τ = x

ðiâíÿííÿ (2.57a), ÿêà ïðè ε → 0 ïðÿìó¹ äî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ. Öå
ñâiä÷èòü ïðî ïðèìåæîâèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè P u

ih .
Îòæå, ôîðìàëüíå àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðîç-

â'ÿçêó (ui, vs) çàäà÷i (2.36) ïîáóäîâàíî. Ïåðåéäåìî äî îáãðóíòóâàííÿ îäåð-
æàíî¨ àñèìïòîòèêè.

2.3.3. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i

Âèäiëèìî â àñèìïòîòèöi (2.38) ðîçâ'ÿçêó (ui, vs) çàäà÷i (2.36) ÷àñòèí-
íi ñóìè ïîðÿäêó N , N > 0 � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî i ïîçíà÷èìî ¨õ,

âðàõóâàâøè, ùî τ =
t

ε
, ξ =

x

ε
,

UN
i (x, t, ε) =

N∑
h=0

εh[ūih(x, t) + P u
ih(x, τ) +Qu

ih(ξ, t)] (i = 1, n),

V N
s (x, t, ε) =

N∑
h=0

εh[v̄sh(x, t) + P v
sh(x, τ) +Qv

sh(ξ, t)] (s = 1,m).

Äîâåäåìî òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (H̃1) , (H̃2) , òî äëÿ äî-
ñòàòíüî ìàëîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ε > 0 çàäà÷à (2.36) ìà¹ ¹äèíèé êëà-
ñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (ui, vs) , äëÿ ÿêîãî UN

i (x, t, ε) òà V N
s (x, t, ε) ¹ ðiâíîìiðíi

àñèìïòîòè÷íi íàáëèæåííÿ ç òî÷íiñòþ O(εN+1) â îáëàñòi Ω̄ , òîáòî

max
Ω̄

∣∣ui − UN
i

∣∣ = O
(
εN+1

)
, max

Ω̄

∣∣vs − V N
s

∣∣ = O
(
εN+1

)
.
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Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Ru
i = uεi − UN+1

i i Rv
s = vεs − V N+1

s çà-
ëèøêîâi ÷ëåíè ðîçâèíåííÿ (2.38). Òîäi â îáëàñòi Ω äëÿ íèõ îäåðæèìî çàäà÷i,
ïîäiáíi äî (2.36):

ε
∂Ru

i

∂t
+
∂Ru

i

∂x
= F̂i(R

u, Rv, x, t; ε) (i = 1, n),

∂Rv
s

∂t
+ ε

∂Rv
s

∂x
= Ĝs(R

u, Rv, x, t; ε) (s = 1,m),

(2.58a)

{
Ru
i (x, 0; ε) = Ru

i (0, t; ε) = 0 (i = 1, n),

Rv
s(x, 0; ε) = Rv

s(l, t; ε) = 0 (s = 1,m),
(2.58b)

äå

F̂i = −ε∂U
N+1
i

∂t
− ∂UN+1

i

∂x
+ Fi(U

N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε),

Ĝs = −∂V
N+1
s

∂t
− ε∂V

N+1
s

∂x
+Gs(U

N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε).

Ru = (Ru
1 , . . . R

u
n) , R

v = (Rv
1, . . . R

v
m) ,

UN+1 =
(
UN+1

1 , . . . UN+1
n

)
, V N+1 =

(
V N+1

1 , . . . V N+1
m

)
.

Îñêiëüêè ñèñòåìà (2.36a) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ iç òî÷íiñòþ O(εN+1) , òî
ñïðàâåäëèâi ðiâíîìiðíi îöiíêè â îáëàñòi Ω :

F̂i(0, 0, x, t; ε) = O(εN+1), Ĝs(0, 0, x, t; ε) = O(εN+1).

Ç òîãî, ùî UN+1 = V N+1 =
∂UN+1

∂t
=

∂V N+1

∂t
=

∂UN+1

∂x
=

∂V N+1

∂x
=

0 ó êóòîâié òî÷öi (0, 0) i âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (H̃1) , ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi
F̂i(0, 0, 0, 0; ε) = 0 , Ĝs(0, 0, 0, 0; ε) = 0 .

Óâåäåìî îïåðàòîðè òà çàïèøåìî (2.58a) ó âèãëÿäi

Lui [R
u, Rv] ≡ ε

∂Ru
i

∂t
+
∂Ru

i

∂x
− Fiu(M)

n∑
j=1

Ru
j − Fiv(M)

m∑
l=1

Rv
l =

= Πu
i (R

u, Rv, x, t; ε) (i = 1, n),

Lvs[R
u, Rv] ≡ ∂Rv

s

∂t
+ ε

∂Rv
s

∂x
−Gsu(M)

n∑
j=1

Ru
j −Gsv(M)

m∑
l=1

Rv
l =

= Πv
s(R

u, Rv, x, t; ε) (s = 1,m),

(2.59)
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äå M = (ui0(x, t) + P u
i0(x, τ), vs0(x, t) + Qv

s0(ξ, t), 0, t; 0) , à ÷åðåç Πu
i , Πv

s ïî-
çíà÷èìî

Πu
i (R

u, Rv, x, t; ε) = F̂i − Fiu(M)
n∑
j=1

Ru
j − Fiv(M)

m∑
l=1

Rv
l ,

Πv
s(R

u, Rv, x, t; ε) = Ĝs −Gsu(M)
n∑
j=1

Ru
j −Gsv(M)

m∑
l=1

Rv
l .

Çàóâàæèìî, ùî iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié F̂i , Ĝs îäåðæèìî àíàëîãi÷íi
âëàñòèâîñòi i äëÿ Πu

i , Πv
s (i = 1, n, s = 1,m) , òîáòî, ñïðàâåäëèâi ðiâíî-

ìiðíi â Ω îöiíêè Πu
i (0, 0, x, t; ε) = O(εN+1) , Πv

s(0, 0, x, t; ε) = O(εN+1) òà
Πu
i (0, 0, 0, 0; ε) = 0 , Πv

s(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (i = 1, n, s = 1,m) .
ßêùî |R̄u

i | 6 C1ε (i = 1, n) , i |R̄v
s| 6 C1ε (s = 1,m) , |R̃u

i | 6 C1ε (i =

1, n) , i |R̃v
s| 6 C1ε (s = 1,m) , äå C1 � äîäàòíå ÷èñëî, òî iñíóþòü C2 > 0 ,

ε0 > 0 òàêi, ùî ïðè 0 < ε 6 ε0∣∣∣Πu
i (R̄

u, R̄v, x, t; ε)− Πu
i (R̃

u, R̃v, x, t; ε)
∣∣∣ 6

6 C2ε

(
n∑
j=1

∣∣∣R̄u
j − R̃u

j

∣∣∣+
m∑
l=1

∣∣∣R̄v
l − R̃v

l

∣∣∣) ,∣∣∣Πv
s(R̄

u, R̄v, x, t; ε)− Πv
s(R̃

u, R̃v, x, t; ε)
∣∣∣ 6

6 C2ε

(
n∑
j=1

∣∣∣R̄u
j − R̃u

j

∣∣∣+
m∑
l=1

∣∣∣R̄v
l − R̃v

l

∣∣∣) .
Äîâåäåìî, ùî äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ε iñíó¹ êëà-

ñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.58) òàêèé, ùî ñïðàâåäëèâi îöiíêè Ru
i = O

(
εN+1

)
(i = 1, n) òà Rv

s = O
(
εN+1

)
(s = 1,m) . Òîäi íà ïiäñòàâi ðiâíîñòåé

ui − UN
i =

(
ui − UN+1

i

)
+
(
UN+1
i − UN

i

)
= Ru

i +O
(
εN+1

)
(i = 1, n),

vs − V N
s =

(
vs − V N+1

s

)
+
(
V N+1
s − V N

s

)
= Rv

s +O
(
εN+1

)
(s = 1,m),

îäåðæèìî ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè.
Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàñòîñó¹ìî ìåòîä ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü. Çà-

ïèøåìî ðåêóðåíòíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ ñèñòåìè (2.59) â îïåðàòîðíîìó âèã-
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ëÿäi

Ru
i

(0) = 0, Rv
s

(0) = 0,

Lui

[
Ru(k), Rv(k)

]
= Πu

i

(
Ru(k−1), Rv(k−1), x, t; ε

)
,

Lvs

[
Ru(k), Rv(k)

]
= Πv

s

(
Ru(k−1), Rv(k−1), x, t; ε

)
, (2.60)

R
u(k)
i

∣∣
t=0

= 0, R
u(k)
i

∣∣
x=0

= 0,

Rv(k)
s

∣∣
t=0

= 0, Rv(k)
s

∣∣
x=0

= 0 (i = 1, n, s = 1,m, k = 1, 2, . . .).

Ç ðiâíîñòåé Πu
i (0, 0, 0, 0; ε) = 0 , Πv

s(0, 0, 0, 0; ε) = 0 (i = 1, n, s = 1,m)

äëÿ çàäà÷i (2.60) äëÿ äîâiëüíîãî k âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó â êóòîâié òî÷öi (0, 0) .

Ç (2.60) ïðè k = 1 , ìà¹ìî

Lui

[
Ru(1), Rv(1)

]
= Πu

i (0, 0, x, t; ε),

Lvs

[
Ru(1), Rv(1)

]
= Πv

s(0, 0, x, t; ε), (2.61)

R
u(1)
i

∣∣
t=0

= 0, R
u(1)
i

∣∣
x=0

= 0,

Rv(1)
s

∣∣
t=0

= 0, Rv(1)
s

∣∣
x=0

= 0 (i = 1, n, s = 1,m).

Ôóíêöi¨ Πu
i (0, 0, x, t; ε) òà Πv

s(0, 0, x, t; ε) ñèñòåìè (2.61) íåïåðåðâíi ó
âñié îáëàñòi Ω i âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â êóòîâié
òî÷öi (0, 0) . Îòæå, çàäà÷à (2.61) ìà¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê. Òå æ ñàìå
âiäíîñèòüñÿ äî çàäà÷ (2.60) äëÿ âñiõ k > 1.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.61) ñïðàâåäëèâà îöiíêà [21]

max
Ω

{∣∣∣Ru(1)
i (x, t; ε)

∣∣∣ , ∣∣∣Rv(1)
s (x, t; ε)

∣∣∣} 6

6 C3 max
i,s

{
max

Ω
{|Πu

i (0, 0, x, t; ε)| , |Πv
s(0, 0, x, t; ε)|}

}
, (2.62)

äå C3 � äîäàòíà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä ε . Íàäàëi ÷åðåç C4, C5, . . . áóäåìî
ïîçíà÷àòè ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä ε .

Îñêiëüêè ñïðàâåäëèâi ðiâíîìiðíi â Ω îöiíêè Πu
i (0, 0, x, t; ε)=O

(
εN+1

)
,

Πv
s(0, 0, x, t; ε) = O

(
εN+1

)
, òî iç (2.62) äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Ω ñïðàâäæó¹òüñÿ∣∣∣Ru(1)

i (x, t; ε)
∣∣∣ 6 C4ε

N+1 (i = 1, n),∣∣∣Rv(1)
s (x, t; ε)

∣∣∣ 6 C4ε
N+1 (s = 1,m).
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Âèçíà÷èìî íîâi ñòàëi C0 = max{C3, C4}, C1 = 2C0 . Ñòàëié C1 âiä-
ïîâiäàþòü äåÿêi C2 i ε0 iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Πu

i òà Πv
s . Âèáåðåìî ε0

äîñòàòíüî ìàëèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü 2C2C0ε0 6
1

2
. Ïîêàæåìî, ùî

äëÿ äîâiëüíîãî k ïðè 0 < ε 6 ε0 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

max
Ω

∣∣∣Ru(k)
i

∣∣∣ 6 (1 +
1

2
+ . . .+

1

2k−1

)
C0ε

N+1 (i = 1, n),

max
Ω

∣∣∣Rv(k)
s

∣∣∣ 6 (1 +
1

2
+ . . .+

1

2k−1

)
C0ε

N+1 (s = 1,m),

(2.63)

max
Ω

∣∣∣zu(k)
i

∣∣∣ ≡ max
Ω

∣∣∣Ru(k)
i −Ru(k−1)

i

∣∣∣ 6 1

2k−1
C0ε

N+1 (i = 1, n),

max
Ω

∣∣∣zv(k)
s

∣∣∣ ≡ max
Ω

∣∣∣Rv(k)
s −Rv(k−1)

s

∣∣∣ 6 1

2k−1
C0ε

N+1 (s = 1,m).

(2.64)

Ïðè k = 1 âèêîíàííÿ öèõ íåðiâíîñòåé î÷åâèäíå. Ç ðiâíÿííÿ (2.60) ïðè k = 2

äëÿ z
u(2)
i i zv(2)

s (i = 1, n, s = 1,m) îäåðæèìî çàäà÷i

Lui [z
u(2), zv(2)] = Πu

i (R
u(1), Rv(1), x, t; ε)− Πu

i (R
u(0), Rv(0), x, t; ε),

Lvs[z
u(2), zv(2)] = Πv

s(R
u(1), Rv(1), x, t; ε)− Πv

s(R
u(0), Rv(0), x, t; ε),

z
u(2)
i |t=0 = 0, z

u(2)
i |x=0 = 0,

zv(2)
s |t=0 = 0, zv(2)

s |x=0 = 0.

Îñêiëüêè
∣∣∣Ru(0)

i

∣∣∣ = 0 6 C1ε, òà
∣∣∣Rv(0)

s

∣∣∣ = 0 6 C1ε (i = 1, n, s = 1,m) ,
òî, ç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ôóíêöié Πu

i òà Πv
s , ìà¹ìî∣∣∣Πu

i

(
Ru(1), Rv(1), x, t; ε

)
− Πu

i

(
Ru(0), Rv(0), x, t; ε

) ∣∣∣ 6
6 C2ε

(
n∑
j=1

max
Ω

∣∣∣Ru(1)
j

∣∣∣+
m∑
l=1

max
Ω

∣∣∣Rv(1)
l

∣∣∣) 6

6 2C2εC0ε
N+1 6

εN+1

2
, (2.65)∣∣∣Πv

s

(
Ru(1), Rv(1), x, t; ε

)
− Πv

s

(
Ru(0), Rv(0), x, t; ε

) ∣∣∣ 6
6 C2ε

(
n∑
j=1

max
Ω

∣∣∣Ru(1)
j

∣∣∣+
m∑
l=1

max
Ω

∣∣∣Rv(1)
l

∣∣∣) 6

6 2C2εC0ε
N+1 6

εN+1

2
.
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Óìîâ 2C2C0ε0 6
1

2
âèêîíó¹òüñÿ çà ðàõóíîê âèáîðó ìàëîãî ε0 .

Çàñòîñóâàâøè äî çàäà÷ (2.65) óìîâè (2.62), îäåðæèìî íåðiâíîñòi

max
Ω

∣∣∣Ru(2)
i

∣∣∣ 6 1

2
C3ε

N+1 6
1

2
C0ε

N+1 (i = 1, n),

max
Ω

∣∣∣Rv(2)
s

∣∣∣ 6 1

2
C3ε

N+1 6
1

2
C0ε

N+1 (s = 1,m).

Ç íåðiâíîñòi òðèêóòíèêà ìàòèìåìî

max
Ω

∣∣∣Ru(2)
i

∣∣∣ = max
Ω

∣∣∣Ru(1)
i + z

u(2)
i

∣∣∣ 6
6 max

Ω

∣∣∣Ru(1)
i

∣∣∣+ max
Ω

∣∣∣zu(2)
i

∣∣∣ 6 (1 +
1

2

)
C0ε

N+1 (i = 1, n),

max
Ω

∣∣∣Rv(2)
s

∣∣∣ = max
Ω

∣∣∣Rv(1)
s + zv(2)

s

∣∣∣ 6
6 max

Ω

∣∣∣Rv(1)
s

∣∣∣+ max
Ω

∣∣∣zv(2)
s

∣∣∣ 6 (1 +
1

2

)
C0ε

N+1 (s = 1,m).

Âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (2.63), (2.64) ïðè k = 2 äîâåäåíî.
Äëÿ äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi íåðiâíîñòåé (2.63), (2.64) äëÿ äîâiëüíîãî

k çàñòîñó¹ìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Íåõàé (2.63), (2.64) ñïðàâåäëèâi
äëÿ k = q . Äîâåäåìî, ùî öi íåðiâíîñòi âèêîíóþòüñÿ äëÿ k = q + 1 .

Îòæå, ç (2.60)

Li
[
zu(q+1), zv(q+1)

]
= Πu

i

(
Ru(q), Rv(q), x, t; ε

)
−

−Πu
i

(
Ru(q−1), Rv(q−1), x, t; ε

)
,

Ls
[
zu(q+1), zv(q+1)

]
= Πv

s

(
Ru(q), Rv(q), x, t; ε

)
−

−Πv
s

(
Ru(q−1), Rv(q−1), x, t; ε

)
,

(2.66a)

z
u(q+1)
i

∣∣
t=0

= 0, z
u(q+1)
i

∣∣
x=0

= 0 (i = 1, n),

z
v(q+1)
s

∣∣
t=0

= 0, z
v(q+1)
s

∣∣
x=0

= 0 (s = 1,m).
(2.66b)

Çà ïðèïóùåííÿì ñïðàâåäëèâi íåðiâíîñòi (2.63), (2.64) äëÿ k = q − 1 i
k = q , çâiäêè ñëiäóþòü íàñòóïíi îöiíêè:

max
Ω

∣∣∣Ru(q−1)
i

∣∣∣ 6 C1ε, max
Ω

∣∣∣Rv(q−1)
s

∣∣∣ 6 C1ε, max
Ω

∣∣∣Ru(q)
i

∣∣∣ 6 C1ε,

max
Ω

∣∣∣Rv(q)
s

∣∣∣ 6 C1ε, max
Ω

∣∣∣zu(q)
i

∣∣∣ 6 C0ε
N+1

2q−1
, max

Ω

∣∣∣zv(q)
S

∣∣∣ 6 C0ε
N+1

2q−1
,



67

à òîìó∣∣∣Πu
i

(
Ru(q), Rv(q), x, t; ε

)
− Πu

i

(
Ru(q−1), Rv(q−1), x, t; ε

)∣∣∣ 6
6 C2ε

(
n∑
j=1

max
Ω

∣∣∣Ru(q)
j

∣∣∣+ m∑
l=1

max
Ω

∣∣∣Rv(q)
l

∣∣∣) 6 2C2εC0
εN+1

2q−1
6
εN+1

2q
(i = 1, n),

∣∣∣Πv
s

(
Ru(q), Rv(q), x, t; ε

)
− Πv

s

(
Ru(q−1), Rv(q−1), x, t; ε

)∣∣∣ 6
6 C2ε

(
n∑
j=1

max
Ω

∣∣∣Ru(q)
j

∣∣∣+ m∑
l=1

max
Ω

∣∣∣Rv(q)
l

∣∣∣) 6 2C2εC0
εN+1

2q−1
6
εN+1

2q
(s = 1,m).

Çàñòîñóâàâøè îöiíêó (2.62) äî çàäà÷i (2.66), îäåðæèìî

max
Ω

∣∣∣Ru(q+1)
i

∣∣∣ 6 C0
εN+1

2q
, max

Ω

∣∣∣Rv(q+1)
s

∣∣∣ 6 C0
εN+1

2q
.

Çâiäñè, âèêîðèñòàâøè âiäïîâiäíi îöiíêè, ìà¹ìî òàêå

max
Ω

∣∣∣Ru(q+1)
i

∣∣∣ = max
Ω

∣∣∣Ru(q)
i + z

u(q+1)
i

∣∣∣ 6
6 max

Ω

∣∣∣Ru(q)
i

∣∣∣+ max
Ω

∣∣∣zu(q+1)
i

∣∣∣ 6 C0ε
N+1

q∑
k=0

1

2k
(i = 1, n),

max
Ω

∣∣∣Rv(q+1)
s

∣∣∣ = max
Ω

∣∣∣Rv(q)
s + zv(q+1)

s

∣∣∣ 6
6 max

Ω

∣∣∣Rv(q)
s

∣∣∣+ max
Ω

∣∣∣zv(q+1)
s

∣∣∣ 6 C0ε
N+1

q∑
k=0

1

2k
(s = 1,m).

Îòæå, íåðiâíîñòi (2.63), (2.64) ñïðàâåäëèâi äëÿ äîâiëüíîãî k .
Âèêîíàííÿ óìîâè (2.64) çàáåçïå÷ó¹ ðiâíîìiðíó â Ω çáiæíiñòü ðÿäiâ

∞∑
k=1

z
u(k)
i òà

∞∑
k=1

z
v(k)
s , ùî åêâiâàëåíòíî çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé

{
R
u(k)
i

}
,{

R
v(k)
s

}
, ãðàíèöi ÿêèõ

lim
k→∞

R
u(k)
i (x, t; ε) = Ru

i (x, t; ε) (i = 1, n),

lim
k→∞

Rv(k)
s (x, t; ε) = Rv

s(x, t; ε) (s = 1,m),

¹ íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè â îáëàñòi Ω . Iç óìîâè (2.63) ìà¹ìî îöiíêè |Ru
i | 6

2C0ε
N+1 , |Rv

s| 6 2C0ε
N+1 , à îòæå îäåðæàíî ðiâíîìiðíi îöiíêè Ru

i = O(εN+1) ,
Rv
s = O(εN+1) (i = 1, n, s = 1,m) â îáëàñòi Ω .
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Êðiì íåïåðåðâíîñòi ôóíêöié Ru
i , R

v
s (i = 1, n, s = 1,m) , äëÿ äîâåäåí-

íÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.58) íåîáõiäíî äîâåñòè íåïåðåðâ-
íiñòü ¨õ ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ i âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó
äëÿ ðiâíÿíü (2.59) â îáëàñòi Ω .

Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî â Ω ïîêàçàòè ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü ïîñëiäîâíî-
ñòåé:{

∂R
u(k)
i

∂t

}
,

{
∂R

v(k)
s

∂t

}
,

{
∂R

u(k)
i

∂x

}
,

{
∂R

v(k)
s

∂x

}
(i = 1, n, s = 1,m).

Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî (2.60) çà çìiííîþ t i ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ
∂R

u(k)
i

∂t
=

µ
u(k)
i ,

∂R
v(k)
s

∂t
= µ

v(k)
s . Îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü ðiâíÿíü

µ
u(0)
i = 0, µ

v(0)
s = 0,

Lui
[
µu(k), µv(k)

]
= αui

[
Ru(k−1), Rv(k−1)

]
+

+βui
[
µu(k−1), µv(k−1), Ru(k−1), Rv(k−1)

]
,

Lvs
[
µu(k), µv(k)

]
= αvs

[
Ru(k−1), Rv(k−1)

]
+

+βvs
[
µu(k−1), µv(k−1), Ru(k−1), Rv(k−1)

]
,

i = 1, n, s = 1,m, k = 1, 2, . . . ,

(2.67)

äå Lui , L
v
s � òi æ îïåðàòîðè, ùî i â (2.60), à

αu1
[
Ru, Rv

]
=
∂F1u

∂t
(M)

n∑
j=1

Ru
j +

∂F1v

∂t
(M)

m∑
l=1

Rv
l ,

βu1
[
µu, µv, Ru, Rv

]
=
(
F1u(U

N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε)− F1u(M)
) n∑
j=1

µuj+

+
(
F1v(U

N+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε)− F1v(M)
) m∑
l=1

µsl − αu1
[
Ru, Rv

]
+

+ F1u

(
UN+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε

) n∑
j=1

∂UN+1
j

∂t
+

+ F1v

(
UN+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε

) m∑
l=1

∂V N+1
l

∂t
+

+ F1t

(
UN+1 +Ru, V N+1 +Rv, x, t; ε

)
− ∂

∂t

[
ε
∂UN+1

1

∂t
+
∂UN+1

1

∂x

]
.
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Ôóíêöi¨ αui , β
u
i (i = 2, n) , αvs , β

v
s (s = 1,m) âèðàæàþòüñÿ àíàëîãi÷íî.

Äëÿ αu1 ñïðàâåäëèâà îöiíêà

|αu1 [Ru, Rv]| 6 C5

ε

(
n∑
j=1

|Ru
j |+

m∑
l=1

|Rv
l |

)
, (2.68)

îñêiëüêè ∂F1u(M)/∂t = O (1/ε) , ∂F1v(M)∂t = O (1/ε) . Àíàëîãi÷íi îöiíêè
ìàþòü ìiñöå äëÿ αui , α

v
s (i = 2, n, s = 1,m) . Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ βu1 çàäî-

âîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè (àíàëîãi÷íi óìîâè âèêîíóþòüñÿ äëÿ ôóíêöié βui , β
v
s

(i = 2, n, s = 1,m) ):

a) βu1 (0, 0, 0, 0) = O(εN) ðiâíîìiðíî â Ω ;

b) ÿêùî |µ̄ui | 6 C6ε , |µ̄vs| 6 C6ε , |µ̃ui | 6 C6ε , |µ̃vs| 6 C6ε , |R̄u
i | 6 C6ε ,

|R̄v
s| 6 C6ε , |R̃u

i | 6 C6ε , |R̃v
s| 6 C6ε , òî çíàéäóòüñÿ C7 > 0 , ε0 > 0 òàêi,

ùî ïðè 0 < ε 6 ε0∣∣∣βu1 [µ̄u, µ̄v, R̄u, R̄v]− βu1 [µ̃u, µ̃u, R̃u, R̃v]
∣∣∣ 6

6 C7

[
ε

(
n∑
j=1

∣∣µ̄uj − µ̃uj ∣∣+
m∑
l=1

|µ̄vl − µ̃vl |

)
+

n∑
j=1

∣∣∣R̄u
j − R̃u

j

∣∣∣+
m∑
l=1

∣∣∣R̄v
l − R̃v

l

∣∣∣] .
Ïðè k = 1 ç (2.60) îäåðæèìî êðàéîâi óìîâè

µ
u(k)
i |x=0 = 0, µ

u(k)
i |t=0 =

1

ε
· Πu

i (0, 0, x, 0; ε) = O(εN) (i = 1, n),

µ
v(k)
s |x=0 = 0, µ

v(k)
s |t=0 = Πv

s(0, 0, x, 0; ε) = O(εN+1) (s = 1,m).

(2.69)

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó (2.67)-(2.69) ïðè k = 1 . Ç óìîâè (2.68), îöiíîê∣∣Ru(1)
i

∣∣ = O
(
εN+1

)
,
∣∣Rv(1)

s

∣∣ = O
(
εN+1

)
i âëàñòèâîñòåé ôóíêöié βui òà βvs

(i = 1, n, s = 1,m) , çàñòîñóâàâøè îöiíêè (2.62), îäåðæèìî

max
Ω

∣∣µu(1)
i

∣∣ 6 C8ε
N (i = 1, n),

max
Ω

∣∣µv(1)
s

∣∣ 6 C8ε
N (s = 1,m).

(2.70)

Íåõàé C9 = max{C0, C3, C8} , C0, C3, C8 � ñòàëi ç íåðiâíîñòåé (2.63),
(2.62), (2.70), âiäïîâiäíî, i íåõàé C6 = 2C9 , ÿêîìó âiäïîâiäàþòü C7 , ε0 ç
âëàñòèâîñòi b) ôóíêöié βui , β

v
s (i = 1, n, s = 1,m) . Âèáåðåìî ε0 íàñòiëüêè

ìàëèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü (C5 + 2C7(1 + ε0))C9ε0 6 1/2 , äå C5 �
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ñòàëà ç íåðiâíîñòi (2.68). Òîäi

max
Ω

∣∣∣µu(k)
i

∣∣∣ 6 C9ε
N−1

k−1∑
l=0

1

2l
(i = 1, n),

max
Ω

∣∣∣µu(k)
i − µu(k−1)

i

∣∣∣ 6 1

2k−1
C9ε

N−1 (i = 1, n).

(2.71)

Ç óìîâè (2.70) âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (2.71) äëÿ k = 1 .
Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨ ìîæíà äîâåñòè âèêîíàííÿ íåðiâíîñòåé (2.71)
äëÿ äîâiëüíîãî k , àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi (2.63), (2.64). Äëÿ ôóíêöié
µ
v(k)
s (s = 1,m) îäåðæèìî àíàëîãi÷íi îöiíêè.

Íà ïiäñòàâi (2.71), ïîñëiäîâíîñòi
{
µ
u(k)
i

}
,
{
µ
v(k)
s

}
(i = 1, n, s = 1,m)

ðiâíîìiðíî çáiæíi â îáëàñòi Ω , çâiäêè âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü ÷àñòèííèõ ïî-
õiäíèõ ∂Ru

i /∂t , ∂R
v
s/∂t (i = 1, n, s = 1,m) â Ω .

Íà ïiäñòàâi (2.60) ïîñëiäîâíîñòi
{
∂R

u(k)
i /∂x

}
,
{
∂R

v(k)
s /∂x

}
(i =

1, n, s = 1,m) ðiâíîìiðíî çáiæíi â îáëàñòi Ω , îòæå, ÷àñòèííi ïîõiäíi
∂Ru

i /∂x , ∂R
v
s/∂x (i = 1, n, s = 1,m) ¹ íåïåðåðâíi. Öå çàâåðøó¹ äîâåäåí-

íÿ òåîðåìè.

2

2.4. Âèñíîâîê äî äðóãîãî ðîçäiëó

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî òà îá ðóíòîâàíî àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ
äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ëiíié-
íèõ òà íàïiâëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîìà
íåçàëåæíèìè çìiííèìè. Îá ðóíòîâàíî íåîáõiäíiñòü ïðèìåæîâèõ øàðiâ, ùî
ïiäïðàâëÿþòü ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíèõ çàäà÷.

Êëàñè÷íi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ ïîáóäîâàíî áåç áóäü-ÿêèõ äîäàòêîâèõ óìîâ
íà âèõiäíi äàíi, êðiì óìîâ ãëàäêîñòi òà óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåð-
øîãî ïîðÿäêiâ ó êóòîâié òî÷öi îáëàñòi.



Ðîçäië 3

Ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ãiïåðáîëi÷íi

ñèñòåìè ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiçíèìè

õàðàêòåðèñòè÷íèìè íàõèëàìè

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ðiçíèõ ïîõiäíèõ
ç äîäàòíèìè òà âiä'¹ìíèì õàðàêòåðèñòèêàìè â ïåðøié ÷âåðòi òà ïðÿìîêóòíè-
êó. Âèðîäæåííÿ ïàðàìåòðà ïðèâîäèòü äî çàäà÷i ç îðòîãîíàëüíèìè õàðàêòå-
ðèñòèêàìè, ùî âèêëèêà¹ åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó [21]. Ðåçóëüòàòè ðîçäiëó
îïóáëiêîâàíi â ðîáîòi [118].

3.1. Çàäà÷à ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó ãiïåð-

áîëi÷íié ñèñòåìi ðiâíÿíü iç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷-

íèìè íàõèëàìè

Äîñëiäæåíî ìiøàíó çàäà÷ó â ïåðøié ÷âåðòi ïëîùèíè äëÿ ëiíiéíî¨ ãi-
ïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü iç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè íàõèëàìè. Ïîáó-
äîâàíî òà îáãðóíòîâàíî àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó êëà-
ñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.

71
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3.1.1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó

ãiïåðáîëi÷íié ñèñòåìi ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç ðiçíèìè õàðàêòå-

ðèñòè÷íèìè íàõèëàìè

Ó îáëàñòi Ω = {(x, t) : 0 < x, t <∞} ðîçãëÿíåìî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ
ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè n+m ðiâíÿíü
ε
∂uεi
∂t

+
∂uεi
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

bik(x, t)v
ε
k + fi(x, t; ε) (i = 1, n),

∂vεs
∂t
− ε∂v

ε
s

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)u
ε
j +

m∑
k=1

σsk(x, t)v
ε
k + gs(x, t; ε) (s = 1,m),

(3.1a)

uεi (x, 0) = uεi (0, t) = 0, x > 0, t > 0 (i = 1, n),

vεs(x, 0) = 0, x > 0 (s = 1,m),
(3.1b)

äå ε� 1 � ìàëèé äîäàòíèé ïàðàìåòð.
Ðîçãëÿäà¹ìî êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1), òîáòî ðîçâ'ÿçîê, íåïå-

ðåðâíèé â çàìèêàííi îáëàñòi Ω = {(x, t) : 0 < x, t <∞} , ÿêèé ìà¹ íåïåðåðâ-
íi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó â Ω , ùî çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (3.1a), à òàêîæ
êðàéîâi óìîâè (3.1b).

Íàøà ìåòà � ïîáóäóâàòè òà îá ðóíòóâàòè ðîçâèíåííÿ çà ñòåïåíÿìè
ìàëîãî ïàðàìåòðà ε ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.1). Ïðè öüîìó ïðèïóñêà¹ìî, ùî âè-
êîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(Ĥ1) ôóíêöi¨ aij, bik, γsj, σsk : Ω→ R , fi i gs : Ω×R→ R � äîñòàòíüî ãëàäêi
â îáëàñòÿõ ñâîãî âèçíà÷åííÿ (ïîðÿäîê ãëàäêîñòi çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó
àñèìïòîòèêè);

(Ĥ2) fi(0, 0; ε) = 0 (i = 1, n) , gs(0, 0; ε) = 0 (s = 1,m) äëÿ âñiõ ε ∈ (0, 1)

(óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó).

Çà óìîâ (Ĥ1) , (Ĥ2) ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó çíà÷åííi ïàðàìåòðà ε

iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1) [1, 21, 33, 69]. Çàóâàæèìî, ùî
äëÿ ïîáóäîâè òà îá ðóíòóâàííÿ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó äîñëiäæóâàíî¨ çàäà-
÷i íå âèìàãà¹òüñÿ æîäíèõ äîäàòêîâèõ óìîâ íà çíàê äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ
ìàòðèöü aij (j = i) , σsk (k = s) ñèñòåìè (3.1a).
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Çàçíà÷èìî, ùî ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ íåçáóðåíî¨ ñèñòåìè (3.1a)
∂ui
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)uj +
m∑
k=1

bik(x, t)vk + fi(x, t; 0) (i = 1, n),

∂vs
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)uj +
m∑
k=1

σsk(x, t)vk + gs(x, t; 0) (s = 1,m),

(3.2)

íå çàäîâîëüíÿ¹, âñiõ óìîâ (3.1b), à ñàìå, ôóíêöi¨ ui (i = 1, n) , çàãàëîì, íå
çàäîâîëüíÿþòü ïî÷àòêîâi óìîâè. Òîìó â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω âèíèêà¹
ïðèìåæîâèé øàð, ÿêèé ïiäïðàâëÿ¹ ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ çàäà÷i (ñèñòåìà (3.2)
iç êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ ôóíêöi¨ u òà ïî÷àòêîâèìè äëÿ v , ÿêà íàâåäåíà
íèæ÷å) äî âèêîíàííÿ âòðà÷åíèõ óìîâ.

Îñîáëèâiñòü çàäà÷i ïîëÿãà¹ ùå é ó òîìó, ùî õî÷à ïðèìåæîâà ôóíêöiÿ
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿä-
êó, à ìåæà, íà ÿêié çàäà¹òüñÿ êðàéîâà óìîâà, ìiñòèòü êóòîâó òî÷êó (0, 0) , ùî
ó çàãàëüíîìó âèïàäêó âïëèâà¹ íà ãëàäêiñòü ðîçâ'ÿçêó, òèì íå ìåíøå, âäà¹òüñÿ
ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíîãî ïîðÿäêó, ðiâíîìiðíó â Ω áåç
áóäü-ÿêèõ iíøèõ äîäàòêîâèõ óìîâ, êðiì óìîâè (Ĥ2) .

Äëÿ ïðîñòîòè âèêëàäîê óâåäåìî âåêòîðè

uε(x, t) = (uε1(x, t), . . . , u
ε
n(x, t)),

vε(x, t) = (vε1(x, t), . . . , vεm(x, t)).

òà áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè óñòàëåíó òåðìiíîëîãiþ i ïîçíà÷åííÿ, ÿêi çóñòði-
÷àëèñü ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi, íåçâàæàþ÷è íà ¨õ äåÿêå ïîâòîðåííÿ òà ñïiâ-
ïàäiííÿ.

3.1.2. Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî, íàñàìïåðåä, ïîáóäîâó íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ. Àñèìïòî-
òèêó ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (3.1) â îáëàñòi Ω íà ïåðøîìó êðîöi áóäó¹ìî ó
âèãëÿäi

uεi (x, t) ∼ ūi0(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) (s = 1,m).
(3.3)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè ūi0 òà v̄s0
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íóëüîâîãî íàáëèæåííÿ ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó
∂ūi0
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)ūj0 +
m∑
k=1

bik(x, t)v̄k0 + fi0(x, t) (i = 1, n),

∂v̄s0
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)ūj0 +
m∑
k=1

σsk(x, t)v̄k0 + gs0(x, t) (s = 1,m),

(3.4a)

{
ūi0(0, t) = 0 (i = 1, n),

v̄s0(x, 0) = 0 (s = 1,m),
(3.4b)

äå fi0(x, t) , gs0(x, t) � ïåðøi ÷ëåíè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié fi òà gs ó ñòåïåíåâèé
ðÿä çà ñòåïåíÿìè ïàðàìåòðà ε â îêîëi ε = 0 .

Çàäà÷à (3.4) äëÿ âèçíà÷åííÿ ūi0 (i = 1, n) , v̄s0 (s = 1,m) çà óìî-
âè (Ĥ2) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Âîëüòåððè äðóãîãî
ðîäó, äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ¹äèíèé äîñòàòíüî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê [69]. Îòîæ, ôóíêöi¨
ūi0 (i = 1, n) , v̄s0 (s = 1,m) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíi òà ìàþòü ïîòðiáíó ãëàä-
êiñòü. Iç ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i äëÿ âèçíà÷åííÿ ūi0 , v̄s0 , î÷åâèäíî, âèïëèâà¹,
ùî íå âñi óìîâè (3.1b) âèêîíóþòüñÿ. Òåïåð áóäåìî ïiäïðàâëÿòè ïîáóäîâàíèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.4) ôóíêöi¹þ ïðèìåæîâîãî øàðó òàê, ùîá âèêîíóâàëàñÿ
âòðà÷åíà ïðè âèðîäæåííi óìîâà.

Ïiäïðàâèìî (3.3) ôóíêöi¹þ ïðèìåæîâîãî øàðó òàê, ùîá âèêîíóâàëàñü
äðóãà óìîâà (3.1b), òîáòî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi Ω áóäó¹ìî ó âèã-
ëÿäi {

uεi (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ) (i = 1, n),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) (s = 1,m),
(3.5)

äå

τ =
t

ε
� ðåãóëÿðèçóþ÷à çìiííà â îêîëi ìåæi t = 0. Ùîá çàïèñàòè çàäà÷ó äëÿ âè-
çíà÷åííÿ Pi0u(x, τ) , ðîçâèíåìî êîåôiöi¹íòè ñèñòåìè (3.1a) â ðÿä çà ñòåïåíÿìè
ε i ïiäñòàâèìî (3.5) ó ñèñòåìó (3.1a) òà êðàéîâi óìîâè (3.1b), ïðèðiâíÿâøè êî-
åôiöi¹íòè ïðè íóëüîâîìó ñòåïåíi ε , îäåðæó¹ìî çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ Pi0u :

∂Pi0u

∂τ
+
∂Pi0u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj0u, τ > 0, 0 < x <∞,

Pi0u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi0u(x, 0) = −ūi0(x, 0), 0 6 x <∞ (i = 1, n).

(3.6)
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Îòîæ, ÿê âèïëèâà¹ iç (3.6), ôóíêöi¨ Pi0u ëiêâiäóþòü íåâ'ÿçêó, ÿêó ïðèíîñÿòü
ūi0 ó êðàéîâó óìîâó ïðè t = 0 i äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié Pi0u îäåðæàíî êðà-
éîâó çàäà÷ó äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ãëàäêiñòü
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.6) çàëåæèòü âiä âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ â êóòîâié
òî÷öi. Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿä-
êiâ ðîçâ'ÿçêó Pi0u ó êóòîâié òî÷öi (0, 0) . Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ
íóëüîâîãî ïîðÿäêó ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ðiâíîñòi

Pi0u(0, τ)|τ=0 = Pi0u(x, 0)|x=0 (i = 1, n).

Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ ðiâíîñòi äëÿ âñiõ i = 1, . . . , n äîðiâíþ¹
íóëåâi â êóòîâié òî÷öi, à ç óìîâ (3.6) òà (3.4) îäåðæó¹ìî

0 = −ūi0(x, 0)|x=0 = 0 (i = 1, n).

Îòæå, óìîâè ïîãîäæåííÿ ïî÷àòêîâèõ òà êðàéîâèõ óìîâ íóëüîâîãî ïîðÿäêó
çàäà÷i (3.6) âèêîíóþòüñÿ.

Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ñàìå,
ïåðåâiðèìî, ÷è çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (3.6) óìîâè çàäà÷i â êóòîâié òî÷öi.
Äëÿ öüîãî ïîâèííi âèêîíóâàòèñü ñïiââiäíîøåííÿ

∂Pi0u

∂t

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Pi0u

∂ξ

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

aij(x, 0)Pj0u

∣∣∣∣
(0,0)

(i = 1, n).

Âèêîðèñòàâøè óìîâè iç (3.6) , ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî
∂ūi0
∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= 0 . Ç óìîâ

(Ĥ1) òà (3.4) îäåðæèìî

∂ūi0
∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

aij(0, 0)ūj0

∣∣∣∣
(0,0)

+
m∑
k=1

bik(0, 0)v̄k0

∣∣∣∣
(0,0)

+ fi0(0, 0) = 0, i = 1, n.

Âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ êðàéîâèõ òà ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ äàþòü ïiäñòàâó ñòâåðäæóâàòè, ùî ðîçâ'ÿçîê Pi0u (i = 1, n)

çàäà÷i (3.6) ¹ äîñòàòíüî ãëàäêèì.
Ïîêàæåìî òåïåð ùî ôóíêöi¨ Pi0u (i = 1, n) ìàþòü ïðèìåæîâèé õà-

ðàêòåð. Ñïðàâäi, ç îäíîðiäíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè (3.6) , ôóíêöi¨ Pi0u (i = 1, n)

ïðèéìàþòü íóëüîâi çíà÷åííÿ íàä õàðàêòåðèñòèêîþ τ = x ñèñòåìè (3.6) . Ïðè
ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà íàáëèæà¹òüñÿ äî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîáòî
ôóíêöi¨ Pi0u âiäìiííi âiä íóëÿ â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω .
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿç-
êó (uε, vε) çàäà÷i (3.1) ó îáëàñòi Ω , òîáòî áóäó¹ìî ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäiu

ε
i (x, t) ∼ ūi0(x, t) + Pi0u(x, τ) + εūi1(x, t) + εPi1u(x, τ) (i = 1, n),

vεs(x, t) ∼ v̄s0(x, t) + εv̄s1(x, t) + εPs1v(x, τ) (s = 1,m).
(3.7)

Ïiäñòàâëÿ¹ìî (3.7) â ñèñòåìó (3.1). Òîäi ñòàíäàðòíîþ ïðîöåäóðîþ òåîði¨ ñèí-
ãóëÿðíèõ çáóðåíü [21] îäåðæó¹ìî çàäà÷ó äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöié Ps1v

∂Ps1v

∂τ
=

n∑
j=1

γsj(x, 0)Pj0u, 0 < x <∞, τ > 0,

Ps1v(x,∞) = 0, 0 6 x <∞ (s = 1,m).

Ïðîiíòåãðóâàâøè ñèñòåìó äëÿ Ps1v , âèêîðèñòàâøè òå, ùî Ps0u(x, τ) = 0 ïðè
τ > x (s = 1,m) , çàïèøåìî Ps1v (s = 1,m) ó ÿâíîìó âèãëÿäi

Ps1v(x, τ) =


n∑
j=1

γsj(x, 0)

τ∫
x

Pj0u(x, η)dη, 0 6 τ 6 x <∞,

0, 0 6 x 6 τ.

(3.8)

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêöi¨ Ps1v ìàþòü íåïåðåðâíi ÷àñòèííi ïîõiäíi ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó.

Ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ (ūi1, v̄s1) ðåãó-
ëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè â îáëàñòi Ω çàïèøåìî ó âèãëÿäi

∂ūi1
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)ūj1 +
m∑
k=1

bik(x, t)v̄k1 + f̄i1(x, t) (i = 1, n),

∂v̄s1
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)ūj1 +
m∑
k=1

σsk(x, t)v̄k1 + ḡs1(x, t) (s = 1,m),

(3.9)

äå f̄i1(x, t) = fi1(x, t) − ∂ūi0(x, t)/∂t , ḡs1(x, t) = gs1(x, t) + ∂v̄s0(x, t)/∂x ,
fi1(x, t) , gs1(x, t) � êîåôiöi¹íòè ïðè ïåðøîìó ñòåïåíi ε ðîçâèíåííÿ ôóíê-
öié fi òà gs ó ðÿä çà ñòåïåíÿìè ε , âiäïîâiäíî. Êðiì òîãî, v̄s1 ëiêâiäóþòü
íåâ'ÿçêè, ÿêi âíîñÿòü ïðèìåæîâi øàðè Ps1v ó ïî÷àòêîâi óìîâè. Òîìó ôóíêöi¨
ūi1 , v̄s1 , ÿê ðîçâ'ÿçêè ñèñòåìè (3.9) ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâè{

ūi1(0, t) = 0, t > 0 (i = 1, n),

v̄s1(x, 0) = −Ps1v(x, 0), 0 6 x <∞ (s = 1,m).
(3.10)
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Çàäà÷à (3.9), àíàëîãi÷íî ÿê i (3.4), åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó, òîáòî ¹ îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ [69].

Äëÿ ëiêâiäàöi¨ íåâ'ÿçêè ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêó âíîñèòü ðåãóëÿðíà ÷à-
ñòèíà àñèìïòîòèêè ū1 ó ïî÷àòêîâó óìîâó (3.1b), áóäó¹ìî ôóíêöiþ P1u =

(P11u, . . . , Pn1u) , ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ãiïåð-
áîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

∂Pi1u

∂τ
+
∂Pi1u

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pj1u+ pui1(x, τ), 0 < x <∞, τ > 0,

Pi1u(0, τ) = 0, τ > 0,

Pi1u(x, 0) = −ūi1(x, 0), 0 6 x <∞,

(3.11)

äå pui1(x, τ) =
m∑
k=1

bik(x, 0)Pk1v + τ
n∑
j=1

∂aij(x, 0)

∂t
Pj0u (i = 1, n) .

Îñêiëüêè ñèñòåìà (3.11) ¹ íåîäíîðiäíîþ, òî äëÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íî-
ãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íåîáõiäíî, ùîá âèêîíóâàëèñü íå ëèøå óìîâè ïîãîäæåííÿ
íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ó êóòîâié òî÷öi (0, 0) , àëå é iñíóâàëè íåïå-
ðåðâíi ïîõiäíi ïåðøîãî ïîðÿäêó äëÿ ôóíêöié pui1 . ×àñòèííi ïîõiäíi iñíóþòü,
îñêiëüêè ôóíêöi¨ Pk0u , Pk1v � ãëàäêi. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ
íóëüîâîãî ïîðÿäêó, òîáòî ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü Pi1u(0, τ)

∣∣
τ=0

= Pi1u(x, 0)
∣∣
x=0

.
Ðiâíiñòü íóëåâi ëiâî¨ ÷àñòèíè âèïëèâà¹ ç óìîâè (3.11), à äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè
âèêîðèñòà¹ìî óìîâè (3.10)

0 = −ūi1(x, 0)
∣∣
x=0

= 0 (i = 1, n).

Îòæå, êðàéîâi óìîâè ñèñòåìè (3.11) ïîãîäæåíi äî íåïåðåðâíîñòi â êó-
òîâié òî÷öi (0, 0) , à öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.11) ó îáëàñòi τ > 0 ,
0 6 x < ∞ ¹ íåïåðåðâíèé. Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ, ùî Pi1u ó âêàçàíié îáëàñòi
ãëàäêi, ïîêàæåìî, ùî äëÿ âñiõ i = 1, n âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi

∂Pi1u

∂τ

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Pi1u

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

aij(x, 0)Pj1u

∣∣∣∣
(0,0)

+ pui1
∣∣
(0,0)

.

Äëÿ öüîãî ç óìîâ (3.6),(3.8),(3.11) ïåðåõîäèìî äî ðiâíîñòi

0− ∂ūi1
∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

aij · 0 + 0.
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Òåïåð çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî ïîõiäíà ūi1 çà çìiííîþ x ðiâíà íóëåâi. Äëÿ
öüîãî âèêîðèñòà¹ìî óìîâó (3.9), ç ÿêî¨ ìà¹ìî

∂ūi1
∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

aij(0, 0)ūj1

∣∣∣∣
(0,0)

+
m∑
k=1

bik(0, 0)v̄k1

∣∣∣∣
(0,0)

+ f̄i1

∣∣∣∣
(0,0)

(i = 1, n),

äå

f̄i1(0, 0) = fi1(0, 0)− ∂ūi0
∂t

= 0 (i = 1, n),

v̄s1|(0,0) = −Ps1v(0, 0) = 0 (s = 1,m),

ūi1|(0,0) = 0 (i = 1, n).

Îñêiëüêè,
∂ūi1
∂x

∣∣∣∣
(0,0)

= 0 (i = 1, n) , òî âñi óìîâè iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî (òîáòî

ãëàäêîãî) ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i (3.11) âèêîíóþòüñÿ.
Îòæå, ÿê âèïëèâà¹ iç ïîáóäîâàíîãî âèùå íóëüîâîãî òà ïåðøîãî íàáëè-

æåíü, ðåêóðåíòíèé ïðîöåñ ïîñëiäîâíîãî âèçíà÷åííÿ ôóíêöié àñèìïòîòè÷íî-
ãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó ðîçùåïëåíèé, à òîìó îïèøåìî àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ
ôóíêöié íàáëèæåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó.

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè äîâiëüíîãî ïîðÿäêó. Ïîâíå àñèìï-
òîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (3.1) â îáëàñòi Ω áóäó¹ìî ó
âèãëÿäi: 

uεi (x, t) ∼
∞∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ)

]
(i = 1, n),

vεs(x, t) ∼
∞∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ)

]
(s = 1,m).

(3.12)

Îïèøåìî ïîñëiäîâíiñòü, ç ÿêî¨ âèçíà÷à¹ìî ôóíêöi¨ ïðàâèõ ÷àñòèí
(3.12), à òàêîæ âèïèøåìî çàäà÷i, ðîçâ'ÿçêàìè ÿêèõ ¹ öi ôóíêöi¨. Çàäà÷i îäåð-
æèìî âiäïîâiäíèìè ìåòîäàìè òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü [18], ïîäiáíî äî íà-
âåäåíîãî âèùå, òîìó ïðîïóñòèìî îïèñ ñïîñîáó ¨õ îäåðæàííÿ.

Ôóíêöi¨ ïðèìåæîâîãî øàðó Phv àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ïîðÿäêó
h ëiêâiäóþòü íåâ'ÿçêè, ÿêi ïðèíîñÿòü ôóíêöi¨ Phu ó ïðàâó ÷àñòèíó ñèñòåìè
(3.1a) ñòîñîâíî v , i âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçêè çàäà÷

∂Pshv

∂τ
= pvsh(x, τ), 0 < x <∞, τ > 0,

Pshv(x,∞) = 0, 0 6 x <∞ (s = 1,m),

(3.13)
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äå pvsh � ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ äëÿ Pshv i ìà¹ âèä

pvsh(x, τ) =
h−1∑
r=0

τ r

r!

[ n∑
j=1

∂rγsj
∂tr

(x, 0)Pj, h−1−ru+

+
m∑
k=1

∂rσsk
∂tr

(x, 0)Pk, h−1−rv

]
+
∂Ps, h−2v

∂x
, h > 1 (s = 1,m).

Âiäçíà÷èìî, ùî pvsh (s = 1,m, h > 1) � âiäîìi íåïåðåðâíi äëÿ 0 6 x < ∞ ,
τ > 0 ôóíêöi¨ (âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç Plu , Plv , ∂Plv/∂x äëÿ l < h ), ðiâíi
íóëåâi íàä õàðàêòåðèñòèêîþ τ = x (ùî âèïëèâà¹ ç ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè), à τ �
ðåãóëÿðèçóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ. Òîìó ðîçâ'ÿçîê Pshv çàäà÷i (3.13) äëÿ êîæíîãî
h > 1 òà s = 1,m çàïèøåìî â ÿâíîìó âèãëÿäi

Pshv(x, τ) =


τ∫
x

pvsh(x, ϑ)dϑ, 0 6 τ 6 x,

0, 0 6 x 6 τ.

(3.14)

Çàçíà÷èìî, ùî ãëàäêiñòü ôóíêöié Pshv (s = 1,m, h > 1) äëÿ 0 6

x < ∞ , τ > 0 , çîêðåìà, íà õàðàêòåðèñòèöi x = τ , âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî
iç ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè.

Ôóíêöi¨ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè (ūh, v̄h) ïîðÿäêó h > 1 ó
îáëàñòi Ω ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêî¨ çàäà÷i

∂ūih
∂x

=
n∑
j=1

aij(x, t)ūjh +
m∑
k=1

bik(x, t)v̄kh + f̄ih(x, t) (i = 1, n),

∂v̄sh
∂t

=
n∑
j=1

γsj(x, t)ūjh +
m∑
k=1

σsk(x, t)v̄kh + ḡsh(x, t) (s = 1,m),

(3.15a)

{
ūih(0, t) = 0, 0 6 t <∞ (i = 1, n),

v̄sh(x, 0) = −Pshv(x, 0), 0 6 x <∞ (s = 1,m),
(3.15b)

äå f̄ih(x, t) = fih(x, t) −
∂ūi, h−1

∂t
, ḡsh(x, t) = gsh(x, t) +

∂v̄s, h−1

∂x
, à fih(x, t) ,

gsh(x, t) � êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöié fi òà gs , âiäïîâiäíî, â ðÿä çà
ñòåïåíÿìè ε . Çàäà÷à (3.15) åêâiâàëåíòíà ñèñòåìi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëü-
òåððè äðóãîãî ðîäó, êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü ÿêî¨ îïèñàíî, íàïðèêëàä, â [69].

Äëÿ âèçíà÷åííÿ íàáëèæåíü ôóíêöi¨ ïðèìåæîâîãî øàðó Pihu (i =
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1, n, h > 1) â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω îäåðæèìî êðàéîâó çàäà÷ó
∂Pihu

∂τ
+
∂Pihu

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, 0)Pjhu+ puih(x, τ), 0 < x <∞, τ > 0,

Pihu(0, τ) = 0, τ > 0,

Pihu(x, 0) = −ūih(x, 0), 0 6 x <∞,

(3.16)

äå

puih(x, τ) =
h∑
r=1

τ r

r!

n∑
j=1

∂raij
∂tr

(x, 0)Pj, h−ru(x, τ)+

+
h∑
r=0

τ r

r!

m∑
k=1

∂rbik
∂tr

(x, 0)Pk, h−rv(x, τ) (i = 1, n, h > 1).

Àíàëîãi÷íî ÿê ó çàäà÷i (3.11), äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.16) íåîáõiäíî, ùîá ôóíêöiÿ puih áóëà ãëàäêîþ é âèêîíóâà-
ëèñü óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ó êóòîâié òî÷öi (0, 0) .
×àñòèííi ïîõiäíi ôóíêöié puih iñíóþòü, îñêiëüêè ôóíêöiÿ ¹ ñóìîþ ãëàäêèõ
ôóíêöié. Ïåðåéäåìî äî ïåðåâiðêè âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ. Iç (3.15b) òà
(3.16) áåçïîñåðåäíüî ìà¹ìî:

0 = Pihu(0, τ)
∣∣∣
τ=0

= Pihu(x, 0)
∣∣∣
x=0

= −ūih(x, 0)
∣∣∣
x=0

,

à, âðàõîâóþ÷è (3.15b), îäåðæó¹ìî

0 = −uih(0, 0) = 0 (i = 1, n, h > 1).

Îòæå, êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (3.16) ïîãîäæåíi äî íåïåðåðâíîñòi â êóòîâié òî÷öi.
Ïåðåâiðèìî ÷è ïî÷àòêîâi óìîâè çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìó (3.16) â òî÷öi (0, 0) ,
òîáòî:

∂Pihu

∂τ

∣∣∣∣
(0,0)

+
∂Pihu

∂x

∣∣∣∣
(0,0)

=
n∑
j=1

aij(x, 0)Pj hu
∣∣
(0,0)

+puih(x, τ)
∣∣
(0,0)

(i = 1, n, h > 1),

àáî, âèêîðèñòàâøè ïî÷àòêîâó òà êðàéîâi óìîâè çàäà÷i (3.16), îñòàíí¹ ìîæíà
çàïèñàòè ó âèäi

−∂ūih(x, 0)

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
n∑
j=1

aij(0, 0) · 0 + puih(0, 0) (i = 1, n, h > 1).
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Ïðàâà ÷àñòèíà öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ðiâíà íóëåâi, îñêiëüêè puih(x, τ) = 0 (i =

1, n, h > 1) ïðè τ > x > 0 , ùî âèïëèâà¹ iç ¨õíiõ âëàñòèâîñòåé. Âèêîðèñòàâøè
ïåðøå ðiâíÿííÿ (3.15a) òà óìîâè (3.15b), ìà¹ìî

∂ūih(0, 0)

∂x
= −

n∑
j=1

aij(0, 0) · 0−
m∑
k=1

bik(0, 0)Pkhv(x, 0)
∣∣
x=0

+

+ f̄ih(0, 0) (i = 1, n, h > 1).

Âiäïîâiäíî äî (3.15b) òà (3.14), ïåðøi äâà äîäàíêè ñïðàâà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi
ðiâíi íóëåâi. Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî f̄ih(x, t) â êóòîâié òî÷öi ðiâíà íóëåâi.
Îòîæ, iç âèãëÿäó äëÿ f̄ih , óìîâ (Ĥ2) , (3.15b) ìîæåìî çàïèñàòè (i = 1, n, h >

1)

f̄ih(0, 0) = fih(0, 0)− ∂ūi, h−1(0, 0)

∂t
= 0.

Ñïðàâåäëèâiñòü îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî ūih(0, t) = 0 äëÿ

0 6 t < ∞ (i = 1, n) , òîìó
∂uih
∂t

(0, 0) = 0 (i = 1, n, h > 1) . Âèêîíàííÿ

óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â êóòîâié òî÷öi (0, 0) çàáåçïå÷ó¹ ãëàä-
êiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.16) â îáëàñòi τ > 0, 0 < x < ∞ . Çàçíà÷èìî, êðiì
òîãî, ùî ôóíêöi¨ Pihu (i = 1, n, h > 1) ìàþòü ïðèìåæîâèé õàðàêòåð, âiä-
ìiííi âiä íóëÿ â îêîëi ìåæi t = 0 îáëàñòi Ω (êðàéîâà óìîâà (3.16)) i ïðè
ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà x = τ ðiâíÿííÿ (3.16) ïðÿìó¹ äî ãîðèçîíòàëüíîãî
ïîëîæåííÿ.

Îòæå, ôîðìàëüíå àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ äîâiëüíîãî ïîðÿäêó ðîç-
â'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (3.1) ïîáóäîâàíî. Ïåðåéäåìî äî îáãðóíòóâàííÿ îäåðæà-
íî¨ àñèìïòîòèêè.

3.1.3. Îöiíêà çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Ïðîâåäåìî îöiíêó çàëèøêîâîãî ÷ëåíà àñèìïòîòèêè. Íåõàé N > 0 � äî-
âiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî. Âèäiëèìî â àñèìïòîòèöi (3.12) ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çà-
äà÷i (3.1) ÷àñòèííó ñóìó N -ãî ïîðÿäêó. Ïîçíà÷èâøè ÷åðåç Rε

iNu = Rε
iNu(x, t)

(i = 1, n) òà Rε
sNv = Rε

sNv(x, t) (s = 1,m) çàëèøêè àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâè-
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íåíü âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíò ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, (3.12) çàïèøåìî ó âèãëÿäi
uεi (x, t) =

N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ)

]
+Rε

iNu(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) =
N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ)

]
+Rε

sNv(x, t) (s = 1,m).

(3.17)

Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè çàäà÷i äëÿ çàëèøêó àñèìïòîòèêè (Rε
Nu,R

ε
Nv) , ïiä-

ñòàâèìî (3.17) ó ñèñòåìó (3.1a), óìîâè (3.1b) òà âèêîðèñòà¹ìî çàäà÷i äëÿ íà-
áëèæåíü àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ. Ïiñëÿ î÷åâèäíèõ ñïðîùåíü çàëèøêî-
âèé ÷ëåí (Rε

Nu,R
ε
Nv) = (Rε

1Nu, . . . , R
ε
nNu,R

ε
1Nv, . . . , R

ε
mNv) àñèìïòîòèêè â

îáëàñòi Ω çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó

ε
∂Rε

iNu

∂t
+
∂Rε

iNu

∂x
=

n∑
j=1

aij(x, t)R
ε
jNu+

m∑
k=1

bik(x, t)R
ε
kNv+

+ πui (x, t; ε),

∂Rε
sNv

∂t
− ε∂R

ε
sNv

∂x
=

n∑
j=1

γsj(x, t)R
ε
jNu+

m∑
k=1

σsk(x, t)R
ε
kNv+

+ πvs(x, t; ε),

(3.18a)

òà ïî÷àòêîâî-êðàéîâi óìîâè{
Rε
iNu(x, 0) = Rε

iNu(0, t) = 0 (i = 1, n),

Rε
sNv(x, 0) = 0 (s = 1,m),

(3.18b)

äå πui (i = 1, n) òà πvs (s = 1,m) � âiäîìi ôóíêöi¨, äëÿ ÿêèõ ó îáëàñòi Ω

ñïðàâäæó¹òüñÿ

πui (·, ·; ε) = O(εN+1), πvs(·, ·; ε) = O(εN+1).

Íàøà ìåòà � îäåðæàòè ðiâíîìiðíó îöiíêó çàëèøêó àñèìïòîòèêè â Ω .
Äëÿ öüîãî óâåäåìî çàìiíó â çàäà÷i (3.18):

ρεiu(x, t) = Rε
iNu(x, t)e−η(x+t) (i = 1, n),

ρεsv(x, t) = Rε
sNv(x, t)e−η(x+t) (s = 1,m),

äå η � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Òîäi, âiäïîâiäíî, äëÿ ρεiu i ρεsv îäåðæèìî â
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îáëàñòi Ω çàäà÷ó

ε
∂ρεiu

∂t
+
∂ρεiu

∂x
= ãii(x, t)ρ

ε
iu+

n∑
j=1
j 6=i

aij(x, t)ρ
ε
ju+

+
m∑
k=1

bik(x, t)ρ
ε
kv + Πu

i (x, t; ε) (i = 1, n),

∂ρεsv

∂t
− ε∂ρ

ε
sv

∂x
= σ̃ss(x, t)ρ

ε
sv +

n∑
j=1

γsj(x, t)ρ
ε
ju+

+
m∑
k=1
k 6=s

σsk(x, t)ρ
ε
kv + Πv

s(x, t; ε) (s = 1,m),

(3.19a)

{
ρεiu(x, 0) = ρεiu(0, t) = 0 (i = 1, n),

ρεsv(x, 0) = 0 (s = 1,m),
(3.19b)

äå

Πu
i (x, t; ε) = πui (x, t; ε)e−η(x+t) = O(εN+1),

ãii(x, t) = aii(x, t)− η(1 + ε) (i = 1, n),

Πv
s(x, t; ε) = πvs(x, t; ε)e

−η(x+t) = O(εN+1),

σ̃ss(x, t) = σss(x, t)− η(1− ε) (s = 1,m).

Âèáèðà¹ìî òåïåð η íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi

ãii(x, t) +
n∑
j=1
j 6=i

|aij(x, t)|+
m∑
k=1

|bik(x, t)| 6 −1 (i = 1, n),

σ̃ss(x, t) +
n∑
j=1

|γsj(x, t)|+
m∑
k=1
k 6=s

|σsk(x, t)| 6 −1 (s = 1,m).

(3.20)

Ïðèïóñòèìî, ùî êîæíà ç ôóíêöié |ρεiu| (i = 1, n) äîñÿãà¹ ñâîãî
ìàêñèìóìó â òî÷öi Ti(xi, ti) ∈ Ω , à ôóíêöi¨ |ρεsv| (s = 1,m) � â òî÷êàõ
Tn+s(xn+s, tn+s) ∈ Ω . Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî

|ρε1u(T1)| > |ρε2u(T2)| > ... > |ρεnu(Tn)| >

> |ρε1v(Tn+1)| > |ρε2v(Tn+2)| > ... > |ρεmv(Tn+m)|.
(3.21)

Ðîçãëÿíåìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.19) â òî÷öi T1 i ïåðåïèøåìî
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éîãî ó âèãëÿäi

ε
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

−
n∑
j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

m∑
k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) = Π1(T1; ε).

(3.22)

Ïðèïóñòèìî, ùî ó òî÷öi T1 ôóíêöiÿ ρε1u íàáóâà¹ âiä'¹ìíîãî ìiíiìóìó.

Òîäi â öié òî÷öi
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

6 0 ,
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

6 0 (ñòðîãà íåðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå

ó âèïàäêó, ÿêùî òî÷êà T1 çíàõîäèòüñÿ íà ìåæi îáëàñòi Ω ). Çâiäñè, âèêîðèñ-
òîâóþ÷è (3.20) òà (3.21), äëÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (3.22) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

ε
∂ρε1u

∂t

∣∣∣∣
T1

+
∂ρε1u

∂x

∣∣∣∣
T1

− ã11(T1)ρ
ε
1u(T1)−

−
n∑
j=2

a1j(T1)ρ
ε
ju(T1)−

m∑
k=1

b1k(T1)ρ
ε
kv(T1) 6

6 −ã11(T1)ρ
ε
1u(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)||ρεju(T1)|+
m∑
k=1

|b1k(T1)||ρεkv(T1)| 6

6 −
(
ã11(T1) +

n∑
j=2

|a1j(T1)|+
m∑
k=1

|b1k(T1)|
)
ρε1u(T1) 6 ρε1u(T1).

Îòîæ, ïðàâà ÷àñòèíà (3.22) ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó εN+1 , à ëiâà â òî÷öi
T1 íå ïåðåâèùó¹ ρε1u(T1) . Îñêiëüêè |ρε1u(T1)| = max

Ω
|ρε1u(x, t)| = O

(
εN+1

)
,

òî iç (3.21) îäåðæèìî

|ρε2u(T2)| = max
Ω
|ρε2u(x, t)| = O

(
εN+1

)
, . . . ,

|ρεmv(Tm)| = max
Ω
|ρεmv(x, t)| = O

(
εN+1

)
.

Çâiäêè é âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Ω

ρεiu(x, t) = O
(
εN+1

)
(i = 1, n), ρεsv(x, t) = O

(
εN+1

)
(s = 1,m).

Òîìó, âçÿâøè äî óâàãè óâåäåíó çàìiíó, îäåðæèìî áàæàíó îöiíêó çàëèøêî-
âîãî ÷ëåíà (Rε

Nu,R
ε
Nv) àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ (3.17) ðîçâ'ÿçêó (uε, vε)

çàäà÷i (3.1) â îáëàñòi Ω :

Rε
iNu(x, t) = ρεiu(x, t)eη(x+t) = O

(
εN+1

)
(i = 1, n),

Rε
sNv(x, t) = ρεsv(x, t)eη(x+t) = O

(
εN+1

)
(s = 1,m).
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Àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ ñïðàâåäëèâi òàêîæ ó âèïàäêó äîäàòíîãî ìàê-
ñèìóìó äëÿ ôóíêöi¨ ρεiu . Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåî-
ðåìè.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé Ω = {(x, t) : 0 < x, t < ∞} , à N � äîâiëüíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî i âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

(Ĥ1) aij , bik , γsj , σsk ∈ C(N+2)(Ω) , fi , gs ∈ C(N+2)(Ω × R+) (i, j = 1, n ,
s, k = 1,m) ;

(Ĥ2) fi(0, 0; ε) = 0 (i = 1, n) , gs(0, 0; ε) = 0 (s = 1,m) .

Òîäi ðîçâ'ÿçîê (uε, vε) çàäà÷i (3.1) â îáëàñòi Ω äîïóñêà¹ àñèìïòîòè÷íå ðîç-
âèíåííÿ

uεi (x, t) =
N∑
h=0

εh
[
ūih(x, t) + Pihu(x, τ)

]
+Rε

iNu(x, t) (i = 1, n),

vεs(x, t) =
N∑
h=0

εh
[
v̄sh(x, t) + Pshv(x, τ)

]
+Rε

sNv(x, t) (s = 1,m),

äå ôóíêöi¨ (ūh, v̄h) ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè àñèìïòîòèêè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷
(3.15); ôóíêöiÿ ïðèìåæîâîãî øàðó (Phu, Phv) â îêîëi t = 0 çàäîâîëüíÿ¹
çàäà÷ó (3.16),(3.13); äëÿ çàëèøêîâîãî ÷ëåíà (Rε

Nu,R
ε
Nv) àñèìïòîòè÷íîãî

ðîçâèíåííÿ ñïðàâåäëèâi îöiíêè∣∣∣Rε
iNu(x, t)

∣∣∣ 6 C1iε
N+1,

∣∣∣Rε
sNv(x, t)

∣∣∣ 6 C2sε
N+1

äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Ω, ç íåçàëåæíèìè âiä ε ñòàëèìè C1i , C2s (i = 1, n, s =

1,m) .

3.2. Çàäà÷à ç ìàëèì ïàðàìåòðîì ïðè ïîõiäíèõ ó ãiïåð-

áîëi÷íié ñèñòåìi ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiçíè-

ìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè íàõèëàìè ó ïðÿìîêóòíèêó

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî âèïàäîê ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè, ó ÿêî¨
êóòîâi êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòèê ìàþòü ðiçíi çíàêè, à îáëàñòþ äîñëiäæåííÿ
çàäà÷i ¹ ïðÿìîêóòíèê. Îñíîâíà ìåòà ïiäðîçäiëó ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi òà äîñëi-
äæåííi àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó, âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ïîáóäîâè àñèìïòî-
òè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ó ïðÿìî-
êóòíèêó äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó [10,18,21].
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3.2.1. Ôîðìóëþâàííÿ ñèíãóëÿðíî çáóðåíî¨ çàäà÷i

Â îáëàñòi Π = {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < 1} ðîçãëÿíåìî ñèíãóëÿðíî
çáóðåíó êðàéîâó çàäà÷ó äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè

ε
∂uε

∂t
+
∂uε

∂x
= a11u

ε(t, x) + a12v
ε(t, x) + f(t, x),

∂vε

∂t
− ε∂v

ε

∂x
= a21u

ε(t, x) + a22v
ε(t, x) + g(t, x),

(3.23a)

{
uε(0, x) = ϕ(x), vε(0, x) = ψ(x), 0 6 x 6 1,

uε(t, 0) = µ(t), vε(t, 1) = ν(t), 0 6 t 6 T,
(3.23b)

äå aij (i, j = 1, 2) � ñòàëi êîåôiöi¹íòè, f , g � âiëüíi ÷ëåíè, çàäàíi ôóíêöi¨ â
Π , ϕ , ψ � ïî÷àòêîâå çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó, çàäàíi ôóíêöi¨ íà âiäðiçêó [0, 1] , µ ,
ν � çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó íà êðàÿõ îáëàñòi, çàäàíi ôóíêöi¨ íà [0, T ] . Ïîáóäó¹-
ìî àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε êëàñè÷íîãî
ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (3.23).

Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(H̃1) ôóíêöi¨ f , g íàëåæàòü äî êëàñó C∞(Π) ; ϕ, ψ ∈ C∞([0, 1]) ; µ, ν ∈
C∞([0, T ]) (ïîðÿäîê ãëàäêîñòi çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó àñèìïòîòèêè ðîç-
â'ÿçêó);

(H̃2) âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ äàíèõ
çàäà÷i (3.23)

ϕ(0) = µ(0), (3.24a)

ψ(1) = ν(0), (3.24b)

µ′(0) = 0, (3.24c)

ψ′(1) = 0, (3.24d)

ϕ′(0) = a11ϕ(0) + a12ψ(0) + f(0, 0), (3.24e)

ν ′(0) = a21ϕ(1) + a22ψ(1) + g(0, 1). (3.24f)

Âiäîìî, ùî ïðè ôiêñîâàíîìó ε òà âèêîíàííi çðîáëåíèõ ïðèïóùåíü (H̃1) , (H̃2)

iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.23) [1].
Óâåäåìî ðåãóëÿðèçóþ÷i çìiííi, ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðè ïîáó-

äîâi ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i, à ñàìå

τ =
t

ε
, ξ =

x− 1

ε
, ς =

x− 1

ε2
=
ξ

ε
. (3.25)
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3.2.2. Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó (uε, vε) çàäà÷i (3.23) ó ïðÿìîêóòíèêó Π áóäó-
¹ìî ó âèãëÿäi

uε(t, x) =U0(t, x) + u
(0)
0 (τ, x)+

+
3∑

k=1

εk
(
Uk(t, x) + u

(0)
k (τ, x) + u

(1)
k (t, ξ) + u

(2)
k (τ, ς)

)
, (3.26a)

vε(t, x) =V0(t, x) + v
(1)
0 (t, ξ)+

+
3∑

k=1

εk
(
Vk(t, x) + v

(0)
k (τ, x) + v

(1)
k (t, ξ) + v

(2)
k (τ, ς)

)
. (3.26b)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè (U0, V0) àñèìïòîòèêè íóëüîâîãî
íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.23) ó ïðÿìîêóòíèêó Π îäåðæèìî ñèñòåìó

∂U0

∂x
= a11U0(t, x) + a12V0(t, x) + f(t, x),

∂V0

∂t
= a21U0(t, x) + a22V0(t, x) + g(t, x)

(3.27a)

ç óìîâàìè U0(t, 0) = µ(t), 0 6 t 6 T,

V0(0, x) = ψ(x), 0 6 x 6 1.
(3.27b)

Çàäà÷à (3.27) äëÿ âèçíà÷åííÿ (U0, V0) çâîäèòüñÿ äî åêâiâàëåíòíî¨ ñèñ-
òåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó iç íåïåðåðâíèì ÿäðîì,
äëÿ ÿêî¨ iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê [5]. Îòæå, ïðè äîñòàòíié ãëàäêîñòi äàíèõ çà-
äà÷i (3.23), ôóíêöi¨ U0, V0 òàêîæ áóäóòü äîñòàòíüî ãëàäêi.

Ðîçâ'ÿçîê (U0, V0) ñèñòåìè (3.27a), òîáòî ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ ñèñòå-
ìè (3.23a), çàãàëîì, íå çàäîâîëüíÿ¹ âñi ñôîðìóëüîâàíi óìîâè (3.23b). Òîìó â
òèõ îêîëàõ ìåæi îáëàñòi Π , ó ÿêèõ íå âèêîíóþòüñÿ ïîñòàâëåíi óìîâè íåâè-
ðîäæåíî¨ çàäà÷i, âèíèêàþòü ïðèìåæîâi øàðè. Ðîëü ïðèìåæîâèõ øàðiâ ïîëÿ-
ãà¹ ó òîìó, ùîá íà êîæíîìó êðîöi ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨
çàäà÷i �ïiäïðàâëÿòè� ðîçâ'ÿçîê âèðîäæåíî¨ çàäà÷i äî âèêîíàííÿ âòðà÷åíèõ
óìîâ. Äîñèòü ÷àñòî ïðè ïîáóäîâi àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ñèíãóëÿðíî çáóðå-
íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó îáëàñòi ç êóòîâèìè òî÷êàìè âèíèêàþòü êóòîâi ïðè-
ìåæîâi øàðè: ïðèìåæîâèé øàð, ëiêâiäóþ÷è íåâ'ÿçêó íà îäíié ÷àñòèíi ìåæi
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àáî âíîñèòü íåâ'ÿçêó â iíøó êðàéîâó óìîâó, ÿêà ñóòò¹âî âiäìiííà âiä íóëÿ
ñàìå â îêîëi êóòîâî¨ òî÷êè îáëàñòi, àáî ïðèâîäèòü äî ïîðóøåííÿ âèêîíàííÿ
óìîâ ïîãîäæåííÿ, ùî çóìîâëþ¹ âòðàòè ãëàäêîñòi àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåí-
íÿ. Ñàìå îñòàííié âèïàäîê íàÿâíèé ó äîñëiäæóâàíié çàäà÷i. Îïèøåìî ïðîöåñ
ïîñëiäîâíî¨ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ çàäà÷i (3.23).

Îòîæ, ïðè âèðîäæåííi çàäà÷i (3.23), ÿê âêàçàíî âèùå, çàëèøèëàñÿ,
çîêðåìà, íå âèêîíàíà ïî÷àòêîâà óìîâà äëÿ êîìïîíåíòè u ðîçâ'ÿçêó. Äëÿ òîãî,
ùîá �ïiäïðàâèòè� íà ïåðøîìó êðîöi uε äî âèêîíàííÿ âòðà÷åíî¨ óìîâè ïðè
t = 0 , ó ïåðøîìó ðiâíÿííi (3.23a) óâåäåìî ðåãóëÿðèçóþ÷å ïåðåòâîðåííÿ

τ =
t

ε
,

ðîçâèíóâøè ôóíêöi¨ ó ðÿäè çà ñòåïåíÿìè ε çà çìiííîþ t . Çàìiíèìî uε(t, x)

íà U0(t, x)+u
(0)
0 (τ, x) , ó ïåðøîìó ðiâíÿííi (3.23a) ïiñëÿ âêàçàíèõ ïåðåòâîðåíü

òà â óìîâàõ äëÿ u , âiçüìåìî äî óâàãè çàäà÷ó (3.27) i, ïðèðiâíÿâøè êîåôiöi-
¹íòè ïðè ε0 , îäåðæèìî çàäà÷ó äëÿ u

(0)
0

∂u
(0)
0

∂τ
+
∂u

(0)
0

∂x
= a11u

(0)
0 (τ, x), (τ, x) ∈ R++ × (0, 1),

u
(0)
0 (0, x) = ϕ(x)− U0(0, x), x ∈ [0, 1],

u
(0)
0 (τ, 0) = 0, τ ∈ R+.

(3.28)

Îòæå, ôóíêöiÿ ïðèìåæîâîãî øàðó u
(0)
0 ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà-

÷i ó ïiâñìóçi äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Íåïåðåðâíiñòü
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.28) çàëåæèòü âiä âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî
ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçêó u

(0)
0 ó êóòîâié òî÷öi (0, 0) , òîáòî ïîâèííà âèêîíóâàòèñü

ðiâíiñòü
u

(0)
0 (0, τ)|τ=0 = u

(0)
0 (x, 0)|x=0.

Ñïðàâåäëèâiñòü öi¹¨ ðiâíîñòi î÷åâèäíèì ÷èíîì âèïëèâà¹ iç óìîâ (3.28), (3.27b)
òà (3.24a).

Âçÿâøè äî óâàãè óìîâó ïîãîäæåííÿ (3.24e) ïðèïóùåííÿ (H̃2) íåâàæêî
ïåðåêîíàòèñü ó âèêîíàííi óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â òî÷öi (0, 0) .

Ôóíêöiÿ u
(0)
0 ìà¹ ïðèìåæîâèé õàðàêòåð. Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi îäíî-

ðiäíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè (3.28) ôóíêöiÿ u
(0)
0 íàä õàðàêòåðèñòèêîþ τ = x

ðiâíÿííÿ (3.28) ïðèéìà¹ íóëüîâi çíà÷åííÿ. Ïðè ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà íà-
áëèæà¹òüñÿ äî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîáòî ôóíêöiÿ u

(0)
0 âiäìiííà âiä
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íóëÿ â îòî÷åííi ìåæi t = 0 îáëàñòi Π . Ðîçâ'ÿçîê ïðåäñòàâèìî, ÿê

u
(0)
0 (τ, x) =

(ϕ(x− τ)− U0(0, x− τ)) ea11τ , τ 6 x 6 1,

0, x 6 τ 6 +∞.

Òåïåð, íà ïåðøîìó åòàïi, ïiäïðàâèìî êîìïîíåíòó v ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(3.23a) äî âèêîíàííÿ êðàéîâî¨ óìîâè ïðè x = 1 . Àíàëîãi÷íî ÿê âèùå, ïiñëÿ
âïðîâàäæåííÿ ðåãóëÿðèçóþ÷î¨ çìiííî¨

ξ =
x− 1

ε

òà ñòàíäàðòíî¨ ïðîöåäóðè òåîði¨ ñèíãóëÿðíèõ çáóðåíü, îäåðæèìî çàäà÷ó äëÿ
çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ v(1)

0 , ÿêà ó ñóìi iç V0 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ïðè x = 1 :
∂v

(1)
0

∂t
− ∂v

(1)
0

∂ξ
= a22v

(1)
0 (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

v
(1)
0 (0, ξ) = 0, ξ ∈ R−,
v

(1)
0 (t, 0) = ν(t)− V0(t, 1), t ∈ [0, T ].

(3.29)

Äëÿ ïðîäîâæåííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó äî-
ñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i íåîáõiäíî çàáåçïå÷èòè äîñòàòíþ ãëàäêiñòü íàáëèæåíü. Ó
âèïàäêó v(1)

0 ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî
ïîðÿäêiâ ó êóòîâié òî÷öi (0, 1) íàïiâîáìåæåíî¨ ñìóãè (0, T )×R++ , ÿêi çàáåç-
ïå÷óþòü íåïåðåðâíiñòü ðîçâ'ÿçêó â çàìèêàííi îáëàñòi òà äèôåðåíöiéîâíiñòü
ó âíóòðiøíiõ òî÷êàõ. Òîáòî, äëÿ ïîãîäæåííÿ óìîâ çàäà÷i (3.29) íåîáõiäíî
âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

v
(1)
0 (ξ, 0)|ξ=0 = v

(1)
0 (0, t)|t=0.

Çâiäñè, âçÿâøè äî óâàãè óìîâè (3.29), îäåðæèìî

0 = [ν(t)− V0(t, 1)]|t=0,

à iç óìîâè (3.27b) âèïëèâà¹

0 = ν(0)− ψ(1) = 0.

Ñïðàâåäëèâiñòü îñòàííüî¨ ðiâíîñòi çàáåçïå÷óþòü óìîâè (3.24b) ïðèïóùåííÿ
(H̃2) .
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Ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäà÷i (3.29)
â êóòîâié òî÷öi (0, 1) , à ñàìå

∂v
(1)
0

∂t
|(0,0) −

∂v
(1)
0

∂ξ
|(0,0) = a22v

(1)
0 |(0,0),

àáî

ν ′(0)− ∂V0(t, 1)

∂t
|t=0 = a22 · 0.

Iç óìîâè (3.24f), ïðèïóùåííÿ (H̃2) òà (3.27a) îäåðæèìî

a21ϕ(1) + a22ν(0) + g(0, 1)− (a21U0(0, 1) + a22ν(0) + g(0, 1)) =

= a21 (ϕ(1)− U0(0, 1)).

Âèðàç ñïðàâà, âçàãàëi êàæó÷è, âiäìiííèé âiä íóëÿ. Òîìó ôóíêöiÿ v
(1)
0 , çà-

ãàëîì, íå ¹ êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.29) � ïîõiäíi ìàþòü ðîçðèâ íà
õàðàêòåðèñòèöi t = −ξ ðiâíÿííÿ (3.29). Ðîçâ'ÿçîê äîïóñêà¹ ïðåäñòàâëåííÿ ó
ÿâíîìó âèãëÿäi

v
(1)
0 (t, ξ) =

(ν(t+ ξ)− V0(t+ ξ, 0)) + ea22ξ, −ξ < t < T,

0, t 6 −ξ.

Âiäçíà÷èìî, ùî ïðè âèðîäæåííi çàäà÷i (3.23) ïî÷àòêîâà óìîâà äëÿ äðó-
ãî¨ êîìïîíåíòè v íå âòðà÷à¹òüñÿ, òèì íå ìåíøå, ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè äëÿ v ïðèñóòíÿ ôóíêöiÿ çìiííî¨ τ . Òîìó âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü ïî-
áóäîâè ôóíêöi¨ v(0)

1 àñèìïòîòè÷íîãî íàáëèæåííÿ, ùîá óçãîäèòè ëiâó i ïðàâó
÷àñòèíè ðiâíÿííÿ çà øâèäêîþ çìiííîþ τ . Êðiì òîãî, âèêîðèñòà¹ìî ôîðìó-
ëþâàííÿ óìîâè äëÿ öi¹¨ ôóíêöi¨ ç ìåòîþ óñóíåííÿ íåâ'ÿçêè ó âèêîíàííi óìîâè
ïîãîäæåííÿ. Îòæå, íà ïiäñòàâi âèùå ñêàçàíîãî, v(0)

1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
∂v

(0)
1

∂τ
= a12u

(0)
0 (τ, x), (τ, x) ∈ R++ × (0, 1),

v
(0)
1 (0, x) = λ1(x), x ∈ [0, 1],

(3.30)

äå λ1(x) òàêà, ùî

v
(0)
1 (0, x) + V1(0, x) = 0, òîáòî

v
(0)
1 (0, x) = λ1(x),

V1(0, x) = −λ1(x).
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Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (3.30) íåïåðåðâíà, à òîìó ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ
îäåðæèìî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

v
(0)
1 (τ, x) =


λ1(x) + a21

τ∫
0

u
(0)
0 (s, x)ds, τ 6 x 6 1,

0, x 6 τ.

Ç iíøîãî áîêó, ôóíêöiÿ v
(0)
1 âíîñèòü íåâ'ÿçêó ó êðàéîâó óìîâó ïðè

x = 1 , òîìó äëÿ ¨¨ óñóíåííÿ áóäó¹ìî ôóíêöiþ v
(2)
1 , ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

∂v
(2)
1

∂τ
− ∂v

(2)
1

∂ς
= 0, (τ, ς) ∈ R++ × R−−,

v
(2)
1 (0, ς) = 0, ς ∈ R−,

v
(2)
1 (τ, 0) = −v(0)

1 (τ, 1), τ ∈ R+.

(3.31)

Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó çàäà÷i äëÿ v
(2)
1 íåîá-

õiäíî âèêîíàííÿ óìîâè

−v(0)
1 (0, 1) = λ1(1) = 0, (3.32)

çâiäêè ïðèéìåìî, ùî λ1(1) = 0 . Ðîçãëÿíåìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ
ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäà÷i äëÿ v

(2)
1 ó êóòîâié òî÷öi (0, 1) , òîáòî

∂v
(0)
1

∂τ
(0, 1)− 0 = 0.

Çâiäñè òà iç (3.30) îäåðæèìî

− a21u
(0)
0 (0, 1) = 0,

à iç (3.28) îñòàòî÷íî ìà¹ìî, ùî äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó íåîáõiäíî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi

a21(ϕ(1)− U0(0, 1)) = 0.

Îñòàííÿ óìîâà, çàãàëîì, íå âèêîíó¹òüñÿ. Òîìó ôóíêöiÿ v
(2)
1 , ÿâíå ïîäàííÿ

ÿêî¨

v
(2)
1 (τ, ς) =

{
−v(0)

1 (ς + τ, 1), −ς < τ,

0, τ 6 −ς,
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íå ¹, âçàãàëi êàæó÷è, êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì.
Íà íàñòóïíîìó êðîöi ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (3.23) áóäó¹ìî ôóíêöiþ u
(1)
1 , ÿêà ëiêâiäó¹ íåâ'ÿçêó ó ïðàâié ÷àñòèíi

ðiâíÿííÿ ñèñòåìè äëÿ u çà çìiííîþ ξ , i âèçíà÷à¹òüñÿ u(1)
1 ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

∂u
(1)
1

∂ξ
= a12v

(1)
0 (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

u
(1)
1 (t,−∞) = 0 t ∈ [0, T ].

(3.33)

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ (3.33) íåïåðåðâíà, òî ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ
îäåðæèìî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

u
(1)
1 (t, ξ) = a12

ξ∫
−t

v
(1)
0 (t, y)dy, (t, ξ) ∈ [0, T ]× R−−.

Ïîäiáíî æ îäåðæèìî çàäà÷ó äëÿ u
(2)
1 ,

∂u
(2)
1

∂ς
= 0, (τ, ς) ∈ R++ × R−−,

u
(2)
1 (τ,−∞) = 0, τ ∈ R+,

òîáòî u(2)
1 (τ, ς) ≡ 0 , äëÿ âñiõ (τ, ς) ∈ R++ × R−− .
Ðåãóëÿðíà ÷àñòèíà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ïåðøîãî íàáëèæåííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.23) çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó ðiâíÿíü
∂U1

∂x
= a11U1(t, x) + a12V1(t, x)− ∂U0

∂t
, (t, x) ∈ Π,

∂V1

∂t
= a21U1(t, x) + a22V1(t, x) +

∂V0

∂x
, (t, x) ∈ Π,

(3.34a)

òà óìîâè{
U1(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ],

V1(0, x) = −λ1(x), x ∈ [0, 1].
(3.34b)

Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à (3.34) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (3.27).
Ôóíêöiÿ ïðèìåæîâîãî øàðó ïåðøîãî íàáëèæåííÿ u

(0)
1 àñèìïòîòèêè

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.23), ÿêà ëiêâiäó¹ íåâ'ÿçêó ó ïî÷àòêîâié óìîâi äëÿ êîìïî-
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íåíòè u , çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó
∂u

(0)
1

∂τ
+
∂u

(0)
1

∂x
= a11u

(0)
1 (τ, x) + a12v

(0)
1 (τ, x), (τ, x) ∈ R++ × (0, 1),

u
(0)
1 (0, x) = −U1(0, x), x ∈ [0, 1],

u
(0)
1 (τ, 0) = 0, τ ∈ R+.

(3.35)

Îòæå, äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u(0)
1 îäåðæàíî êðàéîâó çàäà÷ó ó ïiâ-

ñìóçi äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.35)
¹ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèé. Äiéñíî, iç (3.35) òà (3.34b) ñëiäó¹, ùî âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ êðàéîâî¨ òà ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (3.35) ó êóòîâié òî÷öi
(0, 0) :

u
(0)
1 (0, τ)|τ=0 = u

(0)
1 (x, 0)|x=0.

Àíàëîãi÷íî ïåðåêîíó¹ìîñü ó âèêîíàííi óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â
òî÷öi (0, 0) , à ñàìå:

0− ∂U1

∂x
(0, 0) = a11u

(0)
1 (0, 0) + a12v

(0)
1 (0, 0).

Iç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ (3.34a), ïåðøî¨ óìîâè (3.35), óìîâè (3.30), âèïëèâà¹, ùî

− a11U1(0, 0)− a12V1(0, 0) +
∂U0

∂t
(0, 0) = −a11U1(0, 0) + a12λ1(0),

à çâiäñè, âçÿâøè äî óâàãè (3.34b), ïåðøó óìîâó (3.27b) òà ïðèïóùåííÿ (3.24c),
îäåðæèìî òîòîæíiñòü

a12λ1(0) = a12λ1(0).

Ôóíêöiÿ u
(0)
1 ìà¹ ïðèìåæîâèé õàðàêòåð. Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi îäíî-

ðiäíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè (3.35) ôóíêöiÿ u
(0)
1 íàä õàðàêòåðèñòèêîþ τ = x

ðiâíÿííÿ (3.35) òîòîæíî äîðiâíþ¹ íóëåâi. Ïðè ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà íà-
áëèæà¹òüñÿ äî ãîðèçîíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîáòî ôóíêöiÿ u

(0)
1 âiäìiííà âiä

íóëÿ â îòî÷åííi ìåæi t = 0 îáëàñòi Π . Ðîçâ'ÿçîê ìàòèìå âèãëÿä

u
(0)
1 (τ, x) =


−U1(0, x− τ) + ea11τa12

τ∫
0

v
(0)
1 (s, x− s)e−a11sds, τ 6 x 6 1,

0, x 6 τ 6 +∞.



94

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äðóãî¨ êîìïîíåíòè v
(1)
1 àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ

ðîçâ'ÿçêó äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i îäåðæèìî
∂v

(1)
1

∂t
− ∂v

(1)
1

∂ξ
= a21u

(1)
1 (t, ξ) + a22v

(1)
1 (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

v
(1)
1 (0, ξ) = 0, ξ ∈ R−,
v

(1)
1 (t, 0) = −V1(t, 1), t ∈ [0, T ].

(3.36)

Ïðîäîâæåííÿ ïîáóäîâè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
(3.23) âèìàãà¹ çàáåçïå÷åííÿ äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi íàáëèæåíü. Ó âèïàäêó v

(1)
1

ïåðåâiðèìî âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ó
êóòîâié òî÷öi (0, 0) íàïiâîáìåæåíî¨ ñìóãè (0, T ) × R−− . Óìîâà ïîãîäæåííÿ
íóëüîâîãî ïîðÿäêó:

v
(1)
1 (ξ, 0)|ξ=0 = v

(1)
1 (0, t)|t=0, çâiäêè 0 = V1(t, 1)|t=0, àáî 0 = λ1(1).

Ïðàâèëüíiñòü îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ç óìîâè (3.32).
Äëÿ âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(3.36) â êóòîâié òî÷öi (0, 0) ïiâñìóãè íåîáõiäíî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi:

−∂V1(t, 1)

∂t
|t=0 = a21u

(1)
1 |(0,0) + a22v

(1)
1 |(0,0).

Âèêîðèñòàâøè (3.34a), (3.35), (3.36), îñòàííÿ óìîâà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

a21U1(0, 1) + a22V1(0, 1) +
∂V0

∂x
(0, 1) = 0.

Iç âðàõóâàííÿì (3.27b), (3.34b), (3.32), iç îñòàííüîãî îäåðæèìî

a21U1(0, 1) + ψ′(1) = 0,

àáî, ñïèðàþ÷èñü íà (3.24d),

a21U1(0, 1) = 0.

ßê i ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ, îñòàííÿ óìîâà íå îáîâ'ÿçêîâî äîðiâíþ¹ íóëåâi,
ùî âêàçó¹ íà ìîæëèâó íåêëàñè÷íiñòü øóêàíîãî ðîçâ'ÿçêó v(1)

1 , ÿêèé äîçâîëÿ¹
ÿâíå ïîäàííÿ:

v
(1)
1 (t, ξ) =


−V1(t+ ξ, 0) + a21e

a22ξ

ξ∫
0

u
(1)
1 (t+ y, y)e−a22ydy, −ξ < t 6 T,

0, t 6 −ξ.
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Òåïåð, êîëè â ïðîöåñi ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó âèÿâëåíi âñi âèìîãè, ùî íå âèêîíóþòüñÿ, ïåðåôîðìóëþ¹ìî çàäà÷i äëÿ
ôóíêöié v

(1)
0 , v(2)

1 òàê, ùîá çàáåçïå÷èòè âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ, íå çi-
ïñóâàâøè iíøi.

Ó çàäà÷àõ äëÿ v
(1)
0 , v(2)

1 íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó. Òîìó êðàéîâi óìîâè (3.29), (3.31) äëÿ ôóíêöié v

(1)
0 , v

(2)
1 , âiäïîâiäíî,

çàäàìî ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi

v
(1)
0 (t, 0) = ν(t)− V0(t, 1)− α1t, (3.37)

v
(2)
1 (τ, 0) = −v(0)

1 (τ, 1) + α1τ, (3.38)

äå α1 � ïàðàìåòð, çíà÷åííÿ ÿêîãî ïîäàìî íèæ÷å. Çàóâàæèìî, ùî −α1t +

εα1τ = 0 .
Íå âàæêî ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ çàäà÷i (3.29) ïiñëÿ çàìiíè êðàéîâî¨ óìîâè

íà (3.37) âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó, à ïðè ïåðåâiðöi
óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðèõîäèìî äî ðiâíîñòi α1 = a12(ϕ(1) −
U0(0, 1)) .

Àíàëîãi÷íî â çàäà÷i (3.31), çàìiíèâøè êðàéîâó óìîâó íà (3.38), äëÿ
ãëàäêîñòi ðîçâ'ÿçêó íåîáõiäíî âèêîíàííÿ ðiâíîñòi α1 = a12(ϕ(1) − U0(0, 1)) ,
òîáòî α1 âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, áåðó÷è äî óâàãè âèùå îäåðæàíå çíà÷åííÿ
α1 . Òîìó çàäà÷i (3.29) äëÿ v

(1)
0 òà (3.31) äëÿ v

(2)
1 i ¨õíi ðîçâ'ÿçêè, âiäïîâiäíî,

ìàþòü âèãëÿä

∂v
(1)
0

∂t
− ∂v

(1)
0

∂ξ
= a22v

(1)
0 (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

v
(1)
0 (0, ξ) = 0, ξ ∈ R−,
v

(1)
0 (t, 0) = ν(t)− V0(t, 1)− a12(ϕ(1)−

− U0(0, 1))t ≡ γ
(1)
0 (t), t ∈ [0, T ];

v
(1)
0 (t, ξ) =

γ
(1)
0 (t+ ξ) + ea22ξ, −ξ 6 t 6 T,

0, t 6 −ξ;
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∂v
(2)
1

∂τ
− ∂v

(2)
1

∂ς
= 0, (τ, ς) ∈ R++ × R−−,

v
(2)
1 (0, ς) = 0, ς ∈ R−,

v
(2)
1 (τ, 0) = −v(0)

1 (τ, 1) + a12(ϕ(1)−

− U0(0, 1))τ ≡ γ
(2)
1 (τ), τ ∈ R+;

v
(2)
1 (τ, ς) =

{
γ

(2)
1 (ς + τ), −ς 6 τ,

0, τ 6 −ς.

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè äðóãîãî ïîðÿäêó. Ôóíêöiÿ v
(0)
2

ëiêâiäó¹ íåâ'ÿçêó çà øâèäêîþ çìiííîþ τ ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ äëÿ v

ñèñòåìè (3.23a) i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
∂v

(0)
2

∂τ
= a12u

(0)
1 (τ, x)+

+ a22v
(0)
1 (τ, x) ≡ η

(0)
v (τ, x), (τ, x) ∈ R++ × (0, 1),

v
(0)
2 (0, x) = λ2(x), x ∈ [0, 1],

(3.39)

äå λ2(x)� ôóíêöiÿ, ÿêó âèçíà÷èìî ç íàñòóïíî¨ óìîâè

v
(0)
2 (0, x) + V2(0, x) = 0, òîáòî

{
v

(0)
2 (0, x) = λ2(x),

V2(0, x) = −λ2(x).

Ïðàâà ÷àñòèíà çàäà÷i (3.39) íåïåðåðâíà, à òîìó ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ
îäåðæèìî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê

v
(0)
2 (τ, x) =


λ2(x) +

τ∫
0

η(0)
v (s, x)ds, τ 6 x,

0, x 6 τ.

Ôóíêöiÿ v
(2)
2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

∂v
(2)
2

∂τ
− ∂v

(2)
2

∂ς
= a22v

(2)
1 (τ, ς), (τ, ς) ∈ R++ × R−−,

v
(2)
2 (0, ς) = 0, ς ∈ R−,

v
(2)
2 (τ, 0) = −v(0)

2 (τ, 1), τ ∈ R+.

(3.40)
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Óìîâà ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó çàäà÷i äëÿ v
(0)
2 âèêîíó¹òüñÿ,

ÿêùî
−v(0)

2 (0, 1) = λ2(1) = 0, (3.41)

çâiäêè ïîêëàäåìî λ2(1) = 0 .
Óìîâè ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó â êóòîâié òî÷öi (0, 1) âèêîíóþòü-

ñÿ, ÿêùî

− ∂v
(0)
2

∂τ
(0, 1)− 0 = a22v

(2)
1 (0, 0),

àáî, âðàõîâóþ÷è (3.39),

− a21u
(0)
1 (0, 1)− a22v

(0)
1 (0, 1) = 0,

çâiäêè, ïðèéíÿâøè äî óâàãè (3.35), (3.30) òà (3.32), îäåðæèìî óìîâó, çà ÿêî¨
âèêîíó¹òüÿ óìîâà ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó, à ñàìå

a21U1(0, 1) = 0.

Ôóíêöiÿ v
(2)
2 , ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.40), ÿêèé, çàãàëîì, íå ¹ ãëàäêèé,

äîïóñêà¹ ÿâíå ïîäàííÿ âèãëÿäó

v
(2)
2 (τ, ς) =


−v(0)

2 (ς + τ, 1) + a22

τ∫
0

v
(2)
1 (s, ς + s)ds, −ς 6 τ,

0, τ 6 −ς.

Ôóíêöiÿ u
(1)
2 óñóâà¹ íåâ'ÿçêó äðóãîãî ïîðÿäêó àñèìïòîòèêè ó ïðàâié

÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.23a) çà çìiííîþ ξ , ÿêó âíîñèòü êîìïîíåíòà ðîç-
â'ÿçêó v , i çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó

∂u
(1)
2

∂ξ
= a11u

(1)
1 (t, ξ) + a12v

(1)
1 (t, ξ) ≡ η

(1)
u (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

u
(1)
2 (t,−∞) = 0, t ∈ [0, T ].

(3.42)
Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ â çàäà÷i (3.42) íåïåðåðâíà, à òîìó ïiñëÿ iíòå-

ãðóâàííÿ îäåðæèìî ãëàäêèé ðîçâ'ÿçîê u
(1)
2 äàíî¨ çàäà÷i

u
(1)
2 (t, ξ) =

ξ∫
−t

η(1)
u (t, y)dy, (t, ξ) ∈ [0, T ]× R−−. (3.43)
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Ñïiââiäíîøåííÿ u
(2)
2 (τ, ς) ≡ 0 îäåðæèìî iç çàäà÷i

∂u
(2)
2

∂ς
= 0,

u
(2)
2 (τ,−∞) = 0.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðåãóëÿðíî¨ ÷àñòèíè äðóãîãî íàáëèæåííÿ àñèìïòîòèêè
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.23) îäåðæó¹ìî ñèñòåìó


∂U2

∂x
= a11U2(t, x) + a12V2(t, x)− ∂U1

∂t
, (t, x) ∈ Π,

∂V2

∂t
= a21U2(t, x) + a22V2(t, x) +

∂V1

∂x
, (t, x) ∈ Π,

(3.44a)

iç êðàéîâèìè óìîâàìèU2(t, 0) = 0, t ∈ [0, T ],

V2(0, x) = −λ2(x), x ∈ [0, 1].
(3.44b)

Çàäà÷à (3.44) åêâiâàëåíòíà çàäà÷i (3.34). Ôóíêöiÿ λ2 âïðîâàäæåíà ó çàäà÷i
(3.39).

Ôóíêöiÿ u
(0)
2 ó ñóìi iç U2 çàäîâîëüíÿ¹ îäíîðiäíó ïî÷àòêîâó óìîâó çà-

äà÷i (3.23) i ¹ ðîçâ'ÿçêîì êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî
ïîðÿäêó ó ïiâñìóçi

∂u
(0)
2

∂τ
+
∂u

(0)
2

∂x
= a11u

(0)
2 (τ, x) + a12v

(0)
2 (τ, x), (τ, x) ∈ R++ × (0, 1),

u
(0)
2 (0, x) = −U2(0, x), x ∈ [0, 1],

u
(0)
2 (τ, 0) = 0, τ ∈ R+.

(3.45)

Ïåðåâiðèìî ïîãîäæåííÿ ïî÷àòêîâî¨ òà êðàéîâî¨ óìîâ çàäà÷i (3.45) äî
ïåðøîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî ó êóòîâié òî÷öi, ùî çàáåçïå÷èòü iñíóâàííÿ ãëàä-
êîãî ó ïiâñìóçi ðîçâ'ÿçêó u

(0)
2 . Iç (3.45) òà (3.44b) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹

ñïðàâåäëèâà ðiâíiñòü

u
(0)
2 (0, τ)|τ=0 = u

(0)
2 (x, 0)|x=0.

Óìîâó ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäà÷i (3.45) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

0− ∂U2

∂x
(0, 0) = a11u

(0)
2 (0, 0) + a12v

(0)
2 (0, 0).
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Âðàõóâàâøè (3.44a) i (3.39), îñòàííþ óìîâó çàïèøåìî ó âèãëÿäi

− a11U2(0, 0)− a12V2(0, 0) +
∂U1

∂t
(0, 0) = −a11U2(0, 0) + a12λ2(0).

Îñòàòî÷íî, ïîñèëàþ÷èñü íà (3.34b) òà (3.45), îäåðæèìî ñïðàâåäëèâó ðiâíiñòü

a12λ2(0) = a12λ2(0).

Ôóíêöiÿ u
(0)
2 ìà¹ ïðèìåæîâèé õàðàêòåð. Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi îäíî-

ðiäíîñòi êðàéîâî¨ óìîâè (3.45) , ôóíêöiÿ u
(0)
2 ïiä õàðàêòåðèñòèêîþ x = τ

ðiâíÿííÿ (3.45) ïðèéìà¹ íóëüîâi çíà÷åííÿ. Ïðè ε → 0 õàðàêòåðèñòèêà íà-
áëèæà¹òüñÿ äî âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåííÿ, òîáòî ôóíêöiÿ u

(0)
2 âiäìiííà âiä

íóëÿ â îòî÷åííi ìåæi t = 0 îáëàñòi Π . Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

u
(0)
2 (τ, x) =


−U2(0, x− τ)ea11τa12

τ∫
0

v
(0)
2 (s, x− s)e−a11sds, τ 6 x 6 1,

0, x 6 τ.

Ïðèìåæîâèé øàð v(1)
2 äðóãîãî ïîðÿäêó àñèìïòîòèêè â îêîëi ìåæi x =

1 êîìïîíåíòè v ðîçâ'ÿçêó çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó
∂v

(1)
2

∂t
− ∂v

(1)
2

∂ξ
= a21u

(1)
2 (t, ξ) + a22v

(1)
2 (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

v
(1)
2 (0, ξ) = 0, ξ ∈ R−,
v

(1)
2 (t, 0) = −V2(t, 1), t ∈ [0, T ].

(3.46)

Ïîáóäîâà àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i,
âèìàãà¹ çàáåçïå÷åííÿ äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi íàáëèæåíü. Ó âèïàäêó v(1)

2 ïåðåâi-
ðèìî âèêîíàííÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî òà ïåðøîãî ïîðÿäêiâ ó êóòîâié
òî÷öi (0, 0) íàïiâîáìåæåíî¨ ñìóãè (0, T )× R−− . Òîáòî,

v
(1)
2 (ξ, 0)|ξ=0 = v

(1)
2 (0, t)|t=0, çâiäêè 0 = V2(t, 1)|t=0, àáî 0 = λ2(1).

Ñïðàâåäëèâiñòü îñòàííüî¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹ ç âèêîíàííÿ óìîâè (3.41). Ïåðå-
âiðèìî âèêîíàííÿ óìîâ ïîãîäæåííÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó çàäà÷i (3.46) â êóòîâié
òî÷öi, òîáòî, ïîâèííà âèêîíóâàòèñÿ ðiâíiñòü

− ∂V2(t, 1)

∂t

∣∣∣
t=0

= a21u
(1)
2

∣∣
(0,0)

+ a22v
(1)
2

∣∣
(0,0)

,
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àáî, âèêîðèñòàâøè (3.43), (3.46), (3.44), çàïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi

a21U2(0, 1) + a22V2(0, 1) +
∂V1

∂x
(0, 1) = 0.

Ó ñâîþ ÷åðãó, iç (3.44b), (3.41), (3.34b) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

a21U2(0, 1)− λ′1(1) = 0.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü íå äîðiâíþ¹ íóëåâi. Òîìó ðîçâ'ÿçîê äëÿ ôóíêöi¨ v(1)
2 , ÿêèé

çàïèøåìî ó âèãëÿäi

v
(1)
2 (t, ξ) =


−V2(t+ ξ, 0) + a21e

a22ξ

ξ∫
0

u
(1)
2 (t+ y, y)e−a22ydy, −ξ < t 6 T,

0, t 6 −ξ,

âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ êëàñè÷íèé.
Ïåðåôîðìóëþ¹ìî çàäà÷i äëÿ v(1)

1 i v(2)
2 òàê, ÿê íà ïîïåðåäíüîìó êðîöi,

ùîá âiäïîâiäíi ðîçâ'ÿçêè áóëè êëàñè÷íèìè. Òîáòî, çìiíèìî íåîäíîðiäíi êðà-
éîâi óìîâè ó âiäïîâiäíèõ çàäà÷àõ i çíàéäåíî çíà÷åííÿ α2 = a12U1(0, 1) . Îòæå,
çàäà÷i äëÿ v

(1)
1 òà v(2)

2 òà ¨õíi ðîçâ'ÿçêè, âiäïîâiäíî, çàïèøóòüñÿ ó âèãëÿäi:
∂v

(1)
1

∂t
− ∂v

(1)
1

∂ξ
= a21u

(1)
1 (t, ξ) + a22v

(1)
1 (t, ξ), (t, ξ) ∈ (0, T )× R−−,

v
(1)
1 (0, ξ) = 0, ξ ∈ R−,
v

(1)
1 (t, 0) = −V1(t, 1)− a12U1(0, 1)t ≡ γ

(1)
1 (t), t ∈ [0, T ];

v
(1)
1 (t, ξ) =


γ

(1)
1 (t+ ξ) + a21e

a22ξ

ξ∫
0

u
(1)
1 (t+ y, y)e−a22ydy, −ξ 6 t 6 T,

0, t 6 −ξ;
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∂v
(2)
2

∂τ
− ∂v

(2)
2

∂ς
= a22v

(2)
1 (τ, ς), (τ, ς) ∈ R++ × R−−,

v
(2)
2 (0, ς) = 0, ς ∈ R−,

v
(2)
2 (τ, 0) = −v(0)

1 (τ, 1) + a12U1(0, 1)τ ≡ γ
(2)
2 (τ), τ ∈ R+;

v
(2)
2 (τ, ς) =


γ

(2)
2 (ς + τ) + a22

τ∫
0

v
(2)
1 (s, ς + s)ds, −ς 6 τ,

0, τ 6 −ς.

Ïåðåéäåìî äî ïîáóäîâè àñèìïòîòèêè òðåòüîãî ïîðÿäêó, òîáòî
∂u

(2)
3

∂ς
= a22v

(2)
1 (τ, ς), (τ, ς) ∈ R+ × R−,

u
(2)
3 (τ,−∞) = 0, τ ∈ R+.

Ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ öi¹¨ çàäà÷i íåïåðåðâíà, à òîìó ïiñëÿ iíòåãðó-
âàííÿ îäåðæèìî ãëàäêó ôóíêöiþ u

(2)
3 ,

u
(2)
3 (τ, ς) = a22

ς∫
−t

v
(2)
1 (τ, y)dy.

Îòæå ïîáóäîâó ãëàäêî¨ àñèìïòîòèêè òðåòüîãî ïîðÿäêó îá ðóíòîâàíî.

3.2.3. Îáãðóíòóâàííÿ àñèìïòîòèêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Ïåðåéäåìî äî îöiíêè çàëèøêîâîãî ÷ëåíà. Óâåäåìî íàñòóïíi ïîçíà÷åí-
íÿ: ÷åðåç U ε i V ε ïîçíà÷èìî ãîëîâíi ÷ëåíè ðîçâèíåííÿ (3.26), âiäïîâiäíî.
Òîäi Ru(t, x; ε) = uε(t, x)−U ε(t, x) i Rv(t, x; ε) = vε(t, x)−V ε(t, x) îçíà÷àòè-
ìóòü âiäïîâiäíi çàëèøêè àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.23),
ÿêi äëÿ (t, x) ∈ Π çàäîâîëüíÿþòü çàäà÷ó

ε
∂Ru

∂t
+
∂Ru

∂x
= a11R

u(t, x; ε) + a12R
v(t, x; ε) + πu(t, x; ε),

∂Rv

∂t
− ε∂R

v

∂x
= a21R

u(t, x; ε) + a22R
v(t, x; ε) + πv(t, x; ε),

(3.47a)

{
Ru(0, x; ε) = Rv(0, x; ε) = 0, x ∈ [0, 1],

Ru(t, 0; ε) = Rv(t, 1; ε) = 0, t ∈ [0, T ].
(3.47b)
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ïðè÷îìó, â îáëàñòi Π ïðàâèëüíi îöiíêè

πu(t, x; ε) = O(ε2), πv(t, x; ε) = O(ε2).

Ç ìåòîþ äîâåäåííÿ ðiâíîìiðíèõ ó Π îöiíîê äëÿ ðîçâ'ÿçêó (Ru, Rv)

çàäà÷i (3.47) óâåäåìî çàìiíó çìiííèõ

Ru(t, x; ε) = ρu(t, x; ε)e−k(t+x), Rv(t, x; ε) = ρv(t, x; ε)e−k(t+x), (3.48)

äå k > 0 � ñòàëà âåëè÷èíà, ÿêó âèçíà÷èìî íèæ÷å. Òîäi äëÿ (ρu, ρv) îäåðæèìî
çàäà÷ó â îáëàñòi Π ç îäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè

ε
∂ρu

∂t
+
∂ρu

∂x
= α11ρ

u(t, x; ε) + α12ρ
v(t, x; ε) + Πu(t, x; ε),

∂ρv

∂t
− ε∂ρ

v

∂x
= α21ρ

u(t, x; ε) + α22ρ
v(t, x; ε) + Πv(t, x; ε),

(3.49a)

{
ρu(0, x; ε) = ρv(0, x; ε) = 0, x ∈ [0, 1],

ρu(t, 0; ε) = ρv(t, 1; ε) = 0, t ∈ [0, T ],
(3.49b)

äå

Πu(t, x; ε) = πu(t, x; ε)e−k(t+x) = O(ε2), α11 = a11 − k(1 + ε), α12 = a12,

Πv(t, x; ε) = πv(t, x; ε)e−k(t+x) = O(ε2), α22 = a22 − k(1− ε), α21 = a21.

Âèáåðåìî k òàêèì, ùîá âèêîíóâàëèñü íåðiâíîñòi

α11 + |α12| 6 −1, |α21|+ α22 6 −1.

Ïðèïóñòèìî, ùî |ρu| äîñÿãà¹ ñâîãî ìàêñèìóìó â òî÷öi T1(t1, x1) â Π , à ôóíê-
öiÿ |ρv| äîñÿãà¹ ìàêñèìóìó ó òî÷öi T2(t2, x2) . Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi ïðè-
ïóñòèìî, ùî |ρu(T1)| > |ρv(T2)| . Ðîçãëÿíåìî ïåðøå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (3.49a)
â òî÷öi T1 i ïåðåïèøåìî éîãî ó âèãëÿäi

ε
∂ρu

∂t
+
∂ρu

∂x
− α11ρ

u − α12ρ
v = Πu(t, x; ε). (3.50)

Íåõàé, â òî÷öi T1 ôóíêöiÿ ρu íàáóâà¹ ìiíiìàëüíîãî âiä'¹ìíîãî çíà-
÷åííÿ, òîäi â öié òî÷öi

∂ρu

∂t
6 0,

∂ρu

∂x
6 0

(ñòðîãà íåðiâíiñòü ìîæëèâà ëèøå ó âèïàäêó, ÿêùî òî÷êà T1 çíàõîäèòüñÿ íà
ìåæi îáëàñòi Π ). Òîäi,

−α11ρ
u − α12ρ

v 6 −α11ρ
u − |α12| · |ρv| 6 −(−α11 + |α12|)ρu 6 ρu.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è çãàäàíi âèùå ïðèïóùåííÿ, îäåðæèìî îöiíêó, â ÿêié ïðàâà
÷àñòèíà ðiâíîñòi (3.50) ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó ε2 , à ëiâà ó òî÷öi T1 � âiä'¹ìíà
i íå ïåðåâèùó¹ ρu(T1) . Âiäïîâiäíî, |ρu(T1)| = max

Π
|ρu(t, x; ε)| = O(ε2) , à

îñêiëüêè |ρu(T1)| > |ρv(T2)| , òî |ρv(T2)| = max
Π
|ρv(t, x; ε)| = O(ε2) . Çâiäêè

âèïëèâà¹, ùî ρu = O(ε2) , ρv = O(ε2) ðiâíîìiðíî â îáëàñòi Π . Îòæå, iç
îäåðæèìî ρu = Rue−k(t+x) = O(ε2) , ρv = Rve−k(t+x) = O(ε2) ðiâíîìiðíî â Π .
Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ñôîðìóëþ¹ìî ó âèãëÿäi òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.2. Ïðè âèêîíàííi óìîâ ïðèïóùåííÿ (H̃1) , (H̃2) ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (3.23) äîïóñêà¹ àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ âèäó:

uε(x, t) = U0(t, x) + u
(0)
0 (τ, x) +

2∑
k=1

εk
(
Uk(t, x) + u

(0)
k (τ, x) + u

(1)
k (t, ξ)+

+u
(2)
k (τ, ς)

)
+ u

(2)
3 (τ, ς) +Ru(t, x; ε),

vε(x, t) = V0(t, x) + v
(1)
0 (t, ξ) +

2∑
k=1

εk
(
Vk(t, x) + v

(0)
k (τ, x) + v

(1)
k (t, ξ)+

+v
(2)
k (τ, ς)

)
+Rv(t, x; ε),

â ÿêîìó çàëèøêîâi ÷ëåíè çàäîâîëüíÿþòü îöiíêè

|Ru(x, t; ε)| 6 C1ε
2, |Rv(x, t; ε)| 6 C2ε

2,

à C1, C2 � íå çàëåæíi âiä ε ñòàëi.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Äëÿ çàäà÷i (3.23) âèùå îïèñàíî òà îáãðóíòîâàíî
ïîáóäîâó àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿç-
êó. Ïðîäîâæóþ÷è âèùå îïèñàíèé àëãîðèòì ïîáóäîâè íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó
äîñëiäæóâàíî¨ çàäà÷i, ìîæíà ïîáóäóâàòè àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêó äîâiëüíîãî
ïîðÿäêó áåç äîäàòêîâèõ óìîâ íà âèõiäíi äàíi çàäà÷i, êðiì âêàçàíèõ ïðèïó-
ùåíü.

3.2.4. Âèñíîâîê äî òðåòüîãî ðîçäiëó

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñèíãóëÿðíî çáóðåíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ
ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiçíèìè õàðàêòåðèñ-
òè÷íèìè íàõèëàìè. Äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ ïîáóäîâàíi òà îáãðóíòîâàíi àñèìï-
òîòè÷íi ðîçâèíåííÿ çà ñòåïåíÿìè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε .
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Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî àñèìïòîòè÷íå ðîçâèíåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíî¨
çàäà÷i äî òðåòüîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ç ðiçíèìè íà-
õèëàìè õàðàêòåðèñòèê ó ïðÿìîêóòíèêó, íàâåäåíî òàêîæ îöiíêè çàëèøêîâèõ
÷ëåíiâ àñèìïòîòèêè. Ïðè ïîáóäîâi àñèìïòîòè÷íîãî ðîçâèíåííÿ ãëàäêîãî ðîç-
â'ÿçêó âèíèêëà íåîáõiäíiñòü ïîáóäîâè äîïîìiæíèõ ïðèìåæîâèõ øàðiâ, ðîëü
ÿêèõ çâîäèòüñÿ äî óñóâàííÿ íåâ'ÿçêè ó êóòîâèõ òî÷êàõ îáëàñòi, ÿêó âíîñÿòü
ïîáóäîâàíi ïðèìåæîâi øàðè ïðèëåãëèõ ìåæ. Âèêîðèñòàíî íåòðàäèöiéíèé ìå-
òîä ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷ äëÿ äåÿêèõ ôóíêöié ðîçâèíåííÿ, à ñàìå, ïåðåôîð-
ìóëþâàííÿ ïåðâèííî¨ çàäà÷i, ùî ¹ íåòèïîâå äëÿ ìåòîäó Ëþñòåðíèêà-Âiøèêà.



Ðîçäië 4

Ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ

ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ìàëèì

ïàðàìåòðîì

Ó öüîìó ðîçäiëi ÷åðåç åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó âèâ÷åíî çâ'ÿçîê ìiæ
ðîçâ'ÿçêàìè ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó ç îäíi¹þ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ, çàïèñàíî¨ â iíâàðiàíòàõ Ði-
ìàíà òà ðîçâ'ÿçêàìè âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i äëÿ âèðîäæåíî¨ ñèñòåìè, òîáòî ñèñòå-
ìè, ó ÿêî¨ âiäñóòíi ïîõiäíi çà ÷àñîì [33�37,46,47].

Âèðîäæåííi ãiïåðáîëi÷íi ñèñòåìè òàêîãî âèäó âèíèêàþòü ó áàãàòüîõ
ïðèêëàäíèõ ïðîáëåìàõ, çîêðåìà, ôiçèöi, áiîëîãi¨, îïòèìàëüíîìó êåðóâàííi
òîùî [33,47].

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíi â ïðàöÿõ [92,98,103].

4.1. Àíàëiç åôåêòó ïðèìåæîâîãî øàðó â ìiøàíèõ çàäà-

÷àõ äëÿ âèðîäæåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëi-

íiéíèõ ðiâíÿíü

4.1.1. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Ó ïðÿìîêóòíèêó Π(T0) = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t < T0 < ∞}
ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

∂ǔi
∂t

+ λ̌i(x, t, ǔ, v̌)
∂ǔi
∂x

= f̌i(x, t, ǔ(x, t), v̌(x, t)), i ∈ I, (4.1a)

µ̌j(x, t, ǔ, v̌)
∂v̌j
∂t

+
∂v̌j
∂x

= ǧj(x, t, ǔ(x, t), v̌(x, t)), j ∈ J, (4.1b)
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ç ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ ñèñòåìè (4.1a):

ǔi(x, 0) = α̌i(x), 0 6 x 6 l, i ∈ I, (4.2a)

ǔi(0, t) = γ̌0
i (t, ǔ(0, t), v̌(0, t)), 0 6 t 6 T0, i ∈ I+, (4.2b)

ǔi(l, t) = γ̌li(t, ǔ(l, t), v̌(l, t)), 0 6 t 6 T0, i ∈ I−, (4.2c)

òà äëÿ ñèñòåìè (4.1b):

v̌j(x, 0) = p̌j(x), 0 6 x 6 l, j ∈ J, (4.3a)

v̌j(0, t) = β̌j(t), 0 6 t 6 T0, j ∈ J, (4.3b)

äå

I = {1, 2, . . . ,m}, J = {1, 2, . . . , n},

I+ = {i : sign(λ̌i(0, 0, 0, 0)) = 1}, I− = {i : sign(λ̌i(l, 0, 0, 0)) = −1},

ǔ(x, t) = (ǔ1(x, t), . . . , ǔm(x, t)), v̌(x, t) = (v̌1(x, t), . . . , v̌n(x, t)).

Íåõàé ω̌ = (ǔ, v̌) . Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

|ǔ| = max
i
|ǔi|, |v̌| = max

j
|v̌j|, |ω̌| = max

Π(T0)
{|ǔ|, |v̌|},

‖ǔ‖ = max
Π(T0)
|ǔ|, ‖v̌‖ = max

Π(T0)
|v̌|, ‖ω̌‖ = max{‖ǔ‖, ‖v̌‖}.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî

µ̌j(x, t, ω̌) >M0 > 0, ∀(x, t, ω̌) ∈ D(T0, P0) = Π(T0)×{ω̌| ω̌ ∈ Rm+n, |ω̌| 6 P0}.

Äîñòàòíi óìîâè êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi äëÿ çàäà÷i (4.1)-(4.3) íàâåäåìî
íèæ÷å.

Ïîðÿä iç çàäà÷åþ (4.1)-(4.3) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó äëÿ ñèñòåìè

∂ui
∂t

+ λi(x, t, u, v)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u(x, t), v(x, t)), i ∈ I, (4.4a)

∂vj
∂x

= gj(x, t, u(x, t), v(x, t)), j ∈ J, (4.4b)

iç ïî÷àòêîâèìè i êðàéîâèìè óìîâàìè

ui(x, 0) = αi(x), 0 6 x 6 l, i ∈ I, (4.5a)

ui(0, t) = γ0
i (t, u(0, t), v(0, t)), 0 6 t 6 T0, i ∈ I+, (4.5b)

ui(l, t) = γli(t, u(l, t), v(l, t)), 0 6 t 6 T0, i ∈ I−, (4.5c)

vj(0, t) = βj(t), 0 6 t 6 T0, j ∈ J. (4.5d)
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Óâåäåìî ìíîæèíè

D1(T0, P0) = [0, T0]× {ω ∈ Rm+n, |ω| 6 P0},
D2(T0, P0) = [0, T0]× [0, l]n × {ω ∈ Rm+n, |ω| 6 P0}.

Îçíà÷åííÿ 4.1. [33] Íåõàé Ri[ω] i Bj[ω] � îïåðàòîðè, âèçíà÷åíi
iíòåãðóâàííÿì âçäîâæ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè (4.4) ç óìîâàìè (4.5), à
íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ω = (u, v) : Π(T0)→ Rn+m çàäîâîëüíÿ¹ ñèñòåìó

ui(x, t) = Ri[ω](x, t), i ∈ I,

vj(x, t) = Bj[ω](x, t), j ∈ J,

ïðè÷îìó u � ëiïøèöåâà çà x, t , à v � ëiïøèöåâà çà x . Òîäi ω áóäåìî íàçè-
âàòè óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.4),(4.5).

Çàóâàæåííÿ 4.1. Àíàëîãi÷íå îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹
ìiñöå äëÿ ôóíêöié ǔ òà v̌ , çàìiíèâøè âiäïîâiäíî Ri[ω] íà Ři[ω̌] òà Bj[ω]

íà B̌j[ω̌] .
Çðîáèìî íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

A1. Â îáëàñòi D1(T0, P0) äëÿ i ∈ I âèêîíó¹òüñÿ

sign(λi(0, t, u, v)) = const, sign(λi(l, t, u, v)) = const.

A2. Ôóíêöi¨ λi(x, t, ω) , fi(x, t, ω) äëÿ i ∈ I , gj(x, t, ω) äëÿ j ∈ J , âèçíà-
÷åíi â îáëàñòi D(T0, P0). Âñi öi ôóíêöi¨ îáìåæåíi çà ìîäóëåì äåÿêèìè
ñòàëèìè Λ , F , G , âiäïîâiäíî (íàäàëi âñi ôóíêöi¨ áóäåìî îáìåæóâàòè
âiäïîâiäíèìè ñòàëèìè, âèêîðèñòîâóþ÷è çàãîëîâíi áóêâè òà iíäåêñè äëÿ
íèõ [37]). Êðiì öüîãî, ôóíêöi¨ gj(x, t, ω) äëÿ j ∈ J , íåïåðåðâíi çà t .

A3. Äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ t ∈ [0, T0] (x ∈ [0, l]) ïðè (x1, t, ω1) ∈ D(T0, P0) ,
(x2, t, ω2) ∈ D(T0, P0) , (x1, t, ω1) ∈ D2(T0, P0) , (x2, t, ω2) ∈ D2(T0, P0) (i
ïðè (x, t, ω1) ∈ D(T0, P0) , (x, t, ω2) ∈ D(T0, P0) , âiäïîâiäíî) äëÿ i ∈ I

òà j ∈ J âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

|λi(x1, t, ω1)− λi(x2, t, ω2)| 6 Λ1|x1 − x2|+ Λ2|ω1 − ω2|,
|fi(x1, t, ω1)− fi(x2, t, ω2)| 6 F1|x1 − x2|+ F2|ω1 − ω2|,
|gi(x, t, ω1)− gi(x, t, ω2)| 6 G2|ω1 − ω2|,

äå Λk , Fk (k = 1, 2) , G2 � ñòàëi.
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A4. Âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïîãîäæåííÿ íóëüîâîãî ïîðÿäêó

γ0
i (0, α(0), v(0, 0)) = α(0), i ∈ I+,

γli(0, α(l), v(l, 0)) = α(l), i ∈ I−.

Òóò v(0, 0) , v(l, 0) âèçíà÷åíi ÿê âiäïîâiäíi çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
∂vj
∂x

(x, 0) = gj(x, 0, α(x), v(x, 0)),

vj(0, 0) = βj(0), j ∈ J.

A5. Iñíó¹ íåâiä'¹ìíà ñóìîâíà íà [0, l] ôóíêöiÿ M(x) òàêà, ùî

|gj(x, t, ω)| 6M(x) (1 + |u|+ |v|) , j ∈ J.

A6. Ôóíêöi¨ x→ αi(x) , i ∈ I ëiïøèöåâi çi ñòàëîþ A1 i îáìåæåíi çà ìîäóëåì
çâåðõó ñòàëîþ A .

A7. Ôóíêöi¨ (t, ω) → γ0
i (t, ω) (i ∈ I+) , (t, ω) → γli(t, ω) (i ∈ I−) , t → βj(t)

ëîêàëüíî ëiïøèöåâi çà t , u , v iç ñòàëèìè Γ1 , Γ2 , B1 , âiäïîâiäíî.

A8. Ôóíêöi¨ γ0
i (t, u, v) , i ∈ I+, íå çàëåæàòü âiä òèõ uk , äëÿ ÿêèõ k ∈ I+ , à

γli(t, u, v) , i ∈ I−, íå çàëåæèòü âiä òèõ uk , äëÿ ÿêèõ k ∈ I− .

A9. Iñíóþòü òàêi ñòàëi ε0 i Λ0 > 0 , ùî âñi çíà÷åííÿ λi(x, t, ω) (i ∈ I+) ïðè
0 6 x 6 ε0 i −λi(x, t, ω) (i ∈ I−) ïðè l − ε0 6 x 6 l íå ìåíøi çà
çíà÷åííÿ Λ0 ïðè (t, ω) ∈ D1(T0, P0) .

Äîñòàòíiñòü âèêîíàííÿ öèõ óìîâ äëÿ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî óçàãàëüíåíîãî
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.4),(4.5) íàâåäåíî â [5, 33,37].

Îòæå, ââàæàòèìåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè A1 -A9 . Ïðèïóñòèìî, ùî
òàêîæ âèêîíàíi óìîâè:

B1. Ôóíêöi¨ λ̌i f̌i α̌i (i ∈ I) , γ̌0
i (i ∈ I+) , γ̌li (i ∈ I−) , ǧj , β̌j (j ∈

{1, . . . , n}) � çàäîâîëüíÿþòü óìîâè A1 -A9 ç òèìè æ ñòàëèìè i çàäàíi,
âiäïîâiäíî, â òèõ ñàìèõ îáëàñòÿõ, ùî é ôóíêöi¨ λi fi αi (i ∈ I) , γ0

i

(i ∈ I+) , γli (i ∈ I−) , gi , βj (j ∈ J) , à max{||ω||, ||ω̌|| 6 P0} .

B2. Ôóíêöi¨ µ̌j(x, t, ω̌) ëiïøèöåâi çà t i ω̌ , à ôóíêöi¨ p̌j(x) � çà x (∀j ∈ J) .
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Ïîçíà÷èìî

Θ = max
{

max
i∈I

max
[0,l]
|αi(x)− α̌i(x)|,max

i∈I+
max

D1(T0,P0)
|γ0
i (t, ω)− γ̌0

i (t, ω̌)|,

max
i∈I−

max
D1(T0,P0)

|γli(t, ω)− γ̌li(t, ω̌)|,max
i∈I

max
D(T0,P0)

|fi(t, ω)− f̌i(t, ω̌)|,

max
i∈I

max
D(T0,P0)

|λi(x, t, ω)− λ̌i(x, t, ω̌)|,max
j∈J

max
D(T0,P0)

|gj(x, t, ω)− ǧj(x, t, ω̌)|,

max
j∈J

max
D1(T0,P0)

|βj(t)− β̌j(t)|,max
j∈J

max
D(T0,P0)

|µ̌j(x, t, ω̌)|
}
.

Çàçíà÷èìî, ùî 0 < M0 < µ̌ 6 Θ , òîáòî äëÿ äîâiëüíîãî Θ > 0 âèêîíó¹òüñÿ
íåðiâíiñòü M0 < Θ .

A10. Iñíó¹ Θ0 > 0 , ùî ∀Θ ∈ (0,Θ0] çàäà÷i (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) ìà-
þòü ¹äèíi óçàãàëüíåííi ðîçâ'ÿçêè ω̌(x, t) = {ǔ(x, t), v̌(x, t)} i ω(x, t) =

{u(x, t), v(x, t)} , âiäïîâiäíî, â óñié îáëàñòi Π(T0) [33, 37].

Ïðèïóùåííÿ A10 ¹ iñòîòíèì, îñêiëüêè äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî
çíà÷åííÿ Θ > 0 , ïîäiëèâøè ñèñòåìó (4.1b) íà µ̌j(x, t, ω̌) , îäåðæèìî ñèñòåìó
ðiâíÿíü âèãëÿäó (4.1a). Òîäi äëÿ öüîãî âèïàäêó çàäà÷à (4.1)-(4.3) ïðè âiäïîâiä-
íèõ äîäàòêîâèõ óìîâàõ [52�54] ìà¹ ¹äèíèé ãëîáàëüíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿ-
çîê. Ïèòàííÿ êîðåêòíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i (4.4),(4.5) íàâåäåíî â [4,10,33,37].

Îöiíèìî òåïåð ðiçíèöþ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) ó ïðÿ-
ìîêóòíèêó Π(T0) , ââàæàþ÷è Θ > 0 ìàëîþ âåëè÷èíîþ.

Ïîçíà÷èìî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi
dτ

dξ
= µ̌j(ξ;x, t, ω̌),

τ(x) = t, j ∈ J

÷åðåç ψ̌j(ξ;x, t, ω̌) i áóäåìî íàçèâàòè éîãî õàðàêòåðèñòèêîþ j -¨ ñiì'¨, ùî âiä-
ïîâiäà¹ ôóíêöi¨ ω̌ . Íåõàé κ̌j(ξ;x, t, ω̌)� àáñöèñà òî÷êè ïåðåòèíó âêàçàíî¨ õà-
ðàêòåðèñòèêè ç ìåæåþ îáëàñòi Π(T0) . Äåêîëè äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî âèêîðè-
ñòîâóâàòè ñêîðî÷åííÿ κ̌j(ω) .

Çàóâàæåííÿ 4.2. Îñêiëüêè µ̌j(x, t, ω̌) < Θ , òî |t− ψ̌j(0;x, t, ω̌)| 6 Θ l

∀j ∈ J .

Ñïðàâäi, ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ

x∫
0

τ ′ξdξ =

x∫
0

µ̌j(ξ;x, t, ω̌)dξ òà âè-
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êîðèñòàâøè îöiíêó äëÿ ψ̌j , îäåðæèìî

|t− ψ̌j(0;x, t, ω̌)| 6
x∫

0

|µ̌j(ξ, t, ω̌)|dξ 6 Θl.

Çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî |ψ̌(x; 0, 0, ω̌)| 6 Θ l.

×åðåç χi(x, t, ω) (ñêîðî÷åíî χi(ω) ) íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî i -òó îðäè-
íàòó òî÷êè ïåðåòèíó õàðàêòåðèñòèêè ϕi(τ ;x, t, ω) çàäà÷i Êîøi

dξ

dτ
= λi(x, t, ω),

ξ(t) = x, i ∈ I

ç ìåæåþ îáëàñòi Π(T0) .
Äëÿ âñiõ j ∈ J óâåäåìî ìíîæèíè (ðèñ 4.1):

Ðèñ. 4.1: Ðîçáèòòÿ ïðÿìîêóòíèêà Π(T0) íà ìíîæèíè.

ΠI
j(ω̌) = {(x, t) ∈ Π(T0) : 0 6 x 6 l,Θl 6 t 6 T0},

ΠII
j (ω̌) = {(x, t) ∈ Π(T0) : 0 6 x 6 l,max

j
ψ̌j(x; 0, 0, ω̌) 6 t 6 Θl},

ΠIII
j (ω̌) = {(x, t) ∈ Π(T0) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 ψ̌j(x; 0, 0, ω̌)},

ΠIV
j (ω̌) = {(x, t) ∈ Π(T0) : 0 6 x 6 l, ψ̌j(x; 0, 0, ω̌) 6 t 6 max

j
ψ̌j(x; 0, 0, ω̌)}.

Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíè ΠI
j i ΠII

j âiä j íå çàëåæàòü.
Íàäàëi äëÿ âñiõ j ∈ J òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ [37]:

Πα
j (ω) = {(x, t) ∈ Π(T0) : χj(x, t, ω) = 0},

Π0
j(ω) = {(x, t) ∈ Π(T0) : χj(x, t, ω) > 0, ϕj(χj(x, t, ω);x, t, ω) = 0},

Πl
j(ω) = {(x, t) ∈ Π(T0) : χj(x, t, ω) > 0, ϕj(χj(x, t, ω);x, t, ω) = l},
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Íèæ÷å ÷åðåç Bi (i = 1, 9) ïîçíà÷èìî çãðóïîâàíi ñòàëi, ùî îáìåæóþòü äàíi
çàäà÷ (4.1)-(4.3) òà (4.4),(4.5).

Ëåìà 4.1. Íåõàé (x, t) ∈ ΠI
j(ω̌) ∪ ΠII

j (ω̌) , òîäi äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ω̌ i ω
âiäïîâiäíî çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|v̌(x, t)− v(x, t)| 6 Θ (1 + l (1 +B1 +G1l +G2Ll)) +

+G2

x∫
0

|ω̌(ξ, t)− ω(ξ, t)| dξ. (4.6)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ (x, t) ∈ ΠI
j(ω̌) ∪ ΠII

j (ω̌) , êîðèñòóþ÷èñü ïîäàííÿì

Bj[ω](x, t) = βj(t) +

x∫
0

gj (ξ, t, ω(ξ, t)) dξ (j ∈ J) , iç [33, 37], îäåðæèìî

|v̌j(x, t)− vj(x, t)| 6
∣∣β̌j(ψ̌j(0;x, t, ω̌))− βj(t)

∣∣+
+

x∫
0

∣∣ǧj(ξ, ψ̌j(ξ;x, t, ω̌), ω(ψ̌j(ξ;x, t, ω̌))
)
− gj

(
ξ, t, ω(ξ, t)

)∣∣ dξ 6
6
∣∣β̌j(ψ̌j(0;x, t, ω̌))− βj(t)

∣∣+
∣∣β̌j(t)− βj(t)∣∣+

+

x∫
0

[ ∣∣ǧj(ξ, ψ̌j(ξ;x, t, ω̌), ω(ψ̌j(ξ;x, t, ω̌))
)
− ǧj

(
ξ, t, ω(ξ, t)

)∣∣+
+
∣∣ǧj(ξ, t, ω(ξ, t)

)
− gj

(
ξ, t, ω(ξ, t)

)∣∣ ]dξ 6 B1

∣∣ψ̌j(0;x, t, ω̌)− t
∣∣+

+Θ +

x∫
0

[
G1Θ l + Θ +G2

∣∣ω̌(ξ, ψ̌j(ξ;x, t, ω̌))− ω(ξ, t)
∣∣] dξ 6

6 Θ
(
B1l + 1 + l +G1l

2
)

+G2

x∫
0

∣∣ω̌(ξ, ψ̌j(ξ;x, t, ω̌))− ω(ξ, t)
∣∣dξ 6

6 Θ
(
1 + l(B1 + 1 +G1l)

)
+G2

x∫
0

[ ∣∣ω̌(ξ, ψ̌j(ξ;x, t, ω̌)
)
− ω̌(ξ, t)

∣∣+
+ |ω̌(ξ, t)− ω(ξ, t)|

]
dξ 6 Θ

(
1 + l(B1 + 1 +G1l)

)
+

(4.7)
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+G2

x∫
0

[
L
∣∣ψ̌j(ξ;x, t, ω̌)− t

∣∣+
∣∣ω̌(ξ, t)− ω(ξ, t)

∣∣]dξ 6
6 Θ

(
1 + l(B1 + 1 +G1l +G2Ll)

)
+G2

x∫
0

∣∣ω̌(ξ, t)− ω(ξ, t)
∣∣dξ.

Iç íåðiâíîñòi (4.7) îäåðæó¹ìî (4.6), ùî äîâîäèòü ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè.

2

Çàóâàæåííÿ 4.3. Ó ôîðìóëi (4.6) ôóíêöi¨ ω̌ i ω ó ïiäiíòåãðàëüíîìó
âèðàçi âèçíà÷åíi â òî÷êàõ (ξ, t) ∈ ΠI

j(ω̌) ∪ ΠII
j (ω̌) .

Ëåìà 4.2. Íåõàé (x, t) ∈ ΠII
j (ω̌)∪ΠIII

j (ω̌)∪ΠIV
j (ω̌) . Òîäi äëÿ ðîçâ'ÿç-

êiâ ω̌ i ω çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) âiäïîâiäíî, âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ǔ(x, t)− u(x, t)| 6 Θ(max {1,Γ1,Γ3} (2A1Λl + 1) + A1Λl+
(4.8)

+l(Γ1 + L(Γ2 + Γ3)) + 2Γ2lF + 1 + 3Fl).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi χ̌(x, t, ω̌) 6 χ(x, t, ω) . Òîäi, êîðè-
ñòóþ÷èñü âiäïîâiäíèìè çîáðàæåííÿìè ðîçâ'ÿçêiâ iç [33,37], îäåðæèìî:

|ǔ(x, t)− u(x, t)| 6
∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)

∣∣+

χi(x,t,ω)∫
χ̌i(x,t,ω̌)

Fdτ+

+

t∫
χi(x,t,ω)

2Fdτ 6
∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)

∣∣+ 3FΘl.

(4.9)

Çàóâàæèìî, ùî χ̌i(x, t, ω̌ = χi(x, t, ω) = 0 i äîäàíîê

χi(x,t,ω)∫
χ̌i(x,t,ω̌)

Fdτ âiäñóòíié,

ÿêùî (x, t) ∈ Πα
i (ω̌) ∩ Πα

i (ω) , ùî íå ïîðóøó¹ ñïðàâåäëèâiñòü îöiíêè.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð îêðåìî

∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ .

1. ßêùî (x, t) ∈ Πα
i (ω̌) ∩ Πα

i (ω) , òî∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ =

∣∣α̌i(ϕ̌i(0;x, t, ω̌)
)
− αi

(
ϕi(0;x, t, ω)

)∣∣ 6
6 A1

∣∣ϕi(0;x, t, ω)− ϕ̌i(0;x, t, ω̌)
∣∣+ Θ.
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Ó öüîìó âèïàäêó âèðàç |ϕi(0;x, t, ω)− ϕ̌i(0;x, t, ω̌)| ìîæíà îöiíèòè òàê∣∣ϕi(0;x, t, ω)− ϕ̌i(0;x, t, ω̌)
∣∣ 6

6

t∫
0

∣∣λi(ϕi(ω), τ, ω
)
− λ̌i

(
ϕ̌i(ω̌), τ, ω̌

)∣∣dτ 6

t∫
0

2Λdτ = 2Λt 6 2ΛΘl.
(4.10)

Âiäïîâiäíî, ñïðàâåäëèâà îöiíêà∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ 6 2A1ΛΘl + Θ 6 Θ(2A1Λl + 1). (4.11)

2. ßêùî (x, t) ∈ Π0
i (ω̌) ∩ Π0

i (ω) (àáî (x, t) ∈ Πl
i(ω̌) ∩ Πl

i(ω) ), òî äëÿ
k 6∈ I+ òî÷êè (0, t) ∈ Πα

i (ω) , âèêîðèñòîâóþ÷è (4.11), îäåðæèìî∣∣Ři [ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ =

=
∣∣γ0
i

(
χi(ω), u(0, χi(ω))

)
− γ̌0

i

(
χ̌i(ω̌), u(0, χ̌i(ω̌))

)∣∣ 6
6 Γ1|χi(ω)− χ̌i(ω̌)|+ Θ+

+Γ2 max
k 6∈I+

∣∣ω(0, χi(x, t, ω)
)
− ω̌

(
0, χ̆i(x, t, ω̌)

)∣∣ 6
6 (Γ1 + LΓ2)

∣∣χi(ω)− χ̌i(ω̌)
∣∣+ Θ +

χi(x,t,ω)∫
0

2Fdτ+

+Γ2 max
k 6∈I+

∣∣∣Řk[ω̌]
(
0, χ̌i(x, t, ω̌)

)
−Rk[ω]

(
0, χi(x, t, ω)

)∣∣∣ 6
6 (Γ1 + LΓ2)

∣∣χi(ω)− χ̌i(ω̌)
∣∣+ Γ2

(
Θ(2A1αl + 1) + 2lFΘ

)
+ Θ =

= (Γ1 + LΓ2)
∣∣χi(ω)− χ̌i(ω̌)

∣∣+ Θ
(
Γ2(2A1Λl + 1 + 2Fl) + 1

)
6

6 Θ
[
l(Γ1 + LΓ2) + Γ(2A1Λl + 1 + 2lF ) + 1

]
.

(4.12)

3. ßêùî (x, t) ∈ Πα
i (ω̌)∩Π0

i (ω) (àáî (x, t) ∈ Π0
i (ω̌)∩Πα

i (ω) , àáî (x, t) ∈
Πα
i (ω̌) ∩ Πl

i(ω) , àáî (x, t) ∈ Πl
i(ω̌) ∩ Πα

i (ω) ), òîäi∣∣Ři[ω̌] (x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ =

=
∣∣α̌i(ϕ̌i(0;x, t, ω̌)

)
− γ0

i

(
χi(ω), ω(0, χi(ω))

)∣∣ 6
6
∣∣α̌i(ϕ̌i(0;x, t, ω̌)

)
−α̌i(0)

∣∣+|α̌i(0)−γ0
i

(
χi(ω), ω(0, χi(ω))

)
| 6

6 A ϕ̌i(0;x, t, ω̌) +
∣∣α̌i(0)− αi(0)

∣∣+
+
∣∣γ̌0
i

(
0, ω(0, 0)

)
− γ0

i

(
χi(ω), ω(0, χi(ω))

)∣∣ 6
6 Aϕ̌i(0;x, t, ω̌) + Θ + (Γ1 + LΓ2)χi(ω).

(4.13)
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Îöiíèìî òåïåð ϕ̌i(0;x, t, ω̌) , òîáòî ðîçãëÿíåìî

∣∣ϕ̌i(0;x, t, ω̌)
∣∣ 6 ∣∣ϕ̌i(χi(ω);x, t, ω̌

)∣∣+

χi(ω)∫
0

∣∣α̌i(ϕ̌i(ω̌), τ, ω̌
)∣∣dτ 6

6
∣∣ϕ̌i(χi(ω);x, t, ω̌

)∣∣+ Λχi(ω). (4.14)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.10), îäåðæó¹ìî

|ϕ̌i(χ(ω);x, t, ω̌)| = |ϕ̌i(χi(ω);x, t, ω̌)− ϕi(χi(ω);x, t, ω)| 6 2ΛΘl,

i, âiäïîâiäíî,
ϕ̌i(0;x, t, ω̌) 6 2ΛΘl + ΛΘl = 3ΛΘl.

Îòæå, íàñàìêiíåöü îäåðæèìî∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ 6 3A1Λθl + Θ + (Γ1 + LΓ2)Θl =

+ Θ
(
3A1Λl + (Γ1 + LΓ2)l + 1

)
. (4.15)

Òàêèì ÷èíîì, îá'¹äíàâøè (4.11), (4.12) i (4.15) îäåðæèìî, ùî ∀(x, t) ∈
ΠII
j (ω̌) ∪ ΠIII

j (ω̌) ∪ ΠIV
j (ω̌) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)

∣∣ 6
6 Θ

(
max {1,Γ2} (2A1Λl + 1) + A1Λl + (Γ1 + LΓ2)l + 2Γ2lF + 1

)
. (4.16)

Îá'¹äíàâøè íåðiâíîñòi (4.9) i (4.16), îäåðæèìî (4.8), òîáòî ëåìà äîâåäåíà.

2

Ïîçíà÷èìî η̌(τ) = max
06x6l

Θl6t6τ

|ω(x, t)− ω̌(x, t)| .

Ëåìà 4.3. ßêùî (x, t) ∈ ΠI
j(ω̌) , òî äëÿ ðîçâ'ÿçêiâ ω̌ i ω âiäïîâiäíî

çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|ǔ(x, t)− u(x, t)| 6 b12Θ + b13

t∫
Θl

η̌(τ)dτ, (4.17)

äå b12 , b13 � âèçíà÷åíi äîäàòíi ñòàëi.
Äîâåäåííÿ.Äëÿ âèçíà÷åíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî χi(x, t, ω) > χ̌i(x, t, ω̌) .

Òîäi, êîðèñòóþ÷èñü, ÿê i âèùå, âiäïîâiäíèìè çîáðàæåííÿìè iç [33], ìà¹ìî, ùî
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â ΠI
j(ω̌) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣ǔ(x, t)− u(x, t)

∣∣ 6
6
∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)

∣∣+

χi(x,t,ω)∫
χ̌i(x,t,ω̌)

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)∣∣dτ+

+

t∫
χ̌i(x,t,ω̌)

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)
− fi

(
ϕi(τ, ω), τ, ω(ϕi(τ, ω), τ)

)∣∣dτ.
Iç ëåìè 4.1 âèïëèâà¹, ùî ïðè τ ∈ [max {χi(x, t, ω), χ̌i(x, t, ω̌)} , t] âèêîíó¹òüñÿ
ñïiââiäíîøåííÿ∣∣ϕi(τ ;x, t, ω)− ϕ̌i(τ ;x, t, ω̌)

∣∣ 6
6 eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 +

t∫
τ

Λ2

∣∣ω(ϕi(ω), ξ
)
− ω

(
ϕ̌i(ω̌), ξ

)∣∣dξ
 .

ßêùî χi(x, t, ω) > Θl (çà ïðèïóùåííÿì χi(x, t, ω) > χ̌i(x, t, ω̌) ), òî

∣∣ϕi(τ ;x, t, ω)− ϕ̌i(τ ;x, t, ω̌)
∣∣ 6 eT0(Λ1+LΛ2)

(
ΘT0+

+

Θl∫
τ

Λ2

∣∣ω(ϕi(ω), ξ
)
−ω
(
ϕ̌i(ω̌), ξ

)∣∣dξ+

t∫
Θl

Λ2

∣∣ω(ϕi(ω), ξ
)
−ω
(
ϕ̌i(ω̌), ξ

)∣∣dξ)6
6 eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 + 2P0Λ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

 .

ßêùî χi(x, t, ω) > Θl , òî

∣∣ϕi(τ ;x, t, ω)− ϕ̌i(τ ;x, t, ω̌)
∣∣ 6 eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

 .

Îòæå, ó âñiõ âèïàäêàõ äëÿ (x, t) ∈ ΠI
j(ω̂) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣ϕi(τ ;x, t, ω)− ϕ̌i(τ ;x, t, ω̌)

∣∣ 6
6 eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 + 2P0Λ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

 . (4.18)
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Êîðèñòóþ÷èñü íåðiâíiñòþ (4.18), îäåðæó¹ìî∣∣χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)
∣∣ 6

6 Λ−1eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 + 2P0Λ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

 . (4.19)

Âiäìiòèìî, ùî ÿêùî χi(x, t, ω) 6 Θl , òî
∣∣χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)

∣∣ 6 Θ l .
Ïîçíà÷èìî

I =

χi(x,t,ω)∫
χ̌i(x,t,ω̌)

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)∣∣dτ+

+

t∫
χ̌i(x,t,ω̌)

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)
− fi

(
ϕi(τ, ω), τ, ω(ϕi(τ, ω), τ)

)∣∣dτ.
Íåõàé χi(x, t, ω) 6 Θl . Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.18), (4.19), îäåðæèìî

I 6 F |χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)|+ 2FΘl+

+

t∫
Θl

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)
−fi

(
ϕi(τ, ω), τ, ω(ϕi(τ, ω), τ)

)∣∣dτ 6

6 2FΘl + F
∣∣χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)

∣∣+
+

t∫
Θl

[
F1|ϕ̌i(τ ;x, t, ω̌)− ϕi(τ ;x, t, ω)|+

+ F2

∣∣ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ
)
− ω

(
ϕi(τ, ω), τ

)∣∣+ Θ
]
dτ 6

6 2FΘl + F
∣∣χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)

∣∣+
+

t∫
Θl

[
(F1 + F2L)

∣∣ϕ̌i(τ ;x, t, ω̌)− ϕi(τ ;x, t, ω)
∣∣+

+ F2

∣∣ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ
)
− ω

(
ϕi(τ, ω), τ

)∣∣]dτ + ΘT0 6

6 F
∣∣χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)

∣∣+ 2FΘl+

+

t∫
Θl

[
(F1 + F2L)eT0(Λ1+LΛ2)×
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×
(

ΘT0 + 2P0Λ2Θl +

τ∫
Θl

Λ2η̌(σ)dσ

)
+ F2η̌(τ)

]
dτ + ΘT0 6

6 T0(F1 + F2L)eT0(Λ1+LΛ2)
(
ΘT0 + 2P0Λ2Θl

)
+ ΘT0+

+

t∫
Θl

(
T0(F1 + F2L)eT0(Λ1+LΛ2)Λ2 + F2

)
η̌(τ)dτ+

+ FΛ−1
0 eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 + 2P0Λ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

 .

(4.20)

ßêùî χi(x, t, ω) > Θl , òî iç âðàõóâàííÿì (4.18), (4.19), (4.20) îäåðæèìî

I 6 F |χi(x, t, ω)− χ̌i(x, t, ω̌)|+

+

t∫
χi(x,t,ω)

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)
−

− fi
(
ϕi(τ, ω), τ, ω(ϕi(τ, ω), τ)

)∣∣dτ 6

6 FΛ−1
0 eT0(Λ1+LΛ2)

ΘT0 + 2P0Λ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

+

+ T0(F1 + 2F2L)eT0(Λ1+LΛ2)(ΘT0 + 2P0Λ2Θl) + ΘT0+

+

t∫
Θl

(
T0(F1 + F2L)eT0(Λ1+LΛ2)Λ2 + F2

)
η̌(τ)dτ.

(4.21)

Òàêèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷è (4.20),(4.21), â îáëàñòi ΠI
j(ω̌) îäåðæèìî òàêó

îöiíêó

|ǔi(x, t)− ui(x, t)| 6 |Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)|+ Θ
(
2Fl + FΛ−1

0 b2+

+T0 + T0(F2 + F2L)b2

)
+

t∫
Θl

(FΛ−1
0 b1Λ2 + b3Λ2 + F2)η̌(τ)dτ, (4.22)

äå b1 = eT0(Λ1+LΛ2) , b2 = b1(T0 + 2P0Λ2l) , b3 = T0(F1 + F2l)b1 .
Îöiíèìî òåïåð |Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)| . Íåõàé (x, t) ∈ Πα

i (ω̌)∩Πα
i (ω) .

Òîäi

|Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)| = |α̌i(ϕ̌i(0;x, t, ω̌))− αi(ϕi(0;x, t, ω))| 6
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6 A1|ϕ̌i(0;x, t, ω̌)− ϕi(0;x, t, ω)|+ Θ 6

6 A1e
T0(Λ1+LΛ2) + (ΘT0 + 2PΛ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ) + Θ.

ßêùî æ (x, t) ∈ Π0
i (ω̌) ∩ Π0

i (ω) (àáî (x, t) ∈ Πl
i(ω̌) ∩ Πl

i(ω) ), òî∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ 6 (Γ1 + LΓ2)

∣∣χi(ω)− χ̌i(ω̌)
∣∣+

+ Γ2 max
k 6∈I+

∣∣uk(0, χi(x, t, ω))− uk(0, χi(x, t, ω))
∣∣+ Θ.

Îñêiëüêè äëÿ k 6∈ I+ òî÷êà (0, t) ∈ Πα
i (ω̌) ∩ Πα

i (ω) , òî iç íåðiâíîñòi (4.20),
îäåðæèìî∣∣ui(0, χ(x, t, ω)

)
− ǔi

(
0, χ̌(x, t, ω̌)

)∣∣ 6 A1e
T0(Λ1+LΛ2)+

+

ΘT0 + 2PΛ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

+ Θ + 2FΘl+

+

t∫
Θl

∣∣f̌i(ϕ̌i(τ, ω̌), τ, ω̌(ϕ̌i(τ, ω̌), τ)
)
− fi

(
ϕi(τ, ω), τ, ω(ϕi(τ, ω), τ)

)∣∣dτ 6

6 A1e
T0(Λ1+LΛ2) +

ΘT0 + 2PΛ2Θl +

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

+ Θ + 2FΘl+

+ T0(F1 + F2L)eT0(Λ1+LΛ2)(ΘT0 + 2PΛ2Θl) + ΘT0+

+

t∫
Θl

(
T0(F1 + F2L)eT0(Λ1+LΛ2)Λ2 + F2

)
η̌(τ)dτ =

= A1Θb2 + A1b1

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ + Θ(1 + 2Fl + T0)+

+ T0(F1 + F2L)Θb2 +

t∫
Θl

(
b2Λ2 + F2

)
η̌(τ)dτ = Θb4 +

t∫
Θl

b5η̌(τ)dτ, (4.23)

äå b4 = A1b2 + 1 + 2Fl + T0 + T0(F1 + LF2)b2 , b5 = A1b1Λ2 + b3Λ2 + F2 .
Âiäïîâiäíî, ïðè (x, t) ∈ Π0

i (ω̌) ∩ Π0
i (ω) (àáî (x, t) ∈ Πl

i(ω̌) ∩ Πl
i(ω) ),
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ 6 (Γ1 + LΓ2)|χi(ω)− χ̌i(ω̌)|+ Γ2Θb4 + Θ+

+ Γ2b5

t∫
Θl

η̌(τ)dτ 6 (Γ1 + LΓ2)

Λ−1
0 Θb2 +

t∫
Θl

b1Λ2Λ
−1
0 η̌(τ)dτ

+

+ Θ(Γ2b4 + 1) +

t∫
Θl

Γ2b5η̌(τ)dτ 6 Θb6 +

t∫
Θl

b7η̌(τ)dτ, (4.24)

äå b6 = Λ−1
0 b2(Γ1 + LΓ2) + Γ2b4 + 1 , b7 = b1Λ2Λ

−1
0 (Γ1 + LΓ2) + Γ2b5 .

Íàêiíåöü, íåõàé (x, t) ∈ Πα
i (ω̌) ∩ Π0

i (ω)
(
àáî (x, t) ∈ Π0

i (ω̌) ∩ Πα
i (ω) ,

àáî (x, t) ∈ Πα
i (ω̌)∩Πl

i(ω) , àáî (x, t) ∈ Πl
i(ω̌)∩Πα

i (ω)
)
. Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è

(4.13) i (4.14), îäåðæèìî

|Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)| =
∣∣α̌i(ϕ̌i(0;x, t, ω̌)

)
− γ0

i

(
χi(ω), u(0, χi(ω))

)∣∣ 6
6 A1ϕ̌i(χi(ω);x, t, ω̌) + Θ + (Γ1 + LΓ2 + Λ)χi(ω).

Äàëi

ϕ̌i(χi(ω), x, t, ω̌) 6 b2Θ + b1

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ ;

χi(x, t, ω) 6 Λ−1
0 b2Θ + Λ−1

0 b1

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ.

Âiäïîâiäíî îäåðæèìî

∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ 6 A1b2Θ + A1b1

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ + Θ+

+ (Γ1 + LΓ2 + Λ)

Λ−1
0 b2Θ + Λ−1

0 b1

t∫
Θl

Λ2η̌(τ)dτ

 =

= Θ
(
1 + b2

(
A1 + Λ−1

0 (Γ1 + LΓ2 + Λ)
))

+

+

t∫
Θl

(
A1b1Λ2 + (Γ1 + LΓ2 + Λ)Λ−1

0 b1Λ2

)
η̌(τ)dτ. (4.25)
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Âðàõîâóþ÷è (4.23), (4.24), (4.25), ìà¹ìî, ùî â ΠI
j(ω̌) ñïðàâåäëèâà îöiíêà

∣∣Ři[ω̌](x, t)−Ri[ω](x, t)
∣∣ 6 Θb8 +

t∫
Θl

b9η̌(τ)dτ, (4.26)

äå b8 = 1 + b2Λ
−1
0 (Γ1 + LΓ2 + Λ) + b4 max {1,Γ2} , b9 = b1Λ2Λ

−1
0 (Γ1 + LΓ2 +

Λ) + b5 max {1,Γ2} .
Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð (4.22), (4.26), îäåðæèìî

|ǔi(x, t)− ui(x, t)| 6 Θb12 +

t∫
Θl

b13η̌(τ)dτ, (4.27)

äå b12 = b8 + b10 , b13 = b9 + b11 , b10 = 2Fl + FΛ−1
0 b2 + T0 + T0(F1 + F2L)b2 ,

b11 = FΛ−1
0 Λ2b1 + b3Λ2 + F2 . Iç íåðiâíîñòi (4.27), âçÿâøè ìàêñèìóì çà âñiìà

i , îäåðæèìî íåðiâíiñòü (4.17). Ëåìà 4.3 äîâåäåíà.

2

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé ω̌(x, t) i ω(x, t) � óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè âiäïî-
âiäíî çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5). Òîäi â Π(T0) ñïðàâäæóþòüñÿ îöiíêè:

1) ‖u(x, t)− ǔ(x, t)‖ 6 b20Θ, (x, t) ∈ Π(T0),

2) max
ΠI

j (ω̌)
|v(x, t)− v̌(x, t)| 6 b17Θ expb18(T0−x), (x, t) ∈ ΠI

j(ω̌),

3) max
ΠII

j (ω̌)
|v(x, t)− v̌(x, t)| 6 b21Θ, (x, t) ∈ ΠII

j (ω̌).

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi òîãî, ùî max
j

max
x
|ψ̌j(x; 0, 0, ω̌)| 6 Θl 6 T0 ,

ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 4.3, à òàêîæ âèêîðèñòîâóþ÷è òå, ùî |ω̌(x, t) −
ω(x, t)| = max{|ǔ(x, t) − u(x, t)|, |v̌(x, t) − v(x, t)|} , iç ëåìè Ãðîíóîëëà îäåð-
æèìî, ùî îöiíêà (4.6) â ΠI

j(ω̌) ∪ ΠII
j (ω̌) íàáóäå âèãëÿäó

|v(x, t)− v̌(x, t)| 6 eQ2l

Θ b14 +Q2

x∫
0

|u(ξ, t)− ǔ(ξ, t)|dξ

 , (4.28)

äå b14 = 1 + l(1 + B1 + Q1l + Q2Ll) . Êðiì òîãî iç ëåìè 4.3, âèïëèâà¹, ùî â
ΠI
j(ω̌) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà (4.17)

|u(x, t)− ǔ(x, t)| 6 Θb12 +

t∫
Θl

b13η̌(τ)dτ.
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Òîìó, êîðèñòóþ÷èñü îöiíêàìè (4.17), (4.28), îäåðæèìî, ùî â ΠI
j(ω̌) ñïðàâ-

äæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|v(x, t)− v̌(x, t)| 6 eQ2l

Θb14 +Q2

x∫
0

Θb12 +

t∫
Θl

b13η̌(τ)dτ

 dξ

 6

6 Θb15 +

t∫
Θl

b16η̌(τ)dτ, (4.29)

äå b15 = (b14 +G2b12l)e
G2l , b16 = eG2lG2lb13 .

Îòæå, iç (4.17), (4.29) îäåðæèìî, ùî â îáëàñòi ΠI
j(ω̌) âèêîíó¹òüñÿ íå-

ðiâíiñòü

max
ΠI

j (ω̌)
|ω(x, t)− ω̌(x, t)| 6 b17Θ +

t∫
Θl

b18η̌(τ)dτ,

äå b17 = max {b12; b15} , b18 = max {b13; b16} .
Îòæå, äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, τ)(Θl 6 τ 6 T0) îäåðæèìî

η̌(τ) 6 Θb17 +

t∫
Θl

b18η̌(τ)dτ. (4.30)

Çàñòîñóâàâøè â (4.30) ëåìó Ãðîíóîëëà, ìà¹ìî

η̌(τ) 6 b17Θe
b18(T0−Θl). (4.31)

Îêðiì òîãî, iç ëåìè 4.2 âèïëèâà¹, ùî ïðè (x, t) ∈ ΠII
j (ω̌) ∪ ΠIII

j (ω̌) ∪ ΠIV
j (ω̌)

âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

|u(x, t)− ǔ(x, t)| 6 b19Θ, (4.32)

äå b19 = max{1,Γ2}(2A1Λl + 1) + A1Λl + l(Γ1 + LΓ2) + 2Γ2lF + 1 + 3Fl .
Âiäïîâiäíî, ó âñüîìó ïðÿìîêóòíèêó Π(T0) ñïðàâåäëèâà îöiíêà:

‖u(x, t)− ǔ(x, t)‖ 6 b20Θ, (4.33)

äå b20 = max{b19; b17e
b18(T0−Θl)} .

Iç îöiíîê (4.31), (4.33) âèïëèâàþòü ïóíêòè 1), 2) òåîðåìè 4.1.
Íàêiíåöü, íåõàé (x, t) ∈ ΠII

j (ω̌) , òîäi êîðèñòóþ÷èñü îöiíêàìè (4.28)
(4.32), îäåðæèìî

|v(x, t)− v̌(x, t)| 6

b14Θ +G2

x∫
0

b19Θdξ

 eG2l 6 b21Θ,
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äå b21 = (b14 + G2lb19)e
G2l . Òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ ïóíêò 3) òåîðåìè 4.1, à îòæå,

òåîðåìà 4.1 äîâåäåíà.

2

Ðîçãëÿíåìî ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) â îáëàñòi
ΠIII
j (ω̌) . Ïîÿñíèìî ìåõàíiçì ïîÿâè ïðèìåæîâîãî øàðó â öié îáëàñòi.

Íàñàìïåðåä çàóâàæèìî, ùî õàðàêòåðèñòèêà âèïóùåíà iç òî÷êè (x, t) ∈
ΠIII
j (ω̌) äëÿ ôóíêöi¨ v̌j(x, t) ïîïàäà¹ íà ëiíiþ t = 0 , òîáòî v̌j(x, t) â îáëàñòi

(x, t) ∈ ΠIII
j (ω̌) âèçíà÷à¹òüñÿ çíà÷åííÿì íà ëiíi¨ t = 0 , à ôóíêöiÿ vj(x, t) �

çíà÷åííÿì íà ëiíi¨ x = 0 (ðèñ.4.2).

Ðèñ. 4.2: Âèïàäîê, êîëè (x, t) ∈ ΠIII
j (ω̌) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 4.1, ìà¹ìî

v(x, t)− v̌(x, t) = βj(t)− p̌j
(
φ̌j(x, t, ω̌)

)
+

x∫
κ̌j(x,t,ω̌)

[
gj(ξ, x, ω)−

−ǧj,
(
ξ, ψ̌j(x, t, ω̌), ω̌(ξ, ψ̌j(x, t, ω̌))

)]
dξ +

κ̌j(x,t,ω̌)∫
0

gj(ξ, x, ω)dξ. (4.34)
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Ïðèïóñòèìî, ùî∣∣∣∣∣
x∫

κ̌j(x,t,ω̌)

[
gj(ξ, x, ω)− ǧj,

(
ξ, ψ̌j(x, t, ω̌), ω̌

(
ξ, ψ̌j(x, t, ω̌)

))]
dξ+

κ̌j(x,t,ω̌)∫
0

gj(ξ, x, ω)dξ

∣∣∣∣∣ = O(1).

Òîäi âçÿâøè, íàïðèêëàä, βj(t) ≡ p̌j(x) ≡ 0 îäåðæèìî, ùî â îáëàñòi ΠIII
j (ω̌)

ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5) íå ¹ áëèçüêi.
Íåõàé òåïåð∣∣∣∣∣

x∫
κ̌j(x,t,ω̌)

[
gj(ξ, x, ω)− ǧj,

(
ξ, ψ̌j(x, t, ω̌), ω̌(ξ, ψ̌j(x, t, ω̌))

)]
dξ+

κ̌j(x,t,ω̌)∫
0

gj(ξ, x, ω)dξ

∣∣∣∣∣ = O(Θ).

Ðîçãëÿíåìî õàðàêòåðèñòèêó t∗ = ψ̌j(x
∗; l/2, 0, ω̌) . Çãiäíî îçíà÷åííÿ,

äëÿ òî÷îê (x∗, t∗) , ÿêi ëåæàòü íà öié õàðàêòåðèñòèöi, âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
κ̌j(x∗, t∗, ω̌) = l/2 . Êðiì òîãî, äëÿ âñiõ öèõ òî÷îê ðîçâ'ÿçîê v̌j(x∗, t∗) âèçíà÷à-
¹òüñÿ çíà÷åííÿì íà ëiíi¨ x = 0 , îñêiëüêè âñi õàðàêòåðèñòèêè çàäà÷i (4.4),(4.5)
äëÿ ôóíêöi¨ v ãîðèçîíòàëüíi, òîìó âðàõîâóþ÷è òå, ùî −B 6 βj(t) 6 B , iç
ôîðìóëè (4.34) â òî÷êàõ (x∗, t∗) îäåðæèìî

−B −O(Θ) 6 vj(x
∗, t∗)− v̌j(x∗, t∗) + p̌j(l/2) 6 B +O(Θ).

Íåõàé òåïåð p̌j(l/2) = −2B . Òîäi ìà¹ìî

−B −O(Θ) 6 vj(x
∗, t∗)− v̌j(x∗, t∗) 6 3B +O(Θ). (4.35)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.35) âèäíî, ùî ïðè òàêîìó çàäàííi äîäàòêîâèõ
óìîâ íà ôóíêöi¨ vj(x, t) , v̌j(x, t) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (4.1)-(4.3), (4.4),(4.5) áëèçü-
êèìè íå áóäóòü.

Çàóâàæåííÿ 4.4. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿê âèäíî iç òåîðåìè 4.1, çà-
ëèøèëàñü îáëàñòü ΠIV

j (ω̌) , â ÿêié íå âäàëîñü ïðîâåñòè îöiíêó ðiçíèöi ðîçâ'ÿç-
êiâ. Îäíàê, ÿêùî ç ñàìîãî ïî÷àòêó ââàæàòè, ùî äëÿ j ∈ J ôóíêöi¨ ǧj(x, t, ω̌)
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i gj(x, t, ω) ìàþòü âèä ǧj(x, t, ǔ, v̌j) i gj(x, t, u, vj) , âiäïîâiäíî, i çðîáèòè íà-
ñòóïíi çìiíè:

à) ìíîæèíà ΠII
j (ω̌) ìà¹ âèãëÿä

ΠII
j (ω̌) = {(x, t) ∈ Π(T0) : 0 6 x 6 l; ψ̌j(x; 0, 0, ω̌) 6 t 6 Θl};

á) ìíîæèíà ΠIV
j (ω̌) � ïóñòà;

â) ïóíêò 3) òåîðåìè 4.1 ìà¹ âèä:
3) äëÿ âñiõ j ∈ J â îáëàñòi ΠII

j (ω̌) ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà

max
ΠII

j (ω̌)
|vj(x, t)− v̌j(x, t)| 6 b21Θ,

òî îäåðæèìî, ùî òåîðåìà 4.1 ðàçîì iç çàóâàæåííÿì 4.4 îõîïëþ¹ âåñü ïðÿìî-
êóòíèê Π(T0) ÿê äëÿ ôóíêöié ǔ , u , òàê i äëÿ ôóíêöié v̌ , v .

Îòæå, ÿê áà÷èìî ç òåîðåìè 4.1 i çàóâàæåííÿ 4.4, ðîçâ'ÿçêè ǔ i u çàäà÷
(4.1)-(4.3) i (4.4),(4.5), âiäïîâiäíî, áóäóòü áëèçüêèìè ó öiëîìó ïðÿìîêóòíèêó
Π(T0) . Ùîäî ðîçâ'ÿçêiâ v i v̌ , òî äëÿ öèõ ôóíêöié iñíó¹ îáëàñòü ΠIII

j (ω̌) ,
ÿêà çìåíøó¹òüñÿ iç çìåíøåííÿì Θ , â ÿêié öi äâà ðîçâ'ÿçêè áëèçüêèìè íå
áóäóòü. Òàêèì ÷èíîì, äëÿ ôóíêöié v i v̌ ñïîñòåðiãà¹òüñÿ åôåêò ïðèìåæîâîãî
øàðó, â ÿêîìó íåìà¹ áëèçüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, õî÷ ïîçà öèì øàðîì ¹ áëèçüêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ äëÿ âèïàäêó îïèñàíîãî â çàóâàæåííi 4.4.

4.2. ×àñòèííèé âèïàäîê çàäà÷i

Ïîêàæåìî äëÿ äåÿêîãî ÷àñòèííîãî âèïàäêó ðîçãëÿäóâàíèõ çàäà÷ ïîÿâó
ïðèìåæîâèõ ôóíêöié ó ðîçâ'ÿçêó.

Äëÿ ïðîñòîòè ïðèïóñòèìî, ùî µ̌j(x, t, ω̌) ≡ εµ̌j(x, t, ω̌) à òàêîæ âñi
µ̌j(x, t, ω̌) > M0 > 0 , äå ε ∈ (0, ε0] � ìàëèé ïàðàìåòð. Êðiì òîãî, íåõàé
ìíîæèíè I+ i I− � ïîðîæíi òà ôóíêöi¨ gj íå çàëåæàòü âiä v , âñi µ̌j(x, t, ω̌)

íå çàëåæèòü âiä v , òîáòî µ̌j(x, t, ω̌) ≡ εµ̌j(x, t, ǔ) .

Çàìiíèìî t íà τ =
t

ε
i ïîçíà÷èìî ω̂j(x, ετ) = ω̃j(x, τ) . Òîäi çàäà÷à

(4.1)-(4.3) ç âðàõóâàííÿì óñiõ ïðèïóùåíü çàïèøåòüñÿ òàê:

∂ũi
∂τ

+ ελ̌i(x, ετ, ω̃)
∂ũi
∂x

= εf̌i(x, ετ, ω̃), i ∈ I, (4.36)

µ̌j(x, ετ, ũ)
∂ṽj
∂τ

+
∂ṽj
∂x

= ǧj(x, ετ, ũ), j ∈ J, (4.37)

äå 0 6 x 6 l , 0 6 τ 6
T0

ε
.
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Ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi óìîâè ìàòèìóòü âèãëÿä

ũ(x, 0) = α̌(x), 0 6 x 6 l,

ṽ(0, τ) = β̌(ετ), 0 6 τ 6
T0

ε
, (4.38)

ṽ(x, 0) = p̌(x), 0 6 x 6 l.

Çàóâàæåííÿ 4.5. Çà ïðèïóùåííÿì ìíîæèíè I+ i I− � ïîðîæíi, òîìó
ũ(x, τ) âèçíà÷à¹òüñÿ ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè ó âñié îáëàñòi (ðèñ. 4.3).

Ðèñ. 4.3: Ïîâåäiíêà õàðàêòåðèñòèê ïðè I+ = I− = ∅ .

Äëÿ äîâiëüíîãî T̃ > 0 : T̃ 6
T0

ε
â Π(T̃ ) =

{
(x, t) : 0 6 x 6 l,

0 6 τ 6 T̃
}
ðîçãëÿíåìî âèðîäæåíó çàäà÷ó ïðè ε = 0 , òîáòî

∂ui
∂τ

= 0, (4.39)

µ̌j(x, 0, u)
∂vj
∂τ

+
∂vj
∂x

= ǧj(x, 0, u) (4.40)

ç ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè

u(x, 0) = α̌(x), 0 6 x 6 l,

v(0, τ) = β̌(0), 0 6 τ 6 T̃ , (4.41)

v(x, 0) = p̌(x), 0 6 x 6 l.

Çàçíà÷èìî òóò, ùî |ελ̌i(x, ετ, ω̃) − 0| ∼ O(ε) , |εf̌i(x, ετ, ω̃) − 0| ∼ O(ε) ,
|ǧj(x, ετ, u)− ǧj(x, 0, u)| 6 G1ετ ∼ O(ε) , |µ̌j(x, ετ, u)− µ̌j(x, 0, u)| 6 M3ετ ∼
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O(ε) , äå G1 , M3 � ñòàëi Ëiïøèöÿ çà t ôóíêöié ǧj òà µ̌j , âiäïîâiäíî. Êðiì
òîãî, çà ïðèïóùåííÿì µj(x, ετ, ǔ) > M0 > 0 , à, âiäïîâiäíî, µ̌j(x, 0, ǔ) >

M0 > 0 . Òîìó, ç óðàõóâàííÿì çàóâàæåííÿ 4.5 ìà¹ìî, ùî ïðè ε→ 0+ ðîçâ'ÿ-
çîê çàäà÷i (4.36)-(4.38) ðiâíîìiðíî çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó âèðîäæåíî¨ çàäà÷i
(4.39)-(4.41).

Äàëi iç ðiâíÿíü (4.39)-(4.40) îäåðæèìî u = α̌(x) . Îòæå, â Π(T̃ ) äëÿ v

îäåðæèìî çàäà÷ó

µ̌j(x, 0, α̌(x))
∂vj
∂τ

+
∂vj
∂x

= ǧj(x, 0, α̌(x)),

v|τ=0 = p̌(x), v|x=0 = β̌(0) = p̌(0) (íà ïiäñòàâi óìîâè ïîãîäæåííÿ).

Ïîçíà÷èìî

Gj(x) =

x∫
0

ǧj(ξ, 0, α̌(ξ))dξ,

M̌j(x) =

x∫
0

µ̌j(ξ, 0, α̌(ξ))dξ,

(4.42)

i íåõàé M̌−1
j � îáåðíåíà ôóíêöiÿ äî M̌j . Ïîçíà÷èìî x∗ = κ̌(x, τ, u) äëÿ

0 6 τ 6 ψ̌j(x; 0, 0, u) . Òîäi âèêîðèñòîâóþ÷è (4.42) (ðèñ. 4.4), îäåðæèìî

x∫
x∗

dτ

dx
=

x∫
x∗

µ̌j(ξ, 0, α̌(ξ))dξ,

òîáòî

τ − 0 =

x∫
0

µ̌j(ξ, 0, α̌(ξ))dξ −
x∗∫

0

µ̌j(ξ, 0, α̌(ξ))dξ,

àáî τ = M̌j(x)− M̌j(x
∗) . Îòæå, M̌j(x

∗) = M̌j(x)− τ i x∗ = M̌−1
j (M̌j(x)− τ) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è (4.42) â ïðÿìîêóòíèêó Π(T̃ ) äëÿ j ∈ J , îäåðæèìî

vj(x, τ) =


Gj(x) + p̌j(0), τ > M̃j(x),

Gj(x)−Gj(M̌
−1
j (M̌j − τ)) + p̌j

(
M̌−1

j (M̌j − τ)
)
, τ 6 M̃j(x).

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çìiííî¨ t îäåðæó¹ìî, ùî ïðè ε → 0+ ðiâíîìiðíî
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Ðèñ. 4.4: Õàðàêòåðèñòèêà, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x, τ) .

äëÿ 0 6 t 6 ε(T̃ ) âèêîíó¹òüñÿ:

ǔi(x, t) = Λ̌i(x) +O(ε), 0 6 t 6 ε(T̃ ), i ∈ I,

v̌j(x, τ) =



Gj(x) + p̌j(0) +O(ε), εM̃j(x) 6 t 6 ε(T̃ ),

Gj(x)−Gj

(
M̌−1

j

(
M̌j(x)− t

ε

))
+

+p̌j

(
M̌−1

j

(
M̌j(x)− t

ε

))
+O(ε), 0 6 t 6 εM̃j.

(4.43)

Çàçíà÷èìî, ùî äðóãèé òà òðåòié ðÿäêè â (4.43) äëÿ ðîçâ'ÿçêó v̌j(x, τ) ìiñòÿòü
ïðèìåæîâi ôóíêöi¨ â îáëàñòi, ùî çâóæó¹òüñÿ ïðè ε → 0+ . Òîìó öåé âèïà-
äîê äåìîíñòðó¹ ïðèñóòíiñòü ïðèìåæîâîãî øàðó ïðè ïåðåõîäi âiä êëàñè÷íèõ
ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç îäíi¹þ ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ äî
âèðîäæåíèõ ñèñòåì.

4.3. Âèïàäîê ëiíiéíî¨ ñèñòåìè äâîõ ðiâíÿíü

Ïiäòâåðäèìî ôàêò iñíóâàííÿ ïðèìåæîâîãî øàðó äëÿ âèïàäêó ñèñòåìè
äâîõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Ó ïðÿìîêóòíèêó Π(T ) = {(x, t) : 0 6 x 6 1, 0 6 t 6

T} , äå T > 0 äåÿêà ñòàëà, ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó

∂u

∂t
+ x

∂u

∂x
= v, (4.44)

ε
∂v

∂t
+
∂v

∂x
= 0, (4.45)
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ç ïî÷àòêîâèìè òà êðàéîâèìè óìîâàìè:

u(x, 0) = x, 0 6 x 6 1, (4.46)

v(0, t) = 0, 0 6 t 6 T, (4.47)

v(x, 0) = x, 0 6 x 6 1, (4.48)

äå ε > 0 � ìàëèé ïàðàìåòð.
Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä:

u(x, t) =



xe−t + x(1− e−t)− t2

2ε
, (x, t) ∈ II ∪ IV,

xe−t + x(et1−t − e−t)− t21
2ε
, (x, t) ∈ I,

xe−t + x(1 + et1−t − et2−t − e−t)− t21 + t2 − t22
2ε

, (x, t) ∈ III,

v(x, t) =


0, (x, t) ∈ {0 6 x 6 l; εx 6 t 6 T} ,

x− t

ε
, (x, t) ∈ {0 6 x 6 l; 0 6 t 6 ε} ,

äå t1 i t2 � êîðåíi ðiâíÿííÿ xeτ−t =
τ

ε
âiäíîñíî τ , à âèä ìíîæèíè ç âiäïî-

âiäíèìè iíäåêñàìè I, II, III, IV çîáðàæåíî íà ìàëþíêó (ðèñ. 4.5).

Ðèñ. 4.5: Îáëàñòi I, II, III, IV .
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Ïîðÿä iç çàäà÷åþ (4.44)-(4.48) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ç ε = 0
∂ũ

∂t
+ x

∂ũ

∂x
= ṽ,

∂ṽ

∂x
= 0,

ç ïî÷àòêîâîþ òà êðàéîâîþ óìîâàìè:{
ũ(x, 0) = x, 0 6 x 6 1,

ṽ(0, t) = 0, 0 6 t 6 T.

Ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ìà¹ âèãëÿä

ũ(x, t) = xe−t, ṽ(x, t) ≡ 0.

Ïîðiâíþþ÷è îäåðæàíi ðîçâ'ÿçêè âèðîäæåíî¨ òà çáóðåíî¨ çàäà÷ áà÷è-
ìî, ùî ðiçíèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ u(x, t) òà ũ(x, t) ¹ âåëè÷èíà ïîðÿäêó ε ó âñüî-
ìó ïðÿìîêóòíèêó Π(T ) . Ùîäî ðîçâ'ÿçêiâ v(x, t) òà ṽ(x, t) , òî â îáëàñòi
(x, t) ∈ {0 6 x 6 1, εx 6 t 6 T} âîíè ñïiâïàäàþòü, à â îáëàñòi
(x, t) ∈ {0 6 x 6 1, 0 6 t 6 εx} ðiçíèöÿ ðîçâ'ÿçêiâ íå ¹ âåëè÷èíîþ ïîðÿäêó
ε , òîáòî ìà¹ìî åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó.

4.4. Íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä äàíèõ ðîçâ'ÿçêó íåëi-

íiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè

ïåðøîãî ïîðÿäêó â ñåêòîði

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi îäåðæàíî òåîðåìó ïðî íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü ðîç-
â'ÿçêó íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i âiä âèõiäíèõ äàíèõ äëÿ ñèñòåìè m+ n ðiâ-
íÿíü (n > 0, m > 0, n + m > 1) â ñåêòîði S = {(x, t) : 0 6 t 6 T, −kt 6
x 6 kt}, T > 0 , k � äîäàòíà ñòàëà

∂u

∂t
+ λ(x, t)

∂u

∂x
= f(x, t, u(x, t), v(x, t)),

µ(x, t)
∂v

∂t
+
∂v

∂x
= g(x, t, u(x, t), v(x, t)),

(4.49)

äå

u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), . . . , um(x, t)), v(x, t) = (v1(x, t), . . . , vn(x, t)),

f(x, t, u(x, t), v(x, t)) = (f1(x, t, u(x, t), v(x, t)), . . . , fm(x, t, u(x, t), v(x, t))),

g(x, t, u(x, t), v(x, t)) = (g1(x, t, u(x, t), v(x, t)), . . . , gn(x, t, u(x, t), v(x, t))),

λ(x, t) = diag{λ1(x, t), . . . , λm(x, t)}, µ(x, t) = diag{µ1(x, t), . . . , µn(x, t)},
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ïðè÷îìó λi(x, t) 6= 0, (λi(−kt, t) + k)(λi(kt, t) − k) 6= 0 äëÿ âñiõ i ∈ I ,

0 6 µj(x, t) <
1

k
äëÿ âñiõ j ∈ J , (x, t) ∈ S , äå I = {1, 2, . . . ,m} , J =

{1, 2, . . . , n} .
Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ êðàéîâèõ óìîâ óâåäåìî ìíîæèíè iíäåêñiâ, ÿêi ìi-

ñòÿòü r1 , r2 , r3 åëåìåíòiâ, âiäïîâiäíî,

I1 = {i ∈ I : λi(0, 0) < −k}, I2 = {i ∈ I : λi(0, 0) > k},

I3 = {i ∈ I : −k < λi(0, 0) < k}.

Çàäàìî íåëiíiéíi êðàéîâi óìîâè

ui(−kt, t) = γ−i
(
t, (us(−kt, t))s∈I1

)
, i ∈ I2 ∪ I3, (4.50)

ui(kt, t) = γ+
i

(
t, (us(kt, t))s∈I2

)
, i ∈ I1 ∪ I3, (4.51)

vj(−kt, t) = γj
(
t, (us(−kt, t))s∈I1

)
, j ∈ J. (4.52)

Ïðèïóñòèìî, ùî âñi çàäàíi ôóíêöi¨ λi , µj : S → R; fi, gj : S ×
Rn+m → R, γ+

i , γ : [0, T ] × Rr1 → R, γ−i : [0, T ] × Rr2 → R � íåïåðåðâíi;
ôóíêöi¨ λi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó Ëiïøèöÿ çà çìiííîþ x , à µj � çà t ; ôóíêöi¨
fi, gj, γ

+
i , γ

−
i , ìàþòü çà {u, v} ðiñò íå áiëüøèé íiæ ëiíiéíèé; ñèñòåìà ðiâíÿíü

âiäíîñíî r1 + r2 íåâiäîìèõα0
i = γ−i (0, (α0

s)s∈I1), i ∈ I2,

α0
i = γ+

i (0, (α0
s)s∈I2), i ∈ I1

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê α0
i , i ∈ I1 ∪ I2; âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ïîãîäæåííÿ íóëüî-

âîãî ïîðÿäêó γ−i (0, (α0
s)s∈I1) = γ+

i (0, (α0
s)s∈I2), i ∈ I3 .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ξ = ϕi(τ ;x, t) õàðàêòåðèñòèêó i -ãî (i ∈ I) ïåðøîãî
ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (4.49), ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (x, t) ∈ S i ¹ ðîçâ'ÿçêîì
çàäà÷i Êîøi 

dξ

dτ
= λi(ξ, τ),

ξ|τ=t = x.

Àíàëîãi÷íî, τ = ψj(ξ;x, t) � õàðàêòåðèñòèêà j -ãî (j ∈ J) äðóãîãî ðiâíÿííÿ
ñèñòåìè (4.49), ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì ïî÷àòêîâî¨ çàäà÷i

dτ

dξ
= µj(ξ, τ),

τ |ξ=x = t.
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Òîäi ñèñòåìà (4.49) íà õàðàêòåðèñòèêàõ ìà¹ âèãëÿä

dui
dτ

(ϕi(τ ;x, t), τ) =

= fi (ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ)) , i ∈ I,

dvj
dξ

(ξ, ψj(ξ;x, t)) =

= gj(ξ, ψj(ξ;x, t), u(ξ, ψj(ξ;x, t)), v(ξ, ψj(ξ;x, t)), j ∈ J.

(4.53)

Óâåäåìî ïîçíà÷åííÿ: ∂S− = {(x, t) : x = −kt, t > 0} � ëiâà ìåæà
ñåêòîðà S òà ∂S+ = {(x, t) : x = kt, t > 0} � ïðàâà ìåæà ñåêòîðà S ,
∂S = ∂S−∪∂S+ . Íåõàé χi(x, t) (i ∈ I) îðäèíàòà òî÷êè ïåðåòèíó i -î¨ õàðàê-
òåðèñòèêè ξ = ϕi(τ ;x, t) ñèñòåìè (4.49) iç ìåæåþ ∂S ñåêòîðà S , à κj(x, t)
(j ∈ J) � àáñöèñà òî÷êè ïåðåòèíó j -î¨ õàðàêòåðèñòèêè τ = ψj(ξ;x, t) ñèñòåìè
iç ∂S− .

Ïðîiíòåãðó¹ìî ñèñòåìó (4.53) âçäîâæ õàðàêòåðèñòèê, âèêîðèñòàâøè
óìîâè (4.50)�(4.52), òîäi îäåðæèìî ñèñòåìó iíòåãðî-îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

ui(x, t) = Fi[u](x, t)+

+

t∫
χi(x,t)

fi (ϕi(τ ;x, t), τ, u(ϕi(τ ;x, t), τ), v(ϕi(τ ;x, t), τ))dτ , i ∈ I, (4.54a)

vj(x, t) = Gj[u](x, t)+

+

x∫
κj(x,t)

gj (ξ, ψj(ξ;x, t), u(ξ, ψj(ξ;x, t)), v(ξ, ψj(ξ;x, t)))dξ, j ∈ J, (4.54b)

â ÿêié îïåðàòîð Fi ìà¹ âèãëÿä

Fi[u](x, t) =

γ
−
i

(
χi(x, t), [us(−kχi(x, t), χi(x, t))]s∈I1

)
, i ∈ I2 ∪ I3,

γ+
i

(
χi(x, t), [us(kχi(x, t), χi(x, t))]s∈I2

)
, i ∈ I1 ∪ I3,

(4.55)

à Gj (j ∈ J) , âiäïîâiäíî,

Gj[u](x, t) =

= γj

(
ψj(κj(x, t);x, t), [us (−kψj(κj(x, t);x, t), ψj(κj(x, t);x, t))]s∈I1

)
.

(4.56)

Íà ïiäñòàâi çãàäàíèõ âèùå ïðèïóùåíü, êîæíèé iç öèõ îïåðàòîðiâ âiäî-
áðàæà¹ ïðîñòið C(S;Rn) â ïðîñòið C(S;R) .
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Îçíà÷åííÿ 4.2. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.49)�(4.52) íàçè-
âà¹ìî ïàðó âåêòîð-ôóíêöié (u, v) , êîìïîíåíòè ÿêèõ íàëåæàòü ïðîñòîðó
C(S) i çàäîâîëüíÿþòü ñèñòåìè (4.54) òà êðàéîâi óìîâè (4.50)�(4.52).

Ïðèéìåìî ïîçíà÷åííÿ:

|f(x, t, u, v)| = max
i
|fi(x, t, u, v)|, ||f || = max

(x,t)∈S
|f(x, t, u, v)|.

Àíàëîãi÷íi ïîçíà÷åííÿ âèêîðèñòà¹ìî äëÿ iíøèõ âåêòîðiâ òà ôóíêöié.

Òåîðåìà 4.2. ßêùî w = (u, v) � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.49)�
(4.52), òî äëÿ äîâiëüíîãî 0 < M < 1 , òàêîãî ùî

||λ|| 6M, max{||f ||, ||g||} 6M(1 + |u|+ |v|),
max{||γ−||, ||γ+||, ||γ||} 6M(1 + |u|),

ñïðàâäæó¹òüñÿ îöiíêà ||w|| 6 N , äå N > 0 .
Äîâåäåííÿ. Íåõàé St = {(x, τ) : 0 6 τ 6 t, −kτ 6 x 6 kτ} ,

S− = {(ξ, τ) : −x/k 6 τ 6 t, −kτ 6 ξ 6 x, x 6 0} , S+ = {(ξ, τ) : x/k 6

τ 6 t, x 6 ξ 6 kτ, x > 0} . Ïîçíà÷èìî

U(t) = max
(x,τ)∈St

|u(x, τ)|,

V (x, t) =


max

(ξ,τ)∈S−
|v(ξ, τ)|, ÿêùî x 6 0,

max
(ξ,τ)∈St\S+

|v(ξ, τ)|, ÿêùî x > 0.

Òîäi ç (4.54), (4.55), (4.56) îäåðæèìî

|ui(x, t)| 6 |Fi[u](x, t)|+
t∫

χi(x,t)

M(1 + U(τ) + V (kτ, τ))dτ , (4.57a)

|vj(x, t)| 6 |Gj[v](x, t)|+
x∫

κj(x,t)

M(1 + U(t) + V (ξ, t))dξ, (4.57b)

|Fi[u](x, t)| 6


M(1 + max

i∈I1∪I3
|ui(−kχi(x, t), χi(x, t))|), i ∈ I2 ∪ I3,

M(1 + max
i∈I2∪I3

|ui(kχi(x, t), χi(x, t))|), i ∈ I1 ∪ I3.
(4.57c)

|Gj[v](x, t)| 6M(1 + U(t)), j ∈ J. (4.57d)



133

Iç íåðiâíîñòåé (4.57a) i (4.57c) âèïëèâà¹, ùî

U(t) 6M (1 + U (t)) +M

t∫
0

[U(τ) + V (kτ, τ)]dτ +MT,

U(t) 6
M(1 + T )

1−M
+

M

1−M

t∫
0

[U(τ) + V (kτ, τ)]dτ . (4.58)

Âiäïîâiäíî ç (4.57b) i (4.57d) îäåðæèìî

V (x, t) 6M(1 + U(t)) +M

x∫
−kt

(1 + U(t) + V (ξ, t))dξ 6

6M(1 + 2kt)(1 + U(t)) +M

x∫
−kt

V (ξ, t)dξ,

òîáòî
V (x, t) 6M(1 + 2kt)(1 + U(t))eM(x+kt).

Çàñòîñóâàâøè ëåìó Ãðîíóîëëà ïðè ôiêñîâàíîìó t , îäåðæèìî îöiíêó
äëÿ V (x, t) , ïiäñòàâèâøè ÿêó â ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (4.58) i çíîâó çà
äîïîìîãîþ ëåìè Ãðîíóîëëà, ìà¹ìî

U(t) 6 exp

{
(1 + 2kT )e2kMT − 1

2k

}
×

×
[
M(1 + T )

1−M
+

1−M + (M − 1 + 2kMT )e2kMT

2k(1−M)

]
.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

2

Çàóâàæåííÿ 4.6. Îäåðæàíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.49)-(4.52)
ìîæíà âèêîðèñòàòè ïðè ïîáóäîâi àñèìïòîòè÷íèõ ðîçâèíåíü ðîçâ'ÿçêiâ ñèíãó-
ëÿðíî çáóðåíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ çàäà÷ ó êðèâîëiíiéíèõ ñåêòîðàõ.

4.5. Âèñíîâîê äî ÷åòâåðòîãî ðîçäiëó

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåíî åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó
â ìiøàíèõ çàäà÷àõ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì êâàçiëiíiéíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî
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ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè ïðè ïåðåõîäi âiä ãîðèçîíòàëüíèõ äî
âåðòèêàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìè i íàâïàêè.

Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî îöiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ðåãóëÿðíèõ òà âèðîäæåíèõ
çàäà÷, âêàçàíî îáëàñòü, ó ÿêié âèíèêà¹ åôåêò ïðèìåæîâîãî øàðó òà îáëàñòi,
ó ÿêèõ ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ çàäà÷ ¹ áëèçüêèìè.

Íàâåäåíî ïðèêëàäè ÷àñòèííèõ âèïàäêiâ âiäïîâiäíèõ çàäà÷, íà ÿêèõ
ïðîàíàëiçîâàíî äîñëiäæóâàíó ïðîáëåìó.

Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî àïðiîðíó îöiíêó ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíî¨ êðàéîâî¨
çàäà÷i äëÿ ãiïåðáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó â ñåêòîði, ç âåð-
øèíè ÿêîãî ÷àñòèíà õàðàêòåðèñòèê ïîïàäà¹ â îáëàñòü. Îäåðæàíó àïðiîðíó
îöiíêó ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ïðè äîñëiäæåííi ñèíãóëÿð-
íèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó â òàêèõ îáëàñòÿõ.

Äîñëiäæåííi ó öüîìó ðîçäiëi çàäà÷i âèíèêàþòü ó ôiçèöi, áiîëîãi¨, ãiäðî-
òà ãàçîäèíàìiöi.



Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíó ðîáîòó ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñèíãóëÿðíî çáóðåíèõ çà-
äà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïî-
ðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè. Çàäà÷i äëÿ òàêèõ ñèñòåì îïèñóþòü
ðiçíîìàíiòíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi ïðèðîäîçíàâñòâà, òåõíiêè, åêîíîìiêè, òåîði¨
áiîïîïóëÿöié, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òîùî.

Ó ðîáîòi îäåðæàíî òàêi îñíîâíi ðåçóëüòàòè:
� âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè ãëîáàëüíî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ñèíãóëÿðíèõ çà-

äà÷ äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ, íàïiâëiíiéíèõ òà êâàçiëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç äâîìà íåçàëåæíèìè çìiííèìè â ðiçíèõ îáëàñòÿõ;

� ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó ðîçâ'ÿçêiâ çi âñòàíîâëåííÿì îöiíîê çàëèø-
êîâèõ ÷ëåíiâ ìiøàíèõ çàäà÷ iç ìàëèì ïàðàìåòðîì çà ðiçíèõ ïîõiäíèõ äëÿ
ëiíiéíèõ òà íàïiâëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó;

� ïîáóäîâàíî àñèìïòîòè÷íå íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíèõ çàäà÷
äëÿ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ç ðiçíèìè õàðàêòåðèñ-
òè÷íèìè íàïðÿìêàìè;

� îäåðæàíî àïðiîðíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ ñèíãóëÿðíèõ çàäà÷
äëÿ îäíîâèìiðíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ó ïðÿìîêóòíèêó òà ñåêòîði;

� äîâåäåíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ åôåêòó ïðèìåæîâîãî øàðó â íå-
ëiíiéíèõ ìiøàíèõ çàäà÷àõ äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ãiïåðáîëi÷íèõ ñèñòåì ðiâíÿíü
ïåðøîãî ïîðÿäêó ïðè ïåðåõîäi äî âèðîäæåíèõ ñèñòåì.

Öi ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð, ¨õ ìîæíà âèêîðèñòàòè â
òåîði¨ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òàêîæ ïiä ÷àñ
äîñëiäæåííÿ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì.
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