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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Неперервнiсть – це одне з центральних понять
математики, яке iнтенсивно вивчається, починаючи з класичних робiт
О.Кошi та Б.Больцано, протягом останнiх двохсот рокiв. Ще в ХIХ
столiттi виникли першi аналоги неперервностi: точкова розривнiсть,
вимiрнiсть за Бером, квазiнеперервнiсть. У ХХ столiттi з’явилося
дуже багато (понад 150) аналогiв i послаблень неперервностi (майже
неперервнiсть, ледь неперервнiсть, клiковiсть, графiчна неперервнiсть,
замкненiсть графiка, тощо) i накопичилось досить багато матерiалу. Є
огляди, в яких викладається частина отриманих результатiв (Т.Нойбрунна
про квазiнеперервнiсть, З.Пьотровського про зв’язки мiж нарiзними
i сукупними ослабленнями неперервностi, Т.Натканьця про майже
неперервнiсть, Т.Натканьця i Р.Ґiбсона про властивiсть Дарбу). Крiм
того, була спроба оглянути всi аналоги неперервностi у працi Д.Ґаулда,
С.Ґрiнвуда i I.Райлi (їх там близько 100). Але повного огляду результатiв
про аналоги неперервностi поки що ще не написано.

Вивчення аналогiв неперервностi групується навколо двох великих
тем: зв’язки мiж нарiзними i сукупними властивостями та теореми про
декомпозицiю неперервностi.

Зв’язки мiж нарiзними i сукупними ослабленнями неперервностi
вивчалися в працях С.Кемпiстого, Н.Мартiна, Дж.Бреккенрiджа i
Т.Нiшiури, В.Маслюченка, З.Пьотровського, З.Ґранде та багатьох
iнших. Т.Нойбрунн, М.Матейдес, Ж.Еверт та iншi вивчали аналоги
неперервностi для многозначних вiдображень. Розвиваючи дослiдження
К.Беґеля, В.Маслюченко i В.Нестеренко ввели поняття горизонтальної
квазiнеперервностi та отримали багато результатiв, пов’язаних з цим
поняттям, якi потiм дiстали значний розвиток. Деякi з цих дослiджень
були пiдсумованi у кандидатськiй дисертацiї В.Нестеренка ”Рiзнi типи
квазiнеперервностi та їх застосування”.

Дослiдження рiзних аналогiв неперервностi активно проводяться i в
наш час, зараз з цiєї тематики нараховується бiльше тисячi публiкацiй.
Та, незважаючи на їх велике число, залишається ще багато напрямкiв,
якi потребують подальшої розробки i розвитку. Наприклад, актуально
отримати найзагальнiшi умови на вiдображення f : X × Y → Z,
якi гарантують наявнiсть у них точок сукупної неперервностi, причому
бажано, щоб вони були як достатнiми, так i необхiдними, розвиваючи при
цьому деякi нещодавно отриманi результати, що стосуються властивостi
Гана. Так само важливо знайти теорему, яка б охоплювала недавно
отриманi результати В.Маслюченка i В.Нестеренка та А.Бузiада i
Ж.-П.Троаллiка щодо узагальнення вiдомої теореми Калбрi-Троаллiка.
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Зовсiм недослiдженими є питання про сукупнi властивостi вiдображень
монотонних вiдносно однiєї змiнної чи тих, що мають замкнений графiк
вiдносно однiєї змiнної. Недостатньо вивченi зв’язки мiж нарiзними i
сукупними аналогами неперервностi для многозначних вiдображень.

Пiд декомпозицiєю в широкому сенсi деякої властивостi (A) функцiй
розумiють теореми типу (B)∧(C)⇒ (A), де (B) i (C) якiсь iншi властивостi
функцiй. Сюди, зокрема, належать класичнi теореми функцiонального
аналiзу про те, що кожне адитивне i неперервне вiдображення буде
однорiдним, а значить, лiнiйним, i кожне лiнiйне вiдображення iз
замкненим графiком у банахових просторах неперервне (теорема Банаха
про замкнений графiк). Пiсля цього багато математикiв (Дж.Дуґунджi,
О.Алас, З.Пьотровський i А.Шиманський, К.Бурґес, I.Баґґс, Я.Добош,
М.Р.Вуйчик i М.С.Вуйчик) отримали ряд теорем про декомпозицiю
неперервностi, коли однiєю з умов виступає замкненiсть графiка. У працi
В.Маслюченка i В.Крецу було введено нове поняття перехiдностi для
функцiй f : R→ R i показано, що воно може з успiхом замiнити наявнiсть
у функцiї замкненого графiка. Актуальною задачею стало перенесення
поняття перехiдностi на довiльнi вiдображення f : X → Y i отримання
вiдповiдних теорем про декомпозицiю неперервностi з участю перехiдностi.
Крiм того, на часi розглянути всi теореми, де фiгурує умова замкненостi
графiка i вивчити, коли її можна замiнити перехiднiстю.

У зв’язку з тим, що рiзноманiтних ослаблень неперервностi є
дуже велика кiлькiсть i багато з них мають спiльнi риси, природно
виникло питання про введення загальних означень, з яких як частковi
випадки одержують тi чи iншi поняття. Такi пiдходи розглядалися у
працях О.Маслюченка, Х.Рiхтера i Ж.Вiльма та Е.Розаса, якi розвивали
означення неперервностi на мовi околiв чи вiдкритих множин. Епiзодично
в роботах Р.Мiмни, Я.Борсiка та О.Карлової i В.Михайлюка для
характеризацiї деяких аналогiв неперервностi використовувалася операцiя
замикання.Тому постало актуальне завдання з’ясувати, якi з рiзновидiв
неперервностi можна охарактеризувати з допомогою операторiв замикання
i внутрiшностi.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Робота
виконана на кафедрi математичного аналiзу факультету математики
та iнформатики Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя
Федьковича. Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений
планами наукової роботи Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi
Юрiя Федьковича. Тематика дисертацiї пов’язана з науково-дослiдними
програмами ”Рiзнi класи операторiв в абстрактних просторах” (номер
державної реєстрацiї – 0110U001560) та ”Векторнi ґратки та зв’язки
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мiж нарiзними та сукупними властивостями функцiй багатьох змiнних”
(номер державної реєстрацiї – 0109U002242), якi ведуться на кафедрi
математичного аналiзу ЧНУ.

Мета i завдання дослiджень. Метою дисертацiї є дослiдження
зв’язкiв мiж рiзними функцiональними класами, опис множини точок
неперервностi рiзних аналогiв неперервностi, встановлення зв’язкiв мiж
нарiзними та сукупними аналогами неперервностi, одержання результатiв
про декомпозицiю неперервностi та її аналогiв.

Завданнями дослiдження є:

• встановлення взаємозв’язкiв мiж рiзними аналогами неперервностi;

• опис множин точок розриву функцiй з рiзних функцiональних класiв;

• вивчення зв’язкiв мiж нарiзними та сукупними властивостями рiзних
аналогiв неперервностi;

• встановлення необхiдних i достатнiх умов для сукупної
квазiнеперервностi, клiковостi та iнших аналогiв неперервностi;

• вивчення властивостей аналогiв неперервностi многозначних
вiдображень;

• дослiдження зв’язкiв мiж рiзними класами просторiв, що пов’язанi з
нарiзно неперервними функцiями, зокрема, знаходження необхiдних
i достатнiх умов для виконання властивостi Гана;

• перенесення поняття перехiдностi на випадок вiдображень зi
значеннями в топологiчних просторах, вивченню його властивостей i
аналогiв;

• встановлення нових результатiв про декомпозицiю неперервностi,
квазiнеперервностi та iнших аналогiв неперервностi;

• дослiдження можливостi замiни умови замкненостi графiка на
перехiднiсть у рiзних результатах функцiонального аналiзу i теорiї
функцiй.

Основнi об’єкти дослiджень – множини точок розриву функцiй
з рiзних функцiональних класiв, сукупнi та нарiзнi властивостi
аналогiв неперервностi, декомпозицiї неперервностi та рiзних ослаблень
неперервностi, зв’язки мiж рiзними класами функцiй, пов’язаними
з аналогами неперервностi. Предметом дослiджень є квазiнеперервнi
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вiдображення та їх рiзновиди, функцiї типу Дарбу, функцiї iз
замкненим графiком та перехiднi вiдображення, рiзнi ослаблення
неперервностi многозначних вiдображень, нарiзно неперервнi функцiй,
нарiзно квазiнеперервнi функцiї.

В дослiдженнях використовується категорний метод та iншi методи
загальної теорiї функцiй i функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. В дисертацiйнiй роботi
вперше отримано такi результати:

• введено новi поняття псевдоквазiнеперервностi знизу та покриттєвої
категорної клiковостi знизу, з допомогою яких отримано
найзагальнiшу теорему про сукупну неперервнiсть функцiй
двох змiнних, яка охоплює результати Р.Бера, Г.Гана, К.Беґеля,
Н.Мартiна, Р.Фейока, Дж.Бреккенрiджа та Т.Нiшiури, Ж.Калбрi та
Ж.-П.Троаллiка, В.Маслюченка, А.Бузiада та Ж.-П.Троаллiка на
цю тему;

• для берiвського простору X, компактного чи локально компактного
простору Y , що задовольняє другу аксiому злiченностi, i метричного
простору Z вперше вказанi необхiднi i достатнi умови на
вiдображення f : X × Y → Z для того, щоб воно мало властивiсть
Гана про залишковiсть множини CY (f) тих точок x ∈ X, що
f сукупно неперервне у кожнiй точцi множини {x} × Y , в той
час коли в працях багатьох авторiв (Р.Бер, Е. ван Влек, Г.Ган,
К.Беґель, Р.Фейок, Дж.Бреккенрiдж та Т.Нiшiура, Ж.Калбрi та
Ж.-П.Троаллiк, В.Маслюченко, I.Намiока, Р.Христенсен, Ж.-П.Сан-
Ремо та iншi) були отриманi лише достатнi умови;

• для берiвського простору X, топологiчного простору Y iз злiченною
псевдобазою i регулярного простору Z доведено, що кожне
горизонтально квазiнеперервне вiдображення f : X × Y → Z,
яке квазiнеперервне вiдносно другої змiнної для всiх значень
x ∈ X за вийнятком деякої множини першої категорiї,
буде сукупно квазiнеперервним, що є найкращим узагальненням
вiдомого результату С.Кемпiстого про квазiнеперервнiсть нарiзно
квазiнеперервних функцiй, над розвитком якого працювало багато
математикiв (Н.Мартiн, Т.Нойбрунн, З.Пьотровський, В.Маслюченко
та iншi); разом з тим у тому випадку, коли простори Y та Z мають
злiченну базу, вперше доведена необхiднiсть вказаних вище умов для
сукупної квазiнеперервностi;
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• введено поняття перехiдностi вiдображень f : X → Y
мiж довiльними топологiчними просторами, з допомогою якого
встановлена теорема про декомпозицiю неперервностi, частинними
випадками якої є попереднi результати В.Крецу та В.Маслюченка,
М.Р.Вуйчика та М.С.Вуйчика, Р.Мiмни i Р.Мiмни та Д.Розе, i теорема
про декомпозицiю сукупної неперервностi, яка значно покращує
результати З.Пьотровського, М.С.Вуйчика i Р.Мiмни; як наслiдок
отримана нова теорема про неперервнiсть скiнченновимiрних
лiнiйних вiдображень iз замкненим графiком;

• вперше дано характеризацiю рiзних ослаблень неперевностi з
допомогою операторiв замикання та внутрiшностi, тим самим
розвинено один результат О.Карлової i В.Михайлюка та узагальнено
результати Р.Мiмни, Я.Борсiка та П.Келлера на цю тему;

• дослiджено величину множини точок сукупної неперервностi нарiзно
монотонних функцiй, зокрема, встановлено, що кожна нарiзно
монотонна функцiя є точково розривною, що дало вiдповiдь на
питання О.Скаскiва;

• для просторiв досить загального типу новим методом отримано
характеризацiю множини точок симетричної квазiнеперервностi
функцiй двох змiнних, що розвиває результат Е.Котлiки та
А.Малiзевського для функцiй f : R2 → R;

• одержано новi декомпозицiйнi теореми за участю слабкої
квазiперехiдностi та w∗-квазiнеперервностi, якi узагальнюють
результати Б.Д.Смiта, Дж.Смiтала i Е.Станової, Р.Ґiбсона та
М.Матейдеса;

• розроблено новий метод побудови розривних двосторонньо
квазiнеперервних перехiдних функцiй, який показав, що в результатi
Й.Добоша про неперервнiсть двосторонньо квазiнеперервних функцiй
умову замкненостi графiка не можна замiнити на перехiднiсть;

• поняття горизонтальної квазiнеперервностi перенесено на
мультифункцiї i отримано новi теореми про сукупну неперервнiсть та
квазiнеперервнiсть, якi узагальнюють вiдповiднi результати Ґ.Дебса
та Т.Нойбрунна.

Наукове та практичне значення одержаних результатiв.
Дисертацiя носить теоретичний характер. Її результати можуть бути
використанi в загальнiй теорiї функцiй, функцiональному аналiзi i
знаходяться на передньому краї сучасних дослiджень з цiєї тематики.
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Особистий внесок здобувача. Всi результати, включенi в дисертацiю,
одержанi здобувачем особисто. В спiльних працях [1, 10, 12, 15, 17, 27]
В.Маслюченку належить постановка задач та загальне керiвництво, а в
працi [18] вiн запропонував iдею застосування (2, 3)-схем. При написаннi
працi [26] О.Маслюченко допомагав при здiйсненi перекладу i при побудовi
одного прикладу, О.Фотiй брала участь в обговореннi i допомагала при
оформленнi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано
на таких конференцiях: [28–52].
• мiжнароднiй конференцiї, присвяченої 125 рiчницi вiд дня

народження Ганса Гана (Чернiвцi, 27 червня - 3 липня 2004р.);
• мiжнароднiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння та їх

застосування” (Чернiвцi, 11 - 14 жовтня 2006р.);
• мiжнароднiй конференцiї, присвячена 90-рiччю Ю.Митропольского

(Київ, 19 серпня - 2 вересня 2007р.);
• мiжнароднiй конференцiї iм. В.Я. Скоробогатька (Дрогобич, 24 - 28

вересня 2007р.);
• мiжнароднiй конференцiї ”Analisis and topology” (Львiв, 2 - 7 червня

2008р.);
• мiжнароднiй конференцiї ”Set Theory, Topology and Banach Spaces”

(Кельце, 7 - 11 липня 2008р.);
• мiжнароднiй конференцiї ”Infinite Dimensional Analysis and Topology”

(Iвано-Франкiвськ, 27 травня - 1 червня 2009р.);
• мiжнароднiй конференцiї до 100-рiччя М.М.Боголюбова та 70-рiччя

М.I.Нагнибiди (Чернiвцi, 8 - 13 червня 2009р.);
• мiжнароднiй конференцiї ”Сучаснi проблеми аналiзу”, присвяченiй

70-рiччю кафедри математичного аналiзу Чернiвецького
унiверситету (Чернiвцi, 30 вересня - 3 жовтня 2010р.);
• мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу, присвяченiй

90-рiччю В.Лянце (Львiв, 17 - 21 листопада 2010р.);
• мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 70-рiччю А.Гришина (Харкiв,

15 - 18 серпня 2011р.);
• всеукраїнськiй конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 20 - 26 лютого 2012р.);
• мiжнароднiй конференцiї ”Теорiя наближень функцiй та її

застосування” (Кам’янець-Подiльський, 28 травня - 3 червня
2012р.);
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• всеукраїнськiй конференцiї ”Диференцiальнi рiвняння та їх
застосування в прикладнiй математицi”, присвяченiй 50-рiччю
кафедри прикладної математики Чернiвецького унiверситету
(Чернiвцi, 11- 13 червня 2012р.);
• мiжнароднiй науково-практичнiй конференцiї ”Математика.

Iнформацiйнi технологiї. Освiта” (Луцьк, 7 - 9 вересня 2012р.);
• мiжнароднiй конференцiї, присвяченiй 120-рiччю Стефана Банаха

(Львiв, 17 - 21 вересня 2012р.);
• всеукраїнськiй конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 25 лютого - 3 березня 2013р.);
• всеукраїнськiй конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 24 лютого - 2 березня 2014р.);
• IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рiчницi вiд дня

народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня - 5 липня 2014р.);
• IX Лiтнiй школi: алгебра, топологiя i аналiз (Поляниця, 7 - 18 липня

2014р.);
• всеукраїнськiй конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 25 лютого - 1 березня 2015р.);
• науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження

К.М. Фiшмана та М.К. Фаге (Чернiвцi, 1 - 4 липня 2015р.);
• всеукраїнськiй конференцiї ”Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 24 - 27 лютого 2016р.).

Результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на
• науковому семiнарi кафедри математичного аналiзу Чернiвецького

нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича (керiвник
В. К. Маслюченко),
• науковому семiнарi з теорiї потенцiалу та її застосування у

Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка
(керiвники проф. О.Скаскiв та проф. I.Чижиков),
• науковому семiнарi з топологiї та її застосувань у Львiвському

нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвники проф.
М.Зарiчний та проф. Т.Банах),
• науковому семiнарi вiддiлу комплексного аналiзу та теорiї потенцiалу

Iнституту математики НАН України (керiвник проф. Ю.Зелiнський).
• науковому семiнарi вiддiлу топологiї Iнституту математики НАН

України (керiвник проф. С.Максименко).
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Публiкацiї. Всього за темою дисертацiї написано 58 праць [1–58], якi не
увiйшли до кандидатської дисертацiї автора. Серед них 30 – це статтi у
фахових математичних журналах, а 28 – тези та матерiали мiжнародних
i всеукраїнських конференцiй. Основнi результати дисертацiї опублiкованi
в працях [1–27], серед яких 18 написанi без спiвавторiв. З них 6 – у базах
даних Web of Science або SCOPUS. Додатково вiдображають результати
дисертацiї працi [53–58].

Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається з перелiку
умовних позначень, вступу, семи роздiлiв, висновкiв, списку використаних
джерел, який налiчує 395 найменувань та покажчика термiнiв. Загальний
обсяг роботи становить 320 с. Головна частина (без списку використаних
джерел i списку умовних позначень та термiнiв) займає 280 с.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiї розкрито суть i стан наукових дослiджень,
яким присвячена дисертацiйна робота, обґрунтовано актуальнiсть теми
дисертацiї, сформульовано мету i задачi дослiдження. У першому
роздiлi зроблено огляд результатiв, що близькi до тематики дисертацiї
та окреслено коло проблем, якi залишалися нерозв’язними. В другому
роздiлi наведено основнi результати дисертацiї та описано методи, якими
вони отримуються.

В третьому роздiлi вивчаються властивостi рiзних типiв ослабленої
неперервностi вiдображень вiд однiєї змiнної. В перших двох пiдроздiлах
роздiлу 3 розглядаються питання, якi пов’язанi з вивченням множини
точок майже неперервностi, майже квазiнеперервностi, ледь неперервностi
та загального поняття A-квазiнеперервностi.

Пiдроздiли 3.3 i 3.4 дисертацiйної роботи присвяченi характеризацiї
рiзних ослаблень неперервностi в термiнах замикання i внутрiшностi.
Добре вiдомою є характеризацiя неперервностi вiдображення в термiнах
замикання образу: вiдображення f мiж топологiчними просторами X та Y
є неперервним тодi i тiльки тодi, коли

f(A) ⊆ f(A) (∗)

для довiльної пiдмножини A простору X.
Зрозумiло, що коли вимагати виконання умови (∗) не для всiх

пiдмножин просторуX, а лише для деяких, то включення (∗) буде означати
певне ослаблення неперервностi.
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Нехай X i Y – топологiчнi простори, A – деяка система пiдмножин
простору X i f : X → Y – вiдображення. Ми кажемо, що вiдображення
f є неперервним вiдносно системи A, якщо f(A) ⊆ f(A) для довiльної
множини A ∈ A.

У пiдроздiлi 3.3 рiзнi аналоги неперервностi (майже неперервнiсть,
властивiсть Юнґа, B-квазiнеперервнiсть, α-неперервнiсть, ледь
неперервнiсть та майже ледь неперервнiсть) охарактеризовано як
неперервнiсть вiдносно тiєї чи iншої системи множин, наприклад, α-
неперервнiсть характеризується з допомогою так званих передвiдкритих
множин.

Множина A в топологiчному просторi називається α-вiдкритою
/передвiдкритою/, якщо A ⊆ int(intA) /A ⊆ intA/. Вiдображення
f : X → Y називається α-неперервним, якщо для кожної вiдкритої
множини V в Y прообраз f−1(V ) є α-вiдкритою множиною в X.

Теорема 3.3.7. Нехай X та Y – топологiчнi простори, Gp – система всiх
передвiдкритих множин в X. Вiдображення f : X → Y є α-неперервним
тодi i тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно системи Gp.

Основне завдання пiдроздiлу 3.4 – встановлення зв’язку мiж
мiж поняттям A-неперервностi, яке ввiв О.Маслюченко, та поняттям
неперервностi вiдносно системи.

Нехай X та Y – топологiчнi простори, A = (Ax)x∈X – сiм’я непорожнiх
систем Ax ⊆ 2X i B – деяка система в X. Системи B називається
спряженою з сiм’єю A = (Ax)x∈X , якщо виконуються такi двi умови:

1) для кожної множини B ∈ B, кожної точки x ∈ B \ B i для кожної
множини A ∈ Ax маємо, що A ∩B 6= ∅;

2) для кожної точки x ∈ X i довiльної сiм’ї (CA)A∈Ax пiдмножин CA

простору X, такої, що A \ CA 6∈ Ax для кожного A ∈ Ax, iснує сiм’я
(BA)A∈Ax

пiдмножин BA простору X, така, що BA ⊆ CA для кожного
A ∈ Ax, B =

⋃
A∈Ax

BA ∈ B i x ∈ B.

Вiдображення f : X → Y називається A-неперервним в точцi x ∈ X,
якщо для довiльного околу V точки f(x) в Y iснує множина A ∈ Ax, така,
що f(A) ⊆ V . Якщо вiдображення є A-неперервним у кожнiй точцi, то воно
називається A-неперервним.

Теорема 3.4.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори, A = (Ax)x∈X –
сiм’я непорожнiх систем Ax ⊆ 2X i B – система в X, яка спряжена з
сiмє’ю A = (Ax)x∈X . Вiдображення f : X → Y є A-неперервним тодi i
тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно системи B.

Далi в пiдроздiлi 3.4 подано характеризацiї рiзних ослаблень
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неперервностi за допомогою операцiй замикання та внутрiшностi.
Вiдображення f : X → Y називається:

• квазiнеперервним в точцi x ∈ X, якщо для довiльних околiв U i V
точок x i y = f(x) у просторах X та Y вiдповiдно iснує вiдкрита
непорожня множина G в X така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V ;

• майже неперервним в точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки
y = f(x) в Y iснує множина A в X, така, що x ∈ intA i f(A) ⊆ V ;

• майже квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V
точки f(x) в Y i для кожного околу U точки x в X iснує множина A
в X, така, що ∅ 6= intA ⊆ U i f(A) ⊆ V .

Вiдображення називається квазiнеперервним, майже неперервним чи
майже квазiнеперервним, якщо моно є таким в кожнiй точцi.

Теорема 3.4.2. Для довiльних топологiчних просторiв X та Y
вiдображення f : X → Y :

• квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A);

• майже неперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A);

• α-неперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A);

• майже квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(int(intA)) ⊆ f(A);

для довiльної пiдмножини A ⊆ X.

В пiдроздiлi 3.5 дослiджуються властивостi деяких типiв ослабленої
неперервностi оберненого вiдображення. Спочатку (твердження 3.5.1)
побудовано приклад квазiнеперервної бiєкцiї f : [0, 1]→ [0, 1], для якої
функцiя f−1 не є майже ледь неперервною. Вiн значно уточнює приклад
З.Ґранде i Т.Натканьця квазiнеперервної бiєкцiї f : [0, 1]→ [0, 1], у якої
обернена функцiя f−1 не квазiнеперервна, i побудований на iншiй iдеї.

Також в цьому пiдроздiлi одержано кiлька позитивних результатiв
щодо наявностi у оберненого вiдображення певних властивостей ослабленої
неперервностi.

Пiдроздiл 3.6 присвячений вивченню властивостей псевдоквазi-
неперервностi. Ця властивiсть вiдображення виникла у зв’язку з
дослiдженням множини точок сукупної неперервностi вiдображень
вiд двох змiнних. Однак, як встановлено в теоремi 3.6.7 поняття
псевдоквазiнеперервностi еквiвалентне вже вiдомому поняттю простої
неперервностi.
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У пiдроздiлi 3.7 вивчаються типи точок розриву деяких аналогiв
неперервностi. Цi результати дають можливiсть встановити ряд теорем про
декомпозицiю неперервностi для функцiй f : R→ R.

В четвертому роздiлi вивчаються нарiзнi та сукупнi властивостi
рiзних ослаблень неперервностi. Так в пiдроздiлi 4.1 одержано
характеризацiю сукупної квазiнеперервностi вiдображення вiд двох
змiнних.

Вiдображення f : X × Y → Z називається горизонтально
квазiнеперервним у точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для кожного околу
W точки z = f(p) в Z i будь-яких околiв U точки x в X i V точки y в Y
iснують точка b ∈ V i вiдкрита непорожня множина G в X, такi, що G ⊆ U
i f(G × {b}) ⊆ W , i просто горизонтально квазiнеперервним, якщо воно
є таким, у кожнiй точцi добутку X × Y . Аналогiчно вводиться поняття
вертикальної квазiнеперервностi.

Для вiдображення f : X × Y → Z покладемо fx(y) = fy(x) = f(x, y).
Позначимо через XK(f) множину всiх точок x ∈ X, таких, що
вiдображення fx квазiнеперервне. Через KhK̃(X × Y,Z) позначимо клас
вiдображень f : X × Y → Z, якi горизонтально квазiнеперервнi i множина
XK(f) залишкова в X, а через K(X × Y,Z) – клас вiдображень
f : X × Y → Z, якi сукупно квазiнеперервнi.

Теорема 4.1.1. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – регулярний простiр, вiдображення f ∈ KhK̃(X × Y,Z).
Тодi вiдображення f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.

Приклад 4.1.1 показує, що горизонтально i вертикально квазiнеперервнi
вiдображення не зобов’язанi бути сукупно квазiнеперервними. Навiть
наявнiсть у таких вiдображень всюди щiльної множини точок
неперервностi не гарантує сукупної квазiнеперервностi (приклад 4.1.2).

На вiдмiну вiд неперервностi та багатьох ослаблень неперервностi,
квазiнеперервнiсть за сукупнiстю змiнних не гарантує квазiнеперервнiсть
вiдносно кожної iз змiнних. Однак, сукупна квазiнеперервнiсть все ж має
певнi риси нарiзної квазiнеперервностi.

Вiдображення f : X × Y → Z симетрично квазiнеперервне вiдносно x
в точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для кожного околу W точки z = f(p) в
Z i будь-яких околiв U точки x в X i V точки y в Y iснують окiл G точки
x в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що G × H ⊆ U × V
i f(G × H) ⊆ W . Позначимо через Ks

Y (f) множину точок x ∈ X, таких,
що вiдображення f симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi
множини {x}×Y . Через Ks(f) ми позначаємо множину точок симетричної
квазiнеперервностi вiдносно x вiдображення f .
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Теорема 4.1.3. Нехай X – топологiчний простiр, простори Y i Z
задовольняють другу аксiому злiченностi i вiдображення f : X × Y → Z
квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних. Тодi множина Ks

Y (f) залишкова
в X.

Зазначимо, що наслiдок 4.1.1 з теореми 4.1.3 узагальнює результат
Е.Котлiки та А.Малiзевського для функцiй з R2 в R про залишковiсть
множини XK(f), де X = R.

З теорем 4.1.1 та 4.1.3 одержана наступна характеризацiя сукупної
квазiнеперервностi.

Теорема 4.1.4. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр. Тодi

KhK̃(X × Y,Z) = K(X × Y, Z).

В пiдроздiлi 4.2 дослiджується сукупнi властивостi функцiй
f : R× Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної.

Теорема 4.2.1. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя
f : R× Y → R монотонна вiдносно першої змiнної i квазiнеперервна
вiдносно другої змiнної при значеннях першої з деякої залишкової
множини в R. Тодi множина Ks

Y (f) залишкова в R.

Аналогiчнi результати мають мiсце для ледь неперервностi (теорема
4.2.2) та клiковостi (4.2.3).

Як зазначалося в пiдроздiлi 4.1 (приклад 4.1.1) горизонтально i
вертикально квазiнеперервнi вiдображення не зобов’язанi бути сукупно
квазiнеперервними. Однак, додаткова умова монотонностi вiдносно
однiєї iз змiнних буде гарантувати сукупну квазiнеперервнiсть таких
вiдображень.

Теорема 4.2.5. Нехай Y – довiльний топологiчний простiр, функцiя
f : R× Y → R горизонтально та вертикально квазiнеперервна i
монотонна вiдносно першої змiнної. Тодi функцiя f квазiнеперервна
за сукупнiстю змiнних.

Цей результат аналогiчний вiдомiй теоремi Юнґа про сукупну
неперервнiсть нарiзно неперервних функцiй.

У пiдроздiл 4.3 вивчається поняття слабкої горизонтальної
квазiнеперервностi. Вiдображення f : X × Y → Z називається слабко
горизонтально квазiнеперервним, якщо для довiльних вiдкритих
множин U i V в X i Y вiдповiдно та множини A ⊆ X, такої, що
U ⊆ A виконується включення f(U × V ) ⊆ f(A× V ). З горизонтальної
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квазiнеперервностi випливає слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть,
але не навпаки. В деяких теоремах про сукупнi властивостi аналогiв
неперервностi горизонтальну квазiнеперервнiсть можна замiнити на
слабку горизонтальну квазiнеперервнiсть. Зокрема, це можна зробити в
теоремi 4.1.4.

Теорема 4.3.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр.
Вiдображення f : X × Y → Z є квазiнеперервним за сукупнiстю змiн-
них тодi i тiльки тодi, коли f слабко горизонтально квазiнеперервне i
множина XK(f) залишкова в X.

Вивченню множини точок симетричної квазiнеперервностi та її
аналогiв присвячений пiдроздiл 4.4. Крiм розглянутих в пiдроздiлi 4.2
властивостей симетричної квазiнеперервностi та симетричної клiковостi
тут вивчається симетрична майже квазiнеперервнiсть та симетрична
майже ледь неперервнiсть.

У пiдроздiлi 4.5 продовжується удосконалення достатнiх умов на
вiдображення f : X × Y → Z, за яких буде iснувати залишкова
в X множина A, така, що вiдображення f симетрично квазiнеперервне
(клiкове) вiдносно x, а в пiдроздiлi 4.6 одержано вже необхiднi i достатнi
умови для виконання цiєї властивостi.

НехайX та Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр. Функцiя
f : X × Y → Z

• задовольняє умову (B), якщо для довiльного ε > 0, довiльних
вiдкритих непорожнiх множин U в X i V в Y та довiльної множини
E ⊆ X, щiльної в U , для яких ωf (E × V ) < ε, iснують вiдкритi
непорожнi множини G в X i H в Y , такi, що G ⊆ U , H ⊆ V i
ωf (G×H) < ε;

• задовольняє умову (C), якщо для кожного ε > 0, для довiльної
множини E другої категорiї в X i довiльної вiдкритої непорожньої
множини V в Y iснують множина E1 десь щiльна в X i функцiя
g : E1 → V , такi що E1 ⊆ E i ωf (Gr(g)) < ε.

Наслiдок 4.6.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X × Y → Z – функцiя. Тодi
для того щоб множина Ks

Y (f) була залишкова в X необхiдно i досить,
щоб функцiя f задовольняла умови (B) та (C) i множина XK(f) була
залишковою в X.

Вiдповiдний результат має мiсце i для клiковостi.
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Аналогiчно до того, як в пiдроздiлi 4.2 вивчалися сукупнi властивостi
вiдображень вiд двох змiнних, якi монотоннi вiдносно першої змiнної, в
пiдроздiлi 4.7 дослiджуються сукупнi властивостi вiдображень, якi мають
замкнений графiк вiдносно однiєї iз змiнних.

В пiдроздiлi 4.8 вивчаються нарiзнi та сукупнi властивостi деяких
аналогiв клiковостi. Вiдображення f : X → Z називається точково
розривним, якщо множина C(f) його точок неперервностi щiльна в X.
Задача про знаходження умов, за яких у вiдображення вiд двох змiнних
множина C(f) непорожня, цiкавить багатьох математикiв уже бiльше
ста рокiв. Цi умови стосуються як обмежень на простори, так i на
вiдображення. В наслiдку 4.8.2 вказано мiнiмальнi умови на вiдображення,
за яких множина C(f) непорожня.

Наслiдок 4.8.2. Нехай X та Y – берiвськi простори, причому простiр Y
має злiченну псевдобазу i Z – метричний простiр. Функцiя f : X×Y → Z
точково розривна тодi i тiльки тодi, коли функцiя f задовольняє умови
(B) та (C) i {x ∈ X : C(fx) = Y } – залишкова множина в X.

В п’ятому роздiлi дослiджується множина точок сукупної
неперервностi вiдображення вiд двох змiнних. Вiдображення f : X×Y → Z
має властивiсть Гана, якщо множина

CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)}

залишкова в X. Топологiчний простiр Y є простором Гана, якщо для
довiльного топологiчного простору X i довiльного метризовного простору
Z кожне вiдображення f : X × Y → Z, яке неперервне вiдносно другої
змiнної i неперервне вiдносно першої при значеннях другої змiнної з деякої
всюди щiльної в Y множини, має властивiсть Гана. Кожний простiр, який
задовольняє другу аксiому злiченностi, є простором Гана, але не навпаки.

В пiдроздiлах 5.1 та 5.2 вказано деякi новi класи вiдображень, якi мають
властивiсть Гана.

Через KhC(X × Y, Z) позначаємо клас вiдображень f : X × Y → Z, якi
горизонтально квазiнеперервнi i неперервнi вiдносно другої змiнної.

Теорема 5.1.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – сепарабельний з
першою аксiомою злiченностi простiр Гана, Z – метризовний простiр i
f ∈ KhC(X × Y, Z). Тодi вiдображення f має властивiсть Гана.

Теорема 5.2.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – сепарабельний з
першою аксiомою злiченностi простiр Гана, Z – метризовний простiр,
f : X × Y → Z – сукупно квазiнеперервне вiдображення i fx – майже
неперервне для всiх x з деякої залишкової в X множини. Тодi f має
властивiсть Гана.
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Крiм того, в пiдроздiлi 5.2 дано вiдповiдь на одне питання О.Скаскiва
про множину точок неперервностi нарiзно монотонних функцiй.

Теорема 5.2.3. Якщо функцiя f : R2 → R монотонна вiдносно другої
змiнної i монотонна вiдносно першої змiнної при значеннях другої змiнної
з деякої всюди щiльної множини, то множина C(f) всюди щiльна в R2.

В 1979 роцi Дж.Калбрi та Ж.-П. Троаллiка встановили свiй вiдомий
результат про множину точок сукупної неперервностi. За допомогою
поняття множини злiченного типу, тобто такої пiдмножини B простору
Y , для якої iснує послiдовнiсть вiдкритих в Y множин Vn, така,
що для кожного y ∈ B система {Vn : y ∈ Vn} є базою околiв
точки y в Y , вони встановлюють, що для довiльних топологiчних
просторiв X i Y , метризовного простору Z, нарiзно неперервного
вiдображення f : X × Y → Z i множини B злiченного типу в Y , множина
CB(f) = {x ∈ X : {x} ×B ⊆ C(f)} є залишковою в X. Аналогу загальної
теореми Калбрi-Троаллiка для множин злiченного типу довгий час не
було знайдено нi для KC-функцiй, нi, тим бiльше, для KhC-функцiй. В
пiдроздiлi 5.3 теорему Калбрi-Троаллiка узагальнено не лише для KhC-
функцiї, а й для функцiї з ширшого класу N .

Вiдображення f : X × Y → Z називається N -вiдображенням, якщо
воно задовольняє такi властивостi:

(i) для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i
Y та довiльної множини A в X, для якої U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G× V ) ⊆ f((G ∩A)× V );

(ii) для кожного ε > 0 множина Qε(f) = {(x, y) ∈ X × Y : ωfy (x) < ε}
всюди щiльна в просторi X × Y ;

(iii) множина XC(f) = {x ∈ X : fx – неперервне} є залишковою в X.

Теорема 5.3.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, B – множина злiченного типу в Y i f : X × Y → Z – N -
вiдображення. Тодi множина CB(f) є залишковою в X.

Також в пiдроздiлi 5.3 одержано теорему про великi коливання для
вiдображень з класу N .

Теорема 5.3.3. Нехай X – берiвський простiр, Y – метризовний
компакт, Z – метричний простiр i f ∈ N (X × Y,Z). Тодi для кожного
ε > 0 множина prX(Dε(f)) є замкненою i нiде не щiльною в X.

В пiдроздiлi 5.4 з допомогою поняття псевдоквазiнеперервностi знизу та
покриттєвої категорної клiковостi знизу отримано найзагальнiшу теорему
про сукупну неперервнiсть функцiй двох змiнних, яка охоплює результати
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Р.Бера, Г.Гана, К.Беґеля, Н.Мартiна, Р.Фейока, Дж.Бреккенрiджа та
Т.Нiшiури, Ж.Калбрi та Ж.-П.Троаллiка, В.Маслюченка, А.Бузiада та
Ж.-П.Троаллiка на цю тему.

Многозначне вiдображення F : X → Y називається псевдоквазiнепе-
рервним знизу,

• якщо для кожної непорожньої вiдкритої множини U в X i довiльної
пiдмножини A ⊆ X, такої, що U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i F (G) ⊆ F (A);

• покриттєво категорно клiковим знизу, якщо для кожного
вiдкритого покриття V простору Y i довiльної множини E другої
категорiї в X iснують десь щiльна в X множина A i множина V ∈ V,
такi, що A ⊆ E i F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх x ∈ A.

Нехай V – деяка система множин у просторi Y . Для точки y ∈ Y
покладемо

V(y)={V ∈ V : V − окiл точки y в Y } i

B(V)={y ∈ Y : V(y)− база околiв точки y в Y }.

Теорема 5.4.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метризовний
простiр, V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злiченна система множин в
Y , f : X × Y → Z – таке вiдображення, що для кожної множини V ∈ V,
для якої V ∩ B(V) 6= ∅, вiдображення FV : X 3 x 7→ FV (x) = fx(V ) ⊆ Z
псевдоквазiнеперервне знизу та покриттєво категорно клiкове знизу.
Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишкова в X.

В пiдроздiлах 5.5 та 5.6 подано двi характеризацiї властивостi Гана,
тобто одержано необхiднi та достатнi умови на вiдображення f : X×Y → Z
для того, щоб воно мало властивiсть Гана.

Нехай X i Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр.
Многозначне вiдображення F : X → Z:

• задовольняє умову (A), якщо для довiльного ε > 0, довiльної
вiдкритої непорожньої множини U в X i довiльної множини E ⊆ X,
щiльної в U , для яких diam(F (E)) < ε, iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i diam(F (G)) < ε;
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• називається категорно клiковим знизу, якщо для кожного ε > 0 i
довiльної множини E другої категорiї в X iснують десь щiльна в X
множина A i вiдображення g : A → Z, такi, що A ⊆ E, g(x) ∈ F (x)
для кожного x ∈ A i diam(g(A)) < ε.

Теорема 5.5.3. Нехай X – берiвський простiр, Y – компактний простiр,
який задовольняє другу аксiому злiченностi, V – база простору Y , Z –
метричний простiр. Тодi для того, щоб функцiя f : X × Y → Z
задовольняла властивiсть Гана необхiдно i досить, щоб для кожної
множини V ∈ V вiдображення FV задовольняло умову (A) та було
категорно клiкове знизу i множина XC(f) була залишкова в X.

Зауважимо, що даний результат дає характеризацiю властивостi Гана,
в той час коли в працях багатьох авторiв (Р.Бер, Е. ван Влек, Г.Ган,
К.Беґель, Р.Фейок, Дж.Бреккенрiдж та Т.Нiшiура, Ж.Калбрi та Ж.-
П.Троаллiк, В.Маслюченка, I.Намiока, Р.Христенсен, Ж.-П.Сан-Ремо та
iншi) були отриманi лише достатнi умови. Тим самим, для просторiв X,
Y i Z, що задовольняють умови теореми 5.5.3, завершено понад столiтнiй
шлях у напрямку узагальнення теореми Бера про проекцiю.

Нехай X i Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр.
Вiдображення f : X × Y → Z називається:

• одностайно клiковим вiдносно y, якщо для кожного ε > 0 i для
кожної непорожньої вiдкритої множини U в X iснує непорожня
вiдкрита множина G в X, така, що G ⊆ U i ωfy (G) < ε для всiх
y ∈ Y ;

• локально одностайно клiковим вiдносно y в точцi (a, b) ∈ X × Y ,
якщо для кожного ε > 0 iснує окiл V точки b в Y , такий, що для
кожного околу U точки a в X iснує непорожня вiдкрита множина G
в X, така, що G ⊆ U i ωfy

(G) < ε для всiх y ∈ V

i просто одностайно клiковим чи локально одностайно клiковим вiдносно
y, якщо воно є таким в кожнiй точцi. Очевидно, що з одностайної клiковостi
вiдносно y випливає локальна одностайна клiковiсть вiдносно y.

Теорема 5.6.9. Нехай X – берiвський простiр, Y – компактний простiр,
який задовольняє другу аксiому злiченностi i Z – метричний простiр.
Вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть Гана тодi i тiльки тодi,
коли f одностайно клiкове вiдносно y i множина XC(f) залишкова в X.

Теорема 5.6.10. Нехай X – берiвський простiр, Y – локально
компактний простiр, який задовольняє другу аксiому злiченностi i Z –
метричний простiр. Вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть
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Гана тодi i тiльки тодi, коли f локально одностайно клiкове вiдносно
y i множина XC(f) залишкова в X.

Шостий роздiл присвячений вивченню поняття перехiдностi та його
аналогiв. Поняття перехiдностi було введене В.Маслюченом та В.Крецу
(2007) для функцiй з R в R. Без особливих ускладнень воно переноситься
на випадок функцiй f : X → R. Функцiя f : X → R називається перехiдною
зверху (знизу) в точцi x, якщо для довiльного ε > 0 iснують окiл U точки
x i точка y ∈ (f(x), f(x) + ε) (y ∈ (f(x)− ε, f(x))), такi, що U ∩ f−1(y) = ∅.
Якщо функцiя перехiдна зверху i знизу в точцi x, то вона називається
перехiдною в точцi x. Функцiя називається перехiдною (зверху чи знизу),
якщо вона є такою в кожнiй точцi x з X.

Для топологiчних просторiвX i Y вiдображення f : X → Y називається
перехiдним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки f(x) в Y
iснують окiл U точки x в X i вiдкритий окiл W точки f(x) в Y , такi, що
W ⊆ V i f(U) ⊆ W t (Y \W ), i просто перехiдним, якщо воно є таким у
кожнiй точцi з X.

Одним iз основних результатiв шостого роздiлу є теорема 6.1.8, яка
узагальнює багато результатiв про декомпозицiю неперервностi такого
типу. Вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу, якщо образ
f(G) кожної областi G в X, тобто вiдкритої i зв’язної множини, є зв’язною
множиною в Y .

Теорема 6.1.8. Нехай X – локально зв’язний простiр, Y – топологiчний
простiр, вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу i є
перехiдним. Тодi f – неперервне вiдображення.

Частинними випадками теореми 6.1.8 є результати В.Крецу та
В.Маслюченка, М.Р.Вуйчика та М.С.Вуйчика, Р.Мiмни i Р.Мiмни та
Д.Розе на цю тему.

Подiбний результат має мiсце i для вiдображень вiд двох змiнних.

Теорема 6.1.9. Нехай X i Y – локально зв’язнi простори, Z –
топологiчний простiр, вiдображення f : X × Y → Z має слабку
властивiсть Дарбу вiдносно кожної змiнної i є перехiдним за сукупнiстю
змiнних. Тодi вiдображення f неперервне за сукупнiстю змiнних.

В пiдроздiлi 6.2 вивчається зв’язок мiж рiзними аналогами
перехiдностi. Крiм того, там одержано кiлька декомпозицiйних теорем.
Зокрема, двi теореми про декомпозицiю неперервностi узагальнюють
вiдповiднi результати Б.Д.Смiта, Дж.Смiтала i Е.Станової, Р.Ґiбсона та
М.Матейдеса.

Вiдображення f : X → Y називається:
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• w∗-квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу
V точки f(x) в Y iснують вiдкритий окiл W точки f(x) в Y
i квазiвiдкрита множина A в X, такi, що W ⊆ V , x ∈ A i
A ∩ f−1(fr(W )) = ∅;

• слабко квазiперехiдним у точцi x з X, якщо для кожного околу V
точки f(x) у просторi Y i кожного околу U точки x в X iснують
непорожня вiдкрита множина G в X i точка b ∈ V , такi, що G ⊆ U i
G ∩ f−1(b) = ∅.

Вiдображення f : X → Y називається w∗-квазiнеперервним чи слабко
квазiперехiдним, якщо воно є таким у кожнiй точцi x з X.

Теорема 6.2.6. Нехай X – берiвський локально зв’язний простiр, Y –
сепарабельний метризовний простiр i вiдображення f : X → Y
задовольняє умови:

1) f w∗-квазiнеперервне;
2) f має слабку властивiсть Дарбу;
3) f майже неперервне.
Тодi вiдображення f неперервне.

Теорема 6.2.7. Нехай X – берiвський локально зв’язний простiр i
функцiя f : X → R задовольняє умови:

1) f слабко квазiперехiдна;
2) f має слабку властивiсть Дарбу;
3) f майже неперервна.
Тодi функцiя f неперервна.

Пiдроздiли 6.3 та 6.4 присвяченi вивченню можливостi замiни
у вiдображення умови замкненостi графiка на перехiднiсть у двох
декомпозицiйних теоремах. Перша теорема – це вiдома теорема Банаха
про замкнений графiк, а друга – це результат Й.Добоша про те, що
двосторонньо квазiнеперервна функцiя f : R→ R iз замкненим графiком є
неперервною. У першому випадку замiну зробити можливо, а в другому –
нi.

Теорема 6.3.2. Лiнiйне вiдображення f : X → Y , що дiє в довiльних
ТВП, буде неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно перехiдне.

Оскiльки кожне лiнiйне вiдображення має слабку властивiсть Дарбу, то
теорема 6.3.2 є простим наслiдком теореми 6.1.8. Втiм, її нескладно довести
i безпосередньо.

Крiм того, в пiдроздiлi 6.3 отримано наступний варiант теореми
про замкнений графiк, який узагальнює вiдомий критерiй неперервностi
лiнiйного функцiонала в термiнах його ядра.
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Теорема 6.3.6. Нехай X i Y – ТВП, причому простiр Y гаусдорфовий,
f : X → Y – лiнiйне скiнченновимiрне вiдображення. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi:

(i) f – неперервне вiдображення;
(ii) Grf замкнений в X × Y ;
(iii) ker f замкнене в X.

Кажуть, що функцiя f : R→ R квазiнеперервна справа (злiва) в точцi
x0, якщо для довiльних додатних чисел ε i δ iснує вiдкрита непорожня
множина G, така , що G ⊆ [x0, x0+δ) (G ⊆ (x0−δ, x0]) i |f(x)−f(x0)| < ε на
G. Функцiя f : R→ R називається двосторонньо квазiнеперервною в точцi
x0, якщо вона в нiй одночасно квазiнеперервна i справа, i злiва. Функцiя
f : R → R називається квазiнеперервною справа, злiва чи двосторонньо
квазiнеперервною, якщо вона є такою в кожнiй точцi x ∈ R.

Теорема 6.4.5. Для довiльного скiнченного або нескiнченного промiжку
J ⊆ R i довiльної нiде не щiльної досконалої в J множини F iснує
така двосторонньо квазiнеперервна перехiдна функцiя f : J → R, у якої
множина її точок розриву D(f) = F .

У сьомому роздiлi перенесено деякi результати про точки сукупної
неперервностi та квазiнеперервностi вiдображень вiд двох змiнних
на випадок многозначних вiдображень. Цi результати узагальнюють
вiдповiднi результати Ґ.Дебса та Т.Нойбрунна. Нехай F : X → Y –
многозначне вiдображення i A ⊆ X. Покладемо F (A) =

⋃
x∈A

F (x).

Множину F (A) називають образом множини A при вiдображеннi F . Для
множини B ⊆ Y розглядають два прообрази F+(B) = {x ∈ X : F (x) ⊆ B}
i F−(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B 6= ∅}.

Нехай X i Y – топологiчнi простори i x ∈ X. Многозначне вiдображення
F : X → Y називається неперервним зверху (знизу) в точцi x, якщо для
кожної вiдкритої в Y множини V , такої, що F (x) ⊆ V (F (x) ∩ V 6= ∅),
множина F+(V ) (F−(V )) є околом точки x вX. Многозначне вiдображення
F : X → Y називається неперервним у точцi x, якщо воно неперервне у
цiй точцi як зверху, так i знизу. Через C+(F ), C−(F ) i C(F ) ми позначаємо
множину всiх точок x з X, в яких F вiдповiдно неперервне зверху, знизу
чи просто неперервне.

Многозначне вiдображення F : X × Y → Z називається горизонтально
квазiнеперервним зверху (знизу) в точцi p0 ∈ X × Y , якщо для
довiльної вiдкритої непорожньої множини W в Z, такої, що F (p0) ⊆ W
(F (p0) ∩W 6= ∅) i довiльних околiв U та V точок x0 ∈ X та y0 ∈ Y
вiдповiдно, iснують вiдкрита непорожня множина G в X i точка y1 в Y ,
такi, що G ⊆ U, y1 ∈ V i F (p) ⊆W (F (p)∩W 6= ∅) для всiх p ∈ G×{y1}.
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Многозначне вiдображення називається горизонтально квазiнеперервним
зверху (знизу), якщо воно є таким в кожнiй точцi.

Для множини B ⊆ Y покладемо C+
B (F ) = {x ∈ X : {x} × B ⊆ C+(F )},

C−B (F ) = {x ∈ X : {x} ×B ⊆ C−(F )}.

Теорема 7.1.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, B – множина
злiченного типу в Y , Z – метризовний сепарабельний простiр,
мультифункцiя F : X × Y → Z горизонтально квазiнеперервна зверху
i F x неперервна знизу для x з деякої залишкової множини M в X. Тодi
множина C−B (F ) залишкова в X.

Теорема 7.1.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, B – множина
злiченного типу в Y , Z – метризовний сепарабельний простiр,
компактнозначна мультфункцiя F : X × Y → Z горизонтально квазi-
неперервна знизу i F x неперервна зверху для x з деякої залишкової
множини M в X. Тодi множина C+

B (F ) залишкова в X.

Многозначне вiдображення F : X → Y називається квазiнеперервним
зверху (знизу) в точцi x ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої непорожньої
множини V в Y , такої, що F (x) ⊆ V (F (x) ∩ V 6= ∅) i довiльного околу U
точки x ∈ X маємо, що intF+(V )∩U 6= ∅ (intF−(V )∩U 6= ∅). Многозначне
вiдображення називається квазiнеперервним зверху чи квазiнеперервним
знизу, якщо воно є таким у кожнiй точцi.

Теорема 7.2.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр,
F : X × Y → Z – многозначне вiдображення. Вiдображення F – квазi-
неперервне знизу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли F –
горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу i F x – квазiнеперервне
знизу для кожного x з деякої залишкової множини M в X.

Теорема 7.2.6. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр,
F : X × Y → Z – компактнозначне многозначне вiдображення. Вiдобра-
ження F – квазiнеперервне зверху за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки
тодi, коли F – горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу i F x –
квазiнеперервне зверху для кожного x з деякої залишкової множини M в
просторi X.

ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi дослiджуються властивостi рiзних аналогiв
неперервностi вiдображень як вiд однiєї, так i вiд двох змiнних. Зокрема
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вивчаються нарiзнi та сукупнi властивостi таких ослаблень неперервностi.
Крiм того, встановлено ряд нових декомпозицiйних результатiв.

В дисертацiї отримано такi новi науковi результати:

• введено поняття A-квазiнеперервностi, що охоплює деякi
ослаблення неперервностi, а також вивчено тип множини точок
A-квазiнеперервностi;

• введено поняття неперервностi вiдносно системи, яке охоплює велику
кiлькiсть вже вiдомих ослаблень неперервностi;

• перенесено на випадок загальних топологiчних просторiв результат
Р.Мiмни про характеризацiю двосторонньої квазiнеперервностi в
термiнах замикання образа;

• встановлено теорему про декомпозицiю B-квазiнеперервностi, яка
узагальнює вiдповiдний результат Я.Борсiка;

• вказано умови, за яких неперервнiсть вiдносно системи рiвносильна
A-неперервностi та дано новi характеризацiї деяких ослаблень
неперервностi за допомогою операторiв замикання та внутрiшностi;

• дослiджено властивостi бiєкцiї деяких типiв ослабленої
неперервностi, зокрема побудовано приклад квазiнеперервної бiєкцї
f : [0, 1]→ [0, 1], для якої функцiя f−1 не є майже ледь неперервною,
а також вказано умови, за яких для бiєкцiї f : X → Y обернене
вiдображення f−1 буде квазiнеперервне, майже квазiнеперервне чи
псевдоквазiнеперервне;

• встановлено, що для топологiчного простору X, просторiв Y i Z,
що задовольняють другу аксiому злiченностi i квазiнеперервного
вiдображення f : X × Y → Z iснує залишкова множина A в X, така,
що вiдображення f симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй
точцi множини A×Y , тим самим узагальнивши вiдповiдний результат
Е.Котлiки та А. Малiзевського;

• дано характеризацiю сукупної квазiнеперервностi вiдображення вiд
двох змiнних. Зокрема, вказано достатнi умови на простори X, Y i Z
при яких має мiсце рiвнiсть класiв KhK̃(X × Y, Z) = K(X × Y,Z);

• встановлено, що горизонтально i вертикально квазiнеперервна
функцiя f : R × Y → R, яка монотонна вiдносно першої змiнної,
є квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних, тим самим одержано
аналог теоремиЮнґа про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних
функцiй, якi монотоннi вiдносно однiєї iз змiнних;
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• дано характеризацiю сукупної квазiнеперервностi вiдображення вiд
двох змiнних за участю слабкої горизонтальної квазiнеперервностi;

• знайдено необхiднi та достатнi умови, при яких для вiдображення
f : X × Y → Z iснує залишкова в X множина A, така, що
вiдображення f симетрично клiкове вiдносно x чи симетрично
квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y ;

• вивчено сукупнi властивостi функцiй f : R × Y → R, якi мають
замкнений графiк вiдносно першої змiнної;

• знайдено характеризацiю точкової розривностi вiдображення вiд двох
змiнних;

• встановлено, що кожна нарiзно монотонна функцiя f : R2 → R є
точково розривною;

• введено новi властивостi многозначних вiдображень, з допомогою
яких новим методом отримано загальну теорему про сукупну
неперервнiсть, яка значно розвиває теорему Калiбрi-Троаллiка i
недавнiй результат Бузiада-Троаллiка;

• введено двi новi властивостi многозначних вiдображень, якi дали
змогу охарактеризувати вiдображення, що мають властивiсть Гана,
заданих на добутку берiвського простору i метризовного компакту зi
значеннями в метричному просторi;

• введено поняття одностайної клiковостi та локальної одностайної
клiковостi вiдносно y, якi дали можливiсть охарактеризувати
вiдображення, що мають властивiсть Гана;

• введено загальне поняття перехiдностi для вiдображень зi
значеннями в довiльних топологiчних просторах та багато їх
рiзновидiв;

• отримано новi теореми про декомпозицiю неперервностi, якi
охоплюють всi попереднi результати на цю тему В.Крецу
i В.Маслюченка, Р.Мiмни, М.Р.Вуйчика i М.С.Вуйчика,
З.Пьотровського та iнших;

• перенесенню теорему Банаха про замкнений графiк на випадок
перехiдних вiдображень, зокрема встановлено, що лiнiйне
вiдображення f : X → Y , що дiє в довiльних ТВП, буде неперервним
тодi i тiльки тодi, коли воно перехiдне;
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• встановлено теорему про замкнений графiк для скiнченновимiрних
лiнiйних операторiв;

• побудовано приклад двосторонньо квазiнеперервної перехiдної
розривної функцiй, який демонструє, що умова замкненостi графiка
не може бути замiнена перехiднiстю в декомпозицiйнiй теоремi про
неперервнiсть двосторонньо квазiнеперервної функцiї f : R → R iз
замкненим графiком;

• встановлено, що кожне вiдображення f : R2 → R, яке має замкнений
графiк вiдносно кожної iз змiнних, є точково розривним;

• отримано новi теореми про точки сукупної неперервностi та
квазiнеперервностi многозначних вiдображень, якi узагальнюють
вiдповiднi результати Т.Нойбрунна та Ґ. Дебса.
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АНОТАЦIЯ

Нестеренко В.В. Аналоги неперервностi: зв’язки мiж нарiзними i
сукупними властивостями та теореми про декомпозицiю. - Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 – математичний аналiз. –
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2016.

В дисертацiйнiй роботi дослiджуються зв’язки мiж нарiзними
та сукупними властивостями рiзних аналогiв неперервностi, а
також встановлюються декомпозицiйнi теореми про неперервнiсть,
квазiнеперервнiсть тощо. В нiй введенi загальнi класи A-квазiнеперервних
вiдображень та вiдображень, що неперервнi вiдносно системи множин,
якi охоплюють квазiнеперервнi, майже неперервнi, ледь неперервнi
функцiї тощо, а також введено поняття перехiдностi для вiдображень мiж
довiльними топологiчними просторами. Зокрема, охарактеризовано майже
неперервнiсть, двосторонню квазiнеперервнiсть, ледь неперервнiсть, α-
неперервнiсть, B-квазiнеперервнiсть тощо в термiнах замикання образу.
Дано характеризацiю сукупної квазiнеперервностi, клiковостi та точкової
розривностi вiдображення вiд двох змiнних, а також введено новi
властивостi многозначних вiдображень, з допомогою яких новим методом
отримано загальну теорему про сукупну неперервнiсть, що узагальнює
результати А.Бузiада та Ж.-П.Троаллiка. Введено загальне поняття
перехiдностi для вiдображень зi значеннями в довiльних топологiчних
просторах та отримано новi теореми про декомпозицiю неперервностi, якi
охоплюють всi попереднi результати на цю тему. Крiм того, з допомогою
перехiдностi отримана теорема про неперервнiсть скiнченновимiрного
вiдображення iз замкненим графiком. Отримано новi теореми про точки
сукупної неперервностi та квазiнеперервностi многозначних вiдображень,
якi узагальнюють вiдповiднi результати Т.Нойбрунна та Ґ. Дебса.

Ключовi слова: неперервнiсть; квазiнеперервнiсть; клiковiсть;
точкова розривнiсть; α-неперервнiсть; майже неперервнiсть; ледь
неперервнiсть; майже ледь неперервнiсть; псевдоквазiнеперервнiсть;
B-квазiнеперервнiсть; неперервнiсть вiдносно системи; властивiсть Гана;
одностайна клiковiсть; перехiднiсть; слабка квазiперехiднiсть.
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АННОТАЦИЯ

Нестеренко В.В. Аналоги непрерывности: связи между раздельными
и совокупными свойствами и теоремы о декомпозиции. – Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-матема-
тических наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. –
Львовский национальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2016.

В диссертационной работе исследуются связи между раздельными
и совокупными свойствами различных аналогов непрерывности, а
также устанавливаются декомпозиционные теоремы о непрерывности,
квазинепрерывности и тому подобное. В ней введены общие классы
A-квазинепрерывных отображений и отображений, непрерывных
относительно системы множеств, которые охватывают квазинепрерывные,
почти непрерывные, едва непрерывные и прочие функции, а также
введено понятие переходности для отображений между произвольными
топологическими пространствами. В частности, дано характеризацию
почти непрерывности, двусторонней квазинепрерывности, едва
непрерывности, α-непрерывности, B-квазинепрерывности т.д. в терминах
замыкания образа. Дано характеризацию совокупной квазинепрерывности,
кликовости и точечной разрывности отображения от двух переменных,
а также введены новые свойства многозначных отображений, с
помощью которых новым методом получено общую теорему о
совокупной непрерывность, которая обобщает результат А.Бузиада и
Ж.-П.Троаллыка. Введено общее понятие переходности для отражений со
значениями в произвольных топологических пространствах и получены
новые теоремы о декомпозиции непрерывности, которые охватывают все
предыдущие результаты на эту тему. Кроме того, с помощью переходности
получено теорему о непрерывности конечномерного отображения с
замкнутым графиком. Получены новые теоремы о точках совокупной
непрерывности и квазинепрерывности многозначных отображений,
которые обобщают соответствующие результаты Т.Нойбрунна и Г. Дебса.

Ключевые слова: непрерывность; квазинепрерывность; кликовость;
точечная разрывность; α-непрерывность; почти непрерывность; едва
непрерывность; почти едва непрерывность; псевдоквазинепрерывность; B-
квазинепрерывность; непрерывность относительно системы; свойство Гана;
равностепенная кликовость; переходность; слабая квазипереходность.
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ABSTRACT

Nesterenko V.V. Analogs of continuity: the relationship between separate
and joint properties and theorems on decomposition. – Manuscript.

Thesis for a doctor’s degree by speciality 01.01.01 – mathematical analysis.
Ivan Franko’s L’viv National University, L’viv, 2016.

In the thesis we explore the relationships between separate and joint ana-
logues of continuity and install decomposition theorems of continuity, quasicon-
tinuity and more. We introduce general classes of A-quasicontinuous mappings
and mappings that are continuous relatively of system of sets covering quasi-
continuous, almost continuous, almost continuous functions, etc., and also we
introduce the concept of for transitional maps between arbitrary topological
spaces. In particular, we give characterization of almost continuity, bilateral
quasicontinuity, somewhat continuity, α-continuity, B-quasicontinuity in terms
of the closure of the image. We give the characterization of joint quasiconti-
nuity, cliquishness and pointwise discontinuity of mappings of two variables,
and we introduce new properties multivalued mappings for receiving the gen-
eral theorem of joint continuity. This theorem generalizes a result of A.Buziad
and J.-P.Troallic. In addition, through the transition obtained a theorem on the
continuity of a finite-dimensional mapping with the closed graph. We introduce
the general concept of transition for maps with values in arbitrary topological
spaces and we get new theorems on the decomposition of continuity, cover-
ing all previous results on the subject. We obtain new theorems about points
of continuity and joint quasicontinuity multivalued mappings that generalize
relevant results of T.Neubrunn and E. Debs.

Keywords: continuity; quasicontinuity; cliquishness; pointwise discontinu-
ity α-continuity; almost continuity; somewhat continuity; almost somewhat
continuity; pseudoquasicontinuity; B-quasicontinuity; continuity to respect of
system; Hahn property; equicliquishness; transition; weakly quasitransition.
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