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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Нехай X та Y – топологiчнi простори, f : X → Y – вiдображення, x ∈ X i
Q – деяка властивiсть вiдображення в точцi. Через Q(f) позначимо множину
точок x ∈ X, таких, що властивiсть Q виконується для вiдображення f .
Зокрема, позначимо через:
C(f) – множину точок неперервностi вiдображення f ;
D(f) – множину точок розриву вiдображення f ;
K(f) – множину точок квазiнеперервностi вiдображення f ;
L(f) – множину точок ледь неперервностi вiдображення f ;
A(f) – множину точок клiковостi вiдображення f ;
B(f) – множину точок двосторонньої квазiнеперервностi вiдображення f ;
Dar(f) – множину точок, в яких вiдображення f має властивiсть Дарбу;
H(f) – множину точок, в яких вiдображення f має замкнений графiк.
Покладемо Q(X, Y ) = {f ∈ Y X : Q(f) = X}. Зокрема, позначимо через:
C(X, Y ) – клас неперервних вiдображень з X в Y ;
K(X, Y ) – клас квазiнеперервних вiдображень з X в Y ;
A(X, Y ) – клас клiкових вiдображень з X в Y ;
P (X, Y ) – клас точково розривних вiдображень з X в Y ;
M(R,R) – клас монотонних вiдображень з R в R.
Нехай X, Y та Z – топологiчнi простори, f : X × Y → Z – вiдображення,

(x, y) ∈ X × Y , Q – деяка властивiсть вiдображення, A ⊆ X i B ⊆ Y .
Покладемо:
QB(f) = {x ∈ X : {x} ×B ⊆ Q(f)};
QA(f) = {y ∈ Y : A× {y} ⊆ Q(f)};
XQ(f) = {x ∈ X : fx ∈ Q(Y, Z)};
YQ(f) = {y ∈ Y : fy ∈ Q(X,Z)}.
У випадку, коли B = {y} коротко будемо позначати Q{y}(f) = Qy(f).
Нехай Q i R – деякi властивостi вiдображень. Покладемо:
QR(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y : XR(f) = X, YQ(f) = Y };
QR(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y : XR(f) = X, YQ(f) = Y };
Q̃R(X × Y, Z) = {f ∈ ZX×Y : XR(f) = X, YQ(f)− залишкова в Y }.
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Введемо ще додатковi позначення. Через Ks(f), Ls(f) та As(f) ми будемо
позначати множину точок симетричної квазiнеперервностi, симетричної
ледь неперервностi та симетричної клiковостi вiдображення f вiдносно x

вiдповiдно. А через Ks(X × Y, Z), Ls(X × Y, Z) чи As(X × Y, Z) позначимо
множину вiдображень f : X × Y → Z, якi симетрично квазiнеперервнi, ледь
неперервнi чи симетрично клiковi вiдносно x вiдповiдно.

Не вiдповiдає загальнiй системi позначень властивiсть горизонтальної
квазiнеперервностi вiдображень вiд двох змiнних. Через KhQ(X × Y, Z) ми
будемо позначати сукупнiсть вiдображень f : X ×Y → Z, якi горизонтально
квазiнеперервнi та для для кожного x ∈ X вiдображення fx ∈ Q(Y, Z).
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Неперервнiсть – це одне з центральних понять
математики, яке iнтенсивно вивчається, починаючи з класичних робiт
О.Кошi та Б.Больцано, протягом останнiх двохсот рокiв. Ще в ХIХ столiттi
виникли першi аналоги неперервностi: точкова розривнiсть, вимiрнiсть за
Бером, квазiнеперервнiсть. У ХХ столiттi з’явилося дуже багато (понад
150) аналогiв i послаблень неперервностi (майже неперервнiсть, ледь
неперервнiсть, клiковiсть, графiчна неперервнiсть, замкненiсть графiка,
тощо) i накопичилось досить багато матерiалу. Є огляди, в яких викладається
частина отриманих результатiв (Т.Нойбрунна [235] про квазiнеперервнiсть,
З.Пьотровського [249] про зв’язки мiж нарiзними i сукупними ослабленнями
неперервностi, Т.Натканєца [216] про майже неперервнiсть, Т.Натканєца i
Р.Ґiбсона [96] про властивiсть Дарбу). Крiм того, була спроба оглянути всi
аналоги неперервностi у працi Д.Ґаулда, С.Ґрiнвуда i I.Райлi [93] (їх там
близько 100). Але повного огляду результатiв про аналоги неперервностi поки
що ще не написано.

Дослiдження властивостей аналогiв неперервностi групується навколо
двох великих тем: зв’язки мiж нарiзними i сукупними властивостями рiзних
ослаблень неперервностi та теореми про декомпозицiю неперервностi та її
аналогiв.

Зв’язки мiж нарiзними i сукупними ослабленнями неперервностi
вивчалися в працях С.Кемпiстого, Н.Мартiна, Дж.Бреккенрiджа i
Т.Нiшiури, В.Маслюченка, З.Пьотровського, З.Ґранде та багатьох
iнших. Т.Нойбрунн, М.Матейдес, Ж.Еверт та iншi вивчали аналоги
неперервностi для многозначних вiдображень. Розвиваючи дослiдження
К.Беґеля В.Маслюченко i В.Нестеренко [342] ввели поняття горизонтальної
квазiнеперервностi та отримали багато результатiв, пов’язаних з цим
поняттям, якi потiм дiстали значний розвиток. Деякi з цих дослiджень
були пiдсумованi у кандидатськiй дисертацiї В.Нестеренка ”Рiзнi типи
квазiнеперервностi та їх застосування” [381].

Дослiдження рiзних аналогiв неперервностi активно проводяться i в
наш час, зараз з цiєї тематики нараховується бiльше тисячi публiкацiй.
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Та, незважаючи на їх велике число, залишається ще багато напрямкiв,
якi потребують подальшої розробки i розвитку. Наприклад, актуально
отримати найзагальнiшi умови на вiдображення f : X × Y → Z,
якi гарантують наявнiсть у них точок сукупної неперервностi, причому
бажано, щоб вони були як достатнiми, так i необхiдними, розвиваючи при
цьому деякi нещодавно отриманi результати, що стосуються властивостi
Гана. Так само важливо знайти теорему, яка б охоплювала недавно
отриманi результати В.Маслюченка i В.Нестеренка та А.Бузiада i Ж.-
П.Троаллiка щодо узагальнення вiдомої теореми Калбрi-Троаллiка. Зовсiм
недослiдженими є питання про сукупнi властивостi вiдображень монотонних
вiдносно однiєї змiнної чи тих, що мають замкнений графiк вiдносно однiєї
змiнної. Недостатньо вивченi зв’язки мiж нарiзними i сукупними аналогами
неперервностi для многозначних вiдображень.

Пiд декомпозицiєю в широкому сенсi деякої властивостi (A) функцiй
розумiють теореми типу (B)∧ (C)⇒ (A), де (B) i (C) якiсь iншi властивостi
функцiй. Сюди, зокрема, належать класичнi теореми функцiонального
аналiзу про те, що кожне адитивне i неперервне вiдображення буде
однорiдним, а значить, лiнiйним, i кожне лiнiйне вiдображення iз замкненим
графiком у банахових просторах неперервне (теорема Банаха про замкнений
графiк). Пiсля цього багато математикiв (Дж.Дуґунджi [73], О.Алас [5],
З.Пьотровський i А.Шиманський [258], К.Бурґес [52], I.Баґґс [7], Я.Добош
[65], М.Р.Вуйцiк i М.С.Вуйцiк [313]) отримали ряд теорем про декомпозицiю
неперервностi, коли однiєю з умов виступає замкненiсть графiка. У працi
В.Маслюченка i В.Крецу [323] було введено нове поняття перехiдностi для
функцiй f : R→ R i показано, що воно може з успiхом замiнити наявнiсть у
функцiї замкненого графiка. Актуальною задачею стало перенесення поняття
перехiдностi на довiльнi вiдображення f : X → Y i отримання вiдповiдних
теорем про декомпозицiю неперервностi з участю перехiдностi. Крiм того, на
часi розглянути всi теореми, де фiгурує умова замкненостi графiка i вивчити,
коли її можна замiнити перехiднiстю.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. Тематика
дисертацiї пов’язана з науково-дослiдними програмами ”Рiзнi класи
операторiв в абстрактних просторах” (номер державної реєстрацiї –
0110U001560) та ”Векторнi ґратки та зв’язки мiж нарiзними та сукупними
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властивостями функцiй багатьох змiнних” (номер державної реєстрацiї –
0109U002242), якi ведуться на кафедрi математичного аналiзу ЧНУ.

Мета i завдання дослiджень. Метою дисертацiї є дослiдження
зв’язкiв мiж рiзними функцiональними класами, опис множини точок
неперервностi рiзних аналогiв неперервностi, встановлення зв’язкiв мiж
нарiзними та сукупними аналогами неперервностi, одержання результатiв про
декомпозицiю неперервностi та її аналогiв.

Завданнями дослiдження є :

• встановлення взаємозв’язкiв мiж рiзними аналогами неперервностi;

• опис множин точок розриву функцiй з рiзних функцiональних класiв;

• вивчення зв’язкiв мiж нарiзними та сукупними властивостями рiзних
аналогiв неперервностi;

• встановлення необхiдних i достатнiх умов для сукупної
квазiнеперервностi, клiковостi та iнших аналогiв неперервностi;

• вивчення властивостей аналогiв неперервностi многозначних
вiдображень;

• дослiдження зв’язкiв мiж рiзними класами просторiв, що пов’язанi з
нарiзно неперервними функцiями, зокрема, знаходження необхiдних i
достатнiх умов для виконання властивостi Гана;

• перенесення поняття перехiдностi на випадок вiдображень зi значеннями
в топологiчних просторах, вивченню його властивостей i аналогiв;

• встановлення нових результатiв про декомпозицiю неперервностi,
квазiнеперервностi та iнших аналогiв неперервностi;

• дослiдження можливостi замiни умови замкненостi графiка на
перехiднiсть у рiзних результатах функцiонального аналiзу i теорiї
функцiй.

Предмет i об’єкт дослiджень. Предметом дослiджень є
квазiнеперервнi вiдображення та їх рiзновиди, функцiї типу Дарбу,
функцiї iз замкненим графiком та перехiднi вiдображення, рiзнi ослаблення
неперервностi многозначних вiдображень, нарiзно неперервнi функцiй,
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нарiзно квазiнеперервнi функцiї. Основнi об’єкти дослiджень – множина
точок розриву функцiй з рiзних функцiональних класiв, сукупнi та нарiзнi
властивостi аналогiв неперервностi, декомпозицiї неперервностi та рiзних
ослаблень неперервностi, зв’язки мiж рiзними класами функцiй.

Методи дослiдження. В дослiдженнях використовується категорний
метод, координатний метод та iншi методи загальної теорiї функцiй i
функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. Здобувач вперше дав
характеризацiю властивостi Гана, сукупної квазiнеперервностi та сукупної
клiковостi функцiй вiд двох змiнних. Використовуючи нове поняття
перехiдностi для вiдображень мiж топологiчними просторами встановлено
новий результат про декомпозицiю неперевностi. В дисертацiйнiй роботi
отримано наступнi новi результати:

• введено новi поняття псевдоквазiнеперервностi знизу та покриттєвої
категорної клiковостi знизу, з допомогою яких отримано найзагальнiшу
теорему про сукупну неперервнiсть функцiй двох змiнних, яка
охоплює результати Р.Бера, Г.Гана, К.Беґеля, Н.Мартiна, Р.Фейока,
Дж.Бреккенрiджа та Т.Нiшiури, Ж.Калбрi та Ж.-П.Троаллiка,
В.Маслюченка, А.Бузiада та Ж.-П.Троаллiка на цю тему;

• для берiвського простору X, компактного чи локально компактного
простору Y , що задовольняє другу аксiому злiченностi i метричного
простору Z вперше вказанi необхiднi i достатнi умови на вiдображення
f : X × Y → Z для того, щоб воно мало властивiсть Гана про
залишковiсть множини CY (f) тих точок x ∈ X, що f сукупно неперервне
у кожнiй точцi множини {x} × Y , в той час коли в працях багатьох
авторiв (Р.Бер, Е. ван Влек, Г.Ган, К.Беґель, Р.Фейок, Дж.Бреккенрiдж
та Т.Нiшiура, Ж.Калбрi та Ж.-П.Троаллiк, В.Маслюченка, I.Намiока,
Р.Христенсен, Ж.-П.Сан-Ремо та iншi) були отриманi лише достатнi
умови;

• для берiвського простору X, топологiчного простору Y iз злiченною
псевдобазою i регулярного простору Z доведено, що кожне
горизонтально квазiнеперервне вiдображення f : X × Y → Z, яке
квазiнеперервне вiдносно другої змiнної для всiх значень x ∈ X
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за вийнятком деякої множини першої категорiї, буде сукупно
квазiнеперервним, що є найкращим узагальненням вiдомого результату
С.Кемпiстого про квазiнеперервнiсть нарiзно квазiнеперервних функцiй,
над розвитком якого працювало багато математикiв (Н.Мартiн,
Т.Нойбрун, З.Пьотровський, В.Маслюченко та iншi); разом з тим у
тому випадку коли простори Y та Z мають злiченну базу доведена
необхiднiсть вказаних вище умов для сукупної квазiнеперервностi;

• введено поняття перехiдностi вiдображень f : X → Y мiж довiльними
топологiчними просторами, з допомогою якого встановлена теорема про
декомпозицiю неперервностi, частинними випадками якої є попереднi
результати В.Крецу та В.Маслюченка, М.Р.Вуйцiка та М.С.Вуйцiка,
Р.Мiмни i Р.Мiмни та Д.Розе, i теорема про декомпозицiю сукупної
неперервностi, яка значно покращує результати З.Пьотровського,
М.С.Вуйцiка i Р.Мiмни; як наслiдок отримана нова теорема про
неперервнiсть скiнченновимiрних лiнiйних вiдображень iз замкненим
графiком;

• вперше дано характеризацiю рiзних ослаблень неперевностi з допомогою
операторiв замикання та внутрiшностi, тим самим узагальнено
результати Р.Мiмни, Я.Борсiка та П.Келлера на цю тему;

• дослiджено величину множини точок сукупної неперервностi нарiзно
монотонних функцiй, зокрема встановлено, що кожна нарiзно монотонна
функцiя є точково розривною, що дало вiдповiдь на питання О.Скаскiва;

• отримано найкращу теорему про великi коливання для функцiй двох
змiнних;

• для просторiв досить загального типу новим методом отримано
характеризацiю множини точок симетричної квазiнеперервностi функцiй
двох змiнних, що розвиває результат Е.Котлiки та А.Малiзевського для
функцiй f : R2 → R;

• розроблено новий метод побудови розривних двосторонньо
квазiнеперервних перехiдних функцiй, який показав, що в результатi
Й.Добоша про неперервнiсть двосторонньо квазiнеперервних функцiй
умову замкненостi графiка не можна замiнити на перехiднiсть;
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• поняття горизонтальної квазiнеперервностi перенесено на
мультифункцiї i отримано новi теореми про сукупну неперервнiсть
та квазiнеперервнiсть, якi узагальнюють вiдповiднi результати Ґ.Дебса
та Т.Нойбрунна.

Наукове та практичне значення одержаних результатiв.
Дисертацiя носить теоретичний характер. Її результати можуть бути
використанi в загальнiй теорiї функцiй, функцiональному аналiзi i
знаходяться на передньому краї сучасних дослiджень з цiєї тематики.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, включенi в дисертацiю,
одержанi здобувачем особисто. Зi спiльних праць [196–197, 343, 348, 351–352,
354, 391] до дисертацiї включенi тiльки тi результати, якi належать автору
особисто. В спiльних працях [196, 197, 343, 348, 352, 354] В.Маслюченку
належить постановка задач та загальне керiвництво, а в працi [351]
В.Маслюченко запропонував iдею застосування (2, 3)-схем.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались
на рiзного рiвня конференцiях [224–229, 344–345, 347, 349, 361, 366–368, 370,
372, 374, 375–376, 379–380, 385, 387–388, 390, 392].

Публiкацiї. Всього за темою дисертацiї написано 58 праць, якi не увiйшли
до кандидатської дисертацiї автора. Серед них 30 – це статi у фахових
математичних журналах, а 28 – тези та матерiали мiжнародних конференцiй.
Основнi результати дисертацiї опублiкованi в працях [82, 196, 197, 226, 230,
343, 348, 351–352, 354, 359–360, 362–365, 369, 371, 375, 378, 382–384, 386, 389,
391, 393], серед яких 18 написанi без спiвавторiв. В працях [194, 338, 353]
додатково вiдображаються результати дисертацiї.

Структура та обсяг роботи. Дана робота складається з перелiку
умовних позначень, вступу, семи роздiлiв, висновкiв, списку використаних
джерел та покажчика термiнiв. Загальний обсяг роботи – 320 с. Головна
частина (без списку використаних джерел i покажчика термiнiв) займає 282с.

Висловлюю велику вдячнiсть своєму науковому керiвнику Володимиру
Кириловичу Маслюченку за постановку задач i постiйну увагу до цiєї
роботи.
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РОЗДIЛ 1.

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ I ДОПОМIЖНI РЕЗУЛЬТАТИ

1.1. Квазiнеперервнiсть та її рiзновиди

1.1.1. Поняття квазiнеперервностi виникло при дослiдженнi зв’язкiв мiж
нарiзною та сукупною неперервнiстю. Часто трапляється так, що нарiзно
неперервнi функцiї є квазiнеперервними за сукупнiстю змiнних. Термiн
квазiнеперервнiсть першим увiв у вжиток Стефан Кемпiстий в [153]. Вiн
показав наскiльки корисною буває квазiнеперервнiсть при дослiдженнi
сукупної неперервностi нарiзно неперервних функцiй багатьох змiнних.

Вiдображення f : X → Y топологiчного простору X у топологiчний
простiр Y називається квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для будь-яких
околiв V точки f(x) в Y i U точки x вX iснує вiдкрита непорожня множинаG
в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Вiдображення f квазiнеперервне, якщо воно
є таким у кожнiй точцi простору X. Квазiнеперервнiсть нарiзно неперервних
функцiй двох дiйсних змiнних уперше виявив В.Вольтерра. На це вказує
Р. Бер [10, с.94], який виводить цю властивiсть з наявностi у таких функцiй
на кожнiй горизонталi щiльної множини точок сукупної неперервностi. Г.Ган
[127] (теорема III) встановив, що нарiзно неперервнi функцiї f : Rn → R є
квазiнеперервними. Але лише С.Кемпiстий [153] усвiдомив важливiсть цiєї
властивостi, що була вiдкрита до нього, пiдiбрав для неї влучну назву,
розглянувши разом з тим рiзноманiтнi модифiкацiї квазiнеперервностi.

В.Бледзой в [20] увiв околову властивiсть функцiй, якi дiють мiж
метричними просторами. Функцiя f : (M1, d1) → (M2, d2) називається
околовою в точцi x0 ∈ M1, якщо для кожного ε > 0 iснують δ > 0 i
точка a ∈ M1, такi, що d1(x0, x) + d2(f(x0), f(x)) < ε для всiх x, для
яких d1(x, a) < δ, i просто околовою, якщо вона є такою в кожнiй точцi.
В [191] С.Маркус встановив, що поняття квазiнеперервностi та околовостi
є еквiвалентними. Там же було перенесено поняття квазiнеперервностi на
випадок довiльних топологiчних просторiв, яке в С.Кемпiстого було дано
лише для дiйсних функцiй, визначених на параллелепипедах в Rn.

Н.Левiн в [164] увiв поняття напiвнеперервної функцiї, використавши
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поняття напiввiдкритої множини (також вживається термiн квазiвiдкрита
множина). Множина A топологiчного простору X напiввiдкрита (iнша назва
квазiвiдкрита), якщо A ⊆ intA. Вiдображення f : X → Y називається
напiвнеперервним [164], якщо прообраз довiльної вiдкритої множини є
напiввiдкритою множиною. В [237] А.Нойбрунова показала, що поняття
квазiнеперервностi та напiвнеперервностi є еквiвалентними.

Цiкава характеризацiя квазiнеперервностi дана в [235] та [331]:
вiдображення f : X → Y є квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли

f(U) ⊆ f(A)

для довiльних вiдкритої множини U в X та множини A ⊆ X, таких,
що U ⊆ A. Зауважимо, що в [159, лема 4] В.Кульпа i А.Шиманський
це включення використовували лише тiльки як необхiдну умову
квазiнеперервностi. Саме ж поняття квазiнеперервностi вiдображення в
них фiгурує як ручне (tame) вiдображення i P−клiкове.

Також в термiнах замикання образу В.Маслюченко [339] увiв поняття
сильної квазiнеперервностi. Вiдображення f : X → Y називається сильно
квазiнеперервним, якщо f(U) ⊆ f(U ∩ C(f)) для довiльної вiдкритої
непорожньої множини U в X. Там же в [339] було встановлено, що сильна
квазiнеперервнiсть рiвносильна одночаснiй квазiнеперервностi та точковiй
розривностi.

При вивченнi рiзних ослаблень неперервностi природно виникає питання
про вивчення типу множини їх точок неперервностi, тобто з’ясування
наскiльки далеко вони вiдiйшли вiд неперервностi. В.Бледзой [20] i С.Маркус
[191] з’ясували, що у квазiнеперервного вiдображення f : X → Y

зi значеннями в метричному просторi просторi Y множина D(f) точок
розриву є першої категорiї (C.Маркус насправдi розглядав вiдображення
з усюди щiльною множиною точок клiковостi), а Н.Левiн [164] показав,
що те ж саме вiрно, коли Y задовольняє другу аксiому злiченностi.
З.Пьотровський в [256] поставив питання: для берiвського простору X

знайти "великi"простори Y , такi, що кожне квазiнеперервне вiдображення
f : X → Y має непорожню множину C(f) точок неперервностi. Пiд
термiном "великi"простори розумiються неметризовнi простори без злiченної
бази. Як приклад того, що не для всiх просторiв Y квазiнеперервна
функцiя має непорожню множину точок неперервностi наводиться пряма
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Зоргенфрея L i тотожня функцiя f : R → L, f(x) = x, x ∈ R, яка є
квазiнеперервною i C(f) = ∅. Певний крок в напрямку було зроблено в [138],
де встановлено, що для берiвського простору X, слабко вичерпного простору
Y та квазiнеперервного вiдображення f : X → Y множина C(f) є всюди
щiльною та типу Gδ.

В [346] В.Маслюченко та В.Нестеренко встановили, що кожна Fσ множина
першої категорiї на осi є множиною точок розриву деякої квазiнеперервної
функцiї f : R → R. Т.Салат в [286] поставив питання про опис множини
C(f) квазiнеперервних функцiй f : X → R для загальних топологiчних
просторiвX. ДляX = R2 характеризацiю одержав З.Ґранде в [122]. Я.Борсiк
у [30] встановив, що для берiвського псевдометризовного (або берiвського
досконало нормального локально зв’язного) простору X множина M є
множиною точок розриву деякої квазiнеперервної функцiї f : X → R тодi i
тiльки тодi, колиM є Fσ-множиною першої категорiї. В [193] О.Маслюченком
була дана характеризацiя множини точок неперервностi квазiнеперервної
функцiї для не тiльки берiвських просторiв. Так, зокрема, за допомогою
поняття σ-стичної множини встановлено, що для спадково нормального
простору X множина E є множиною точок розриву деякої квазiнеперервної
функцiї тодi i тiльки тодi, коли E є σ-стичною множиною. Також множини
точок неперервностi квазiнеперервних вiдображень дослiджувалися в [154],
де для їх вивчення застосовувалася теорiя топологiчних iгор.

Множину точок квазiнеперервностi вiдображення f будемо позначати
K(f). Вивчення множини точок квазiнеперервностi було розпочато в
працi Я.Липинського та Т.Салата [169], де встановлено, що для повного
метричного щiльного в собi простору X i метричного простору Y з принаймнi
однiєю точкою накопичення множина E ⊆ X буде множиною точок
кваiзнеперервностi деякої функцiї f : X → Y тодi i тiльки тодi, коли intE \E
є множиною першої категорiї. В [373] було встановлено, що для берiвського
простору X, який задовольняє другу аксiому злiченностi, метризовного
простору Y , вiдображення f : X → Y та вiдкритої непорожньої множини
G в X виконується альтернатива: або множина A не є щiльною в G, або
множина (X \ A) ∩G першої категорiї.

1.1.2. Термiн клiковiсть був введений Г.Тiльманом в [301], хоча властивiсть
клiковостi розглядалася ще В.Бледзоєм в [20]. Нехай X – топологiчний
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простiр, Y – метричний простiр з метрикою |◦−◦|. Для непорожньої множини
A ⊆ Y та функцiї f : X → Z позначимо через ωf(A) = sup

u,v∈A
|f(u) − f(v)|

коливання функцiї f на множинi A. Функцiя f : X → Y називається
клiковою в точцi x ∈ X, якщо для кожного ε > 0 i довiльного околу U точки
x в X iснує вiдкрита непорожня множина G, така, що G ⊆ U i ωf(G) < ε,
i просто клiковою, якщо вона є такою в кожнiй точцi. Очевидно, що кожна
квазiнеперервна функцiя зi значеннями в метричному просторi є клiковою.
Там же в [301] повiдомлено, що множина точок розриву клiкової функцiї з R
в R є першої категорiї.

С.Маркус в [191] встановив, що для берiвського простору X та метричного
простору Y множина D(f) точок розриву клiкової функцiї f : X → Y є
першої категорiї. Пiзнiше Й.Добош та Т.Салат [70] одержали характеризацiю
клiкових функцiй через множину точок розриву. Вони встановили, що для
берiвського простору X та метричного простору Y функцiя f : X → Y є
клiковою тодi i тiльки тодi, коли множина D(f) є першої категорiї. З цього
факту випливає, що для вказаних просторiв клiковiсть рiвносильна точковiй
розривностi, тобто наявностi у вiдображення всюди щiльної множини точок
неперервностi.

Вiдмiтимо, що коли множина A(f) точок клiковостi деякої функцiї f
є всюди щiльна, то функцiя f клiкова. Я.Лiпiнський та Т.Салат в [169]
встановили, що для довiльного топологiчного простору X та метричного
простору Y множина A(f) довiльної функцiї f : X → Y є замкненою.
Там же встановлено наступну характеризацiю множини точок клiковостi: для
метричних просторiв X та Y , причому простiр X без iзольованих точок, а в
просторi Y iснує фундаментальна послiдовнiсть з рiзних елементiв, множина
A ⊆ X є множиною точок клiковостi деякої функцiї f : X → Y тодi i тiльки
тодi, коли множина A є замкненою в X.

Я.Борсiк у [30] поставив задачу про вивчення трiйки множин
(C(f), K(f), A(f)), а саме: знайти умови на простори X та Y , що для
довiльних пiдмножина C ⊆ K ⊆ A в X, де C множина типу Gδ, A – замкнена
множина i A \ C – множина першої категорiї, iснує функцiя f : X → Y ,
така, що C(f) = C, K(f) = K i A(f) = A. Вiн вiдзначає, що Я.Еверт
та Я.Лiпiнський в [80] встановили, що згадана вище умова виконується для
нормованих просторiв X та Y , де X до того ж є берiвським. Сам Борсiк
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у [30] розв’язує сформульовану ним проблему для Y = R i простору X,
який є берiвським псевдометризовним без iзольованих точок або розкладним
досконало нормальним локально зв’язним. Також у [30] дано характеризацiю
множини точок клiковостi вiдображень f : X → Y , де X – довiльний
топологiчний простiр, а Y – метричний простiр з принаймнi однiєю точкою
накопичення.

Пiзнiше в [31] Борсiк дає описи четвiрок (C(f), K(f), E(f), A(f)), де
E(f) – множина точок квазiнеперервностi зверху та знизу функцiї f , для
X = Y = R, а у [29] – у випадку, коли X – берiвський метричний простiр без
iзольованих точок та Y = R.

Крiм самого поняття клiковостi iснує велика кiлькiсть його аналогiв (див.
[268, 269, 356]).

1.1.3. Поняття двосторонньої квазiнеперервностi було введене З.Ґранде
та Т.Наткацєцем в [123] у зв’язку з дослiдженням наявностi у оберненого
вiдображення властивостей, якi має пряме вiдображення. Кажуть, що
функцiя f : R → R квазiнеперервна справа /злiва/ в точцi x0, якщо
для довiльних додатних чисел ε i δ iснує вiдкрита непорожня множина G,
така , що G ⊆ [x0, x0 + δ) /G ⊆ (x0 − δ, x0]/ i |f(x) − f(x0)| < ε на G.
Функцiя f : R → R називається двосторонньо квазiнеперервною в точцi
x0, якщо вона в нiй одночасно квазiнеперервна i справа, i злiва. Функцiя
f : R → R називається квазiнеперервною справа, злiва чи двосторонньо
квазiнеперервною, якщо вона є такою в кожнiй точцi x ∈ R. Позначимо через
B(f), K+(f) i K−(f) множини точок двосторонньої квазiнеперервностi,

квазiнеперервностi справа i квазiнеперервностi злiва вiдповiдно. Зрозумiло,
що B(f) = K+(f) ∩K−(f) ⊆ K(f).

В [23] Я.Борсiк охарактеризував набiр (C(f), B(f), K+(f), K−(f), K(f),

A(f)) для функцiй з R в R: для того, щоб для пiдмножин C,B,K1, K2, K,A

з R iснувала функцiя f : R→ R, така, що C(f) = C,B(f) = B,K+(f) = K1,
K−(f) = K2, K(f) = K,A(f) = A необхiдно i досить, щоб

C ⊆ B ⊆ K1 ∩K2 ⊆ K1 ∪K2 ⊆ K ⊆ A,

множина C була типу Gσ, A – замкнена, A \ C – першої категорiї i K \ B –
злiченна.

Поняття двосторонньої квазiнеперервностi переноситься на випадок
довiльних топологiчних просторiв. Так, Я.Борсiк в [23], увiв поняття

17



B-квазiнеперервностi, S-квазiнеперервностi та T -квазiнеперервностi для
вiдображень f : X → Y мiж двома топологiчними просторами, якi
для X = R еквiвалентнi двостороннiй квазiнеперервностi. Вiдображення
f : X → Y називається B-квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для
довiльного околу V точки y = f(x) в Y i довiльної областi O в X,
такої, що x ∈ O iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що
G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Якщо вiдображення B-квазiнеперервне у кожнiй
точцi, то воно називається B-квазiнеперервним. Зауважимо, що якщо в
означеннi B-квазiнеперервностi вимагати вiд множини O лише вiдкритостi,
то таке означення буде еквiвалентне неперервностi. Множину точок B-
квазiнеперервностi позначимо через KB(f).

Характеризацiя множини точок B-квазiнеперервностi для деяких типiв
топологiчних просторiв була дана в [23]: для локально зв’язного досконало
нормального майже розкладного топологiчного простору X множина B ⊆ X

буде множиною точок B-квазiнеперервностi деякої функцiї f : X → R тодi
i тiльки тодi, коли множина B \B першої категорiї. Подiбний результат там
же встановлено i для множини точок S-квазiнеперервностi.

Аналогiчно тому, як було введено двосторонню квазiнеперервнiсть, в
[28, 86] вводиться поняття двосторонньої клiковостi та подано опис множини
точок двосторонньої клiковостi.

Сукупнi властивостi аналогiв двосторонньої квазiнеперервностi вивчалися
в [106].

1.1.4. Поняття ледь неперервностi з’явилося при дослiдженнi
iнварiантностi берiвських просторiв у статтi З.Фролiка [83]. Вiдображення
f : X → Y мiж двома топологiчними просторами називається ледь
неперервним у точцi x ∈ X, якщо для довiльного околу V точки f(x)

в Y iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що f(G) ⊆ V , i
просто ледь неперервним, якщо є таким в кожнiй точцi. Легко бачити, що
кожне квазiнеперервне вiдображення є ледь неперервним, але не навпаки.
Позначимо через L(f) множину точок ледь неперервностi вiдображення f , а
клас всiх ледь неперервних вiдображень мiж топологiчними просторами X

та Y через L(X, Y ).
В [83] встановлено, що колиX є сепарабельним простором, а вiдображення

f : X → Y ледь неперервне i сюр’єктивне, то простiр Y теж сепарабельний.
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Також там встановлено, що коли бiєкцiя f : X → Y мiж двома топологiчними
просторами, така, що вiдображення f i f−1 ледь неперервнi, то простiр X

берiвський тодi i тiльки тодi, коли простiр Y берiвський. Результати на цю
тему опублiковано також в [94, 232].

Що стосується точок неперервностi ледь неперервних вiдображень, то
в працi [321] був наведений приклад ледь неперервної та скрiзь розривної
функцiї f : R→ R.

1.1.5. В 1969 роцi Н.Бiсвас [19] увiв поняття просто вiдкритої множини i
простої неперервностi та вивчав їх властивостi. Множина A топологiчного
простору називається просто вiдкритою, якщо вона є об’єднанням вiдкритої
i нiде не щiльної множин. Вiдображення f : X → Y називається просто
неперервним, якщо прообраз кожної вiдкритої множини є просто вiдкритою
множиною. Очевидно, що кожне квазiнеперервне вiдображення є просто
неперервним.

Поняття простої неперервностi в точцi було введено Я.Борсiком та
Й.Добошом в [39]. Вiдображення f : X → Y називається просто неперервним
в точцi x ∈ X, якщо для довiльного околу V точки f(x) в Y i довiльного
околу U точки x в X множина f−1(V ) \ int(f−1(V )) є нiде не щiльною в
U . Множину точок простої неперервностi вiдображення f будемо позначати
N(f). В [39] описано множину точок простої неперервностi: для берiвського
досконало нормального розкладного простору X та метричного простору Y ,
який має принаймнi одну точку накопичення i є сепарабельним або цiлком
обмеженим, множина N ⊆ X є множиною точок простої неперервностi
деякого вiдображення f : X → Y тодi i тiльки тодi, коли intN ⊆ N i множина
N \N першої категорiї.

Зв’язок мiж простою неперервнiстю та клiковiстю дослiджувався в [39, 68,
237].

1.1.6. Далi розглянемо два ослаблення неперервностi, якi за певних умов
на простiр значень випливають з клiковостi. Першим ослабленням є м’яка
неперервнiсть. М’яка неперервнiсть була введена Я.Борсiком та Й.Добошом
в [38] для покращення теореми про декомпозицiю неперервностi майже
неперервних вiдображень. Через Sf позначимо множину точок x ∈ X, для
яких iснує база V околiв точки f(x) в Y , така, що для кожного V ∈ V i
для кожного околу U точки x в X множина f−1(V ) \ intf−1(V ) є нiде не
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щiльною в U . Якщо множина Sf є всюди щiльною в X, то вiдображення
f називається м’яко неперервним. М’яко неперервнi вiдображення можуть
бути скрiзь розривними.

Множина A топологiчного простору X має властивiсть Бера [325, c. 93],
якщо iснує вiдкрита множина U в X, така, що A4 U = (A \ U) ∪ (U \ A) є
множиною першої категорiї в X. Очевидно, що кожна вiдкрита множина має
властивiсть Бера. Клас всiх множин з властивiстю Бера утворює σ-алгебру.
Вiдображення f : X → Y має властивiсть Бера [325, c. 408], якщо прообраз
кожної вiдкритої множини має властивiсть Бера. В [301] Г.Тiлманом було
встановлено, що кожна клiкова функцiя f : X → R має властивiсть Бера.

1.1.7. Для функцiй вiд декiлькох змiнних можна розширити ряд
понять, подiбних до квазiнеперервностi. С.Кемпiстий в [153] увiв поняття
симетричної квазiнеперервностi для для вiдображень визначених на n-
вимiрних паралелепiпедах. Н.Мартiн в [192] перенiс поняття симетричної
квазiнеперервностi на випадок вiдображень f : X × Y → Z зi значеннями
в метричному просторi Z, хоча насправдi його природнiше формулювати
в загальнiй ситуацiї, коли X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X × Y → Z симетрично квазiнеперервне вiдносно x в точцi
p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для кожного околу W точки z = f(p) в Z i будь-
яких околiв U точки x в X i V точки y в Y iснують окiл G точки x в X i
вiдкрита непорожня множинаH в Y , такi, що G×H ⊆ U×V i f(G×H) ⊆ W .
Аналогiчно вводиться поняття симетричної квазiнеперервностi вiдносно y.
Вiдображення f : X × Y → Z називається симетрично квазiнеперервним
в точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо воно симетрично квазiнеперервне
вiдносно x i вiдносно y в точцi p. Вiдображення називається симетрично
квазiнеперервним, симетрично квазiнеперервним вiдносно x чи симетрично
квазiнеперервним вiдносно y, якщо воно є таким в кожнiй точцi.

Легко зрозумiти, що коли вiдображення f : X × Y → Z симетрично
квазiнеперервне вiдносно x чи симетрично квазiнеперервностi вiдносно y в
точцi p, то воно квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних у точцi p.

Аналогiчно до симетричної квазiнеперервностi З.Ґранде в [119] увiв
поняття симетричної клiковостi. Для метричного простору Z i топологiчних
просторiв X та Y функцiя f : X×Y → Z симетрично клiковою вiдносно x в
точцi p = (x, y) ∈ X×Y , якщо кожного ε > 0 i будь-яких околiв U точки x в
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X i V точки y в Y iснують окiл G точки x в X i вiдкрита непорожня множина
H в Y , такi, щоG×H ⊆ U×V i ωf(G×H) < ε, i просто симетрично клiковою
вiдносно x, якщо вона є такою в кожнiй точцi p ∈ X×Y . Так само вводиться
поняття симетричної клiковостi вiдносно y i симетричної клiковостi.

Дослiджуючи множину точок неперервностi функцiй вiд декiлькох
змiнних К.Беґель в [42] для функцiй, визначених на добутку паралелепiпедiв,
увiв властивiсть, слабшу за сукупну квазiнеперервнiсть, пiд назвою умова
(A). В [350], введену К.Беґелем умову (A), В.Маслюченко та В.Нестеренко
перенесли на випадок довiльних топологiчних просторiв пiд назвою
горизонтальна квазiнеперервнiсть. Вiдображення f : X×Y → Z називається
горизонтально квазiнеперервним у точцi p = (x, y) ∈ X × Y , якщо для
кожного околу W точки z = f(p) в Z i будь-яких околiв U точки x в X i
V точки y в Y iснують точка b ∈ V i вiдкрита непорожня множина G в X,
такi, що G ⊆ U i f(G×{b}) ⊆ W , i просто горизонтально квазiнеперервним,
якщо воно є таким, у кожнiй точцi добутку X × Y .

З метою покращення результатiв про сукупну неперервнiсть вiдображень
вiд двох змiнних А.Бузiад та Ж.-П.Троаллiк в [44] ввели поняття
квазiнеперервностi знизу вiдносно змiнної x. Вiдображення f : X × Y → Z

називається квазiнеперервним знизу вiдносно x у точцi p = (x, y) ∈ X × Y ,
якщо для кожного околуW точки z = f(p) в Z i будь-яких околiв U точки x в
X i V точки y в Y iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U

i f({x} × V ) ∩W 6= ∅ для кожної точки x ∈ G, i просто квазiнеперервним
знизу вiдносно x, якщо воно є таким, у кожнiй точцi добутку X × Y . Легко
переконатися, що коли вiдображення горизонтально квазiнеперервне в точцi,
то воно є i квазiнеперервним знизу вiдносно x в цiй точцi.

1.2. Майже неперервнi функцiї

1.2.1. Поняття майже неперервностi природно виникає при доведеннi
теорем про вiдкрите вiдображення та замкнений графiк [270] i теореми
Блумберґа [21]. Вiдображення f : X → Y називається майже неперервним в
точцi x ∈ X, якщо для будь-якого околу V точки f(x) в Y iснує множина A
в X, така, що A – окiл точки x в X i f(A) ⊆ V . Якщо вiдображення майже
неперервне в кожнiй точцi, то воно називається майже неперервним.
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Г.Блумберґ в [21] вводить поняття майже неперервностi для евклiдових
просторiв, називаючи майже неперервнi функцiї щiльно наближувальними,
i доводить, що кожна функцiя f : R → R є майже неперервною на щiльнiй
множинi в R. Iнша назва майже неперервностi – переднеперервнiсть [172].

Тип множини точок неперервностi майже неперервних вiдображень для
деяких типiв просторiв встановлено в [319]: для довiльного простору X

множина E ⊆ X є множиною точок розриву деякої майже неперервної

функцiї f : X → R тодi i тiльки тодi, коли E =
∞⋃
n=1

Gn, де Gn – вiдкритi

множини в розкладному ядрi простору X. Крiм того, там пiдмiчено, що
множина точок розриву майже неперервного вiдображення зi значеннями в
регулярному просторi не може мати iзольованих точок.

Майже неперервнiсть не повязана з квазiнеперервнiстю, тобто iснують
майже неперервнi вiдображення, якi не є квазiнеперервними i навпаки.

1.2.2. Як модифiкацiю понять квазiнеперервностi та майже неперервностi
в [38] було введено майже квазiнеперервнiсть. Вiдображення f називається
майже квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки
f(x) в Y i для кожного околу U точки x в X iснує множина A в X, така,
що ∅ 6= intA ⊆ U i f(A) ⊆ V , i просто майже квазiнеперервним, якщо
воно є таким у кожнiй точцi. Зрозумiло, що кожне квазiнеперервне чи майже
неперервне вiдображення є майже квазiнеперервним.

В лiтературi поняття майже квазiнеперервностi зустрiчається також
пiд назвою β-неперервнiсть [1]. Пiдмножина A топологiчного простору X

називається β-вiдкритою [1], якщо A ⊆ intA. Вiдображення f : X → Y

називається β-неперервним [1], якщо прообраз кожної вiдкритої множини є
β-вiдкритою множиною.

В [26] i [78] подано опис множини точок майже квазiнеперервностi.
Властивостi майже неперервностi та її аналогiв дослiджувалися в [64, 140,

265, 287, 303].

1.3. Властивiсть Дарбу та її аналоги

1.3.1. Властивiсть Дарбу є узагальненням на топологiчнi простори добре
вiдомої властивостi промiжного значення для функцiй з R в R. Нагадаємо,
що функцiя f : R → R має властивiсть промiжного значення, якщо для
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довiльних чисел a та b, таких, що a 6= b, f(a) 6= f(b) i довiльного числа y, яке
лежить мiж числами f(a) та f(b) iснує число x, що лежить мiж числами
a та b i f(x) = y. Згiдно з теоремою Больцано-Кошi кожна неперервна
функцiя має властивiсть промiжного значення. Ґ.Дарбу в [61] показав, що
iснують розривнi функцiї, якi мають властивiсть промiжного значення. Там
же було встановлено, що кожна похiдна функцiя має властивiсть промiжного
значення.

Вiдображення f : X → Y мiж двома топологiчними просторами
має властивiсть Дарбу, якщо образ кожної зв’язної множини є зв’язною
множиною [48]. Множина точок неперервностi функцiй з властивiстю Дарбу
може бути порожньою [48, приклад 3.2].

В [48] було введено поняття властивостi Дарбу в точцi. Для функцiї
f : R → R позначимо через C+(f, x) правосторонню граничну множину
для функцiї f в точцi x, тобто множину точок y, для кожної з яких iснує
послiдовнiсть (xn), така, що x < xn, xn → x i f(xn) → f(x). Аналогiчно
вводиться поняття лiвосторонньої граничної множини C−(f, x) для функцiї
f в точцi x. Функцiя f : R → R має властивiсть Дарбу в точцi x справа,
якщо f(x) ∈ C+(f, x) i для довiльних чисел A,B ∈ C+(f, x), A < B,
довiльного числа C ∈ (A,B) та ε > 0 iснує точка c ∈ (x, x + ε), така, що
f(c) = C. Аналогiчно вводиться поняття властивостi Дарбу у точцi злiва.
Функцiя f : R → R має властивiсть Дарбу в точцi x, якщо вона має
властивiсть Дарбу справа i злiва в цiй точцi. Множину точок з властивiстю
Дарбу функцiї f позначимо Dar(f). Функцiя f : R → R має властивiсть
Дарбу тодi i тiльки тодi, коли Dar(f) = R [60]. В [276] встановлено, що для
функцiї f : R → R множина Dar(f) є типу Gδ. Обернену задачу розв’язано
в [167] i [54], де встановлено, що для довiльних Gδ пiдмножин A та B в R,
таких, що A ⊆ B iснує функцiя f : R→ R, для якої C(f) = A i Dar(f) = B.

В деяких теоремах про декомпозицiю неперервностi вiдображень з
властивiстю Дарбу достатньо вимагати у вiдображення наявностi слабкої
властивостi Дарбу [347] (iнша назва O-зв’язнiсть [205]). Вiдображення
f : X → Y мiж двома топологiчними просторами має слабку властивiсть
Дарбу, якщо образ кожної зв’язної вiдкритої множини, тобто областi в X, є
зв’язною множиною в Y .

1.3.2. Поняття зв’язного вiдображення було введене Дж.Нешем у [215]
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у зв’язку з вивченням напiвзамкнених множин. Графiком вiдображення
f мiж топологiчними просторами X та Y називається множина
Gr(f) = {(x, f(x)) ∈ X × Y : x ∈ X}. Вiдображення f : X → Y мiж
двома топологiчними просторами X та Y називається зв’язним, якщо
графiк Gr(f |A) звуження f |A вiдображення f на довiльну зв’язну множину
A ⊆ X є зв’язною множиною в X × Y . В своїй роботi 1956 року [215]
Дж.Неш поставив питання: чи буде вiрна теорема Брауера про нерухому
точку для зв’язних функцiй? О.Гамiльтон в [129] дав ствердну вiдповiдь
на поставлене Дж.Нешом питання. Однак, Дж.Стеллiнґз помiтив, що
доведення О.Гамiльтона мiстить помилку. В працi [294] Дж.Стеллiнґз
показав, що помилку О.Гамiльтона можна нiвелювати, врахувавши той факт,
що образ замкненої множини при зв’язному вiдображеннi є напiвзамкненою
множиною.

Аналогiчно до того як вводилось поняття точкової властивостi Дарбу,
в [92] було введено поняття зв’язностi вiдображення в точцi. Там же було
дослiджено множину точок зв’язностi довiльного вiдображення.

Окремий пiдклас зв’язних вiдображень займають вiдображення зi
зв’язним графiком, тобто вiдображення f : X → Y , для яких множина
Gr(f) є зв’язною в X × Y . Кожна функцiя з R в R, що має зв’язний графiк,
має i властивiсть Дарбу. Якщо функцiї визначенi на R2, то це вже не так.
Прикладом служить функцiя Шварца sp : R2 → R, яка визначена так:
sp(x, y) = 2xy

x2+y2 для (x, y) 6= (0, 0) i sp(0, 0) = 0.
1.3.3. Поняття S-неперервностi було введено в [294] Дж.Стеллiнґзом, у

зв’язку з узагальненням теореми Брауера про нерухому точку. Вiдображення
f : X → Y називається S-неперервним, якщо для кожної вiдкритої множини
W в X × Y , такої, що Gr(f) ⊆ W iснує таке неперервне вiдображення
g : X → Y , що Gr(g) ⊆ W . У Дж.Стеллiнґза ця властивiсть вiдображення
фiгурує пiд назвою ”майже неперервнiсть”. Оскiльки пiд термiном майже
неперервностi у нас задiяна iнша властивiсть, то введену Дж.Стеллiнґзом
ослаблену неперервнiсть ми тут будемо називати S-неперервнiстю.

Кажуть, що топологiчний простiр X має властивiсть нерухомої точки,
якщо кожна неперервна функцiя f : X → X має нерухому точку. В
[294] Дж.Стеллiнґз встановив наступний результат: якщо X – гаусдорфовий
простiр з властивiстю нерухомої точки, то кожне S-неперервне вiдображення
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f : X → X має нерухому точку.
К.Келлум в [150] помiтив, що S-неперервних функцiй з [a, b] в R настiльки

багато, що кожна функцiя f : [a, b]→ R є сумою двох S-неперервних функцiй.
Крiм того, iснують скрiзь розривнi S-неперервнi функцiї з R в R. Також
вiдмiтимо, що в [118] З.Ґранде було наведено приклад нарiзно неперервної
функцiї f : [a, b]2 → R, яка не є S-неперервною. Пiзнiше в [323] В.Крецу
та В.Маслюченком було запропоновано загальний метод побудови нарiзно
неперервних не S-неперервних функцiй f : [a, b]2 → R, який показує, що
крiм прикладу З.Ґранде i класична нарiзно неперервна функцiя Шварца не
є S-неперервною.

Зауважимо, що кожна S-неперервна функцiя f : R → R є зв’язною
функцiєю, а отже, має властивiсть Дарбу i тому множина точок неперервностi
S-неперервної функцiї f : R→ R може бути порожньою.

Локальна характеризацiя S-неперервностi для функцiй з R в R була дана
в [143]. Функцiя f : R → R називається S-неперервною справа в точцi x,
якщо:

1) f(x) ∈ C+(f, x);
2) iснує число ε > 0, таке, що для вiдкритої множини W в R2, такої, що

Grf |[x,+∞) ⊆ W , довiльної точки y ∈ (limt→x+0f(f), limt→x+0f(f)), довiльного
околу O точки (x, y) в R2 i довiльної точки t ∈ (x, x + ε) iснує неперервна
функцiя g : [x, x+ ε]→ R, така, що Grg ⊆ W ∪O, g(x) = y i g(t) = f(t).

Аналогiчно вводиться поняття S-неперервностi злiва в точцi. Якщо
функцiя f S-неперервна справа i злiва в точцi x, то вона називається S-
неперервною в точцi x. В [143] встановлено, що функцiя f : R → R S-
неперервна тодi i тiльки тодi, коли f S-неперервна для кожного x ∈ R. Там же
встановлено, що множина точок S-неперервностi довiльної функцiї f : R→ R
є типу Gδ, а також розв’язано обернену задачу.

1.3.4. Для функцiй першого класу Бера властивiсть Дарбу еквiвалентна
iншим властивостям [96]. В 1907 роцi Дж.Юнґ [315] розглянув таку
властивiсть функцiй f : R → R: для кожної точки x ∈ R iснують
послiдовностi (x′n) i (x′′n), такi, що x′n < x′n+1 < x < x′′n+1 < x′′n для кожного
номера n, x′n → x, x′′n → x, f(x′n) → f(x) i f(x′′n) → f(x). Таку властивiсть
функцiї називають властивiстю Юнґа. В [315] Дж.Юнґ встановив, що
для функцiй першого класу Бера властивiсть Дарбу i властивiсть Юнґа
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еквiвалентнi.
Узагальненням властивостi Юнґа на випадок довiльних топологiчних

просторiв стала периферiйна неперервнiсть, яка була введена О.Гамiльтоном
в [129]. Вiдображення f : X → Y називається периферiйно неперервним в
точцi x ∈ X, якщо для довiльних околiв U i V точок x в X i y = f(x)

в Y , вiдповiдно, iснує вiдкритий окiл G точки x в X, такий, що G ⊆ U i
f(fr(G)) ⊆ V , де fr(G) означає межу множини G, i просто периферiйно
неперервним, якщо воно є таким в кожнiй точцi x ∈ X.

Всi функцiї з введеними в цьому пiдроздiлi властивостями називаються
функцiями типу Дарбу. До функцiй типу Дарбу також вiдносяться
розширювальнi функцiї [294]. Для дiйсних функцiй до типу Дарбу вiдносять
функцiї з досконалим шляхом [201], властивiстю промiжного значення
Кантора [100] та сильною (слабкою) властивiстю промiжного значення
Кантора [99, 279].

Деякi результати, пов’язанi з функцiями типу Дарбу дослiджувались в
[219, 141, 46, 90, 47, 187, 151, 81, 174, 300, 168, 245, 246, 58, 59, 91, 148, 98, 56,
97, 175, 104, 108, 277, 128, 247, 190, 142, 179, 291, 100, 124, 311, 152, 55, 220].

1.4. Функцiї iз замкненим графiком

1.4.1. Властивостi вiдображень з замкненим графiком добре вивченнi i їм
присвячена чимала лiтература. Зокрема, серед великої кiлькостi результатiв,
пов’язаних з умовою замкненостi графiка, слiд вiдзначити теорему Банаха
про замкнений графiк [318, с. 35, теорема 7], яка твердить, що для довiльних
F -просторiв X та Y кожне адитивне вiдображення f : X → Y iз замкненим
графiком є неперервним. У ХХ ст. ця теорема дiстала значний розвиток у
працях рiзних математикiв (див. [158] i вказану там лiтературу).

Легко переконатися, що не кожна функцiя f : R → R iз замкненим
графiком є неперервною. Однак, за певних умов на простори вiдображення
f : X → Y iз замкненим графiком буде неперервним. Наприклад, добре
вiдомий такий результат [73, с. 228]: якщо X – гаусдорфовий простiр i Y –
компакт, то вiдображення f : X → Y буде неперервним тодi i тiльки тодi,
коли воно має замкнений графiк. Iншi результати на цю тему є в статтях
[270, 5, 258, 307, 272]. Сюди ж слiд долучити i результат К.Е.Барґеса [52]:
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кожна локально обмежена функцiя f : R → R iз замкненим графiком є
неперервною.

Зауважимо, що функцiї з замкненим графiком самi по собi не дуже
розривнi. А саме, I.Баґґс [7] показав, що пiдмножина числової прямої
R є множиною точок розриву функцiї f : R → R iз замкненим
графiком тодi i тiльки тодi, коли вона замкнена i нiде не щiльна в R.
Результат Баґґса Й.Добош [67] перенiс на функцiї f : X → R, що
заданi на берiвських метризовних просторах. Крiм того, вiн встановив, що
для довiльного топологiчного простору X множина D(f) точок розриву
функцiї f : X → R iз замкненим графiком є замкненою множиною
першої категорiї в X i, навпаки, кожна замкнена множина першої категорiї
в досконало нормальному просторi X є множиною точок розриву деякої
функцiї f : X → R iз замкненим графiком. Цi дослiдження були ним
продовженi у працi [65], в якiй, зокрема, доведено, що кожна двосторонньо
квазiнеперервна функцiя f : R→ R iз замкненим графiком є неперервною.

Тип множини точок неперервностi функцiї iз замкненим графiком
дослiджувався в [8, 66].

В працях [130, 244] було введено поняття замкненостi графiка в точцi.
Для вiдображення f : X → Y покладемо C(f, x) =

⋂
{f(U) : U− окiл

точки x}. Множина C(f, x) називається граничною множиною функцiї f у
точцi x. Вiдображення f : X → Y має замкнений графiк в точцi x ∈ X,
якщо C(f, x) = {f(x)}. Множину C(f, x) називаютьграничною множиною
f у точцi x. Позначимо через H(f) множину точок, у яких вiдображення f
має замкнений графiк. МножинуH(f) описано в [24]: для майже розкладного
топологiчного просторуX пiдмножинаH буде множиною точок замкненностi
графiка деякої функцiї f : X → R тодi i тiльки тодi, коли H є Gδ-множиною.

1.4.2. Умова замкненностi графiка багатьма математиками, для одержання
точнiших результатiв в деяких декомпозицiйних теоремах замiнюється на
її слабшi (для багатьох типiв просторiв) аналоги. Так в [163] Н.Левiн
вводить поняття w∗-неперервностi i доводить, що для довiльних топологiчних
просторiв X i Y вiдображення f : X → Y є неперервним тодi i
тiльки тодi, коли воно слабко неперервне i w∗-неперервне. Вiдображення
f : X → Y називається w∗-неперервним, якщо множина f−1(fr(V )) є
замкненою в X для кожної вiдкритої множини V в Y . Р.Мiмна i Д.Розе
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узагальнили поняття w∗-неперервностi, увiвши в [208] поняття локальної
w∗-неперервностi. Вiдображення f : X → Y називається локально w∗-
неперервним, якщо iснує база B вiдкритих множин простору Y , така, що
множина f−1(fr(B)) є замкненою в X для кожного B ∈ B. Можна показати,
що з локальної w∗-неперервностi випливає w∗-неперервнiсть, але не навпаки.
Локальна w∗-неперервнiсть застосовувалася Р.Мiмною в [205] для замiни
умови замкненностi графiка в теоремi про неперервнiсть вiдображень iз
замкненим та зв’язним графiком.

Продовжуючи ланцюжок послаблень, Р.Мiмна та Д.Розе в [209] вводять
поняття локальної вiдносної неперервностi для одержання нового результату
про декомпозицiю неперервностi. Вiдображення f : X → Y називається
локально вiдносно неперервним, якщо iснує база B вiдкритих множин
простору Y , така, що множина f−1(B) є вiдкритою у пiдпросторi f−1(B)

для кожного B ∈ B. Ще слабшим виявилося поняття w∗-квазiнеперервностi,
яке було введене М.Матейдесом в [199], однак його вже не достатньо
для одержання неперервностi w∗-квазiнеперервних вiдображень зi зв’язним
графiком. Вiдображення f : X → Y називається w∗-квазiнеперервним у
точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки f(x) в Y iснують вiдкритий
окiл W точки f(x) в Y i квазiвiдкрита множина A в X, такi, що W ⊆ V ,
x ∈ A i A ∩ f−1(fr(W )) = ∅ i просто w∗-квазiнеперервним, якщо воно є
таким у кожнiй точцi x з X.

Поняття перехiдностi функцiй f : X → R, яке було введене В.Крецу
та В.Маслюченком в [323] для встановлення неперервностi S-неперервних
функцiй iз замкненим графiком, теж є ослабленням умови замкненностi
графiка. Функцiя f : X → R називається перехiдною зверху /знизу/ в
точцi x, якщо для довiльного ε > 0 iснують окiл U точки x i точка
y ∈ (f(x), f(x) + ε) /y ∈ (f(x) − ε, f(x))/, такi, що U ∩ f−1(y) = ∅. Якщо
функцiя перехiдна зверху i знизу в точцi x, то вона називається перехiдною
в точцi x. Функцiя називається перехiдною /зверху, знизу/, якщо вона є
такою в кожнiй точцi x з X.

1.4.3. Графiчна неперервнiсть була введена З.Ґранде в [120] пiд назвою
F -неперервнiсть як ослаблення умови замкненностi графiка. Там З.Ґранде
вивчав властивостi F -неперервних з [0, 1] в R, де, зокрема, встановив, що
довiльна функцiя f : [0, 1] → R є сумою двох F -неперервних, добутком
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двох F -неперервних чи поточковою границею послiдовностi F -неперервних
функцiй. Пiзнiше А.Захареску в [316] назвав цей тип узагальненної
неперервностi графiчною неперервнiстю. Вiдображення f : X → Y

називається графiчно неперервне, якщо iснує неперервне вiдображення
g : X → Y , таке, що Gr(g) ⊆ Gr(f). Аналогiчно до графiчної неперервностi
в [204] А.Мiкукка вводиться поняття графiчної квазiнеперервностi.

Багато питань, пов’язаних з графiчною неперервнiстю та її аналогами
розглянуто в працях [267, 281, 103, 203, 283, 284, 285].

1.5. Iншi ослаблення неперервностi

Поняття α-неперервностi було введене в [240] Т.Ноiрi пiд назвою сильна
напiвнеперервнiсть у зв’язку з вивченням образiв зв’язних просторiв. Сам
термiн α-неперервнiсть з’явився в [171]. Вiдображення f : X → Y

називається α-неперервним, якщо для кожної вiдкритої множини V в Y

прообраз f−1(V ) є α-вiдкритою множиною вX. Множина A α-вiдкрита [223],
якщо A ⊆ int(intA).

Екстремальна майже неперервнiсть, екстремальна β-неперервнiсть, LC-
неперервнiсть, суб-LC-неперервнiсть та ic-неперервнiсть були введенi для
одержання нових декомпозицiйних теорем. Пiдмножина A простору X

називається:

• локально замкненою [89], якщо A = U ∩ F , де U – вiдкрита множина в
X i F – замкнена множина в X;

• внутрiшньо-замкнена [88], якщо множина intA замкнена в A.

Вiдображення f : X → Y називається:

• екстремально майже неперервним [71], якщо f майже неперервне i
множина Sf замкнена в X;

• екстремально β-неперервним [71], якщо вiдображення f майже
неперервне чи квазiнеперервне в кожнiй точцi з X i Sf – замкнена
множина в X;
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• LC-неперервним в точцi x ∈ X [89], якщо для кожної вiдкритої
множини V в Y прообраз f−1(V ) є локально замкненою множиною в
X;

• суб-LC-неперервним в точцi x ∈ X [89], якщо iснує база B простору
Y , така, що для кожної множини V ∈ B прообраз f−1(V ) є локально
замкненою множиною в X;

• ic-неперервним в точцi x ∈ X [88], якщо для кожної вiдкритої множини
V в Y прообраз f−1(V ) є внутрiшньо-замкненою множиною в X.

Поняття функцiї типу Чезаро було введено в [293], також як необхiдна
умова неперервностi в декомпозицiйнiй теоремi. Вiдображення f : X → Y

називається функцiєю типу Чезаро, якщо iснують вiдкритi непорожнi
множини U в X i V в Y , що для кожного y ∈ V множина f−1(y) щiльна
в U .

В [147] П.Келлер увiв поняття щiльної властивостi вiдображення для
характеризацiї омега-граничних множин функцiй з властивiстю Дарбу.
Вiдображення f : X → Y має щiльну властивiсть вiдображення, якщо
для кожної пiдмножини A в X, такої, що множина A зв’язна в X маємо,
що f(A) ⊆ f(A). В [207] Р.Мiмна довiв, що для функцiй f : R → R щiльна
властивiсть вiдображення рiвносильна двостороннiй квазiнеперервностi.

Поняття функцiї Ґiбсона та слабкої функцiї Ґiбсона увiв К.Келлум
для встановлення неперервностi функцiй f : X → R, у яких множина
(X × R) \Grf незв’язна. Вiдображення f : X → Y називається функцiєю
Ґiбсона, якщо f(U) ⊆ f(U) для всiх вiдкритих множин U в X. Вiдображення
f : X → Y називається слабкою функцiєю Ґiбсона, якщо f(O) ⊆ f(O) для
довiльної областi (вiдкритої та зв’язної множини) O в X.

Крiм S-неперервних функцiй з R в R в [294] Дж.Стеллiнґз розглядав
вужчий клас так званих розширювльних функцiй. Вiдображення
f : X → Y називається розширювальне, якщо iснує зв’язне вiдображення
g : X × [0, 1]→ Y , таке, що f(x) = g(x, 0) для всiх x ∈ X.

Як модифiкацiя майже неперервностi та ледь неперервностi виникло
поняття майже ледь неперервностi [249]. Вiдображення f : X → Y

називається майже ледь неперервним в точцi x ∈ X, якщо кожного
для кожного околу V точки y = f(x) в Y iснує множина A в X, така, що
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intA 6= ∅ i f(A) ⊆ V .
Слабка неперервнiсть, яка було введена Н.Левiним в [163], в парi з

w∗-неперервнiстю утворюють декомпозицiю неперервностi. Вiдображення
f : X → Y називається слабко неперервним, якщо для довiльної вiдкритої
множини V в Y маємо, f−1(V ) ⊆ int(f−1(V )).

Iншi ослаблення неперервностi подано в [93].

1.6. Точки сукупної неперервностi функцiй багатьох

змiнних

1.6.1. В дослiдженнях множини C(f) точок сукупної неперервностi нарiзно
неперервних функцiй f : X × Y → Z та їх аналогiв, що беруть свiй початок
вiд класичних працях Р.Бера [10] та В.Осгуда [243], розставленi ще далеко
не всi крапки над ”i”, навiть у тому випадку, коли простiр Z метризовний,
а на простiр Y накладаються певнi умови злiченностi чи розглядаються
їх модифiкацiї, як-от множини злiченного типу, якi були введенi у працi
Дж.Калбрi та Ж.-П. Троаллiка [53]. Iсторiю розвитку цiєї тематики у ХХ
столiттi найповнiше висвiтлено у дисертацiї В.К.Маслюченка [331], а новiтнi
результати – в дисертацiях В.В.Михайлюка [358], О.Маслюченка [327] та
О.Фiлiпчук [394]. У цих працях наводяться iнтригуючi питання, на багато
з яких i досi не знайдено вiдповiдi. Далi ми проаналiзуємо лише окремi
результати з даної тематики.

НехайX, Y та Z – топологiчнi простори. Для вiдображення f : X×Y → Z

будемо розглядати розрiзи fx : Y → Z, x ∈ X, i fy : X → Z, y ∈ Y , де
fx(y) = fy(x) = f(x, y). Вiдображення f : X × Y → Z називається нарiзно
неперервним в точцi p = (x, y), якщо вiдображення fx неперервне в точцi y
i вiдображення fy неперервне в точцi x. Якщо вiдображення f : X × Y → Z

нарiзно неперервне в кожнiй точцi з X × Y , то воно називається нарiзно
неперервним. Клас нарiзно неперервних вiдображень, якi визначенi на X×Y
зi значеннями в Z, позначають CC(X × Y, Z).

Вiдправним пунктом даного дослiдження є праця Дж.Калбрi та Ж.-П.
Троаллiка [53]. В нiй автори вводять поняття множини злiченного типу,
тобто такої пiдмножини B простору Y , для якої iснує послiдовнiсть вiдкритих
в Y множин Vn, така, що для кожного y ∈ B система {Vn : y ∈ Vn} є базою
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околiв точки y в Y . За допомогою цього поняття вони встановлюють, що для
довiльних топологiчних просторiв X i Y , метризовного простору Z, нарiзно
неперервного вiдображення f : X×Y → Z i множини B злiченного типу в Y ,
множина CB(f) = {x ∈ X : {x}×B ⊆ C(f)} є залишковою в X. Як негайний
наслiдок цього, в [53] отримано такi результати: якщо X – топологiчний
простiр, простiр Y задовольняє першу /другу/ аксiому злiченностi, а Z –
метричний простiр i f ∈ CC(X × Y, Z), то для кожного y ∈ Y множина
Cy(f) = C{y}(f) залишкова /множина CY (f) залишкова/ в X.

Результат Дж.Калбрi та Ж.-П. Троаллiка було модифiковано
В.Маслюченком в [355] для класу CC(X × Y, Z) майже нарiзно неперервних
вiдображень, тобто вiдображень f : X × Y → Z, для яких вiдображення
fx неперервне для всiх x ∈ X, а вiдображення fy неперервне для
всiх значень y з деякої всюди щiльної множини в Y . Зрозумiло, що
CC(X × Y, Z) ⊆ CC(X × Y, Z) для довiльних топологiчних просторiв X, Y
та Z.

Iнший клас KC(X × Y, Z) функцiй f : X × Y → Z, якi квазiнеперервнi
вiдносно змiнної x i неперервнi вiдносно змiнної y, розглянув Н.Мартiн в
[192]. Цей клас також ширший за клас CC(X × Y, Z). Н.Мартiн встановив
наступний результат про наявнiсть точок сукупної неперервностi: якщо
X – злiченно компактний, квазiрегулярний, берiвський T1-простiр, простiр
Y задовольняє першу аксiому злiченностi, Z – метризовний простiр i
f ∈ KC(X × Y, Z), то для кожного y ∈ Y множина Cy(f) щiльна в X.
Послабити умови на простiр X, у згаданому результатi Н.Мартiна, вдалося
Дж.Бреккенрiджу та Т.Нiшiурi в [45] i З.Пьотровському в [250], де вiд
простору X вимагається лише беровiсть. А в [329] В.Маслюченко для класу
KC(X×Y, Z) функцiй f : X×Y → Z, для яких вiдображення fx неперервне
для всiх x ∈ X, а вiдображення fy квазiнеперервне для всiх значень y з деякої
всюди щiльної множини в Y , встановив, що коли X – топологiчний простiр,
простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, Z – метризовний простiр
i f ∈ KC(X × Y, Z), то для кожного y ∈ Y множина Cy(f) залишкова в X.

Як уже зазначалося в пiдроздiлi 1.1.7, К.Беґель в [42] для функцiй
визначених на добутках паралелепiпедiв увiв певне ослаблення поняття
квазiнеперервностi пiд назвою умова (А), за допомогою якого встановив, що
кожна функцiя вiд двох змiнних, яка визначена на добутку паралелепiпедiв,
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задовольняє умову (А) i неперервна вiдносно другої змiнної має на кожнiй
горизонталi всюди щiльну множину точок неперервностi [42, лема 3].
Результат К.Беґеля узагальнив Г.Ган в [125] на той випадок, коли в ролi
X i Y розглядаються метричнi простори. В.Маслюченко та В.Нестеренко
в [350, 342, 353] перенесли результат К.Беґеля його ж методом на
випадок загальних топологiчних просторiв, при цьому замiнивши умову
(A) її топологiчним аналогом – горизонтальною квазiнеперервнiстю: якщо
X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє першу /другу/ аксiому
злiченностi, Z – метризовний простiр i f : X × Y → Z – горизонтально
квазiнеперервне i неперервне вiдносно другої змiнної вiдображення, то
для кожного y ∈ Y множина Cy(f) /CY (f)/ залишкова в X. Клас
горизонтально квазiнеперервних i неперервне вiдносно другої змiнної
вiдображень f : X × Y → Z будемо позначати через KhC(X × Y, Z).

Однак, аналогу загальної теореми Калбрi-Труаллiка для множин
злiченного типу довгий час не було знайдено нi для KC-функцiй, нi, тим
бiльше, для KhC-функцiй.

1.6.2. Кажуть [339], що вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть
Гана, якщо множина CY (f) залишкова в X. Клас вiдображень f : X×Y → Z

з властивiстю Гана будемо позначати через H(X×Y, Z). Як вже зазначалося
вище В.Маслюченко встановив, що H(X × Y, Z) ⊇ CC(X × Y, Z) для
топологiчного простору X, простору Y , який задовольняє другу аксiому
злiченностi та метризовного простору Z. Результат, пов’язаний з властивiстю
Гана, було одержано в [45] Дж.Бреккенрiджем та Т.Нiшiурою: якщо X –
берiвський простiр, Y i Z – метризовнi простори, E – щiльна пiдмножина
Y , вiдображення f : X × Y → Z, таке, що fx рiвномiрно неперервне для всiх
x ∈ X, fy – квазiнеперервне для всiх y ∈ E i проекцiя множини D(f) на Y є
сепарабельною пiдмножиною, то iснує множина A першої категорiї в X, така,
що D(f) ⊆ A× Y .

Як уже зазначалося в пiдроздiлi 1.6.1, В.Маслюченко та В.Нестеренко
встановили, що якщо X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний простiр i f : X × Y → Z –
горизонтально квазiнеперервне i неперервне вiдносно другої змiнної
вiдображення, то f ∈ H(X × Y, Z).

В [44] А.Бузiад та Ж.-П.Троаллiк, використавши поняття
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квазiнеперервностi знизу для многозначних вiдображень, отримали такий
результат.

Теорема 1.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, f : X×Y → Z – вiдображення i B – не бiльш нiж злiченна система
непорожнiх пiдмножин Y , така, що для кожного V ∈ B многозначне
вiдображення FV : X → Z, FV (x) = f({x} × V ), квазiнеперервне знизу.
Тодi iснує залишкова множина R в X, така, що для кожного x ∈ R i
довiльного y ∈ Y з того, що вiдображення fx неперервне в точцi y i система
B(y) = {V ∈ B : V – окiл точки y} – база околiв точки y в Y , випливає, що
f сукупно неперервне в точцi (x, y).

Як наслiдок маємо, що коли X – топологiчний простiр, простiр Y

задовольняє першу /другу/ аксiому злiченностi, Z – метризовний простiр
i f : X × Y → Z – слабко горизонтально квазiнеперервне i неперервне
вiдносно другої змiнної вiдображення, то то для кожного y ∈ Y множина
Cy(f) залишкова в X /f ∈ H(X × Y, Z)/.

1.6.3. В [261] З.Пьотровський та Е. Вiнґлер встановили, що коли X –
берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, причому X × Y –
берiвський простiр, Z – метричний простiр, вiдображення f : X × Y → Z

неперервне вiдносно першої змiнної i точково розривне вiдносно другої
змiнної, то C(f) – щiльна Gδ пiдмножина в X × Y .

Вiдмiтимо два результати В.Маслюченка, В.Михайлюка та В.Нестеренка
з [338] про точки сукупної неперервностi вiдображення вiд двох змiнних за
участю горизонтальної казiнеперервностi:

1) якщо X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу,
Z – метризовний простiр, вiдображення f : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервне i множина {x ∈ X : D(fx)− першої категорiї}, то множина
C(f) залишкова вX×Y , а якщоX×Y берiвський, то вiдображення f точково
розривне;

2) якщо X – топологiчний простiр, Y – берiвський простiр, який має
злiченну псевдобазу, Z – метризовний простiр, вiдображення f : X × Y → Z

горизонтально квазiнеперервне i fx – точково розривне для всiх x ∈ X, то
множина {x ∈ X : {y ∈ Y : (x, y) ∈ C(f)} = Y } залишкова в X, а якщо
X × Y берiвський, то вiдображення f точково розривне.

В завершення цього пiдроздiлу нагадаємо питання З.Пьотровського з [251]
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на цю тему: якщо X × Y – берiвський простiр, причому простiр X з першою
аксiомою злiченностi, Y – повний за Чехом простiр, Z – метричний простiр
i вiдображення f : X × Y → Z, таке, що fx точково розривне для кожного
x ∈ X i fy неперервне для кожного y ∈ Y , то чи обов’язково C(f) 6= ∅?
Вiдповiдi на це питання поки не має.

1.7. Сукупнi властивостi нарiзно ослабленно

неперервних функцiй

1.7.1. Одним з небагатьох ослаблень неперервностi, яке при наявностi
у вiдображення нарiзних властивостей гарантує сукупну властивiсть, є
квазiнеперервнiсть. Ще В.Вольтерра наприкiнцi XIX столiття виявив, що
кожна нарiзно неперервна функцiя f : R2 → R має властивiсть, яку
С.Кемпiстий в [153] назвав квазiнеперервнiстю. На прiоритет В.Вольтерри
вказує Р.Бер, який в своїй дисертацiї [10], використовуючи той факт,
що у нарiзно неперервної функцiї f : R2 → R на кожнiй горизонталi
iснує всюди щiльна множина точок неперервностi, встановив, що нарiзно
неперервна функцiя з R2 в R є квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних.
Квазiнеперервнiсть нарiзно неперервних функцiй f : Rn → R вперше
встановив Г.Ган в [125].

С.Кемпiстий в [153], крiм введення самого термiну квазiнеперервнiсть, дав
не тiльки значно простiше доведення теореми Гана про квазiнеперервнiсть
нарiзно неперервних функцiй f : Rn → R, але й встановив, що i нарiзно
квазiнеперервнi (тобто, квазiнеперервнi вiдносно кожної змiнної) функцiї
f : Rn → R будуть квазiнеперервними. Результат С.Кемпiстого Н.Мартiн
в [192] перенiс на випадок загальних топологiчних просторiв: якщо X –
берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, Z –
метризовний простiр i f : X × Y → Z – нарiзно квазiнеперервне
вiдображення, то f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних. Клас нарiзно
квазiнеперервних вiдображень з X×Y в Z будемо позначати KK(X×Y, Z).

Ще до результату Н.Мартiна в [202] Й.Мiбу встановив наступнi два
результати про сукупну неперервнiсть: для берiвського простору X,
метричного простору Y i вiдображення f : X × Y → Z:

1) якщо простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi i
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f ∈ CC(X × Y, Z), або
2) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, fy неперервне

для всiх y ∈ Y i fx квазiнеперервне для всiх x з X за винятком множини
першої категорiї (клас таких вiдображень позначається CK̃(X × Y, Z)),
то вiдображення f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.

Квазiнеперервнiсть нарiзно квазiнеперервних функцiй дослiджувалася
багатьма математиками XX столiття. Загальний результат, який у рiзних
формах фiгурує у Т.Нойбруна [231, 234], Дж.Бреккенрiджа та Т.Нiшiури
[45], С.Наймпалi [213] формулюється так: якщо X – k-берiвський простiр,
простiр Y має базу топологiї потужностi k i Z – регулярний простiр, то кожне
вiдображення f ∈ KK(X × Y, Z) є квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.

Подальше узагальнення результату С.Кемпiстого вiдбулося завдяки
замiнi умови квазiнеперервностi вiдносно першої змiнної на
горизонтальну квазiнеперервнiсть. Клас вiдображень f : X × Y → Z,
якi горизонтально квазiнеперервнi i неперервнi вiдносно другої змiнної
позначаютьKhK(X × Y, Z). Спочатку в [353] В.Маслюченко та В.Нестеренко
встановили, що для берiвського простору X, простору Y з другою
аксiомою злiченностi, цiлком регулярного простору Z кожне вiдображення
f ∈ KhK(X × Y, Z) є квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.
В [331] В.Маслюченко для сукупної квазiнеперервностi вiдображень
f ∈ KhK(X × Y, Z) вимагав щоб простiр X був берiвським, простiр Y мав
злiченну псевдобазу, простiр Z був метризовним. Далi в [381] включення
KhK(X × Y, Z) ⊆ K(X × Y, Z) було встановлене для берiвського простору
X, простору Y з другою аксiомою злiченностi i регулярного простору Z, а в
[333] та [375] замiсть наявностi у простору Y злiченної бази вимагалося лише,
щоб простiр Y мав злiченну псевдобазу. Крiм того, в [375] квазiнеперервнiсть
вiдображень fx вимагалася не для всiх x ∈ X, а лише для x з деякої
залишкової множини в X.

В [211] А.Мiрмостафайє перевiдкрив результат В.Маслюченка з [333].
Там же вiн одержав результат про сукупну квазiнеперервнiсть вiдображень
вiд двох змiнних iз застосуванням теорiї топологiчних iгор. Нехай Y –
топологiчний простiр i y0 ∈ Y . Розглянемо топологiчну гру G(Y, y0) мiж
двома гравцями O i P . Спочатку гравець O вибирає вiдкритий окiл V1

точки y0. Гравець P вибирає точку y1 ∈ V1. На n-му кроцi гравець O
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вибирає вiдкритий окiл Vn точки y0, а гравець P вибирає точку yn ∈ Vn.
Кажуть, що гравець O виграє, якщо yn → y0. Простiр Y називається
W -простором / w-простором/, якщо для кожного y ∈ Y гравець O має
виграшну стратегiю /гравець P не має виграшної стратегiї/ в грi G(Y, y).
А.Мiрмостафайє встановив наступне: якщо X – берiвський простiр, Y – W -
простiр, Z – регулярний простiр, то KhK(X × Y, Z) ⊆ K(X × Y, Z).

Цiкавий результат про сукупну квазiнеперервнiсть встановлено в [44]
А.Бузiадом та Ж.-П.Троалiком: якщо X – берiвський простiр, для кожної
точки y ∈ Y деякий її окiл має злiченну псевдобазу, Z – метричний простiр,
f : X × Y → Z i виконується одна з умов:

1) для кожного x ∈ X вiдображення fx квазiнеперервне i iснує щiльна
множина Dx ⊆ Y , така, що fy квазiнеперервне в точцi x для кожного y ∈ Dx

(клас таких вiдображень позначається KwK(X × Y, Z));
2) для кожного y ∈ Y вiдображення fy квазiнеперервне i iснує щiльний

берiвський пiдпростiр Qy ⊆ X, такий, що що fx квазiнеперервне в точцi y
для кожного x ∈ Qy (клас таких вiдображень позначається KK̃w(X ×Y, Z));
то вiдображення f квазiнеперервне.

Сукупну квазiнеперервнiсть вiдображень вiд двох змiнних дослiджував i
М.Матейдес в [199]. Там вiн, використовуючи поняття w∗-квазiнеперервностi,
встановив, шо для локально зв’язних просторiв X та Y , простору Z з другою
аксiомою злiченностi, вiдображення f : X × Y → Z, яке має слабку
властивiсть Дарбу вiдносно кожної iз змiнних, вiдображення f буде w∗-
квазiнеперервним у всiх точках крiм можливо множини першої категорiї тодi
i тiльки тодi, коли f квазiнеперервне у всiх точках крiм можливо множини
першої категорiї.

Деякi результати про сукупну квазiнеперервнiсть подано також в [159].
1.7.2. В [153] С.Кемпiстий крiм звичайної квазiнеперервностi, для функцiй

визначених на добутку n-вимiрного паралелепiпеда та iнтервалу, вводить
поняття симетричної квазiнеперервностi i встановлює, що функцiй f з
класу KC(X × Y,R), де X – n-вимiрний паралелепiпед, а Y – iнтервал, є
симетрично квазiнеперервною вiдносно вiдносно першої змiнної. Н. Мартiн
в [192] перенiс теорему Кемпiстого про симетричну квазiнеперервнiсть на
вiдображення f ∈ KC(X × Y, Z) у тому випадку, коли X – берiвський
простiр, простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi i Z – метризовний
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простiр. Крiм цього, узагальнення класичного результату С.Кемпiстого про
симетричну квазiнеперервнiсть зустрiчається в роботах Дж.Бреккенрiджа
та Т.Нiшiури [45], З.Пьотровського [253, 254], Дж. Лi та З.Пьотровського
[162] i в найзагальнiшому виглядi формулюється так [235]: якщо X – k-
берiвський простiр, для кожної точки y ∈ Y iснує база околiв потужностi
k i Z – регулярний простiр, то кожне вiдображення f : X × Y → Z, яке
квазiнеперервне вiдносно змiнної x для всiх y, що пробiгають щiльну в Y
множину H та fx неперервне в кожнiй точцi з H для всiх x, є симетрично
квазiнеперервне вiдносно змiнної y в кожнiй точцi (a, b) ∈ X ×H.

Легко зрозумiти, що коли вiдображення f : X × Y → Z симетрично
квазiнеперервне вiдносно змiнної x в точцi (a, b) ∈ X × Y , то вiдображення
fa квазiнеперервне в точцi b. На вiдмiну вiд сукупної неперервностi
сукупна квазiнеперервнiсть не гарантує нарiзної квазiнеперервностi.
Однак виявляється, що квазiнеперервнi вiдображення будуть симетрично
квазiнеперервними в багатьох точках, а отже, нарiзно квазiнеперервним в цих
точках. Це показує наступний результат з [337]: якщо простiр X задовольняє
другу аксiому злiченностi, простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi
або метризовний, Z – сепарабельний метризовний простiр i вiдображення
f : X×Y → Z сукупно квазiнеперервне, то iснує в Y залишкова множина B,
така, що вiдображення f симетрично квазiнеперервне вiдносно змiнної y в
кожнiй точцi множини X×B. Як наслiдок звiдси випливає, що при вказаних
вище умовах на простори для квазiнеперервного вiдображення f : X×Y → Z

iснує залишкова множина B в Y , така, що вiдображення fy квазiнеперервне
для кожного y ∈ B. Подiбний результат був отриманий в [157] Е.Котлiкою
та А. Малiзевським: якщо функцiя f : R2 → R квазiнеперервна (клiкова), то
множини

A = {x ∈ R : fx не є квазiнеперервна}(B = {x ∈ R : fx не є клiкова})

першої категорiї. Результати, пов’язанi з квазiнеперервнiстю нарiзно
квазiнеперервних вiдображень та симетричною квазiнеперервнiстю широко
розглянутi в [235].

Слiд також вiдзначити результат А.Мiрмостафайє [212], що був отриманий
з допомогою топологiчних iгор. В [212] встановлено, що для регулярного
простору Z, берiвського простору X i W -простору Y , або α-сприятливого
простору X i w-простору Y , кожне вiдображення f ∈ KC(X × Y, Z) є

38



симетрично квазiнеперервним вiдносно y.
1.7.3. Оскiльки кожна точково розривна функцiя зi значеннями в

метричному просторi є клiковою, то всi результати з пiдроздiлу 1.6, в яких
C(f) = X × Y , є результатами i про сукупну клiковiсть.

На вiдмiну вiд квазiнеперервностi нi клiковiсть, нi точкова розривнiсть
вiдносно кожної iз змiнних не гарантують сукупної клiковостi чи тим бiльше
точкової розривностi. Однак, якщо замiнити умову клiковостi вiдносно
однiєї змiнної квазiнеперервнiстю вiдносно цiєї змiнної, то можна одержати
результат про сукупну клiковiсть функцiї вiд двох змiнних. Це зробив
Л.Фудалi в [84]: якщо X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр, для функцiї f : X × Y → Z розрiзи
fy квазiнеперервнi для всiх y ∈ Y i розрiзи fx клiковi для всiх x ∈ X, то f
клiкова за сукупнiстю змiнних.

Результат Л.Фудалi трохи покращили А.Бузiад та Ж.-П.Троалiк в працi
[44], де вони встановили, що якщо X – берiвський простiр, для кожної точки
y ∈ Y деякий її окiл має злiченну псевдобазу, Z – метричний простiр,
вiдображення f : X × Y → Z, таке, що для кожного y ∈ Y вiдображення fy
квазiнеперервне i iснує щiльна множина D в Y , для кожної точки y якої iснує
щiльний берiвький пiдпростiр Qy в X, такий, що вiдображення fx клiкове
в точцi y для кожного x ∈ Qy, то вiдображення f клiкове за сукупнiстю
змiнних.

Ще один цiкавий результат про сукупну клiковiсть встановив М.Матейдес
у [199]: якщо X – берiвський простiр, Y – берiвський простiр, кожна
вiдкрита непорожня множина якого мiстить вiдкриту зв’язну множину зi
злiченною псевдобазою, Z – сепарабельний метричний простiр, вiдображення
f : X × Y → Z, таке, що fx має слабку властивiсть Дарбу та w∗-
квазiнеперервне для всiх x ∈ X за винятком множини першої категорiї i
fy – квазiнеперервне для всiх y ∈ Y , то f клiкове.

1.7.4. Зв’язок мiж нарiзними та сукупними властивостями таких ослаблень
неперервностi як майже неперервнiсть, ледь неперервнiсть та майже ледь
неперервнiсть дослiджував в своїй працi [249] З.Пьотровський, де в таблицi
3 вiн показав для яких ослаблень неперервностi з сукупних властивостей
випливають нарiзнi i навпаки. Однак, деякi комiрки згаданої таблицi
залишилися ним не заповненими. Так, за умови того, що простiрX берiвький,
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простiр Y з другою аксiомою злiченностi, Z – метричний простiр (навiть,
якщо X = Y = Z = R) З.Пьотровському було не вiдомо чи буде майже ледь
неперервним за сукупнiстю змiнних вiдображення f : X × Y → Z, якщо
виконується одна з умов:

1) f нарiзно ледь неперервне,
2) f нарiзно майже неперервне,
3) f нарiзно майже ледь неперервне.
Приблизно в один час Я.Борсiк [26] та О.Ванксо [309] дали вiдповiдi

на питання З.Пьотровського. Ними було встановлено результати, якi в
загальному виглядi формулюються так: якщо X – берiвський простiр,
простору Y має злiченну псевдобазу, Z – довiльний топологiчний простiр,
вiдображення f : X×Y → Z, таке, що fy ледь неперервне для кожного y ∈ Y i
fx ледь неперервне для всiх x ∈ X за винятком множини першої категорiї, то
f сукупно майже ледь неперервне. Таким чином, вiдповiдь на перше питання
З.Пьотровського є позитивною. Приклади Я.Борсiк та О.Ванксо (якi є дуже
схожими) дають негативнi вiдповiдi на питання 2) i 3) З.Пьотровського.

Вiдмiтимо ще один результат Я.Борсiка з цiєї ж працi [26] про сукупну
майже квазiнеперервнiсть: якщо X – берiвський простiр, простiр Y має
злiченну псевдобазу, Z – довiльний топологiчний простiр, вiдображення
f : X × Y → Z, таке, що fy квазiнеперервне для кожного y ∈ Y i fx майже
квазiнеперервне для всiх x ∈ X за винятком множини першої категорiї, то f
сукупно майже квазiнеперервне.

Також на перше питання З.Пьотровського була дана позитивна вiдповiдь
О.Вiтренко та В.Маслюченком в роботi [321]. Пiзнiше В.Маслюченко помiчає,
що в теоремi про квазiнеперервнiсть нарiзно квазiнеперервних вiдображень i
теоремi про майже ледь неперервнiсть нарiзно ледь неперервних вiдображень
використовується категорний метод i схожi класифiкацiйнi процедури. В [333]
вiн, використовуючи поняття горизонтальної ледь неперервностi i змiшану
майже ледь неперервнiсть, встановлює загальний результат, наслiдками
якого є теореми про сукупну квазiнеперервнiсть, майже квазiнеперервнiсть i
майже ледь неперервнiсть: якщо X – берiвський простiр, Y – топологiчний
простiр, який має злiченну псевдобазу, Z – довiльний топологiчний простiр,
f : X × Y → Z, то:

(i) якщо f горизонтально ледь неперервне i fx майже ледь неперервне для
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всiх x ∈ X, то f майже ледь неперервне;
(ii) якщо f горизонтально квазiнеперервне i fx майже квазiнеперервне для

всiх x ∈ X, то f майже квазiнеперервне;
(iii) якщо простiр Y регулярний, f горизонтально квазiнеперервне i fx

ледь неперервне для всiх x ∈ X, то f ледь неперервне;
(iv) якщо простiр Y регулярний, f горизонтально квазiнеперервне i fx

квазiнеперервне для всiх x ∈ X, то f квазiнеперервне.
1.7.5. У [109] З.Гранде дослiджував властивостi функцiй f : X × Y → R,

вертикальнi розрiзи fx = f(x, ·) яких мають замкнений графiк. Зокрема,
там встановлено, що при вiдповiдних умовах на простори, якщо у функцiї
f : X × Y → R, всi вертикальнi x-розрiзи fx якої мають замкнений графiк,
а всi y-розрiзи fy = f(·, y) одностайно неперервнi (мають властивiсть Бера,
клiковi чи вимiрнi за Лебеґом), то функцiя f має замкнений графiк (має
властивiсть Бера, клiкова чи вимiрна за Лебеґом) як функцiя вiд двох
змiнних.

1.7.6. Р.Мiмна в [205] встановив, що для локально зв’язних просторiв X та
Y нарiзно неперервне вiдображення f : X × Y → R має слабку властивiсть
Дарбу. Пiзнiше, в своїй дисертацiї [206] цей же результат Р.Мiмна доводить
для довiльного топологiчного простору Y . Результат Р.Мiмни М.Матейдес
покращив в [199]: якщо X та Y – локально зв’язнi простори, Z – довiльний
топологiчний простiр i вiдображення f : X × Y → Z має слабку властивiсть
Дарбу вiдносно кожної iз змiнних, то f має слабку властивiсть Дарбу i за
сукупнiстю змiнних.

Деякi результати про сукупнi властивостi певних типiв ослабленної
неперервностi вiдображень вiд двох змiнних подано в [105, 161, 159, 260, 43,
210, 199, 250, 233, 236, 195, 340, 44, 202, 251, 114, 200, 115, 252, 253, 254, 313,
119, 198, 257, 212, 121, 117, 12].

1.8. Загальнi пiдходи до означення рiзних ослаблень

неперервностi

1.8.1. У зв’язку з тим, що рiзноманiтних ослаблень неперервностi є дуже
велика кiлькiсть i багато з них мають спiльнi риси, природно виникло питання
про введення загальних означень, з яких як частковi випадки одержують тi
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чи iншi поняття.
В [336] було введено поняття A-квазiнеперервностi. Нехай A – деяка

система непорожнiх пiдмножин топологiчного простору X. Вiдображення
f : X → Y називається A-квазiнеперервним у точцi x ∈ X, якщо для
довiльних околiв U та V точок x в X та y в Y вiдповiдно iснує множина
A ∈ A, така, що A ⊆ U i f(A) ⊆ V , i просто A-квазiнеперервним,
якщо воно є таким в кожнiй точцi. Якщо A – система всiх вiдкритих
непорожнiх пiдмножин в X, то A-квазiнеперервнiсть рiвносильна звичайнiй
квазiнеперервностi, а коли A – система всiх десь щiльних пiдмножин в X, то
A-квазiнеперервнiсть – це майже квазiнеперервнiсть.

Ще загальнiше означення було введено Ж. Вiльмом та Е.Розасом в [310].
Нехай T – топологiчний простiр з топологiєю T . Вiдображення α : T → 2T

називається оператором на (T, T ), якщо U ⊆ α(U) для кожного U ∈ T .
Нехай X i Y – топологiчнi простори з топологiями G i H вiдповiдно, α, β –
оператори на (X,G), θ, ∂ – оператори на (Y,H) i I – власний iдеал (X,G).
Вiдображення f : X → Y називається (α, β, θ, ∂, I)-неперервним, якщо для
довiльної множини V ∈ H маємо, що

α(f−1(θ(V ))) \ β(f−1(∂(V ))) ∈ I.

Якщо α, θ, ∂ – тотожнi оператори, β(U) = intU для кожного U ∈ G i
I = {∅}, то (α, β, θ, ∂, I)-неперервнiсть є майже неперервнiстю. У випадку
коли α, θ, ∂ – тотожнi оператори, β(U) = intU для кожного U ∈ G i
I – система нiде не щiльних непорожнiх пiдмножин в X, то (α, β, θ, ∂, I)-
неперервнiсть рiвносильна квазiнеперервностi.

О.Маслюченко в [326] увiв поняття A-неперервностi та дослiдив множину
точок розриву A-неперервних функцiй. Нехай A = (Ax)x∈X – сiм’я
непорожнiх систем в X. Вiдображення f : X → Y називається A-
неперервним в точцi x ∈ X, якщо для довiльного околу V точки f(x) в
Y iснує множина A ∈ Ax, така, що f(A) ⊆ V . Якщо вiдображення є A-
неперервним в кожнiй точцi, то воно називається A-неперервним.

Подiбне узагальнення неперервностi було введене в [271] Х.Рiхтером пiд
назвою O∗-неперервнiсть. Нехай O∗ ⊆ 2X . Вiдображення f : X → Y

називається O∗-неперервним, якщо f−(V ) ∈ O∗ для довiльної вiдкритої
множини V в X.
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Iншi пiдходи до означення рiзних ослаблень неперервностi подано в [32,
102].

1.9. Операцiї над рiзними ослаблено неперервними

функцiями

1.9.1. Легко переконатися, що сума двох квазiнеперервних функцiй не
зобов’язана бути квазiнеперервною. Однак, сума двох клiкових функцiй є
клiково. В 1985 роцi З.Ґранде [121] встановив, що кожна клiкова функцiя
f , яка визначена на R, є сумою чотирьох квазiнеперервних функцiй, а
у випадку, коли f локально обмежена, є сумою трьох квазiнеперервних
функцiй. Є.Стронська в [295] показала, що кожна клiкова функцiя f ,
яка визначена на Rn є сумою шести квазiнеперервних функцiй, а пiзнiше
встановила, що для сепарабельного метризовного берiвського простору X

без iзольованих точок кожна клiкова функцiя f : X → R є сумою трьох
квазiнеперервних функцiй.

Пiзнiше Я.Борсiк та Й.Добош [37] довели, що кожна клiкова функцiя, яка
визначена на Rn, є сумою двох просто неперервних функцiй, кожна з яких,
в свою чергу, може бути записана як сума двох квазiнеперервних функцiй.
Потiм Я.Борсiк в [35] встановив, що кожна клiкова функцiя f : X → R,
яка визначена на сепарабельному метризовному просторi X, є сумою трьох
квазiнеперервних функцiй, а в [22] умова сепарабельностi X була знята.

З.Ґранде в [113] показав, що кожна клiкова функцiя, яка визначена на
R, є сумою двох квазiнеперервних функцiй, а в [186] (див. також [181])
А.Малiзевський встановив цей результат для функцiй f : Rn → R.
Нарештi Я.Борсiк [36] довiв, що кожна клiкова функцiя, яка визначена на
псевдометризовному просторi, є сумою двох квазiнеперервних функцiй.

Для функцiй типу Дарбу вiдомо, що кожна функцiя f : R → R є
сумою двох двох функцiй з властивiстю Дарбу (А.Лiнденбаум [166]), зв’язних
функцiй (Д.Фiллiпс [248]), S-неперервних функцiй (К.Келлум [150]), функцiй
з досконалим шляхом (К.Банажевський [13]) чи периферiйно неперервних
функцiй (К.Банажевський [13]).

Сума та добуток двох функцiй iз замкненим графiком не обов’язково
має замкнений графiк. Однак, сума двох невiд’ємних функцiй з R в R iз
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замкненим графiком є функцiєю iз замкненим графiком. Цей факт встановив
Й.Добош в [67]. Функцiя f : R → R називається функцiєю першого iз
зiрочкою класу Бера, якщо для кожної непорожньої замкненої множини
F ⊆ R iснує непорожня вiдкрита в F множина G, така, що звуження f |F
функцiї f на F неперервне в кожнiй точцi з G. В [69] Й.Добош встановив,
що кожна функцiя f : R → R першого iз зiрочкою класу Бера є рiзницею
двох невiд’ємних функцiй f1, f2 : R → R iз замкненим графiком, причому
D(f1) ∪D(f2) ⊆ D(f).

В [34] Я.Борiсiк встановив, що для досконало нормального простору X

функцiя f : X → R є сумою двох функцiй iз замкненим графiком тодi i
тiльки тодi, коли f є кусково неперервною. Функцiя f : X → R називається
кусково неперервною, якщо iснує послiдовнiсть (Xn) замкнених пiдмножин

просторуX, така, щоX =
∞⋃
n=1

Xn i звуження f |Xn
є неперервним для кожного

n ∈ N.
Ранiше, в [41], Я.Борсiк, Й.Добош та М.Репiський встановили, що якщо

X – сепарабельний метричний берiвський простiр, то для функцiї f : X → R
наступнi умови еквiвалентнi:

1) f є сумою трьох квазiнеперервних функцiй iз замкненим графiком;
2) f є кусково неперервною;
3) f є першого iз зiрочкою класу Бера.

Нарештi, в [288] В.Сiґ встановив, що для метричного простору X, якщо
множина D(f) точок розриву функцiї f : X → R є ”досить малою”, то f
є сумою двох квазiнеперервних функцiй iз замкненим графiком. Подiбний
результат отримали Т.Пореда i В.Пореда в [264].

Дослiдження пов’язанi з властивостями суми деяких ослаблень
неперервностi подано в [173, 289, 183, 182, 285, 220, 180, 145].

1.9.2. Iсторiя дослiдження сiмей функцiй, яка може бути записанi
як добуток квазiнеперервних функцiй, набагато коротша. В 1990 роцi
Т.Натканєц [222] довiв наступну теорему: функцiя f : R → R може бути
подана у виглядi скiнченного добутку квазiнеперервних функцiй тодi i тiльки
тодi, коли f клiкова i

(?) кожна з множин f−1((−∞, 0)), f−1(0) i f−1((0,+∞)) є об’єднанням
вiдкритої множини i нiде не щiльної множини (тобто, є просто вiдкритою
множиною).
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Однак, зображення Т.Натканєца мiстило вiсiм квазiнеперервних функцiй.
Пiзнiше Я.Борсiк в [33] довiв, що кожна дiйсна клiкова функцiя f : X → R,

яка визначена на сепарабельному метричному просторi X i задовольняє
умову (?), є добутком трьох квазiнеперервних функцiй. Крiм того, вiн
показав, що в припущеннi беровостi простору X в класi клiкових функцiй
умова (?) рiвносильна такiй умовi: f−1(0) є об’єднанням вiдкритої множини
i нiде не щiльної множини. Також в [33] встановлено, що для сепарабельного
метризовного простору X кожна клiкова функцiя f : X → R, для якої
множини f−1((−∞, 0)) i f−1((0,+∞)) просто вiдкритi, є добутком трьох
квазiнеперервних функцiй. Як наслiдок звiдси одержуємо, що при згаданих
умовах на X кожна просто неперервна функцiя f : X → R є добутком
трьох квазiнеперервних функцiй. Нарештi А.Малiзевський в [186] (див. також
[181]) встановив, що f : Rn → R може бути подана як добуток двох
квазiнеперервних функцiй тодi i тiльки тодi, коли f клiкова i задовольняє
умову (?).

Для функцiй типу Дарбу вiдомо, що кожна функцiя f : R → R є
добутком двох S-неперервних функцiй (Т.Натканєц [218]), зв’язних функцiй
(А.Малiзевський [184]) чи функцiй з властивiстю Дарбу (Дж. Сiдр [54]) тодi
i тiльки тодi, коли f має нуль у кожному вiдрiзку, на якому змiнює знак.

Я.Борсiк в [34] встановив, що добуток двох невiд’ємних функцiй iз
замкненим графiком має замкнений графiк. Покладемо

H = {h : X → R : h−1(0) – замкнена множина i X \ h−1(0) ⊆ H(h)}.

Я.Борсiком в [34] було показано, що для метричного простору X кожна
функцiя h ∈ H є добутком двох функцiй iз замкненим графiком i навпаки.

Добутки рiзних типiв ослабленної неперервностi вивчалися в [289, 178, 189,
298, 182, 284, 185].

1.9.3. Спочатку зауважимо, що max(f, g) та min(f, g) двох клiкових
функцiй f i g (як i f + g, f · g, |f |), визначених на довiльному топологiчному
просторi, є клiковими функцiями. В [221] Т.Натканєц дав характеризацiю
максимумiв дiйсних квазiнеперервних функцiй: кожна функцiя f : R → R є
максимумом двох квазiнеперервних функцiй тодi i тiльки тодi, коли множина
R \K(f) нiде не щiльна i lim

x→x0

sup
x∈C(f)

f(x) ≥ f(x0) для кожного x0 ∈ R \K(f).

Там же Т.Натканєц встановив, що якщо X – регулярний простiр з другою
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аксiомою злiченностi без iзольованих точок, то кожна функцiя f : X → R,
для якої множина X \ K(f) нiде не щiльна, є максимумом i мiнiмумом
двох квазiнеперервних функцiй. Характеризацiйний результат Т.Натканєца
узагальнив Я.Борсiк в [25] (див. також [22]) для випадку вiдображень
f : X → R, де X – регулярний простiр з другою аксiомою злiченностi.

Максимум та мiнiмум внутрiшньо квазiнеперервних функцiй
(квазiнеперервних функцiй, у яких множина точок розриву нiде не щiльна)
дослiджували М.Марцiняк i П.Щука [188].

Також в [25] Я.Борсiк встановив, що коли простiрX задовольняє наступну
умову:

• якщо (Xn)n∈N покриття простору X, таке, що для M ⊆ N множина⋃
n∈M

Xn є просто вiдкритою i G – вiдкрита непорожня пiдмножина X, то

G ∩ intXn 6= ∅ для деякого n ∈ N,

то max(f, g) i min(f, g) є просто неперервними функцiями для довiльних
просто неперервних функцiй f, g : X → R.

В [217] Т.Натканєц встановив, що кожна функцiя f : [0, 1] → [0, 1] може
бути записана як f = min(max(f1, f2),max(f3, f4)), де fi – розширювальна
функцiя для i = 1, 2, 3, 4. Зауважимо, що такий же результат можна
довести i для дiйсних функцiй, якi визначенi на R (див. [57, 278]). Дiйснi
функцiї, визначенi на R, що є максимумом функцiй з властивiстю Дарбу,
були охарактеризованi Дж. Седером в [50]. Також функцiї, що є максимумом
функцiй з досконалим шляхом, описанi К.Банажевським в [13].

Максимум S-неперервних функцiй частково описано в [216] Т.Натканєцом,
де встановлено, що кожна функцiя f : R → R, для якої f−1(y) = R для
кожного y ∈ R, подається як максимум двох S-неперервних функцiй. Також
А.Малiзевський в [176] встановив, що кожна функцiя, яка є максимумом
двох функцiй з властивiстю Дарбу, є також максимумом двох S-неперервних
функцiй.

Питання, пов’язанi з максимумами та мiнiмумами рiзних типiв ослабленої
неперервностi дослiджувалися в [289, 188, 297, 299, 112, 177].

1.9.4. Стандартне доведення (як i для неперервних функцiй) показує,
що рiвномiрна границя послiдовностi (fn) квазiнеперервних функцiй є
квазiнеперервною функцiєю. Простий приклад послiдовностi (fn), де
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fn : [0, 1]→ R, n = 1, 2, ..., fn(x) = xn, показує, що поточкова
границя послiдовностi квазiнеперервних функцiй не зобов’язана бути
квазiнеперервною (навiть майже ледь неперервною). Однак, В.Бледзой в
[20] показав, що для топологiчного простору X та метричного простору
Y множина D(f) точок розриву функцiї f : X → Y , яка є поточковою
границею послiдовностi (fn) квазiнеперервних функцiй fn : X → Y , є першої
категорiї в X. Як наслiдок з цього результату в [79] Я.Еверт встановлює,
що у випадку беровостi простору X, за вище згаданих умов, функцiя f буде
клiковою. Умови, за яких границя послiдовностi квазiнеперервних функцiй
буде квазiнеперервною, встановлено в [51].

Деякi питання, якi пов’язанi з поточковою границею послiдовностi
квазiнеперервних функцiй, вивчались в [79] та [15].

В [137] Л.Гола та Д.Голий вводять поняття одностайної квазiнеперервностi
послiдовностi функцiй. Нехай (fn) послiдовнiсть функцiй, якi визначенi
на топологiчному просторi X. Послiдовнiсть (fn) функцiй називається
одностайно квазiнеперервною в точцi x0, якщо для кожного ε > 0 та
довiльного околу U точки x0 в X iснує номер n0 та вiдкрита непорожня
множина W в X, такi, що W ⊆ U i |fn(x) − fn(x0)| < ε для всiх
точок x ∈ W та кожного n ≥ n0. Використовуючи це поняття Л.Гола та
Д.Голий встановили, що для берiвського простору X i послiдовностi функцiй
fn : X → R, n = 1, 2, ..., яка поточково збiгається до функцiї f : X → R,
квазiнеперервнiсть функцiї f еквiвалентна одностайнiй квазiнеперервностi
послiдовностi (fn).

В [77] Я.Еверт дослiджувала границi послiдовностей клiкових та просто
неперервних функцiй. Нею встановлено, що для досконалого берiвського
простору X, метричного сепарабельного простору Y функцiя f : X → Y :

1) є клiковою тодi i тiльки тодi, коли вона є рiвномiрною границею
послiдовностi просто неперервних функцiй;

2) має властивiсть Бера тодi i тiльки тодi, коли вона є поточковою
границею послiдовностi просто неперервних функцiй;

3) має властивiсть Бера тодi i тiльки тодi, коли вона є поточковою
границею послiдовностi клiкових функцiй.

Границi послiдовностей майже квазiнеперервних функцiй дослiджували
А.Нойбруннова та Т.Салат в [239]. Ними встановлено, що для топологiчного
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простору X i метричного простору Y границя f : X → Y рiвномiрно збiжної
послiдовностi майже квазiнеперервних функцiй fn : X → R, n = 1, 2, ...,
є майже квазiнеперервною. Там же наведено приклад трансфiнiтної
послiдовностi (fξ)ξ<ω майже квазiнеперервних функцiй fξ : X → Y , границя
f : X → Y якої не є майже квазiнеперервною, де ω – перший незлiченний
ординал, X – простiр з другою аксiомою злiченностi, у якого кожна вiдкрита
непорожня множина незлiченна, а Y – метричний простiр, який мiстить
принаймнi двi рiзнi точки.

Кожна дiйснозначна функцiя, яка визначена на деякому iнтервалi,
є поточковою границею послiдовностi функцiй з властивiстю Дарбу
(А.Лiнденбаум [166]), зв’язних функцiй (Д.Фiллiпс [248]) чи S-неперервних
функцiй (К.Келлум [150]). Що стосується рiвномiрної границi послiдовностей
функцiй з R в R типу Дарбу, то класи функцiй з властивiстю Дарбу
(В.Серпiнський [290]), S-неперервних функцiй (К.Келлум [150]) i зв’язних
функцiй (К.Келлум [150]) не є замкненими вiдносно рiвномiрної границi.
А класи периферiйно неперервних функцiй (Р.Ґiбсон та Ф.Руш [101]) та
функцiй з досконалим шляхом (К.Банашевський [13]) замкненi вiдносно
рiвномiрної границi.

В [63] Й.Добош показав, що для метричного простору X рiвномiрна
границя послiдовностi функцiй fn : X → R iз замкненим графiком має
замкнений графiк. З. Ґранде в [110] довiв, що для повного метричного
простору X поточкова границя послiдовностi функцiй fn : X → R iз
замкненим графiком є поточковою границею послiдовностi неперервних
функцiй, тобто, є функцiєю першого красу Бера.

Рiвномiрна границя послiдовностi графiчно неперервних функцiй не
зобов’язана бути графiчно неперервною (див. [120]). В [316] А.Захареску
встановив, що рiвномiрна границя f : 〈0, 1〉 → R послiдовностi графiчно
неперервних функцiй fn : 〈0, 1〉 → R є графiчно неперервною, якщо C(f)

всюди щiльна. К.Сакалова в [282] довела, що для топологiчного простору X
i метричного простору Y функцiя f : X → Y , яка є рiвномiрною границею
послiдовностi (fn) графiчно неперервних функцiй fn : X → Y , неперервна
тодi i тiльки тодi, коли f квазiнеперервна.

Властивостi границь послiдовностей рiзних типiв ослабленої неперервностi
дослiджено в [40, 238, 111, 116, 107, 76, 70, 78, 281].
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1.9.5. Добре вiдомою є теорема про те, що для неперервної бiєкцiї
f : R→ R обернена функцiя теж є неперервною. Для квазiнеперервних
функцiй аналогiчного результату немає. В [123] З.Ґранде та Т.Натканєц
навели приклад квазiнеперервної бiєкцiї f : [0, 1] → [0, 1], для якої функцiя
f−1 не є квазiнеперервною. Там же було одержано умови на вiдображення
f : X → Y , за яких вiдображення f−1 буде квазiнеперервним /клiковим/:

1) якщо X та Y – топологiчнi простори, f : X → Y – квазiнеперерв-
на бiєкцiя i вiдображення f−1 ледь неперервне, то вiдображення f−1

квазiнеперервне;
2) якщо X та Y – метричнi простори, f : X → Y – бiєкцiя i функцiї f та

f−1 ледь неперервнi, то функцiї f та f−1 клiковi.

1.10. Декомпозицiя неперервностi та її аналогiв

1.10.1. Пiд декомпозицiєю неперервностi розумiють теореми, в яких
встановлюється неперервнiсть функцiї при виконаннi кiлькох iнших
умов, слабших за неперервнiсть. Такими умовами виступають рiзнi
ослаблення неперервностi (нарiзна неперервнiсть, квазiнеперервнiсть, майже
неперервнiсть, властивiсть Дарбу, наявнiсть замкненого графiка, тощо).

Спочатку розглянемо результати про декомпозицiю неперервностi, в яких
однiєю з умов є умова замкненостi графiка або її аналог.

Напевно, першою теоремою про декомпозицiю неперервностi була теорема
Банаха про замкнений графiк [318, с. 35, теорема 7], яка твердить, що для
довiльних F -просторiв X i Y кожне адитивне вiдображення f : X → Y iз
замкненим графiком є неперервним. У ХХ ст. ця теорема дiстала значний
розвиток у працях рiзних математикiв (див. [158] i вказану там лiтературу).

У працях [313, 144] згадується результат: кожна функцiя f : R → R
iз зв’язним i замкненим графiком є неперервною. У [144] навiть подано
доведення цiєї теореми, яке базується на однiй теоремi Баґґса [9] про
неперервнiсть переферiйно неперервних функцiй f : R → R iз замкненим
графiком. У працi [259] було наведено питання Риль-Нардзєвського: чи кожна
функцiя f : R2 → R iз зв’язним i замкненим графiком буде неперервною?
Негативну вiдповiдь на це питання отримав Ї.Єлiнек [144].

У своїй дисертацiї М.Р. Вуйчик подав такий результат [312, с. 15, наслiдок
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18]: якщо X – локально зв’язний простiр, Y – локально компактний простiр
i f : X → Y – функцiя iз замкненим графiком, яка має властивiсть
Дарбу, то функцiя f неперервна. Р.А.Мiмна [205] увiв поняття локальної
w∗-неперервностi i отримав таку теорему про декомпозицiю неперервностi:
якщо простiр X локально зв’язний, Y – довiльний топологiчний простiр
i f : X → Y – локально w∗-неперервне вiдображення, що має слабку
властивiсть Дарбу, то f – неперервне (див. також [208]). Пiзнiше в [209]
умова локальної w∗-неперервностi в останньому результатi була замiнена на
локальну вiдносну неперервнiсть.

В [65] Й.Добош встановив, що двосторонньо квазiнеперервна функцiя
f : R→ R iз замкненим графiком є неперервною.

П.Е.Лонґ i Е.Е.Макґегi [170], А.I.Бернер [18] та Л.Гола [135] вказали
умови на простори X i Y , якi гарантують неперервнiсть майже неперервних
вiдображень f : X → Y iз замкненим графiком (див також працi [14, 165,
274]).

В.I.Крецу i В.К.Маслюченко [323] з’ясували, що кожна неперервна за
Стеллiнґзом функцiя f : R→ R iз замкненим графiком є неперервною. Для
цього було введено нову властивiсть функцiй, яка дiстала назву перехiднiсть
(її мають функцiї f : R → R iз замкненим графiком), i доведено, що кожна
перехiдна i неперервна за Стелiнґзом функцiя є неперервною.

1.10.2. Крiм вище згаданих результатiв про неперервнiсть майже
неперервних вiдображень iз замкненим графiком, iснує багато
декомпозицiйних теорем за участю майже неперервностi. Так в [293]
Б.Д.Смiт встановив таку теорему: функцiя f : [0, 1] → R буде неперервною
тодi i тiльки тодi, коли вона S-неперервна, майже неперервна i не є типу
Чезаро. Пiзнiше, Дж.Смiтал i Е.Станова [292], перенесли цей результат
на випадок функцiй f : X → R, де X – берiвський локально зв’язний
T3-простiр. Нарештi, в 1997 роцi Р.Ґiбсон [95] замiнив умову S-неперервностi
на властивiсть Дарбу i отримав наступний результат: якщо X – берiвський
локально зв’язний T3-простiр, то функцiя f : X → R неперервна тодi i тiльки
тодi, коли вона має властивiсть Дарбу, майже неперервна i не є типу Чезаро.

В [257, 263] встановлено, що для регулярного простору Y i довiльного
топологiчного простору X вiдображення f : X → Y є неперервним
тодi i тiльки тодi, коли воно майже неперервне i квазiнеперервне. Слiд
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зауважити, що умова регулярностi простору Y тут є iстотною, а також
згаданий результат не виконується точково. Л.Гола в [136] покращили
згаданий результат, замiнивши умову квазiнеперервностi вiдображення f

в кожнiй точцi на квазiнеперервнiсть f в точках деякої всюди щiльної
множини. Як наслiдок, звiдси одержується результат про неперервнiсть
майже неперервного i точково розривного вiдображення зi значеннями в
регулярному просторi, про який згадує А.I.Бернер в [18]. Також в [292, 84],
для метричного простору значень, умова точкової розривностi замiнена на
клiковiсть.

Згадаємо тут i результат М.Ґанстера i I.Райллi [89] про те, що
вiдображення f мiж двома топологiчними просторами буде неперервним тодi
i тiльки тодi, коли воно майже неперервне та суб-LC-неперервне.

Ще бiльше послабити умову квазiнеперервностi вдалось Я.Борсiку та
Я.Добошу в [38], де встановлено, що вiдображення f : X → Y зi значеннями
в регулярному просторi є неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно майже
неперервне i м’яко неперервне.

1.10.3. Як пару до квазiнеперервностi для встановлення декомпозицiї
неперервностi К.Сакалова в [282] використала графiчну неперервнiсть: для
топологiчного простору X та гаусдорфового простору Y вiдображення
f : X → Y буде неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно квазiнеперервне
i графiчно неперервне.

Ще один результат про декомпозицiю неперервностi за участю
квазiнеперервностi встановлено в [88], де показано, що вiдображення f мiж
двома топологiчними просторами буде неперервним тодi i тiльки тодi, коли
воно квазiнеперервне та ic-неперервне.

1.10.4. Перейдемо до декомпозицiї неперервностi вiдображень вiд двох
змiнних. Достеменно не вiдомо кому належить результат про те, що кожна
нарiзно неперервна функцiя f : R2 → R iз замкненим графiком є
неперервною. З. Пьотровський i Е. Вiнглер [261] навели приклади нарiзно
неперервних вiдображень з замкненим графiком, якi є розривним, i показали,
що для топологiчного простору X, локально зв’язного простору Y i локально
компактного простору Z кожне вiдображення f : X × Y → Z iз замкненим
графiком, яке неперервне вiдносно першої змiнної i має властивiсть Дарбу
вiдносно другої змiнної, є неперервним. Iнший результат на цю тему подали
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М.Р. Вуйцик i М.С. Вуйцик [313]: якщо X – локально зв’язний простiр, Y –
зв’язний i локально зв’язний простiр, Z – локально компактний простiр,
вiдображення f : X×Y → Z має замкнений графiк, fx – неперервне для всiх
x ∈ X i fy – неперервне для деякого y ∈ Y , то f є неперервним за сукупнiстю
змiнних.

У двох наступних результатах умова замкненностi графiка замiнюється
на її аналоги, слабшi для багатьох типiв просторiв. Спочатку Р.Мiмна та
Д.Розе в [208] встановили, що для локально зв’язного простору X, довiльних
топологiчних просторiв Y та Z вiдображення f : X × Y → Z буде
неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно нарiзно неперервне i локально
w∗-неперервне. Потiм вони ж в [209] покращили цей результат, замiнивши
локальну w∗-неперервнiсть на локальну вiдносну неперервнiсть, а вимогу
неперервностi вiдносно першої змiнної замiнили властивiстю Дарбу.

1.10.5. Тепер розглянемо декомпозицiйнi теореми для деяких ослаблень
неперервностi. В [38] Я.Борсiк та Й. Добош встановили, що для довiльного
топологiчного простору X i метричного простору Y функцiя f : X → Y

квазiнеперервна тодi i тiльки тодi, коли вона майже квазiнеперервна i клiкова.
Для вiдображення f : X → Y через Lf позначимо множину точок x ∈ X, для
яких iснує база V околiв точки f(x) в Y , така, що для кожного V ∈ V iснує
окiл U точки x в X, такий, що множина f−1(V )\ intf−1(V ) є нiде не щiльною
в U . Також в [38] встановлено i таку декомпозицiю квазiнеперервностi: для
довiльного топологiчного просторуX i регулярного простору Y вiдображення
f : X → Y буде квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли воно майже
квазiнеперервна i множина Lf всюди щiльна в X.

Багато результатiв про декомпозицiю рiзних ослаблень неперервностi
подано в [16, 241, 87, 266, 4, 131, 133, 302, 273, 11, 275, 3, 155, 6, 305, 280,
314, 242, 306, 74, 132, 72].

1.11. Многозначнi вiдображення

1.11.1. Нехай X та Y – множини. Кажуть, що задано многозначне
вiдображення F : X → Y , якщо кожному елементу x з множини X

поставлено у вiдповiднiсть деяку непорожню пiдмножину F (x) множини
Y . Таким чином, многозначне вiдображення F : X → Y – це звичайне
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вiдображення множини X у множину 2Y \ {∅}. Многозначнi вiдображення
називають ще мультифункцiями.

Нехай F : X → Y – многозначне вiдображення i A ⊆ X. Покладемо
F (A) =

⋃
x∈A

F (x). Множину F (A) називають образом множини A при

вiдображеннi F . Для множини B ⊆ Y розглядають два прообрази
F+(B) = {x ∈ X : F (x) ⊆ B} i F−(B) = {x ∈ X : F (x) ∩B 6= ∅}.

Нехай X i Y – топологiчнi простори i x ∈ X. Многозначне вiдображення
F : X → Y називається неперервним зверху /знизу/ в точцi x, якщо для
кожної вiдкритої в Y множини V , такої, що F (x) ⊆ V /F (x) ∩ V 6= ∅/,
множина F+(V ) /F−(V )/ є околом точки x в X. Многозначне вiдображення
F : X → Y називається неперервним у точцi x, якщо воно неперервне
у цiй точцi як зверху, так i знизу. Через C+(F ), C−(F ) i C(F ) ми
позначаємо множину всiх точок x зX, в яких F вiдповiдно неперервне зверху,
знизу чи просто неперервне. Якщо C+(F ) = X, C−(F ) = X чи C(F ) = X,
то F називається неперервним зверху, знизу чи просто неперервним.
Неперервнiсть многозначного вiдображення F : X → Y – це те саме, що
й неперервнiсть його як однозначного вiдображення F : X → Y , коли на 2Y

розглядати топологiю Вiторiса [139, с.36].
Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Так само як i для однозначного

вiдображення многозначне вiдображення F : X×Y → Z називається нарiзно
неперервним, якщо для кожного x ∈ X i для кожного y ∈ Y вiдображення
F x : Y → Z i Fy : X → Z є неперервними. Пiд неперервнiстю вiдображення
F : X×Y → Z добутку топологiчних просторiв X i Y у топологiчний простiр
Z у точцi p = (x, y) ∈ X × Y ми розумiємо сукупну неперервнiсть у точцi
p, тобто неперервнiсть F у точцi p вiдносно топологiї добутку на X × Y . У
вiдповiдностi з цим множина C(F ) для такого вiдображення F – це множина
його точок сукупної неперервностi.

Серед робiт, якi пов’язанi з дослiдженням множини точок сукупної
неперервностi, зустрiчаються i працi, в яких дослiджуються i многозначнi
вiдображення, хоча їх число невелике. Першою з таких робiт вважається
праця Ґ.Дебса [62], в якiй вiн встановлює наступний результат: якщо X –
берiвський простiр, Y – простiр iз злiченною базою, Z – метричний простiр i
F : X × Y → Z – компактнозначне вiдображення, яке є неперервним знизу
вiдносно першої змiнної i неперервним зверху вiдносно другої змiнної, i якщо,
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крiм того, Y або Z – компакт, то iснує всюди щiльна в X множина A типу
Gδ, така, що F неперервне зверху в кожнiй точцi A× Y .

Оскiльки в теоремi Дебса на вiдображення F накладаються змiшанi
умови (неперервнiсть знизу вiдносно першої змiнної i неперервнiсть зверху
вiдносно другої змiнної), то природно постало питання: чи кожне нарiзно
неперервне зверху /знизу/ компактнозначне вiдображення F : [0, 1]2 → R
буде неперервним зверху /знизу/ хоча б в однiй точцi p ∈ [0, 1]2? У [324] дано
негативнi вiдповiдi на обидва питання.

Питання про множину точок C(F ) сукупної неперервностi нарiзно
неперервних многозначних вiдображень вивчалися в [395]. Зокрема там
встановлений такий результат: якщо X i Y – топологiчнi простори, Z –
метричний простiр, F : X × Y → Z – компактнозначне нарiзно неперервне
вiдображення, то якщо Y задовольняє першу /другу/ аксiому злiченностi,
то для кожного y ∈ Y множина Cy(F ) залишкова в X /множина CY (F )

залишкова в X/. Умову компактнозначностi вiдображення F у згаданому
вище результатi вдалось послабити для множини Cy(F ) у [341, теорема 4]:
якщо X – топологiчний простiр, Y – топологiчний T1-простiр з першою
аксiомою злiченностi, Z – метризовний локально компактний σ-компактний
простiр i F : X×Y → Z – замкненозначне нарiзно неперервне вiдображення,
то множина Cy(F ) залишкова в X для кожного y ∈ Y .

1.11.2. Поняття квазiнеперервностi для многозначних вiдображень вперше
було введено В.Попою в [262]. Нехай X i Y – топологiчнi простори.
Многозначне вiдображення F : X → Y називається квазiнеперервним зверху
/знизу/ в точцi x ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої непорожньої множини
V в Y , такої, що F (x) ⊆ V /F (x)∩V 6= ∅/ i довiльного околу U точки x ∈ X
маємо, що intF+(V )∩U 6= ∅ /intF−(V )∩U 6= ∅/. Многозначне вiдображення
називається квазiнеперервним зверху чи квазiнеперервним знизу, якщо воно
є таким у кожнiй точцi.

Результат С.Кемпiстого про сукупну квазiнеперервнiсть однозначних
нарiзно квазiнеперервних вiдображень Т.Нойбрунн в [234] перенiс на випадок
многозначних вiдображень i одержав такi два результати:

1) якщо X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z –
регулярний простiр, F : X × Y → Z – многозначне вiдображення, для якого
вiдображення Fy квазiнеперервне зверху та знизу для кожного y ∈ Y i F x
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квазiнеперервне знизу для кожного x ∈ X, то F – квазiнеперервне знизу за
сукупнiстю змiнних;

2) якщо X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z –
нормальний, простiр, F : X × Y → Z – замкненозначне вiдображення,
для якого Fy квазiнеперервне зверху та знизу для кожного y ∈ Y i F x

квазiнеперервне зверху для кожного x ∈ X. Тодi F квазiнеперервне зверху
за сукупнiстю змiнних.

При доведеннi цих тверджень Т.Нойбрун використовував результати
про сукупну ледь неперервнiсть многозначних вiдображень. Поняття ледь
неперервностi для многозначного вiдображення природним чином було
введене Т.Нойбруном у [234]. Нехай X i Y – топологiчнi простори.
Многозначне вiдображення F : X → Y називається ледь неперервним зверху
/знизу/ в точцi x ∈ X, якщо для довiльної вiдкритої непорожньої множини
V в Y , такої, що F (x) ⊆ V /F (x) ∩ V 6= ∅/ маємо, що intF+(V ) 6= ∅
/intF−(V ) 6= ∅/, i просто ледь неперервним зверху /знизу/, якщо воно є
таким в кожнiй точцi. Т.Нойбрун встановив такi результати про сукпну ледь
неперервнiсть многозначних вiдображень:

1) якщо X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому
злiченностi, Z – регулярний простiр, F : X × Y → Z – многозначне
вiдображення, для якого вiдображення Fy ледь неперервне знизу та
квазiнеперервне зверху кожного y ∈ Y i F x ледь неперервне знизу для
кожного x ∈ X, то F ледь неперервне знизу за сукупнiстю змiнних;

2) якщо X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому
злiченностi, Z – нормальний, простiр, F : X × Y → Z – замкненозначне
вiдображення, для якого Fy ледь неперервне зверху та квазiнеперервне знизу
для кожного y ∈ Y i F x ледь неперервне зверху для кожного x ∈ X, то F
ледь неперервне зверху за сукупнiстю змiнних.

Згадаємо ще результат про точки симетричної квазiнеперервностi
многозначного вiдображення. Нехай X, Y та Z – топологiчнi простори.
Многозначне вiдображення F : X × Y → Z називається симетрично
квазiнеперервним зверху /знизу/ вiдносно x в точцi p = (x, y) ∈ X×Y , якщо
для довiльної вiдкритої непорожньої множини W в Z, такої, що F (p) ⊆ W

/F (p)∩W 6= ∅/ i довiльних околiв U та V точок x ∈ X та y ∈ Y вiдповiдно,
iснують окiл G точки x в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що
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G × H ⊆ U × V i F (q) ⊆ W /F (q) ∩W 6= ∅/ для всiх q ∈ G × H, i просто
симетрично квазiнеперервним зверху /знизу/, якщо воно є таким в кожнiй
точцi.

В [381] було встановлено, що коли простiр X метричний або задовольняє
другу аксiому злiченностi, простори Y та Z задовольняють другу аксiому
злiченностi i вiдображення F : X × Y → Z квазiнеперервне знизу, то
iснує залишкова в X множина A, така, що вiдображення F симетрично
квазiнеперервне знизу вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .
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РОЗДIЛ 2.

ОГЛЯД РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

2.1. Множини точок A-квазiнеперервностi

2.1.1. Добре вiдомо, що множина точок неперервностi будь-якого
вiдображення iз значеннями в метризовному просторi є множиною типу Gδ.
Про опис множин точок деяких ослаблень неперервностi йшлося в першому
роздiлi даної роботи.

В [348] було дано опис множини точок майже неперервностi, ледь
неперервностi i майже квазiнеперервностi. В данiй роботi цим питання
присвячено пiдроздiл 3.1. Так в теоремах 3.1.1 та 3.1.3 встановлено, що
множина точок майже неперервностi вiдображення f : X → Y , а отже,
i майже квазiнеперервностi, є залишковою для довiльного топологiчного
простору X та простору Y з другою аксiомою злiченностi, а теорема 3.1.2
розв’язує обернену задачу. В теоремi 3.1.4 встановлено, що для функцiї з R в
R множина точок її ледь неперервностi може бути довiльною пiдмножиною
R.

2.1.2. Основним iнструментом у доведеннi того, що множина точок
неперевностi вiдображення iз значеннями в метризовному просторi є
множиною типу Gδ, виступає коливання функцiї. В [363] за допомогою
узагальнення поняття коливання отримано певну iнформацiю про множини
точок деяких ослаблень неперервностi (теорема 3.2.1). З цiєю метою було
введено загальне поняття так званої A-квазiнеперервностi, яке охоплює деякi
конкретнi ослаблення неперервностi (неперервнiсть, квазiнеперервнiсть,
майже неперервнiсть, майже квазiнеперервнiсть, тощо).

Результати пiдроздiлiв 3.1 та 3.2 опублiковано в [363, 348, 344].

2.2. Псевдоквазiнеперервнiсть та її аналоги

2.2.1. Поняття псевдоквазiнеперервностi виникло, як послаблення
характеристичної властивостi квазiнеперервностi: вiдображення f : X → Y
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квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(U) ⊆ f(E) для кожної вiдкритої
множини Uв X та щiльної в U множини E. Вiдображення f : X → Y

називається псевдоквазiнеперевним, якщо для довiльної вiдкритої множини
U в X та довiльної множини E в X, такої, що U ⊆ E iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ f(E). Зрозумiло, що
кожне квазiнеперервне вiдображення є псевдоквазiнеперервним. Простий
приклад 3.6.1 показує, що обернене твердження не вiрне.

Теорема 3.6.2 говорить про те, що для псевдоквазiнеперервного
вiдображення f : X → Y , яке дiє мiж топологiчним простором X та
топологiчним простором Y , який задовольняє другу аксiому злiченностi,
множина D(f) точок розриву є першої категорiї. Звiдси негайно випливає
(теорема 3.6.3), що якщо X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – псевдоквазiнеперевне вiдображення,
то вiдображення f точково розривне, а отже, клiкове.

Виявляється (теорема 3.6.4), що псевдоквазiнеперервнiсть рiвносильна
простiй неперервностi. Також вiдмiтимо, що кожна функцiя f : R → R, яка
має замкнений графiк, псевдоквазiнеперервна (твердження 3.6.3).

Цi та iншi властивостi псевдоквазiнеперервностi подано в пiдроздiлi 3.6,
результати якого були опублiкованi в [228], [359] та [377].

2.2.2. Послаблення в такий же спосiб сукупної квазiнеперервностi у
випадку вiдображень вiд двох змiнних приводить до кiлькох понять. Перше
з них – це горизонтальна квазiнеперевнiсть. В [333] було встановлено, що
якщо X, Y i Z – топологiчнi простори, f : X × Y → Z – горизонтально
квазiнеперервне вiдображення, U – вiдкрита непорожня множина в X, V –
вiдкрита непорожня множина в Y , множина A мiститься в X i така, що
U ⊆ A, то

f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Обернене твердження не вiрне, тому ця властивiсть не є характеристичною
для горизонтальної квазiнеперервностi. Характеристичною властивiстю для
горизонтально квазiнеперервностi є така: для топологiчних просторiв X, Y
та Z вiдображення f : X × Y → Z горизонтально квазiнеперервне тодi i
тiльки тодi, коли

f(U × V ) ⊆ f(
⋃
y∈V

(Ay × {y})),
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для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i Y та
довiльних множин Ay в Y , причому U ⊆ Ay, для кожного y ∈ V .

Послаблення горизонтальної квазiнеперервностi з [333] одержало назву
слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть. Вiдображення f : X × Y → Z

називається слабко горизонтально квазiнеперервним, якщо для довiльних
вiдкритих множин U i V в X i Y вiдповiдно та множини A ⊆ X, такої, що
U ⊆ A виконується включення f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Горизонтальна квазiнеперервнiсть та слабка горизонтальна
квазiнеперервнiсть використовувалися для уточнення результатiв про
точки сукупної неперервностi та квазiнеперервностi. Подальшi покращення
цих результатiв привели до нових понять.

Так, в [354] для вiдображень f : X × Y → Z було введено поняття N -
вiдображення, одна з умов якого така (умова (i)): для довiльних вiдкритих
непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i Y та довiльної множини A в
X, для якої U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що
G ⊆ U i f(G × V ) ⊆ f((G ∩ A)× V ). Пiзнiше, в [196], умова (i) для N -
вiдображень стала основою нового поняття – псевдоквазiнеперервностi знизу,
для многозначних вiдображень. Многозначне вiдображення F : X → Y

називається псевдоквазiнеперервним знизу, якщо для кожної непорожньої
вiдкритої множини U в X i довiльної пiдмножини A ⊆ X, такої, що U ⊆ A,
iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i F (G) ⊆ F (A).
Для вiдображення f : X×Y → Z, яке задовольняє умову (i), та непорожньої
вiдкритої множини V в Y , псевдоквазiнеперервним знизу є таке многозначне
вiдображення: F : X → Z, F (x) = fx(V ), x ∈ X.

В [389] було знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб вiдображення
f : X × Y → Z має властивiсть Гана. Там для многозначних вiдображень
зi значеннями в метричному просторi було введена умова (A), яка для
вiдображень f : X×Y → Z може бути переформульована так: для довiльного
ε > 0, довiльної вiдкритої непорожньої множини U в X, довiльної вiдкритої
непорожньої множини V в Y i довiльної множини E ⊆ X, щiльної в U , для
яких ωf(A × V ) < ε, iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що
G ⊆ U i ωf(G× V )) < ε.

Ще два послаблення горизонтальної квазiнеперервностi було введено в
працях [360] та [226]. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення
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f : X × Y → Z задовольняє умову (B∗), якщо для довiльної десь щiльної
множини A в X i довiльної вiдкритої непорожньої множини V в Y iснують
вiдкритi непорожнi множини G в X та H в Y , такi що G ⊆ A, H ⊆ V

i f(G × H) ⊆ f((A× V ). А для метричного простору Z умова (B) дала
можливiсть одержати характеризацiю клiковостi. Функцiя f : X × Y → Z

задовольняє умову (B), якщо для довiльного ε > 0, довiльних вiдкритих
непорожнiх множин U в X i V в Y та довiльної множини E ⊆ X щiльної в
U , для яких ωf(E × V ) < ε, iснують вiдкритi непорожнi множини G в X i H
в Y , такi, що G ⊆ U , H ⊆ V i ωf(G×H) < ε.

2.3. Характеризацiя рiзних ослаблень неперервностi

через замикання

2.3.1. Добре вiдомою є характеризацiя неперервностi вiдображення в
термiнах замикання образу: вiдображення f мiж топологiчними просторами
X та Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли

f(A) ⊆ f(A) (∗)

для довiльної пiдмножини A простору X.
Зрозумiло, що коли вимагати виконання умови (∗) не для всiх пiдмножин

простору X, а лише для деяких, то включення (∗) буде означати певне
ослаблення неперервностi. Наприклад, введене К.Келлумом у [149] поняття
функцiї Ґiбсона, як показали в [146] О.Карлова та В.Михайлюк, рiвносильне
поняттю майже неперервностi.

Якщо виконання (∗) вимагати лише для пiдмножин D простору X,
замикання яких D є зв’язними множинами, то ми одержимо введену в
[147] П.С.Келлером властивiсть щiльностi вiдображення. Р.Мiмна в [207]
встановив, що функцiя f : R → R є двосторонньо квазiнеперервною
тодi i тiльки тодi, коли вона має властивiсть щiльностi вiдображення. В
[23] Я.Борсiком було показано, що якщо вiдображення f : X → Y мiж
топологiчними просторами X та Y має властивiсть щiльного вiдображення,
то f є B-квазiнеперервним, а також наведено приклад функцiї f : R2 → R,
яка є B-квазiнеперервною, але не має властивостi щiльного вiдображення. В
теоремi 3.3.5 буде описано систему множин Op, для кожної з яких виконання
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умови (∗) буде рiвносильна B-квазiнеперервностi.
Також в [207] Р.Мiмна показав, що функцiя f : R → R неперервна

тодi i тiльки тодi, коли f(N) ⊆ f(N) для довiльної нiде не щiльної
множини N . Результат Р.Мiмни буде розширено в твердженнi 3.3.1 на
випадок вiдображень, що дiють мiж топологiчними просторами.

В [364] було дослiджено якi ослаблення неперервностi допускають подiбну
характеризацiю з допомогою включення (∗), що виконується для множини A
з певної системи A. Там для топологiчних просторiв X i Y , вiдображення
f : X → Y та деякої системи A пiдмножин простору X було введено
поняття A-неперервностi. Однак, що в роботi [326] пiд термiном A-
неперервнiсть розумiють зовсiм iншу властивiсть вiдображень. Тому A-
неперервнiсть з [364] ми будемо тут називати неперервнiстю вiдносно системи
A. Отже, вiдображення f називається неперервним вiдносно системи A,
якщо включення f(A) ⊆ f(A) виконується для довiльної множини A ∈ A.

Результат О.Карлової та В.Михайлюка доповнено наступним (теорема
3.3.2): якщо X та Y – топологiчнi простори, Gs – система квазiвiдкритих
множин в X, то вiдображення f : X → Y є майже неперервним тодi i тiльки
тодi, коли воно є неперервним вiдносно системи Gs.

Для функцiй f : R → R встановлено (наслiдок 3.3.2), що слабка
властивiсть Ґiбсона рiвносильна властивостi Юнґа. Для вiдображень мiж
загальними топологiчними просторами подiбного результату встановити не
вдалося, а одержано тiльки (теорема 3.3.4), що якщо X – T1-простiр, Y –
топологiчний простiр, C – система зв’язних множин в X i f : X → Y –
периферiйно неперервне вiдображення, то f є неперервним вiдносно системи
C.

Теорема 3.3.5 дає характеризацiю B-квазiнеперервностi для випадку
довiльних топологiчних просторiв i тим самим узагальнює результат
Я.Борсiка з [23]. В [27] Я.Борсiк встановив, що коли функцiя f : R→ R
є квазiнеперервною i має властивiсть Дарбу, то вона двосторонньо
квазiнеперервна. Цей результат покращено в теоремi 3.3.6, яка до того ж є
декомпозицiєю B-квазiнеперервностi: якщо X – локально зв’язний простiр i
Y – топологiчний простiр, то вiдображення f : X → Y є B-квазiнеперервним
тодi i тiльки тодi, коли воно квазiнеперервне i є слабкою функцiєю Ґiбсона.

Також в пiдроздiлi 3.3 охарактеризовано поняття α-неперервностi (теорема
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3.3.7), ледь неперервностi (теорема 3.3.8) та майже ледь неперервностi
(теорема 3.3.9) в термiнах неперервностi вiдносно системи.

2.3.2. В [391] було встановлено зв’язок мiж поняттям A-неперервностi з
[326] та поняттям неперервностi вiдносно системи з [364]. Для топологiчного
простору X, сiм’ї A = (Ax)x∈X непорожнiх систем Ax ⊆ 2X i системи B в X
було введено поняття системи, яка спряжена з сiм’єю. За допомогою цього
поняття було встановлено (теорема 3.4.1), що коли X та Y – топологiчнi
простори, A = (Ax)x∈X – сiм’я непорожнiх систем Ax ⊆ 2X i B – система
в X, яка спряжена з сiмє’ю A = (Ax)x∈X , то вiдображення f : X → Y є
A-неперервним тодi i тiльки тодi, коли f неперервним вiдносно системи B.

Далi в пiдроздiлi 3.4 подано характеризацiї рiзних ослаблень неперервностi
за допомогою операцiй замикання та внутрiшностi. Зокрема встановлено
(теорема 3.4.2), що для довiльних топологiчних просторiв X та Y

вiдображення f : X → Y :

• квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A);

• майже неперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A);

• α-неперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A);

• майже квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(int(intA)) ⊆ f(A);

для довiльної пiдмножини A ⊆ X.
Результати пiдроздiлiв 3.3 та 3.4 опублiковано в [364, 390, 391].

2.4. Перехiднiсть та її рiзновиди

2.4.1. Властивiсть перехiдностi для функцiй f : R → R була введена
в [323]. Без особливих змiн вона переноситься на випадок дiйснозначних
функцiй, заданих на довiльних топологiчних просторах. Функцiя f : X → R
називається перехiдною зверху /знизу/ в точцi x, якщо для довiльного ε > 0

iснують окiл U точки x i точка y ∈ (f(x), f(x) + ε) /y ∈ (f(x) − ε, f(x))/,
такi, що U ∩ f−1(y) = ∅. Якщо функцiя перехiдна зверху i знизу в точцi x,
то вона називається перехiдною в точцi x. Функцiя називається перехiдною
/зверху, знизу/, якщо вона є такою в кожнiй точцi x з X. Перехiднiсть є
досить простою умою, кожна функцiя f : X → R є сумою двох перехiдних
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функцiй (твердження 6.1.2). Також кожна монотонна функцiя f : R → R є
перехiдною (твердження 6.1.3). Хоча умова перехiдностi i є досить слабкою,
однак iснують функцiї f : R→ R, якi її не задовольняють (приклад 6.1.1).

В [343] поняття перехiдностi було перенесено на випадок довiльних
топологiчних просторiв. Для топологiчних просторiв X i Y вiдображення
f : X → Y називається перехiдним у точцi x ∈ X, якщо для кожного
околу V точки f(x) в Y iснують окiл U точки x в X i вiдкритий окiл
W точки f(x) в Y , такi, що W ⊆ V i f(U) ⊆ W t (Y \ W ), i просто
перехiдним, якщо воно є таким у кожнiй точцi зX. Вже для такого загального
поняття встановлено, що для довiльних топологiчних просторiвX та Y кожне
неперервне вiдображення f : X → Y є перехiдним (твердження 6.1.4), а
у випадку коли Y – гаусдорфовий локально компактний простiр, то кожне
вiдображення f : X → Y iз замкненим графiком є перехiдним (теорема 6.1.2).

Як аналог перехiдностi зверху /знизу/ функцiй зi значенням в R можна
ввести подiбне ослаблення перехiдностi у випадку вiдображень зi значеннями
в довiльних топологiчних просторах. Нехай X i Y – топологiчнi простори.
Вiдображення f : X → Y називається слабко перехiдним у точцi x з X,
якщо для кожного околу V точки y = f(x) у просторi Y iснують окiл U точки
x в X i точка b ∈ V , такi, що U ∩ f−1(b) = ∅, i просто слабко перехiдним,
якщо f має цю властивiсть у кожнiй точцi x простору X. Зрозумiло, що
функцiя f : X → R буде слабко перехiдною в точцi x тодi i тiльки тодi, коли
вона перехiдна зверху або знизу в точцi x. В загальному випадку зв’язок мiж
перехiднiстю та слабкою перехiднiстю встановлено в твердженнi 6.1.5.

Ще бiльшим послабленням перехiдностi (для певних просторiв) є склабка
квазiперехiднiсть. Вiдображення f : X → Y називається слабко
квазiперехiдним у точцi x з X, якщо для кожного околу V точки f(x) у
просторi Y i кожного околу U точки x в X iснують непорожня вiдкрита
множина G в X i точка b ∈ V , такi, що G ⊆ U i G ∩ f−1(b) = ∅. Якщо
ця властивiсть виконується для кожної точки x з X, то f називається
просто слабко квазiперехiдним. Легко переконатися, що кожне слабко
перехiдне вiдображення є слабко квазiперехiдним. Виявляється, що слабка
квазiперехiднiсть повязана з вiдомим поняттям – властивiстю типу Чезаро
(теорема 6.1.3): вiдображення f : X → Y буде мати властивiсть типу Чезаро
тодi i тiльки тодi, коли воно не є слабко квазiперехiдним.
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Також вiдмiтимо приклад функцiї f : R → R, яка є типу Чезаро, i не є
слабко квазiперехiдною, а отже, i перехiдною, в жоднiй точцi x ∈ R (теорема
6.1.4). Разом з цим теорема 6.1.5 показує, що для топологiчного простору
X, топологiчного простору Y , який має не бiльш нiж злiченну псевдобазу,
i слабко квазiперехiдного вiдображення f : X → Y множина B всiх тих
точок x з X, в яких f буде слабко перехiдною є залишковою в X. Для
функцiй iз значеннями в R можна встановить бiльше (теорема 6.1.6): якщо
X – топологiчний простiр i f : X → R – слабко квазiперехiдна функцiя,
то множини B, B+ i B− всiх тих точок x з X, в яких f буде вiдповiдно
перехiдною, перехiдною зверху чи перехiдною знизу, є залишковими в X.

Результати цього пiдпункту опублiковано в [343], [347] та [366].
2.4.2. Як зазначалося в попередньому пiдпунктi, кожне вiдображення iз

замкненим графiком зi значеннями в гаусдорфовому локально компактному
просторi є перехiдним. В пiдпунктi 1.4.2 йшлося про про деякi властивостi
вiдображень, якi є слабшими за умову замкненостi графiка. Тому природно
постало питання про порiвняння цих понять.

В твердженнi 6.1.9 було встановлено, що для довiльних топологiчних
просторiв X i Y кожне локально w∗-неперервне вiдображення f : X → Y

є перехiдним. Обернене твердження не вiрне (приклад 6.1.3). Властивiсть
локальної вiдносної неперервностi є слабшою за локальну w∗-неперервнiсть.
Однак, на момент публiкацiї статтi [343] її автори про цю властивiсть не
знали. Тому порiвняння її з перехiднiстю вiдбулося в працi [197]. В твердженнi
6.2.1 встановлено, що для довiльних топологiчних просторiв X i Y кожне
локально вiдносно неперервне вiдображення f : X → Y є перехiдним.
Обернене твердження не вiрне (твердження 6.2.2).

На вiдмiну вiд таких ослаблень як локальна w∗-неперервнiсть чи локальна
вiдносна неперервнiсть, w∗-квазiнеперервнiсть вже є слабшою за перехiднiсть.
Це демонструє твердження 6.2.3 та приклад 6.2.2. Слiд також зауважити,
що означення перехiдностi та w∗-квазiнеперервностi на диво схожi. Як з
неперервностi випливає перехiднiсть, так i з квзiнеперервностi випливає w∗-
квазiнеперервнiсть (твердження 6.2.4).

Як симбiоз понять квазiнеперервностi та перехiдностi, в [197] було
введене поняття квазiперехiдностi. Вiдображення f : X → Y називається
квазiперехiдним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки f(x)

64



в Y , для кожного околу U точки x в X iснують вiдкритий окiл W точки
f(x) в Y i вiдкрита непорожня множина G в X, такi, що W ⊆ V , G ⊆ U i
G ∩ f−1(frW ) = ∅, i просто квазiперехiдним, якщо воно є таким у кожнiй
точцi. Аналогiчно до того, як вводилось поняття перехiдностi зверху чи знизу
для функцiї f : X → R можна розглядати квазiперехiднiсть зверху чи знизу.

Твердження 6.2.5 i приклад 6.2.10 показують, що квазiперехiднiсть є
слабшим поняттям нiж w∗-квазiнеперервнiсть. В твердженнi 6.2.6 вказано
умови на простори X та Y , при яких кожне квазiперехiдне вiдображення
є слабко квазiперехiдним. Крiм того, для функцiй iз значенням в R кожна
слабко квазiперехiдна функцiя f : X → R є квазiперехiдною (твердження
6.2.8). Однак, як показано в твердженнi 6.2.9, те, що функцiя в твердженнi
6.2.8 набуває значення в R є iстотною умовою.

Вiдзначимо умови на простори X та Y , при яких кожне вiдображення
f : X → Y є перехiдним. Так, в твердженнi 6.2.11 встановлено, що коли X –
топологiчний простiр i Y – топологiчний простiр, який має базу з вiдкрито-
замкнених множин, то кожна функцiя f : X → Y є перехiдною. Також кожна
функцiя f : Q→ R є перехiдною (твердження 6.2.12).

Аналогiчно до теорем 6.1.5 та 6.1.6 можна встановити, що коли X –
топологiчний простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi
i f : X → Y – w∗-квазiнеперервне вiдображення, то множина точок
перехiдностi вiдображення f є залишковою в X (теорема 6.2.1).

Результати цього пiдпункту опублiковано в [197], [367] та [366].

2.5. Застосування перехiдностi

2.5.1. Поняття перехiдностi було введено В.Крецу та В.Маслюченком
в [323] як допомiжний iнструмент при встановленнi неперервностi S-
неперервних функцiй f : R→ R iз замкненим графiком. В [343] цей результат
вдалося узагальнити для вiдображень мiж топологiчними просторами, при
цьому замiнивши S-неперервнiсть на слабку властивiсть Дарбу (теорема
6.1.8): якщо X – локально зв’язний простiр, Y – топологiчний простiр,
вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу i є перехiдним,
то f – неперервне вiдображення. Цей результат узагальнює всi попереднi
результати на цю тему, зокрема, добре вiдомий результат про неперервнiсть
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дiйсної функцiї iз замкненим i зв’язним графiком.
У працi [197], використовуючи локальний аналог теореми 6.1.8 теорему

6.1.7, одержано новi результати про множину точок розриву w∗-
квазiнеперервних вiдображень. В теоремi 6.2.2 встановлено, що якщо X –
локально зв’язний простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi
i w∗-квазiнеперервне вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу,
то множина D(f) першої категорiї. А у слабко квазiперехiдних функцiй з
слабкою властивiстю Дарбу, якi дiють з локально зв’язного простору в R,
множина D(f) першої категорiї (теорема 6.2.3).

У зв’язку з теоремою 6.1.8 виникло природне бажання дослiдити, в яких
вiдомих теоремах (зокрема декомпозицiйних теоремах) умову замкненостi
графiка можна замiнити на перехiднiсть. Про випадки успiшної замiни умови
замкненостi графiка на перехiднiсть ми поговоримо в пiдроздiлi 2.10.

Однак, не завжди умову замкненостi графiка вдається замiнити
перехiднiсть. Як зазначалося в пiдроздiлi 1.10.1 Й.Добош в [65] встановив, що
двосторонньо квазiнеперервна функцiя f : R → R iз замкненим графiком є
неперервною. Такого самого результату з замiною умови замкненостi графiка
на перехiднiсть встановити не можна. Це було показано в працi [351]. Зокрема,
встановлено, що для довiльного скiнченного або нескiнченного промiжку
J ⊆ R i довiльної нiде не щiльної досконалої в J множини F iснує така
двосторонньо квазiнеперервна перехiдна функцiя f : J → R, що множина
D(f) точок розриву функцiї f рiвна F (теорема 6.4.5).

Результати цього пiдроздiлу опублiковано в [343], [347], [197], [367], [351] та
[366].

2.5.2. В [123] З.Ґранде та Т.Натканєц побудували приклад квазiнеперервної
бiєкцiї f : [0, 1]→ [0, 1], для якої функцiя f−1 не є квазiнеперервною. В працi
[365] було дослiджено iснування у оберненого вiдображення властивостей
прямого вiдображення для рiзних типiв ослабленої неперервностi. В данiй
роботi цi результати вiдображено в пiдроздiлах 3.5 та 6.5.1.

Модифiкуючи конструкцiю з [123] в твердженнi 3.5.1 встановлено, що iснує
квазiнеперервна бiєкцiя f : [0, 1]→ [0, 1], для якої функцiя f−1 не є майже
ледь неперервною. Також одержано три результати, якi дають достатнi умови
iснування певних типiв ослабленої неперервностi у оберненого вiдображення.
Нехай X i Y – топологiчнi простори:
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• якщо f : X → Y – квазiнеперервна бiєкцiя i f−1 – майже ледь неперервне
вiдображення, то f−1 – майже квазiнеперервне вiдображення;

• якщо f : X → Y – майже квазiнеперервна бiєкцiя, f i f−1 – ледь
неперервнi вiдображення, то f−1 – квазiнеперервне;

• якщо f : X → Y – бiєкцiя, f i f−1 – ледь неперервнi вiдображення, то
вiдображення f i f−1 псевдоквазiнеперервнi.

В твердженнi 3.5.5 встановлено, що iснує бiєктивна функцiя
f : [0, 1]→ [0, 1], яка майже неперервна, але f−1 не є майже неперевною.

Використовуючи поняття перехiдностi вдалось встановити ряд результатiв
про наявнiсть у оберненого вiдображення властивостей типу Дарбу. Спочатку
в твердженнi 6.5.1 встановлено, що для топологiчного простору X, який
задовольняє аксiому T1, кожна бiєкцiя f : X → R є перехiдною функцiєю.
Iстотнiсть того, що функцiя f в твердженнi 6.5.1 набуває значення в R
показано в твердженнi 6.5.2. Використовуючи властивостi перехiдностi в
твердженнi 6.5.3 встановлено: якщо X – локально зв’язний простiр, який
задовольняє аксiому T1 i f : X → R – бiєкцiя, яка має слабку властивiсть
Дарбу, то f – неперервне вiдображення. Як наслiдок в твердженнi 6.5.4
одержано, що для кожної бiєкцiї f : R → R, яка є функцiєю типу Дарбу,
функцiя f−1 теж є типу Дарбу.

Частково результати цього пiдроздiлу опублiковано в [361], [365], [366] та
[376].

2.5.3. Як вже зазначалося, перехiднiсть є ослабленням умови замкненностi
графiка для деяких типiв просторiв. В пiдроздiлi 6.5.2 вивчаються
зв’язки мiж сукупною властивiстю замкненностi графiка та нарiзною для
вiдображень вiд двох змiнних. Неважко зрозумiти, що коли вiдображення
f : X × Y → Z має замкнений графiк, то для довiльних x ∈ X i
y ∈ Y вiдображення fx i fy мають замкненi графiки. Обернене твердження
не вiрне. В теоремi 6.5.2 встановлено, що коли X – берiвський простiр,
Y – топологiчний простiр, що має злiченну псевдобазу, Z – сепарабельний
метричний, в якому кожна обмежена множина має компактне замикання, i
функцiя f : X × Y → Z задовольняє умови:

(1) fx має замкнений графiк для всiх x з деякої залишкової множини M
в X;
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(2) fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y ,
то f є клiковою, а якщо простiр Y берiвський, то i точково розривною.

Приклад 6.5.2 показує, що перехiднiсть за сукупнiстю змiнних та нарiзна
замкненiсть графiка не гарантує сукупної замкненностi графiка. Однак такi
умови мають багато спiльних властивостей з умовою замкненностi графiка.
Так, зокрема, в теремi 6.5.3 встановлено, що коли f : R2 → R – перехiдна за
сукупнiстю змiнних функцiя, для якої розрiзи fx i fy мають замкненi графiки
для всiх x, y ∈ R, то D(f) – замкнена нiде не щiльна множина.

2.6. Узагальнення теореми Калбрi-Троаллiка

2.6.1. У зв’язку з дослiдженнями множини точок сукупної неперервностi,
якi були описано в пiдроздiлi 1.6, виник новий клас просторiв. Кажуть
[334], що топологiчний простiр Y є простором Гана, якщо для довiльного
топологiчного простору X i довiльного метризовного простору Z кожне
вiдображення f з класу CC(X × Y, Z) має властивiсть Гана. Зрозумiло, що
кожний простiр, який задовольняє другу аксiому злiченностi, є простором
Гана. В прикладi 5.1.1 пiдроздiлу 5.1 показано, що клас просторiв Гана
ширший нiж клас просторiв з другою аксiомою злiченностi.

Результат з [350, 342] про включення KhC(X × Y, Z) ⊆ H(X × Y, Z)

розширено в теоремi 5.1.2 на випадок, коли X – топологiчний простiр, Y –
сепарабельний з першою аксiомою злiченностi простiр Гана, Z – метризовний.

У двох наступних результатах умова горизонтальної квазiнеперервностi
замiняється на сильнiшу умову сукупної квазiнеперервностi, але при цьому в
першiй теоремi (теорема 5.1.3) послабляються умови на простiр Y , а в другiй
теоремi (теорема 5.2.2) умову неперервностi вiдносно другої змiнної замiнено
на майже неперервнiсть вiдносно другої змiнної. Вiдображення f : X×Y → Z

має властивiсть Гана, якщо виконуються одна з наступних умов:

• простiр X задовольняє другу аксiому злiченностi, Y – берiвський
простiр, який є простором Гана i кожна всюди щiльна в Y множина є
сепарабельною, Z – метризовний сепарабельний простiр i вiдображення
f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних i неперервне вiдносно другої
змiнної;

• X – топологiчний простiр, Y – сепарабельний з першою аксiомою
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злiченностi простiр Гана, Z – метризовний простiр, f : X × Y → Z –
сукупно казiнеперервне вiдображення i fx – майже неперервне для всiх
x з деякої залишкової в X множини.

Зауважимо, що при доведеннi теореми 5.2.2 використовувалася теорема
5.2.1 iз застосуванням множини злiченного типу: якщо X та Y – топологiчнi
простори, Z – метризовний простiр, B – множина злiченного типу в
Y , f : X × Y → Z – сукупно казiнеперервне вiдображення i fx – майже
неперервне для всiх x з деякої залишкової в X множини, то iснує залишкова
в X множина A, така, що A×B ⊆ C(f).

2.6.2. О.Скаскiв звернув увагу на клас нарiзно монотонних функцiй
f : R2 → R. Зокрема, вiн поставив питання: чи будуть нарiзно монотоннi
функцiї точково розривними? В [371] було дано ствердну вiдповiдь на це
питання. Однак повний опис множини точок розриву таких функцiй поки
що невiдомий. У зв’язку з цими дослiдженнями в поле нашого зору потрапив
клас функцiй f : R × Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної i
неперервнi вiдносно другої змiнної при значеннях першої з деякої залишкової
множини. Виявляється, що цей клас також має властивiсть Гана за деяких
умов на простiр Y . Спочатку в теоремi 5.2.4 встановлюється, що для
топологiчного простору Y , множини B злiченного типу в Y , вiдображення
f : R× Y → R, яке монотонне вiдносно першої змiнної i неперервне вiдносно
другої змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку залишкову
множину в R (коротше, f ∈MC̃(R×Y,R)), iснує залишкова в R множина A,
така, що A×B ⊆ C(f). Використовуючи цей факт в теоремi 5.2.5 доведено,
що коли Y – сепарабельний з першою аксiомою злiченностi простiр Гана, то
MC̃(R× Y,R) ⊆ H(R× Y,R).

Результати пiдроздiлiв 5.1 i 5.2 опублiковано в [371, 368, 369, 229].
2.6.3. Як вже зазначалось в пiдроздiлi 1.6. аналогу загальної теореми

Калбрi-Труаллiка для множин злiченного типу довгий час не було знайдено нi
для KC-функцiй, нi, тим бiльше, для KhC-функцiй. В [354] було заповнено
цю прогалину, узагальнивши теорему Калбрi-Труаллiка не лише на KhC-
функцiї, а й на функцiї з ширшого класу N , наклавши умови на функцiю f ,
якi гарантують залишковiсть множини CB(f) = {x ∈ X : {x} × B ⊆ C(f)}.
При цьому там був застосовуємо новий метод, який використовує категорнi
мiркування i не спирається, як у [10], на теорему Бера про точки розриву
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напiвнеперервних функцiй.
Результати працi [354] подано в пiдроздiлi 5.3. Зокрема там встановлено

(теорема 5.3.1): якщо X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний простiр,
B – множина злiченного типу в Y i f : X × Y → Z – N -вiдображення, то
множина CB(f) є залишковою в X. Як наслiдок звiдси одержується, що коли
до умов теореми 5.3.1 добавити наявнiсть у простора Y злiченної бази, то
ми одержимо, що N -вiдображення мають властивiсть Гана. В прикладi 5.3.2
побудована функцiю f : R× (0,+∞)→ R, яка не входить в клас N , але має
властивiсть Гана, тобто для неї множина CY (f) залишкова з R. Тим самим,
приклад 5.3.2 показує, що клас H(R× (0,+∞),R) ширший, за клас N .

Друга тема, що її обговорювали в [354], була пов’язана з великими
коливаннями. Для функцiї f : P → Z, що задана на топологiчному просторi
P i набуває значень у метричному просторi Z з метрикою | ◦−◦ |Z коливання
на непорожнiй множинi E ⊆ P i в точцi p ∈ P , як вiдомо, вводиться
вiдповiдно формулами:

ωf(E) = sup
p′,p′′∈E

|f(p′)− f(p′′)| i ωf(p) = inf
p∈intU

ωf(U).

Очевидно, що C(f) = {p ∈ P : ωf(p) = 0}. Тому для множини
D(f) = P \ C(f) всiх розривiв функцiї f маємо: D(f) = {p ∈ P : ωf(p) > 0}.
Для довiльного ε > 0 покладемо Dε(f) = {p ∈ P : ωf(p) ≥ ε}. Якщо ε

фiксоване, то про точки з множини Dε(f) кажуть, як про такi, що мають
великi коливання. Оскiльки функцiя ωf : P → [0,+∞] неперервна зверху,
то множини Dε(f) завжди замкненi в P . Якщо P = X × Y – це добуток
двох топологiчних просторiв, то можна розглянути проекцiю prX(Dε(f))

множини Dε(f) на простiр X, яка згiдно з теоремою Куратовського [322,
с. 200] про проекцiю теж буде замкненою, якщо простiр Y компактний.
Ще Р.Бер довiв [10, с. 88 – 94], що у випадку X = [a, b], Y = [c, d]

i Z = R для кожної нарiзно неперервної функцiї f : X × Y → Z i
кожного ε > 0 проекцiя prX(Dε(f)) нiде не щiльна в X. Метод Бера
був проаналiзований у працi [335] i вiдповiдним чином узагальнений, що
дало змогу отримати такий же результат у тому випадку, коли простiр
X сильно злiченно повний i регулярний, Y – метризовний компакт, Z –
метричний простiр i f : X × Y → Z – CC-функцiя, у якої всi x-розрiзи
fx = f(x, ·) : Y → Z неперервнi i множина YC(f) всiх тих y ∈ Y , для яких
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y-розрiзи fy = f(·, y) : X → Z неперервнi, щiльна в Y . У працi [45] нiде
не щiльнiсть проекцiї prX(Dε(f)) була доведена у випадку, коли простiр X
берiвський, Y i Z – метричнi простори i f : X × Y → Z – CU -вiдображення,
яке неперервне вiдносно першої змiнної i рiвномiрно неперервне вiдносно
другої, а в [329] цей результат iншим методом був перенесений на CU -
функцiї. Цi теореми постали в результатi розвитку попереднiх пiдходiв з
праць [308] i [126]. Г.Ган у своїй монографiї [125, с. 337] подав одну теорему
про нiде не щiльнiсть проекцiї множини Dε(f) для нарiзно неперервних
функцiй вiд n змiнних, аналiз доведення якої привiв до такого результату
[331, теорема 3.4.2]: якщо X – берiвський простiр, Y – метризовний компакт,
Z – метричний простiр i f : X × Y → Z – KhC-функцiя, то для кожного
ε > 0 множина prX(Dε(f)) нiде не щiльна в X. Скажемо ще, що з теореми
Намiоки [214] випливає, що це ж має мiсце, коли простiр X сильно злiченно
повний i регулярний, Y – компакт, Z – метричний простiр i вiдображення
f : X × Y → Z нарiзно неперервне.

В [354] одержано теорему про великi коливання для вiдображень з класу
N (теорема 5.3.3): якщо X – берiвський простiр, Y – метризовний компакт,
Z – метричний простiр i f ∈ N (X × Y, Z), то для кожного ε > 0 множина
prX(Dε(f)) є замкненою i нiде не щiльною в X.

Крiм того, на завершення пiдроздiлу 5.3 в прикладi 5.3.3 побудовано
вiдображення f : R2 → R, яке квазiнеперервне вiдносно першої змiнної i
рiвномiрно неперервне вiдносно другої, у якого проекцiя множини Dε(f) на
перший спiвмножник при ε = 1

2 всюди щiльна, бо збiгається з Q. Це показує,
що результат Брекенрiджа-Нiшiури з [45] не можна перенести з CU -функцiй
на KU -функцiї. Результати пiдроздiлу 5.3 опублiковано в [354].

2.6.4. В працях [44] i [354] були одержанi схожi результати про множину
точок сукупної неперервностi вiдображення вiд двох змiнних. Обидва вони
мають своїм джерелом теорему Калбрi-Троаллiка [53], в обидвох дано далеке
узагальнення цього результату, отримане застосуванням нових методiв. Про
результати з [44] говорилося в пiдроздiлi 1.6.2, а про результати з [354] –
в 2.6.3. В [196] було порiвняно результати з [44] i [354]. Це дослiдження
викладено в пiдроздiлi 5.4.

Простий приклад N -вiдображення f : R2 → R, f(x, y) = 0 при x 6= 0

i f(0, y) = 1 для довiльного y ∈ R, для якого вiдображення FV не буде
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квазiнеперервним знизу в точцi 0 для довiльної непорожньої множини V ,
показує, що результат з [354] не випливає з результату працi [44].

Многозначне вiдображення F : X → Y називається:

• псевдоквазiнеперервним знизу, якщо для кожної непорожньої вiдкритої
множини U в X i довiльної пiдмножини A ⊆ X, такої, що U ⊆ A, iснує
вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i F (G) ⊆ F (A);

• покриттєво категорно клiковим знизу, якщо для кожного вiдкритого
покриття V простору Y i довiльної множини E другої категорiї в X

iснують десь щiльна в X множина A i множина V ∈ V , такi, що A ⊆ E

i F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх x ∈ A.

Нехай V – деяка система множин у просторi Y . Для точки y ∈ Y покладемо

V(y)={V ∈ V : V − окiл точки y в Y } i

B(V)={y ∈ Y : V(y)− база околiв точки y в Y }.

Модифiкуючи метод з [44] i розвиваючи поняття, застосованi в [354],
було отримуємо загальну теорему, i показано, що результати з [44] i [354]
є її наслiдками (теорема 5.4.1): якщо X i Y – топологiчнi простори,
Z – метризовний простiр, V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злiченна
система множин в Y , f : X × Y → Z – таке вiдображення, що
для кожної множини V ∈ V , для якої V ∩B(V) 6= ∅, вiдображення
FV : X 3 x 7→ FV (x) = fx(V ) ⊆ Z псевдоквазiнеперервне знизу та
покриттєво категорно клiкове знизу, то множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишкова в X.
Результати пiдроздiлу 5.4. опублiковано в працях [349] та [196].

2.7. Характеризацiя властивостi Гана

2.7.1. Як вже було описано вище, починаючи з умови нарiзної
неперервностi вiдображень f : R2 → R, знайдено велику кiлькiсть достатнiх
умов iснування у вiдображення f : X × Y → Z властивостi Гана. Цi умови
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стосуються як самого вiдображення f , так i просторiвX, Y та Z. Питання про
необхiднi i достатнi умови iснування у вiдображення властивостi Гана довгий
час не розглядалися. Однак, тенденцiя узагальнення результатiв, пов’язаних
з наявнiстю у вiдображення властивостi Гана, рано чи пiзно в певнiй мiрi
повинна була завершитись.

В [389] було знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб вiдображення
f : X × Y → Z має властивiсть Гана. Результати працi [389] викладено в
пiдроздiлi 5.5.

НехайX i Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр. Многозначне
вiдображення F : X → Z:

• задовольняє умову (A), якщо для довiльного ε > 0, довiльної вiдкритої
непорожньої множини U в X i довiльної множини E ⊆ X, щiльної в U ,
для яких diam(F (E)) < ε, iснує вiдкрита непорожня множина G в X,
така, що G ⊆ U i diam(F (G)) < ε;

• називається категорно клiковим знизу [349, 196], якщо для кожного
ε > 0 i довiльної множини E другої категорiї в X iснують десь щiльна в
X множина A i вiдображення g : A → Z, такi, що A ⊆ E, g(x) ∈ F (x)

для кожного x ∈ A i diam(g(A)) < ε.

Зазначимо, що коли Z – сепарабельний метричний простiр, то довiльне
многозначне вiдображення F : X → Z є категорно клiковим знизу. В
твердженнi 5.5.1 встановлено, що якщо X – топологiчний простiр, Z –
метричний простiр i F : X → Z – многозначне вiдображення, то

(1) якщо F – псевдоквазiнеперервне знизу, то F – задовольняє умову (A);
(2) якщо F – покриттєво категорно клiкове знизу, то F – категорно клiкове

знизу.
Приклад 5.5.1 показує, що для многозначних вiдображень з R в R умова

(A) слабша за псевдоквазiнеперервнiсть знизу.
Теорема 5.5.1 є узагальненням теореми 5.4.1 та багатьох iнших результатiв

такого типу: якщо X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злiченна система множин в Y ,
f : X × Y → Z – така функцiя, що для кожної множини V ∈ V , для якої
V ∩B(V) 6= ∅, вiдображення FV задовольняє умову (A) i є категорно клiкове
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знизу, то множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

залишкова в X.
Як наслiдок з теореми 5.5.1 одержуємо такий результат (наслiдок 5.5.2):

якщо X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє другу аксiому
злiченностi, V – база простору Y , Z – метричний простiр, функцiя
f : X × Y → Z, така, що для кожної множини V ∈ V вiдображення
FV задовольняє умову (A) та є категорно клiкове знизу i множина
M = {x ∈ X : C(fx) = Y } залишкова в X, то f має властивiсть Гана.

В теоремi 5.5.2 вдалось одержати i обернений результат до наслiдку 5.5.2:
якщо X – берiвський простiр, Y – компактний простiр, Z – метричний
простiр, f : X×Y → Z – функцiя, яка має властивiсть Гана, то для довiльної
непорожньої множини V в Y многозначне вiдображення FV задовольняє
умову (A) та є категорно клiкове знизу i множина M = {x ∈ X : C(fx) = Y }
залишкова в X.

Результати пiдроздiлу 5.5 опублiкованi в [389], [388] та [370].
2.7.2. Iншi характеризацiї властивостi Гана подано в пiдроздiлi 5.6. Нехай

X i Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр. Вiдображення
f : X × Y → Z називається:

• одностайно клiковим вiдносно y, якщо для кожного ε > 0 i для
кожної непорожньої вiдкритої множини U в X iснує непорожня вiдкрита
множина G в X, така, що G ⊆ U i ωfy(G) < ε для всiх y ∈ Y ;

• локально одностайно клiковим вiдносно y в точцi (a, b) ∈ X × Y , якщо
для кожного ε > 0 iснує окiл V точки b в Y , такий, що для кожного
околу U точки a в X iснує непорожня вiдкрита множина G в X, така,
що G ⊆ U i ωfy(G) < ε для всiх y ∈ V ;

i просто локально одностайно клiковим вiдносно y, якщо воно є таким в
кожнiй точцi.

Одержано наступнi характеризацiї властивостi Гана (теореми 5.6.9
та 5.6.10): якщо X – берiвський простiр, Y – компактний /локально
компактний/ простiр, який задовольняє другу аксiому злiченностi i Z –
метричний простiр, то f : X × Y → Z має властивiсть Гана тодi i тiльки
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тодi, коли f одностайно клiкове /локально одностайно клiкове/ вiдносно y i
множина XC(f) залишкова в X.

2.8. Сукупнi властивостi нарiзно ослаблено неперервних

функцiй

2.8.1. Для функцiй двох змiнних монотоннiсть вiдносно однiєї змiнної
забезпечує певнi сукупнi властивостi. Наприклад, добре вiдомий результат
Юнґа про те, що нарiзно неперервна функцiя, яка монотонна вiдносно
однiєї змiнної, є сукупно неперервною. В.Михайлюк у [357] встановив, що
монотонна вiдносно першої змiнної i неперервна вiдносно другої змiнної
функцiя f : R× Y → R є функцiєю першого класу Бера. Як уже зазначалося
в пiдроздiлi 2.6.2, що функцiя f : R × Y → R, яка монотонна вiдносно
першої змiнної i неперервна вiдносно другої змiнної при значеннях першої
змiнної з деякої залишкової множини в R, має властивiсть Гана (теорема
5.2.5). У зв’язку з цим результатом природно виникло бажання перевiрити,
чи мають мiсце аналогiчнi результати для функцiй, якi монотоннi вiдносно
першої змiнної i мають певну властивiсть ослабленої неперервностi вiдносно
другої змiнної. Такi дослiдження були проведенi в працi [386] i тут вони поданi
в пiдроздiлi 4.2.

Встановлено (теорема 4.2.1), що для простору Y , який має злiченну
псевдобазу i функцiї f : R × Y → R, яка монотонна вiдносно першої
змiнної i квазiнеперервна вiдносно другої змiнної при значеннях першої, що
пробiгають деяку залишкову множину в R (клас таких вiдображень будемо
позначати через MK̃(R × Y,R)), iснує залишкова в R множина A, така, що
функцiя f симетрично квазiнеперервна вiдносно x у кожнiй точцi множини
A×Y . Аналогiчнi теореми мають мiсце для ледь неперервностi (теорема 4.2.2)
та клiковостi (теорема 4.2.3). Класи таких вiдображень будемо позначати
через ML̃(R× Y,R) та MÃ(R× Y,R) вiдповiдно.

Крiм того, встановлено результат i про сукупну квазiнеперервнiсть
(теорема 4.2.5): якщо Y – довiльний топологiчний простiр, функцiя
f : R× Y → R горизонтально та вертикально квазiнеперервна i монотонна
вiдносно першої змiнної, то функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю
змiнних.
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Результати пiдроздiлу 4.2 опублiковано в [386] та [387].
2.8.2. В пiдроздiлi 4.7 продовжено дослiдження сукупних властивостей

вiдображень вiд двох змiнних, якi мають замкнений графiк вiдносно однiєї зi
змiнних, якi були розпочатi З.Ґрадне в [109].

Спочатку в теоремi 4.7.2 встановлюється, що якщо X – топологiчний
простiр, простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi /другу/, Z –
гаусдорфовий локально компактний простiр, який задовольняє другу аксiому
злiченностi, вiдображення f : X×Y → Z таке, що розрiз fx неперервний для
кожного x з деякої залишкової множини M в X i розрiз fy має замкнений
графiк для кожного y ∈ Y , то для кожного y ∈ Y множина Cy(f) /CY (f)/
залишкова в X.

Далi подiбний результат одержується для квазiнеперервностi (теорема
4.7.4): якщоX – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z –
гаусдорфовий локально компактний простiр, який задовольняє другу аксiому
злiченностi, вiдображення f : X × Y → Z таке, що fx квазiнеперервне для
всiх з деякої залишкової в X множини M i fy має замкнений графiк для
всiх y ∈ Y , то iснує така залишкова в X множина A, що вiдображення f

симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .
Також подано результат (теорема 4.7.6) про сукупну квазiнеперервнiсть,

який аналогiчний до теореми 4.2.5: якщо X – берiвський простiр, функцiя
f : X × R→ R горизонтально i вертикально квазiнеперервна та для всiх x з
деякої залишкової множини в X функцiя fx має має границi злiва i справа в
кожнiй точцi, то функцiя f є квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних.

На завершення буде узагальнено результат З.Ґранде з [109] на випадок
функцiй зi значеннями в метричних просторах. Ми уточнимо його i
використаємо при цьому iнший метод (теорема 4.7.9): якщо X – берiвський
простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – сепарабельний метричний,
в якому кожна обмежена множина має компактне замикання, а функцiя
f : X × Y → Z така, що fx клiкова для всiх з деякої залишкової множини в
X i fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y , то функцiя f клiкова.

Результати пiдроздiлу 4.7 опублiковано в [372] та [384].
2.8.3. В пiдроздiлах 2.8.1 та 2.8.2 йшлося про результати, в яких за певних

умов для вiдображення f : X × Y → Z iснує залишкова в X множина A,
така, що вiдображення f симетрично квазiнеперервне /клiкове/ вiдносно x в
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кожнiй точцi добутку A×Y . Очевидно, що коли вiдображення f : X × Y → Z

симетрично квазiнеперервне /клiкове/ вiдносно x в кожнiй точцi вертикалi
{a}×Y , то вiдображення fa квазiнеперервне /клiкове/. Також очевидно, що
з сукупної квазiнеперервностi чи клiковостi нiяк не випливає монотоннiсть
чи наявнiсть замкненого графiка у вiдображень fy для y ∈ Y . У зв’язку
з цим виникла задача про вiдшукання мiнiмальних умов на вiдображення
f : X × Y → Z, за яких буде iснувати залишкова в X множина A,
така, що вiдображення f має симетричну властивiсть певного ослаблення
неперервностi вiдносно x в кожнiй точцi добутку A× Y .

Першим результатом такого типу є теорема 4.1.3, яка є уточненням
вiдповiдного результату з [337]: якщо X – топологiчний простiр, простори Y
i Z задовольняють другу аксiому злiченностi i вiдображення f : X × Y → Z

квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних, то iснує залишкова в X множина A,
така, що вiдображення f симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй
точцi добутку A× Y .

Подiбний результат має мiсце i для клiковостi (теорема 4.4.4): якщо X –
топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевбобазу, Z – метричний
простiр i функцiя f : X × Y → Z сукупно клiкова, то iснує залишкова в X
множинаA, така, що функцiя f симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi
множини A×Y . Зауважимо, що наслiдки 4.1.1 та 4.4.1 з цих двох результатiв
узагальнюють вiдповiднi результати Е.Котлiкки та А. Малiзевського з [157].

Ще одним результатом на цю тему є теорема 4.4.5: якщо простiр X має
злiченну псевдобазу, Y – берiвський простiр, який має злiченну псевдобазу,
Z – меричний простiр i функцiя f : X × Y → Z клiкова вiдносно першої
змiнної i квазiнеперервна вiдносно другої змiнної, то iснує залишкова в X
множина A, така, що функцiя f симетрично квазiнеперервна вiдносно x в
кожнiй точцi множини A×Y . Ця теорема є аналогом вiдповiдного результату
Л.Фудалi з [84].

Що стосується деяких iнших ослаблень неперервностi, то в теоремах 4.4.1–
4.4.3 вказано умови, при яких для вiдображення f : X × Y → Z буде
iснувати залишкова вX множина A, така, що вiдображення f сукупно майже
неперервне (майже квазiнеперервне, майже ледь неперервне) в кожнiй точцi
множини A× Y .

Цi результати опублiковано в [375], [378] та [227].
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2.8.4. Вiдточення достатнiх умов наявностi у вiдображення f : X × Y → Z

залишкової в X множини A, такої, що вiдображення f симетрично
квазiнеперервне /клiкове/ вiдносно x в кожнiй точцi добутку A × Y було
продовжене в працi [360]. З цiєю метою там було введено двi новi властивостi.

Нехай X, Y та Z – топологiчнi простори. Вiдображення f : X × Y → Z

задовольняє умову (B∗), якщо для довiльної десь щiльної множини A в X i
довiльної вiдкритої непорожньої множини V в Y iснують вiдкритi непорожнi
множини G в X та H в Y , такi, що G ⊆ A, H ⊆ V i f(G×H) ⊆ f((A× V ).
Для метричного простору Z функцiя f : X ×Y → Z задовольняє умову (C),
якщо для кожного ε > 0, для довiльної множини E другої категорiї в X i
довiльної вiдкритої непорожньої множини V в Y iснують множина E1 десь
щiльна в X i функцiя g : E1 → V , такi що E1 ⊆ B i ωf(Gr(g)) < ε.

Як вже зазначалося в пiдроздiлi 1.7.1 в [381] включення
KhK(X × Y, Z) ⊆ K(X × Y, Z) було встановлене для берiвського простору
X, простору Y з другою аксiомою злiченностi i регулярного простору Z.
Використовуючи теорему 4.1.3 можна довести, що для берiвського простору
X, простору Y з другою аксiомою злiченностi i метризовного сепарабельного
простору Z для вiдображення f : X × Y → Z з класу KhK(X × Y, Z) iснує
залишкова в X множина A, така, що функцiя f симетрично квазiнеперервна
вiдносно x в кожнiй точцi множини A×Y . Однак, з урахуванням того факту,
що горизонтально квазiнеперервне вiдображення задовольняє умову (B∗)
(див. лему 4.1.1) має мiсце точнiший результат (теорема 4.5.3): якщо X –
топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – метричний
простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє умови (B∗) та (C) i fx –
квазiнеперервна для всiх x з деякої залишкової множини M в X, то iснує
залишкова в X множина E, така, що функцiя f симетрично квазiнеперервна
вiдносно x в кожнiй точцi множини E × Y .

Подiбний результат справедливий i для симетричної клiковостi (теорема
4.5.1): якщо X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу,
Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє умови (B∗)
та (C) i fx – клiкова для всiх x з деякої залишкової множини M в X, то
iснує залишкова в X множина A, така, що функцiя f – симетрично клiкова
вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .

За допомогою умови (B∗) вдалося одержати достатнi умови
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псевдоквазiнеперервностi та м’якої неперервностi функцiй вiд двох
змiнних. Так, в теоремi 4.8.4 встановлено, що коли X та Y – берiвськi
простори, причому простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – сепарабельний
метризовний простiр, вiдображення f : X × Y → Z задовольняє умову (B∗)
i E = {x ∈ X : fx − псевдоквазiнеперервне} – залишкова множина в X,
то вiдображення f псевдоквазiнеперервне. Для м’якої неперервностi має
мiсце такий результат (теорема 4.8.5): якщо X – берiвський простiр,
простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – метризовний сепарабельний
простiр, вiдображення f : X × Y → Z задовольняє умову (B∗) i
M = {x ∈ X : fx − м’яко неперервне} – залишкова множина в X, то
вiдображення f м’яко неперервне за сукупнiстю змiнних.

Цi результати опублiковано в [360], [374], [372], [225], [225], [385] i [379].

2.9. Характеризацiя сукупної квазiнеперервностi та її

аналогiв

2.9.1. Як зазначалося в пiдроздiлi 1.7.1 квазiнеперервнiсть є одним
з небагатьох ослаблень неперервностi, з нарiзних властивостей якого
випливають сукупнi. Однак, вже сукупна квазiнеперервнiсть вiдображення
вiд декiлькох змiнних не гарантує квазiнеперервностi вiдносно деякої змiнної
(приклад 4.1.3). В [375] було вказано необхiднi та достатнi умови для
вiдображення f : X × Y → Z, при яких воно буде квазiнеперервним за
сукупнiстю змiнних.

В теоремi 4.1.1 доведено, що для берiвського простору X, топологiчного
простору Y , який має злiченну псевдобазу, регулярного простору Z,
вiдображення f : X × Y → Z з класу KhK̃(X × Y, Z) є квазiнеперервним
за сукупнiстю змiнних. Приклад 4.1.1 показує, що горизонтально i
вертикально квазiнеперервнi вiдображення не зобов’язанi бути сукупно
квазiнеперервними. Навiть наявнiсть у таких вiдображень всюди щiльної
множини точок неперервностi не гарантує сукупної квазiнеперервностi
(приклад 4.1.2).

Використовуючи наслiдок 4.1.1 теореми 4.1.3 одержано таку
характеризацiю сукупної квазiнеперервностi функцiй вiд двох змiнних
(теорема 4.1.4): якщо X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
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другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр, то
KhK̃(X × Y, Z) = K(X × Y, Z).

Введене в [380] поняття слабкої горизонтальної квазiнеперервностi дало
можливiсть уточнити теореми 4.1.1 та 4.1.4, замiнивши горизонтальну
квазiнеперервнiсть цим слабшим поняттям.

Цi результати опублiковано в [375], [372], [380] та [382].
2.9.2. Ще одне поняття дало можливiсть охарактеризувати сукупну

клiковiсть функцiй вiд двох змiнних. Нехай X та Y – топологiчнi простори, а
Z - метричний простiр. Ми кажемо, що функцiя f : X × Y → Z задовольняє
умову (B), якщо для довiльного ε > 0, довiльних вiдкритих непорожнiх
множин U в X i V в Y та довiльної множини E ⊆ X щiльної в U , для
яких ωf(E × V ) < ε, iснують вiдкритi непорожнi множини G в X i H в Y ,
такi, що G ⊆ U , H ⊆ V i ωf(G×H) < ε.

Зауважимо, що умови (B) i (C) слабшi за слабку горизонтальну
квазiнеперервнiсть (твердження 4.6.1 та приклад 5.6.1). Має мiсце такий
результат (наслiдок 4.6.1): якщо X – топологiчний простiр, простiр Y має
злiченну псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z

задовольняє умови (B) та (C) i fx – клiкова для всiх x з деякої залишкової
множини в X, то iснує залишкова в X множина A, така, що функцiя f

симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .
Виявляється, що наявнiсть у функцiї f : X × Y → Z залишкової в X

множина A, такої, що функцiя f симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй
точцi множини A×Y рiвносильна сукупнiй клiковостi (наслiдок 4.6.3): якщо
X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – метричний
простiр, то для того щоб функцiя f : X × Y → Z була клiковою необхiдно
i досить, щоб iснувала залишкова в X множина A, така, що функцiя f

симетрично клiкова вiдносно x за сукупнiстю змiнних в кожнiй точцi з
множини A× Y .

З наслiдкiв 4.6.3 i 4.6.2 одержуємо такий результат (наслiдок 4.6.4): якщо
X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу, Z – метричний
простiр i f : X×Y → Z – функцiя, то для того, щоб функцiя f була клiковою
необхiдно i досить, щоб функцiя f задовольняла умови (B) та (C) i множина
{x ∈ X : fx клiкова } була залишкова в X.

Характеризацiю точкової розривностi встановлено в наслiдку 4.8.2: якщо
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X та Y – берiвськi простори, причому простiр Y має злiченну псевдобазу i
Z – метричний простiр, то функцiя f : X × Y → Z точково розривна тодi i
тiльки тодi, коли функцiя f задовольняє умови (B) та (C) i M = {x ∈ X :

C(fx) = Y } – залишкова множина в X.
Також знайдено необхiднi та достатнi умови iснування у вiдображення

f : X × Y → Z залишкової в X множини A, такої, що функцiя f є
симетрично квазiнеперервною вiдносно x у кожнiй точцi множини A × Y

(наслiдок 4.6.5): якщо X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X × Y → Z – функцiя, то для
того щоб iснувала залишкова в X множина A, така, що функцiя f була
симетрично квазiнеперервною вiдносно x у кожнiй точцi множини A × Y ,
необхiдно i досить, щоб функцiя f задовольняла умови (B) та (C) i множина
M = {x ∈ X : fx – квазiнеперервна} була залишковою в X.

Результати цього пiдроздiлу опублiковано в [226], [230], [385] i [370].

2.10. Декомпозицiя неперервностi

2.10.1. Пiд декомпозицiєю певної властивостi вiдображення, як вже
зазначалося в пiдроздiлi 1.10, розумiють теореми, в яких ця властивiсть
встановлюється при виконаннi кiлькох слабших за неї властивостей.

Перша декомпозицiйна теорема про неперервнiсть за участю перехiдностi
була встановлена в [343] i про ней вже йшлося в пiдроздiлi 2.5.1 (теорема
6.1.8). Там же було перенесено цей результат на випадок вiдображень вiд
двох змiнних (теорема 6.1.9): якщо X i Y – локально зв’язнi простори, Z –
топологiчний простiр, вiдображення f : X × Y → Z має слабку властивiсть
Дарбу вiдносно кожної змiнної i є перехiдним за сукупнiстю змiнних, то
вiдображення f неперервне за сукупнiстю змiнних. Цей результат розвиває
результати праць [313] та [261], де розглядалися вiдображення з замкненим
графiком (див. пiдроздiл 1.10.4).

Наступним декомпозицiйним об’єктом для застосування перехiдностi
стала класична теорема про замкнений графiк Стефана Банаха [318, с. 35,
теорема 7], яка у спрощеному виглядi формулюється так: для довiльних
банахових просторiв X i Y кожне лiнiйне вiдображення f : X → Y

iз замкненим графiком є неперервним. Виявляється, що кожне лiнiйнi
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вiдображення f : X → Y , де X i Y – довiльнi топологiчнi векторнi простори
(скорочено: ТВП), має слабку властивiсть Дарбу (теорема 6.3.1). Тому з
теореми 6.1.8 про декомпозицiю неперервностi негайно випливає, що лiнiйнi
вiдображення f : X → Y будуть перехiдними тодi i тiльки тодi, коли
вони неперервнi (теорема 6.3.2). Втiм, неперервнiсть перехiдного лiнiйного
вiдображення в ТВП легко встановлюється i безпосередньо на основi того,
що в довiльному ТВП iснує база заокруглених околiв нуля. Крiм того,
наведено приклад лiнiйного оператора, який має замкнений графiк, але не є
неперервним, а тому згiдно з теоремою 6.3.2 не є i перехiдним.

Нескладно перевiрити, що для гаусдорфового ТВП Y скiнченновимiрнi
лiнiйнi вiдображення f : X → Y iз замкненим графiком обов’язково
перехiднi, а значить, неперервнi (теорема 6.3.3), зокрема, неперервними
будуть i лiнiйнi функцiонали f : X → K iз замкненим графiком
(теорема 6.3.4). Виявляється, що замкненiсть графiка лiнiйного функцiонала
f рiвносильна замкненостi його ядра kerf . Тому отриманий результат
еквiвалентний вiдомому критерiю неперервностi лiнiйного функцiонала
в термiнах його ядра [328, с. 15]. Встановлюємо також, що для
скiнченновимiрних лiнiйних вiдображень f : X → Y наступнi умови
еквiвалентнi: (i) f – неперервне; (ii) ker f замкнене; (iii) Grf замкнений
(теорема 6.3.5).

В [197] було встановлено ще двi теореми про декомпозицiю неперервностi
за участю аналогiв перехiдностi. Перша з них (теорема 6.2.6) розвиває
результат М.Матейдеса з [199]: якщо X – берiвський локально зв’язний
простiр, Y – сепарабельний метризовний простiр i вiдображення f : X → Y

w∗-квазiнеперервне, має слабку властивiсть Дарбу i майже неперервне, то
вiдображення f неперервне. А теорема 6.2.7 покращує результат Р.Ґiбсон з
[95]: якщо X – берiвський локально зв’язний простiр, функцiя f : X → R
слабко квазiперехiдна, має слабку властивiсть Дарбу i майже неперервна, то
вона неперервна.

Цi результати опублiковано в [343], [347], [197], [367], [352] i [345].
2.10.2. В [362] для функцiй з R в R було проаналiзовано типи точок розриву

рiзних ослаблень неперервностi. Для одержання декомпозицiї неперервностi
достатньо було вибрати два ослаблення неперервностi, у яких тип можливих
точок розриву рiзний. Наприклад, для монотонної функцiй iснує скiнченна
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границя злiва, або справа у можливих точках розриву. А для точок розриву
майже неперервних функцiй границi справа, або злiва не iснує. Тому майже
неперервна монотонна функцiя f : R→ R є неперервною.

Кажуть [17], що f : R → R є регульованою функцiєю, якщо iснують
скiнченнi правостороннi та лiвостороннi границi функцiї f в кожнiй точцi.
Тодi регульована функцiя f : R → R, яка має властивiсть Юнґа, є
неперервною (теорема 3.7.1).

Цi результати опублiковано в [362].

2.11. Сукупнi властивостi многозначних вiдображень

2.11.1. Результат про сукупну неперервнiсть однозначних вiдображень
f : X × Y → Z, якi горизонтально квазiнеперервнi i неперервнi вiдносно
другої змiнної з [353] можна перенести i на випадок многозначних
вiдображень.

Нехай X, Y, Z – топологiчнi простори. Многозначне вiдображення
F : X × Y → Z називається горизонтально квазiнеперервним зверху
/знизу/ в точцi p0 ∈ X × Y , якщо для довiльної вiдкритої непорожньої
множини W в Z, такої, що F (p0) ⊆ W /F (p0) ∩ W 6= ∅/ i довiльних
околiв U та V точок x0 ∈ X та y0 ∈ Y вiдповiдно, iснують вiдкрита
непорожня множина G в X i точка y1 в Y , такi, що G ⊆ U, y1 ∈ V

i F (p) ⊆ W /F (p) ∩ W 6= ∅/ для всiх p ∈ G × {y1}. Многозначне
вiдображення називається горизонтально квазiнеперервним зверху /знизу/,
якщо воно є таким в кожнiй точцi. Многозначне вiдображення називається
компактнозначним, якщо образ кожної точки є компактною множиною.

Справедливi такi теореми: якщо X i Y – топологiчнi простори, B –
множина злiченного типу в Y , Z – метризовний сепарабельний простiр,

• многозначне вiдображення F : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервне зверху i F x неперервне знизу для x з деякої залишкової
множини в X, то множина C−B (F ) залишкова в X (теорема 7.1.1);

• компактнозначне вiдображення F : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервне знизу i F x неперервне зверху для x з деякої залишкової
множини M в X, то множина C+

B (F ) залишкова в X (теорема 7.1.2).

83



Цi результати опублiковано в [393] та [392].
2.11.2. Результат з [375] про сукупну квазiнеперервнiсть вiдображень

з класу KhK̃(X × Y, Z) в [383] перенесено на випадок многозначних
вiдображень. Тим сами було покращено вiдповiднi результати Т.Нойбруна
з [234], про якi йшлося в пiдроздiлi 1.11.2. Пiзнiше, в [82] результати з [383]
були уточненi i поданi в такому виглядi:

• якщо X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу,
Z – регулярний простiр, F : X × Y → Z – многозначне
вiдображення, яке горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу i
множина {x ∈ X : F x − квазiнеперервне знизу } – залишкова множина
в X, то F – квазiнеперервне знизу за сукупнiстю змiнних (7.2.3);

• якщо X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну псевдобазу,
Z – нормальний, простiр i F : X × Y → Z замкненозначне
вiдображення, яке горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу i
множина {x ∈ X : F x − квазiнеперервне зверху } – залишкова множина
в X, то F – квазiнеперервне зверху за сукупнiстю змiнних (7.2.4).

Також в пiдроздiлi 7.2 знайдено необхiднi та достатнi умови того, що
многозначне вiдображення F : X × Y → Z буде квазiнеперервним зверху
(теорема 7.2.5) /знизу (теорема 7.2.5)/.

Цi результати опублiковано в [383], [82] та [224].
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РОЗДIЛ 3.

РIЗНI ОСЛАБЛЕННЯ НЕПЕРЕРВНОСТI ТА

ЗВ’ЯЗКИ МIЖ НИМИ

3.1. Множина точок майже неперервностi

3.1.1. Починаємо з дослiдження множини точок майже неперервностi,
майже квазiнеперервностi та ледь неперервностi.

Теорема 3.1.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – вiдображення. Тодi множина
точок майже неперервностi є залишковою множиною.

Доведення. Доведення проведемо методом вiд супротивного. Нехай множина
точок майже неперервностi не є залишковою. Тодi множина E точок, в яких
f не є майже неперервною, є множиною другої категорiї. Нехай {Vn : n ∈ N} –
база простору Y . Для кожного номера n розглянемо множини

An = {x ∈ E : f(x) ∈ Vn, x 6∈ intf−1(Vn)}.

Покажемо, що E =
∞⋃
n=1

An. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ E. Оскiльки

вiдображення f не є майже неперервним в точцi x, то iснує окiл V точки
f(x) в Y , такий, що x 6∈ intf−1(V ). Для околу V точки f(x) iснує номер
n, такий, що f(x) ∈ Vn ⊆ V . Зрозумiло, що intf−1(Vn) ⊆ intf−1(V ) i тому
x 6∈ intf−1(Vn). Отже, x ∈ An.

Оскiльки множина E другої категорiї в X, то iснує номер m, такий, що
множина Am десь щiльна. Тодi intAm 6= ∅. Вiзьмемо довiльну точку a ∈
intAm ∩ Am. Оскiльки f(Am) ⊆ Vm, то Am ⊆ f−1(Vm) i intAm ⊆ intf−1(Vm).
Отже, a ∈ intf−1(Vm). Це суперечить тому, що a ∈ Am. Отже, наше
припущення хибне.

Доведемо обернену теорему.

Теорема 3.1.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – гаусдорфовий
топологiчний простiр iз збiжною послiдовнiстю рiзних точок, A –
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залишкова множина в X. Тодi iснує вiдображення f : X → Y , таке, що
множина його точок майже неперервностi – це множина A.

Доведення. Вiзьмемо точку a ∈ Y i послiдовнiсть (an) в Y , такi, що ai 6= aj,
i 6= j, ai 6= a, для довiльних i, j ∈ N i an → a при n→∞. Оскiльки множина
A залишкова в X, то iснує диз’юнктна послiдовнiсть нiде не щiльних в X

множин An, така, що X \ A =
∞⊔
n=1

An. Покладемо f(x) = a, якщо x ∈ A i

f(x) = an, якщо x ∈ An.
Нехай x0 ∈ A. Тодi f(x0) = a. Вiзьмемо довiльний окiл V точки a в

Y . Оскiльки послiдовнiсть (an) збiгається до a, то поза околом V є лише
скiнченна кiлькiсть елементiв послiдовностi (an). Таким чином, f−1(V ) є
всюди щiльною множиною в X, бо доповнення до f−1(V ) будучи скiнченним
об’єднанням тих множин An, що an 6∈ V , є нiде не щiльною множиною. Отже,
f є майже неперервним у точцi x0.

Нехай x0 6∈ A. Тодi iснує номер n0, такий, що x0 ∈ An0
i f(x0) = an0

.
Оскiльки a 6= an0

, то iснують околи V точки a i V0 точки an0
в Y , такi, що

V ∩ V0 = Ø. Через те, що an → a, при n→∞, iснує номер N , такий, що для
всiх n > N маємо an ∈ V . Оскiльки an0

6= an для n 6= n0, то iснують околи Vn

точки an0
, такi, що an 6∈ Vn. Зрозумiло, що G = V0 ∩ (

N⋂
n=1
n 6=n0

Vn) є околом точки

an0
i an 6∈ G для n 6= n0. Тому f−1(G) = An0

– нiде не щiльна множина. Отже,
вiдображення f не є майже неперервним в точцi x0.

Наступний приклад показує, що наявнiсть злiченної бази у просторi Y
теореми 3.1.1 є iстотною.

Приклад 3.1.1. Iснує функцiя f : R→ l∞ з порожньою множиною точок
майже неперервностi.

Побудова прикладу. Нехай T – система всiх непорожнiх пiдмножин
натурального ряду i eτ : N→ R – характеристична функцiя множини τ ∈ T .
Добре вiдомо, що iснує бiєкцiя x → τx числової прямої R на множину T .
Позначимо через Vτ кулю радiуса 1

3 з центром в точцi eτ в банаховому просторi
l∞. Розглянемо вiдображення f : R→ l∞, яке дiє за правилом f(x) = eτx. Тодi
для кожного x ∈ R маємо f−1(Vτx) = {x}. Оскiльки одноточкова множина
в просторi R є нiде не щiльною множиною, то вiдображення f не є майже
неперервним в жоднiй точцi x ∈ R.
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В [321] було показано, що множина точок майже ледь неперервностi будь-
якого вiдображення iз значеннями в просторi, що задовольняє другу аксiому
злiченностi, є залишковою. Результат з [321] є наслiдком теореми 3.1.1, адже
множина точок майже неперервностi мiститься в множинi точок майже
ледь неперервностi. Оскiльки множина точок майже квазiнеперервностi
мiстить множину точок майже неперервностi, то як наслiдок з теореми 3.1.1
одержуємо такий результат.

Теорема 3.1.3. Нехай X i Y – топологiчнi простори, що задовольняють
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – довiльне вiдображення.
Тодi множина всiх точок майже квазiнеперервностi вiдображення f є
залишковою в X.

3.1.2. Тепер покажемо, що множина точок ледь неперервностi функцiї
f : R→ R є довiльною.

Лема 3.1.1. Нехай X i Y - топологiчнi простори, вiдображення f : X → Y

ледь неперервне в точцi a ∈ X i f(a) = f(b), де b ∈ X. Тодi вiдображення f
є ледь неперервним в точцi b.

Доведення. Вiзьмемо довiльний окiл V точки f(b) в Y . Оскiльки f(b) = f(a)

i вiдображення f ледь неперервне в точцi a, то iснує вiдкрита непорожня
множина U в X, така, що f(U) ⊆ V . Це означає, що f ледь неперервне в
точцi b.

Теорема 3.1.4. Нехай A – довiльна пiдмножина числової прямої R. Тодi
iснує вiдображення f : R → R, таке, що A є множиною точок ледь
неперевностi f .

Доведення. Прикладом вiдображення, у якого множина точок ледь
неперервностi є порожньою, є функцiя Дiрiхле.

Вiзьмемо довiльну непорожню множину A в R i точку a ∈ A. Побудуємо
шукане вiдображення так: покладемо f(x) = 0, якщо x ∈ A, f(x) = x − a,
якщо x ∈ ((Q ∩ (a,+∞)) ∪ ((−∞, a) \ Q)) \ A i f(x) = a − x, якщо x ∈
((Q ∩ (−∞, a)) ∪ ((a,+∞) \Q)) \ A.

Спочатку покажемо, що вiдображення f є ледь неперервним в точцi a.
Зрозумiло, що f(a) = 0. Вiзьмемо ε > 0. Тодi для всiх x, якi задовольняють
умову |x − a| < ε маємо, |f(x)| < ε. Це означає, що вiдображення f є
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навiть неперервним в точцi a. Згiдно з лемою 3.1.1 вiдображення f є ледь
неперервним в кожнiй точцi з множини A.

Вiзьмемо x0 6∈ A. Нехай спочатку x0 ∈ Q. Легко бачити, що тодi
y0 = f(x0) > 0. Вiзьмемо 0 < ε < y0 i покладемо Vε = {y ∈ R : |y − y0| < ε}.
Зрозумiло, що кожна точка з Vε бiльша нуля. Оскiльки множина
iррацiональних точок числової прямої є всюди щiльною в R i вiдображення
f в iррацiональних точках набуває недодатних значень, то не iснує вiдкритої
множини в R, образ якої при вiдображеннi мiстився би в околi Vε. Аналогiчнi
мiркування проводяться i для x0 ∈ R \Q. Таким чином, вiдображення f не є
ледь неперервним для x 6∈ A.

3.2. Точки A-квазiнеперервностi

3.2.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y – вiдображення,
x ∈ X i Ax – система множин в X. Вiдображення f називається Ax-
квазiнеперервним в точцi x, якщо для кожного околу V точки y = f(x)

в Y i для кожного околу U точки x в X iснує множина A ∈ Ax, така, що
A ⊆ U i f(A) ⊆ V . Нехай A = (Ax)x∈X – сiм’я систем в X. Ми кажемо,
що вiдображення f : X → Y є A-квазiнеперервним в точцi x ∈ X, якщо
воно є Ax-квазiнеперервним у точцi x. Вiдображення f : X → Y називається
A-квазiнеперервним, якщо воно є A-квазiнеперервним у кожнiй точцi з X.
Надалi будемо вважати, що сiм’я множин A, задовольняють таку умову (N):
для кожної точки x ∈ X, для кожної множини A ∈ Ax i для будь-якої точки
y ∈ A множина A належить до Ay.

Якщо для кожного x ∈ X система Ax збiгається з системою Ux
всiх околiв точки x в X, то A-неперервнiсть є звичайною неперервнiстю.
Якщо для кожного x ∈ X система Ax – це система G всiх
вiдкритих непорожнiх множин в X, то A-неперервнiсть є звичайною
квазiнеперервнiстю. Якщо Ax = {A ⊆ X : (∃ U ∈ Ux, )(A ⊆ U ⊆ A)} для
кожного x ∈ X, то A-неперервнiсть є майже неперервнiстю. Якщо
ж Ax = {A ⊆ X : (∃ G ∈ G)(A ⊆ G ⊆ A)}, то A-неперервнiсть є майже
квазiнеперервнiстю. Зауважимо, що всi сiм’ї A, що тут зустрiчаються,
задовольняють умову (N).

Множина B простору X називається A-вiдкритою, якщо для кожного
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x ∈ B i для кожного околу U точки x iснує множина A ∈ Ax, така, що
A ⊆ U ∩ B. Нехай f : X → Y – вiдображення, де Y – метричний простiр
з метрикою | ◦ − ◦ | i Ax0

– деяка система множин для x0 ∈ X. Введемо
позначення

ωf,x0
(A) = sup

x′,x′′∈A∪{x0}
|f(x′)− f(x′′)|,

де A ∈ Ax0
i

ωf,x0
(Ax0

) = sup
U∈Ux0

inf
A∈Ax0

A⊆U

ωf,x0
(A).

Твердження 3.2.1. Для того, щоб вiдображення f : X → Y , де X –
топологiчний простiр, а Y – метричний, було A-квазiнеперервним в точцi
x необхiдно i досить, щоб ωf,x(Ax) = 0.

Доведення. Нехай вiдображення f єA-квазiнеперервне в точцi x0. Покажемо,
що для кожного n ∈ N маємо ωf,x0

(Ax0
) ≤ 1

n . Вiзьмемо n ∈ N. Розглянемо
1

2n-окiл точки y0 = f(x0) в Y . Оскiльки вiдображення f є A-квазiнеперервне
в точцi x0, то для кожного околу U точки x0 iснує множина A ∈ Ax0

, така, що
A ⊆ U i образ множини A мiститься в 1

2n-околi точки y0, тобто для кожного
x ∈ A маємо |f(x0) − f(x)| < 1

2n . Тодi для будь-яких x′ i x′′ з множини
A∪ {x0} маємо |f(x′)− f(x′′)| < 1

n . Отже, sup
x′,x′′∈A∪{x0}

|f(x′)− f(x′′)| ≤ 1
n . Тодi

inf
A∈Ax0

A⊆U

ωf,x0
(A) ≤ 1

n , для n ≥ 1. Отже, ωf,x0
(Ax0

) ≤ 1
n , для кожного n ≥ 1.

Перейдемо до границi по n до ∞. Тодi ωf,x0
(Ax0

) = 0.
Навпаки, нехай x0 ∈ X i ωf,x0

(Ax0
) = 0. Вiзьмемо ε > 0 i довiльний окiл

U точки x0. Оскiльки ωf,x0
(Ax0

) = 0, то iснує A ∈ Ax0
така, що A ⊆ U i

ωf,x0
(A) < ε. Отже, маємо |f(x0)− f(x)| < ε для кожного x ∈ A. Це означає,

що образ множини A мiститься в ε-околi точки y0 = f(x0).

Твердження 3.2.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – метричний,
A = (Ax)x∈X – сiм’я систем в X i f : X → Y – вiдображення. Тодi для
кожного ε > 0 множини Bε = {x ∈ X : ωf,x(Ax) < ε} є A-вiдкритою.

Доведення. Нехай x0 ∈ Bε. Тодi для кожного вiдкритого околу U точки x0

iснує множина A ∈ Ax0
, така, що A ⊆ U i ωf,x0

(A) < ε. Оскiльки U –
вiдкрита, то для кожної точки x ∈ A, множина U є її околом. Крiм того,
сiм’я A має властивiсть (N). Тому A ∈ Ax для кожного x ∈ A. Це означає,
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що ωf,x(Ax) < ε для кожного x ∈ A. Тому ωf,x(Ax) < ε для x ∈ A. Отже,
A ⊆ Bε. Таким чином, множина Bε – A-вiдкрита.

Теорема 3.2.1. Нехай X – топологiчний простiр, Y – метризовний i
f : X → Y – вiдображення. Тодi множина точок A-квазiнеперервностi є
злiченним перетином A-вiдкритих множин.

Доведення. Розглянемо множини B 1
n

= {x ∈ X : ωf,x(Ax) < 1
n} для кожного

натурального n. Згiдно з твердженням 3.2.2 множини B 1
n
є A-вiдкритi. Легко

бачити, що

{x ∈ X : ωf,x(Ax) = 0} =
∞⋂
n=1

{x ∈ X : ωf,x(Ax) <
1

n
}.

Оскiльки множини B 1
n
– A-вiдкритi, то згiдно з твердженням 3.2.1 теорема

доведена.

3.3. Новi характеризiцiї деяких ослаблень неперервностi

3.3.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, A – деяка система пiдмножин
простору X i f : X → Y – вiдображення. Ми кажемо, що вiдображення f є
неперервним вiдносно системи A, якщо f(A) ⊆ f(A) для довiльної множини
A ∈ A.

Спочатку перенесемо результат Р.Мiмни з [207] на випадок топологiчних
просторiв.

Твердження 3.3.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори, причому
простiр X задовольняє умову:

(?) для довiльної пiдмножини A в X i точки x ∈ A\A iснує нiде не щiльна
множина N в X, така, що N ⊆ A i x ∈ N ,

i N – система нiде не щiльних пiдмножин простору X. Вiдображення
f : X → Y є неперервним тодi i тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно
системи N .

Доведення. Необхiднiсть є очевидною. Встановимо достатнiсть. Припустимо,
що вiдображення f є неперервним вiдносно системи N i не є неперервним
в деякiй точцi x0 ∈ X. Тодi iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в Y ,
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такий, що для довiльного околу U точки x0 в X iснує точка xU ∈ U , така,
що f(xU) ∈ Y \ V . Розглянемо множину A = {xU ∈ X : U − окiл точки x0}.
Очевидно, що x0 ∈ A \ A i f(A) ⊆ Y \ V . Тодi за умовою (?) iснує нiде не
щiльна множина N в X, така, що N ⊆ A i x0 ∈ N . Оскiльки вiдображення f
неперервне вiдносно системи N , множина Y \ V замкнена i N ⊆ A, то

f(x0) ∈ f(N) ⊆ f(N) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Однак, f(x0) ∈ V , що приводить до суперечностi.

Зауважимо, що якщо простiр має iзольованi точки, то вiн не задовольняє
умову (?). Те, що простiр X в твердженi 3.3.1 не має iзольованих точок, є
iстотною умовою. Це показує наступний приклад.

Приклад 3.3.1. Iснує неперервна вiдносно системи N , але розривна
функцiя.

Побудова прикладу. Нехай X = { 1
n : n ∈ N} ∪ {0} – простiр з iндукованою з

R топологiєю. Визначимо функцiю f : X → R так: f(x) = 0, якщо x 6= 0

i f(0) = 1. Так визначена функцiя є розривною в точцi x = 0. Єдиною
непорожньою нiде не щiльною множиною в X є одноточкова множина
N = {0}. Зрозумiло, що N = N . Тодi

f(N) = f(N) = {1} = {1} = f(N).

Отже, функцiя f є N -неперервною, але розривною.

Твердження 3.3.2. Кожний метризовний простiр без iзольованих точок
задовольняє умову (?).

Доведення. Зафiксуємо метрику | ◦ − ◦ | на просторi X, яка породжує його
топологiю. Нехай A ⊆ X i x ∈ A \ A. Покладемо d1 = 1. Вiзьмемо
довiльну точку x1 ∈ A, таку, що |x − x1| < d1. Це можливо, адже x ∈ A.
Для d2 = min{1

2 , |x− x1|} вiзьмемо точку x2 ∈ A, таку, що |x − x2| < d2.
Продовживши цей процес до нескiнченностi ми одержимо послiдовнiсть (xn)

рiзних точок з множини A i таких, що xn → x. Покладемо N = {xn : n ∈ N}.
Зрозумiло, що N ⊆ A, x ∈ N i множина N нiде не щiльна.

3.3.2. О.Карлова та В.Михайлюк в [146] встановили наступний результат.
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Теорема 3.3.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори i G – система
вiдкритих пiдмножин простору X. Вiдображення f : X → Y є майже
неперервне тодi i тiльки тодi, коли f є функцiєю Ґiбсона (те саме, що
f є неперервним вiдносно системи G).

Цю теорему можна доповнити таким чином.

Теорема 3.3.2. Нехай X та Y – топологiчнi простори, Gs – система
напiввiдкритих множин в X. Вiдображення f : X → Y є майже
неперервним тодi i тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно системи
Gs.

Доведення. Якщо f – майже неперервне, то за теоремою 3.3.1 f є функцiєю
Ґiбсона, тобто f(G) ⊆ f(G) для кожної вiдкритої множини G, а тодi для
кожної напiввiдкритої множини A маємо, що

f(A) ⊆ f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A),

бо множина G = intA вiдкрита i A ⊆ intA.
Навпаки, нехай вiдображення f є неперервним вiдносно системи Gs.

Оскiльки G ⊆ Gs i вiдображення f є неперервним вiдносно системи Gs,
то вiдображення f є неперервним вiдносно системи G. Тодi з теореми 3.3.1
випливає, що f є майже неперервним.

З теорем 3.3.1 та 3.3.2 одержуємо наступний очевидний результат.

Наслiдок 3.3.1. Для топологiчних просторiв X та Y i вiдображення
f : X → Y наступнi умови рiвносильнi:

(1) f – майже неперервне;
(2) f є функцiєю Ґiбсона;
(3) f є неперервним вiдносно системи Gs.

3.3.3. Далi перейдемо до властивостi Юнґа.

Теорема 3.3.3. Нехай O – система всiх областей в R (тобто, система
всiх iнтервалiв в R). Функцiя f : R → R має властивiсть Юнґа тодi i
тiльки тодi, коли f є неперервною вiдносно системи O.

Доведення. Нехай f має властивiсть Юнґа i A ∈ O. Розглянемо довiльну
точку y ∈ f(A) i окiл V точки y. Нехай x – це така точка, що x ∈ A i f(x) = y.
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Якщо x ∈ A, то y ∈ f(A) ⊆ f(A). Нехай x 6∈ A. Оскiльки A є вiдкритим
iнтервалом i x ∈ A \ A, то A = (x, ω), де x < ω ≤ +∞, або A = (ω, x),
де −∞ ≤ ω < x. Припустимо, що A = (x, ω). Оскiльки f має властивiсть
Юнґа, то iснує послiдовнiсть (xn), така, що xn ≥ xn+1 > x, lim

n→∞
xn = x i

lim
n→∞

f(xn) = f(x). Тодi iснує такий номер N , що xN ∈ A i f(xN) ∈ V . Тому

f(A)∩V 6= ∅ i y ∈ f(A). Аналогiчно мiркується у випадку A = (ω, x). Отже,
f(A) ⊆ f(A). Таким чином, f є неперервною вiдносно системи O.

Навпаки, нехай функцiя f є неперервною вiдносно системи O.
Припустимо, що функцiя f не має властивостi Юнґа. Тодi iснують точка x0,
вiдкритий окiл V точки f(x0) та iнтервалиA = (x0, x0+δ), абоA = (x0, x0+δ),
де δ > 0, такi, що f(A) ⊆ R \ V . Оскiльки x0 ∈ A, A ∈ O, функцiя f є
неперервною вiдносно системи O i множина R \ V замкнена, то

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ R \ V = R \ V.

Це суперечить тому, що V є околом точки x0. Одержана суперечнiсть
завершує доведення.

Наслiдок 3.3.2. Функцiя f : R→ R має властивiсть Юнґа тодi i тiльки
тодi, коли f є слабкою функцiєю Ґiбсона.

Теорема 3.3.4. Нехай X – T1-простiр та Y – топологiчний простiр, C –
система зв’язних множин в X i f : X → Y – периферiйно неперервне
вiдображення. Тодi f є неперервним вiдносно системи C.

Доведення. Нехай вiдображення f периферiйно неперервне. Розглянемо
зв’язну множину A в X. Нехай y ∈ f(A), V – окiл точки y в Y, точка x ∈ A,
така, що f(x) = y.

Якщо для довiльного околу U точки x маємо, що U ∩A ⊇ A, то A = {x}.
Справдi, якщо A 6= {x}, то iснує точка a ∈ A, так, що a 6= x. Оскiльки простiр
X задовольняє аксiому T1, то iснує окiл Ua точки x, такий, що a 6∈ Ua i тодi
Ua 6⊇ A. А це суперечить тому, що U ∩A ⊇ A для довiльного околу U точки
x. Таким чином, якщо для довiльного околу U точки x маємо, що U ∩A ⊇ A,
то A = {x} i тому y = f(x) ∈ f(A) ⊆ f(A).

Нехай iснує вiдкритий окiл U0 точки x, такий, що U0 ∩ A 6⊇ A. З
периферiйної неперервностi вiдображення f в точцi x випливає, що iснує
вiдкритий окiл G точки x в X, такий, що G ⊆ U0 i f(frG) ⊆ V . Оскiльки
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G ∩ A 6= ∅, бо x ∈ A, G 6⊇ A, бо G ⊆ U0 i множина A є зв’язною, то
frG ∩ A 6= ∅. Вiзьмемо точку a ∈ frG ∩ A. Тодi f(a) ∈ f(frG) ⊆ V . Отже,
f(A) ∩ V 6= ∅ i тому y ∈ f(A).

В обох випадках ми одержуємо, що y ∈ f(A), отже f(A) ⊆ f(A). Таким
чином, f є неперервним вiдносно системи C.

Обернене твердження не вiрне.

Приклад 3.3.2. Iснує неперервна вiдносно системи C функцiя f : R2 → R,
яка не є периферiйно неперервною.

Побудова прикладу. Визначимо функцiю f : R2 → R так:

f(x, y) =

{
sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0.

Функцiя f не є периферiйно неперервною в жоднiй точцi вертикалi {0} × R.
Справдi, нехай py = (0, y) ∈ {0} × R. Тодi f(py) = 0. Розглянемо окiл
V = (−1

2 ,
1
2) точки f(py), довiльний обмежений вiдкритий окiл U точки py

в R2 i множину A =
∞⋃
n=1

({ 1
π
2 +2πn} × R). Зауважимо, що py ∈ A i f(A) = {1}.

Оскiльки py ∈ A i U – окiл точки py, то U ∩ A 6= ∅. Тодi iснує номер m,
такий, що U ∩ ({ 1

π
2 +2πm}×R) 6= ∅. Оскiльки вертикаль { 1

π
2 +2πm}×R – зв’язна

множина в R2, то i frU ∩ ({ 1
π
2 +2πm} × R) 6= ∅. Тодi f(frU) ⊇ {1}, а значить

f(frU) 6⊆ V . Отже, f не є периферiйно неперервною в точцi py.
Покажемо тепер, що функцiя f є неперервною вiдносно системи C.

Покладемо g(x) = f(x, 0) i pr : R2 → R – проекцiя площини R2 на
вiсь абсцис. Згiдно побудови функцiї f маємо, що g(prE) = f(E) для
довiльної множини E ⊆ R2. Розглянемо довiльну зв’язну множину E в
R2. Нехай A = prE. Оскiльки проекцiя є неперервним вiдображення, а при
неперервному вiдображеннi образ зв’язної множини є зв’язним, то множина
A зв’язна. Також з неперервностi проекцiї випливає, що prE ⊆ prE = A, i
тому

f(E) = g(prE) ⊆ g(A).

Зауважимо, що зв’язним множинами в R2 є лише промiжки, або одноточковi
множини. Якщо множина A одноточкова, то A = A, i тому g(A) = g(A).
Якщо ж A – невироджений промiжок, то розглянемо випадки, коли 0 6∈ A i
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0 ∈ A. У випадку коли 0 6∈ A скористаємося тим, що функцiя g неперервна
на множинi R \ {0}, i тому для неперервної функцiї маємо, що g(A) ⊆ g(A).
Коли ж 0 ∈ A, то g(A) = g(A) = [0, 1]. Таким чином, в обох випадках ми
маємо, що g(A) ⊆ g(A). Тодi

f(E) = g(prE) ⊆ g(A) ⊆ g(A) = f(E).

Отже, функцiя f є неперервною вiдносно системи C.

Наслiдок 3.3.3. Для функцiї f : R→ R наступнi умови еквiвалентнi:
(1) f має властивiсть Юнґа;
(2) f є слабкою функцiєю Ґiбсона;
(3) f периферiйно неперервна;
(4) f є неперервною вiдносно системи C.

Доведення. Еквiвалентнiсть (1) ⇔ (2) випливає з наслiдку 3.3.3. Те, що
(1)⇔ (3) встановлено у [96, с. 495]. Iмплiкацiя (3)⇒ (4) випливає з теореми
3.3.4. З означення неперервностi вiдносно системи C легко вивести, що
(4)⇒ (2).

3.3.4. Пiдмножина A простору X називається передвiдкритою, якщо
A ⊆ intA.

Лема 3.3.1. Якщо O – область у топологiчному просторi X, A ⊆ X i
A ⊆ O ⊆ A, то intA – область в X.

Доведення. Якби множина intA була не зв’язною, то iснували б вiдкритi
непорожнi множини U1 та U2, такi, що U1 ∩ intA 6= ∅, U2 ∩ intA 6= ∅
i intA ⊆ U1 t U2. Зрозумiло, що тодi б Ui ∩ A 6= ∅ при i = 1, 2. Оскiльки
A = O, то Ui ∩ O 6= ∅ при i = 1, 2. З властивостi множини Ui випливає, що
Ui ∩O 6= ∅ при i = 1, 2. Оскiльки O ⊆ intA i intA ⊆ U1 tU2, то O ⊆ U1 tU2.
Тодi O = (U1 ∩ O) t (U2 ∩ O), що суперечить зв’язностi множини O. Отже,
множина intA зв’язна. Таким чином, intA – область.

Теорема 3.3.5. Нехай X та Y – топологiчнi простори, Op = {A ∈ 2X :

A − передвiдкрита множина i intA − область}. Вiдображення f : X → Y

є B-квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно
системи Op.
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Доведення. Нехай спочатку вiдображення f є B-квазiнеперервним i A ∈ Op,
тобто, A – передвiдкрита множина, така, що intA – область. Вiзьмемо
довiльну точку y ∈ f(A) та окiл V точки y. Нехай x – це така точка з множини
A, що f(x) = y. Покажемо, що x ∈ intA. Справдi, нехай U – довiльний окiл
точки x. Оскiльки x ∈ A, то U ∩ A 6= ∅. Але з передвiдкритостi множини A
випливає, що ∅ 6= U ∩ A ⊆ U ∩ intA. Отже, x ∈ intA.

За умовою intA є областю. Тодi з B-квазiнеперервностi вiдображення f

випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ intA,
а отже, G ⊆ A, i f(G) ⊆ V . Оскiльки G – вiдкрита непорожня множина i
G ⊆ A, то G∩A 6= ∅. Тому f(A)∩V 6= ∅ i, таким чином, y ∈ f(A). Оскiльки
y була довiльною точкою множини f(A), то f(A) ⊆ f(A). Це означає, що
вiдображення f є неперервним вiдносно системи Op.

Навпаки, нехай тепер вiдображення f є неперервним вiдносно системи
Op. Покажемо, що f – B-квазiнеперервне вiдображення. Будемо мiркувати
вiд супротивного. Нехай вiдображення f не є B-квазiнеперервним в деякiй
точцi x0 ∈ X. Тодi iснують вiдкритий окiл V точки y0 = f(x0) в Y

i область O в X, для якої x0 ∈ O, такi, що для довiльної вiдкритої
непорожньої множини G ⊆ O маємо, що f(G) 6⊆ V . Таким чином, для
довiльної вiдкритої непорожньої множини G в X, такої, що G ⊆ O, iснує
точка xG ∈ G, що f(xG) 6∈ V . Розглянемо множину A = {xG ∈ X :

G−вiдкрита непорожня множина в X i G ⊆ O}. Зрозумiло, що f(A) ⊆ Y \V .
Зауважимо, що A ⊆ O ⊆ A. Тодi O = intO ⊆ intA i A ⊆ O ⊆ intA. Отже,

множина A передвiдкрита, а згiдно з лемою 3.3.1 множина intA зв’язна.
Оскiльки вiдображення f є неперервним вiдносно системи Op, то

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Але з другого боку, f(x0) ∈ V , бо V – окiл точки f(x0). Одержана
суперечнiсть завершує доведення.

Теорема 3.3.6. Нехай X – локально зв’язний простiр i Y – топологiчний
простiр. Вiдображення f : X → Y є B-квазiнеперервним тодi i тiльки
тодi, коли f квазiнеперервне i є слабкою функцiєю Ґiбсона.

Доведення. Нехай вiдображення f : X → Y є B-квазiнеперервним.
Перевiримо спочатку, що f є слабкою функцiєю Ґiбсона. Розглянемо довiльну
область O в просторi X. Оскiльки множина O вiдкрита, то O ⊆ intO i тому
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O – передвiдкрита множина. Згiдно з лемою 3.3.1 множина intO є областю.
Таким чином, O ∈ Op. Тодi з B-квазiнеперервностi вiдображення f випливає,
що

f(O) ⊆ f(O).

Це означає, що f є слабкою функцiєю Ґiбсона.
Тепер встановимо квазiнеперервнiсть. Розглянемо довiльну точку x ∈ X

та околи U i V точок x в X i f(x) в Y вiдповiдно. Iснує вiдкритий зв’язний
окiл O точки x, такий, що O ⊆ U . Таким околом буде компонента зв’язностi
будь-якого вiдкритого околу точки x, що мiстить цю точку i мiститься в U .
Оскiльки вiдображення f B-квазiнеперервне, то iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Отже, вiдображення f

квазiнеперервне в точцi x.
Навпаки, нехай вiдображення f : X → Y квазiнеперервне i є слабкою

функцiєю Ґiбсона. Розглянемо довiльну точку x ∈ X, вiдкритий окiл V

точки f(x) в Y i область O в X, таку, що x ∈ O. З означення слабкої
функцiї Ґiбсона випливає, що f(O) ⊆ f(O). Оскiльки x ∈ O, то f(x) ∈ f(O),
i тому V ∩ f(O) 6= ∅. Тодi iснує точка x1 ∈ O, така, що f(x1) ∈ V . З
квазiнеперервностi вiдображення f i того, що множини O i V є околами
точок x1 в X i f(x1) в Y вiдповiдно, випливає, що iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ O i f(G) ⊆ V . Отже, f – B-квазiнеперервне в
точцi x.

З теореми 3.3.6 одержуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 3.3.4. Функцiя f : R→ R є двосторонньо квазiнеперервною тодi
i тiльки тодi, коли f є квазiнеперервною i має властивiсть Юнґа.

3.3.5. Тепер дамо характеризацiю α-неперервностi.

Лема 3.3.2. Нехай (As)s∈S – система передвiдкритих множин в X. Тодi
множина A =

⋃
s∈S

As передвiдкрита.

Доведення. Нехай x ∈ A. Тодi iснує s ∈ S, що x ∈ As. Оскiльки множина As

передвiдкрита, то x ∈ intAs. Тодi x ∈ intAs ⊆ intA. Отже, A – передвiдкрита
множина.
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Теорема 3.3.7. Нехай X та Y – топологiчнi простори, Gp – система всiх
передвiдкритих множин в X. Вiдображення f : X → Y є α-неперервним
тодi i тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно системи Gp.

Доведення. Нехай спочатку вiдображення f : X → Y є α-неперервним.
Розглянемо довiльну множину A ∈ Gp, точку y ∈ f(A) i V – окiл точки
y в Y . Тодi iснує точка x ∈ A, така, що f(x) = y. Оскiльки вiдображення f є
α-неперервним в точцi x, то iснує α-вiдкрита множина E, така, що x ∈ E

i f(E) ⊆ V . З α-вiдкритостi множини E випливає, що iснують вiдкрита
множина U в X i нiде не щiльна множина N в X, такi, що E = U \ N .
Зрозумiло, що U – окiл точки x. Оскiльки x ∈ A, то U ∩ A 6= ∅. З
передвiдкритостi множини A випливає, що ∅ 6= U∩A ⊆ U∩intA. Покладемо
G = U ∩ intA. Оскiльки G ⊆ intA ⊆ A, то множина A щiльна в множинi
G. Тодi A ∩ (G \ N) 6= ∅, бо множина N нiде не щiльна. З того, що G ⊆ U

ми одержуємо, що i A ∩ (U \ N) 6= ∅, отже, A ∩ E 6= ∅. Тодi iснує точка
a ∈ A ∩ E, а тому f(a) ∈ V . Отже, f(A) ∩ V 6= ∅ i y ∈ f(A). Таким чином,
f(A) ⊆ f(A), i значить, вiдображення f неперервне вiдносно системи Gp.

Навпаки, нехай f неперервне вiдносно системи Gp. Припустимо, що f не
є α-неперервним у деякiй точцi x0. Тодi iснує вiдкритий окiл V точки f(x0)

в Y , такий, що для довiльного околу U точки x0 i довiльної нiде не щiльної
множини N в X iснує точка xN ∈ U \ N , така, що f(xN) 6∈ V . Розглянемо
множину AU = {xN : N− нiде не щiльна пiдмножина U}. Множина AU десь
щiльна, бо якби вона була нiде не щiльна, то iснувала б точка xAU ∈ U \AU ,
яка за означенням множини AU мала б їй належати. Таким чином, iснує
вiдкритий окiл V точки f(x0) в Y , такий, що для довiльного околу U точки
x0 iснує десь щiльна в U множина AU , така, що AU ⊆ U i f(AU) ⊆ Y \ V .

Для кожного вiдкритого околу U точки x0 розглянемо множину
EU = AU ∩ intAU . Зрозумiло, що EU 6= ∅ i EU ⊆ U . Покажемо, що
множина EU є передвiдкритою. Для цього треба встановити, що EU ⊆ intEU .
Зауважимо, що оскiльки G = intAU ⊆ AU , то

G ⊆ AU ∩G = AU ∩ intAU = EU .

З вiдкритостi множини G випливає, що G = intG ⊆ intEU . Таким чином,

EU = AU ∩ intAU = AU ∩G ⊆ intEU .

Отже, множина EU передвiдкрита.
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Розглянемо множину

A =
⋃
{EU : U − вiдкритий окiл точки x0}.

Зрозумiло, що x0 ∈ A. Згiдно з лемою 3.3.2 множина A є передвiдкритою.
Тому за припущенням маємо, що

f(x0) ∈ f(A) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V ⊆ Y \ V.

А це суперечить тому, що f(x0) ∈ V .

3.3.6. Ледь неперервнiсть та майже ледь неперервнiсть також можна
охарактеризувати в термiнах замикання.

Теорема 3.3.8. Нехай X та Y – топологiчнi простори, D = {A ∈ 2X : A =

X}. Вiдображення f : X → Y є ледь неперервним тодi i тiльки тодi, коли
f є неперервним вiдносно системи D.

Доведення. Досить встановити, що вiдображення f : X → Y ледь неперервне
тодi i тiльки тодi, коли f(X) ⊆ f(A) для всiх всюди щiльних в X множин A.

Нехай вiдображення f : X → Y ледь неперервне i A – всюди щiльна
в X множина. Розглянемо x ∈ X, f(x) = y i V – окiл точки y. З
ледь неперервностi вiдображення f випливає, що iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що f(G) ⊆ V . Оскiльки A = X, то G ∩ A 6= ∅.
Вiзьмемо точку a ∈ G ∩ A. Тодi f(a) ∈ V . Отже, f(A) ∩ V 6= ∅ i y ∈ f(A).
Таким чином, f(X) ⊆ f(A).

Навпаки, нехай f(X) ⊆ f(A) для всiх всюди щiльних в X множин A.
Припустимо, що f : X → Y не є ледь неперервним в деякiй точцi x0.
Тодi iснує вiдкритий окiл V точки f(x0), такий, що для довiльної вiдкритої
непорожньої множини G в X iснує точка xG ∈ G, така, що f(xG) ∈ Y \ V .
Розглянемо множину A = {xG : G − вiдкрита непорожня в X}. Очевидно,
що множина A всюди щiльна в X. Тодi

f(x0) ∈ f(X) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V

i разом з тим f(x0) ∈ V . Одержана суперечнiсть завершує доведення.

Теорема 3.3.9. Нехай X та Y – топологiчнi простори, Dn = {X \ N :

N− нiде не щiльна множина в X}. Вiдображення f : X → Y є майже ледь
неперервним тодi i тiльки тодi, коли f є неперервним вiдносно системи Dn.
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Доведення. Як i при доведеннi теореми 3.3.8 досить встановити, що
вiдображення f : X → Y майже ледь неперервне тодi i тiльки тодi, коли
f(X) ⊆ f(A) для всiх множин A = X \N , де N – нiде не щiльна в X.

Нехай вiдображення f : X → Y майже ледь неперервне i A = X \N , де N
– нiде не щiльна в X. Розглянемо x ∈ X, f(x) = y i V – окiл точки y. З майже
ледь неперервностi вiдображення f випливає, що iснує десь щiльна множина
E в X, така, що f(E) ⊆ V . Оскiльки N – нiде не щiльна в X, A = X \ N i
множина E десь щiльна в X, то E ∩A 6= ∅. Вiзьмемо точку a ∈ E ∩A. Тодi
f(a) ∈ V . Отже, f(A) ∩ V 6= ∅ i тому f(X) = f(A).

Навпаки, нехай f(X) ⊆ f(A) для всiх множин A = X \ N , де N – нiде
не щiльна в X. Припустимо, що f : X → Y не є майже ледь неперервним
в деякiй точцi x0. Тодi iснують вiдкритий окiл V точки f(x0) та множина
A = X \N , де N – нiде не щiльна в X, такi, що f(A) ∈ Y \ V . В такому разi

f(x0) ∈ f(X) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V,

i разом з тим f(x0) ∈ V . Отримана суперечнiсть, яка i завершує доведення.

3.3.7. Узагальнюючи поняття B-квазiнеперервностi, введемо нове поняття.
Нехай A та B – деякi системи пiдмножин простору X. Вiдображення
f : X → Y називається неперервним вiдносно пари систем (A,B) в точцi
x ∈ X, якщо для довiльного околу V точки f(x) i довiльної непорожньої
множини A ∈ A, з умови x ∈ A випливає, що iснує множина B ∈ B, така, що
B ⊆ A i f(B) ⊆ V . Вiдображення f називається неперервним вiдносно пари
систем (A,B), якщо воно є таким в кожнiй точцi.

В [23] було показано, що вiдображення f : X → Y мiж топологiчними
просторами X i Y є неперервним в точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли
для довiльного околу V точки f(x) i довiльної вiдкритої множини U в X
з умови x ∈ U випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина G в X,
така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Звiдси випливає, що вiдображення f : X → Y є
неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно є неперервним вiдносно пари систем
(G,G).

З означенняB-квазiнеперервностi випливає, що вiдображення f : X → Y є
B-квазiнеперервним тодi i тiльки, коли f є неперервним вiдносно пари систем
(O,G).
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Очевидною є наступна проста характеризацiя неперервностi вiдносно
системи A.

Теорема 3.3.10. Нехай X та Y – топологiчнi простори, A – система
пiдмножин простору X. Вiдображення f : X → Y є неперервним вiдносно
системи A тодi i тiльки тодi, коли для для кожної точки x ∈ X,
довiльного околу V точки f(x) в Y та довiльної множини A ∈ A в X,
такої, що x ∈ A iснує точка a ∈ A, що f(a) ∈ V .

Позначимо через P – систему всiх одноточкових множин в X.
Використовуючи теорему 3.3.10 та встановленi вище результати ми
одержуємо, що для вiдображення f : X → Y мiж топологiчними просторами
X i Y :

майже неперервнiсть рiвносильна неперервностi вiдносно пари (Gs,P)

(теорема 3.3.2);
B-квазiнеперервнiсть рiвносильна неперервностi вiдносно пари (Op,P)

(теорема 3.3.5);
α-неперервнiсть рiвносильна неперервностi вiдносно пари (Gp,P) (теорема

3.3.7);
ледь неперервнiсть рiвносильна неперервностi вiдносно пари (D,P)

(теорема 3.3.8);
майже ледь неперервнiсть рiвносильна неперервностi вiдносно пари

(Dn,P) (теорема 3.3.9).
Якщо простiр X задовольняє умову (?) з пiдроздiлу 3.3.1, то для

вiдображення f : X → Y неперервнiсть рiвносильна неперервностi вiдносно
пари (N ,P) (твердження 3.3.1);

Для функцiї f : R → R властивiсть Юнґа рiвносильна неперервностi
вiдносно пари (O,P) (теорема 3.3.3).

3.4. Характеризацiя рiзних ослаблень неперервностi за

допомогою операцiй замикання та внутрiшностi

3.4.1. Нехай X – топологiчний простiр, A = (Ax)x∈X – сiм’я непорожнiх
систем Ax ⊆ 2X i B – деяка система в X. Системи B називається спряженою
з сiм’єю A = (Ax)x∈X , якщо виконуються такi двi умови:
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1) для кожної множина B ∈ B, кожної точки x ∈ B \ B i для кожної
множини A ∈ Ax маємо, що A ∩B 6= ∅;

2) для кожної точки x ∈ X i довiльної сiм’ї (CA)A∈Ax пiдмножин CA

простору X, такої, що A \ CA 6∈ Ax для кожного A ∈ Ax, iснує сiм’я
(BA)A∈Ax пiдмножин BA простору X, така, що BA ⊆ CA для кожного A ∈ Ax,
B =

⋃
A∈Ax

BA ∈ B i x ∈ B.

Розглянемо приклади систем, якi спряженi з деякими сiм’ями.

Твердження 3.4.1. Нехай X – довiльний топологiчний простiр, Ux –
система всiх околiв точки x в X i B = 2X . Тодi система B спряжена з
сiмє’ю U = (Ux)x∈X .

Доведення. Нехай B ∈ B, x ∈ B \ B i U – окiл точки x. Оскiльки x ∈ B, то
U ∩B 6= ∅. Отже, умова 1) виконується.

Перевiримо, що виконується умова 2). Нехай x ∈ X i (CU)U∈Ux – така сiм’я
множин CU ∈ 2X , що U \ CU 6∈ Ux для кожного U ∈ Ux.

Нехай U ∈ Ux. Покладемо BU = CU . Оскiльки U \BU – не є околом точки
x, то x ∈ BU . Справдi, якби x 6∈ BU , то вiдкрита множина U0 = X \BU була
б околом точки x, для якого U0 ∩ BU = ∅. Але тодi U \ BU – це окiл точки
x, що неможливо.

Таким чином, x ∈ BU для кожного U ∈ Ux, а значить,

x ∈
⋂
U∈Ux

BU ⊆
⋃
U∈Ux

BU .

Крiм того, зрозумiло, що
⋃

U∈Ux
BU ∈ B.

Твердження 3.4.2. Нехай X – довiльний топологiчний простiр, для
кожного x ∈ X система Ax – це система G всiх непорожнiх вiдкритих
пiдмножин в X i B – система всiх всюди щiльних пiдмножин в X. Тодi
система B спряжена з сiмє’ю A = (Ax)x∈X .

Доведення. Нехай B ∈ B, x ∈ B \ B i G – вiдкрита непорожня множина
в X. Оскiльки множина B всюди щiльна, то B ∩ G 6= ∅. Отже, умова 1)
виконується.

Нехай x ∈ X i кожнiй множинi G з G спiвставлено множину CG ∈ 2X ,
таку, що G \ CG 6∈ G. Покладемо BG = CG для кожного G ∈ G i B =

⋃
G∈G

BG.
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Оскiльки G \ BG = G \ CG 6= G, то G ∩ BG 6= ∅ для кожної непорожньої
вiдкритої множини G. Тому множина B всюди щiльна в X, тобто B ∈ B.
Крiм того, з всюди щiльностi множини B випливає, що x ∈ B. Отже, i умова
2) виконується.

Нехай X та Y – топологiчнi простори, A = (Ax)x∈X – сiм’я непорожнiх
систем Ax ⊆ 2X i B – деяка система в X. Вiдображення f : X → Y

називається A-неперервним в точцi x ∈ X, якщо для довiльного околу V
точки f(x) в Y iснує множина A ∈ Ax, така, що f(A) ⊆ V . Вiдображення f
називається A-неперервним, якщо воно є таким в кожнiй точцi x ∈ X.

Теорема 3.4.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори, A = (Ax)x∈X –
сiм’я непорожнiх систем Ax ⊆ 2X i B – система в X, яка спряжена з
сiмє’ю A = (Ax)x∈X . Вiдображення f : X → Y є A-неперервним тодi i
тiльки тодi, коли f неперервним вiдносно системи B.

Доведення. Нехай вiдображення f : X → Y – A-неперервне, B ∈ B, y ∈ f(B)

i V – окiл точки x в X. Розглянемо точку x ∈ B, таку, що f(x) = y. Будемо
вважати, що x ∈ B\B. ЗA-неперервностi вiдображення f в точцi x випливає,
що iснує множина A ∈ Ax, така, що f(A) ⊆ V . Оскiльки система B спряжена
з сiм’ю A = (Ax)x∈X , то з умови 1) маємо, що A∩B 6= ∅. Тодi f(B)∩V 6= ∅
i тому y ∈ f(B). Отже, вiдображення f є неперервним вiдносно системи B.

Навпаки, нехай вiдображення f є неперервним вiдносно системи B.
Припустимо, що вiдображення f не є A-неперервним в деякiй точцi x0 ∈ X.
Це означає, що iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в Y , такий, що для
довiльної множини A ∈ Ax0

маємо, що f(A) 6⊆ V . Для кожного A ∈ Ax0

покладемо CA = A\f−1(V ). Оскiльки A\CA = A∩f−1(V ), то f(A\CA) ⊆ V ,
отже, A \CA 6∈ Ax0

. Оскiльки система B спряжена з сiм’ю A = (Ax)x∈X , то з
умови 2) випливає, що для кожної множини A ∈ Ax0

iснує множина BA ⊆ CA,
така, що B =

⋃
A∈Ax0

BA ∈ B i x0 ∈ B. Скориставшись неперервнiсть вiдносно

системи B вiдображення f отримаємо, що

f(x0) ∈ f(B) ⊆ f(B) = f(
⋃

A∈Ax0

BA) ⊆

⊆ f(
⋃

A∈Ax0

CA) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Одержали суперечнiсть. Отже, вiдображення f є A-неперервне.
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Наступний наслiдок теореми 3.4.1 – це добре вiдоме твердження.

Наслiдок 3.4.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X → Y неперервне тодi i тiльки тодi, коли

f(A) ⊆ f(A)

для A ∈ 2X .

Доведення. Вiдображення f : X → Y неперервне тодi i тiльки тодi, коли
воно A-неперервне, де A = (Ax)x∈X i Ax = Ux – система всiх околiв точки x
в X. З твердження 3.4.1 випливає, що система B = 2X є спряженою з сiм’єю
A = (Ax)x∈X . Згiдно з теоремою 3.4.1 вiдображення f неперервне вiдносно
системи B. Тому

f(A) ⊆ f(A)

для A ∈ 2X .

Ще одним наслiдком теореми 3.4.1 є теорема 3.3.8.

Наслiдок 3.4.2. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X → Y ледь неперервне тодi i тiльки тодi, коли

f(A) ⊆ f(A)

для довiльної всюди щiльної множини A в X.

Доведення. Вiдображення f : X → Y ледь неперервне тодi i тiльки тодi, коли
воно A-неперервне i Ax = G – система всiх непорожнiх вiдкритих множин в
X для кожного x ∈ X. З твердження 3.4.2 випливає, що система B всiх всюди
щiльних пiдмножин в X є спряженою з сiм’єю A. З теореми 3.4.1 випливає,
що вiдображення f буде ледь неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно буде
неперервним вiдносно системи B, тобто коли

f(A) ⊆ f(A)

для довiльної всюди щiльної множини A в X.

3.4.2. Далi ми перейдемо до встановлення характеризацiйних теорем
деяких типiв ослабленної неперервностi. Нам будуть потрiбнi наступнi леми.
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Лема 3.4.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Якщо вiдображення
f : X → Y не є квазiнеперервним в точцi x0 ∈ X, то iснують вiдкритi
околи U i V точок x0 i f(x0) в просторах X i Y вiдповiдно та щiльна в U
множина A, така, що f(A) ⊆ Y \ V .

Доведення. Оскiльки вiдображення f не є квазiнеперервним в точцi x0, то
iснують вiдкритi околи U i V точок x0 i f(x0) в просторах X i Y вiдповiдно,
такi, що для кожної вiдкритої непорожньої множини G ⊆ U iснує точка
xG ∈ G, така, що f(xG) ∈ Y \ V . Покладемо A = {xG : G – вiдкрита
непорожня пiдмножина в U}. Тодi множина A щiльна в U i f(A) ⊆ Y \V .

Лема 3.4.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Якщо вiдображення
f : X → Y не є майже неперервним в точцi x0 ∈ X, то iснує вiдкритий окiл
V точки f(x0) в Y , такий, що для довiльного околу U точки x0 в X iснує
вiдкрита непорожня множина GU в X, така, що GU ⊆ U i f(GU) ⊆ Y \V .

Доведення. Оскiльки вiдображення f : X → Y не є майже неперервним в
точцi x0 ∈ X, то iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в Y , такий, що для
довiльної множини E в X, такої, що x0 ∈ intE, маємо, що f(A) 6⊆ V .
Припустимо, що iснує вiдкритий окiл U точки x0, такий, що для довiльної
вiдкритої непорожньої множини G в X, iснує точка xG ∈ G, така, що
f(xG) ∈ V . Покладемо E = {xG : G – вiдкрита непорожня пiдмножина в
U}. Оскiльки x0 ∈ U ⊆ E, то x0 ∈ intE. Крiм того, f(E) ⊆ V . Одержали
суперечнiсть з тим, що вiдображення f : X → Y не є майже неперервним в
точцi x0 ∈ X. Отже, наше припущення не вiрне.

Лема 3.4.3. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Якщо вiдображення
f : X → Y не є α-неперервним в точцi x0 ∈ X, то iснує вiдкритий окiл
V точки f(x0) в просторi Y , такий, що для довiльного вiдкритого околу
U точки x0 в X iснує множина EU в X, така, що EU ⊆ U , intEU 6= ∅ i
f(EU) ⊆ Y \ V .

Доведення. Оскiльки вiдображення f : X → Y не є α-неперервним в точцi
x0 ∈ X, то iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в Y , такий, що для довiльної
α-вiдкритої множини A в X, такої, що x0 ∈ A, одержуємо, що f(A) 6⊆ V .
Припустимо, що iснує вiдкритий околу U точки x0 в X, такий, що множина
N = U∩f−1(Y \V ) – нiде не щiльна в X. Тодi множина E = U \N α-вiдкрита
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i f(E) ⊆ V . Це суперечить тому, що вiдображення f не є α-неперервним в
точцi x0 ∈ X. Отже, наше припущення не вiрне.

Лема 3.4.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Якщо вiдображення
f : X → Y не є майже квазiнеперервним в точцi x0 ∈ X, то iснують
вiдкритi околи U та V точок x0 та f(x0) в просторах X та Y вiдповiдно
i нiде не щiльна в X множина N , такi, що f(U \N) ⊆ Y \ V .

Доведення. Оскiльки вiдображення f не є майже квазiнеперервним в точцi
x0 ∈ X, то iснують вiдкритi околи U та V точок x0 та f(x0) в просторах X та
Y вiдповiдно, такi, що для довiльної множини A в X, з умови ∅ 6= intA ⊆ U

випливає, що f(A) 6⊆ V . ПокладемоN = U∩f−1(V ). З того, що вiдображення
f не є майже квазiнеперервним в точцi x0 ∈ X випливає, що множина N нiде
не щiльна в X. Тодi f(U \N) ⊆ Y \ V .

Теорема 3.4.2. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Тодi вiдображення
f : X → Y

1) квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A) для довiльної
пiдмножини A ⊆ X;

2) майже неперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A) для
довiльної пiдмножини A ⊆ X;

3) α-неперервне тодi i тiльки тодi, коли f(intA) ⊆ f(A) для довiльної
пiдмножини A ⊆ X;

4) майже квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f(int(intA)) ⊆ f(A)

для довiльної пiдмножини A ⊆ X.

Доведення. 1) Нехай вiдображення f квазiнеперервне i A ⊆ X. Розглянемо
довiльну точку y ∈ f(intA) i її окiл V в Y . Нехай точка x ∈ intA,
така, що f(x) = y. Множина U = intA є околом точки x в X i тому з
квазiнеперервностi вiдображення f випливає, що iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V . Оскiльки G ⊆ A, бо U ⊆ A,
i множина G вiдкрита, то G ⊆ G ∩ A, але G 6= ∅, отже, i G ∩ A 6= ∅. Але
f(G ∩ A) ⊆ V i значить, f(A) ∩ V 6= ∅. Отже, y ∈ f(A).

Навпаки, нехай f(intA) ⊆ f(A) для довiльної пiдмножини A ⊆ X.
Припустимо, що вiдображення f не є квазiнеперервним в деякiй точцi x0 ∈ X.
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Згiдно з лемою 3.4.1 iснують вiдкритi околи U i V точок x0 i f(x0) в просторах
X i Y вiдповiдно та щiльна в U множина A, така, що f(A) ⊆ Y \V . Оскiльки
U ⊆ A, то x0 ∈ U = intU ⊆ intA i тому

f(x0) ∈ f(U) = f(intU) ⊆ f(intA) ⊆

⊆ f(A) ⊆ Y \ V ⊆ Y \ V.

Одержали суперечнiсть.
2) Нехай вiдображення f майже неперервне i A ⊆ X. Розглянемо довiльну

точку y ∈ f(intA), ї ї окiл V в Y i точку x ∈ intA, таку, що f(x) = y. Оскiльки
вiдображення f майже неперервне в точцi x, то iснує множина E в X, така,
що x ∈ intE i f(E) ⊆ V . Множина U = intE є околом точки x i тому
U ∩ intA 6= ∅. Оскiльки U ⊆ E, то E ∩ intA 6= ∅. Тому E ∩ intA 6= ∅ i
E ∩ A 6= ∅. Звiдси випливає, що f(A) ∩ V 6= ∅. Отже, y ∈ f(A).

Навпаки, нехай f(intA) ⊆ f(A) для довiльної пiдмножини A ⊆ X.
Припустимо, що вiдображення f не є майже неперервним в деякiй точцi
x0 ∈ X. Тодi згiдно з лемою 3.4.2 iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в Y ,
такий, що для довiльного околу U точки x в X iснує вiдкрита непорожня
множина GU в X, така, що GU ⊆ U i f(GU) ⊆ Y \ V . Покладемо
A =

⋃
{GU : U − окiл x0 в X}. Зрозумiло, що A – це вiдкрита множина,

x0 ∈ A i f(A) ⊆ Y \ V . Тодi

f(x0) ∈ f(A) = f(intA) ⊆ f(A) ⊆

⊆ Y \ V = Y \ V.

Одержали суперечнiсть, адже V – це окiл точки f(x0).
3) Нехай вiдображення f α-неперервне i A ⊆ X. Розглянемо довiльну

точку y ∈ f(intA) i її окiл V в Y . Нехай точка x ∈ intA, така, що
f(x) = y. Оскiльки вiдображення f α-неперервне в точцi x, то iснує α-
вiдкрита множина U \N , де U – вiдкрита множина в X, а N – нiде не щiльна,
така, що x ∈ U \N i f(U \N) ⊆ V . Зрозумiло, що x ∈ U i тому U ∩ intA 6= ∅.
Звiдси випливає, що множина A десь щiльна в U i тому (U \ N) ∩ A 6= ∅.
Оскiльки f(U \N) ⊆ V , то f(A) ∩ V 6= ∅. Отже, y ∈ f(A).

Нехай f(intA) ⊆ f(A) для довiльної пiдмножини A ⊆ X. Припустимо
тепер, що вiдображення f не є α-неперервним в точцi x0 ∈ X. Тодi згiдно
з лемою 3.4.3 iснує вiдкритий окiл V точки f(x0) в просторi Y , такий, що
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для довiльного вiдкритого околу U точки x0 в X iснує множина EU в X,
така, що EU ⊆ U , intEU 6= ∅ i f(EU) ⊆ Y \ V . Розглянемо множину
A =

⋃
{EU : U – окiл точки x0 в X}. Покажемо, що x0 ∈ intA. Вiзьмемо

довiльний окiл G точки x0 в X. Оскiльки EG ⊆ A ∩ G, то intEG ⊆ intA. З
того, що EG ∩ intEG 6= ∅ випливає, що G ∩ intA 6= ∅. Отже, x0 ∈ intA. Тодi

f(x0) ∈ f(intA) ⊆ f(A) ⊆

⊆ Y \ V = Y \ V.

Одержали суперечнiсть.
4) Нехай вiдображення f майже квазiнеперервне i A – довiльна

пiдмножина в X, така, що int(intA) 6= ∅. Розглянемо довiльну точку
y ∈ f(int(intA)) i її окiл V в Y . Нехай точка x ∈ int(intA), така, що
f(x) = y. Зрозумiло, що множина U = int(intA) є вiдкритим околом точки
x в X. Оскiльки вiдображення f майже квазiнеперервне в точцi x, то iснує
множина E вX, така, що ∅ 6= intE ⊆ U i f(E) ⊆ V . Тодi intE ⊆ intA. Звiдси
випливає, що G = intE ∩ intA 6= ∅. Оскiльки G ∩E 6= ∅ i G ⊆ intA ⊆ A, то
E ∩ A 6= ∅. Тому i f(E) ∩ f(A) 6= ∅. Отже, f(A) ∩ V 6= ∅ i y ∈ f(A).

Навпаки, нехай f(int(intA)) ⊆ f(A) для довiльної пiдмножини A ⊆ X.
Припустимо, що вiдображення f не є майже квазiнеперервним в деякiй точцi
x0 ∈ X. Тодi згiдно з лемою 3.4.4 iснують вiдкритi околи U та V точок x0 та
f(x0) в просторах X та Y вiдповiдно i нiде не щiльна в X множина N , такi,
що f(U \ N) ⊆ Y \ V . Оскiльки int(U \ N) = U \ N , множини N та N нiде
не щiльнi, а множина U вiдкрита, то

int(U \N) = U \N = U.

З того, що множина U є вiдкритим околом точки x0 в X випливає, що

x0 ∈ intU = int(int(U \N)).

Таким чином,
f(x0) ∈ f(intU) = f(int(int(U \N))) ⊆

⊆ f(U \N) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Одержали суперечнiсть.
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Отримана в теоремi 3.4.2 умова в 1) тiсно пов’язана з характеризацiєю
квазiнеперервностi, згiдно з якою вiдображення f : X → Y буде
квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли для довiльної вiдкритої в X

множини G i пiдмножини A ⊆ X, з того, що G ⊆ A випливає, що
f(G) ⊆ f(A).

Зауважимо, ще К.Куратовский в [160] встановив, що за допомогою
операцiй замикання та внутрiшностi, якi застосовуються до множини A,
можна одержати лише сiм рiзних множин. Тому крiм теорем 3.4.2 – 3.4.5
iнших результатiв такого типу встановити не можна.

На завершення цього пiдроздiлу ми доведемо вiдомий результат
про декомпозицiю α-неперервностi, використовуючи наведенi вище
характеризацiї α-неперервностi, квазiнеперервностi та майже неперервностi.

Теорема 3.4.3. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X → Y – α-неперервне тодi i тiльки тодi, коли воно квазiнеперервне
i майже неперервне.

Доведення. Нехай вiдображення f α-неперервне i A – довiльна пiдмножина
простору X. Оскiльки intA ⊆ intA, то з α-неперервностi вiдображення f

випливає, що
f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A).

З теореми 3.4.2 (випадок 1)) випливає, що вiдображення f квазiнеперервне.
Очевидно, що intA ⊆ intA. Оскiльки вiдображення f f α-неперервне, то

f(intA) ⊆ f(intA) ⊆ f(A).

З теореми 3.4.2 (випадок 2)) випливає, що вiдображення f майже неперервне.
Навпаки, нехай вiдображення f квазiнеперервне i майже неперервне.

Нехай A – довiльна пiдмножина просторуX. Зрозумiло, що intA = int(intA).
Тодi з майже неперервностi та квазiнеперервностi вiдображення f випливає,
що

f(intA) = f(int(intA)) ⊆

⊆ f(intA) ⊆ f(A) = f(A).

З теореми 3.4.2 (випадок 3)) випливає, що вiдображення f α-неперервне.

109



3.5. Ослаблена неперервнiсть оберненого вiдображення

3.5.1. Наступний приклад будується з допомогою модифiкацiї конструкцiї
з [123].

Твердження 3.5.1. Iснує квазiнеперервна бiєкцiя f : [0, 1]→ [0, 1], для якої
функцiя f−1 не є майже ледь неперервною.

Доведення. Нехай α – iррацiональне число з вiдрiзка [0, 1] i Q ∩ [0, α] =

= {rn : n ∈ N} – множина рацiональних чисел вiдрiзка [0, α]. Для кожного
номера n ∈ N розглянемо неперервну справа функцiю gn : [0, α] → [0, 1],
для якої gn(x) = 0 для x < rn i gn(x) = 1 для x ≥ rn. Покладемо

f0(x) =
∞∑
n=1

1
2ngn(x). Оскiльки рiвномiрно збiжний ряд з неперервних справа

функцiй є неперервною справа функцiєю, то функцiя f0 неперервна справа
на [0, α], а отже, квазiнеперервна на [0, α). Функцiя f0 неперервна в усiх
iррацiональних точках вiдрiзка [0, α] i розривна в усiх рацiональних точках
цього вiдрiзка. Тому f0 неперервна злiва в точцi α, а отже, f0 квазiнеперервна
на [0, α]. Зауважимо, що функцiю f0 можна записати ще так: f0(x) =

∑
rn≤x

1
2n .

Також зазначимо, що функцiя f0 строго монотонно зростає на [0, α].
Легко переконатися, що для множини B = f0([0, α]) i чисел

bn = f0(rn) =
∑

rm≤rn

1
2m , an = f0(rn)− 1

2n =
∑

rm<rn

1
2m маємо, що

[0, 1] \B =
∞⊔
n=1

[an, bn).

Нехай (αn) – строго спадна послiдовнiсть чисел, така, що α1 = 1 i αn → α.
Покладемо

Vn = [an, bn)

i
Un = (αn+1, αn]

для n ∈ N. Зрозумiло, що

[0, 1] = [0, α] t (
∞⊔
n=1

Un)

i

[0, 1] = B t (
∞⊔
n=1

Vn).
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Для кожного номера n позначимо через fn гомеоморфiзм Un на Vn.
Множина B нiде не щiльна в [0, 1]. Справдi, вiзьмемо довiльну вiдкриту

непорожню множину V в [0, 1]. Нехай B∩V 6= ∅. Тодi iснує точка x0 ∈ [0, α],
така, що f0(x0) ∈ V . Покажемо, що iснує таке рацiональне число r = rn,
що f0(rn) ∈ V . Якщо x0 < α, то з неперервностi справа функцiї f0 в точцi
x0 випливає, що iснує таке δ > 0, що x0 + δ < α i f0(x) ∈ V , як тiльки
x0 < x < x0 + δ. Оскiльки в iнтервалi (x0, x0 + δ) є рацiональне число r, то
воно i буде шуканим. Якщо x0 = α, то з неперервностi злiва функцiї f0 в
точцi α аналогiчно знаходиться рацiональне число rn, що f0(rn) ∈ V . Тодi

Vn ∩B = ∅.

Зауважимо, що bn = f0(rn) ∈ V . Тому вiдкрита в [0, 1] множина

H = (an, bn) ∩ V

непорожня. Крiм того, H ∩B = ∅ i H ⊆ V . Це означає, що множина B нiде
не щiльна в [0, 1].

Визначимо функцiю f : [0, 1]→ [0, 1] так:

f(x) =

{
f0(x), x ∈ [0, α],

fn(x), x ∈ Un.

Легко переконатися, що функцiя f є бiєкцiєю вiдрiзка [0, 1] на себе.
Оскiльки функцiя f неперервна на кожному з промiжкiв Un, то вона
квазiнеперервна на (α, 1]. Також функцiя f квазiнеперервна на [0, α], бо
функцiя f0 квазiнеперервна на [0, α]. Оскiльки множина B нiде не щiльна
в [0, 1], то i f([0, α]) нiде не щiльна в [0, 1]. Тому функцiя f−1 не є майже ледь
неперервною.

Твердження 3.5.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
квазiнеперервна бiєкцiя i f−1 – майже ледь неперервне вiдображення. Тодi
f−1 – майже квазiнеперервне вiдображення.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку y0 ∈ Y . Покажемо, що вiдображення
g = f−1 : Y → X майже квазiнеперервне у точцi y0. Вiзьмемо довiльнi околи
U та V точок x0 = g(y0) та y0 вiдповiдно у просторах X та Y . Оскiльки
вiдображення f квазiнеперервне у точцi x0, то iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V . З майже ледь неперервностi
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вiдображення g випливає, що в Y iснує множина B, така, що intB 6= ∅ i
g(B) ⊆ G. Множина B мiститься у V , бо B = f(g(B)) ⊆ f(G) i f(G) ⊆ V .
Це означає, що вiдображення g = f−1 майже квазiнеперервне у точцi y0.

Твердження 3.5.3. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
майже квазiнеперервна бiєкцiя, f i f−1 – ледь неперервнi вiдображення. Тодi
f−1 – квазiнеперервне вiдображення.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку y0 ∈ Y . Покажемо, що вiдображення
g = f−1 : Y → X квазiнеперервне у точцi y0. Розглянемо окiл U точки
x0 = g(y0) в X i вiдкритий окiл V точки y0 в Y . Оскiльки f майже
квазiнеперервне у точцi x0, то в X iснує множина A, така, що U1 = intA 6= ∅,
A ⊆ U i f(A) ⊆ V . З ледь неперервностi вiдображення g випливає, що iснує
вiдкрита непорожня множина V1 в Y , така, що g(V1) ⊆ U1.

Розглянемо вiдкриту множину V2 = V ∩ V1. Для доведення
квазiнеперервностi g у точцi y0 досить показати, що V2 6= ∅ i g(V2) ⊆ U .
Оскiльки V2 ⊆ V1 i g(V1) ⊆ U1, то

g(V2) ⊆ g(V1) ⊆ U1 ⊆ U.

З ледь неперервностi вiдображення f випливає, що iснує вiдкрита непорожня
множина U2 в X, така, що f(U2) ⊆ V1, тобто U2 ⊆ g(V1). Отже, U2 ⊆ U1. З
означення множини U1 випливає, що U2 ∩ A 6= ∅. Оскiльки f(U2) ⊆ V1 i
f(A) ⊆ V , то V2 = V ∩ V1 6= ∅.

3.5.2. В [123] було встановлено, що для бiєкцiї f : X → Y мiж метричними
просторами X та Y з умови, що f i f−1 – ледь неперервнi функцiї, випливає,
що f i f−1 – клiковi. Наступне твердження є модифiкацiєю цього результату.
Будемо називати вiдображення f : X → Y псевдоквазiнеперевним, якщо
для довiльної вiдкритої множини U в X та довiльної множини E в X, такої,
що U ⊆ E iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i
f(G) ⊆ f(E).

Твердження 3.5.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
бiєкцiя, f i f−1 – ледь неперервнi вiдображення. Тодi вiдображення f i f−1

псевдоквазiнеперервнi.

Доведення. Покажемо, що вiдображення f псевдоквазiнеперервне.
Припустимо, що це не так. Тодi iснує iснують вiдкрита непорожня множина
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U в X та щiльнi в U множини A1 i A2, такi, що

f(A2) ⊆ Y \ f(A1).

Оскiльки вiдображення f−1 ледь неперервне, то V = intf(U) 6= ∅. Можливi
два випадки: або (Y \ f(A1)) ∩ V 6= ∅, або V ⊆ f(A1).

Припустимо спочатку, що V ⊆ f(A1). Оскiльки вiдображення f ледь
неперервне, то

G = intf−1(V ) 6= ∅.

Крiм того, G ⊆ U . Оскiльки A2 ⊇ U , то A2 ⊇ G. Вiзьмемо довiльну точку
a ∈ A2 ∩G. Тодi з одного боку

f(a) ∈ f(A2) ⊆ Y \ f(A1),

а з iншого боку
f(a) ⊆ f(G) ⊆ V ⊆ f(A1).

Нехай тепер
V1 = (Y \ f(A1)) ∩ V 6= ∅.

Оскiльки вiдображення f ледь неперервне i сюр’єктивне, то
G = intf−1(V1) 6= ∅. Крiм того, G ⊆ U . Оскiльки A1 ⊇ U , то A1 ⊇ G.
Вiзьмемо довiльну точку a ∈ A1 ∩ G. Тодi з одного боку f(a) ∈ f(A1), а з
iншого боку

f(a) ⊆ f(G) ⊆ V1 ⊆ Y \ f(A1)

i тому f(a) 6∈ f(A1). Одержали суперечнiсть. Знову одержали суперечнiсть.

3.5.3. В цьому пiдроздiлi побудуємо приклад майже неперервної бiєкцiї
f : [0, 1]→ [0, 1], для якої обернена функцiя f−1 не є майже неперевною.

Лема 3.5.1. Нехай X та Y – топлологiчнi простори, A та B –
всюди щiльнi диз’юнктнi пiдмножини в X i f, g : X → Y – неперервнi
вiдображення. Тодi вiдображення h : X → Y , для якого h(x) = f(x) для
x ∈ A i h(x) = g(x) для x ∈ B, є майже неперервне.

Доведення. Розглянемо довiльну точку x ∈ X. Нехай x ∈ A i V – окiл точки
x в X. Оскiльки h(x) = f(x) i вiдображення f неперервне у точцi x, то iснує
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окiл U точки x в X, такий, що f(U) ⊆ V . З всюди щiльностi множини A

випливає, що x ∈ intA ∩ U . Крiм того,

h(A ∩ U) = f(A ∩ U) ⊆ V.

Отже, вiдображення h майже неперервне у точцi x. Те саме буде i у випадку,
коли x ∈ B.

Твердження 3.5.5. Iснує бiєктивна функцiя f : [0, 1] → [0, 1], яке майже
неперервна, але f−1 не є майже неперевною.

Доведення. Розглянемо функцiю f : [0, 1]→ [0, 1], яка визначена так:

f(x) =


x, x ∈ Q ∩ [0, 1

2 ],

x+ 1
2 , x ∈ [0, 1

2 ] \Q,
−x+ 1, x ∈ (1

2 , 1] \Q,
−x+ 3

2 , x ∈ Q ∩ (1
2 , 1].

Перевiримо майже неперервнiсть функцiї f . З леми 3.5.1 випливає, що
функцiя f майже неперервна на промiжках [0, 1

2 ] та (1
2 , 1]. Залишилось

перевiрити майже неперервнiсть функцiї f у точцi x = 1
2 . Зауважимо, що

f(1
2) = 1

2 . Для 0 < ε < 1
2 розглянемо довiльний окiл V = (1

2 − ε,
1
2 + ε) точки

1
2 в [0, 1] i множину

A = V ∩ ((Q ∩ [0, 1
2 ]) ∪ ((1

2 , 1] \Q)) =

= ((Q ∩ (1
2 − ε,

1
2 ]) ∪ ((1

2 ,
1
2 + ε] \Q)).

Легко переконатися, що V = intA i

f(A) = (1
2 − ε,

1
2 ] ⊆ V .

Це означає, що функцiя f майже неперервна i у точцi x = 1
2 .

Тепер покажемо, що функцiя g = f−1 : [0, 1]→ [0, 1] не є майже
неперервною у точцi y = 1

2 . Справдi, g(y) = 1
2 i для околу U = (1

4 ,
3
4) точки

g(y) маємо, що
g−1(U) = f(U) = (1

4 ,
1
2 ]

i множина
intg−1(U) = (1

4 ,
1
2)

не є околом точки y = 1
2 в [0, 1].

114



3.6. Псевдоквазiнеперервнiсть та аналоги

3.6.1. Добре вiдомою є наступна характеризацiя квазiнеперервностi (див.
[235] та [331]).

Теорема 3.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X → Y буде квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли для довiльної
вiдкритої непорожньої множини U в X та щiльної в U множини E маємо,
що f(U) ⊆ f(E).

Вiдображення f : X → Y псевдоквазiнеперевним, якщо для довiльної
вiдкритої множини U в X та довiльної множини E в X, такої, що U ⊆ E

iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ f(E).
З теореми 3.6.1 легко випливає наступний результат.

Наслiдок 3.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори i f : X → Y –
квазiнеперервне вiдображення. Тодi вiдображення f псевдоквазiнеперевне.

Обернене твердження не вiрне.

Приклад 3.6.1. Iснує псевдоквазiнеперервна функцiя f : R → R, яка не є
квазiнеперервною.

Побудова прикладу. Функцiя f : R → R, f(x) = 0 при x 6= 0 i f(0) = 1, не є
квазiнеперервною в точцi x = 0, однак вона псевдоквазiнеперервна.

Теорема 3.6.2. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – псевдоквазiнеперевне вiдображення.
Тодi множина D(f) точок розриву функцiї f першої категорiї.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай множина D(f) другої
категорiї в X. Нехай {Vn : n ∈ N} – база простору Y . Через Ux позначимо
систему околiв точки x ∈ X.

Для кожного номера n розглянемо множини

An = {x ∈ D(f) : (f(x) ∈ Vn)(∀U ∈ Ux)(∃ux ∈ U)(f(ux) ⊆ Y \ Vn)}.

Зрозумiло, що
∞⋃
n=1

An = D(f). Оскiльки множина D(f) другої категорiї, то

iснує номер m, такий, що множина Am десь щiльна в X. Нехай Am щiльна в
деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U , тобто U ⊆ Am.
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Розглянемо множинуE = {x ∈ U : f(x) ∈ Y \Vm}. Покажемо, що множина
E щiльна в U . Вiзьмемо довiльну вiдкриту множину U ′ в X, таку, що U ′ ⊆ U .
Оскiльки множина Am щiльна в U , то iснує точка x′ ∈ U ′ ∩ Am ⊆ D(f). З
визначення множини Am i того, що U ′ є околом точки x′ випливає, що iснує
точка ux′ ∈ U ′, така, що f(ux′) ∈ Y \ Vm. Таким чином, ux′ ∈ U ′ ∩ E.

З псевдоквазiнеперевностi вiдображення f випливає, що iснує вiдкрита
непорожня множинаG вX, така, щоG ⊆ U i f(G) ⊆ f(E) ⊆ Y \ Vm = Y \Vm.
Вiзьмемо довiльну точку a ∈ G∩Am. Оскiльки a ∈ Am, то f(a) ∈ Vm. З iншого
ж боку f(a) ∈ f(G) ⊆ Y \ Vm. Одержали суперечнiсть. Наше припущення
хибне, отже, множина D(f) першої категорiї.

Як наслiдок одержуємо наступний результат.

Теорема 3.6.3. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу
аксiому злiченностi i f : X → Y – псевдоквазiнеперевне вiдображення. Тодi
вiдображення f точково розривне.

Наслiдок 3.6.2. Нехай X – берiвський простiр, Y – сепарабельний
метричний простiр i f : X → Y – псевдоквазiнеперевна функцiя. Тодi
функцiя f клiкова.

Доведення. Оскiльки точково розривна функцiя є клiковою, то з теореми
3.6.3 випливає, що функцiя f є клiковою.

В [39, приклад 2] наведено приклад, який демонструє, що умова беровостi
простору X у наслiдку 3.6.2 є iстотною.

Умова беровостi простору X у теоремi 3.6.3 є iстотною. Це демонструє
наступний приклад.

Приклад 3.6.2. Iснує псевдоквазiнеперервна функцiя f : Q → R, для якої
C(f) = ∅.

Побудова прикладу. Покладемо X = Q = {rn : n ∈ N}, Y = R i визначимо
функцiю f : Q→ R так:

f(x) =
∑
rn≤x

2−n.

Функцiя f є неперервною справа, а отже, квазiнеперервною. Тодi з
наслiдку 3.6.1 випливає, що функцiя f псевдоквазiнеперевна. Крiм того,
C(f) = ∅.
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3.6.2. Нагадаємо, що через K(f) ми позначаємо множину точок
квазiнеперервностi вiдображення f : X → Y . Зрозумiло, що K(f) ⊇ C(f). З
теореми 3.6.2 одержуємо наступний результат.

Наслiдок 3.6.3. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – псевдоквазiнеперевне вiдображення.
Тодi множина X \ Q(f) першої категорiї. Якщо до того ж простiр X

берiвський, то множина Q(f) всюди щiльна в X.

Обернене твердження не вiрне.

Приклад 3.6.3. Iснує не псевдоквазiнеперервна функцiя f : R → R, для
якої множина R \Q(f) першої категорiї.

Побудова прикладу. Нехай Q – множина рацiональних чисел. Визначимо
функцiю f : R→ R так:

f(x) =

{
1
n , x = m

n ∈ Q,
0, в iнших випадках.

Тодi C(f) = Q(f) = R \ Q. Однак f не є псевдоквазiнеперервною, бо для
U = R i E = R \Q маємо, що f(E) = f(E) = {0}, а для довiльної вiдкритої
множини G в R маємо, що f(G) ⊃ {0}.

Оскiльки функцiя з прикладу 3.6.1 є функцiєю першого класу Бера
(поточковою границею неперервних функцiй), то це означає, що не кожна
функцiя першого класу Бера є псевдоквазiнеперервною.

Твердження 3.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, f : X → Y –
вiдображення i множина X \ Q(f) нiде не щiльна в X. Тодi вiдображення
f псевдоквазiнеперевне.

Доведення. Розглянемо довiльну вiдкриту непорожню U в X та множину
E в X, таку, що U ⊆ E. Оскiльки множина X \ Q(f) нiде не щiльна,
то iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U ∩ Q(f).
Розглянемо вiдображення g = f|G. Вiдображення g квазiнеперервне в кожнiй
точцi з G. Оскiльки множина E щiльна в U , то E ∩G ⊇ G i з властивостi
квазiнеперервностi вiдображення g маємо, що

f(G) = g(G) ⊆ g(E ∩G) = f(E ∩G) ⊆ f(E).

Отже, вiдображення f псевдоквазiнеперевне.

117



Обернене твердження не вiрне. Це випливає з наступного прикладу, який
подано в [39, приклад 1].

Приклад 3.6.4. Iснує псевдоквазiнеперервна функцiя f : R → R, для якої
множина R \Q(f) всюди щiльна в R.

Побудова прикладу. Нехай Q = {rn : n ∈ N} – множина рацiональних чисел.
Визначимо функцiю f : R→ R так:

f(x) =

{
1
n + x, x = rn,

x, в iнших випадках.

Як показано в [39, приклад 1] функцiя f є псевдоквазiнеперервною i
R \Q(f) = R \ C(f) = Q.

3.6.3. Нагадаємо, що вiдображення f називається ледь неперервним у
точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки f(x) в Y iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що f(G) ⊆ V . Множину точок ледь
неперервностi вiдображення f позначаємо через L(f).

Твердження 3.6.2. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – псевдоквазiнеперевне вiдображення.
Тодi множина X \ L(f) нiде не щiльна в X.

Доведення. Припустимо, що множина E = X\L(f) щiльна в деякiй вiдкритiй
непорожнiй множинi U в X. З теореми 3.6.3 випливає, що множина C(f)

теж щiльна в U . Тодi згiдно з псевдоквазiнеперервнiстю функцiї f маємо, що
iснує вiдкрита непорожня в X множина G, така, що G ⊆ U i f(G) ⊆ f(C(f)).
Вiзьмемо довiльну точку x ∈ E ∩ G i будь-який її вiдкритий окiл V точки
f(x) в Y . Тодi V ∩ f(C(f)) 6= ∅. Отже, iснує точка x0 ∈ C(f) та її окiл U0,
такi, що f(x0) ∈ V i f(U0) ⊆ V . Це суперечить тому, що вiдображення f не є
ледь неперервним в точцi x. Отже, припущення про десь щiльнiсть множини
A є хибним.

Теорема 3.6.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X → Y буде псевдоквазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли воно
просто неперервне.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай вiдображення f псевдоквазiнеперервне,
але не є просто неперервним. Оскiльки вiдображення f не є просто
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неперервним, то iснує вiдкрита непорожня множина V в Y , така, що множина
fr(f−1(V )) щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U в X. Тодi
fr(f−1(V )) = fr(f−1(V )) ⊇ U . Оскiльки fr(f−1(V )) = f−1(V ) ∩X \ f−1(V ),
то f−1(V ) ⊇ U i X \ f−1(V ) ⊇ U . З псевдоквазiнеперервностi f випливає, що
iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i

f(G) ⊆ f(X \ f−1(V )) ⊆ Y \ V = Y \ V.

З iншого боку f(G)∩V 6= ∅, бо f−1(V ) ⊇ U i G ⊆ U . Одержана суперечнiсть
завершує доведення необхiдностi.

Достатнiсть. Нехай вiдображення f просто неперервне, але не є
псевдоквазiнеперервним. Тодi iснує вiдкрита непорожня множина U в
X i щiльна в U множина E, така, що для довiльною вiдкритої
непорожньої множини G ⊆ U iснує точка xG ∈ G, така, що
xG 6∈ f(E). Розглянемо вiдкриту множину V = Y \ f(E) i множину
A = {xG : G – вiдкрита множина, яка мiвститься в G}. Тодi A ⊇ U

i A ∩ E = ∅. Оскiльки вiдображення f просто неперервне, то множина
fr(f−1(V )) = f−1(V ) ∩X \ f−1(V ) нiде не щiльна. Однак f−1(V ) ⊇ A i тому
f−1(V ) ⊇ A ⊇ U . Крiм того, X \ f−1(V ) ⊇ E i X \ f−1(V ) ⊇ E ⊇ U . Отже,
fr(f−1(V )) ⊇ U 6= ∅, що неможливо, бо множина fr(f−1(V )) нiде не щiльна.
Отже припущення не вiрне.

Твердження 3.6.3. Якщо функцiя f : R → R має замкнений графiк, то
вона псевдоквазiнеперервна.

Доведення. Добре вiдомо [67], що множина D(f) нiде не щiльна. Тодi згiдно
з теоремою 3.6.1 функцiя f є псевдоквазiнеперервною.

Твердження 3.6.4. Iснує монотонна функцiя f : R → R, яка не є
псевдоквазiнеперервною.

Доведення. Покладемо Q = {rn : n ∈ N}. Розглянемо функцiї f, g, h : R→ R,
якi визначенi так:

f(x) =
∑
rn≤x

2−n,

g(x) =

{
2−n−1, x = rn ∈ Q,
0, x 6∈ Q.
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i h(x) = f(x)−g(x), x ∈ R. В [123] показано, що функцiя f монотонно зростає
i неперервна справа (отже, квазiнеперервна). Функцiю h можна записати так:

h(x) =


∑
rm<x

2−m + 2−n−1, x = rn ∈ Q,∑
rm<x

2−m, x 6∈ Q.

Функцiя h строго зростає i при цьому вона не є квазiнеперервною в кожнiй
точцi з Q. Розглянемо вiдкриту множину

V =
⋃
n=1

(
∑
rk<rn

2−k,
∑
rk≤rn

2−k).

Тодi множина h−1(V ) = Q не є s-вiдкритою. Отже, h не є псевдоквазi-
неперервною.

3.6.4. Далi встановимо два результати про декомпозицiю неперервностi та
квазiнеперервностi за участю псевдоквазiнеперервностi.

Теорема 3.6.5. Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний простiр.
Тодi вiдображення f : X → Y неперервне тодi i тiльки тодi, коли f майже
неперервне i псевдоквазiнеперевне.

Доведення. Необхiднiсть очевидна. Доведемо достатнiсть. Будемо мiркувати
вiд супротивного. Нехай вiдображення f не є неперервним в деякiй точцi
x0 ∈ X. Оскiльки простiр Y регулярний, то iснує замкнений окiл V0 точки
f(x0) в Y , такий, що для довiльного околу U точки x0 в X маємо,
що f(U) 6⊆ V0. Оскiльки вiдображення f майже неперервне в точцi x0,
то iснують окiл U0 точки x0 в X i щiльна в U0 множина A0, такi, що
f(A0) ⊆ V0. З розривностi вiдображення f в точцi x0 випливає, що iснує
точка x1 ∈ U0, така, що f(x1) 6∈ V0, тобто f(x1) ∈ Y \ V0. Оскiльки
вiдображення f майже неперервне в точцi x1 i множина Y \ V0 є околом
точки f(x1), то iснує множина A1, така, що x1 ∈ intA1, A1 ⊆ U0

i f(A1) ⊆ Y \ V0. Скористаємося псевдоквазiнеперевнiстю вiдображення f .
Оскiльки intA1 ⊆ A, то iснує вiдкрита непорожня множина G ⊆ intA1 ∩ A,
така, що f(G) ⊆ f(A) ⊆ V0 ⊆ V0. Оскiльки G ⊆ intA1, то iснує точка
a ∈ G ∩ A1. З того, що a ∈ A1 випливає, що f(a) ∈ Y \V0. Оскiльки f(G) ⊆ V0,
то одержуємо суперечнiсть. Отже, вiдображення f неперервне.
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Теорема 3.6.6. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Тодi вiдображення
f : X → Y квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли f майже
квазiнеперервне i псевдоквазiнеперевне.

Доведення. Необхiднiсть випливає з теореми 3.6.1 i очевидного факту про
те, що квазiнеперервне вiдображення є майже квазiнеперервним. Встановимо
достатнiсть. Припустимо, що вiдображення f не є квазiнеперервним в деякiй
точцi x0 ∈ X. Тодi згiдно з лемою 3.4.1 iснують вiдкритий окiл V точки f(x0)

в Y , окiл U точки x0 в X i множина A в X, такi, що U ⊆ A i f(A) ⊆ Y \ V .
Оскiльки вiдображення f майже квазiнеперервне в точцi x0, то iснує множина
E вX, така, що intE 6= ∅, E ⊆ U i f(E) ⊆ V . ПокладемоG = intE. Оскiльки
G ⊆ U i U ⊆ A, то G ⊆ A. З псевдоквазiнеперервностi вiдображення f

випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина G1 в X, така, що G1 ⊆ G i
f(G1) ⊆ f(A). Тодi

f(G1) ⊆ f(A) ⊆ Y \ V = Y \ V.

Оскiльки G = intE, то G1 ∩ E 6= ∅. Нехай a ∈ G1 ∩ E. Тодi з одного боку,
оскiльки a ∈ G1, то f(a) ∈ Y \V , а з iншого боку, оскiльки a ∈ E, то f(a) ∈ V .
Одержали суперечнiсть.

3.6.5. Сума двох псевдоквазiнеперервних функцiй не зобов’язана бути
псевдоквазiнеперервною (див. [33, лема 2]). Бiльше того, сума неперервної
i псевдоквазiнеперервної функцiї може не бути псевдоквазiнеперервною. Це
демонструє наступний приклад.

Приклад 3.6.5. Iснують неперервна i псевдоквазiнеперервна функцiї, сума
яких не є псевдоквазiнеперервною.

Доведення. Нехай Q – множина рацiональних чисел. Розглянемо двi функцiї
f, g : R→ R, якi визначаються так: g(x) = −x для всiх x ∈ R, а

f(x) =

{
x+ 1

n , x = m
n ∈ Q,

x, в iнших випадках.

Функцiя g неперервна, а тому псевдоквазiнеперервна. Оскiльки функцiя f з
прикладу 3.6.4, то вона теж псевдоквазiнеперервна. Однак, функцiя h = f+g

не є псевдоквазiнеперервна (див. приклад 3.6.2).
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Добуток двох псевдоквазiнеперервних функцiй не зобов’язаний бути
псевдоквазiнеперервною функцiєю [33, лема 3]).

Максимум та мiнiмум псевдоквазiнеперервних функцiй з R в R є
псевдоквазiнеперервною. Бiльше того, в [25, теорема 1] встановлено такий
результат

Теорема 3.6.7. Нехай простiр X задовольняє наступну умову:

(?) якщо (Xn) покриття простору X, таке, що для M ⊆ N множина⋃
n∈M

Xn є s-вiдкритою i G – вiдкрита непорожня пiдмножина X, то

G ∩ intXn 6= ∅ для деякого n ∈ N.

Тодi max(f, g) i min(f, g) є псевдоквазiнеперервними функцiями для
довiльних псевдоквазiнеперервних функцiй f, g : X → R.

В [77, теорема 1] встановлено, що для досконалого берiвського
простору X i сепарабельного метричного простору Y кожна клiкова
функцiя f : X → Y є рiвномiрною границею послiдовностi
псевдоквазiнеперервних функцiй. Звiдси випливає, що рiвномiрна границя
послiдовностi псевдоквазiнеперервних функцiй не зобов’язана бути
псевдоквазiнеперервною.

Твердження 3.6.5. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори, вiдображення
f : Y → Z неперервне i вiдображення g : X → Y псевдоквазiнеперервне. Тодi
вiдображення h = f ◦ g : X → Z псевдоквазiнеперервне.

Доведення. Розглянемо довiльну вiдкриту множину W в Z. Оскiльки
вiдображення f неперервне, то множина f−1(W ) вiдкрита в Y . З
псевдоквазiнеперервностi вiдображення g випливає, що множина
h−1(W ) = g−1(f−1(W )) є s-вiдкритою. Отже, згiдно з теоремою 3.6.2
вiдображення h псевдоквазiнеперервне.

Твердження 3.6.6. Нехай X i Y – топологiчнi простори, причому простiр
X локально зв’язний, вiдображення f : R → Y псевдоквазiнеперервне i
вiдображення g : X → R неперервне. Тодi вiдображення h = f ◦ g : X → Y

псевдоквазiнеперервне.

Доведення. Розглянемо довiльну вiдкриту множину W в Y . Оскiльки
вiдображення f псевдоквазiнеперервне, то f−1(W ) = V ∪ N , де множина
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V вiдкрита в R, а множина N нiде не щiльна в R. Розглянемо множину
g−1(V ∪ N). Тодi g−1(V ∪ N) = g−1(V ) ∪ g−1(N). Оскiльки вiдображення g
неперервне, то U = g−1(V ) – вiдкрита множина.

Покажемо, що g−1(N) = U1 ∪ M , де множина U1 вiдкрита в X, а
множина M нiде не щiльна в X. Припустимо, що це не так. Тодi iснують
вiдкрита непорожня множина G в X та щiльнi в G множини A1 i A2, такi,
що g(A1) ⊆ N i g(A1) ⊆ R \N . Оскiльки множина N нiде не щiльна, то i
множинаN теж нiде не щiльна. З неперервностi вiдображення g випливає, що
g−1(N) – замкнена множина, i тому g−1(N) ⊇ G. Вiзьмемо довiльну вiдкриту
зв’язну множину O в X, таку, що O ⊆ G. Оскiльки при неперервному
вiдображеннi образ зв’язної множини є зв’язна множина, то множина g(O)

зв’язна i g(O) ⊆ N . З того, що множина N нiде не щiльна в R i мiстить
зв’язну пiдмножину випливає, що iснує така точка b ∈ N , що g(O) = {b}.
Оскiльки O ⊆ G, то множини A1 i A2 щiльнi i в O. Тодi {b} = g(O∩A1) ⊆ N

i {b} = g(O ∩ A2) ⊆ R \ N . Одержали суперечнiсть з припущенням. Отже,
g−1(N) = U1∪M , де множина U1 вiдкрита в X, а множинаM нiде не щiльна
в X.

Тодi

h−1(W ) = g−1(f−1(W )) = g−1(V ∪N) = g−1(V ) ∪ g−1(N) = U ∪ U1 ∪M,

де U,U1 – вiдкритi множин в X, а M – нiде не щiльна в X. Отже,
вiдображення h псевдоквазiнеперервне.

3.7. Класифiкацiя точок розриву деяких аналогiв

неперервностi

3.7.1. Точка x ∈ R називається двосторонньою граничною точкою
множини P ⊆ R, якщо iснують послiдовностi (x′n), (x

′′
n) ∈ P , такi, що x′n ↗ x,

x′′n ↘ x, тобто послiдовнiсть (x′n) зростаючи прямує до x, а послiдовнiсть (x′′n)

спадаючи прямує до x. Функцiя f : R→ R має досконалий шлях [201], якщо
для кожної точки x ∈ R iснує досконала множина P , така, що x ∈ P , точка x є
двосторонньою граничною точкою множини P i звуження f |P є неперервним
у точцi x.
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Добре вiдомо [96], що для функцiї f : R→ R мають мiсце такi iмплiкацiї:

f – розширювана⇒ f – S-неперервна⇒ f – зв’язна⇒

⇒ f має зв’язний графiк⇒ f має вл. Дарбу⇒ f має вл. Юнґа. (∗)

f – розширювана⇒ f має досконалийшлях⇒ f має вл. Юнґа.

Зауважимо, що жодна з iмплiкацiй (∗) не може бути повернена в iнший бiк.
Для точки x ∈ R позначимо через f(x+0) правосторонню границю функцiї

f в точцi x, а через f(x − 0) – лiвосторонню границю функцiї f в точцi
x. Введемо в розгляд множини D+(f) = {x ∈ R : x ∈ D(f|[x,+∞))} i
D−(f) = {x ∈ R : x ∈ D(f|(−∞,x])} точок правостороннього i лiвостороннього
розриву вiдповiдно. Зрозумiло, що D(f) = D+(f) ∪D−(f).

Твердження 3.7.1. Нехай f : R → R – майже неперервна функцiя. Тодi
функцiя f має властивiсть Юнґа.

Доведення. З теореми 3.3.1 випливає, що кожна майже неперервна функцiя
є функцiєю Ґiбсона, а отже, i слабкою функцiєю Ґiбсона. З наслiдку 3.3.2
випливає, що слабка функцiя Ґiбсона з R в R має властивiсть Юнґа.

Твердження 3.7.2. Нехай f : R → R – двосторонньо квазiнеперервна
функцiя. Тодi функцiя f має властивiсть Юнґа.

Доведення. Це випливає з наслiдку 3.3.4.

Щодо зв’язкiв мiж згаданими ослабленнями неперервностi слiд зауважити,
що в у випадку, коли функцiя f : R → R є функцiєю першого класу Бера
(подається у виглядi поточкової границi послiдовностi неперервних функцiй),
то

f – розширювана ⇔ f має вл. Юнґа [96].

А для функцiй з властивiстю Ґiбсона належнiсть до функцiй першого класу
Бера гарантує неперервнiсть [75].

3.7.2. Далi ми дослiдимо тип точок розриву згаданих аналогiв
неперервностi.

Твердження 3.7.3. Нехай f : R → R – функцiя, яка має властивiсть
Юнґа i x ∈ D+(f) /x ∈ D−(f)/. Тодi не iснує правосторонньої f(x + 0)

/лiвосторонньої f(x− 0)/ границi в точцi x.
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Доведення. Нехай iснує границя f(x+ 0) i функцiя f має властивiсть Юнга.
Оскiльки x ∈ D+(f), то f(x) 6= f(x + 0). Покладемо ε = |f(x)−f(x+0)|

2 , якщо
f(x + 0) скiнченне i ε = 1, якщо f(x + 0) = ∞. Тодi iснує δ > 0, що
|f(t)− f(x)| > ε для t ∈ (x, x + δ). Оскiльки функцiя f має властивiсть
Юнга, то iснує спадна послiдовнiсть (xn), xn → x, така, що f(xn) → f(x).
Тодi iснує номер N , такий, що xN ∈ (x, x+ δ) i |f(xN)− f(x)| < ε. Одержали
суперечнiсть. Аналогiчнi мiркування проводяться i у випадку x ∈ D−(f).

Твердження 3.7.4. Нехай f : R → R – функцiя, x ∈ D+(f) /x ∈ D−(f)/ i
виконується одна iз наступних умов:

1) f – розширювана;
2) f – S-неперервна;
3) f – зв’язна;
4) f має зв’язний графiк;
5) f має властивiсть Дарбу;
6) f має досконалий шлях;
7) f майже неперервна;
8) f – двосторонньо квазiнеперервна;
9) f має властивiсть Ґiбсона.
Тодi f має властивiсть Юнґа.

Доведення. Якщо функцiя f задовольняє одну iз умов 1) - 6), то згiдно з
iмплiкацiями (∗) вона має властивiсть Юнґа. Якщо ж функцiя f задовольняє
умови 7) - 9), то згiдно з твердженнями 3.7.1 - 3.7.2 вона має властивiсть
Юнґа.

Твердження 3.7.5. Нехай функцiя f : R→ R графiчно неперервна i
x ∈ D(f). Тодi границя злiва чи справа iснує та скiнченна, або її не iснує.
Якщо ж iснують скiнченнi границi f(x + 0) ∈ R та f(x − 0) ∈ R, то
f(x+ 0) = f(x− 0).

Доведення. Нехай f(x + 0) = ∞ чи f(x− 0) =∞. Припустимо, що
f(x+ 0) =∞. Оскiльки функцiя f графiчно неперервна, то iснує неперервна
функцiя g : R→ R, така, що Gr(g) ⊆ Gr(f). З того, що функцiя g неперервна
в точцi x випливає, що iснує скiнченна границя g(x + 0), яка рiвна g(x).
Розглянемо множину G = (x, x+ 1

n)× (g(x)− 1
n , g(x) + 1

n). Вiзьмемо довiльну
точку a ∈ (x, x + 1

n). Оскiльки (a, g(a)) ∈ Gr(g) ⊆ Gr(f) i множина G є
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околом точки (a, g(a)), то G ∩ Gr(f) 6= ∅. Тому iснує точка (xn, f(xn))

графiка функцiї f , така, що (xn, f(xn)) ∈ G. Таким чином, послiдовнiсть
(xn) збiгається до x, причому xn > x, i f(xn) → g(x). А це суперечить тому,
що f(x+ 0) =∞.

Нехай тепер f(x + 0) ∈ R та f(x − 0) ∈ R i f(x + 0) 6= f(x − 0).
Для визначенностi будемо вважати, що f(x + 0) > f(x − 0). Покладемо
ε = f(x+0)−f(x−0)

2 . Оскiльки iснують скiнченнi границi f(x+ 0) та f(x− 0), то
iснує δ > 0, таке, що |f(u)−f(x+0)| < ε

3 для u ∈ (x, x+δ) i |f(u)−f(x−0)| < ε
3

для u ∈ (x− δ, x). Зауважимо, що f(x+0)− ε
2 = f(x−0)+ ε

2 . Вiзьмемо точки
a ∈ (x−δ, x), b ∈ (x, x+δ) i c ∈ (f(x−0)+ ε

3 , f(x+0)− ε
3)\{f(x)}. Розглянемо

множину L = ({a} × [c,+∞)) ∪ ([a, b] × {c}) ∪ ({b} × (−∞, c]). Зрозумiло,
що L ∩ Gr(f) = ∅. Розглянемо вiдкритi непорожнi диз’юнктнi множини
W1 = ((−∞, a)×R)∪([a, b)×(−∞, c]) iW2 = ((a, b]×(c,+∞))∪((b,+∞)×R).
Тодi Gr(f) ⊆ W1 t W2. З графiчної неперервностi функцiї f випливає, що
iснує неперервна функцiя g : R→ R, така, що Gr(g) ⊆ Gr(f). Зрозумiло, що
Gr(g) ⊆ W1tW2, Gr(g)∩W1 6= ∅ i Gr(g)∩W2 6= ∅. Це суперечить тому, що
графiк неперервної функцiї не є зв’язною множиною в R2.

3.7.3. Кажуть [17], що f : R→ R є регульованою функцiєю, якщо iснують
скiнченнi правостороннi та лiвостороннi границi функцiї f в кожнiй точцi.

Теорема 3.7.1. Функцiя f : R → R неперервна тодi i тiльки тодi, коли
вона регульована i має властивiсть Юнґа.

Доведення. Необхiднiсть є очевидною. Встановимо достатнiсть. Будемо
мiркувати вiд супротивного. Нехай функцiя f розривна в деякiй точцi x. Тодi
x ∈ D−(f) або x ∈ D+(f). Нехай x ∈ D+(f). Згiдно з твердженням 3.7.3 для
функцiї f в точцi x не iснує границi справа. А це суперечить регульваностi
функцiя f .

Наслiдок 3.7.1. Нехай f : R → R – монотонна функцiя, яка має
властивiсть Юнґа. Тодi функцiя f неперервна.

Доведення. Оскiльки монотонна функцiя є регульованою, то згiдно з
теоремою 3.7.1 функцiя f неперервна.

Зауважимо, що регульована (а тим бiльше монотонна) функцiя, яка
задовольняє одну з умов 1) - 9) твердження 3.7.4, згiдно з теоремою 3.7.1
є неперервною.
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Теорема 3.7.2. Нехай f : R → R – монотонна i графiчно неперервна
функцiя. Тодi вона неперервна.

Доведення. Нехай функцiя f розривна в точцi x. Оскiльки функцiя f

монотонна, то iснують скiнченнi границi f(x − 0) i f(x + 0). З графiчної
неперервностi функцiї f i твердження 3.7.5 випливає, що f(x− 0) = f(x+ 0).
Але тодi згiдно з монотоннiстю f маємо, що f(x− 0) = f(x+ 0) = f(x). А це
суперечить розривностi функцiї f в точцi x.

Теорема 3.7.3. Регульована iз замкненим графiком функцiя f : R → R є
неперервною.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай x – точка розриву
функцiї f i нехай x ∈ D+(f). Оскiльки функцiя f регульована, то iснує
скiнченна правостороння границя f(x+0). Тодi з умови замкненностi графiка
функцiї f випливає, що f(x + 0) = f(x). Це суперечить припущенню, що
x ∈ D+(f).

Оскiльки монотонна функцiя є регульованою, то одержуємо наступний
наслiдок.

Наслiдок 3.7.2. Монотонна iз замкненим графiком функцiя f : R→ R є
неперервною.

Висновки до роздiлу 3.

В цьому роздiлi вивчаються деякi властивостi рiзних типiв ослабленої
неперервностi вiдображень вiд однiєї змiнної.

Так, у пiдроздiлi 3.1 дано опис множин точок майже неперервностi,
майже квазiнеперервностi та майже ледь неперервностi.

У пiдроздiлi 3.2 введено поняття A-квазiнеперервностi, що охоплює
деякi ослаблення неперервностi, а також вивчено тип множини точок A-
квазiнеперервностi.

Поняття неперервностi вiдносно системи вивчається в пiдроздiлi 3.3.
Це поняття охоплює велику кiлькiсть вже вiдомих ослаблень неперервностi.
Крiм того, встановлено декомпозицiю B-квазiнеперервностi.
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У пiдроздiлi 3.4 вказано умови, за яких неперервнiсть вiдносно системи
рiвносильна A-неперервностi. Дано новi характеризацiї деяких ослаблень
неперервностi за допомогою операторiв замикання та внутрiшностi.

Властивостi бiєкцiї деяких типiв ослабленої неперервностi дослiджено в
пiдроздiлi 3.5. Зокрема тут побудовано приклад квазiнеперервної бiєкцї
f : [0, 1]→ [0, 1], для якої функцiя f−1 не є майже ледь неперервною. Також
вказано умови, за яких для бiєкцiї f : X → Y обернене вiдображення f−1

буде квазiнеперервне, майже квазiнеперервне чи псевдоквазiнеперервне.
У пiдроздiлi 3.6 вивчаються властивостi псевдоквазiнеперервностi.

Вивчено множину точок неперервностi псевдоквазiнеперервного
вiдображення, а також встановлено, що псевдоквазiнеперервнiсть
рiвносильна простiй неперервностi.

Пiдроздiл 3.7 присвячений вивченню типiв точок розриву дiйсних
функцiй для рiзних ослаблень неперервностi i на основi цього одержано ряд
результатiв про декомпозицiю неперервностi.
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РОЗДIЛ 4.

ЗВ’ЯЗКИ МIЖ СУКУПНИМИ ТА НАРIЗНИМИ

ОСЛАБЛЕННЯМИ НЕПЕРЕРВНОСТI

4.1. Характеризацiя сукупної квазiнеперервностi

4.1.1. Нам буде потрiбна проста лема, яка доведена, наприклад, в [333].

Лема 4.1.1. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори, f : X × Y → Z –
горизонтально квазiнеперервне вiдображення, U – вiдкрита непорожня
множина в X, V – вiдкрита непорожня множина в Y , множина A

мiститься в X i така, що U ⊆ A. Тодi

f(U × V ) ⊆ f(A× V ).

Теорема 4.1.1. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – регулярний простiр, вiдображення f ∈ KhK̃(X×Y, Z). Тодi
вiдображення f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Згiдно з умовою вiдображення f : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервне i множина XK(f) = {x ∈ X : f ∈ K(Y, Z)} залишкова в X.
Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ X×Y . Розглянемо довiльний окiлW
точки f(p0) в Z, замкнений окiл W1 i вiдкритий окiл W2 цiєї ж точки, такi,
щоW2 ⊆ W1 ⊆ W . Вiзьмемо довiльнi вiдкритi околи U i V точок x0 в X i y0 в
Y вiдповiдно. Згiдно з горизонтальною квазiнеперервнiстю вiдображення f в
точцi p0 iснують вiдкрита непорожня множина G в X i точка b ∈ V , такi, що
G ⊆ U i f(G × {b}) ⊆ W2. Оскiльки множина W2 вiдкрита, то W2 є околом
кожної точки множини f(G× {b}).

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y , причому Vn 6= ∅. Для
кожного номера n ∈ N розглянемо множини

An = {x ∈ G ∩XK(f) : Vn ⊆ V, fx(Vn) ⊆ W2}.

Покажемо, що
∞⋃
n=1

An = G∩XK(f). Включення
∞⋃
n=1

An ⊆ G∩XK(f) очевидне.

Встановимо обернене включення. Вiзьмемо точку x ∈ G ∩ XK(f). Оскiльки
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вiдображення fx квазiнеперервне в точцi b, V – окiл точки b i W2 – окiл
точки f(x, b), то iснує вiдкрита непорожня множина H в Y , така, що H ⊆ V

i fx(H) ⊆ W2. З означення псевдобази випливає, що iснує номер n, такий, що

Vn ⊆ H ⊆ V . Тодi x ∈ An. Отже,
∞⋃
n=1

An = G ∩XK(f).

Оскiльки простiр X берiвський, то G – це множина другої категорiї в
X. За умовою XK(f) – залишкова в X. Тому множина G ∩ XK(f) теж
другої категорiї в X. Тодi iснує номер m, такий, що множина Am десь
щiльна. Покладемо G1 = intAm. Оскiльки ∅ 6= G1 ⊆ Am i множина G1

вiдкрита, то G1 ∩ Am 6= ∅. Покладемо G2 = G1 ∩ G i A = Am ∩ G2. Тодi
∅ 6= G1 ∩ Am ⊆ G1 ∩ G = G2, отже, G2 6= ∅. Зрозумiло, що G2 ⊆ A i
f(A× Vm) =

⋃
x∈A

fx(Vm) ⊆ W2. Згiдно з лемою 4.1.1 маємо, що

f(G2 × Vm) ⊆ f(A× Vm) ⊆ W2 ⊆ W1 = W1 ⊆ W.

А це означає, що вiдображення f є квазiнеперервним в точцi p0.

Горизонтально i вертикально квазiнеперервнi функцiї вже не зобов’язанi
бути квазiнеперервними. Це показує наступний приклад, який подано в [381,
с. 71, приклад 4.1.3].

Приклад 4.1.1. Нехай An = {2k−1
2n : k = 1, 2, .., 2n−1}, де n ∈ N, A0 = ∅

i Bn =
n⋃
i=0

Ai. Визначимо функцiю f : [0, 1]2 → R так: f(x, y) = 1, якщо

x ∈ A2m−1 i y ∈ [0, 1] \B2m−2, де m ∈ N, або y ∈ A2m−1 i x ∈ [0, 1] \B2m−1, де
m ∈ N, або якщо x i y не двiйково рацiональнi; f(x, y) = 0, якщо x ∈ A2m i
y ∈ [0, 1] \B2m−1, де m ∈ N , або y ∈ A2m i x ∈ [0, 1] \B2m, де m ∈ N. [0, 1]2.

Цей приклад показує, що горизонтально i вертикально квазiнеперервна
функцiя може не бути квазiнеперервною в жоднiй точцi.

Побудована у прикладi 4.1.1 функцiя скрiзь розривна. Якщо множина
C(f) функцiї f ∈ KhKv(X × Y, Z) у певному сенсi велика, то такого
прикладу, як показує наступна теорема з [381, с. 72, теорема 4.1.4], побудувати
не можна.

Теорема 4.1.2. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори, f : X × Y → Z –
горизонтально i вертикально квазiнеперервне вiдображення i множина
M = {y ∈ Y : Cy(f) 6= X} нiде не щiльна в Y . Тодi вiдображення f

квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.
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Наявнiсть у горизонтально i вертикально квазiнеперервного вiдображення
всюди щiльної множини C(f) точок неперервностi не гарантує сукупної
квазiнеперервностi. Це демонструє наступний приклад.

Приклад 4.1.2. Iснує горизонтально i вертикально квазiнеперервна
функцiя на [0, 1]2, яка є точково розривною, але не є квазiнеперервною за
сукупнiстю змiнних.

Побудова прикладу. Нехай {Un : n ∈ N} – база в [0, 1]2 i {(xn, yn) : n ∈ N} –
множина всiх точок з рацiональними координатами в [0, 1]2. Позначимо

Kn,δ = ((xn − δ, xn + δ)× {yn}) ∪ ({xn} × (yn − δ, yn + δ)).

Розглянемо k1 = 1, δ1 = 1 i непорожню вiдкриту пiдмножину B1 в U1,
таку, що B1 ∩ Kk1,δ1 = Ø. Нехай n > 1. Вважаємо, що визначенi номер
ki, додатне число δi i вiдкритi непорожнi множини Bi для i < n так, що

Bi ⊆ Ui (i < n) i (
n−1⋃
i=1

Bi) ∩ Kn−1 = Ø, де Kn−1 =
n−1⋃
i=1

Kki,δi. Розглянемо

kn = min{j : j ≥ n, (xi, yi) 6∈
n−1⋃
i=1

Bi)} i настiльки мале додатне число δn, що

Kkn,δn ∩
n−1⋃
i=1

Bi = Ø. Оскiльки множина Kn = Kn−1 ∪Kki,δi є нiде не щiльною,

то iснує вiдкрита непорожня множина Bn, така, що Bn ⊆ Un i Kn ∩ Bn = Ø.
Так визначаються kn, δn i Bn для кожного n.

Покладемо K =
∞⋃
n=1

Kkn,δn. Множина K нiде не щiльна, K ∩ Bn = Ø i

Ø 6= Bn ⊆ Un для кожного n. Якщо (xn, yn) ∈ K, то iснує δ > 0, таке, що
Kn,δ ⊆ K.

Визначимо функцiю f як характеристичну функцiю множини K. Тодi
функцiя f горизонтально i вертикально квазiнеперервна i точково розривна.
Оскiльки множина f−1({1}) нiде не щiльна, то функцiя f не є сукупно
квазiнеперервною.

4.1.2. Легко навести приклад сукупно квазiнеперервної функцiї, яка не є
нарiзно квазiнеперервною.

Приклад 4.1.3. Iснує сукупно квазiнеперервна функцiя на [0, 1]2, яка не є
квазiнеперервною вiдносно кожної iз змiнних.
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Побудова прикладу. Покладемо

f(x, y) =


1, якщо (x, y) ∈ [0, 1

2)× (1
2 , 1],

1, якщо (x, y) ∈ (1
2 , 1]× [0, 1

2),

1, якщо x = 1
2 , y = 1

2 ,

0, в iнших точках [0, 1]2.

Функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю змiнних, але функцiя f 1
2
не є

квазiнеперервною в точцi x = 1
2 i функцiя f

1
2 не є квазiнеперервною в точцi

y = 1
2 .

Зауважимо, що побудована у прикладi 4.1.3 функцiя належить до
KhK̃([0, 1]2,R), але не належить до KhK([0, 1]2,R).

Наступний результат допоможе нам встановити, що сукупно
квазiнеперервна функцiя все ж має певнi риси нарiзної квазiнеперервностi.
Нагадаємо, що через Ks(f) ми позначаємо множину точок симетричної
квазiнеперервностi вiдносно x вiдображення f .

Теорема 4.1.3. Нехай X – топологiчний простiр, простори Y i Z

задовольняють другу аксiому злiченностi i вiдображення f : X × Y → Z

квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних. Тодi множина

Ks
Y (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ Ks(f)}

залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай множина
E = X \Ks

Y (f) другої категорiї в X. Тодi для кожного x ∈ E вiдображення
f не є симетрично квазiнеперервним вiдносно вiдносно x в деякiй точцi
px = (x, yx). Це означає, що для кожної точки x ∈ E iснують околи
W (x), U(x) i V (x) вiдповiдно точок zx = f(px) в Z, x в X i yx в Y , такi,
що для кожного вiдкритого околу U точки x в X i для кожної вiдкритої
непорожньої множини V в Y , для яких U × V ⊆ U(x) × V (x), маємо, що
f(U × V ) 6⊆ W (x).

Нехай {Wm : m ∈ N} i {Vn : n ∈ N} – бази просторiв Z та Y вiдповiдно.
Для номерiв n i m розглянемо множини Bn,m тих точок x ∈ E, що yx ∈ Vn,
zx ∈ Wm i для довiльного околу U точки x в X та довiльної вiдкритої
непорожньої множини V в Y з того, що V ⊆ Vn маємо f(U × V ) 6⊆ Wm.
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Покажемо, що
∞⋃

n,m=1
Bn,m = E. Вiзьмемо точку x ∈ E. Оскiльки вiдображення

f не є симетрично квазiнеперервним вiдносно першої змiнної в точцi (x, yx),
то iснують околи W (x), U(x) i V (x) вiдповiдно точок zx = f(x, yx) в Z, x
в X i yx в Y , такi, що для кожного вiдкритого околу U точки x в X i для
кожної вiдкритої множини V в Y , для яких U × V ⊆ U(x) × V (x), маємо,
що f(U × V ) 6⊆ W (x). Тодi iснують номери n i m, такi, що yx ∈ Vn ⊆ V (x) i
zx ∈ Wm ⊆ W (x). Зауважимо, що коли f(U ×V ) 6⊆ W (x) для кожного околу
U , такого, що U ⊆ U(x), то f(U × V ) 6⊆ Wm для довiльного околу U точки
x. Таким чином, для кожного вiдкритого околу U точки x в X i для кожної
вiдкритої множини V в Y , для яких V ⊆ Vn, маємо, що f(U × V ) 6⊆ Wm. А
це означає, що x ∈ Bn,m.

Оскiльки множина E другої категорiї в X, то iснують числа m0 i n0,
такi, що множина Bn0,m0

щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi G.
Розглянемо точку px = (x, yx), де x ∈ B = Bn0,m0

∩G. Оскiльки вiдображення
f квазiнеперервне в точцi px, то iснують вiдкритi множини U i V вiдповiдно
в просторах X i Y , такi, що U × V ⊆ G× Vn0

i f(U × V ) ⊆ Wm0
. З щiльностi

множини B в G випливає, що iснує точка x0 ∈ U ∩ B. Тодi множина U є
околом точки x0. Отже, f(U × V ) ⊆ Wm0

, де U – окiл точки x0, а V ⊆ Vn0
.

А це суперечить тому, що x0 ∈ B ⊆ Bn0,m0
. Одержали суперечнiсть. Отже,

наше припущення хибне.

Наслiдок 4.1.1. Нехай X – топологiчний простiр, простори Y i Z

задовольняють другу аксiому злiченностi i вiдображення f : X × Y → Z

квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних. Тодi множина XK(f) залишкова в
X.

Доведення. З того, що вiдображення f : X × Y → Z симетрично
квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi вертикалi {a} × Y випливає, що
вiдображення fa є квазiнеперервним. Тодi XK(f) ⊇ Ks

Y (f). А оскiльки з
теореми 4.1.3 множина Ks

Y (f), то множина XK(f) теж залишкова в X.

4.1.3. Тепер одержимо характеризацiю квазiнеперервностi вiдображення
вiд двох змiнних.

Теорема 4.1.4. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє другу
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аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр. Тодi

KhK̃(X × Y, Z) = K(X × Y, Z)

Доведення. Зауважимо, що метризовний сепарабельний простiр є регулярним
з другою аксiомою злiченностi. Тому включення ⊆ випливає з теореми 4.1.1.
Встановимо включення в iнший бiк. Нехай f ∈ K(X × Y, Z). Зрозумiло,
що тодi вiдображення f є горизонтально квазiнеперервне. З наслiдку 4.1.1
випливає, що множина XK(f) залишкова в X. Отже, f ∈ KhK̃(X×Y, Z).

4.2. Сукупнi властивостi функцiй, якi монотоннi

вiдносно першої змiнної

4.2.1. Нам буде потрiбна наступна лема.

Лема 4.2.1. Нехай Y – топологiчний простiр, функцiя f : R × Y → R
монотонна вiдносно першої змiнної, V – вiдкрита непорожня множина в
Y , ε > 0, A ⊆ {x ∈ R : ωfx(V ) < ε

8} i A – множина другої категорiї
в R. Тодi iснує вiдкрита непорожня множина G в R, така, що G ⊆ A i
ωf(G× V ) < ε.

Доведення. Розглянемо довiльну точку y0 ∈ V . Оскiльки множина A другої
категорiї, то вона десь щiльна. Нехай A ⊇ G0, де G0 – деяка вiдкрита
непорожня множина в R. З монотонностi функцiї fy0

випливає, що вона
точково розривна. Тому iснує вiдкрита непорожня множина G ⊆ G0, така,
що ωfy0(G) < ε

8 . Покладемо A0 = G∩A. Зрозумiло, що A0 6= ∅ i ωfy0(A0) <
ε
8 .

Розглянемо довiльнi точки x1, x2 ∈ A0 i y ∈ V . Тодi

|f(x1, y)− f(x2, y)| ≤ |f(x1, y)− f(x1, y0)|+ |f(x1, y0)− f(x2, y0)|+

+|f(x2, y0)− f(x2, y)| < ε

8
+
ε

8
+
ε

8
=

3ε

8
.

Нехай x′ i x′′ довiльнi точки з G i y ∈ V . Буде вважати, що x′ < x′′.
Оскiльки множина A0 щiльна в G, то iснують точки x1 i x2 в A0, такi, що
x1 < x′ i x2 > x′′. Тодi користуючись монотоннiстю функцiї fy, маємо, що

|f(x′, y)− f(x′′, y)| ≤ |f(x1, y)− f(x2, y)| < 3ε

8
.
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таку саму нерiвнiсть одержуємо у випадку x′ > x′′. Таким чином, для
довiльних точок x′, x′′ ∈ G i y ∈ V маємо, що |f(x′, y)− f(x′′, y)| < 3ε

8 .
Розглянемо нарештi довiльнi точки p1 = (x1, y1), p1 = (x2, y2) ∈ G × V i

вiзьмемо точку x0 ∈ A0. Тодi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(x0, y1)|+ |f(x0, y1)− f(x0, y2)|+

+|f(x0, y2)− f(p2)| <
3ε

8
+
ε

8
+

3ε

8
=

7ε

8
.

Отже, ωf(G× V ) < ε.

Теорема 4.2.1. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i
f ∈MK̃(R× Y,R). Тодi множина Ks

Y (f) залишкова в R.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай множина
E1 = R \Ks

Y (f) другої категорiї в R. Тодi для кожного x ∈ E1 вiдображення
f не є симетрично квазiнеперервним вiдносно x в деякiй точцi px = (x, yx).
Для кожної точки x ∈ E1 iснують околи U(x), V (x) вiдповiдно точок x в
R, yx в Y i число ε > 0, такi, що для кожного околу U точки x в R i для
кожної вiдкритої множини V в Y , для яких U × V ⊆ U(x) × V (x), маємо,
що |f(p) − f(px)| ≥ ε для деякого p ∈ U × V . Оскiльки множина E1 другої
категорiї, то iснує ε > 0, таке, що множина E2, яка складається з точок
x ∈ E1, що обслуговуються одним ε, є множиною другої категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Згiдно з умовою множина
XK(f) залишкова в R. Перетин E = E2∩XK(f) – це множина другої категорiї
в X. Для номера n розглянемо множини

An = {x ∈ E : Vn ⊆ V (x), ωfx({yx} ∪ Vn) <
ε

16
}.

Легко бачити, що
∞⋃
n=1

An = E, бо вiдображення fx квазiнеперервне для

кожного x ∈ XK(f) i {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Оскiльки
множина E другої категорiї в R, то iснує номер n0, такий, що множина
An0

другої категорiї R. Скориставшись лемою 4.2.1, одержимо вiдкриту
непорожню множину G в R, таку, що G ⊆ An0

i ωf(G× Vn0
) < ε

2 . Розглянемо
довiльну точку x0 ∈ G ∩ An0

. Тодi для кожної точки p = (x, y) ∈ G ∩ Vn0

маємо, що

|f(p)− f(px0
)| ≤ |f(p)− f(x0, y)|+ |f(x0, y)− f(px0

)| < ε

2
+

ε

16
< ε.

А це суперечить тому, що x0 ∈ An0
⊆ E2. Отже, наше припущення хибне.
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4.2.2. Аналогiчнi результати одержуються для симетричної ледь
неперервностi та симетричної клiковостi. Нагадаємо, що через LsY (f) /As

Y (f)/
множину точок x ∈ X, таких, що вiдображення f симетрично ледь
неперервне /симетрично клiкове/ вiдносно x в точцi (x, y) для кожної точки
y ∈ Y .

Теорема 4.2.2. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i
f ∈ML̃(R× Y,R). Тодi множина LsY (f) залишкова в R.

Доведення. Будемо мiркувати так само, як i при доведеннi попередньої
теореми. Нехай множина E1 = R \ LsY (f) другої категорiї в R. Тодi для
кожного x ∈ E1 вiдображення f не є симетрично ледь неперервним вiдносно
x в деякiй точцi px = (x, yx). Це означає, що для кожної точки x ∈ E1 iснує
число ε > 0, таке, що для кожного вiдкритого околу U точки x в R i для
кожної вiдкритої непорожньої множини V в Y маємо, що |f(p) − f(px)| ≥ ε

для деякого p ∈ U×V . Оскiльки множина E1 другої категорiї, то iснує ε > 0,
таке, що множина E2, яка складається з точок x ∈ E1, що обслуговуються
одним ε, є множиною другої категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Згiдно з умовою множина
XL(f) залишкова в R. Позначимо через E = E2 ∩ XL(f) множину другої
категорiї в X. Для номера n розглянемо множини

An = {x ∈ E : ωfx({yx} ∪ Vn) <
ε

16
}.

Легко бачити, що
∞⋃
n=1

An = E, бо вiдображення fx ледь неперервне для

кожного x ∈ XL(f) i {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Оскiльки
множина E другої категорiї в R, то iснує номер n0, такий, що множина An0

другої категорiї R. Згiдно з лемою 4.2.1 iснує вiдкрита непорожня множина G
в R, така, що G ⊆ An0

i ωf(G×Vn0
) < ε

2 . Тодi для довiльної точки x0 ∈ An0
∩G

i кожного p = (x, y) ∈ G× Vn0
маємо, що

|f(p)− f(px0
)| ≤ |f(p)− f(x0, y)|+ |f(x0, y)− f(px0

)| < ε

2
+

ε

16
< ε.

А це суперечить тому, що x0 ∈ An0
⊆ E2. Отже, наше припущення хибне.

Теорема 4.2.3. Нехай простiр Y має злiченну псевдобазу i функцiя
f ∈MÃ(R× Y,R). Тодi множина As

Y (f) залишкова в R.
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Доведення. Нехай множина E1 = X \ As
Y (f) другої категорiї в R. Тодi для

кожного x ∈ E1 функцiя f не є симетрично клiковим вiдносно першої змiнної
в деякiй точцi px = (x, yx). Це означає, що для кожної точки x ∈ E1 iснують
околи U(x),V (x) вiдповiдно точок x в R, yx в Y i число ε > 0, такi, що для
кожного околу U точки x в R i для кожної вiдкритої непорожньої множини
V в Y , для яких U × V ⊆ U(x)× V (x), маємо, що ωf(U × V ) ≥ ε. Оскiльки
множина E1 другої категорiї, то iснує ε > 0, таке, що множина E2, яка
складається з точок x ∈ E1, що обслуговуються одним ε, є множиною другої
категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Згiдно з умовою множина
XA(f) залишкова в R. Позначимо через E = E2 ∩ XA(f) множину другої
категорiї в X. Для номера n розглянемо множини

An = {x ∈ E : Vn ⊆ V (x), ωfx(Vm) <
ε

8
}.

Легко бачити, що
∞⋃
n=1

An = E, бо функцiя fx клiкова для кожного x ∈ XA(f)

i {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Оскiльки множина E другої категорiї
в R, то iснує номер n0, такий, що множина An0

другою категорiї в R. Тодi
згiдно з лемою 4.2.1 iснує вiдкрита непорожня множина G в R, така, що
G ⊆ An0

i ωf(G×Vn0
) < ε

2 . Оскiльки G∩E2 6= ∅, то одержуємо суперечнiсть.
Отже, наше припущення хибне.

4.2.3. Зауважимо, що оскiльки за результатами теореми 4.2.3 для функцiї
f iснує залишкова в R множина A, така, що функцiя f симетрично клiкова
вiдносно x в кожнiй точцi множини A×Y , то функцiя f буде клiковою, адже
множина A щiльна в R.

Теорема 4.2.4. Нехай берiвський простiр Y має злiченну псевдобазу
i f ∈MÃ(R× Y,R). Тодi iснує залишкова в R множина A, така, що
для кожної точки x ∈ A iснує всюди щiльна в Y множина Bx, що⋃
x∈A

({x} ×Bx) ⊆ C(f).

Доведення. Скористаємося результатом теореми 4.2.3. Тодi множина
A = As

Y (f) залишкова в R. З означення множини A маємо, що функцiя f

симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини A × Y . Покажемо,
що для кожної точки x ∈ A iснує всюди щiльна в Y множина Bx, що
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⋃
x∈A

({x} × Bx) ⊆ C(f). Нехай це не так. Нехай iснують точка x0 ∈ A i

вiдкрита множина G в Y , такi, що функцiя f розривна в кожнiй точцi
множини {x0} × G. Тодi iснують ε > 0 i множина E1 в Y , яка щiльна в
деякiй множинi V , такi, що ωf(x0, y) ≥ ε для кожної точки y ∈ E1. Згiдно
з теоремою 4.2.3 iснує точка y0 ∈ V , така, що ωf(x0, y0) < ε. Тобто, iснують
вiдкритi непорожнi множини U1 в R i V1 в Y , такi, що V1 ⊆ V i ωf(U1×V1) < ε.
Оскiльки множина E1∩V1 6= ∅, то iснує точка b ∈ E1∩V1. Тодi ωf(x0, b) < ε.
Одержуємо суперечнiсть.

Нагадаємо, що через P (X, Y ) ми позначаємо клас точково розривних
вiдображень з X в Y .

Наслiдок 4.2.1. Нехай берiвський простiр Y має злiченну псевдобазу. Тодi
MÃ(R× Y,R) ⊆ P (R× Y,R).

Доведення. Нехай f ∈ MÃ(R × Y,R). Тодi з попередньої теореми випливає,
що iснує залишкова в R множина A, така, що для кожної точки x ∈ A iснує
всюди щiльна в Y множина Bx, що

⋃
x∈A

({x}×Bx) ⊆ C(f). Оскiльки множина⋃
x∈A
{x} ×Bx всюди щiльна в R× Y , то функцiя f точково розривна.

Теорема 4.2.5. Нехай Y – довiльний топологiчний простiр, функцiя
f : R× Y → R горизонтально та вертикально квазiнеперервна i монотонна
вiдносно першої змiнної. Тодi функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю
змiнних.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ R × Y i ε > 0. Розглянемо довiльнi околи
U i V точок x0 та y0. Вiзьмемо такий iнтервал U0, що x0 ∈ U0 ⊆ U . Оскiльки
функцiя f вертикально квазiнеперервна в точцi p0, то iснує точка x1 ∈ U0 в X
i вiдкрита непорожня множина V1 в Y , такi, що V1 ⊆ V i |f(p0)−f(x1, y)| < ε

8

для довiльного y ∈ V1. Розглянемо довiльну точку y1 ∈ V1. З горизонтальної
квазiнеперервностi функцiї f в точцi (x1, y1) випливає, що iснують вiдкрита
непорожня множина U1 в R i точка y2 ∈ V1 в Y , такi, що x1 6∈ U1 ⊆ U0 i
|f(x1, y1) − f(x, y2)| < ε

4 для довiльного x ∈ U1. Вiзьмемо довiльну точку
x2 ∈ U1. Оскiльки функцiя f вертикально квазiнеперервна в точцi (x2, y2), то
iснують точка x3 ∈ U1 в X i вiдкрита непорожня множина V2 в Y , такi, що
V2 ⊆ V1 i |f(x2, y2) − f(x3, y)| < ε

4 для довiльного y ∈ V2. Тодi для довiльної
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точки y ∈ V2 маємо

|f(x1, y)− f(x3, y)| ≤ |f(x1, y)− f(x1, y1)|+ |f(x1, y1)− f(x2, y2)|+

+|f(x2, y2)− f(x3, y)| < ε

4
+
ε

4
+
ε

4
=

3ε

4
.

Нехай U2 – це вiдрiзок з кiнцями x1 i x3. Вiн невироджений, бо x1 6= x3.
Вiзьмемо довiльну точку p = (x, y) ∈ U2 × V2. Тодi з монотонностi вiдносно
першої змiнної маємо

|f(p0)− f(p)| ≤ |f(p0)− f(x1, y)|+ |f(x1, y)− f(p)| <

<
ε

4
+

3ε

4
= ε.

Оскiльки x1 i x3 належать до U0, то i U2 ⊆ U0, отже, U2 × V2 ⊆ U × V . Тому
функцiя f квазiнеперервна за сукупнiстю змiнних у точцi p0.

4.3. Слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть

4.3.1. Ми кажемо, що вiдображення f : X × Y → Z називається слабко
горизонтально квазiнеперервним, якщо для довiльних вiдкритих множин
U i V в X i Y вiдповiдно та множини A ⊆ X, такої, що U ⊆ A

виконується включення f(U × V ) ⊆ f(A× V ). З леми 4.1.1 випливає,
що горизонтально квазiнеперервне вiдображення є слабко квазiнеперервним.
Обернене твердження не вiрне. Це показує наступний приклад.

Приклад 4.3.1. Iснує слабко горизонтально квазiнеперервна функцiя
f : [0, 1]2 → R, яка не є горизонтально квазiнеперервною.

Побудова прикладу. Визначимо функцiю f : [0, 1]2 → R так:

f(x, y) =

{
1, якщо (x, y) ∈ ([0, 1] ∩Q)2 ∪ ([0, 1] \Q)2,

0, в iнших точках [0, 1]2.

Кожна множина U ×{y} ⊆ [0, 1]2, де U – вiдкрита непорожня в [0,1], мiстить
точки, значення функцiї в яких рiвнi 1 i точки, в яких функцiя рiвна 0. Тому
вiдображення f не є горизонтально квазiнепервним. Однак, для довiльних
вiдкритих непорожнiх множин U i V в [0, 1] i множини A в [0, 1], таких, що
U ⊆ A маємо, що f(U × V ) = {0, 1} i f(A × V ) = {0, 1}. Це означає, що
функцiя f слабко горизонтально квазiнеперервна.
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Має мiсце наступна характеризацiя слабкої горизонтальної
квазiнеперервностi.

Теорема 4.3.1. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X × Y → Z слабко горизонтально квазiнеперервне тодi i тiльки тодi,
коли для довiльної точки p = (x, y) i довiльних околiв U , V i W точок x, y
i z = f(p) вiдповiдно в просторах X, Y i Z iснують вiдкрита непорожня
множина G в X i вiдображення g : G→ V , такi, що G ⊆ U i f(Gr(g)) ⊆ W .

Доведення. Нехай вiдображення f слабко горизонтально квазiнеперервне.
Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай iснують точка
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y i вiдкритi околи U, V i W точок x0, y0 i z0 = f(p0)

вiдповiдно в просторахX, Y i Z, такi, що для довiльної вiдкритої непорожньої
множини G ⊆ U iснує точка x ∈ G, така, що для довiльної точки y ∈ V маємо
f(x, y) 6∈ W . Розглянемо множину A = {x ∈ U : (∀y ∈ V )(f(x, y) 6∈ W )}.
Згiдно з припущення U ⊆ A. Оскiльки вiдображення f слабко горизонтально
квазiнеперервне, то

f(p0) ∈ f(U × V ) ⊆ f(A× V ) ⊆ Z \W ⊆ Z \W.

Одержали суперечнiсть, бо f(p0) ∈ W . Отже, наше припущення не вiрне.
Тепер доведемо достатнiсть. Вiзьмемо довiльнi вiдкритi непорожнi

множини U i V вiдповiдно в X i Y та множину A в X, таку, що U ⊆ A.
Розглянемо довiльну точку z0 = f(x0, y0) ∈ f(U × V ) i довiльний окiл W

точки z0 в просторi Z. Згiдно з умовою теореми iснують вiдкрита непорожня
множина G в X i вiдображення g : G→ V , такi, що G ⊆ U i f(Gr(g)) ⊆ W .
З щiльностi множини A в U випливає, що iснує точка x1 ∈ G∩A. Зрозумiло,
що f(x1, g(x1)) ∈ W . Тодi W ∩ f(A× V ) 6= ∅, а отже, z0 ∈ f(A× V ). Таким
чином, вiдображення f слабко горизонтально квазiнеперервне.

4.3.2. Для доведення основного результату нам потрiбна наступна теорема,
яка уточнює згадану в пiдроздiлi 1.1 характеризацiю квазiнеперервностi для
випадку вiдображень вiд двох змiнних.

Теорема 4.3.2. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y володiє злiченною
псевдобазою, Z – регулярний простiр i f : X × Y → Z. Вiдображення f

квазiнеперервне тодi i тiльки тодi, коли
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(?) для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i
Y , довiльної щiльної в U множини A i довiльних щiльних в V множин
Ba для кожного a ∈ A, має мiсце включення

f(U × V ) ⊆ f(
⋃
a∈A

({a} ×Ba)).

Доведення. Доведення необхiдностi є очевидним враховуючи той факт, що
множина

⋃
a∈A

({a} × Ba) щiльна в U × V . Достатнiсть будемо доводити

методом вiд супротивного. Нехай f не є квазiнеперервним в деякiй точцi
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Тодi iснують вiдкритi околи W0, U0 i V0 точок
z0 = f(p0), x0 i y0 вiдповiдно в просторах Z, X i Y , такi, що для довiльних
вiдкритих множин U в X та V в Y iснує точка p ∈ U×V , така, що f(p) 6∈ W0.
Вiзьмемо замкнений окiл W1 точки z0, такий, що W1 ⊆ W0.

Розглянемо множину

A = {a ∈ U0 : (∃Ba|V0 ⊆ Ba)(∀b ∈ Ba)(f(a, b) 6∈ W1)}

i покажемо, що вона щiльна в U0. Нехай це не так. Припустимо, що в
U0 iснує вiдкрита непорожня множина U , така, що для кожного x ∈ U

iснує вiдкрита непорожня множина Hx в V0, що f(x, y) ∈ W1 для всiх
y ∈ Hx. Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Розглянемо множини

Mn = {x ∈ U : (∀y ∈ Vn)(f(x, y) ∈ W1)}. Легко бачити, що
∞⋃
n=1

Mn = U .

Оскiльки простiр X берiвський, то iснує номер n0, такий, що множина Mn0

десь щiльна в U . Нехай Mn0
щiльна у вiдкритiй непорожнiй множинi G ⊆ U .

Тодi згiдно з умовою

f(G× Vn0
) ⊆ f(Mn0

× Vn0
) ⊆ W1 = W1 ⊆ W0.

Одержали суперечнiсть з припущенням. Отже, множина A щiльна в U0.
Тепер знову скориставшись умовою теореми маємо

f(U0 × V0) ⊆ f(
⋃
a∈A

({a} ×Ba)) ⊆ Z \W1 ⊆

⊆ Z \ intW1 = Z \ intW1.

Тодi точка z0 = f(p0) 6∈ intW1. Але ж intW1 є околом точки z0. Одержали
суперечнiсть. Отже, наше припущення не вiрне.
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Умова беровостi простору X в теремi 4.3.2 є iстотною. Це показує
наступний приклад.

Приклад 4.3.2. Iснує f : X × (0, 1) → R, де X – множина всiх двiйково-
рацiональних чисел виду 2k−1

2n для n ∈ N i k = 1, 2, ..., 2n−1, яка задовольняє
умову (?) теореми 4.3.2, але не є квазiнеперервною.

Побудова прикладу. Розглянемо функцiю f : X × (0, 1) → R, яка
визначається так: f(x, y) = 1, якщо x = 2k−1

2n , y ∈ (m−1
2n ,

m
2n ), де

n ∈ N, k = 1, 2, ..., 2n−1, m = 1, 2, ..., 2n i f(x, y) = 0, в iнших
точках. Оскiльки у вiдкритiй множинi з (0, 1) мiститься нескiнченна
кiлькiсть двiйково-рацiональних чисел, то в кожному прямокутнику виду
(a, b)× (c, d) ⊆ X × (0, 1) є точки, в яких значення функцiї рiвне 0 i точки,
де функцiя приймає значення 1. Щоб переконатися в цьому достатньо
розглянути точки з множини {2k−1

2n } × (c, d), де 1
2n < d − c. Тому

f((a, b)× (c, d)) = {0, 1}. Оскiльки будь-яка десь щiльна пiдмножина A

множини двiйково-рацiональних чисел є нескiнченна, то iснують номери n

i k, такi, що 2k−1
2n ∈ A i 1

2n < d− c. Тодi будь-яка щiльна в (c, d) множина буде
мiстити точки, в яких значення функцiї рiвне 0 i точки, де функцiя рiвна 1.
Тодi f(

⋃
x∈A

({x} ×Bx)) = {0, 1}, де множина A щiльна в (a, b), а множина Bx

щiльна в (c, d) для кожного x ∈ A. Однак функцiя f не є квазiнеперервною по
тiй причинi, що в кожному прямокутнику є точки, в яких значення функцiї
рiвне 0 i точки, де функцiя приймає значення рiвне 1.

4.3.3. Тепер переходимо до доведення основного результату.

Теорема 4.3.3. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y володiє злiченною
псевдобазою, Z – регулярний простiр, f : X×Y → Z – слабко горизонтально
квазiнеперервне i квазiнеперервне вiдносно другої змiнної вiдображення. Тодi
f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Скористаємося теоремою 4.3.2. Вiзьмемо довiльнi вiдкритi
непорожнi множини U i V вiдповiдно в X i Y та щiльну в U множину
A. Для кожної точки a ∈ A розглянемо довiльну щiльну в V множину
Ba. Оскiльки вiдображення f слабко горизонтально квазiнеперервне, то
f(U×V ) ⊆ f(A× V ). З квазiнеперервностi вiдносно другої змiнної випливає,
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що для всiх a ∈ A має мiсце включення fa(V ) ⊆ fa(Ba). Тодi

f(U × V ) ⊆ f(A× V ) = f(
⋃
a∈A

({a} × V )) =

=
⋃
a∈A

fa(V ) ⊆
⋃
a∈A

fa(Ba) ⊆
⋃
a∈A

fa(Ba) =

= f(
⋃
a∈A

({a} ×Ba)).

Отже, згiдно з теоремою 4.3.2 вiдображення f квазiнеперервне за сукупнiстю
змiнних.

Насправдi в теоремi 4.3.3 досить вимагати квазiнеперервностi
вiдображення fx не для всiх x ∈ X, а лише для значень x з деякої
залишкової в X множини.

Теорема 4.3.4. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y володiє злiченною
псевдобазою, Z – регулярний простiр, f : X × Y → Z – вiдображення,
яке слабко горизонтально квазiнеперервне i квазiнеперервне вiдносно другої
змiнної при значеннях першої змiнної з деякої залишкової в X множини.
Тодi f сукупно квазiнеперервне.

Доведення. Згiдно з умовою множина M = XK(f) залишкова в X.
Розглянемо звуження h = f|M×Y . Оскiльки пiдпростiр M берiвський, то
вiдображення h задовольняє умови теореми 4.3.3. Тодi вiдображення h

сукупно квазiнеперервне. Покажемо, що i вiдображення f квазiнеперервне.
Розглянемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Вiзьмемо замкнений окiл
W точки z0 = f(p0) в Z та вiдкритi околи U i V точок x0 i y0 вiдповiдно
в X i Y . Оскiльки простiр X берiвський, то множина M щiльна в X. З
слабкої горизонтальної квазiнеперервностi i теореми 4.3.1 випливає iснування
точки p1 ∈ (M ∩ U) × V , такої, що f(p1) ∈ intW . Оскiльки вiдображення h
квазiнеперервне в точцi p1, то iснують вiдкритi непорожнi множини G та H
вiдповiдно в X та Y , такi, що G ⊆ U , H ⊆ V i g((G∩M)×H) ⊆ intW . Тодi
використовуючи слабку горизонтальну квазiнеперервнiсть вiдображення f

маємо

f(G×H) ⊆ f((G ∩M)×H) = g((G ∩M)×H) ⊆ intW ⊆ W.

Отже, вiдображення f квазiнеперервне в точцi p0.
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Оскiльки кожне сукупно квазiнеперервне вiдображення є горизонтально
квазiнеперервним, то з теореми 4.3.4 одержуємо наступний наслiдок.

Наслiдок 4.3.1. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y володiє
злiченною псевдобазою, Z – регулярний простiр, вiдображення
f : X × Y → Z квазiнеперервне вiдносно другої змiнної при значеннях
першої змiнної, яка пробiгає деяку залишкову в X множину. Тодi
слабка горизонтальна квазiнеперервнiсть еквiвалентна горизонтальнiй
квазiнеперервностi.

З теореми 4.1.4 i наслiдку 4.3.1 ми одержуємо ще одну характеризацiйну
теорему про сукупну квазiнеперервнiсть.

Теорема 4.3.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр.
Вiдображення f : X × Y → Z є квазiнеперервним за сукупнiстю
змiнних тодi i тiльки тодi, коли f слабко горизонтально квазiнеперервне
i квазiнеперервне вiдносно другої змiнної при значеннях першої, що
пробiгають деяку залишкову множину в X.

4.3.4. На завершення цього пiдроздiлу подамо характеризацiю
горизонтальної квазiнеперервностi в термiнах замикання.

Теорема 4.3.6. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори. Вiдображення
f : X × Y → Z є горизонтально квазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли

f(U × V ) ⊆ f(
⋃
y∈V

(Ay × {y})),

для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i Y та
довiльних множин Ay в Y , причому U ⊆ Ay, для кожного y ∈ V .

Доведення. Нехай вiдображення f : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервне. Вiзьмемо довiльнi вiдкритi непорожнi множини U i V
вiдповiдно в X i Y . Для кожного y ∈ V розглянемо довiльну множину Ay

в Y , таку, що U ⊆ Ay. Нехай p = (x, y) ∈ U × V i W – довiльний окiл
точки f(p) в Z. Оскiльки вiдображення f горизонтально квазiнеперервне в
точцi p, то iснують точка b ∈ V i вiдкрита непорожня множина G в X, такi,
що G ⊆ U i f(G × {b}) ⊆ W . З того, що U ⊆ Ab i G ⊆ U випливає, що
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G ∩ Ab 6= ∅. Розглянемо довiльну точку a ∈ G ∩ Ab. Тодi f(a, b) ∈ W . Отже,
W ∩ f(

⋃
y∈V

(Ay × {y})) 6= ∅. Це означає, що f(p) ∈ f(
⋃
y∈V

(Ay × {y})).

Перейдемо до доведення достатностi. Припустимо, що вiдображення f не
є горизонтально квазiнеперервним в деякiй точцi p0 = (x0, y0). Тодi iснують
вiдкритi околи U , V i W точок x0, y0 i f(p0) вiдповiдно в X, Y i Z, такi, що
для довiльної точки y ∈ V i довiльної вiдкритої непорожньої множини G в
X, з того що G ⊆ U випливає, що f(G×{y} 6⊆ W . Таким чином, для кожної
точки y ∈ V iснує пiдмножина Ay простору X, така, що f(Ay×{y}) ⊆ Z \W .
Тодi згiдно умови

f(p0) ∈ f(U × V ) ⊆ f(
⋃
y∈V

(Ay × {y})) ⊆ Z \W ⊆ Z \W.

Одержали суперечнiсть.

4.4. Про симетричну квазiнеперервнiсть та її аналоги.

4.4.1. Нехай f : X × Y → Z, де X, Y i Z – топологiчнi простори,
p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Позначимо fx(y) = fy(x) = f(x, y) i для множини
E ⊆ X × Y покладемо prX(E) = {x ∈ X : (∀x)(∃y ∈ Y )((x, y) ∈ E)}.

Вiдображення f називається симетрично майже квазiнеперервним
вiдносно x в точцi p0, якщо для довiльних околiв U , V i W вiдповiдно
точок x0 ∈ X, y0 ∈ Y i z0 = f(p0) ∈ W iснує множина A в X × Y , така,
що A ⊆ U × V , x0 ∈ prX(intA) i f(A) ⊆ W . Вiдображення f називається
симетрично майже ледь неперервним вiдносно x в точцi p0, якщо для
довiльного околу W точки z0 = f(p0) ∈ W iснує множина A в X × Y , така,
що x0 ∈ prX(intA) i f(A) ⊆ W . Нехай Z – метричний простiр. Функцiя f
називається симетрично клiковою вiдносно x в точцi p0 = (x0, y0) ∈ X × Y ,
якщо для кожного ε > 0 i довiльних околiв U , V вiдповiдно точок x0 ∈ X i
y0 ∈ Y iснують окiл U1 точки x0 в X i вiдкрита непорожня множина V1 в Y ,
такi, що U1 × V1 ⊆ U × V i ω(U1 × V1) < ε. Вiдображення f є симетрично
майже квазiнеперервне вiдносно x, симетрично майже ледь неперервним
вiдносно x чи симетрично клiковим вiдносно x, якщо воно є таким в кожнiй
точцi.

Аналогiчно можна ввести поняття рiзних типiв симетричної ослабленої
неперервностi вiдносно y.
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Теорема 4.4.1. Нехай X – топологiчний простiр, простори Y та Z

задовольняють другу аксiому злiченностi i вiдображення f : X × Y → Z

майже неперервне вiдносно другої змiнної при значеннях першої, що
пробiгають деяку залишкову множину в X. Тодi iснує залишкова в X

множина A, така, що вiдображення f сукупно майже неперервне в кожнiй
точцi множини A× Y .

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай не iснує залишкової
в X множини A, такої, що вiдображення f майже неперервне в кожнiй
точцi добутку A × Y . Тодi iснує множина E1 другої категорiї в X, така, що
для кожного x ∈ E вiдображення f не є майже неперервне в деякiй точцi
px = (x, yx). Це означає, що для кожної точки x ∈ E1 iснує окiл W (x) точки
zx = f(px) в Z, такий, що для кожної множини O в X × Y , що px ∈ intO

маємо f(O) 6⊆ W (x).
Нехай {Vn : n ∈ N} i {Wn : n ∈ N} – бази просторiв Y i Z вiдповiдно та

M – залишкова множина вX, для точок x якої функцiя fx майже неперервна.
Позначимо через E = E1 ∩M множину другої категорiї в X. Для номерiв n
та m розглянемо множини

An,m = {x ∈ E : (zx ∈ Wm ⊆ W (x))(∃Bx ⊆ Vn)

(yx ∈ Vn ⊆ Bx)(f
x(Bx) ⊆ Wm)}.

Легко бачити, що
∞⋃

n,m=1
An,m = E, бо вiдображення fx майже неперервне

для кожного x ∈ M , а {Vn : n ∈ N} i {Wn : n ∈ N} – бази просторiв
Y i Z вiдповiдно. Оскiльки множина E другої категорiї в X, то iснують
номери n0 i m0, такi, що множина An0,m0

щiльна в деякiй вiдкритiй множинi
G з X. Покладемо A0 = An0,m0

∩ G. Розглянемо множину
⋃
x∈A0

({x} × Bx).

Зрозумiло, що для x ∈ A0 маємо px ∈ G × Vn0
⊆

⋃
x∈A0

{x} ×Bx. Крiм того,

f(
⋃
x∈A0

{x} × Bx) ⊆ Wm0
⊆ W (x). А це суперечить тому, що x ∈ A0 ⊆ E1.

Отже, наше припущення хибне.

4.4.2. Аналогiчно одержуємо результати для майже квазiнеперервностi та
майже ледь неперервностi.

Теорема 4.4.2. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, простiр Z задовольняє другу аксiому злiченностi i вiдображення
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f : X × Y → Z майже квазiнеперервне вiдносно другої змiнної при
значеннях першої, що пробiгають деяку залишкову множину в X. Тодi iснує
залишкова в X множина A, така, що вiдображення f симетрично майже
квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай для кожної точки x
з деякої множини E1 другої категорiї в X iснує точка yx ∈ Y , така, що
вiдображення f не є симетрично майже квазiнеперервне вiдносно x в точцi
py = (x, yx) ∈ X×Y . Тодi для кожної точки x ∈ E1 iснують околи U(x),V (x)

i W (x) вiдповiдно точок x в X, yx в Y i zx = f(px) в Z, такi, що для кожної
множини O в X × Y , такої, що intO 6= ∅, x ∈ prX(intO) i O ⊆ U(x)× V (x)

маємо, що f(O) 6⊆ W (x).
Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y i {Wn : n ∈ N} – база простору

Z та M – залишкова множина в X, для точок x якої функцiя fx майже
квазiнеперервна. Позначимо через E = E1 ∩M множину другої категорiї в
X. Для номерiв n та m розглянемо множини

An,m = {x ∈ E : (zx ∈ Wm ⊆ W (x))(Vn ⊆ V (x))

(∃Bx ⊆ Y )(Vn ⊆ Bx)(f
x(Bx) ⊆ Wm)}.

Легко бачити, що
∞⋃

n,m=1
An,m = E, бо вiдображення fx майже

квазiнеперервне для кожного x ∈ M , {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору
Y i {Wn : n ∈ N} – база простору Z. Оскiльки множина E другої категорiї
в X, то iснують номери n0 i m0, такi, що множина An0,m0

щiльна в деякiй
вiдкритiй множинi G з X. Покладемо A0 = An0,m0

∩G. Розглянемо множину⋃
x∈A0

{x} × Bx. Зрозумiло, що для x ∈ A0 маємо px ∈ G× Vn0
⊆

⋃
x∈A0

{x} ×Bx.

Крiм того, f(
⋃
x∈A0

{x}×Bx) ⊆ Wm0
⊆ W (x). А це суперечить тому, щоA0 ⊆ E1.

Отже, наше припущення хибне.

Теорема 4.4.3. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має
злiченну псевдобазу, простiр Z задовольняють другу аксiому злiченностi
i вiдображення f : X × Y → Z майже ледь неперервне вiдносно другої
змiнної при значеннях першої, що пробiгають деяку залишкову множину
в X. Тодi iснує залишкова в X множина A, така, що вiдображення f

симетрично майже ледь неперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини
A× Y .
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Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай не iснує залишкової
в X множини A, такої, що вiдображення f майже ледь неперервне в кожнiй
точцi добутку A × Y . Тодi iснує множина E1 другої категорiї в X, така, що
для кожного x ∈ E вiдображення f не є майже ледь неперервне в деякiй
точцi px = (x, yx). Це означає, що для кожної точки x ∈ E1 iснує окiл W (x)

точки zx = f(px) в Z, такий, що для кожної множини O в X × Y , такої, що
intO 6= ∅ i x ∈ prX(intO) маємо, що f(O) 6⊆ W (x).

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y , а {Wn : n ∈ N} – база
простору Z iM – залишкова множина вX, для точок якої функцiя fx майже
ледь неперервна. Позначимо через E = E1 ∩M множину другої категорiї в
X. Для номерiв n та m розглянемо множини

An,m = {x ∈ E : (zx ∈ Wm ⊆ W (x))(∃Bx ⊆ Y )(Vn ⊆ intBx)(f
x(Bx) ⊆ Wm)}.

Легко бачити, що
∞⋃

n,m=1
An,m = E. Оскiльки множина E другої категорiї в

X, то iснують номери n0 i m0, такi, що множина An0,m0
щiльна в деякiй

вiдкритiй множинi G з X. Покладемо A0 = An0,m0
∩G. Розглянемо множину⋃

x∈A0

{x} × Bx. Зрозумiло, що для x ∈ A0 маємо px ∈ G× Vn0
⊆

⋃
x∈A0

{x} ×Bx.

Крiм того,
f(

⋃
x∈A0

{x} ×Bx) ⊆ Wm0
⊆ W (x).

А це суперечить тому, що A0 ⊆ E1. Отже, наше припущення хибне.

4.4.3. Тепер перейдемо до симетричної клiковостi та симетричної
квазiнеперервностi.

Теорема 4.4.4. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i функцiя f : X × Y → Z сукупно
клiкова. Тодi множина As

Y (f) залишкова в X.

Доведення. Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Для номера n

i числа ε > 0 позначимо через Un,ε об’єднання всiх вiдкритих множин U ,
для яких iснує вiдкрита непорожня множина V в Y , така, що V ⊆ Vn i
ωf(U×V ) < ε. Множини Un,ε вiдкритi для кожного n ∈ N i ε > 0. З клiковостi
функцiї f випливає, що всi множини Un,ε щiльнi в X. Справдi, розглянемо
вiдкриту непорожню множинуG вX. Оскiльки функцiя f клiкова, то iснують
вiдкритi непорожнi множини U в X i V в Y , такi, що U ⊆ G, V ⊆ Vn i
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ωf(U × V ) < ε. Тому U ⊆ Un,ε. Тому G ∩ Un,ε 6= ∅. Отже, множина Un,ε
щiльна в X.

Розглянемо множину
A =

⋂
n,m∈N

Un, 1
m
.

Легко бачити, що множина A залишкова в X. Покажемо, що A ⊆ As
Y (f).

Вiзьмемо точку p0 = (x0, y0) ∈ A×Y , ε > 0 i окiл U0×V0 точки p0. Розглянемо
номери n0 i m0, такi, що Vn0

⊆ V0 i 1
m0

< ε. Оскiльки x0 ∈ Un0,
1
m0

, то iснують
вiдкритий окiл U точки x0 в X i вiдкрита непорожня множина V в Y , такi,
що U ⊆ U0, V ⊆ Vn0

⊆ V0 i ωf(U × V ) < ε. Отже, функцiя f симетрично
клiкова вiдносно x в точцi p0.

Таким чином, A ⊆ As
Y (f). Оскiльки множина A залишкова в X, то i

множина As
Y (f) залишкова в X.

Зауважимо, що коли функцiя f : X×Y → Z симетрично клiкова вiдносно
x в кожнiй точцi вертикалi {a} × Y , то функцiя fa є клiковою. Враховуючи
цей факт з теореми 4.4.4 одержуємо такий результат.

Наслiдок 4.4.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X×Y → Z – клiкова функцiя. Тодi
множина XA(f) залишкова в X.

Цей наслiдок узагальнює результат з [157], де X = Y = Z = R.
4.4.4. Наступна теорема подiбна до одного результату Л.Фудалi з [84].

Нагадаємо, що через AK(X × Y, Z) ми позначаємо клас вiдображень f :

X × Y → Z, якi клiковi вiдносно першої змiнної та квазiнеперервнi вiдносно
другої.

Теорема 4.4.5. Нехай простiр X має злiченну псевдобазу, Y – берiвський
простiр, який має злiченну псевдобазу, Z – метричний простiр i
f ∈ AK(X × Y, Z). Тодi множина Ks

Y (f) залишкова в X.

Доведення. Нехай |◦−◦| метрика в просторi Z, яка породжує його топологiю.
Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай множина E1 = X \Ks

Y (f) другої
категорiї в X. Тодi для кожного x ∈ E вiдображення f не є симетрично
квазiнеперервним вiдносно першої змiнної в деякiй точцi px = (x, yx). Це
означає, що для кожної точки x ∈ E1 iснують околи U(x), V (x) вiдповiдно
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точок x в X, yx в Y i число ε > 0, такi, що для кожного вiдкритого
околу U точки x в X i для кожної вiдкритої множини V в Y , для яких
U × V ⊆ U(x)× V (x), маємо, що |f(p) − f(px)| ≥ ε для деякого p ∈ U × V .
Оскiльки множина E1 другої категорiї, то iснує ε > 0, таке, що множина E2,
яка складається з точок x ∈ E1, що обслуговуються одним ε, є множиною
другої категорiї.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Для номера n розглянемо
множини

An = {x ∈ E2 : Vn ⊆ V (x), ωfx({yx} ∪ Vn) <
ε

4
}.

Легко бачити, що
∞⋃
n=1

An = E2, бо вiдображення fx квазiнеперервне для

кожного x i {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Оскiльки множина E2

другої категорiї в X, то iснує номер n0, такий, що множина An0
щiльна в

деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi G в X.
Нехай {Um : m ∈ N} – псевдобаза простору X. Розглянемо множини

Bm = {y ∈ Vn0
: Um ⊆ G,ωfy(Um) <

ε

4
}.

Оскiльки простiр Y берiвський, то множина Vn0
другої категорiї. Через те,

що функцiя fy клiкова для кожного y ∈ Y i {Um : m ∈ N} – псевдобаза
простору X, то iснує номер m0, такий, що множина Bm0

щiльна в деякiй
вiдкритiй непорожнiй в Y множинi H, причому H ⊆ Vn0

. Вiзьмемо точку
x0 ∈ Um0

∩ An0
i точку p = (x, y) ∈ Um0

× H. Оскiльки вiдображення fx

квазiнеперервне в точцi y, то iснує точка y′ ∈ Bm0
∩H, що |fx(y)−fx(y′)| < ε

4 .
Тодi

|f(p)−f(x0, yx0
)| ≤ |f(p)−f(x, y′)|+|f(x, y′)−f(x0, y

′)|+|f(x0, y
′)−f(x0, yx0

)| <

<
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
=

3ε

4
< ε.

А це суперечить тому, що x0 ∈ An0
⊆ E2. Отже, наше припущення хибне.

4.4.5. Тепер ми покажемо iстотнiсть деяких умов на простори у вище
згаданих теоремах.

Приклад 4.4.1. Iснує квазiнеперервна за сукупнiстю змiнних функцiя
f : R × l∞ → R, яка не є нi симетрично майже ледь неперервною, нi
симетрично клiковою вiдносно x в деякiй точцi (x, y) для кожного x ∈ R.
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Побудова прикладу. Простiр l∞ не має злiченної псевдобази. Нехай T –
система всiх непорожнiх пiдмножин натурального ряду i eτ : N → R –
характеристична функцiя множини τ ∈ T . Як добре вiдомо, iснує бiєкцiя
τ → xτ множини T на числову пряму R. Позначимо через Vτ кулю радiуса
1
3 з центром в точцi eτ в банаховому просторi l∞. Покладемо Uτ = [xτ ,+∞),
E =

⋃
τ∈T

(Uτ×Vτ) i нехай f : R× l∞ → R – характеристична функцiя множини

E. Оскiльки eτ ′ 6= eτ ′′ для τ ′ 6= τ ′′, то множини (Uτ ′×Vτ ′)∩(Uτ ′′×Vτ ′′) = ∅ для
τ ′ 6= τ ′′. Тодi всi вертикальнi перерiзи fx : l∞ → R i всi горизонтальнi перерiзи
fy : R → R – квазiнеперервнi. Крiм того, функцiя f є квазiнеперервною
(а значить клiковою i ледь неперервною) за сукупнiстю змiнних. Однак,
функцiя f не є нi симетрично майже квазiнеперервною, нi симетрично майже
ледь неперервною, а нi симетрично клiковою вiдносно x в точках (xτ , τ).

Цей приклад показує iстотнiсть наявностi у простора Y злiченної
псевдобази в теоремах 4.4.2, 4.4.3, 4.4.4 i 4.4.5.

Запропонована конструкцiя подiбна до вiдповiдного прикладу з [321].

Приклад 4.4.2. Нехай Y – пряма сума континумума числових прямих.
Тодi iснує квазiнеперервне вiдображення f : R×Y → R, яке не є симетрично
майже ледь неперервною вiдносно x, а також не є симетрично клiковою
вiдносно x в деякiй точцi (x, y) для кожного x ∈ R.

Побудова прикладу. Будуємо вiдображення f : R × Y → R, як склейку
функцiй gt : R2 → R, t ∈ R, де

gt(x, y) =

{
1, якщо t ≤ x, y ∈ R,
0, в iнших точках R2.

Функцiя f буде квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних. Функцiї fy

квазiнеперервнi для всiх y ∈ Y , а функцiї fx неперервнi для всiх x ∈ R. Однак
на кожнiй вертикалi {x}×Y є точки, в яких функцiя f не є симетрично майже
ледь неперервною вiдносно x, а також не є симетрично клiковою вiдносно
x.

Цей приклад показує iстотнiсть наявностi у простора Y злiченної
псевдобази в теоремах 4.4.2-4.4.5 i злiченної бази в теоремi 4.4.1. Iдея такої
конструкцiї запозичена з [255].
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Тепер покажемо iстотнiсть умови другої аксiоми злiченностi на простiр Z
в теоремах 4.4.1, 4.4.2 та 4.4.3.

Приклад 4.4.3. Iснує функцiя f : R2 → l∞, яка неперервна вiдносно другої
змiнної, але f не сукупно майже ледь неперервною в жоднiй точцi.

Побудова прикладу. Нехай вiдображення f : R2 → l∞ визначається так:
f(xτ , y) = eτ , де (xτ , y) ∈ R. Для кожного x = xτ ∈ R функцiя fxτ є
сталою, а отже, неперервною. Однак функцiя f не є навiть сукупно майже
ледь неперервною, бо для довiльної точки (xτ , y) прообраз кулi B 1

3
(f(xτ , y))

радiуса 1
3 є множина xτ × R, яка не є вiдкритою множиною в R2.

4.5. Достатнi умови iснування точок симетричної

квазiнеперервностi та клiковостi функцiй двох

змiнних

4.5.1. Нагадаємо, що для топологiчних просторiв X, Y та Z вiдображення
f : X × Y → Z задовольняє умову (B∗), якщо для довiльної десь щiльної
множини A в X i довiльної вiдкритої непорожньої множини V в Y iснують
вiдкритi непорожнi множини G в X та H в Y , такi, що G ⊆ A, H ⊆ V i
f(G×H) ⊆ f((A× V ). Для метричного простору Z функцiя f : X × Y → Z

задовольняє умову (C), якщо для кожного ε > 0, для довiльної множини
E другої категорiї в X i довiльної вiдкритої непорожньої множини V в Y
iснують множина E1 десь щiльна в X i функцiя g : E1 → V , такi що E1 ⊆ B

i ωf(Gr(g)) < ε.
Нам потрiбна буде наступна лема.

Лема 4.5.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний простiр
з метрикою | ◦ − ◦ |, V – вiдкрита непорожня множина в Y , функцiя
f : X × Y → Z задовольняє умови (B∗) та (C), E ⊆ {x ∈ X : ωfx(V ) < ε}
i E – множина другої категорiї в X. Тодi iснують вiдкритi непорожнi
множини G в X i H в Y , такi що G ⊆ E, H ⊆ V i ωf(G×H) ≤ 3ε.

Доведення. Згiдно з умовою (C) iснують десь щiльна множина E1 в X

i вiдображення g : E1 → V , такi що ωf(Gr(g)) < ε. Покажемо, що
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ωf(E1 × V )) ≤ 3ε. Вiзьмемо точки p = (x, y), q = (u, v) ∈ E1 × V . Тодi

|f(p)−f(q)| ≤ |f(p)−f(x, g(x))|+|f(x, g(x))−f(u, g(u))|+|f(u, g(u))−f(q)| <

< ε+ ε+ ε = 3ε.

Отже, ωf(E1 × V )) ≤ 3ε. Це означає, що множина f(E1 × V ) мiститься в
кожнiй замкненi кулi радiуса 3ε з центром в довiльнiй точцi z ∈ f(E1 × V ).

Згiдно з умовою (B∗) iснують вiдкритi непорожнi множини G i H

в просторах X i Y вiдповiдно, такi що G ⊆ E1 ⊆ E, H ⊆ V i
f(G×H) ⊆ f(E1 × V ). Оскiльки множина f(E1 × V ) мiститься в кожнiй
замкненi кулi радiуса 3ε з центром в довiльнiй точцi z ∈ f(E1 × V ), то
i множина f(E1 × V ) мiститься у цiй же замкненiй кулi. Тодi множина
f(G × H) теж мiститься у кожнiй замкненiй кулi радiуса 3ε з центром у
кожнiй точцi z ∈ f((G ∩ E1)×H). Це означає, що ωf(G×H) ≤ 3ε.

Теорема 4.5.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє
умови (B∗) та (C) i множина XA(f) залишкова в X. Тодi множина As

Y (f)

залишкова в X.

Доведення. Припустимо, що множина E0 = X \ As
Y (f) другої категорiї в X.

Для кожної точки x ∈ E0 iснує точка yx ∈ Y , така, що f не є симетрично
клiковою вiдносно x в точцi px = (x, yx). Тодi для кожної точки x ∈ E0

iснують число εx > 0, окiл U(x) точки x в X i окiл V (x) точки yx в Y , такi,
що ωf(U × V ) ≥ εx для довiльного околу U точки x i довiльної вiдкритої
непорожньої множини V , таких, що U ⊆ U(x) i V ⊆ V (x).

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Позначимо через
E1 = E0 ∩XA(f) множину другої категорiї в X. Для номерiв n та m

розглянемо множини

En,m = {x ∈ E1 :
1

m
<
εx
3
, Vn ⊆ V (x), ωfx(Vn) <

1

m
}.

Оскiльки функцiя fx – клiкова для всiх x ∈ E1 i {Vn : n ∈ N} – псевдобаза

простору Y , то E1 =
∞⋃

n,m=1
En,m. Тодi iснують номери n0 i m0, такi, що

множина E = En0,m0
⊆ E1 є множиною другої категорiї в X. Згiдно з лемою

4.5.1, iснують вiдкритi непорожнi множини G в X та H в Y , такi, що G ⊆ E,
H ⊆ Vn0

i ωf(G × H) ≤ 3
m0

. Тодi для довiльної точки x ∈ G ∩ E ⊆ E0
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маємо, що U = G ∩ U(x) – окiл точки x, V = H ⊆ Vn0
⊆ V (x) i

ωf(U×V ) ≤ 3
m0

< 3· εx3 = εx. Одержали суперечнiсть. Отже наше припущення
не вiрне.

Теорема 4.5.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, функцiя f : X × Y → Z симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй
точцi множини {a} × Y i fa – квазiнеперервна в точцi b. Тодi функцiя f
симетрично квазiнеперервна вiдносно x в точцi (a, b).

Доведення. Вiзьмемо ε > 0 i околи U та V точок a та b вiдповiдно в просторах
X та Y . Оскiльки функцiя fa квазiнеперервна в точцi b, то iснує вiдкрита
непорожня множина V0 в Y , така, що V0 ⊆ V i |fa(y) − fa(b)| < ε

2 для
кожної точки y ∈ V0. З симетричної квазiнеперервностi вiдносно x функцiї
f в кожнiй точцi множини {a} × V0 випливає, що iснують вiдкритий окiл G
точки a в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що G ⊆ U , H ⊆ V0 i
|f(p)− f(q)| < ε

2 для довiльних точок p, q ∈ G×H. Тодi для довiльної точки
(x, y) ∈ G×H маємо, що

|f(x, y)− f(a, b)| ≤ |f(x, y)− f(a, y)|+ |f(a, y)− f(a, b)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Це означає симетричну квазiнеперервнiсть вiдносно x функцiї f в точцi (a, b).

Теорема 4.5.3. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє
умови (B∗) та (C) i множина XK(f) залишкова в X. Тодi множина Ks

Y (f)

залишкова в X.

Доведення. Оскiльки кожна квазiнеперервна функцiя є клiковою, то згiдно з
теоремою 4.5.1 множинаAs

Y (f) залишкова вX. Згiдно з теоремою 4.5.2 маємо,
що Ks

Y (f) ⊇ As
Y (f) ∩ XK(f). Оскiльки перетин двох залишкових множин є

залишковою множиною, то множина Ks
Y (f) залишкова в X.

4.5.2. Тепер ми покажемо, що умова (C) завжди виконується для
довiльної функцiї зi значеннями у метризовному сепарабельному просторi
i переформулюємо теореми 4.5.1 i 4.5.3 для функцiй в таких просторах.

Лема 4.5.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
сепарабельний простiр з метрикою | ◦ − ◦ |, f : X × Y → Z – функцiя.
Тодi f задовольняє умову (C).
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Доведення. Нехай ε > 0, E – множина другої категорiї в X i V – вiдкрита
непорожня множина в Y . Розглянемо довiльне вiдображення g : E → V .
Оскiльки простiр Z сепарабельний, то вiн мiстить всюди щiльну пiдмножину
M = {zn : n ∈ N}. Для кожного номера n розглянемо множини

An = {x ∈ E : f(x, g(x)) ∈ B ε
2
(zn)},

де Br(z) = {u ∈ Z : |u− z| < r} – вiдкрита куля з центром в точцi z i радiуса
r. Тодi

E =
∞⋃
n=1

An.

Справдi, якщо x ∈ E, то iз всюди щiльностi множини M в просторi Z маємо,
що M ∩ B ε

2
(f(x, g(x))) 6= ∅. Тодi iснує точка zm ∈M ∩ B ε

2
(f(x, g(x))) i тому

|zm − f(x, g(x))| < ε
2 . Це означає, що x ∈ Am.

Оскiльки множинаE другої категорiї, то iснує номер k, такий, що множина
E1 = Ak десь щiльна. Покладемо g1 = g|E1

. З включення f(Gr(g1)) ⊆ B ε
2
(zk)

маємо, що ωf(Gr(g1)) < ε.

Як наслiдки з теорем 4.5.1 i 4.5.2 одержуємо два наступнi результати.

Наслiдок 4.5.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має
злiченну псевдобазу, Z – метризовний сепарабельний простiр, функцiя
f : X × Y → Z задовольняє умови (B∗) та (C) i множина XA(f) залишкова
в X. Тодi множина As

Y (f) залишкова в X.

Доведення. Доведення випливає з теореми 4.5.1 i леми 4.5.2.

Наслiдок 4.5.2. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має
злiченну псевдобазу, Z – метризовний сепарабельний простiр, функцiя
f : X × Y → Z задовольняє умови (B∗) та (C) i множина XK(f) залишкова
в X. Тодi множина Ks

Y (f) залишкова в X.

Доведення. Доведення випливає з теореми 4.5.3 i леми 4.5.2.
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4.6. Необхiднi умови iснування точок симетричної

клiковостi та квазiнеперервностi функцiй двох

змiнних

4.6.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори, а Z - метричний простiр.
Нагадаємо, що функцiя f : X × Y → Z

• задовольняє умову (B), якщо для довiльного ε > 0, довiльних вiдкритих
непорожнiх множин U в X i V в Y та довiльної множини E ⊆ X щiльної
в U , для яких ωf(E × V ) < ε, iснують вiдкритi непорожнi множини G в
X i H в Y , такi, що G ⊆ U , H ⊆ V i ωf(G×H) < ε;

• задовольняє умову (C), якщо для кожного ε > 0, для довiльної множини
E другої категорiї в X i довiльної вiдкритої непорожньої множини V в
Y iснують множина E1 десь щiльна в X i функцiя g : E1 → V , такi що
E1 ⊆ B i ωf(Gr(g)) < ε.

Твердження 4.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, f : X × Y → Z – слабко горизонтально квазiнеперервна функцiя.
Тодi f задовольняє умови (B) i (C).

Доведення. Спочатку перевiримо умову (B). Вiзьмемо ε > 0, вiдкритi
непорожнi множини U в X i V в Y та множину E ⊆ X, щiльну в U , для яких
ωf(E×V ) < ε. Оскiльки на основi слабкої горизонтальної квазiнеперервностi
f(U × V ) ⊆ f(E × V ), то

ωf(U×V ) = diamf(U×V ) ≤ diamf(E × V ) = diamf(E×V ) = ωf(E×V ) < ε.

Поклавши G = U i H = V одержимо, що умова (B) виконується.
Для доведення умови (C) ми використаємо теоремою 4.3.1. Розглянемо

довiльнi ε > 0, множину E другої категорiї в X i вiдкриту непорожню
множину V в Y . Вiзьмемо вiдкриту непорожню множину U ⊆ E i довiльну
точку (x, y) ∈ U × V . Тодi з теореми 4.3.1 випливає, що iснують вiдкрита
непорожня множина U1 в X i вiдображення g : U1 → V , такi, що U1 ⊆ U

i f(Gr(g)) ⊆ B ε
3
(f(x, y)). Тодi покладемо E1 = E ∩ U1 i g1 = g|E1

.
Таким чином, g1 : E1 → V , множина E1 щiльна в U1, E1 ⊆ E i
ωf(Gr(g1)) ≤ ωf(Gr(g)) < ε.
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Наступний простий приклад показує, що обернений результат до
твердження 4.6.1 не має мiсця.

Приклад 4.6.1. Iснує функцiя функцiя f : R × R → R, яка задовольняє
умови (B) та (C), але не є слабко горизонтально квазiнеперервною.

Побудова прикладу. Розглянемо функцiю f : R × R → R, що визначена
формулою

f(x, y) =

{
1, x = 0,

0, x 6= 0.

Оскiльки простiр R метризовний i сепарабельний, то згiдно з лемою 4.5.2
функцiя f задовольняє умову (C). Вiзьмемо ε > 0, вiдкритi непорожнi
множини U i V в R та довiльну множину E ⊆ X щiльну в U , такi, що
ωf(E × V ) < ε. Якщо 0 6∈ U , то f(x, y) = 0 для всiх (x, y) ∈ U × V i для
G = U , H = V маємо, що ωf(U × V ) = 0 < ε. Якщо ж 0 ∈ U , то G = U \ {0}
вiдкрита множина в R, G ⊆ U , f(x, y) = 0 для всiх (x, y) ∈ U × V i для
H = V маємо, що ωf(G × V ) = 0 < ε. Отже, функцiя f задовольняє умову
(B).

4.6.2. Нам знадобиться наступна лема.

Лема 4.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний простiр
з метрикою | ◦−◦ |, ε > 0, V – вiдкрита непорожня множина в Y , функцiя
f : X×Y → Z задовольняє умови (B) i (C), E ⊆ {x ∈ X : ωfx(V ) < ε} i E –
множина другої категорiї в X. Тодi iснують вiдкритi непорожнi множини
G в X i H в Y , такi, що G ⊆ E, H ⊆ V i ωf(G×H) < 3ε.

Доведення. Згiдно з умовою (C) iснують десь щiльна множина E1 в X i
вiдображення g : E1 → V , такi, що E1 ⊆ E i ωf(Gr(g)) < ε

3 . Покажемо,
що ωf(E1 × V ) < 8ε

3 . Вiзьмемо точки p = (a, b) i q = (u, v) з E1 × V . Тодi

|f(p)−f(q)| ≤ |f(p)−f(a, g(a))|+|f(a, g(a))−f(u, g(u))|+|f(u, g(u))−f(q)| <

< ε+
ε

3
+ ε =

7ε

3
.

Отже, ωf(E1 × V )) ≤ 7ε
3 < 8ε

3 .
Покладемо U = intE1. Згiдно з умовою (B) iснують вiдкритi непорожнi

множини G в X та H в Y , такi, що G ⊆ E1 ⊆ E, H ⊆ V i
ωf(G×H) < 8ε

3 < 3ε.
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Теорема 4.6.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє
умови (B) i (C). Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × A(fx) ⊆ As(f)}

залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай E = X \R – множина
другої категорiї в X. Для кожної точки x ∈ E iснує точка yx ∈ Y , така, що
функцiя fx клiкова в точцi yx, але f не є симетрично клiковою вiдносно x в
точцi px = (x, yx). Тодi для кожної точки x ∈ E iснують число εx > 0, окiл
U(x) точки x в X i окiл V (x) точки yx в Y , такi, що для довiльного околу U
точки x i довiльної вiдкритої непорожньої множини V , таких, що U ⊆ U(x),
V ⊆ V (x) маємо ωf(U × V ) ≥ εx.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Для номерiв n та m

розглянемо множини

Em,n = {x ∈ E :
1

m
<
εx
3
, Vn ⊆ V (x), ωfx(Vn) <

1

m
}.

Оскiльки функцiя fx клiкова в точцi yx для всiх x ∈ E i {Vn : n ∈ N} –

псевдобаза простору Y , то E =
∞⋃

n,m=1
Em,n. З того, що множина E

другої категорiї випливає, що iснують номери m0 i n0, такi, що множина
E1 = Em0,n0

⊆ E0 другої категорiї в X. Згiдно з лемою 4.6.1 iснують вiдкрита
непорожня множина G в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що
G ⊆ E1, H ⊆ Vn0

i ωf(G×H) < 3 · 1
m0

= 3
m0

.
Тодi для довiльної точки x ∈ G ∩E1 ⊆ E, маємо, що U = G ∩ U(x) – окiл

точки x, V = H ⊆ Vn0
⊆ V (x) i ωf(U×V ) < 3

m0
< εx. Одержали суперечнiсть.

Отже, наше припущення не вiрне.

Як наслiдок з теореми 5.6.1 одержуємо наступний результат.

Наслiдок 4.6.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє
умови (B) та (C) i множина XA(f) залишкова в X. Тодi множина As

Y (f)

залишкова в X.

4.6.3. Тепер встановимо необхiднi умови того, що для функцiї
f : X × Y → Z iснує залишкова в X множина A, така, що функцiя f

симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .
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Теорема 4.6.2. Нехай X – берiвський простiр, Y – топологiчний простiр,
Z – метричний простiр i для функцiї f : X × Y → Z множина As

Y (f)

залишкова в X. Тодi функцiя f задовольняє умови (B) та (C) i множина
XA(f) залишкова в X.

Доведення. Оскiльки As
Y (f) ⊆ XA(f), то множина XA(f) залишкова в X.

Покажемо, що функцiя f задовольняє умову (C). Вiзьмемо довiльне ε > 0,
довiльну множину E другої категорiї в X i довiльну вiдкриту непорожню
множину V в Y . Оскiльки множина E другої категорiї, то вона десь щiльна
в X. Нехай E щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U в X,
тобто E ⊇ U . В берiвському просторi кожна залишкова множина є всюди
щiльною, тому множина As

Y (f) всюди щiльна в X. Вiзьмемо довiльнi точки
a ∈ U ∩ As

Y (f) i b ∈ V . Оскiльки функцiя f симетрично клiкова вiдносно x
в точцi (a, b), то iснують вiдкритi непорожнi множини G в X i H в Y , такi,
що a ∈ G ⊆ U , H ⊆ V i ωf(G × H) < ε. Покладемо E1 = E ∩ G. Оскiльки
E щiльна в U , а отже, i в G, то intE1 6= ∅. Вiзьмемо довiльну точку y ∈ H.
Розглянемо вiдображення g : E1 → V , де g(x) = y для всiх x ∈ E1. Тодi
ωf(Gr(g)) ≤ ωf(G×H) < ε.

Тепер покажемо, що функцiя f задовольняє властивiсть (B). Нехай ε > 0,
U – вiдкрита непорожня множина вX,E – щiльна в U множина i V – вiдкрита
непорожня множина в Y , для яких ωf(E×V ) < ε. Оскiльки множина As

Y (f)

всюди щiльна в X, то iснує точка a ∈ U∩As
Y (f). Вiзьмемо довiльну точку b ∈

V . З симетричної клiковостi функцiї f вiдносно x в точцi (a, b) iснують окiл
G точки a в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що G ⊆ U ⊆ E,
H ⊆ V i ωf(G×H) < ε.

Наслiдок 4.6.1 i теорема 5.6.2 дають такий результат.

Наслiдок 4.6.2. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X × Y → Z – функцiя. Для того,
щоб множина As

Y (f) була залишковою в X необхiдно i досить, щоб функцiя
f задовольняла умови (B) та (C) i множина XA(f) була залишкова в X.

4.6.4. Встановимо взаємозв’язок мiж симетричною клiковiстю та сукупною
клiковiстю функцiй вiд двох змiнних.
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Теорема 4.6.3. Нехай X – берiвський простiр, Y – топологiчний простiр,
Z – метричний простiр i f : X × Y → Z – функцiя, для якої множина
As
Y (f) залишкова в X. Тодi f клiкова.

Доведення. Розглянемо довiльну точку p = (x, y) ∈ X × Y i ε > 0. Нехай U
i V – вiдкритi околи вiдповiдно точок x i y в просторах X i Y вiдповiдно.
Оскiльки простiр X берiвський, то As

Y (f) ∩ U 6= ∅. Нехай a ∈ As
Y (f) ∩ U . З

вiдкритостi множини U випливає, що U є околом i точки a. Оскiльки функцiя
f симетрично квазiнеперервна вiдносно x в точцi (a, y), то iснують окiл G

точки a в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що G ⊆ U , H ⊆ V

i ωf(G×H) < ε. Це означає, що функцiя f клiкова в точцi p.

Наслiдок 4.6.3. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр. Тодi для того щоб функцiя
f : X × Y → Z була клiковою необхiдно i досить, щоб множина As

Y (f) була
залишкова в X.

Доведення. Необхiднiсть випливає з теореми 4.4.4, а достатнiсть з теореми
5.6.3.

З наслiдкiв 4.6.3 i 4.6.2 одержуємо такий результат.

Наслiдок 4.6.4. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X × Y → Z – функцiя. Тодi
для того, щоб функцiя f була клiковою необхiдно i досить, щоб функцiя
f задовольняла умови (B) та (C) i множина XA(f) була залишкова в X.

4.6.5. Тепер перейдемо до характеризацiї залишковостi множини Ks
Y (f).

Теорема 4.6.4. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр з метрикою | ◦ − ◦ |, функцiя
f : X × Y → Z задовольняє умови (B) i (C). Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} ×K(fx) ⊆ Ks(f)}

залишкова в X.

Доведення. Доведення аналогiчне доведенню теореми 5.6.1. Будемо
мiркувати вiд супротивного. Нехай E = X \ R – множина другої категорiї
в X. Для кожної точки x ∈ E iснує точка yx ∈ Y , така, що функцiя fx
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квазiнеперервна в точцi yx, але f не є симетрично квазiнеперервна вiдносно
x в точцi px = (x, yx). Тодi для кожної точки x ∈ E iснують число εx > 0,
окiл U(x) точки x в X i окiл V (x) точки yx в Y , такi, що для довiльного
околу U точки x i довiльної вiдкритої непорожньої множини V , таких, що
U ⊆ U(x), V ⊆ V (x) маємо ωf({px} ∪ (U × V )) ≥ εx.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Для номерiв n та m

розглянемо множини

Em,n = {x ∈ E :
1

m
<
εx
4
, Vn ⊆ V (x), ωfx({yx} ∪ Vn) <

1

m
}.

Оскiльки функцiя fx квазiнеперервна в точцi yx для всiх x ∈ E i

{Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y , то E =
∞⋃

n,m=1
Em,n. З того, що множина

E другої категорiї випливає, що iснують номери m0 i n0, такi, що множина
E1 = Em0,n0

⊆ E0 другої категорiї в X. Згiдно з лемою 4.6.1 iснують вiдкрита
непорожня множина G в X i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що
G ⊆ E1, H ⊆ Vn0

i ωf(G×H) < 3 · 1
m0

= 3
m0

.
Оскiльки G ∩ E1 6= ∅, то iснує точка x ∈ G ∩ E1 ⊆ E, для якої

U = G ∩ U(x) – окiл точки x, V = H ⊆ Vn0
⊆ V (x) i ωf(U × V ) < 3

m0
.

Покажемо, що ωf({px} ∪ (U × V )) ≤ 4
m0

. Вiзьмемо довiльну точку
p = (u, v) ∈ U × V . Тодi

|f(p)− f(px)| ≤ |f(p)− f(x, v)|+ |f(x, v)− f(px)| <
3

m0
+

1

m0
=

4

m0
.

Таким чином, ωf({px} ∪ (U × V )) ≤ 4
m0

< 4 · εx4 = εx. З iншого боку,
x ∈ E, а тому ωf({px} ∪ (U × V )) ≥ εx. Одержали суперечнiсть. Отже, наше
припущення не вiрне.

Теорема 4.6.5. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр з метрикою | ◦ − ◦ |, f : X × Y → Z – функцiя, для якої множина
As
Y (f) залишкова в X i множина XK(f) залишкова в X. Тодi множина

Ks
Y (f) залишкова в X.

Доведення. Оскiльки множини As
Y (f) i XK(f) залишковi в X, то множина

A = As
Y (f)∩XK(f) теж залишкова вX. Отже, функцiя f симетрично клiкова

вiдносно x у кожнiй точцi множини A× Y i функцiя fx квазiнеперервна для
кожного x ∈ A. Тодi з теореми 4.5.2 випливає, що функцiя f симетрично
квазiнеперервна вiдносно x в кожнiй точцi множини A × Y . Оскiльки
A ⊆ Ks

Y (f), то i множина Ks
Y (f) залишкова в X.
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Теорема 4.6.6. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя f : X × Y → Z задовольняє
умови (B) та (C) i множина XK(f) залишкова в X. Тодi множина Ks

Y (f)

залишкова в X.

Доведення. Оскiльки з квазiнеперервностi випливає клiковiсть, то функцiя
fx клiкова для всiх x ∈ XK(f). З наслiдку 4.6.1 випливає, що множина As

Y (f)

залишкова в X. Тодi згiдно з теоремою 5.6.5 множина Ks
Y (f) залишкова в

X.

Наслiдок 4.6.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X×Y → Z – функцiя. Тодi для того
щоб множина Ks

Y (f) була залишкова в X необхiдно i досить, щоб функцiя
f задовольняла умови (B) та (C) i множина XK(f) була залишковою в X.

Доведення. Достатнiсть випливає з теореми 5.6.6. Доведемо необхiднiсть.
Зауважимо, що оскiльки Ks

Y (f) ⊆ As
Y (f), то множина As

Y (f) залишкова в
X. Тодi з теореми 5.6.2 випливає, що функцiя f задовольняє умови (B) та
(C). Крiм того, Ks

Y (f) ⊆ XK(f) i тому множина XK(f) залишкова в X.

4.7. Сукупнi властивостi вiдображень, якi пов’язанi iз

замкненiстю графiка

4.7.1. Аналогiчно до того, як в пiдроздiлi 4.2 вивчалися сукупнi властивостi
вiдображень вiд двох змiнних, якi монотоннi вiдносно першої змiнної, можна
дослiджувати сукупнi властивостi вiдображень, якi мають замкнений графiк
вiдносно однiєї iз змiнних.

Спочатку ми встановимо кiлька допомiжних тверджень.

Лема 4.7.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, K – компактна
пiдмножина простору Y , U – вiдкрита непорожня множина в X, A –
пiдмножина простору X, яка щiльна в U , f : X → Y – вiдображення,
яке має замкнений графiк i f(A) ⊆ K. Тодi f(U) ⊆ K.

Доведення. Добре вiдомо [85], що якщо вiдображення має замкнений графiк,
то прообраз компактної множини є замкненою множиною. Тому множина
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f−1(K) є замкненою. Тодi

U ⊆ A ⊆ f−1(K) = f−1(K).

Таким чином, f(U) ⊆ K.

Леми 4.7.2 i 4.7.3 фiгурують в [156, 7, 5] для певних типiв просторiв X i
Y .

Лема 4.7.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – локально компактний
простiр i вiдображення f : X → Y має замкнений графiк. Тодi множина
D(f) точок розриву функцiї f є замкненою.

Доведення. Досить встановити, що множина C(f) точок неперервностi
вiдображення f є вiдкритою. Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ C(f) i
компактний окiл V точки f(x0). З неперервностi вiдображення f в точцi
x0 випливає, що iснує вiдкритий окiл U точки x0, такий, що f(U) ⊆ V .
Розглянемо звуження g = f |U вiдображення f на множину U . Тодi
вiдображення g дiє з U в компактну множину V i має замкнений графiк.
Отже, вiдображення g неперервне [73, с. 228]. Оскiльки множина U вiдкрита,
то вiдображення f неперервне на множинi U . Таким чином, U ⊆ C(f) i тому
точка x0 є внутрiшньою точкою множини C(f). Це означає, що множина C(f)

є вiдкритою.

Лема 4.7.3. Нехай X – берiвський простiр, Y – сепарабельний метризовний
локально компактний простiр i вiдображення f : X → Y має замкнений
графiк. Тодi D(f) є замкненою нiде не щiльною множиною.

Доведення. Згiдно з лемою 4.7.2 множина D(f) є замкненою. Припустимо,
що множина D(f) десь щiльна. Оскiльки множина D(f) замкнена i за
припущенням десь щiльна, то intD(f) 6= ∅. З беровостi просторуX випливає,
що множина D(f) другої категорiї.

Оскiльки простiр Y локально компактний, то для кожної точки x ∈ D(f)

iснує компактний окiл V (x) точки f(x) в Y , такий, що для довiльного околу
U точки x маємо, що f(U) 6⊆ V (x). Сепарабельний метризовний простiр має
злiченну базу. Нехай {Vm : m ∈ N} – база простору Y . Розглянемо множини

Em = {x ∈ D(f) : f(x) ∈ Vm ⊆ V (x)}.
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Зрозумiло, що D(f) =
⋃
m∈N

Em. Оскiльки множина D(f) другої категорiї,

то iснує номер m0, такий, що множина Em0
десь щiльна. Вiзьмемо довiльну

точку x0 ∈ intEm0
∩ Em0

. Зауважимо, що f(Em0
) ⊆ V (x0) i множина V (x0)

компактна. Згiдно з лемою 4.7.1 маємо, що f(intEm0
) ⊆ V (x0). Оскiльки

x0 ∈ intEm0
, то множина U = intEm0

є околом точки x0 i f(U) ⊆ V (x0).
Одержали суперечнiсть.

Добре вiдомим є наступний результат.

Лема 4.7.4. Якщо U – вiдкрита непорожня пiдмножина в R, функцiя
f : R→ R має замкнений графiк i обмежена на U , то f неперервна на U .

Лема 4.7.5. Нехай X – топологiчний простiр, функцiя f : X × R→ R
вертикально та горизонтально квазiнеперервна i для всiх x з деякої
залишкової множини M в X функцiя fx : R → R має границi злiва та
справа в кожнiй точцi. Тодi множина

Ky(f) = {x ∈ X : fx − квазiнеперервна в точцi y}

залишкова в X для кожної точки y ∈ R.

Доведення. Будем мiркувати вiд супротивного. Нехай iснує точка y ∈ Y ,
така, що E = X \ Ky(f) – множина другої категорiї в X. Зрозумiло, що
множина E0 = E∩M теж другої категорiї в X. Тодi для кожної точки x ∈ E0

функцiя fx має границi злiва та справа в кожнiй точцi i не є квазiнеперервною
в точцi y. Таким чином, для кожної точки x ∈ E0 iснують окiл W (x) точки
f(x, y) i окiл V (x) точки y, такi, що f(x, v) ∈ R \W (x) для v ∈ V (x) \ {y}.
Нехай {Wn : n ∈ N} – база простору R i {Vm : m ∈ N} – база вiдкритих
околiв точки y. Для номерiв m i n розглянемо множини

Am,n = {x ∈ E0 : f(x, y) ∈ Wn ⊆ W (x), y ∈ Vm ⊆ V (x)}.

За означенням околiв V (x) iW (x) випливає, що f(Am,n×(Vm\{y})) ⊆ R\Wn

для довiльних номерiв m i n. Легко бачити, що
∞⋃

m,n=1
Am,n = E0. Оскiльки

множина E0 другої категорiї, то iснують номери m0 i n0, такi, що множина
Am0,n0

десь щiльна. Нехай множина Am0,n0
щiльна у вiдкритiй непорожнiй

множинi U0, тобто U0 ⊆ Am0,n0
. Зауважимо, що множина Vm0

\ {y} вiдкрита
в R. Тодi згiдно з лемою 4.1.1 маємо, що

f(U0 × (Vm0
\ {y})) ⊆ f(Am0,n0

× (Vm0
\ {y})) ⊆ R \Wn0

= R \Wn0
.
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Тепер вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ U0. З вертикальної квазiнеперервностi
випливає, що iснують точка a ∈ U0 i вiдкрита непорожня множина H в
R, такi, що H ⊆ Vm0

i f({a} × H) ⊆ Wn0
. Зрозумiло, що iснує точка

b ∈ H ∩ (Vm0
\ {y}). Тодi з одного боку f(a, b) ∈ Wn0

, бо (a, b) ∈ {a} × H,
а з iншого боку f(a, b) ∈ R \ Wn0

, бо (a, b) ∈ U0 × (Vm0
\ {y}). Одержали

суперечнiсть.

4.7.2. Спочатку розглянемо результати про сукупну неперервнiсть
вiдображень, якi мають замкнений графiк вiдносно першої змiнної.

Теорема 4.7.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, B – множина
злiченного типу в Y , Z – гаусдорфовий локально компактний простiр, який
задовольняє другу аксiому злiченностi, вiдображення f : X × Y → Z таке,
що fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y . Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)}

є залишкова в X.

Доведення. Припустимо, що доповнення

E = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ (C(fx) ∩B) | px = (x, yx) ∈ D(f)}

є множиною другої категорiї в X. Для кожної точки x ∈ E iснує окiл W (x)

точки zx = f(px), такий, що для довiльних околiв U точки x в X та V точки
yx в Y маємо f(U × V ) 6⊆ W (x).

Нехай V = {Vm : m ∈ N} – злiченна база для B, аW = {Wn : n ∈ N} – база
простору Z. Оскiльки кожний гаусдорфовий локально компактний простiр є
регулярним (навiть тихоновським) [322, с. 231] iW – база простору Z, то для
кожної точки x ∈ E iснує номер n, такий, що zx ∈ Wn ⊆ W (x), причому
множина Wn компактна. Розглянемо множини

Em,n = {x ∈ E : zx ∈ Wn ⊆ W (x), yx ∈ Vm i fx(Vm) ⊆ Wn}.

З неперервностi функцiї fx в точцi yx для всiх x ∈ E i того, що V – база

для B маємо, що E =
∞⋃

n,m=1
En,m. Оскiльки множина E другої категорiї, то

iснують номери n0 i m0, такi, що множина E1 = En0,m0
⊆ E десь щiльна в X.

Нехай U0 – вiдкрита непорожня множина в X, така, що U0 ⊆ E1. Оскiльки
f(E1 × Vm0

) ⊆ Wn0
, тобто fy(E1) ⊆ Wn0

для кожного y ∈ Vm0
, то з леми 4.7.1
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випливає, що fy(U0) ⊆ Wn0
для кожного y ∈ Vm0

. Тому f(U0 × Vm0
) ⊆ Wn0

.
Оскiльки U0 ⊆ E1, то iснує точка x0 ∈ U0 ∩ E1. Множина U0 × Vm0

є околом
точки px0

i f(U0 × Vm0
) ⊆ Wn0

⊆ W (x0). З iншого боку, x0 ∈ E, U0 – окiл x0,
а Vm0

– окiл yx0
, отже, f(U0×Vm0

) 6⊆ W (x0). Одержана суперечнiсть показує,
що наше припущення не вiрне.

Теорема 4.7.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – гаусдорфовий
локально компактний простiр, який задовольняє другу аксiому злiченностi,
вiдображення f : X×Y → Z таке, що розрiз fx неперервний для кожного x
з деякої залишкової множини M в X i розрiз fy має замкнений графiк для
кожного y ∈ Y . Тодi

(1) якщо простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то для
кожного y ∈ Y множина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} залишкова в
X;

(2) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то множина
CY (f) = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ C(f)} залишкова в X;

Доведення. За теоремою 4.7.1 для множини злiченного типу B множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)}

є залишковою в X. Оскiльки за умовою множина M = {x ∈ X : C(fx) = Y }
залишкова в X, то E = M ∩R теж залишкова множина в X.

Нехай у випадку (1) простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi.
Тодi для довiльної точки y ∈ Y множина B = {y} є злiченного типу. Таким
чином, для довiльної точки y ∈ Y маємо, що

E = M ∩ {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)} =

= {x ∈ X : {x} × (Y ∩ {y}) ⊆ C(f)} = Cy(f).

Отже, множина Cy(f)залишкова для кожного y ∈ Y .
Для (2) простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi i тому множина

B = Y є злiченного типу. Оскiльки

E = M ∩ {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B) ⊆ C(f)} =

= {x ∈ X : {x} × (Y ∩ Y ) ⊆ C(f)} = CY (f),

то множина CY (f) залишкова в X.
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4.7.3. Далi перейдемо до вивчення множини Ks
Y (f) вiдображення f , якi

мають замкнений графiк вiдносно першої змiнної.

Теорема 4.7.3. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має
злiчену псевдобазу, Z – гаусдорфовий локально компактний простiр, який
задовольняє другу аксiому злiченностi, вiдображення f : X × Y → Z таке,
що fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y . Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} ×K(fx) ⊆ Ks(f)}

залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Тодi множина

E = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ K(fx) | px = (x, yx) 6∈ Ks(f)}

другої категорiї в X. З означенням множин E випливає, що для кожної
точки x ∈ E iснують околи U(x), V (x) i W (x) вiдповiдно точок x в X,
yx в Y i zx = f(px) в Z, такi, що для кожного околу U точки x в X i для
кожної вiдкритої множини V в Y , для яких U ×V ⊆ U(x)×V (x), маємо, що
f(U × V ) 6⊆ W (x).

Нехай {Vm : m ∈ N} – злiченна псевдобаза простору Y , причому Vm 6= ∅
для кожного m, а {Wn : n ∈ N} – база простору Z. Для кожної точки x ∈ E
iснує номер n, такий, що zx ∈ Wn ⊆ Wn ⊆ W (x), причому множина Wn

компактна. Розглянемо множини

Em,n = {x ∈ E : zx ∈ Wn ⊆ Wn ⊆ W (x), Vm ⊆ V (x) i fx(Vm) ⊆ Wn}.

З квазiнеперервностi функцiї fx у точцi yx для всiх x ∈ E легко вивести,

що E =
∞⋃

n,m=1
En,m. Оскiльки множина E другої категорiї, то iснують такi

номери n0 i m0, що множина E1 = En0,m0
⊆ E десь щiльна в X. Нехай U0 –

вiдкрита непорожня множина в X, така, що U0 ⊆ E1. Оскiльки fy(E1) ⊆ Wn0

для кожного y ∈ Vm0
, то з леми 4.7.1 випливає, що fy(U0) ⊆ Wn0

для кожного
y ∈ Vm0

. Тому f(U0 × Vm0
) ⊆ Wn0

. Оскiльки U0 ⊆ E1, то iснує точка x0 ∈
U0 ∩ E1. Множина U0 є околом точки x0, Vm0

⊆ V (x0) i

f((U0 ∩ U(x0))× Vm0
) ⊆ f(U0 × Vm0

) ⊆ Wn0
⊆ W (x0).

З iншого боку, x0 ∈ E. Одержана суперечнiсть показує, що припущення не
вiрне.
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Теорема 4.7.4. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має
злiченну псевдобазу, Z – гаусдорфовий локально компактний простiр, який
задовольняє другу аксiому злiченностi, вiдображення f : X × Y → Z таке,
що множина XK(f) залишкова в X i fy має замкнений графiк для всiх
y ∈ Y . Тодi множина Ks

Y (f) залишкова в X.

Доведення. Згiдно з теоремою 4.7.3 множина

R = {x ∈ X : {x} ×K(fx) ⊆ Ks(f)}

залишкова в X. Тодi множина R ∩ XK(f) теж залишкова в X. Оскiльки
R ∩XK(f) ⊆ Ks

Y (f), то множина Ks
Y (f) залишкова в X.

Теорема 4.7.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – регулярний простiр, вiдображення f : X × Y → Z

горизонтально квазiнеперервне i для кожного y ∈ Y множина Ky(f)

залишкова в X. Тодi функцiя f є квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ X × Y , замкнений окiл
W точки z0 = f(p0) в Z, окiл U точки x0 в X i окiл V точки y0 в Y . З
горизонтальної квазiнеперервностi вiдображення f в точцi p0 випливає, що
iснують вiдкрита непорожня множина G в X i точка b ∈ V , такi, що G ⊆ U

i f(G × {b}) ⊆ intW . Оскiльки простiр X берiвський, то множина G другої
категорiї. Тому множина A = G ∩ Kb(f) теж другої категорiї в X. Нехай
{Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Для кожного номера n ∈ N розглянемо
множини

An = {x ∈ A : Vn ⊆ V, fx(Vn) ⊆ W}.

Оскiльки множина A другої категорiї в X, f(A× {b}) ⊆ intW i для кожної
точки x ∈ A вiдображення fx квазiнеперервне в точцi b, то iснує номер n0,
такий, що множина An0

десь щiльна. Нехай множина An0
щiльна у вiдкритiй

непорожнiй множинi G0 в X, тобто, G0 ⊆ An0
. З леми 4.1.1 випливає, що

f(G0 × Vn0
) ⊆ f(An0

× Vn0
) ⊆ W = W.

Оскiльки G0×Vn0
⊆ U×V , то вiдображення f квазiнеперервне в точцi p0.

Теорема 4.7.6. Нехай X – берiвський простiр, функцiя f : X × R→ R
горизонтально та вертикально квазiнеперервна i для всiх x з деякої
залишкової множини в X функцiя fx має границi злiва та справа в кожнiй
точцi. Тодi функцiя f є квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних.
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Доведення. Це безпосереднiй наслiдок теореми 4.7.5 i леми 4.7.5.

Зауважимо, що безпосереднiм наслiдком теореми 4.7.6 є теорема 4.2.5.
4.7.4. В [109] було одержано такий результат: якщо простори X i Y

задовольняють другу аксiому злiченностi, X – берiвський простiр, для
функцiї f : X × Y → R всi x-розрiзи fx клiковi, а всi y-розрiзи fy мають
замкнений графiк, то функцiя f клiкова за сукупнiстю змiнних. Тут ми
перенесемо цей результат на випадок функцiй зi значеннями в метричних
просторах, уточнимо його i використаємо при цьому iнший метод.

Теорема 4.7.7. Нехай X i Y – топологiчнi простори i Y має злiчену
псевдобазу, Z – сепарабельний метричний простiр з метрикою d, в
якому кожна обмежена множина має компактне замикання, функцiя
f : X × Y → Z така, що fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y . Тодi
множина

R = {x ∈ X : {x} × A(fx) ⊆ As(f)}

залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай доповнення

E = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ A(fx) | px = (x, yx) 6∈ As(f)} −

це множина другої категорiї в X. Тодi для кожної точки x ∈ E iснують
околи U(x) i V (x) вiдповiдно точок x в X i yx в Y та число εx > 0, такi, що
ωf(U × V ) ≥ εx для кожного околу U точки x в X i для кожної вiдкритої
множини V в Y , для яких U × V ⊆ U(x)× V (x).

Нехай {Vm : m ∈ N} – злiченна псевдобаза простору Y . Розглянемо
множини

Em,n = {x ∈ E : Vm ⊆ V (x), εx >
1

n
, ωfx(Vm) <

1

8n
}.

З клiковостi функцiї fx в точцi yx для всiх x ∈ E маємо, що E =
∞⋃

n,m=1
En,m.

Оскiльки множина E другої категорiї, то iснують номери n0 i m0, такi, що
множина E1 = En0,m0

⊆ E другої категорiї в X.
Розглянемо довiльну точку b ∈ V = Vm0

. Оскiльки простiр Z

сепарабельний, то iснує не бiльш нiж злiченна всюди щiльна множина
{z1, z2, ..., zk, ...} в Z. Зрозумiло, що Z =

⋃
k∈N

B 1
16n0

(zk). Оскiльки
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f(E1 × {b}) ⊆ Z i множина E1 другої категорiї в X, то iснують десь щiльна
пiдмножина E2 ⊆ E1 та номер k0, такi, що f(E2 × {b}) ⊆ B 1

16n0

(zk0
). Тодi

d(f(u1, b), f(u2, b)) <
1

8n0
для всiх u1, u2 ∈ E2.

Покажемо, що ωf(E2 × V ) ≤ 3
8n0

. Вiзьмемо довiльнi точки
pi = (ui, vi) ∈ E2 × V для i = 1, 2. Тодi

d(f(p1), f(p2)) ≤ d(f(p1), f(u1, b)) + d(f(u1, b), f(u2, b))+

+d(f(u2, b), f(p2)) <
1

8n0
+

1

8n0
+

1

8n0
=

3

8n0
.

Отже, ωf(E2 × V ) ≤ 3
8n0

< 1
2n0

. Тодi множина f(E2 × V ) мiститься в деякiй
кулi B = B 1

2n0

(z0). Нехай U – вiдкрита непорожня множина в X, така, що

U ⊆ E2.
За умовою замикання B є компактною множиною. Вiзьмемо y ∈ V .

Оскiльки fy має замкнений графiк, U ⊆ E2, множина B компактна i
fy(E2) ⊆ B ⊆ B, то за лемою 4.7.1 fy(U) ⊆ B. Тому f(U × V ) ⊆ B. Але
B ⊆ B 1

2n0

[z0], отже, ωf(U × V ) ≤ 1
n0
.

З умови U ⊆ E2 випливає, що iснує точка a ∈ U ∩E2, причому множина U
є околом точки a. Оскiльки a ∈ E1 = Em0,n0

i V = Vm0
, то V ⊆ V (a) i εa > 1

n0
.

В такому разi ωf(U × V ) ≤ 1
n0
< εa. Але за побудовою для Ũ = U ∩ U(a)

ωf(U × V ) ≥ ωf(Ũ × V ) ≥ εa,

адже Ũ – це окiл точки a, V – вiдкрита непорожня множина i
Ũ × V ⊆ U(a)× V (a). Одержана суперечнiсть показує, що наше припущення
не вiрне.

Як наслiдки одержуємо наступнi два результати.

Теорема 4.7.8. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – сепарабельний метричний, в якому кожна обмежена
множина має компактне замикання, функцiя f : X × Y → Z така, що
множина XA(f) залишкова в X i fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y .
Тодi множина As

Y (f) залишкова в X.

Теорема 4.7.9. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – сепарабельний метричний, в якому кожна обмежена
множина має компактне замикання, функцiя f : X × Y → Z така, що
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множина XA(f) залишкова в X i fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y .
Тодi функцiя f клiкова.

Доведення. З теореми 4.7.8 випливає, що множина As
Y (f) залишкова в X.

Оскiльки простiр X берiвський, то множина As
Y (f) всюди щiльна в X, а тому

множина As(f), а отже, i множина A(f) точок клiковостi функцiї f , всюди
щiльнi в X × Y . Множина точок клiковостi будь-якої функцiї є замкненою
[169]. Тодi функцiя f клiкова в кожнiй точцi з X × Y .

4.8. Нарiзнi та сукупнi властивостi деяких аналогiв

клiковостi

4.8.1. Покладемо Cx(f) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ C(f)}.

Теорема 4.8.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – метричний простiр з метрикою | ◦ − ◦ |, функцiя
f : X × Y → Z задовольняє умови (B) та (C) i множина XA(f) залишкова
в X. Тодi множина A = {x ∈ X : Cx(f)− залишкова в Y } залишкова в X.

Доведення. З наслiдку 4.6.1 випливає, що iснує залишкова в X множина A,
така, що функцiя f симетрично клiкова вiдносно x в кожнiй точцi множини
A× Y . Покажемо, що для кожної точки x ∈ A множина Cx(f) залишкова в
Y .

Розглянемо довiльну точку x0 ∈ A. Припустимо, що множина
B = Y \ Cx0(f) другої категорiї в Y . Для кожної точки y ∈ B функцiя f

розривна в точцi (x0, y). Тодi для y ∈ B iснує εy > 0 таке, що ωf(x0, y) ≥ εy.
Легко зрозумiти, що iснує таке ε > 0 та десь щiльна множина B1 ⊆ B, що
ωf(x0, y) ≥ ε для всiх точок y ∈ B1. Покладемо V = intB1. Оскiльки множина
B1 десь щiльна в Y , то V 6= ∅. Вiзьмемо довiльну точку p0 ∈ {x0} × V .
Оскiльки функцiя f симетрично клiкова вiдносно x в точцi p0, то iснують
вiдкритий окiл G точки x0 i вiдкрита непорожня множина H в Y , такi, що
H ⊆ V i |f(p) − f(p)| < ε

3 для кожної точки p ∈ G × H. Зрозумiло, що
ωf(G×H) ≤ 2ε

3 < ε. Вiзьмемо довiльну точку y0 ∈ H∩B1. Оскiльки множина
G×H є околом точки (x0, y0) i ωf(G×H) < ε, то ωf(x0, y0) ≤ ωf(G×H) < ε.
Одержали суперечнiсть. Отже, для кожної точки x iз залишкової множини
A множина Cx(f) залишкова в Y .

171



Наслiдок 4.8.1. Нехай X – берiвський простiр, Y – берiвський
простiр, який має злiченну псевдобазу, Z – метричний простiр, функцiя
f : X × Y → Z задовольняє умови (B) та (C) i M = {x ∈ X : C(fx) = Y }
– залишкова множина в X. Тодi функцiя f точково розривна.

Доведення. Для кожного x ∈ M функцiя fx клiкова. Тому M ⊆ XA(f).
Тодi множина XA(f) залишкова в X. Згiдно з теоремою 4.8.1 множина
A = {x ∈ X : Cx(f) = Y } залишкова в X. Оскiльки залишкова множина у
берiвському просторi є всюди щiльною, то множинаA = {x ∈ X : Cx(f) = Y }
всюди щiльна в X. Крiм того,⋃

x∈A

({x} × Cx(f)) ⊆ C(f).

Тому
⋃
x∈A

({x} × Cx(f)) = X × Y i C(f) = X × Y .

Теорема 4.8.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – берiвський простiр,
який має злiченну псевдобазу, Z – метричний простiр i f : X × Y → Z –
точково розривна функцiя. Тодi функцiя f задовольняє умови (B) та (C) i
M = {x ∈ X : C(fx) = Y } – залишкова множина в X.

Доведення. Зауважимо, що оскiльки функцiя f точково розривна, то вона
є клiковою. З наслiдку 4.6.4 випливає, що функцiя f задовольняє умови
(B) та (C) i множина XA(f) залишкова в X. Оскiльки клiкова функцiя,
яка визначена на берiвському просторi є точково розривною, то для кожної
точки x ∈ XA(f) функцiя fx є точково розривною, тобто C(fx) = Y .
Через залишковiсть множини XA(f) множина M теж залишкова, бо
XA(f) ⊆M .

З наслiдку 4.8.1 та теореми 4.8.2 випливає така характеризацiя точкової
розривностi функцiї вiд двох змiнних.

Наслiдок 4.8.2. Нехай X та Y – берiвськi простори, причому простiр Y
має злiченну псевдобазу i Z – метричний простiр. Функцiя f : X × Y → Z

точково розривна тодi i тiльки тодi, коли функцiя f задовольняє умови
(B) та (C) i {x ∈ X : C(fx) = Y } – залишкова множина в X.

4.8.2. Нагадаємо, що вiдображення f : X×Y → Z задовольняє умову (B∗),
якщо для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i Y
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та довiльної множини A в X, для якої U ⊆ A, iснують вiдкритi непорожнi
множини G в X та H в Y , такi, що G×H ⊆ U × V i f(G×H) ⊆ f(A× V ).

Зауважимо, що умову (B∗) зокрема задовольняють горизонтально
квазiнеперервнi вiдображення та псевдоквазiнеперервнi вiдображення. Для
метричного простору Z, якщо функцiя f : X × Y → Z задовольняє умову
(B∗), то вона задовольняє умову (B).

Нехай A – деяка система десь щiльних множина в X × Y . Вiдображення
f : X × Y → Z називається A-псевдоквазiнеперервним, якщо для довiльної
множини A ∈ A iснують вiдкритi непорожнi множини G в X та H в Y , такi,
що G × H ⊆ A i f(G × H) ⊆ f(A). Якщо A = {A ⊆ X × Y : intA 6= ∅},
то A-псевдоквазiнеперервнiсть означає звичайну псевдоквазiнеперервнiсть
вiдображення вiд двох змiнних.

Нехай M – множина другої категорiї в X i V – вiдкрита непорожня
множина в Y . Нехай для кожного x ∈ M iснує множина Bx ⊆ Y , така,
що V ⊆ Bx. Розглянемо множину A =

⋃
x∈M

({x} × Bx). ЧерезM позначимо

систему таких пiдмножин A.

Теорема 4.8.3. Нехай X та Y – берiвськi простори, причому простiр
Y має злiченну псевдобазу i Z – сепарабельний метризовний простiр.
Вiдображення f : X × Y → Z псевдоквазiнеперервне тодi i тiльки тодi,
коли воно єM-псевдоквазiнеперервним.

Доведення. Оскiльки простiр Z метризовний сепарабельний, то вiн
регулярний i задовольняє другу аксiому злiченностi. Нехай {Vn : n ∈ N} –
псевдобаза простору Y , {Wk : k ∈ N} – база простору Z.

Доведення необхiдностi є очевидним враховуючи той факт, що множина⋃
x∈M

({x} ×Bx) щiльна в intM × V .

Достатнiсть будемо доводити методом вiд супротивного. Нехай
вiдображення f не є сукупно псевдоквазiнеперервне. Тодi iснують вiдкритi
непорожнi множини U i V та множина E ⊆ X × Y щiльна в U × V , такi, що
для довiльних вiдкритих непорожнiх множин G в X та H в Y , таких, що
G×H ⊆ U × V маємо, що f(G×H) 6⊆ f(E).

Розглянемо множину

A = {x ∈ U : (∃Bx ⊆ V, V \Bx− першої категорiї)(∀y ∈ Bx)(f(x, y) 6∈ f(E))}

173



i покажемо, що вона другої категорiї. Припустимо, що це не так, нехай
множина в A першої категорiї. Тодi U \ A – множина другої категорiї, бо
простiр X берiвський. Для кожного n ∈ N розглянемо множини

An = {x ∈ U \ A : (∃Dx ⊆ V,Dx ⊇ Vn)(∀y ∈ Dx)(f(x, y) ∈ f(E))}.

Зрозумiло, що
∞⋃
n=1

An ⊇ U \ A. Оскiльки множина U \ A другої

категорiї, то iснує номер k, такий, що множина Ak другої категорiї. З M-
псевдоквазiнеперервностi випливає, що iснують вiдкритi непорожнi множини
G в X та H в Y , такi, що

G×H ⊆ intAk × Vk ⊆ U × V

i
f(G×H) ⊆ f(

⋃
x∈Ak

({x} ×Dx)) ⊆ f(E) = f(E).

Одержали суперечнiсть. Отже, множина A другої категорiї.
Оскiльки простiр Y берiвський, то для кожного x ∈ A множина Bx другої

категорiї. Для кожного x ∈ A iснують номери nx i mx, такi, що для кожного
y ∈ Bx∩Vnx маємо, що f(x, y) ∈ Wmx

iWmx
∩f(E) = ∅. Розглянемо множини

An,m = {x ∈ A : nx = n,mx = m}. Зрозумiло, що A =
∞⋃

m,n=1
An,m. Оскiльки

множина A другої категорiї, то iснують номери n0 та m0, такi, що множина
An0,m0

другої категорiї.
Тепер знову скориставшись M-псевдоквазiнеперервнiстю маємо, що

iснують вiдкритi непорожнi множини G в X та H в Y , такi, що

G×H ⊆ intAn0,m0
× Vn0

⊆ U × V

i
f(G×H) ⊆ f(

⋃
x∈An0,m0

({x} × (Bx ∩ Vn0
))).

Тому
f(G×H) ⊆ f(

⋃
x∈An0,m0

({x} × (Bx ∩ Vn0
))) ⊆ Wm0

.

Оскiльки Wm0
∩ f(E) = ∅, то f(G×H)∩ f(E) = ∅. Але це суперечить тому,

що E щiльна в U ×V . Отже, наше припущення не вiрне i тому вiдображення
f псевдоквазiнеперервне.
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Нехай B = {A × V : intA 6= ∅, V = intV 6= ∅} – система
пiдмножина в X × Y . Зрозумiло, що вiдображення f : X × Y → Z є B-
псевдоквазiнеперервним тодi i тiльки тодi, коли f задовольняє умову (B∗).

Теорема 4.8.4. Нехай X та Y – берiвськi простори, причому простiр
Y має злiченну псевдобазу i Z – сепарабельний метризовний простiр,
вiдображення f : X × Y → Z є B-псевдоквазiнеперервним i E = {x ∈ X :

fx− псевдоквазiнеперервне} – залишкова множина в X. Тодi вiдображення
f псевдоквазiнеперервне.

Доведення. Скористаємося теоремою 4.8.3. Вiзьмемо довiльнi вiдкритi
непорожнi множини U в X та V в Y , довiльну множинуM другої категорiї в
X, таку, що M ⊆ U i для кожної точки x ∈M розглянемо множини Bx в Y ,
такi, що V ⊆ Bx. Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Для кожного
n ∈ N розглянемо множини

An = {x ∈M ∩ E : fx(Vn) ⊆ fx(Bx)}.

Зауважимо, що множина M ∩ E другої категорiї. Оскiльки для кожної
точки x ∈ M вiдображення fx псевдоквазiнеперервне i {Vn : n ∈ N} –

псевдобаза простору Y , то
∞⋃
n=1

An = M ∩E. З того що множина M ∩E другої

категорiї випливає, що iснує номер m такий, що множина Am десь щiльна.
Нехай множина Am щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U0, тобто
U0 ⊆ Am. З B-псевдоквазiнеперервностi вiдображення f випливає, що iснують
вiдкритi непорожнi множини G в X та H в Y , такi, що G × H ⊆ U0 × Vm i
f(G×H) ⊆ f(Am × Vm). Тодi G×H ⊆ U0 × Vm ⊆ U × V i

f(G×H) ⊆ f(Am × Vm) ⊆ f(
⋃
x∈Am

({x} × Vm)) =
⋃
x∈Am

f({x} × Vm) =

=
⋃
x∈Am

fx(Vm) ⊆
⋃
x∈Am

fx(Bx) ⊆
⋃
x∈Am

fx(Bx) =
⋃
x∈Am

fx(Bx) =

= f(
⋃
x∈Am

({x} ×Bx)) ⊆ f(
⋃
x∈M

({x} ×Bx)).

Тодi згiдно з теоремою 4.8.3 вiдображення f псевдоквазiнеперервне за
сукупнiстю змiнних.
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4.8.3. Нагадаємо, що м’яка неперервнiсть вiдображення f рiвносильна
тому, що множина Sf тих точок, в яких f квазiнеперервне, або не є майже
неперервне, всюди щiльна.

Для функцiї вiд двох змiнних м’яка неперервнiсть вiдносно кожної змiнної
не гарантує м’якої неперервностi за сукупнiстю змiнних. Бiльше того, має
мiсце наступний результат.

Приклад 4.8.1. Iснує функцiя f : [0, 1]2 → R вiд двох змiнних, яка клiкова
вiдносно кожної iз змiнних, але не є м’яко неперервною.

Побудова прикладу. Для кожного номера n ∈ N розглянемо множину
An = {2k−1

2n : k = 1, 2, ..., n} точок з вiдрiзка [0, 1]. Нехай f : [0, 1]2 → R – це

характеристична функцiя множини A =
∞⋃
n=1

(An×An). Функцiя f є клiковою

вiдносно кожної iз змiнних, оскiльки на кожнiй горизонталi чи вертикалi
квадрата [0, 1]2 є лише скiнченна кiлькiсть точок, в яких f вiдмiнна вiд 0

(рiвна 1). Легко бачити, що функцiя f не є квазiнеперервною в жоднiй точцi
квадрата [0, 1]2. Оскiльки множини A i [0, 1]2 \ A всюди щiльнi в [0, 1]2, то
функцiя f майже неперервна. Це означає, що Sf = ∅, а отже, функцiя f не
є м’яко неперервною.

Однак має мiсце такий результат про сукупну м’яку неперервнiсть.

Теорема 4.8.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y

має злiченну псевдобазу, Z – метризовний сепарабельний
простiр, вiдображення f : X × Y → Z задовольняє умову (B∗) i
M = {x ∈ X : fx − м’яко неперервне} – залишкова множина в X. Тодi
вiдображення f м’яко неперервне за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай вiдображення f не
є м’яко неперервним. Це означає, що множина S(f) не є всюди щiльною,
тобто iснують вiдкритi непорожнi множини U в X i V в Y , такi, що
S(f) ∩ (U × V ) = ∅. Отже, в кожнiй точцi множини U × V вiдображення
f не є квазiнеперервним, але є майже неперервним.

Оскiльки для кожного елемента x ∈ U ∩ M вiдображення fx є м’яко
неперервне, то множина S(fx) щiльна в V . Тодi S(fx) ∩ V 6= ∅ для всiх
x ∈ U ∩ M . Це означає, що для кожного x ∈ U ∩ M iснує точка yx ∈ V ,
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така, що вiдображення fx або квазiнеперервне в точцi yx, або fx не є майже
неперервним в точцi yx.

Розглянемо множини

A = {x ∈ U ∩M : yx ∈ Q(fx)} i B = {x ∈ U ∩M : yx 6∈ P (fx)}.

Тодi U ∩M = A ∪ B. Оскiльки простiр X берiвський, то множина U ∩M
другої категорiї в X i тому принаймнi одна з множин A чи B є множиною
другої категорiї в X. Оскiльки простiр Z метризовний сепарабельний, то вiн
регулярний i задовольняє другу аксiому злiченностi. Нехай {Vn : n ∈ N} –
псевдобаза простору Y , а {Wm : m ∈ N} – база простору Z.

Припустимо спочатку, що множина A другої категорiї в X. Оскiльки для
кожного x ∈ A вiдображення f не є квазiнеперервним в точцi (x, yx) ∈ U × V ,
то iснують вiдкритi околи U(x) точки x в X, V (x) точки yx в Y i замкнений
окiл W (x) точки f(x, yx) в Z, такi, що U(x) ⊆ U та V (x) ⊆ V i
f(G×H) 6⊆ W (x) для довiльних вiдкритих непорожнiх множин G в X i H
в Y , таких, що G×H ⊆ U(x)× V (x).

Для чисел m i n розглянемо множини

An,m = {x ∈ A : f(x, yx) ∈ Wm ⊆ W (x), Vn ⊆ V (x) i fx(Vn) ⊆ Wm}.

Оскiльки для кожного x ∈ A вiдображення fx квазiнеперервне в точцi
yx, {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y i {Wm : m ∈ N} – база

простору Z, то A =
∞⋃

n,m=1
An,m. З того, що множина A другої категорiї

випливає, що iснують номери n0 i m0, такi, що множина An0,m0
десь щiльна

в X. Оскiльки вiдображення f задовольняє умову (B∗), то iснують вiдкритi
непорожнi множини G в X i H в Y , такi, що G ⊆ intAn0,m0

, H ⊆ Vn0
i

f(G × H) ⊆ f(An0,m0
× Vn). Вiзьмемо довiльну точку a ∈ An0,m0

∩ G. Тодi
G ∩ U(a) ⊆ U(a), H ⊆ Vn0

⊆ V (a) i

f((G ∩ U(a))×H) ⊆ f(G×H) ⊆ f(An0,m0
× Vn0

) ⊆ Wm0
⊆ W (a) = W (a).

Оскiльки a ∈ An0,m0
⊆ A, то одержали суперечнiсть.

Нехай тепер множина B другої категорiї в X. Оскiльки вiдображення f
майже неперервне в кожнiй точцi (x, yx) ∈ U × V , то для довiльного околу
W точки f(x, yx) в Z iснують вiдкритi околи U(x,W ) точки x в X, V (x,W )

точки yx в Y i щiльна в U(x,W ) × V (x,W ) множина O в X × Y , така, що
f(O) ⊆ W .
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Для номерiв n i m розглянемо множини

Bn,m = {x ∈ B : f(x, yx) ∈ Wm, Vn ⊆ V (x,Wm), fx(Vn) ⊆ Z \Wm}.

Оскiльки для кожного x ∈ B вiдображення fx не є майже неперервним в
точцi yx, {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y i {Wm : m ∈ N} – база

простору Z, то B =
∞⋃

n,m=1
Bn,m. З того, що множина B другої категорiї

випливає, що iснують номери n0 i m0, такi, що множина Bn0,m0
десь щiльна

в X. Оскiльки вiдображення f задовольняє умову (B∗), то iснують вiдкритi
непорожнi множини G в X i H в Y , такi, що G ⊆ intBn0,m0

, H ⊆ Vn0
i

f(G×H) ⊆ f(Bn0,m0
× Vn).

Вiзьмемо довiльну точку a ∈ Bn0,m0
∩ G. Тодi в околi

U(a,Wm0
) × V (a,Wm0

) точки (a, ya) iснує вiдкрита непорожня множина
(G ∩ U(a))×H ⊆ U(a,Wm0

)× V (a,Wm0
), така, що

f((G ∩ U(a))×H) ⊆ f(G×H) ⊆ f(Bn0,m0
× Vn) ⊆ Z \Wm0

= Z \Wm0
.

Це означає, що вiдображення f не є майже неперервним у точцi
(a, ya) ∈ U × V .

Отже, в обох випадках одержали суперечнiсть. Це означає, що f є м’яко
неперервне.

Для м’яко неперервного вiдображення f : X × Y → Z не зобов’язана
iснувати залишкова множина A в X, така, що вiдображення fx м’яко
неперервне для кожного x ∈ A. Це демонструє наступний приклад.

Приклад 4.8.2. Iснує м’яко неперервна функцiя f : R2 → R, така, що fx

не є м’яко неперервна для кожного x ∈ R \Q.

Побудова прикладу. Нехай Q = {rn : n ∈ N}. Для функцiї f : R2 → R
покладемо

f(x, y) =


n, x = rn,

0, x 6∈ Q, y ∈ Q,
−1, x 6∈ Q, y 6∈ Q.

Зрозумiло, що в кожнi точцi множини Q × R функцiя f не є майже
неперервною за сукупнiстю змiнних. Оскiльки множина Q×R всюди щiльна
в R2, то Sf теж всюди щiльна в R2. Отже, функцiя f м’яко неперервна.
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З iншого боку, для кожної точки x ∈ R \ Q функцiя fx є майже
неперервною i не є квазiнеперервною в жоднi точцi. Це означає, що Sfx = ∅
для x ∈ R \Q. Отже, fx не є м’яко неперервна для кожного x ∈ R \Q.

Висновки до роздiлу 4.

В цьому роздiлi вивчаються нарiзнi i сукупнi властивостi деяких ослаблень
неперервностi.

У пiдроздiлi 4.1 дано характеризацiю сукупної квазiнеперервностi
вiдображення вiд двох змiнних. Зокрема, вказано достатнi умови на простори
X, Y i Z при яких має мiсце рiвнiсть класiв KhK̃(X × Y, Z) = K(X × Y, Z).

Пiдроздiл 4.2 присвячений вивченню множини точок симетричної
квазiнеперервностi, симетричної ледь неперервностi та симетричної
клiковостi функцiй f : R × Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної.
Зокрема, встановлено, що горизонтально i вертикально квазiнеперервна
функцiя f : R × Y → R, яка монотонна вiдносно першої змiнної, є
квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних.

Дослiдженню властивостей слабкої горизонтальної квазiнеперервностi
присвячено пiдроздiл 4.3. Тут, зокрема, дано ще одну характеризацiю
сукупної квазiнеперервностi вiдображення вiд двох змiнних за участю слабкої
горизонтальної квазiнеперервностi.

У пiдроздiлi 4.4 вивчаються достатнi умови, при яких для вiдображення
f : X × Y → Z iснує залишкова в X множина A, така, що вiдображення f
сукупно майже неперервне, симетрично майже квазiнеперервне вiдносно x,
симетрично майже ледь неперервне вiдносно x, симетрично клiкове вiдносно
x чи симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .

Уточненi достатнi умови iснування точок симетричної квазiнеперервностi
та клiковостi функцiй двох змiнних вказано в пiдроздiлi 4.5.

В пiдроздiлi 4.6 знайдено необхiднi та достатнi умови, при яких для
вiдображення f : X × Y → Z iснує залишкова в X множина A,
така, що вiдображення f симетрично клiкове вiдносно x чи симетрично
квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y .

Пiдроздiл 4.7 присвячений вивченню сукупних властивостей функцiй
f : R× Y → R, якi мають замкнений графiк вiдносно першої змiнної.

179



У пiдроздiлi 4.8 вивчаються нарiзнi та сукупнi властивостi деяких
аналогiв клiковостi. Зокрема, встановлено характеризацiю точкової
розривностi вiдображення вiд двох змiнних.
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РОЗДIЛ 5.

РIЗНОВИДИ КВАЗIНЕПЕРЕРВНОСТI ТА ТОЧКИ

НЕПЕРЕРВНОСТI ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

5.1. Розвиток теореми Калбрi-Троаллiка. Властивiсть

Гана.

5.1.1. Нагадаємо, що вiдображення f : X ×Y → Z має властивiсть Гана,
якщо множина CY (f) залишкова вX. Спочатку покажемо, що клас просторiв
Гана ширший нiж клас просторiв з другою аксiомою злiченностi.

Приклад 5.1.1. Iснує простiр Гана, який не задовольняє другу аксiому
злiченностi.

Побудова прикладу. Розглянемо простiр P = R×[0,+∞), де за δ-околи точок
(x, y) ∈ R × (0,+∞) будемо брати звичайнi околи в евклiдовiй топологiї, а
для точок (x, 0) ∈ R × {0} базисними δ-околами будуть служити множини
([x− δ, x+ δ]× (0, δ]) ∪ {(x, 0)}.

Цей простiр не буде задовольняти другу аксiому злiченностi, бо вiн мiстить
континуальний дискретний пiдпростiр R× {0}.

Розглянемо довiльну функцiю f з CC(X × P,Z), де X – топологiчний
простiр, а Z – метризовний. Введемо в розгляд простiр P0 = R × [0,+∞)

з евклiдовою топологiєю. Простiр P0 задовольняє другу аксiому злiченностi.
Покажемо, що f ∈ CC(X × P0, Z). Для цього досить пояснити, що коли
функцiя g : P → Z – неперервна, то i функцiя g : P0 → Z є неперервною.

Нехай | ◦ − ◦ | – метрика на просторi Z, яка породжує його топологiю.
Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, 0) i покладемо z0 = g(p0). З неперервностi
g : P → Z випливає, що для кожного ε > 0 iснує δ > 0, таке, що

|g(x, y)− g(x0, 0)| ≤ ε, коли x ∈ [x0 − δ, x0 + δ], 0 < y ≤ δ. (∗)

Зрозумiло, що коли 0 < y ≤ δ, то |g(x0, y) − g(x0, 0)| ≤ ε. Отже, gx0 –
неперервна в точцi y0. Тодi для всiх x ∈ R функцiї gx : [0,+∞)→ Z –
неперервнi. Переходячи до границi в нерiвностi (*) при y → +0,
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одержуємо, що |g(x, 0) − g(x0, 0)| ≤ ε. Отже, |g(x, y) − g(x0, 0)| ≤ ε, коли
x ∈ [x0 − δ, x0 + δ], 0 ≤ y ≤ δ. Це означає, що функцiя g : P0 → Z

неперервна в точцi p0.
У випадку коли p = (x, y), де y > 0, системи околiв точки p у просторах

P i P0 одинаковi. Отже, функцiя g : P0 → Z неперервна.
Таким чином, f ∈ CC(X × P0, Z). Тодi iснує залишкова множина A в X,

така, що вiдображення f : X × P0 → Z неперервне в кожнiй точцi множини
A× P0. Залишилось показати, що i вiдображення f : X × P → Z неперервне
на A× P . Цей факт одразу стає очевидним у зв’язку з тим, що кожний окiл
точки у просторi X × P0 є околом вiдповiдної точки у просторi X × P .

Таким чином, простiр P є простором Гана, який не задовольняє другу
аксiому злiченностi.

5.1.2. Нам знадобляться наступне допомiжне твердження.

Лема 5.1.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – регулярний простiр,
f : X × Y → Z – горизонтально квазiнеперервне вiдображення, A – всюди
щiльна в X множина i звуження f |A×Y – неперервне вiдображення. Тодi
вiдображення f неперервне в кожнiй точцi множини A× Y .

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку (x0, y0) ∈ A × Y i довiльний окiл W

точки z0 = f(x0, y0). Оскiльки простiр Z регулярний, то iснує замкнений
окiл W1 точки z0, такий, що W1 ⊆ W . З неперервностi f |A×Y в точцi
(x0, y0) випливає, що iснують вiдкритi околи U i V точок x0 i y0 вiдповiдно у
просторах X i Y , такi, що f((A∩U)× V ) ⊆ W1. Згiдно з лемою 4.1.1 маємо,
що f(U × V ) ⊆ ⊆ f((A ∩ U)× V ) ⊆ W1 = W1 ⊆ W . Отже, вiдображення f
неперервне в точцi (x0, y0).

Наступна теорема була встановлена в [342, 353].

Теорема 5.1.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
першу аксiому злiченностi, Z – метризовний простiр i f : X × Y → Z –
вiдображення з класу KhC(X × Y, Z). Тодi для кожного y ∈ Y множина
Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} є залишковою в X.

Тепер переходимо до викладу основних результатiв цього пiдроздiлу. Для
їх встановлення ми скористаємося прийомом, який був запропонований в
[334].
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Теорема 5.1.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – сепарабельний з
першою аксiомою злiченностi простiр Гана, Z – метризовний простiр i
f ∈ KhC(X × Y, Z). Тодi вiдображення f має властивiсть Гана.

Доведення. Нехай спочатку простiр X берiвський. Згiдно з теоремою 5.1.1
для кожного y ∈ Y множина Cy(f) є залишковою в X. Оскiльки простiр Y
сепарабельний, то iснує злiченна всюди щiльна множина Y0 в Y . Позначимо
X0 =

⋂
y∈Y0

Cy(f). Множина X0 залишкова, бо кожна множина Cy(f)

залишкова, а множина Y0 злiченна.
Розглянемо звуження g = f |X0×Y . Легко бачити, що g ∈ CC(X0 × Y, Z).

Оскiльки простiр Y є простором Гана, то вiдображення g має властивiсть
Гана. Це означає, що множина A = CY (g) = {x ∈ X0 : {x} × Y ⊆ C(g)} є
залишковою в X0. Оскiльки X \A = (X \X0) ∪ (X0 \A), множина X \X0 є
першої категорiї в X i множина X0 \A є першої категорiї в X0, а значить i в
X, то множина X \ A є першої категорiї в X, отже, A – залишкова в X.

Оскiльки простiр X берiвський, то залишкова множина A всюди щiльна в
X. Якщо тепер скористаємося лемою 5.1.1, то одержимо, що вiдображення f
неперервне в кожнiй точцi множини A× Y .

Нехай тепер X – довiльний топологiчний простiр. Згiдно з теоремою
Банаха про категорiю [325, с. 87–90] простiр X можна подати у виглядi
диз’юнктного об’єднання XI t XII t Γ, де XI – вiдкрита в X множина
першої категорiї, XII– вiдкрита в X множина, яка є берiвським простором в
iндукованiй з X топологiї i Γ – замкнена нiде не щiльна в X множина, що є
межею множини XII . Нехай f0 = f |XII×Y . Зрозумiло, що f0 ∈ KhC(XII ×
Y, Z). Оскiльки простiр XII берiвський, то за доведеним вище CY (f0)

залишкова в XII , а значить, i в X, адже XII = X \ (XI∪ Г) залишкова в
X. Але ж XII – вiдкрита множина, то CY (f0) ⊆ CY (f). Тому i множина
CY (f) є залишковою в X.

5.1.3. Розглянемо ще один клас вiдображень, якi мають властивiсть Гана.

Теорема 5.1.3. Нехай простiр X задовольняє другу аксiому злiченностi,
Y – берiвський простiр, який є простором Гана i кожна всюди щiльна в
Y множина є сепарабельною, Z – метризовний сепарабельний простiр i
вiдображення f : X × Y → Z квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних i
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неперервне вiдносно другої змiнної. Тодi вiдображення f має властивiсть
Гана.

Доведення. Нехай спочатку простiр X берiвський. Згiдно з теоремою 4.1.3
у просторi Y iснує всюди щiльна множина B, така, що вiдображення f є
симетрично квазiнеперервним вiдносно y в кожнiй точцi множини X ×B.

Вiзьмемо довiльну точку y ∈ B i покажемо, що множина Cy(f) є
залишковою в X. Нехай це не так, тобто множина Dy(f) = X \ Cy(f) є
множиною другої категорiї в X. Нехай {Wn : n ∈ N} – база простору Z. Для
кожного номера n розглянемо множини

An = {x ∈ Dy(f) : (∀U ∈ Ux)(∀V ∈ Vy)(f(x, y) ∈ Wn, f(U × V ) 6⊆ Wn)},

де Ux i Vy – системи околiв точок x i y вiдповiдно. Зрозумiло, що
∞⋃
n=1

An = Dy(f). Оскiльки множина Dy(f) залишкова, то iснують номер n0

i вiдкрита множина G, такi, що множина An0
щiльна в G. З симетричної

квазiнеперервностi в кожнiй точцi множини G × {y} випливає, що iснують
вiдкрита множина U i окiл V точки y, такi, що U ⊆ G i f(U × V ) ⊆ Wn0

.
Тодi U ∩ An0

= Ø. А це суперечить щiльностi множини An0
в G. Отже, для

кожного y ∈ B множина Cy(f) є залишковою в X.
Оскiльки з кожної всюди щiльної множини в Y можна видiлити злiченну

всюди щiльну множину, то iснує злiченна всюди щiльна множина B0 в Y ,
така, що B0 ⊆ B. Позначимо X0 =

⋂
y∈B0

Cy(f). Множина X0 залишкова, бо

кожна множина Cy(f) залишкова, а множина Y0 злiченна.
Розглянемо звуження g = f |X0×Y . Легко бачити, що g ∈ CC(X0 × Y, Z).

Оскiльки простiр Y є простором Гана, то вiдображення g має властивiсть
Гана. Це означає, що множина A = CY (g) = {x ∈ X0 : {x} × Y ⊆ C(g)} є
залишковою в X0. Оскiльки X \A = (X \X0) ∪ (X0 \A), множина X \X0 є
першої категорiї в X i множини X0 \A є першої категорiї в X0, а значить i в
X, то множина X \ A є першої категорiї в X, отже, A – залишкова в X.

З беровостi проструX випливає, що множина A всюди щiльна. Якщо тепер
скористатись лемою 5.1.1, то одержимо, що вiдображення f є неперервним
на A× Y .

Аналогiчно до того, як це робилось в теоремi 5.1.2 розглядається випадок,
коли X – довiльний топологiчний простiр з другою аксiомою злiченностi.
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5.2. Два класи вiдображень, якi володiють властивiстю

Гана

5.2.1. Нам будуть потрiбнi наступнi простi леми.

Лема 5.2.1. Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний простiр,
вiдображення f : X → Y – майже неперервне в точцi x0 ∈ X i
квазiнеперервне. Тодi f неперервне в точцi x0.

Доведення. Вiзьмемо довiльний замкнений окiл V точки y0 = f(x0) в Y .
Оскiльки f майже неперервне в точцi x0, то iснує множина A в X, така,
що x0 ∈ intA i f(A) ⊆ V . Тодi згiдно з теоремою 3.4.2 про характеризацiю
квазiнеперервностi через операцiї замикання та внутрiшностi маємо, що

f(intA) ⊆ f(A) ⊆ V = V.

Отже, вiдображення f неперервне в точцi x0.

Лема 5.2.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – метричний простiр,
функцiя f : X → Y – майже неперервна i клiкова. Тодi f неперервна.

Доведення. Нехай | ◦ − ◦ | – метрика в просторi Y . Будемо мiркувати вiд
супротивного. Нехай функцiя f розривна в деякiй точцi x0 ∈ X. Тодi iснує
ε > 0, таке, що для довiльного околу U точки x0 в X iснує точка x1 ∈ U ,
що |f(x) − f(x0)| ≥ ε. Оскiльки функцiя f майже неперервна в точцi x0, то
iснує множина A0 в X, така, що x0 ∈ intA0 i |f(x) − f(x0)| < ε

3 для x ∈ A0.
Нехай x1 ∈ intA0 i |f(x1) − f(x0)| ≥ ε. З майже неперервностi функцiї f в
точцi x1 iснує множина A1 в X, така, що x1 ∈ intA1 i |f(x)− f(x1)| < ε

3 для
x ∈ A1. Оскiльки функцiя f клiкова, то iснує вiдкрита непорожня множина
G в X, така, що G ⊆ intA0 ∩ intA1 i ωf(G) < ε

3 . Вiзьмемо точки a0 ∈ A0 ∩G
i a1 ∈ A1 ∩G. Тодi

|f(x1)− f(x0)| ≤ |f(x1)− f(a1)|+ |f(a1)− f(a0)|+ |f(a0)− f(x0)| <

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Одержали суперечнiсть. Отже, функцiя f неперервна.

Теорема 5.2.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори, Z – метризовний
простiр, B – множина злiченного типу в Y , f : X × Y → Z – сукупно
казiнеперервне вiдображення i fx – майже неперервне для всiх x з деякої
залишкової в X множини. Тодi множина CB(f) залишкова в X.
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Доведення. Для доведення теореми, згiдно з лемою 5.2.1, достатньо показати
iснування залишкової в X множини A, такої, що вiдображення f майже
неперервне за сукупнiстю змiнних в кожнiй точцi множини A×B.

Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай iснує множина E1 другої
категорiї в X, така, що для кожного x ∈ E1 iснує точка yx ∈ B, що
вiдображення f не є майже неперервним за сукупнiстю змiнних в точцi (x, yx).
Зафiксуємо метрику | ◦ − ◦ | в просторi Z, яка породжує його топологiю.
Оскiльки множина E1 другої категорiї, то iснують ε > 0 i множина

E2 = {x ∈ E1 : (∀O ⊆ X × Y |(x, yx) ∈ intO)(ωf(O) ≥ ε)}

другої категорiї в X.
Нехай M – це множина точок x ∈ X, для яких вiдображення fx

майже неперервне. Оскiльки за умовою множина M залишкова, то множина
E = E2 ∩M другої категорiї в X. Розглянемо послiдовнiсть {Vn : n ∈ N}
вiдкритих непорожнiх множин в Y , якi фiгурують в означеннi множини
злiченного типу, для множини B. Покладемо

An = {x ∈ E : (yx ∈ Vn)(∃Bx ⊆ Y )(Vn ⊆ Bx)(ωfx(Bx) <
ε

4
)}.

Легко бачити, що E =
∞⋃
n=1

An. Тодi iснує номер n0, такий, що множина An0

десь щiльна в X. Нехай An0
⊇ U0, де U0 – вiдкрита непорожня множина в X.

Позначимо V0 = Vn0
. Оскiльки вiдображення f квазiнеперервне за сукупнiстю

змiнних, то iснують вiдкритi непорожнi множини U i V вiдповiдно в X i Y ,
такi, що U ×V ⊆ U0×V0 i ωf(U ×V ) < ε

4 . Покладемо O =
⋃

x∈U∩An0

({x}×Bx).

Ця множина щiльна в U × V0. Покажемо, що ωf(O) < ε. Вiзьмемо двi точки
pi = (xi, yi) ∈ O, де i = 1, 2. Нехай qi ∈ {xi} × (Bxi ∩ V ), де i = 1, 2. Тодi

|f(p1)−f(p2)| ≤ |f(p1)−f(q1)|+|f(q1)−f(q2)|+|f(q2)−f(p2)| <
ε

4
+
ε

4
+
ε

4
=

3ε

4
.

Отже, ωf(O) ≤ 3ε
4 < ε. Оскiльки iснує точка x ∈ An0

∩U ⊆ E2, то приходимо
до суперечностi. Теорему доведено.

Теорема 5.2.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – сепарабельний з
першою аксiомою злiченностi простiр Гана, Z – метризовний простiр,
f : X × Y → Z – сукупно квазiнеперервне вiдображення i fx – майже
неперервне для всiх x з деякої залишкової в X множини. Тодi f має
властивiсть Гана.
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Доведення. Нехай спочатку X – берiвський простiр. Зафiксуємо метрику на
просторi Z, яка породжує його топологiю. Оскiльки простiр Y сепарабельний,
то iснує множина Y0 = {y1, y2, ..., yn, ...}, така, що Y0 = Y . Згiдно з теоремою
5.2.1 множина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)} залишкова в X для кожного
y ∈ Y . Нехай M – це множина точок x ∈ X, для яких вiдображення fx

майже неперервне. Тодi множина X0 = M ∩
⋂
y∈Y0

Cy(f) теж залишкова в

X. Покладемо g = f |X0×Y . Вiдображення gx майже неперервне i точково
розривне (а значить, клiкове) для всiх x ∈ X0. Тому згiдно з лемою 5.2.2
вiдображення gx неперервне для x ∈ X0. Крiм того, для кожного y ∈ Y0

вiдображення gy неперервне. Таким чином, g ∈ CC(X0 × Y, Z). Оскiльки
простiр Y є простором Гана, то iснує залишкова в X0 множина A, така, що
A × Y ⊆ C(g). Оскiльки X \ A = (X \ X0) ∪ (X0 \ A), множина X \ X0 є
першої категорiї в X i множина X0 \ A є першої категорiї в X0, а значить i
в X, то множина X \ A є першої категорiї в X, отже, A – залишкова в X.
Оскiльки простiр X берiвський, то множина A всюди щiльна. Таким чином,
вiдображення f сукупно майже неперервне в кожнiй точцi множини A × Y .
Якщо врахувати, що вiдображення f квазiнеперервне за сукупнiстю змiнних,
то скориставшись лемою 5.2.1 одержимо, що вiдображення f неперервне в
кожнiй точцi множини A× Y .

Нехай тепер X – довiльний топологiчний простiр. Згiдно з теоремою
Банаха про категорiю простiр X можна подати у виглядi диз’юнктного
об’єднання XI t XII t Γ, де XI – вiдкрита в X множина першої категорiї,
XII – вiдкрита в X множина, яка є берiвським простором в iндукованiй
з X топологiї i Γ – замкнена нiде не щiльна в X множина, що є межею
множини XII . Нехай f0 = f |XII×Y . Зрозумiло, що вiдображення f0 сукупно
квазiнеперервне i fx0 – майже неперервне для всiх x з деякої залишкової в
XII множини. Оскiльки простiр XII берiвський, то за доведеним вище iснує
залишкова множина A в XII , така, що A×Y ⊆ C(f0). Множина A залишкова
i в X, адже XII = X \ (XI ∪ Γ) залишкова в X. Оскiльки XII – вiдкрита
множина, то C(f0) ⊆ C(f). Тому A× Y ⊆ C(f).

5.2.1. Тепер перейдемо до вивчення питання множини точок неперервностi
функцiй вiд двох змiнних, якi монотоннi вiдносно першої змiнної. Спочатку
переконаємося, що нарiзно монотонна функцiя f : R2 → R є точково
розривною. Насправдi ми встановимо трохи сильнiший результат.
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Теорема 5.2.3. Має мiсце включення

MM(R2,R) ⊆ P (R2,R).

Доведення. Нехай функцiя f : R2 → R, така, що fy монотонна для всiх y з
деякої всюди щiльної в R множини i fx монотонна для всiх x з R. Будемо
мiркувати вiд супротивного. Припустимо, що iснують вiдкритi непорожнi
множини U i V в R, такi, що функцiя f розривна в кожнiй точцi з U × V .
Тодi iснує ε > 0, таке, що множина E = {p ∈ U ×V : ωf(p) ≥ ε} десь щiльна.
Нехай множина E щiльна в U1 × V1, де U1 i V1 вiдкритi непорожнi множини
в R. Оскiльки множина E замкнена, то U1 × V1 ⊆ E ⊆ U × V .

Нехай {Vn : n ∈ N} – база в R. Розглянемо множини

An = {x ∈ U1 : ωfx(Vn) <
ε

16
}.

Оскiльки монотонна функцiя точково розривна, то U1 =
∞⋃
n=1

An. Тодi iснує

номер n0, такий, що множина An0
щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй

множинi U2. Покладемо V0 = Vn0
. Iснує точка y0 ∈ V0, така, що функцiя

fy0
монотонна, а отже, точково розривна. Тому iснує невироджений вiдрiзок

[a, b] в U2, такий, що a, b ∈ An0
i ωfy0([a, b]) < ε

16 .
Вiзьмемо довiльний невироджений вiдрiзок [c, d], такий, що y0 ∈ [c, d] ⊆ V0

i функцiї fc i fd монотоннi. Покажемо, що ωf([a, b]× [c, d]) < ε. Маємо

|f(a, c)−f(b, c)| ≤ |f(a, c)−f(a, y0)|+|f(a, y0)−f(b, y0)|+|f(b, y0)−f(b, c)| < 3ε

16

i аналогiчно |f(a, d) − f(b, d)| < 3ε
16 . Оскiльки функцiї fc i fd монотоннi, то

|f(x′, c)− f(x′′, c)| < 3ε
16 i |f(x′, d)− f(x′′, d)| < 3ε

16 для довiльних точок x′, x′′ ∈
[a, b]. Тодi для довiльного x ∈ [a, b] маємо

|f(x, c)−f(x, d)| ≤ |f(x, c)−f(a, c)|+|f(a, c)−f(a, d)|+|f(a, d)−f(x, d)| < 7ε

16
.

Також з монотонностi функцiї fx для кожного x ∈ [a, b] i довiльних
y′, y′′ ∈ [c, d] випливає, що |f(x, y′)− f(x, y′′)| < 7ε

16 . Тодi для довiльних точок
pi = (xi, yi) ∈ [a, b]× [c, d], i = 1, 2 маємо

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(x1, y0)|+ |f(x1, y0)− f(x2, y0)|+

+|f(x2, y0)− f(p2)| <
15ε

16
.

Таким чином ωf([a, b] × [c, d]) ≤ 15ε
16 < ε. Оскiльки [a, b] × [c, d] ⊆ E, то

одержуємо суперечнiсть.
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Тепер розглянемо функцiї f : R2 → R, якi монотоннi вiдносно першої
змiнної i неперервнi вiдносно другої змiнної при значеннях першої з деякої
залишкової множини.

Теорема 5.2.4. Нехай Y – топологiчний простiр, B – множина злiченного
типу в Y i f ∈MC̃(R× Y,R). Тодi множина CB(f) залишкова в R.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай множина
E1 = R \ CB(f) – множина другої категорiї в R. Для кожного x ∈ E1

iснує точка yx ∈ B, що вiдображення f не є неперервним за сукупнiстю
змiнних в точцi (x, yx). Оскiльки множина E1 другої категорiї, то iснує ε > 0,
таке, що множина E2 = {x ∈ E1 : ωf({(x, yx)}) ≥ ε} другої категорiї в R.

Оскiльки за умовою множина XC(f) залишкова, то множина
E = E2 ∩XC(f) другої категорiї в R. Розглянемо послiдовнiсть {Vn : n ∈ N}
вiдкритих непорожнiх множин в Y , якi фiгурують в означеннi множини
злiченного типу, для множини B. Покладемо

An = {x ∈ E : yx ∈ Vn, ωfx(Vn) <
ε

8
}.

Оскiльки вiдображення fx неперервне для x ∈ E, то E =
∞⋃
n=1

An. Тодi iснує

номер n0, такий, що множина An0
десь щiльна в R. Нехай An0

⊇ U0, де
U0 – вiдкрита непорожня множина в X. Позначимо V0 = Vn0

. Вiзьмемо
довiльну точку y0 ∈ V0. Оскiльки функцiя fy0

монотонна, то вона точково
розривна. Тому iснує невироджений вiдрiзок [a, b] ⊆ U0, такий, що a, b ∈ An0

i ωfy0([a, b]) < ε
8 .

Покажемо, що ωf([a, b]× V0) < ε. Вiзьмемо довiльну точку y ∈ V0. Тодi

|f(a, y)− f(b, y)| ≤ |f(a, y)− f(a, y0)|+ |f(a, y0)− f(b, y0)|+

+|f(b, y0)− f(b, y)| ≤ 3ε

8
.

Оскiльки функцiя fy монотонна для кожного y ∈ V0, то для довiльних точок
x′, x′′ ∈ [a, b] маємо, що |f(x′, y) − f(x′′, y)| ≤ 3ε

8 . Вiзьмемо довiльнi точки
pi = (xi, yi) ∈ [a, b]× V0, де i = 1, 2. Тодi

|f(p1)−f(p2)| ≤ |f(p1)−f(a, y1)|+ |f(a, y1)−f(a, y2)|+ |f(a, y2)−f(p2)| ≤
7ε

8
.

Отже, ωf([a, b] × V0) ≤ 7ε
8 < ε. Оскiльки An0

∩ [a, b] 6= Ø, то одержали
суперечнiсть з припущенням.
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Теорема 5.2.5. Нехай Y – сепарабельний з першою аксiомою злiченностi
простiр Гана i f ∈ MC̃(R × Y,R). Тодi вiдображення f має властивiсть
Гана.

Доведення. Доведення цiєї теореми аналогiчне до доведення теореми 5.2.2.
Зафiксуємо метрику на просторi Z, яка породжує його топологiю. Оскiльки
простiр Y сепарабельний, то iснує множина Y0 = {y1, y2, ..., yn, ...}, така, що
Y0 = Y . Згiдно з теоремою 5.2.4 множина Cy(f) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C(f)}
залишкова в R для кожного y ∈ Y . Нехай M – це множина точок x ∈ R,
для яких вiдображення fx неперервне. Тодi множина X0 = M ∩

⋂
y∈Y0

Cy(f)

теж залишкова в R. Покладемо g = f |X0×Y . Вiдображення gx неперервне для
всiх x ∈ X0 i для кожного y ∈ Y0 вiдображення gy неперервне. Таким чином,
g ∈ CC(X0×Y, Z). Оскiльки простiр Y є простором Гана, то iснує залишкова
в X0 множина A, така, що A×Y ⊆ C(g). Оскiльки R\A = (R\X0)∪(X0\A),
множина R \X0 є першої категорiї в R i множина X0 \ A є першої категорiї
в X0, а значить i в R, то множина X \ A є першої категорiї в X, отже, A –
залишкова в X.

Покажемо, що i вiдображення f неперервне в кожнiй точцi множини A×Y .
Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ A×Y i ε > 0. Оскiльки вiдображення
g неперервне в точцi p0, то iснують вiдкритi околи U та V точок x0 та y0

вiдповiдно в просторах R та Y , такi, що ωg((U ∩ A) × V ) < ε
4 . Оскiльки

для кожного y ∈ V функцiя fy монотонна i множина A щiльна в U , то для
довiльних x′, x′′ ∈ U маємо, що |f(x′, y) − f(x′′, y)| ≤ ε

4 . Вiзьмемо довiльнi
точки pi = (xi, yi) ∈ U × V , де i = 1, 2. Тодi

|f(p1)−f(p2)| ≤ |f(p1)−f(x0, y1)|+|f(x0, y1)−f(x0, y2)|+|f(x0, y2)−f(p2)| ≤
3ε

4
.

Отже, ωf((U × V ) < ε. Це означає, що функцiя f неперервна в точцi p0.
Таким чином, A ⊆ CY (f), а оскiльки множина A залишкова, то множина

CY (f) залишкова. Отже, функцiя f має властивiсть Гана.

5.3. Точки сукупної неперервностi та великi коливання

5.3.1. Нам буде потрiбна наступна проста властивостi горизонтально
квазiнеперервних вiдображень.
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Лема 5.3.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний простiр
з метрикою | ◦ − ◦ |Z i f : X × Y → Z – горизонтально квазiнеперервне
вiдображення. Тодi для кожного ε > 0 множина Qε(f) = {(x, y) ∈ X × Y :

ωfy(x) < ε} всюди щiльна в X × Y .

Доведення. Нехай ε > 0, U i V – вiдкритi непорожнi множини в X i Y
вiдповiдно. Покажемо, що Qε(f) ∩ (U × V ) 6= ∅. Вiзьмемо довiльну точку
p = (x, y) ∈ U × V i скористаємось горизонтальною квазiнеперервнiстю f

у точцi p. Якщо взяти за W вiдкриту кулю з центром у точцi z = f(p) i
радiусом ε

3 в Z, то iснують непорожня вiдкрита в X множина G в X i точка
b ∈ V , такi, що G ⊆ U i |f(u, b)−z|Z < ε

3 , як тiльки u ∈ G. Тодi для довiльних
u′, u′′ ∈ G будемо мати

|f(u′, b)− f(u′′, b)|Z ≤ |f(u′, b)− z|Z + |f(u′′, b)− z|Z <
2ε

3
,

отже, ωfb(G) ≤ 2ε
3 < ε. Тому ωfb(x) < ε для довiльного x ∈ G. Взявши яку-

небудь точку a ∈ G, ми отримаємо, що (a, b) ∈ Qε(f)∩ (U × V ), що i дає нам
рiвнiсть Qε(f) = X × Y .

Наступний простий приклад показує, що горизонтальна
квазiнеперервнiсть занадто сильна умова у теоремах про властивiсть
Гана.

Приклад 5.3.1. Iснує функцiя f : R2 → R, яка має властивiсть Гана i не
є горизонтально квазiнеперервною.

Побудова прикладу. Визначимо функцiю f : R2 → R так:

f(x, y) =

{
1, x = 0,

0, x 6= 0.

В кожнiй точцi вiсi ординат x = 0 функцiя f не є горизонтально
квазiнеперервною, але вона має властивiсть Гана, бо CY (f) = R \ {0}, i,
крiм того, f неперервна вiдносно другої змiнної.

Щоб дати таке уточнення результату з [353], яке б включало i цей приклад,
уведемо такi властивостi вiдображення f : X × Y → Z:

(i) для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i
Y та довiльної множини A в X, для якої U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G× V ) ⊆ f((G ∩ A)× V );
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(ii) для кожного ε > 0 множина Qε(f) = {(x, y) ∈ X × Y : ωfy(x) < ε}
всюди щiльна в просторi X × Y ;

(iii) множина XC(f) = {x ∈ X : fx – неперервне} є залишковою в X.
Як бачимо, умова (i) є послабленням властивостi, встановленої у лемi 4.1.1,

а умова (ii) – це висновок леми 5.3.1. Отже, горизонтально квазiнеперервнi
вiдображення мають властивостi (i) та (ii). Остання властивiсть (iii) є
послабленням умовиXC(f) = X, яка означає неперервнiсть f вiдносно другої
змiнної. У умовах (i) i (iii) X, Y i Z – довiльнi топологiчнi простори, в умовi
(ii) простiр Z метричний.

Для довiльних топологiчних просторiв X та Y i метричного простору
Z символом N (X × Y, Z) позначимо сукупнiсть усiх вiдображень
f : X × Y → Z, якi мають усi три властивостi (i), (ii) та (iii), а елементи з
N (X × Y, Z) назвемо N -вiдображеннями. З результатiв лем 4.1.1 та 5.3.1
випливає, що KhC(X × Y, Z) ⊆ N (X × Y, Z).

Ще раз нагадаємо, що як i в [53], пiдмножину B топологiчного простору
Y ми називаємо множиною злiченного типу, якщо iснує така не бiльш нiж
злiченна система V = {Vn : n ∈ N} вiдкритих множин Vn в Y , що для кожної
точки y ∈ B система V(y) = {Vn : y ∈ Vn} є базою околiв точки y в просторi
Y . Така система V називається злiченною базою для B. Увесь простiр Y є
множиною злiченного типу тодi i тiльки тодi, коли вiн має не бiльш нiж
злiченну базу, тобто задовольняє другу аксiому злiченностi, а виконання
першої аксiоми злiченностi в Y означає, що всi одноточковi множини {y}
в Y є множинами злiченного типу.

5.3.2. Наступна теорема узагальнює результати з [53] i [353] i багато iнших
результатiв такого типу.

Теорема 5.3.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z –
метричний простiр з метрикою | ◦ − ◦ |, B – множина злiченного
типу в Y i f : X × Y → Z – N -вiдображення. Тодi множина
CB(f) = {x ∈ X : {x} ×B ⊆ C(f)} є залишковою в X.

Доведення. Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що доповнення

E1 = X \ CB(f) = {x ∈ X : ∃yx ∈ B, (x, yx) ∈ D(f)}

є множиною другої категорiї в X. За умовою (iii) множина E2 = XC(f)

залишкова в X, тобто доповнення X \ E2 є множиною першої категорiї в
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X. Тодi i рiзниця E1 \ E2 – це множина першої категорiї в X, а значить,
перетин E3 = E1∩E2 є множиною другої категорiї в X, бо iнакше i множина
E1 = (E1∩E2)∪ (E1 \E2) була би множиною першої категорiї в X. Оскiльки
об’єднання послiдовностi множин першої категорiї залишається множиною

першої категорiї i E3 =
∞⋃
n=1
{x ∈ E3 : ωf(x, yx) ≥ 1

n}, то iснує таке ε > 0, що i

E = {x ∈ E3 : ωf(x, yx) ≥ ε} є множиною другої категорiї в X.
Нехай V = {Vn : n ∈ N} – злiченна база для B. Розглянемо множини

An = {x ∈ E : yx ∈ Vn, ωfx(Vn) <
ε

6
}.

Легко перевiрити, що
∞⋃
n=1

An = E. Справдi, нехай x ∈ E. Тодi x ∈ XC(f)

i вiдображення fx : Y → Z неперервне, зокрема, воно буде неперервним
у точцi yx. Тому iснує такий окiл V0 точки yx в Y , що ωfx(V0) < ε

6 . Але
yx ∈ B, отже, V(yx) є базою околiв точки yx в Y . Тодi iснує такий номер n,
що yx ∈ Vn ⊆ V0, а значить, yx ∈ Vn i ωfx(Vn) < ε

6 , отже, x ∈ An.

Оскiльки E – це множина другої категорiї в X i E =
∞⋃
n=1

An, то iснує

такий номер m, що множина A = Am десь щiльна в X, тобто вiдкрита
множина U0 = intA не порожня. Тодi з умови (ii) негайно випливає, що
iснують точка b ∈ V = Vm i вiдкрита непорожня множина U в X, такi,
що U ⊆ U0 i ωfb(U) < ε

6 . Використавши умову (i), отримаємо, що iснує така
вiдкрита непорожня множина G вX, що G ⊆ U i f(G×V ) ⊆ f((G ∩ A)× V ).

Покажемо, що ωf(G×V ) < ε. Нехай pi ∈ G×V при i = 1, 2. Для кожного
i = 1, 2 знайдемо таку точку qi ∈ (G ∩ A) × V , що |f(pi) − f(qi)| < ε

6 .
Нехай ui = prX(qi) при i = 1, 2. Розглянемо точки ri = (ui, b). Оскiльки
ui ∈ G ∩ A ⊆ U , то

|f(r1)− f(r2)| = |fb(u1)− fb(u2)| ≤ ωfb(U) <
ε

6
.

Покладемо vi = prY (qi). Оскiльки vi, b ∈ V = Vm i ui ∈ A = Am при i = 1, 2,
то з означення множини Am випливає, що

|f(qi)− f(ri)| = |fui(vi)− fui(b)| ≤ ωfui(Vm) <
ε

6

при i = 1, 2. На основi цього будемо мати:

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(q1)|+ |f(q1)− f(r1)|+ |f(r1)− f(r2)|+
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+|f(r2)− f(q2)|+ |f(q2)− f(p2)| <
5ε

6
,

а значить, ωf(G× V ) ≤ 5ε
6 < ε.

Оскiльки ∅ 6= G ⊆ U ⊆ U0 ⊆ A i множина G вiдкрита,
то iснує точка a ∈ G ∩ A. З означення множини Am випливає, що
ya ∈ V , отже, p = (a, ya) ∈ G× V , звiдки за доведеним отримуємо, що
ωf(p) ≤ ωf(G× V ) < ε. Але ж з другого боку a ∈ A ⊆ E i тому
ωf(p) = ωf(a, ya) ≥ ε. Отримана суперечнiсть завершує доведення теореми
5.3.1.

З теореми 5.3.1 негайно випливає такий наслiдок.

Наслiдок 5.3.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр i f : X × Y → Z – N -вiдображення. Тодi:

a) якщо простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то множина
Cy(f) залишкова для кожного y ∈ Y ;

б) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то f має
властивiсть Гана.

5.3.3. Метод Гана з [125] був розвинутий в [331, теорема 3.4.2].

Теорема 5.3.2. [331, теорема 3.4.2] Нехай X – берiвський простiр, Y –
метризовний компакт, Z – метричний простiр i f ∈ KhC(X × Y, Z). Тодi
для кожного ε > 0 множина prX(Dε(f)) є замкненою i нiде не щiльною в
X.

Зауважимо, що для KC-функцiй це твердження iншим способом було
доведене в [45, наслiдок 3.8].

Зараз ми пiдсилимо теорему 5.3.2, застосувавши при цьому новий метод.

Теорема 5.3.3. Нехай X – берiвський простiр, Y – метризовний компакт,
Z – метричний простiр i f ∈ N (X×Y, Z). Тодi для кожного ε > 0 множина
prX(Dε(f)) є замкненою i нiде не щiльною в X.

Доведення. Для чисел ε > 0 i δ > 0 покладемо

A(δ, ε) = {x ∈ X : (∀y′, y′′ ∈ Y )(|y′ − y′′|Y < δ ⇒ |fx(y′)− fx(y′′)|Y ≤ ε)}.

Нехай G – довiльна непорожня вiдкрита в X множина i E = G ∩XC(f).
Оскiльки простiр X берiвський, то G є множиною другої категорiї в X.
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Множина XC(f) залишкова в X, бо f має властивiсть (iii) з означення N -
функцiй. Тому E – це множина другої категорiї в X.

Зафiксуємо ε > 0 i розглянемо множини Fn = A( 1
n , η) ∩ E, де η = ε

6 .

Зрозумiло, що
∞⋃
n=1

Fn = E. Оскiльки E є множиною другої категорiї в X, то

iснує такий номерm, що множина Fm десь щiльна вX, тобтоH = intFm 6= ∅.
Оскiльки множина H вiдкрита в X i H ⊆ Fm, то H ⊆ H ∩ Fm, звiдки
випливає, що H ∩ Fm 6= ∅. Множина U0 = H ∩ G, очевидно, вiдкрита
i непорожня, бо U0 ⊇ H ∩ Fm. Покладемо A0 = U0 ∩ Fm. Зрозумiло, що
A0 ⊆ U0 ⊆ A0.

Нехай δ = 1
2m i Vδ(y) = {v ∈ Y : |v − y|Y < δ}. З вiдкритого покриття

{Vδ(y) : y ∈ Y } компактного простору Y видiлимо скiнченне пiдпокритя, що
складається з куль Vk = Vδ(yk), де k = 1, ..., n.

Розглянемо вiдкриту непорожню множину U0 × V1 в добутку X × Y .
Оскiльки f задовольняє умову (ii), то множина Qη(f) всюди щiльна в X×Y .
Отже, iснують точка b ∈ V1 i непорожня вiдкрита в X множина G1, такi,
що G1 ⊆ U0 i ωfb(G1) < η. Згiдно з умовою (i) iснує така вiдкрита в X i
непорожня множина U1, що U1 ⊆ G1 i f(U1 × V1) ⊆ f((U1 ∩ A0)× V1).

Покажемо, що ωf(U1 × V1) < ε. Нехай p1 i p2 – довiльнi точки з U1 × V1.
Оскiльки f(pi) ∈ f((U1 ∩ A0)× V1) при i = 1, 2, то для кожного i = 1, 2 iснує
така точка qi = (ui, vi) ∈ (U1∩ A0)×V1), що |f(pi)−f(qi)|Z < η. Розглянемо
точки ri = (ui, b) при i = 1, 2. Оскiльки b i vi – це точки з кулi V1, то

|b− vi|Y ≤ |b− y1|Y + |y1 − vi|Y < 2δ =
1

m
.

Але ui ∈ A0 ⊆ Fm при i = 1, 2. Тому згiдно з означенням множини Fm будемо
мати, що

|f(qi)− f(ri)|Z = |fui(vi)− fui(b)|Z ≤ η

при i = 1, 2. Крiм того, ui ∈ U1 ⊆ G1 при i = 1, 2, отже,

|f(r1)− f(r2)|Z = |fb(u1)− fb(u2)|Z ≤ ωfb(G1) < η.

Тому
|f(p1)− f(p2)|Z ≤ |f(p1)− f(q1)|Z + |f(q1)− f(r1)|Z+

|f(r1)− f(r2)|Z + |f(r2)− f(q2)|Z + |f(q2)− f(p2)|Z < 5η.

Звiдси випливає, що ωf(U1 × V1) ≤ 5η < ε.
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Повторивши цю побудову для множини U1×V1, ми одержимо непорожню
вiдкриту в X множину U2, таку, що U2 ⊆ U1 i ωf(U2 × V2) < ε. Так крок за
кроком ми зможемо визначити вiдкритi непорожнi множини U1, U2, ..., Un в
X, такi, що Uk−1 ⊇ Uk i ωf(Uk × Vk) < ε при k = 1, ..., n.

Покладемо U = Un. Ясно, що U ⊆ Uk для кожного k = 1, ..., n, а тому
ωf(U × Vk) ≤ ωf(Uk × Vk) < ε. Для кожної точки p = (x, y) ∈ U × Y

iснує таке k = 1, ..., n, що y ∈ Vk, i тому ωf(p) ≤ ωf(U × Vk) < ε, адже
множини U × Vk вiдкритi в X × Y . Таким чином, (U × Y ) ∩ Dε(f) = ∅,
отже, U ∩ prX(Dε(f)) = ∅. Оскiльки множина U вiдкрита в X i ∅ 6= U ⊆ G,
то це i показує, що множина prX(Dε(f))нiде не щiльна в X. За теоремою
Куратовського [322, с. 200] про проекцiю, множина E = prX(Dε(f)) буде
замкненою в X.

5.3.4. Нехай X – берiвський, Y – топологiчний i Z – метричний простори i
вiдображення f : X×Y → Z має властивiсть Гана. Легко перевiрити, що тодi
f задовольняє умови (ii) та (iii), причому для виконання (ii) досить i того, що
множина Cy(f) всюди щiльна для кожного y ∈ Y . Наведемо приклад, який
показує, що умова (i) може при цьому не виконуватись.

Приклад 5.3.2. Iснує f : R× R+ → R, де R+ = [0,+∞) – додатна пiввiсь,
яка має властивiсть Гана, але умова (i) не виконується.

Побудова прикладу. Нехай n→ rn – бiєкцiя натурального ряду N на множину
Q всiх рацiональних чисел i I = R \ Q – множина всiх iррацiональних
чисел. Розглянемо функцiю f : R × R+ → R, яка визначена таким
чином: f(x, y) = 1− 2|y − n+ 1

2 |, якщо x = rn i n − 1 ≤ y ≤ n,
i f(x, y) = 0 в iнших точках. Оскiльки для кожного n маємо, що

D(f) ∩ (R× [n− 1, n]) = {rn} × (n− 1, n), то D(f) =
∞⋃
n=1
{rn} × (n − 1, n),

отже, prRD(f) = Q. Звiдси негайно випливає, що f має властивiсть Гана.
Разом з тим f не задовольняє умову (i). Справдi, для довiльної вiдкритої
непорожньої множини G в R iснує таке n, що rn ∈ G, отже,

[0, 1] = f({zn} × (n− 1, n)) ⊆ f(G× R+) ⊆ [0, 1],

а тому f(G × R+) = [0, 1]. Але f((G ∩ I) × R+) = {0}, а значить,
i f((G ∩ I)× R+) = {0}. Таким чином, f((G ∩ I)× R+) 6⊇ f(G × R+),
незважаючи на те, що I = R.
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Умова компактностi в теоремi 5.3.2 є iстотною, навiть якщо вiдображення
буде квазiнеперервним вiдносно першої змiнної i рiвномiрно неперервним
вiдносно другої. Це показує наступний приклад.

Приклад 5.3.3. Iснує функцiя f : R2 → R, яка квазiнеперервна вiдносно
першої змiнної i рiвномiрно неперервним вiдносно другої, але для деякого
ε > 0 проекцiя prX(Dε(f)) є всюди щiльною в R.

Побудова прикладу. Нехай знову n → rn : N → Q – бiєкцiя. Визначимо
функцiю f : R2 → R так: f(x, y) =

√
1
4 − (x− rn)2 − (y − n)2, якщо

rn −
√

1
4 − (y − n)2 ≤ x ≤ rn i f(x, y) = 0 в рештi точок. Всi горизонтальнi

y-розрiзи fy неперервнi злiва, а значить, i квазiнеперервнi. Далi, оскiльки

функцiя g(x, y) =
√

1
4 − x2 − y2 рiвномiрно неперервна на компактi x2 +

y2 ≤ 1
4 , то всi її x-розрiзи gx при |x| ≤ 1

2 є одностайно рiвномiрно
неперервними, звiдки негайно випливає i рiвномiрна неперервнiсть всiх x-
розрiзiв fx функцiї f . Разом з тим для ε = 1

2 маємо: (rn, n) ∈ Dε(f) для
кожного n. Отже, проекцiя A множиниDε(f) на вiсь абсцис мiстить множину
Q всiх рацiональних чисел, а значить, є всюди щiльною в R. Бiльше того,
легко перевiрити, що Dε(f) = {(rn, n) : n ∈ N} при ε = 1

2 i A = Q.

5.4. Нове узагальнення теореми Калбрi-Троаллiка

5.4.1. В цьому пiдроздiлi ми узагальнимо теореми 5.3.1 i 1.6.1.

Твердження 5.4.1. Нехай X та Y – топологiчнi простори. Многозначне
вiдображення F : X → Y буде квазiнеперервним знизу тодi i тiльки
тодi, коли для довiльної вiдкритої непорожньої множини U в X i довiльної
множини A ⊆ X з умови U ⊆ A випливає, що F (U) ⊆ F (A).

Доведення. Нехай вiдображення F квазiнеперервне знизу. Вiзьмемо довiльну
вiдкриту непорожню множину U в X i довiльну множину A ⊆ X, таку, що
U ⊆ A. Покажемо, що F (U) ⊆ F (A). Розглянемо довiльну точку y0 ∈ F (U) i
довiльний вiдкритий окiл V точки y0 в Y . Оскiльки y0 ∈ F (U), то iснує точка
x0 ∈ U , така, що y0 ∈ F (x0). Тодi V ∩ F (x0) 6= ∅. Оскiльки U – окiл точки
x0 i V ∩ F (x0) 6= ∅, то з квазiнеперервностi знизу вiдображення F у точцi
x0 випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U
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i F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх x ∈ G. Множина A щiльна в U , тому iснує точка
a ∈ A ∩G. Тодi F (a) ∩ V 6= ∅, а тому i V ∩ F (A) 6= ∅. Отже, y0 ∈ F (A).

Нехай F (U) ⊆ F (A), як тiльки U ⊆ A i множина U вiдкрита в
X. Припустимо, що iснує точка x0 ∈ X, така, що вiдображення F не
є квазiнеперервним знизу в точцi x0. Тодi iснують вiдкрита непорожня
множина V в Y , окiл U точки x0 в X i щiльна в U множина A, такi, що
F (x0)∩V 6= ∅ i F (x)∩V = ∅ для всiх точок x ∈ A. Оскiльки F (U) ⊆ F (A),
F (A) ⊆ Y \ V i множина Y \ V замкнена, то F (U) ⊆ F (A) ⊆ Y \ V = Y \ V .
Тодi F (x0) ⊆ Y \ V , що приводить до суперечностi.

Многозначне вiдображення F : X → Y називається псевдоквазiнеперерв-
ним знизу, якщо для кожної непорожньої вiдкритої множини U в X i
довiльної пiдмножини A ⊆ X, такої, що U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i F (G) ⊆ F (A).

Позначимо через K−(F ) множину точок, в яких вiдображення F

квазiнеперервне знизу.

Твердження 5.4.2. Нехай X, Y – топологiчнi простори i F : X → Y –
многозначне вiдображення, у якого множина X \ K−(F ) нiде не щiльна.
Тодi вiдображення F псевдоквазiнеперервне знизу.

Доведення. Розглянемо довiльну вiдкриту непорожню U в X та множину A
в X, таку, що U ⊆ A. Оскiльки множина X \K−(F ) нiде не щiльна, то iснує
вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U ∩K−(F ). Розглянемо
звуження F1 = F|G. Вiдображення F1 квазiнеперервне знизу в кожнiй точцi з
G. Оскiльки множина A щiльна в U i множина G вiдкрита, то A ∩G ⊇ G. З
квазiнеперервностi знизу вiдображення F1 i твердження 5.4.1 випливає, що

F (G) = F1(G) ⊆ F1(A ∩G) = F (A ∩G) ⊆ F (A).

Отже, вiдображення F псевдоквазiнеперервне знизу.

З твердження 5.4.2 негайно випливає, що кожне квазiнеперервне знизу
вiдображення буде i псевдоквазiнеперервним знизу.

Зауважимо, що обернене не вiрно навiть для однозначних вiдображень.
Справдi, функцiя f : R → R, для якої f(0) = 1 i f(x) = 0 при x 6= 0,
не є квазiнеперервною в точцi 0 i лише в нiй, а значить, для вiдображення
F (x) = {f(x)} множина R \ K−(F ) = {0} нiде не щiльна в R, отже, F –
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псевдоквазiнеперервне знизу (за твердженням 5.4.2) i не квазiнеперервне
знизу вiдображення.

5.4.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Многозначне вiдображення
F : X → Y називається покриттєво категорно клiковим знизу, якщо для
кожного вiдкритого покриття V простору Y i довiльної множини E другої
категорiї в X iснують десь щiльна в X множина A i множина V ∈ V , такi,
що A ⊆ E i F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх x ∈ A.

Твердження 5.4.3. Нехай простiр Y задовольняє другу аксiому
злiченностi, X – довiльний топологiчний простiр. Тодi довiльне
многозначне вiдображення F : X → Y є покриттєво категорно клiковим
знизу.

Доведення. Розглянемо довiльне вiдкрите покриття V простору Y i довiльну
множини E другої категорiї в X. Нехай {Vn : n ∈ N} – база простору
Y . Оскiльки V – покриття простору Y , то для кожного x ∈ X iснують
вiдкрита множина V (x) ∈ V i точка yx ∈ F (x) ∩ V (x). Для кожного номера
n розглянемо множини

An = {x ∈ E : yx ∈ Vn ⊆ V (x)}.

Зрозумiло, що
∞⋃
n=1

An = E. Оскiльки множина E другої категорiї, то iснує

номер n такий, що множина A = An десь щiльна в X. Для довiльної точки
x0 ∈ A розглянемо множину V = V (x0) ∈ V . Оскiльки Vn ⊆ V i F (x)∩Vn 6= ∅
для x ∈ A, то F (x) ∩ V 6= ∅ для всiх x ∈ A. Отже, вiдображення F є
покриттєво категорно клiковим знизу.

Твердження 5.4.4. Нехай X та Y – топологiчнi простори i F : X → Y –
многозначне вiдображення, для якого множина K−(F ) залишкова в X. Тодi
вiдображення F покриттєво категорно клiкове знизу.

Доведення. Розглянемо вiдкрите покриття V простору Y i довiльну множину
E другої категорiї в X. Оскiльки множина E другої категорiї, то множина
E1 = E ∩ K−(F ) теж другої категорiї в X, отже, множина U = intE1

непорожня. Але U ⊆ E1 i U – вiдкрита в X, тому U ∩ E1 6= ∅. Вiзьмемо
довiльну точку x0 ∈ U ∩ E1. Оскiльки V – покриття простору Y , то iснує
вiдкрита множина V ∈ V , така, що V ∩ F (x0) 6= ∅. Вiдображення F
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квазiнеперервне знизу у точцi x0, бо x0 ∈ E1 ⊆ K−(F ). Тодi iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i V ∩ F (x) 6= ∅ для всiх x ∈ G.
Покладемо A = G ∩ E1. Тодi множина A десь щiльна в X, A ⊆ E1 ⊆ E i
V ∩ F (x) 6= ∅ для всiх x ∈ A. Отже, вiдображення F покриттєво категорно
клiкове знизу.

Зрозумiло, що з твердження 5.4.4 негайно випливає, що кожне
квазiнеперервне знизу вiдображення F : X → Y є покриттєво категорно
клiковим знизу.

5.4.3. Нехай V – деяка система множин у просторi Y . Для точки y ∈ Y

покладемо
V(y)={V ∈ V : V − окiл точки y в Y } i

B(V)={y ∈ Y : V(y)− база околiв точки y в Y }.

Теорема 5.4.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метризовний
простiр, V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злiченна система множин в
Y , f : X × Y → Z – таке вiдображення, що для кожної множини V ∈ V,
для якої V ∩ B(V) 6= ∅, вiдображення FV : X 3 x 7→ FV (x) = fx(V ) ⊆ Z

псевдоквазiнеперервне знизу та покриттєво категорно клiкове знизу. Тодi
множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишкова в X.

Доведення. Зафiксуємо метрику | ◦ − ◦ | на просторi Z, яка породжує його
топологiчну структуру. Припустимо, що доповнення

E0 = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ C(fx) ∩B(V)|px = (x, yx) ∈ D(f)}

є множиною другої категорiї в X. Для номерiв m i n розглянемо множини

Am,n = {x ∈ E0 : ωf(px) >
1

m
,Vn ∈ V(yx), ωfx(Vn) <

1

3m
}.

Якщо x ∈ E0, то px = (x, yx) ∈ D(f) i yx ∈ C(fx) ∩ B(V), тому ωf(px) > 0,
ωfx(yx) = 0 i yx ∈ B(V), звiдки негайно випливає, що iснують такi номери m i

n, що ωf(px) > 1
m , ωfx(Vn) <

1
3m i Vn ∈ V(yx). Це показує, що

∞⋃
m,n=1

Am,n = E0.

Оскiльки E0 – це множина другої категорiї, то iснують номери m i n, такi,
що множина E = Am,n теж є множиною другої категорiї.
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Зауважимо, що для множини V = Vn ∈ V перетин V ∩ B(V) 6= ∅,
бо Am,n 6= ∅, адже Am,n є множиною другої категорiї, а тому iснує точка
a ∈ Am,n i для неї V ∈ V(ya), причому ya ∈ B(V) за побудовою, отже,
ya ∈ V ∩ B(V). Тому за умовою вiдображення FV : X → Z покриттєво
категорно клiкове знизу i псевдоквазiнеперервне знизу.

Для ε > 0 i точки z ∈ Z введемо кулю

Wε(z) = {w ∈ Z : |w − z| < ε}.

Вiзьмемо ε = 1
6m i розглянемо вiдкрите покриття W = {Wε(z) : z ∈ Z}

простору Z. З покриттєвої категорної кiлковостi знизу вiдображення FV

випливає, що у множинi другої категорiї E iснують десь щiльна в X множина
A i куля W = Wε(z0) ∈ W , такi, що A ⊆ E i FV (x) ∩W 6= ∅ для кожного
x ∈ A.

Покажемо, що ωf(E2 × V ) ≤ 1
m . Вiзьмемо довiльнi точки

pi = (xi, yi) ∈ A× V , де i = 1, 2. Оскiльки FV (x) ∩ W 6= ∅ для кожного
x ∈ A i xi ∈ A при i = 1, 2, то iснують точки vi ∈ V , такi, що для точки
qi = (xi, vi) будемо маємо, що f(qi) ∈ FV (xi) ∩W для i = 1, 2. Зауважимо,
що |f(q1) − f(q2)| < 2ε, бо f(qi) ∈ W = Wε(z0) при i = 1, 2. Оскiльки
{yi, vi} ⊆ V = Vn, а xi ∈ A ⊆ E = Am,n при i = 1, 2, то

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(q1)|+ |f(q1)− f(q2)|+ |f(q2)− f(p2)| ≤

≤ |fx1(y1)− fx1(v1)|+ 2ε+ |fx2(y2)− fx2(v2)| ≤ ωfx1(Vn) + 2ε+ ωfx2(Vn) <

< 2ε+ 2ε+ 2ε = 6ε =
1

m
.

Тому ωf(A× V ) ≤ 1
m .

Вiдкрита множина U = intA непорожня, бо A десь щiльна. Оскiльки
вiдображення FV псевдоквазiнеперервне знизу i U ⊆ A, то iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i FV (G) ⊆ FV (A). Зауважимо,
що

ωf(Q) = diamf(Q) = sup{|z′ − z′′| : z′, z′′ ∈ f(Q)}

i
diamC = diamC

для довiльного C ⊆ Z. Тому

ωf(G× V ) = diamf(G× V ) = diamFV (G) ≤ diamFV (A) =

201



= diamFV (A) = diamf(A× V ) = ωf(A× V ) ≤ 1

m
.

Оскiльки G ⊆ U ⊆ A i множина G вiдкрита, то G ⊆ G ∩ A. Але G 6= ∅,
отже, i G ∩ A 6= ∅. Вiзьмемо якусь точку x0 ∈ G ∩ A. Ясно, що вiдкрита
множина G × V буде околом точки px0

= (x0, yx0
) в добутку X × Y , бо

x0 ∈ G, yx0
∈ V i множини G та V вiдкритi у вiдповiдних просторах.

Тому ωf(px0
) ≤ ωf(G× V ) ≤ 1

m . З другого боку x0 ∈ A ⊆ E = Am,n.
Тому ωf(px0

) > 1
m . Отримана суперечнiсть доводить, що доповнення X \ R

насправдi є множиною першої категорiї, а R є залишковою множиною в
X.

Зауваження 5.4.1. Многозначне вiдображення F : X → Y зi значеннями
у метричному просторi (Y, d) ми називаємо категорно клiковим знизу,
якщо для кожного ε > 0 i довiльної множини E другої категорiї в X

iснують десь щiльна в X множина A i вiдображення g : A → Y , такi,
що A ⊆ E, g(x) ∈ F (x) для кожного x ∈ A i diamg(A) < ε. Якщо простiр
Y метризовний, то вiдображення F : X → Y ми називаємо топологiчно
категорно клiковим знизу, якщо iснує така метрика d на просторi
Y , що породжує топологiчну структуру простору Y i вiдображення
F : X → (Y, d) є категорно клiковим знизу. Нескладно перевiрити,
що з покриттєвої категорної клiковостi знизу випливає топологiчна
для метризовного простору значень Y . Невiдомо чи має мiсце обернена
iмплiкацiя. Зауважимо, що в доведеннi теореми 5.4.1 використовувалася
тiльки топологiчна категорна клiковiсть знизу вiдповiдних вiдображень.

5.4.4. Покажемо, що теореми 5.3.1 i 1.6.1 з праць [354] i [44] є наслiдками
загальної теореми 5.4.1. Нагадаємо [354], щоN -вiдображенням f : X×Y → Z

добутку топологiчних просторiв X i Y зi значеннями в метричному просторi
Z називається вiдображення, що має такi три властивостi:

(i) для довiльних вiдкритих непорожнiх множин U i V вiдповiдно в X i
Y та довiльної множини A в X, для якої U ⊆ A, iснує вiдкрита непорожня
множина G в X, така, що G ⊆ U i f(G× V ) ⊆ f((G ∩ A)× V );

(ii) для кожного ε > 0 множина Qε(f) = {(x, y) ∈ X × Y : ωfy(x) < ε}
скрiзь щiльна в просторi X × Y ;

(iii) множина XC(f) = {x ∈ X : fx – неперервне} є залишковою в X.
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Припустимо, що f : X × Y → Z – це N -вiдображення i B – множина
злiченного типу в Y . Розглянемо множину

CB(f) = {x ∈ X : {x} ×B ⊆ C(f)}

i доведемо, що вона є залишковою вX. З означення множини злiченного типу
випливає, що iснує така не бiльш, нiж злiченна система V = {Vn : n ∈ N}
вiдкритих множин у просторi Y , що для кожного y ∈ B система
V0(y) = {V ∈ V : y ∈ V } буде базою околiв точки y. Оскiльки елементи
системи V вiдкритi, то V0(y) = V(y) для кожного y ∈ B, при цьому B ⊆ B(V).

Нехай V ∈ V , таке, що V ∩B(V) 6= ∅ i FV (x) = fx(V ). Доведемо спочатку,
що многозначне вiдображення FV : X → Z псевдоквазiнеперервне знизу.

Вiзьмемо довiльну вiдкриту непорожню множину U в X i множину A в X,
такi, що U ⊆ A. З умови (i) випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина
G в X, така, що G ⊆ U i f(G×V ) ⊆ f((G ∩ A)× V ). Але FV (G) = f(G×V ),
а FV (A) = f(A × V ) ⊇ f((G ∩ A) × V ). Тому i FV (G) ⊆ FV (A). Отже, FV
псевдоквазiнеперервне знизу.

Тепер встановимо, що вiдображення FV : X → Z покриттєво категорно
клiкове знизу. Розглянемо довiльне вiдкрите покриття W простору Z i
множину E другої категорiї в X. Оскiльки множина XC(f) залишкова в X,
то E1 = XC(f) ∩ E – це множина другої категорiї в X. Розглянемо довiльну
точку y0 ∈ V ∩ B(V). Оскiльки W – вiдкрите покриття простору Z, то для
кожної точки x ∈ E1 iснують число εx > 0 i вiдкрита множинаWx ∈ W , такi,
що zx = f(x, y0) ∈ Wεx(zx) ⊆ Wx. Для номерiв m i n розглянемо множини

Am,n = {x ∈ E1 :
1

m
< εx, ωfx(Vn) <

1

3m
}.

З неперервностi fx при x ∈ E1 випливає, що
∞⋃

m,n=1
Am,n = E1. Оскiльки

множина E1 другої категорiї, то iснують номери m0 i n0, такi, що множина
Am0,n0

десь щiльна вX. Нехай множина Am0,n0
щiльна у вiдкритiй непорожнiй

множинi U в X. З умови (ii) випливає, що iснують точка b ∈ V i вiдкрита
непорожня множина G, такi, що G ⊆ U i ωfb(G) < 1

3m . Покажемо, що
diamfy0

(G ∩ Am0,n0
) < 1

m . Нехай x1, x2 ∈ G ∩ Am0,n0
. Тодi

|f(x1, y0)− f(x2, y0)| ≤ |f(x1, y0)− f(x1, b)|+ |f(x1, b)− f(x2, b)|+

+|f(x2, b)− f(x2, y0)| <
1

3m
+

1

3m
+

1

3m
=

1

m
.
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Вiзьмемо довiльну точку x0 ∈ G ∩ Am0,n0
. Тодi

f(x, y0) ∈ W 1
m

(zx0
) ⊆ Wεx0

(zx0
) ⊆ Wx0

для кожного x ∈ G∩Am0,n0
. Покладемо A = G∩Am0,n0

. Множина A щiльна в
G, бо множина Am0,n0

щiльна в U iG ⊆ U . Оскiльки f(x, y0) ∈ FV (x)∩Wx0
для

x ∈ A, то це означає, що многозначне вiдображення FV покриттєво категорно
клiкове знизу.

З теореми 5.4.1 випливає, що множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишковою в X. Оскiльки B ⊆ B(V), то R ⊆ CB(f) i тому множина CB(f)

теж залишкова в X.
Теорема 1.6.1 теж є наслiдком теореми 5.4.1 оскiльки з твердження

5.4.2 випливає, що квазiнеперервне знизу многозначне вiдображення є
псевдоквазiнеперервним знизу, а з твердження 5.4.4 випливає, що воно є i
покриттєво категорно клiковим знизу.

5.4.5. Теорема 5.4.1 не є наслiдком нi теореми 5.3.1, нi теореми 1.6.1. Це
демонструють наступнi приклади.

Приклад 5.4.1. Iснує функцiя f : R2 → R, яка задовольняє умови теореми
5.4.1, але не задовольняє умови теореми 5.3.1.

Побудова прикладу. Визначимо вiдображення f : R2 → R, покладаючи
f(x, y) = 0, якщо |y| ≤ 1 або |y| ≥ 1 i x – iррацiональне i f(x, y) = |y|−1, якщо
|y| ≥ 1 i x – рацiональне. Нехай Vn = (− 1

n ,
1
n), а V = {Vn : n ∈ N}. Зрозумiло,

що B(V) = {0}. Очевидно, що f задовольняє умови теореми 5.4.1, бо для
кожного V ∈ V вiдображення FV : R→ R стале, адже FV (x) = fx(V ) = {0}
для кожного x ∈ R, бо V ⊆ (−1, 1). Разом з тим f не задовольняє умову (ii),
бо

Qε(f) = R× (−1− ε, 1 + ε)

для кожного ε > 0, а ця множина не є всюди щiльною. Зауважимо, що не має i
властивостi (i), бо для включення f(G×V ) ⊆ f((G ∩ A)× V ) не виконується
для жодної вiдкритої непорожньої множини, бо f((G ∩ A) × V ) = {0}, а
f(G × V ) = [0,+∞). Цей приклад показує, що теорема 5.4.1 сильнiша вiд
теореми 5.3.1.
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Приклад 5.4.2. Iснує функцiя f : R2 → R, яка задовольняє умови теореми
5.4.1, але не задовольняє умови теореми 1.6.1.

Побудова прикладу. Розглянемо функцiю f : R2 → R, для якої f(x, y) = 0

при x 6= 0 i f(0, y) = 1 для довiльного y. Припустимо, що множина V

непорожня. Тодi

FV (x) = fx(V ) =

{
{0}, x 6= 0,

{1}, x = 0.

Ясно, що вiдображення FV : R → R не є квазiнеперервним знизу в точцi
0 i тiльки в нiй. Тому для нього K−(FV ) = R \ {0}. На основi тверджень
5.4.2 i 5.4.4 вiдображення FV буде псевдоквазiнеперервним знизу i покриттєво
категорно клiковим знизу для кожного V 6= ∅ i разом з тим жодне
вiдображення FV не є квазiнеперервним знизу. Цей приклад показує, що
теорема 5.4.1 сильнiша вiд теореми 1.6.1.

5.5. Характеризацiя властивостi Гана

5.5.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр з
метрикою | ◦ − ◦ |. Нагадаємо, що для непорожньої множини E ⊆ Z через
diam(E) = sup

u,v∈E
|u − v| позначимо її дiаметр, а для функцiї f : X → Z

позначимо через ωf(A) = diam(f(A)) коливання функцiї f на множинi A.
Через Br(z0) = {z ∈ Z : |z − z0| < r} позначимо вiдкриту кулю з центром в
точцi z0 i радiуса r.

Нехай F : X → Z – многозначне вiдображення. Ми кажемо, що
многозначне вiдображення F : X → Z задовольняє умову (A), якщо для
довiльного ε > 0, довiльної вiдкритої непорожньої множини U в X i довiльної
множини E ⊆ X, щiльної в U , для яких diam(F (E)) < ε, iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i diam(F (G)) < ε. Многозначне
вiдображення F : X → Z називається категорно клiковим знизу [349, 196],
якщо для кожного ε > 0 i довiльної множини E другої категорiї в X iснують
десь щiльна в X множина A i вiдображення g : A → Z, такi, що A ⊆ E,
g(x) ∈ F (x) для кожного x ∈ A i diam(g(A)) < ε.

Спершу зазначимо, що коли Z – сепарабельний метричний простiр, то
довiльне многозначне вiдображення F : X → Z є категорно клiковим знизу.
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Твердження 5.5.1. Нехай X – топологiчний простiр, Z – метричний
простiр i F : X → Z – многозначне вiдображення. Тодi

(1) якщо F – псевдоквазiнеперервне знизу, то F – задовольняє умову (A);
(2) якщо F – покриттєво категорно клiкове знизу, то F – категорно

клiкове знизу.

Доведення. Спочатку перевiримо (1). Вiзьмемо ε > 0, вiдкриту непорожню
множину U в X i щiльну в U множину E ⊆ X, для яких diam(F (E)) < ε.
Оскiльки вiдображення F псевдоквазiнеперервне знизу, то iснує вiдкрита
непорожня множина G в X, така, що G ⊆ U i F (G) ⊆ F (E). Тодi

diam(F (G)) ≤ diam(F (E)) = diam(F (E)) < ε.

Тепер перевiримо (2). Вiзьмемо довiльне ε > 0 i довiльну множину E

другої категорiї в X. Розглянемо вiдкрите покриття W = {B ε
3
(z) : z ∈ Z}

простору Z. З покриттєвої категорної клiковостi знизу вiдображення F

випливає, що iснують десь щiльна в X множина A i множина W ∈ W , такi,
що A ⊆ E i F (x) ∩ W 6= ∅ для всiх x ∈ A. Оскiльки W ∈ W , то iснує
точка z0 ∈ Z, така, що W = B ε

3
(z0). Для кожної точки x ∈ A виберемо точку

zx ∈ F (x) ∩ W . Тодi для вiдображення g : A → Z, g(x) = zx, маємо, що
g(x) ∈ F (x) для кожного x ∈ A i g(A) ⊆ W . Тому diam(g(A)) ≤ 2ε

3 < ε.

Приклад 5.5.1. Iснує функцiя F : R → R, яка задовольняє умову (A), але
не є псевдоквазiнеперервною знизу.

Побудова прикладу. Нехай Q = {rn : n ∈ N} – множина рацiональних точок.
Розглянемо функцiю F : R→ R, що визначена формулою

F (x) =

{
{ 1
n}, x = rn,

{0}, x 6∈ Q.

Функцiя F задовольняє умову (A), але не є псевдоквазiнеперервною знизу.

5.5.2. Для доведення основного результату нам буде потрiбна така лема.

Лема 5.5.1. Нехай X – топологiчний простiр, Z – метричний простiр з
метрикою | ◦−◦ |, ε > 0, многозначне вiдображення F : X → Z задовольняє
умову (A) i є категорно клiкове знизу, E – множина другої категорiї в X
i E ⊆ {x ∈ X : diam(F (x)) < ε}. Тодi iснує вiдкрита непорожня множина
G в X, така, що G ⊆ E i diam(F (G)) < 3ε.
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Доведення. З категорної клiковостi знизу вiдображення F випливає, що
iснують десь щiльна множина E1 в X i вiдображення g : E1 → Z, такi,
що E1 ⊆ E, g(x) ∈ F (x) для кожного x ∈ E1 i diam(g(E1)) <

ε
2 . Покажемо,

що diam(F (E1)) <
8ε
3 .

Вiзьмемо точки z1, z2 ∈ F (E1). Тодi iснують точки x1, x2 ∈ E1, такi, що
zi ∈ F (xi) для i = 1, 2. В такому разi

|z1 − z2| ≤ |z1 − g(x1)|+ |g(x1)− g(x2)|+ |g(x2), z2| < ε+
ε

2
+ ε =

5ε

2
.

Отже, diam(F (E1)) ≤ 5ε
2 < 8ε

3 .
Покладемо U = intE1. Згiдно з умовою (A) iснує вiдкрита непорожня

множина G в X, така, що G ⊆ E1 ⊆ E i diam(F (G)) < 8ε
3 < 3ε.

Нехай V – деяка система множин у просторi Y . Для точки y ∈ Y покладемо

V(y)={V ∈ V : V − окiл точки y в Y } i

B(V)={y ∈ Y : V(y)− база околiв точки y в Y }.

Для вiдображення f : X × Y → Z i непорожньої множини V в Y ми будемо
розглядати многозначне вiдображення FV : X 3 x 7→ FV (x) = fx(V ) ⊆ Z.

Теорема 5.5.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злiченна система множин в
Y , f : X × Y → Z – така функцiя, що для кожної множини V ∈ V, для
якої V ∩ B(V) 6= ∅, вiдображення FV задовольняє умову (A) i є категорно
клiкове знизу. Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишкова в X.

Доведення. Припустимо, що доповнення

E0 = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ C(fx) ∩B(V)|px = (x, yx) ∈ D(f)}

є множиною другої категорiї в X. Для номерiв m i n розглянемо множини

Am,n = {x ∈ E0 : ωf(px) >
1

m
,Vn ∈ V(yx), ωfx(Vn) <

1

3m
}.

Якщо x ∈ E0, то px = (x, yx) ∈ D(f) i yx ∈ C(fx) ∩ B(V), тому ωf(px) > 0,
ωfx(yx) = 0 i yx ∈ B(V), звiдки негайно випливає, що iснують такi номери m i
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n, що ωf(px) > 1
m , ωfx(Vn) <

1
3m i Vn ∈ V(yx). Це показує, що

∞⋃
m,n=1

Am,n = E0.

Оскiльки E0 – це множина другої категорiї, то iснують номери m i n, такi,
що множина E = Am,n теж є множиною другої категорiї.

Зауважимо, що для множини V = Vn ∈ V перетин V ∩ B(V) 6= ∅,
бо Am,n 6= ∅, адже Am,n є множиною другої категорiї, а тому iснує точка
a ∈ Am,n i для неї V ∈ V(ya), причому ya ∈ B(V) за побудовою, отже,
ya ∈ V ∩ B(V). Тому за умовою многозначне вiдображення FV : X → Z

задовольняє умову (A) i є категорно клiкове знизу.
Для вiдображення FV виконуються усi умови леми 5.5.1, згiдно з

якою iснує вiдкрита непорожня множина G в X, така, що G ⊆ E i
diam(FV (G)) < 1

m . Тодi

ωf(G× V ) = diamf(G× V ) = diamFV (G) <
1

m
.

Оскiльки G ⊆ E i множина G вiдкрита, то G ⊆ G ∩ E. Але G 6= ∅,
отже, i G ∩ E 6= ∅. Вiзьмемо якусь точку x0 ∈ G ∩ E. Ясно, що вiдкрита
множина G × V буде околом точки px0

= (x0, yx0
) в добутку X × Y , бо

x0 ∈ G, yx0
∈ V i множини G та V вiдкритi у вiдповiдних просторах.

Тому ωf(px0
) ≤ ωf(G× V ) ≤ 1

m . З другого боку x0 ∈ E ⊆ E = Am,n.
Тому ωf(px0

) > 1
m . Отримана суперечнiсть доводить, що доповнення X \ R

насправдi є множиною першої категорiї, а R є залишковою множиною в
X.

Твердження 5.5.1 та приклад 5.5.1 показують, що теорема 5.5.1 сильнiша
за вiдповiдну теорему з [349, 196].

Як наслiдок з теореми 5.5.1 одержуємо наступний результат.

Наслiдок 5.5.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, B – множина злiченного типу в Y , f : X × Y → Z – така
функцiя, що для кожної множини V ∈ VB, для якої V ∩ B 6= ∅,
вiдображення FV задовольняє умову (A) та є категорно клiкове знизу i
множина M = {x ∈ X : B ⊆ C(fx)} залишкова в X. Тодi множина CB(f)

залишкова в X.

Доведення. Для системи VB множина B(VB) = B. Тодi з теореми 5.5.1
випливає, що множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}
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є залишкова в X. Зауважимо, що C(fx) ∩ B(VB) = B для x ∈ M . Множина
R∩M є залишковою в X i R∩M ⊆ CB(f). Отже, множина CB(f) залишкова
в X.

Наслiдок 5.5.2. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, V – база простору Y , Z – метричний простiр,
функцiя f : X×Y → Z, така, що для кожної множини V ∈ V вiдображення
FV задовольняє умову (A) та є категорно клiкове знизу i множина XC(f)

залишкова в X. Тодi f має властивiсть Гана.

Доведення. Доведення випливає з наслiдку 5.5.1 з урахуванням того, що
B = Y .

5.5.3. Покажемо, що умови на функцiю в наслiдку 5.5.2 є необхiдними для
того, щоб функцiя мала властивiсть Гана.

Теорема 5.5.2. Нехай X – берiвський простiр, Y – компактний простiр,
Z – метричний простiр з метрикою | ◦ − ◦ |, f : X × Y → Z – функцiя,
яка має властивiсть Гана. Тодi для довiльної непорожньої множини N

в Y многозначне вiдображення FN задовольняє умову (A) та є категорно
клiкове знизу i множина XC(f) залишкова в X.

Доведення. Оскiльки функцiя f задовольняє властивiсть Гана, то множина
CY (f) залишкова в X. Очевидно, що CY (f) ⊆ XC(f). Отже, множина XC(f)

є залишковою в X.
Вiзьмемо довiльну непорожню множину N в Y i розглянемо многозначне

вiдображення FN . Покажемо, що вiдображення FN категорно клiкове.
Вiзьмемо довiльне ε > 0, довiльну множину E другої категорiї в X. Оскiльки
множина E другої категорiї, то вона десь щiльна в X. Нехай E щiльна в
деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U в X, тобто E ⊇ U . В берiвському
просторi кожна залишкова множина є всюди щiльною, тому множина CY (f)

всюди щiльна в X. Вiзьмемо довiльнi точки x ∈ U ∩CY (f) i y ∈ N . Оскiльки
функцiя f неперервна в точцi (x, y), то iснують вiдкритi непорожнi множини
G в X i H в Y , такi, що x ∈ G ⊆ U , y ∈ H i ωf(G × H) < ε. Покладемо
E1 = E ∩ G. Оскiльки множина E щiльна в U i G ⊆ U , то множина E1

щiльна в G. Розглянемо вiдображення g : E1 → Z, для якого g(u) = f(u, y)

при u ∈ E1. Тодi

diam(g(E1)) = diam(f(E1 × {y})) = ωf(E1 × {y}) ≤ ωf(G×H) < ε.
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Отже, вiдображення FE категорно клiкове знизу.
Тепер покажемо, що вiдображення FN задовольняє умову (A). Вiзьмемо

ε > 0, довiльну вiдкриту непорожню множину U в X i довiльну множину
E ⊆ X щiльну в U , для якої diam(FN(E)) < ε. Покладемо ε1 = ε−diam(FN (E))

4 .
Оскiльки множина CY (f) всюди щiльна в X, то iснує точка x0 ∈ U ∩ CY (f).
Для довiльної точки y ∈ Y функцiя f неперервна в точцi (x0, y). Тому для
кожної точки y ∈ Y iснують окiл U(y) точки x0 в X i вiдкритий окiл V (y)

точки y в Y , такi, що ωf(U(y)× V (y)) < ε1. Система множин {V (y) : y ∈ Y }
є вiдкритим покриттям компактного простору Y . Отже, iснують точки
y1, y2, ..., yn, такi, що система множин {Vk = V (yk) : k = 1, ..., n} є покриттям

простору Y . Покладемо G = U ∩ (
n⋂
k=1

U(yk)). Ясно, що G 6= ∅, адже x0 ∈ G.

Крiм того, G ⊆ E, бо G ⊆ U ⊆ E. Покажемо, що ωf(G × N) < ε. Вiзьмемо
точки (a, b), (u, v) ∈ G×N . Оскiльки G ⊆ E, то iснує точка x1 ∈ E ∩G. Далi

iснують номери m та l, такi, що b ∈ Vm та v ∈ Vl. Тодi {b, v} ⊆ Y =
n⋃
k=1

Vk,
тому

|f(a, b)−f(u, v)| ≤ |f(a, b)−f(x1, b)|+|f(x1, b)−f(x1, v)|+|f(x1, v)−f(u, v)| <

< ε1 + diam(FN(E)) + ε1 = diam(FN(E)) + 2ε1 =
diam(FN(E)) + ε

2
.

Отже, ωf(G × N) ≤ diam(FN (E))+ε
2 < ε, тобто diam(FN(G)) < ε, це i означає,

що вiдображення FN задовольняє властивiсть (A).

З теореми 5.5.2 i наслiдку 5.5.2 одержуємо наступний результат.

Теорема 5.5.3. Нехай X – берiвський простiр, Y – компактний простiр,
який задовольняє другу аксiому злiченностi, V – база простору Y ,
Z – метричний простiр. Тодi для того, щоб функцiя f : X × Y → Z

задовольняла властивiсть Гана необхiдно i досить, щоб для кожної
множини V ∈ V вiдображення FV задовольняло умову (A) та було
категорно клiкове знизу i множина XC(f) була залишкова в X.

5.6. Одностайна клiковiсть та характеризацiя

властивостi Гана

5.6.1. В цьому пiдроздiлi ми дамо iншу характеризацiю властивостi Гана.
Нехай X i Y – топологiчнi простори, а Z – метричний простiр. Вiдображення
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f : X × Y → Z називається:

• одностайно клiковим вiдносно y, якщо для кожного ε > 0 i для
кожної непорожньої вiдкритої множини U в X iснує непорожня вiдкрита
множина G в X, така, що G ⊆ U i ωfy(G) < ε для всiх y ∈ Y ;

• локально одностайно клiковим вiдносно y в точцi (a, b) ∈ X × Y , якщо
для кожного ε > 0 iснує окiл V точки b в Y , такий, що для кожного
околу U точки a в X iснує непорожня вiдкрита множина G в X, така,
що G ⊆ U i ωfy(G) < ε для всiх y ∈ V ;

i просто локально одностайно клiковим вiдносно y, якщо воно є таким в
кожнiй точцi. Очевидно, що з одностайної клiковостi вiдносно y випливає
локальна одностайна клiковiсть вiдносно y.

При неперервностi вiдносно другої змiнної неперервнiсть чи
квазiнеперервнiсть вiдносно першої змiнної гарантує наявнiсть у
вiдображення f : X × Y → Z, при певних умовах на простори, властивостi
Гана. Накладання умови клiковостi вiдносно першої змiнної замiсть
неперервностi чи квазiнеперервностi не гарантує наявностi у вiдображення f
властивостi Гана.

Приклад 5.6.1. Iснує функцiя f : [0, 1]2 → R, яка клiкова вiдносно першої i
неперервна вiдносно другої змiнної, що не має властивостi Гана.

Побудова прикладу. Для кожного номера n розглянемо неперервну функцiю
gn : [0, 1]→ R, яка визначена так:

g(x) =


0, 1

n ≤ x ≤ 1,

2(1− nx), 1
2n ≤ x < 1

n ,

2nx, 0 ≤ x < 1
2n .

Нехай Q ∩ [0, 1] = {rn : n ∈ N} – множина рацiональних чисел вiдрiзка
[0, 1]. Визначимо функцiю f : [0, 1]2 → R так:

f(x, y) =

{
gn(y), x = rn,

0, x 6∈ Q ∩ [0, 1].

Очевидно, що функцiя f є неперервною вiдносно другої змiнної. Покажемо,
що функцiя f клiкова вiдносно першої змiнної. Вiзьмемо довiльну точку y0 ∈
[0, 1]. Оскiльки 1

n → 0, то множина номерiв n, для яких 1
n > y0, є скiнченною.
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Тому fy0
(x) 6= 0 для скiнченної кiлькостi чисел x, а отже, функцiя fy0

є
клiковою.

Функцiя f не тiльки не задовольняє властивiсть Гана, але й (x, 0) 6∈ C(f)

для всiх x ∈ [0, 1], бо ωf(x, 0) = 1 для всiх x ∈ [0, 1].
Зауважимо, що функцiя f не є локально одностайно клiковою вiдносно

y.

5.6.2. Нехай V – деяка система множин у просторi Y . Для точки y ∈ Y

покладемо
V(y)={V ∈ V : V − окiл точки y в Y } i

B(V)={y ∈ Y : V(y)− база околiв точки y в Y }.

Для вiдображення f : X × Y → Z i непорожньої множини V в Y ми будемо
розглядати многозначне вiдображення FV : X 3 x 7→ FV (x) = fx(V ) ⊆ Z.

Теорема 5.6.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, вiдображення f : X × Y → Z одностайно клiкове вiдносно y. Тодi
для кожної непорожньої множини V ∈ Y вiдображення FV задовольняє
умову (A) та є категорно клiкове знизу.

Доведення. Нехай V – непорожня пiдмножина простору Y . Вiзьмемо ε > 0,
довiльну вiдкриту непорожню множину U в X i довiльну множину E ⊆ X,
для яких U ⊆ E i diam(FV (E)) < ε. Покладемо ε1 = ε−diam(FV (E))

4 > 0.
Оскiльки вiдображення f одностайно клiкове вiдносно y, то iснує непорожня
вiдкрита множина G в X, така, що G ⊆ U i ωfy(G) < ε1 для всiх y ∈ Y .
Покажемо, що ωf(G × V ) < ε. Вiзьмемо довiльнi точки p1 = (x1, y1),
p2 = (x2, y2) ∈ G× V та точку u ∈ G ∩ E. Тодi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(u, y1)|+ |f(u, y1)− f(u, y2)|+ |f(u, y2)− f(p2)| <

< ε1 + diam(FV (E)) + ε1 =
ε+ diam(FV (E))

2
.

Тодi diamFV (G) = ωf(G × V ) ≤ ε+diam(FV (E))
2 < ε. Отже, вiдображення FV

задовольняє умову (A).
Тепер покажемо, що FV є категорно клiкове знизу. Вiзьмемо ε > 0 i

довiльну множину E другої категорiї в X. Оскiльки множина E другої
категорiї, то вона десь щiльна. Нехай множина E щiльна у вiдкритiй
непорожнiй множинi U в X, тобто U ⊆ E. З одностайної клiковостi
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вiдображення f випливає, що iснує непорожня вiдкрита множина G в X,
така, що G ⊆ U i ωfy(G) < ε для всiх y ∈ Y . Вiзьмемо довiльну точку b ∈ V i
покладемо A = G∩E. Зрозумiло, множина A щiльна вG i A ⊆ E. Розглянемо
вiдображення g : A → Z, для якого g(x) = fb(x), x ∈ A. Тодi g(x) ∈ FV (x)

для кожного x ∈ A i diam(g(A)) = ωfb(A) ≤ ωfb(G) < ε. Отже, вiдображення
FV є категорно клiкове знизу.

Теорема 5.6.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, B – множина злiченного типу в Y , функцiя f : X × Y → Z

одностайно клiкова вiдносно y i множина M = {x ∈ X : B ⊆ C(fx)}
залишкова в X. Тодi iснує залишкова в X множина A, така, що
A×B ⊆ C(f).

Доведення. Згiдно з теоремою 5.6.1 кожної непорожньої множини V ∈ Y

вiдображення FV задовольняє умову (A) та є категорно клiкове знизу. Для
системи VB множина B(VB) = B. Тодi з теореми 5.5.1 випливає, що множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишкова в X. Зауважимо, що C(fx) ∩ B(VB) = B для x ∈ M . Множина
A = R ∩M є залишковою в X i A×B ⊆ C(f).

Наступний результат є наслiдоком теореми 5.6.2.

Теорема 5.6.3. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метричний простiр, функцiя f : X×Y → Z

одностайно клiкова вiдносно y i множина XC(f) залишкова в X. Тодi f має
властивiсть Гана.

5.6.3. Тепер перейдемо до властивостi локальної одностайно клiкове
вiдносно y.

Теорема 5.6.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метричний
простiр, V = {Vn : n ∈ N} – не бiльш, нiж злiченна система множин в
Y i вiдображення f : X × Y → Z локально одностайно клiкове вiдносно y.
Тодi множина

R = {x ∈ X : {x} × (C(fx) ∩B(V)) ⊆ C(f)}

є залишкова в X.
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Доведення. Припустимо, що доповнення

E0 = X \R = {x ∈ X : ∃yx ∈ C(fx) ∩B(V)|px = (x, yx) ∈ D(f)}

є множиною другої категорiї в X. Оскiльки вiдображення f локально
одностайно клiкове вiдносно y, то для кожного x ∈ E0 i для кожного ε > 0

iснує окiл Vε(x) точки yx в Y , такий, що для кожного околу U точки x в X
iснує непорожня вiдкрита множина G в X, така, що G ⊆ U i ωfy(G) < ε для
всiх y ∈ Vε(x).

Для номерiв m i n розглянемо множини

Am,n = {x ∈ E0 : ωf(px) >
1

m
,Vn ⊆ V 1

3m
(x), Vn− окiл точки yx i ωfx(Vn) <

1

3m
}.

Якщо x ∈ E0, то px = (x, yx) ∈ D(f), yx ∈ C(fx) i V(yx) – база околiв точки
y в Y , тому ωf(px) > 0 i ωfx(yx) = 0, звiдки негайно випливає, що iснують
такi номери m i n, що ωf(px) > 1

m , Vn ⊆ V 1
3m

(x) i ωfx(Vn) < 1
3m . Це показує,

що
∞⋃

m,n=1
Am,n = E0. Оскiльки E0 – це множина другої категорiї, то iснують

номери m i n, такi, що множина E = Am,n десь щiльна. Покладемо U = intE.
Вiзьмемо довiльну точку a ∈ E ∩ U . Згiдно з одностайною клiковiстю

iснує непорожня вiдкрита множина G в X, така, що G ⊆ U i ωfy(G) < 1
3m

для всiх y ∈ V 1
3m

(a). Оскiльки Vn ⊆ V 1
3m

(a), то ωfy(G) < 1
3m для всiх y ∈

Vn. Покажемо, що ωf(G × Vn) ≤ 1
m . Вiзьмемо довiльнi точки p1 = (x1, y1),

p2 = (x2, y2) ∈ G× Vn та точку u ∈ G ∩ E. Тодi

|f(p1)− f(p2)| ≤ |f(p1)− f(u, y1)|+ |f(u, y1)− f(u, y2)|+ |f(u, y2)− f(p2)| <

<
1

3m
+

1

3m
+

1

3m
=

1

m
.

Отже, ωf(G × Vn) ≤ 1
m . Очевидно,що ωf(u, yu) ≤ ωf(G × Vn) ≤ 1

m . Однак,
ωf(pu) >

1
m бо u ∈ E. Одержали суперечнiсть.

Як наслiдки одержуемо наступнi результати.

Теорема 5.6.5. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z –
метричний простiр, B – множина злiченного типу в Y , функцiя
f : X × Y → Z локально одностайно клiкова вiдносно y i множина
M = {x ∈ X : B ⊆ C(fx)} залишкова в X. Тодi множина CB(f) залишкова
в X.
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Теорема 5.6.6. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метричний простiр, функцiя f : X×Y → Z

локально одностайно клiкова вiдносно y i множина XC(f) залишкова в X.
Тодi f має властивiсть Гана.

5.6.4. Перейдемо до обернених тверджень.

Теорема 5.6.7. Нехай X – берiвський простiр, Y – компактний простiр,
Z – метричний простiр i вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть
Гана. Тодi вiдображення f одностайно клiкове вiдносно y i множина XC(f)

залишкова в X.

Доведення. Оскiльки вiдображення f має властивiсть Гана, то множина
CY (f) залишкова в X. Тому i множина XC(f) залишкова в X, бо
CY (f) ⊆ XC(f).

Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ X×Y i ε > 0. Розглянемо довiльну
непорожню вiдкриту множину U в X. Оскiльки простiр X берiвський, то
множина CY (f) всюди щiльна в X. Тому iснує точка a ∈ U , така, що
(a, y) ∈ C(f) для кожного y ∈ Y . Тодi для кожного y ∈ Y iснують вiдкритi
непорожнi множини Uy та Vy вiдповiдно в просторах X та Y , такi, що
ωf(Uy × Vy) < ε. Система множин {Vy : y ∈ V } є вiдкритим покриттям
компактного простору Y . Тому iснує скiнчене чисто точок y1, y2, ..., yn, таких,

що Y =
n⋃
k=1

Vyk . Покладемо G = U ∩ (
n⋂
k=1

Uyk). Тодi ωfy(G) < ε для всiх y ∈ Y .

Отже, вiдображення f одностайно клiкове вiдносно y в точцi p0.

Теорема 5.6.8. Нехай X – берiвський простiр, Y – локально компактний
простiр, Z – метричний простiр i вiдображення f : X × Y → Z

має властивiсть Гана. Тодi вiдображення f локально одностайно клiкове
вiдносно y i множина XC(f) залишкова в X.

Доведення. Оскiльки вiдображення f має властивiсть Гана, то множина
XC(f) залишкова в X (див теорему 5.6.7).

Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ X × Y i ε > 0. Нехай V –
компактний окiл точки y0 в Y . Звуження f |X×V має властивiсть Гана. Тому
згiдно з теоремою 5.6.7 звуження f |X×V одностайно клiкове вiдносно y. Отже,
вiдображення f локально одностайно клiкове вiдносно y в точцi p0.

Таким чином, одержуємо наступнi характеризацiї властивостi Гана.
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Теорема 5.6.9. Нехай X – берiвський простiр, Y – компактний простiр,
який задовольняє другу аксiому злiченностi i Z – метричний простiр.
Вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть Гана тодi i тiльки тодi,
коли f одностайно клiкове вiдносно y i множина XC(f) залишкова в X.

Теорема 5.6.10. Нехай X – берiвський простiр, Y – локально компактний
простiр, який задовольняє другу аксiому злiченностi i Z – метричний
простiр. Вiдображення f : X × Y → Z має властивiсть Гана тодi i
тiльки тодi, коли f локально одностайно клiкове вiдносно y i множина
XC(f) залишкова в X.

Висновки до роздiлу 5.

В цьому роздiлi вивчається множина точок неперервностi вiдображень вiд
двох змiнних.

У пiдроздiлах 5.1 та 5.2 введено класи вiдображень f : X × Y → Z,
якi мають властивiсть Гана. При цьому наявнiсть у простора Y злiченної
бази замiнено слабшою умовою. Встановлено, що кожна нарiзно монотонна
функцiя f : R2 → R є точково розривною. Також наведено приклад простору
Гана, який не володiє злiченною базою.

Пiдроздiли 5.3 та 5.4 присвяченi розвитку та модифiкацiї теореми
Калбрi-Троаллiка.

У пiдроздiлах 5.5 та 5.6 подано характеризацiю властивостi Гана.
Зокрема встановлено (теореми 5.6.9 та 5.6.10), що якщо X – берiвський
простiр, Y – компактний (локально компактний) простiр, який задовольняє
другу аксiому злiченностi i Z – метричний простiр, то f : X × Y → Z має
властивiсть Гана тодi i тiльки тодi, коли f одностайно клiкове (локально
одностайно клiкове) вiдносно y i множина XC(f) залишкова в X.
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РОЗДIЛ 6.

ПЕРЕХIДНIСТЬ ТА ДЕКОМПОЗИЦIЯ

НЕПЕРЕРВНОСТI I ЇЇ АНАЛОГIВ

6.1. Декомпозицiя неперервностi та перехiднi

вiдображення

6.1.1. Нагадаємо, що символом χA ми позначатимемо характеристичну
функцiю множини A вX. Функцiя f : X → R називається перехiдною зверху
/знизу/ в точцi x, якщо для довiльного ε > 0 iснують окiл U точки x i точка
y ∈ (f(x), f(x) + ε) /y ∈ (f(x) − ε, f(x))/, такi, що U ∩ f−1(y) = ∅. Якщо
функцiя перехiдна зверху i знизу в точцi x, то вона називається перехiдною в
точцi x. Функцiя називається перехiдною /зверху, знизу/, якщо вона є такою
в кожнiй точцi x з X.

Твердження 6.1.1. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → R – функцiя
i R \ f(X) = R. Тодi функцiя f є перехiдною.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ X i ε > 0. Оскiльки множина
R \ f(X) всюди щiльна, то iснують такi точки y1 i y2, що y1 ∈ (f(x)−ε, f(x)),
y2 ∈ (f(x), f(x)+ε) i y1, y2 6∈ f(X). Оскiльки множиниX∩f−(y1) iX∩f−1(y2)

порожнi, то функцiя f перехiдна в точцi x.

Твердження 6.1.2. Нехай X – топологiчний простiр. Тодi кожна функцiя
f : X → R подається у виглядi суми двох перехiдних функцiй.

Доведення. Розглянемо множиниA = f−1(Q) iB = X\A i функцiї f1 = f ·χA,
f2 = f · χB. Оскiльки χA + χB = 1, то f = f1 + f2. За побудовою f1(X) ⊆ Q,
а f2(X) ⊆ (R \Q)∪ {0}, звiдки легко вивести, що R \ fi(X) = R при i = 1, 2.
Тому згiдно з теоремою 6.1.1 функцiї f1 та f2 перехiднi.

Твердження 6.1.3. Кожна монотонна функцiя f : R→ R є перехiдною.

Доведення. Нехай f зростає. Покажемо, що f перехiдна зверху. Вiзьмемо
довiльну точку a ∈ R i ε > 0. Нехай f(a + 0) < f(a) + ε. Тодi для
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довiльної точки y ∈ (f(a + 0), f(a) + ε) iснує точка b > a, така, що
для кожного x ∈ (a, b) маємо f(x) < y. Оскiльки для x ≤ a маємо
f(x) ≤ f(a) ≤ f(a+ 0) < y, то для U = (−∞, b) маємо (U×{y})∩Gr(f) = ∅.
Якщо ж f(a) + ε ≤ f(a+ 0), то для довiльної точки y ∈ (f(a), f(a) + ε) при
x > a маємо f(x) ≥ f(a + 0) > y, а при x ≤ a маємо f(x) ≤ f(a) < y.
Тодi для U = (−∞,+∞) отримаємо, що (U × {y}) ∩ Gr(f) = ∅. Отже, f є
перехiдною зверху в точцi a. Аналогiчно встановлюється перехiднiсть знизу
в точцi a. Для випадку спадання f достатньо розглянути функцiю −f , яка
буде зростаючою.

Хоча умова перехiдностi i є досить слабкою, однак iснують функцiї
f : R→ R, якi її не задовольняють.

Приклад 6.1.1. Iснує не перехiдна функцiя f : R→ R.

Побудова прикладу. Розглянемо функцiю f : R→ R, для якої:

f(x) =

{
sin 1

x , x 6= 0;

0, x = 0.

Так визначена функцiя не є перехiдною в точцi x = 0 нi зверху, нi знизу.
Справдi, для довiльного y ∈ (−1, 0)∪(0, 1) i для кожного околу U точки x = 0

iснує номер n, такий, що точка xy = 1
arcsin y+2nπ ∈ U . При цьому f(xy) = y,

отже, U ∩ f−1(y) 6= ∅.

Пiзнiше ми наведемо приклад функцiї, яка не є перехiдною в жоднiй точцi.
6.1.2. Можна дати характеризацiю перехiдностi функцiї f : X → R в

топологiчних термiнах. Нагадаємо, що fr(B) = B∩Y \B – це межа множини
B у топологiчному просторi Y .

Теорема 6.1.1. Нехай X – топологiчний простiр, f : X → R – функцiя i
x ∈ X. Тодi f є перехiдною в точцi x ∈ X тодi i тiльки тодi, коли для
кожного околу V точки f(x) в R iснують окiл U точки x в X i вiдкритий
окiл W точки f(x) в R, такi, що W ⊆ V i U ∩ f−1(frW ) = ∅.

Доведення. Нехай функцiя f є перехiдною в точцi x ∈ X. Вiзьмемо довiльний
окiл V точки f(x). Iснує ε > 0, таке, що (f(x) − ε, f(x) + ε) ⊆ V . Тодi
iснують окiл U точки x i точки y1, y2, такi, що y1 ∈ (f(x) − ε, f(x)),
y2 ∈ (f(x), f(x) + ε), U ∩ f−1(y1) = ∅ i U ∩ f−1(y2) = ∅. Покладемо
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W = (y1, y2). Тодi fr(W ) = {y1, y2} i для кожного x ∈ U маємо f(x) 6= y1, y2,
отже, U ∩ f−1(frW ) = ∅.

Навпаки, вiзьмемо x ∈ X i ε > 0. Тодi iснують окiл U точки x в X i
вiдкритий окiл W точки f(x) в R, такi, що W ⊆ (f(x) − ε

2 , f(x) + ε
2) i U ∩

f−1(frW ) = ∅. Оскiльки множинаW обмежена, то iснують точки y1 = inf W

i y2 = supW . Ясно, що yi ∈ W при i = 1, 2 i

f(x)− ε < f(x)− ε

2
≤ y1 < f(x) < y2 ≤ f(x) +

ε

2
< f(x) + ε.

Оскiльки множина W вiдкрита, то yi 6∈ W , отже, yi ∈ W \W = fr(W ) при
i = 1, 2. Але U ∩ f−1(frW ) = ∅, отже, f(x) 6= yi для довiльних i = 1, 2 та
x ∈ U . Тому U ∩ f−1(yi) = ∅ при i = 1, 2, що i дає нам перехiднiсть функцiї
f у точцi x.

Теорема 6.1.1 дозволяє розширити поняття перехiдностi на випадок
вiдображень зi значеннями у довiльних топологiчних просторах.
Зауважимо, що для вiдкритої множини W у просторi Y маємо
fr(W ) = W \W . Тому умова U ∩ f−1(frW ) = ∅ рiвносильна включенню
f(U) ⊆ Y \ fr(W ) = W t (Y \W ).

Для топологiчних просторiв X i Y вiдображення f : X → Y називається
перехiдним у точцi x ∈ X, якщо для кожного околу V точки f(x) в Y

iснують окiл U точки x в X i вiдкритий окiл W точки f(x) в Y , такi, що
W ⊆ V i f(U) ⊆ W t (Y \W ), i просто перехiдним, якщо воно є таким у
кожнiй точцi з X.

6.1.3. Покажемо, що перехiднiсть є ослабленням неперервностi, а також,
при певних умовах на простiр значень, i ослабленням умови замкненостi
графiка.

Твердження 6.1.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Тодi кожна
неперервна функцiя f : X → Y є перехiдною.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ X i довiльний окiл V точки f(x) в
Y . Оскiльки функцiя f неперервна в точцi x, то iснує такий окiл U точки x
в X, що f(U) ⊆ intV . Множина W = intV ⊆ V вiдкрита i f(U) ⊆ W , що i
дає нам перехiднiсть f у точцi x.

Теорема 6.1.2. Нехай X – топологiчний простiр, Y – гаусдорфовий
локально компактний простiр i f : X → Y – вiдображення iз замкненим
графiком. Тодi f – перехiдне вiдображення.
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Доведення. Припустимо, що f не є перехiдним у деякiй точцi x ∈ X. Тодi
iснує такий окiл V1 точки y = f(x) в Y , що для будь-якого вiдкритого околу
W точки y в Y , такого, що W ⊆ V1, i для довiльного околу U точки x в X
маємо f(U) ∩ fr(W ) 6= ∅. Оскiльки простiр Y локально компактний, то в Y
iснує компактний окiл V2 точки y. Перетин V0 = V1 ∩ V2 – це теж окiл точки
y в Y . Оскiльки простiр Y регулярний (навiть тихоновський [322, с. 231]),
то в Y iснує замкнений окiл V точки y, такий, що V ⊆ V0. Цей окiл буде
компактний разом з V2, бо V ⊆ V2.

Нехай W = intV . Ясно, що W – це вiдкритий окiл точки y в Y i
W ⊆ V ⊆ V0 ⊆ V1. Тому для кожного околу U точки x в X iснує точка
xU ∈ U , така, що f(xU) ∈ fr(W ). Позначимо через Ux систему всiх околiв
точки x в X. Це напрямлена включенням ⊇ множина i сiтка (xU)U∈Ux
збiгається до x в X. Оскiльки yU = f(xU) ∈ fr(W ) ⊆ W ⊆ V = V для
кожного U ∈ Ux i множина V компактна, то iснує така пiдсiтка (yUj)j∈J сiтки
(yU)U∈Ux, яка збiгається до деякої точки b ∈ V . Але fr(W ) – це замкнена
множина i yUj ∈ fr(W ) для кожного j. Тому i b ∈ fr(W ). З iншого боку
pj = (xUj , yUj) ∈ Gr(f) для кожного j, причому pj → p = (x, b) в X × Y .
На основi замкненостi Gr(f) в X × Y отримуємо, що p ∈ Gr(f), тобто
b = f(x) = y. Але ж y ∈ W , а b 6∈ W , що дає нам суперечнiсть, яка доводить
перехiднiсть f .

6.1.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Вiдображення f : X → Y

назвемо слабко перехiдним у точцi x з X, якщо для кожного околу V точки
y = f(x) у просторi Y iснують окiл U точки x в X i точка b ∈ V , такi, що
U ∩ f−1(b) = ∅, i просто слабко перехiдним, якщо f має цю властивiсть у
кожнiй точцi x простору X. Зрозумiло, що функцiя f : X → R буде слабко
перехiдною в точцi x тодi i тiльки тодi, коли вона перехiдна зверху або знизу
в точцi x.

Твердження 6.1.5. Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний
простiр, x – точка з X, f : X → Y – перехiдне в точцi x вiдображення,
причому iснує зв’язний окiл V0 точки y = f(x) в просторi Y , такий, що
V0 6= {y}. Тодi f буде слабко перехiдним в точцi x.

Доведення. Нехай V – довiльний окiл точки y в просторi Y . За умовою iснує
точка y0 з V0, така, що y0 6= y. З аксiоми T1 випливає, що iснує окiл V1 точки
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y в Y , такий, що y0 6∈ V1. Оскiльки простiр Y регулярний, то iснує такий
замкнений окiл V2 точки y в Y , що V2 ⊆ V ∩ V0 ∩ V1. З перехiдностi f у
точцi x випливає, що iснують окiл U точки x в X i вiдкритий окiл W точки
y в Y , такi, що f(U) ∩ fr(W ) = ∅ i W ⊆ V2. Покажемо, що fr(W ) 6= ∅.
Якщо fr(W ) = ∅, то W буде вiдкрито-замкненою множиною у просторi Y ,
причому W ⊆ V0. Бiльше того W ⊂ V0, адже y0 ∈ V0 \W . Крiм того, W 6= ∅,
адже y ∈ W . Тодi зв’язна множина V0 розбивається на двi вiдкритi в нiй
непорожнi множини W i V0 \W , що неможливо.

Таким чином, fr(W ) 6= ∅, отже, iснує точка b ∈ fr(W ). Оскiльки W ⊆ V2

i V2 – замкнена множина, то i fr(W ) ⊆ V2 ⊆ V . В такому разi b ∈ V i
b 6∈ f(U), тобто U ∩ f−1(b) = ∅. Це i означає, що f слабко перехiдне в точцi
x.

Нагадаємо означення функцiї типу Чезаро [293]. Кажуть, що f : X → Y –
це функцiя типу Чезаро, якщо iснують непорожнi вiдкритi множини U ⊆ X

i V ⊆ Y , такi, що для кожного y ∈ V множина f−1(y) щiльна в U .
Введемо ще одне ослаблення перехiдностi, яке як ми з’ясуємо далi

пов’язане з властивiстю типу Чезаро. Назвемо вiдображення f : X → Y

слабко квазiперехiдним у точцi x зX, якщо для кожного околу V точки f(x)

у просторi Y i кожного околу U точки x в X iснують непорожня вiдкрита
множина G в X i точка b ∈ V , такi, що G ⊆ U i G ∩ f−1(b) = ∅. Якщо ця
властивiсть виконується для кожної точки x з X, то f називається просто
слабко квазiперехiдним.

Твердження 6.1.6. Нехай f : X → Y – слабко перехiдне в точцi x ∈ X

вiдображення. Тодi f буде i слабко квазiперехiдним у цiй точцi.

Доведення. Нехай V – довiльний окiл точки y = f(x) в Y , а U – довiльний
окiл точки x в X. Оскiльки f слабко перехiдне у точцi x, то iснують окiл U0

точки x i точки b ∈ V , такi, що U0 ∩ f−1(b) = ∅. Покладемо G = int(U ∩U0).
Зрозумiло, що множина G вiдкрита i ∅ 6= G ⊆ U , адже x ∈ G. Ясно, що при
цьому G ∩ f−1(b) = ∅, отже, f слабко квазiперехiдна в точцi x.

Лема 6.1.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, U – вiдкрита непорожня
множина в X, y ∈ Y , f : X → Y – вiдображення i f−1(y) ⊇ U . Тодi
y ∈ f(U).
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Доведення. З вiдкритостi U випливає, що f−1(y) ∩ U ⊇ U , отже,
f−1(y) ∩ U 6= ∅, бо U 6= ∅. Тому iснує точка x ∈ f−1(y) ∩ U . Тодi
y = f(x) ∈ f(G).

Теорема 6.1.3. Вiдображення f : X → Y буде мати властивiсть типу
Чезаро тодi i тiльки тодi, коли воно не є слабко квазiперехiдним.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай f має властивiсть Чезаро. Тодi iснують такi
вiдкритi непорожнi множини U i V вiдповiдно в X i Y , що f−1(b) ⊇ U для
кожної точки b ∈ V . Згiдно з лемою f(U) ⊇ V . Вiзьмемо якусь точку y з V .
Тодi y = f(x) для деякого x ∈ U . Множини U i V – це околи точок x i y у
просторах X i Y вiдповiдно. Розглянемо довiльну вiдкриту в X непорожню
множину G, яка мiститься в U , i довiльну точку b з V . Оскiльки f−1(b) ⊇ U ,
то f−1(b) ∩G 6= ∅. Це показує, що f не є слабко перехiдним у точцi x.

Достатнiсть. Нехай f не є слабко квазiперехiдним. Тодi iснує точка
x ∈ X, в якiй f не є слабко квазiперехiдним. В такому разi iснують такi околи
U0 i V0 точок x i y = f(x) у просторах X i Y вiдповiдно, що G ∩ f−1(b) 6= ∅
для кожної вiдкритої непорожньої пiдмножини G множини U0 i для кожної
точки b ∈ V0. Множини U = intU0 i V = intV0 є вiдкритими у вiдповiдних
просторах i непорожнiми, при цьому U ⊆ U0 i V ⊆ V0. Тому G ∩ f−1(b) 6= ∅
для кожної непорожньої вiдкритої множини G ⊆ U i довiльної точки b ∈ V .
Це означає, що f−1(b) ⊇ U для кожного b ∈ V , отже, f має властивiсть типу
Чезаро.

Наслiдок 6.1.1. Нехай f : X → Y – слабко перехiдне вiдображення. Тодi f
не має властивостi типу Чезаро.

Доведення. З твердження 6.1.6 випливає, що f є слабко квазiперехiдним, а з
теореми 6.1.3 отримуємо, що f не має властивостi типу Чезаро.

Твердження 6.1.7. Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний
простiр, f : X → Y – перехiдне вiдображення i для кожної точки x з
X iснує зв’язний окiл V точки y = f(x) в Y , такий, що V 6= {y}. Тодi f не
має властивостi типу Чезаро.

Доведення. Це твердження негайно випливає з твердження 6.1.5 i наслiдку
6.1.1.

Символом |E| ми позначаємо потужнiсть множини E.
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Твердження 6.1.8. Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний
простiр, який задовольняє одну з двох умов:

а) Y не має iзольованих точок i є локально зв’язним;
б) |Y | ≥ 2 i Y зв’язний.
Тодi кожне перехiдне вiдображення f : X → Y не є типу Чезаро.

Доведення. Нехай f : X → Y – перехiдне вiдображення, x ∈ X i y = f(x).
Якщо виконується умова а), то для кожної точки x ∈ X iснує зв’язний окiл
V точки y в Y , причому V 6= {y}, бо в Y немає iзольованих точок. Якщо
ж виконується умова б), то для кожного x ∈ X окiл V = Y точки y буде
зв’язним i V 6= {y}, бо |Y | ≥ 2. Таким чином, f не має властивостi типу
Чезаро згiдно з твердженням 6.1.7.

6.1.5. Далi встановимо результати, якi пов’язанi з iснуванням точок
перехiдностi, слабкої перехiдностi та слабкої квазiперехiдностi.

Теорема 6.1.4. Iснує функцiя f : R → R типу Чезаро, яка не є слабко
квазiперехiдною в жоднiй точцi x ∈ R.

Доведення. Розглянемо фактор-групу Ξ = R/Q адитивної групи поля R
дiйсних чисел за пiдгрупою Q рацiональних чисел. Вона складається з
елементiв ξ, якi є зсувами a+ Q множини рацiональних чисел на всеможливi
дiйснi числа a. Отже, |ξ| = ℵ0 для кожного ξ ∈ Ξ. Крiм того, ξ1 ∩ ξ2 = ∅ для
довiльних рiзних елементiв ξ1 i ξ2 з Ξ i

R =
⊔
ξ∈Ξ

ξ,

бо для кожного y ∈ R маємо y ∈ ξy = y + Q. Тому

c = |R| =
∑
ξ∈Ξ

|ξ| = |Ξ| · ℵ0 = |Ξ|,

адже n · ℵ0 = n для довiльної нескiнченної потужностi n. Нехай ϕ : Ξ→ R –
деяка бiєкцiя. Покладемо f(x) = ϕ(ξ) для довiльного x ∈ ξ. Так визначається
сюр’єктивна функцiя f : R → R. Ця функцiя i є шуканою. Справдi, для
довiльної точки x ∈ R i ї ї образу y = f(x) розглянемо їх околи U = V = R.
Нехай b ∈ V i G – вiдкрита непорожня частина U . За побудовою множина
ξ = f−1(b) – це той елемент ξ з Ξ, що ϕ(ξ) = b. Ця множина буде всюди
щiльною в R, отже, f−1(b) ∩G 6= ∅.
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Разом з цим наступний результат показує, що слабко квазiперехiднi
функцiї (тобто функцiї f : X → R, що не є типу Чезаро) насправдi будуть
слабко перехiдними у багатьох точках.

Теорема 6.1.5. Нехай X i Y – топологiчнi простори i Y має не бiльш нiж
злiченну псевдобазу, а f : X → Y – слабко квазiперехiдне вiдображення.
Тодi множина B всiх тих точок x з X, в яких f буде слабко перехiдною є
залишковою в X.

Доведення. Нехай V = {Vn : n ∈ N} – псевдобаза топологiї простору Y ,
що складається з непорожнiх множин i Ux – система всiх околiв точки x в
X. Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що доповнення A = X \ B є
множиною другої категорiї в X. Для кожного номера n розглянемо множини

An = {x ∈ X : (∀Ux ∈ Ux)(∀b ∈ Vn)(Ux ∩ f−1(b) 6= ∅)}

i перевiримо, що A ⊆
∞⋃
n=1

An.

Нехай x ∈ A. Тодi x 6∈ B, отже, iснує такий окiл V точки y = f(x), що
Ux ∩ f−1(b) 6= ∅ для довiльного околу Ux точки x i для довiльного b ∈ V .
Множина V0 = intV є вiдкритою i непорожньою. Тому iснує номер k, що
Vk ⊆ V0, адже V – псевдобаза в Y . Ясно, що тодi x ∈ Ak.

Оскiльки A – це множина другої категорiї, то iснує такий номер m,
що множина Am буде щiльною у деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U .
Множина V = Vm є вiдкритою i непорожньою в Y . Покажемо, що f−1(b) ⊇ U

для кожного y ∈ V . Нехай G – вiдкрита непорожня частина U i y ∈ V .
Оскiльки множина Am щiльна в U , то iснує точка x ∈ G ∩ Am. Але G –
це окiл точки x, тому G ∩ f−1(y) 6= ∅ за означенням множини Am. Отже,
f−1(y) ∩G 6= ∅, а це i дає нам щiльнiсть f−1(y) в U .

Ми довели, що f – це вiдображення типу Чезаро, що суперечить умовi на
основi теореми 6.1.3.

Для Y = R можна довести бiльше.

Теорема 6.1.6. Нехай X – топологiчний простiр i f : X → R– слабко
квазiперехiдна функцiя. Тодi множини B, B+ i B− всiх тих точок x з X, в
яких f буде вiдповiдно перехiдною, перехiдною зверху чи перехiдною знизу,
є залишковими в X.
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Доведення. Покажемо, що множина B+ залишкова в X. Нехай A = X \ B+.
Припустимо, що A – це множина другої категорiї в X. Нехай Ux – система
всiх околiв точки x в X i {Vn : n ∈ N} – база топологiї в R, що складається
з непорожнiх iнтервалiв з рацiональними кiнцями. Як i в доведенi теореми
6.1.5, введемо множини

An = {x ∈ X : (∀Ux ∈ Ux)(∀b ∈ Vn)(Ux ∩ f−1(b) 6= ∅)}.

З’ясуємо, що A ⊆
∞⋃
n=1

An. Нехай x ∈ A, тобто x 6∈ B+. Тодi iснує таке ε > 0,

що для довiльного околу Ux ∈ Ux i будь-якої точки b ∈ (f(x), f(x) + ε)

перетин Ux ∩ f−1(b) не порожнiй. Iснує таке n, що Vn ⊆ (f(x), f(x) + ε). Тодi
Ux ∩ f−1(b) 6= ∅, як тiльки Ux ∈ Ux i b ∈ Vn, отже, x ∈ An.

Далi, мiркуючи так само, як в доведеннi попередньої теореми, приходимо
до суперечностi.

Залишковiсть множини B− легко випливає з доведеного, коли розглянути
функцiю −f . Далi B = B+ ∩B−, отже, i множина B залишкова.

6.1.6. Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y має властивiсть Дарбу,
якщо образ f(E) кожної зв’язної множини E у просторi X є зв’язною
множиною у просторi Y . Будемо говорити, що вiдображення f : X → Y має
слабку властивiсть Дарбу, якщо образ f(G) кожної областi G в X, тобто
вiдкритої i зв’язної множини, є зв’язною множиною в Y . Це поняття фiгурує
у статтi [205] пiд назвою O-зв’язнiсть.

Зрозумiло, що коли вiдображення має властивiсть Дарбу, то воно має
i слабку властивiсть Дарбу. Обернене твердження не вiрне. Це показує
наступний приклад.

Приклад 6.1.2. Iснує функцiя f : R → R зi слабкою властивiстю Дарбу,
яка не має властивостi Дарбу.

Побудова прикладу. Розглянемо функцiю f : R→ R, яка визначена так:

f(x) =


sin 1

x , x > 0;

0, x = 0;

1, x < 0.

Функцiя f не має властивостi Дарбу, бо зв’язна множина (−∞, 0]

переходить в незв’язну множину {0}∪{1}. Однак вона має слабку властивiсть
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Дарбу. Щоб це перевiрити, розглянемо довiльну область G на числовiй
прямiй. Добре вiдомо, що G – це якийсь iнтервал числової прямої. Якщо
0 ∈ G, то f(G) = [−1, 1], якщо ж 0 6∈ G, то обов’язково G ⊆ (−∞, 0) або
G ⊆ (0,+∞). У першому випадку f(G) = {1}, а в другому випадку множина
f(G) зв’язна, бо звуження f|(0,+∞) неперервне.

З допомогою введених понять можна отримати новий результат про
декомпозицiю неперервностi.

Теорема 6.1.7. Нехай X – локально зв’язний простiр, Y – топологiчний
простiр i вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу. Тодi
вiдображення f буде неперервне в точцi x0 ∈ X тодi i тiльки тодi, коли
воно перехiдне в точцi x0.

Доведення. Необхiднiсть є очевидною. Встановимо достатнiсть. Оскiльки
вiдображення f перехiдне в точцi x0, то iснують окiл U точки x0 в X i
вiдкритий окiлW точки f(x0) в Y , такi, щоW ⊆ V i f(U) ⊆ Wt(Y \W ). Iснує
вiдкритий зв’язний окiл U0 точки x0, такий, що U0 ⊆ U . Таким околом буде
компонента зв’язностi будь-якого вiдкритого околу G точки x0, що мiстить
цю точку i мiститься в U . Зрозумiло, що f(U0) ⊆ W t (Y \ W ). Оскiльки
f має слабку властивiсть Дарбу, то множина f(U0) зв’язна. Тодi з умови
f(x0) ∈ W випливає, що f(U0) ⊆ W , звiдки отримуємо, що f(U0) ⊆ V . Це i
дає нам неперервнiсть f у точцi x0.

Як наслiдок з теореми 6.1.7 одержуємо таку теорему

Теорема 6.1.8. Нехай X – локально зв’язний простiр, Y – топологiчний
простiр, вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу i є
перехiдним. Тодi f – неперервне вiдображення.

Зауважимо, що з цiєї теореми 6.1.8 випливають не тiльки результати
з праць [205, 312, 323], а й згаданий у пiдроздiлi 1.10 результат про
неперервнiсть функцiї f : R → R зi зв’язним i замкненим графiком, бо
функцiя f : R→ R зi зв’язним графiком має властивiсть Дарбу.

6.1.7. Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y називається локально w∗-
неперервним [205, 14], якщо iснує база B вiдкритих множин простору Y , така,
що множина f−1(fr(B)) є замкненою в X для кожного B ∈ B.
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Твердження 6.1.9. Нехай X i Y – топологiчнi простори i вiдображення
f : X → Y локально w∗-неперервне. Тодi f – перехiдне вiдображення.

Доведення. Нехай f не є перехiдним в деякiй точцi x0 ∈ X. Тодi iснує окiл V
точки y0 = f(x0) ∈ Y , такий, що для довiльного вiдкритого околу W точки
y0 в Y , такого, що W ⊆ V , i довiльного околу U точки x0 в X маємо, що
f−1(fr(W )) ∩ U 6= ∅. Оскiльки вiдображення f локально w∗-неперервне, то
iснує база B вiдкритих множин простору Y , така, що множина f−1(fr(B))

є замкненою в X для кожного B ∈ B. Iснує така множина V0 ∈ B, що
y0 ∈ V0 ⊆ V .

Нехай Ux0
– система всiх околiв точки x0 у просторiX. Вiзьмемо довiльний

окiл U0 ∈ Ux0
точки x0. Тодi U0 ∩ f−1(fr(V0)) 6= ∅, бо V0 – вiдкритий окiл

точки y0 i V0 ⊆ V . Тому x0 ∈ f−1(fr(V0)). Оскiльки множина f−1(fr(V0))

замкнена, то x0 ∈ f−1(fr(V0)), а значить,

y0 ∈ fr(V0) = V0 \ V0,

зокрема, y0 6∈ V0, що приводить до суперечностi.

Наступний приклад показує, що перехiдна функцiя не зобов’язана бути
локально w∗-неперервною.

Приклад 6.1.3. Iснує перехiдна функцiя f : R → R, яка не є локально
w∗-неперервною.

Побудова прикладу. Розiб’ємо промiжок A = (−∞,−1] на ℵ0 неперетинних
щiльних в A множин Ar, де r ∈ Q, а промiжок B = [1,+∞) – на континуум
щiльних у B множин Bξ, де ξ ∈ R \Q, i визначимо функцiю

f(x) =


r, x ∈ Ar,

ξ, x ∈ Bξ,

0, x ∈ (−1, 1).

Функцiя f буде перехiдною в довiльнiй точцi x ∈ R. Це ясно для точок
з iнтервалу (−1, 1), на якому вона стала. Якщо x ≥ 1 i ε > 0, то, взявши
в iнтервалах (f(x), f(x) + ε) i (f(x) − ε, f(x)) рацiональнi числа y1 i y2, ми
одержимо, що для околу U = (0,+∞) точки x при i = 1, 2

U ∩ f−1(yi) = ∅.
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Коли ж x ≤ −1, то для iррацiональних чисел y1 i y2 вiдповiдно з iнтервалiв
(f(x), f(x) + ε) i (f(x) − ε, f(x)) та околу U = (−∞, 0) будемо мати, що
переходи U × {yi} при i = 1, 2 не перетинаються з графiком функцiї f .

Припустимо, що E – це непорожня пiдмножина R, яка не мiстить множини
R\Q всiх iррацiональних чисел i доведемо, що її прообраз f−1(E) не замкнена
множина.

Нехай E ∩ (R \ Q) 6= ∅. Тодi iснують iррацiональнi числа β1 i β2, такi,
що β1 ∈ E i β2 6∈ E. Тодi f−1(E) ⊇ f−1(β1), отже, f−1(E) щiльна множина в
промiжку B. Разом з тим R\f−1(E) ⊇ f−1(β2), отже, i доповнення до f−1(E)

є щiльною множиною в B. Звiдки негайно випливає, що множина f−1(E) не
замкнена.

Припустимо, що E ⊆ Q. Якщо 0 ∈ E, то f−1(E) ⊇ (−1, 1) i
f−1(E) ∩B = ∅. Тодi 1 ∈ f−1(E) \ f−1(E), отже, f−1(E) не замкнена
множина. Якщо ж 0 6∈ E, то множина f−1(E) i її доповнення R \ f−1(E)

будуть всюди щiльними в промiжку A, бо f−1(E) ⊇ f−1(α1) для деякого
рацiонального числа α1 i R \ f−1(E) ⊇ f−1(0). Це показує, що i тут f−1(E)

не замкнена множина.
Нехай B – довiльна база топологiї числової прямої R. Зрозумiло, що iснує

такий непорожнiй елемент B ∈ B, що B ⊆ (−1, 1). Ясно, що fr(B) ⊆ [−1, 1]

i fr(B) 6= ∅, адже скiнченна точка β = supB є межевою для B. Тодi
f−1(fr(B)) за доведеним не буде замкненою множиною в R. Це означає, що
функцiя f не є локально w∗-неперервною.

6.1.8. У згаданих у пiдроздiлi 1.10 працях [313, 261] були доведенi
результати про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних функцiй iз
замкненим графiком. Наступна теорема є модифiкацiєю цих результатiв з
використанням перехiдностi.

Теорема 6.1.9. Нехай X i Y – локально зв’язнi простори, Z – топологiчний
простiр, вiдображення f : X × Y → Z має слабку властивiсть Дарбу
вiдносно кожної змiнної i є перехiдним за сукупнiстю змiнних. Тодi
вiдображення f неперервне за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку p = (x, y) ∈ X × Y i окiл W точки
f(p) у просторi Z. Оскiльки вiдображення f перехiдне в точцi p, то iснують
окiл U точки x в X, окiл V точки y в Y i вiдкритий окiл W1 точки f(p)
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в Z, такi, що W1 ⊆ W i f(U × V ) ⊆ W1 t (Z \ W1). Розглянемо вiдкритi
зв’язнi околи U0 i V0 точок x i y вiдповiдно, такi, що U0 × V0 ⊆ U × V .
Зрозумiло, що f(U0 × V0) ⊆ W1 t (Z \W1). Покажемо, що f(U0 × V0) ⊆ W1.
Припустимо, що iснує точка p1 = (x1, y1) ∈ U0 × V0, така, що f(p1) ∈ Z \W1.
Оскiльки вiдображення fx0 i fy1

мають слабку властивiсть Дарбу, то множини
fx0(V0) i fy1

(U0) зв’язнi. Але f(x0, y1) ∈ fx0(V0) ∩ fy1
(U0) 6= ∅, тому множина

C = fx0(V0) ∪ fy1
(U0) є зв’язною. Однак

C ⊆ f(U0 × V0) ⊆ W1 t (Z \W1)

i fx0(V0) ∩ W1 6= ∅ та fy1
(U0) ∩ (Z \ W1) 6= ∅, що суперечить зв’язностi

множини C.

6.2. Аналоги перехiдностi та декомпозицiя неперервностi

6.2.1. Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y називається w∗-
неперервним [163], якщо множина f−1(fr(V )) є замкненою в X для кожної
вiдкритої множини V в Y . Очевидно, що з w∗-неперервностi випливаю
локальна w∗-неперервнiсть. Обернене не вiрно, що демонструє наступний
приклад.

Приклад 6.2.1. Iснує локальна w∗-неперервна функцiя f : R→ R, яка не є
w∗-неперервною.

Побудова прикладу. Нехай f : R → R – функцiя Дiрiхле, тобто визначена
так:

f(x) =

{
1, x ∈ Q,
0, x 6∈ Q.

Розглянемо в ролi бази B систему всiх iнтервалiв з iррацiональними кiнцями.
Тодi fr(B) ⊆ R \ Q для будь-якого B ∈ B. Тому прообраз f−1(fr(B)) = ∅
замкнений в R для кожного B ∈ B, i отже, f локально w∗-неперервна.

Оскiльки для вiдкритої множини B = (1,+∞) маємо, що

f−1(fr(B)) = f−1({1}) = Q,

i множина Q всiх рацiональних чисел незамкнена в R, то f не є w∗-
неперервною.
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Вiдображення f : X → Y називається локально вiдносно неперервним
[209], якщо iснує база B вiдкритих множин простору Y , така, що множина
f−1(B) є вiдкритою у пiдпросторi f−1(B) для кожного B ∈ B. У [209]
було встановлено, що для довiльних топологiчних просторiв X i Y , якщо
вiдображення f : X → Y є локально w∗-неперервне, то воно локально
вiдносно неперервне. Там же наведено приклад функцiї f : R → R, який
демонструє, що обернене твердження не вiрне.

Твердження 6.2.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, вiдображення
f : X → Y локально вiдносно неперервне. Тодi f перехiдне.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай вiдображення f не є
перехiдним в деякiй точцi x0. Тодi iснує окiл V0 точки f(x0) в Y , такий, що
для довiльного вiдкритого околу U точки x0 в X i для довiльного вiдкритого
околу W точки f(x0) в Y з умови W ⊆ V0 випливає, що U ∩ f−1(frW ) 6= ∅.

Оскiльки вiдображення f локально вiдносно неперервне, то iснує база B
вiдкритих множин в Y , така, що множина f−1(V ) вiдкрита в множинi f−1(V )

для довiльного V ∈ B. Для точки f(x0) i ї ї околу V0 iснує елемент V бази B,
такий, що f(x0) ∈ V ⊆ V0. Вiзьмемо довiльний окiл U точки x0 в X. Оскiльки
вiдображення f не є перехiдним в точцi x0, то U ∩ f−1(frV ) 6= ∅. Тодi iснує
точка x ∈ U , така, що

x ∈ f−1(frV ) = f−1(V \ V ) = f−1(V ) \ f−1(V ).

В такому разi U ∩ f−1(V ) 6⊆ f−1(V ). Це означає, що точка x0 з f−1(V ) не
є внутрiшньою для множини f−1(V ) у пiдпросторi f−1(V ). Таким чином,
множина f−1(V ) не є вiдкритою в пiдпросторi f−1(V ). А це суперечить
тому, що вiдображення f є локально вiдносно неперервним. Отже, наше
припущення не вiрне.

Як уже зазначалося (приклад 6.1.3), перехiдне вiдображення не
зобов’язане бути локально w∗-неперервним. Цей же приклад показує, що
перехiдне вiдображення не зобов’язане бути локально вiдносно неперервним.

Твердження 6.2.2. Iснує перехiдна функцiя f : R → R, яка не є локально
вiдносно неперервною.

Доведення. Розiб’ємо промiжок A = (−∞,−1] на ℵ0 неперетинних щiльних
в A множин Ar, де r ∈ Q, а промiжок B = [1,+∞) – на континуум щiльних
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у B множин Bξ, де ξ ∈ R \Q, i визначимо функцiю

f(x) =


r, x ∈ Ar,

ξ, x ∈ Bξ,

0, x ∈ (−1, 1).

Функцiя f буде перехiдною в довiльнiй точцi x ∈ R (див. приклад 6.1.3).
Покажемо, що функцiя f не є локально вiдносно неперервною. Нехай B –

довiльна база в R. Тодi iснує множина V ∈ B, така, що ∅ 6= V ⊆ (1,+∞).
Покажемо, що тодi f−1(V ) не є вiдкритою в прообразi f−1(V ).

Спочатку зауважимо, що V \ V 6= ∅. Справдi ∅ 6= V ⊆ V ⊆ [1,+∞) ⊂ R.
Якби V = V , то V була б вiдкрито-замкненою множиною в R i такою, що
V 6= ∅ i V 6= R, а це суперечить зв’язностi числової прямої R.

Тодi iснує y ∈ V \ V . Зрозумiло, що y 6= 0, бо V ⊆ [1,+∞).
Припустимо, що y ∈ Q. Тодi f−1(y) = Ay. За побудовою Ay = (−∞,−1].

Вiзьмемо у вiдкритiй множинi V деяку рацiональну точку y0 i розглянемо
довiльну точку x0 з f−1(y0) = Ay0

. Тодi x0 ∈ f−1(V ). Покажемо, що x0

не є внутрiшньою точкою множини f−1(V ) у прообразi f−1(V ). Нехай U –
довiльний окiл точки x0 в R. Оскiльки x0 ∈ Ay0

⊆ (−∞,−1] i Ay ⊇ (−∞,−1],
то x0 ∈ Ay, отже, U ∩ Ay 6= ∅, тобто iснує елемент u ∈ U ∩ Ay. Для цього
елемента будемо мати u ∈ U ∩ f−1(V ) i u 6∈ f−1(V ), бо f(u) = y 6∈ V . Таким
чином, U ∩ f−1(V ) 6⊆ f−1(V ) для жодного околу U точки x0 ∈ f−1(V ), що й
показує, що множина f−1(V ) не є вiдкритою в f−1(V ).

Якщо ж y ∈ R \ Q, то f−1(y) = By. За побудовою By = [1,+∞).
Якщо тепер взяти в множинi V деяку iррацiональну точку y0 i розглянути
точку x0 з прообразу f−1(y0) = By0

, то як i вище легко перевiрити, що
U ∩ f−1(V ) 6⊆ f−1(V ) для довiльного околу U точки x0 в R, отже, i тут
множина f−1(V ) не буде вiдкритою в f−1(V ).

6.2.2. Поняття w∗-квазiнеперервностi було введене М.Матейдесом в [199].
Вiдображення f : X → Y називається w∗-квазiнеперервним у точцi x ∈ X,
якщо для кожного околу V точки f(x) в Y iснують вiдкритий окiл W

точки f(x) в Y i квазiвiдкрита множина A в X, такi, що W ⊆ V , x ∈ A

i A ∩ f−1(fr(W )) = ∅ i просто w∗-квазiнеперервним, якщо воно є таким у
кожнiй точцi x з X.
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Твердження 6.2.3. Нехай X i Y – топологiчнi простори i вiдображення
f : X → Y перехiдне в точцi x0 ∈ X. Тодi f w∗-квазiнеперервне в точцi x0.

Доведення. Нехай V – довiльний окiл точки y0 = f(x0) у просторi Y .
Оскiльки f перехiдне в точцi x0, то iснує окiл U точки x0 у просторi X
i вiдкритий окiл W точки y0 в Y , такi, що U ∩ f−1(frW ) = ∅. Вiдкрита
множина G = intU теж буде околом точки x0 в X, причому G ⊆ U i
G∩ f−1(frW ) = ∅. Вiдкрита множина G буде i квазiвiдкритою в X, отже, f
буде i w∗-квазiнеперервним у точцi x0.

В твердженнi 6.1.4 було показано, що неперервне вiдображення є
перехiдним. Аналогiчний результат має мiсце для w∗-квазiнеперервностi.

Твердження 6.2.4. Нехай X i Y – топологiчнi простори i вiдображення
f : X → Y квазiнеперервне в точцi x ∈ X. Тодi f w∗-квазiнеперервне в
точцi x ∈ X.

Доведення. Вiзьмемо довiльний окiл V точки y = f(x) в Y i покладемо
W = intV . Ясно, що W ⊆ V i W – вiдкритий окiл точки y в Y . Оскiльки
функцiя f квазiнеперервна в точцi x, то для кожного околу U точки x iснує
вiдкрита непорожня множина GU в X, така, що GU ⊆ U i f(GU) ⊆ W .
Розглянемо множину H =

⋃
{GU : U − окiл точки x}. Зрозумiло, що x ∈ H.

Множина A = H ∪ {x} є квазiвiдкритою в X. Справдi, A = H ∪ {x}. Але
{x} ⊆ H, отже, {x} ⊆ H = H. Тому A = H. Оскiльки множина H вiдкрита,
то intA ⊇ H, а значить intA ⊇ H = A ⊇ A. Крiм того, x ∈ A, f(A) ⊆ W ,
W ∩ frW = ∅, адже множина W вiдкрита в Y , отже, A ∩ f−1(frW ) = ∅.
Звiдси випливає w∗-квазiнеперервнiсть f в точцi x.

Обернене твердження не вiрне. Справдi функцiя Дiрiхле перехiдна, отже,
w∗-квазiнеперервна, але вона не є квазiнеперервною в жоднiй точцi з R.

Також не вiрне оберне твердження i до твердження 6.2.3.

Приклад 6.2.2. Iснує w∗-квазiнеперервна функцiя f : R → R, яка не є
перехiдною.

Побудова прикладу. Нехай функцiя f : R→ R визначена так:

f(x) =

{
sin 1

x , x 6= 0,

0, x = 0,

232



Функцiя f w∗-квазiнеперервна, бо вона квазiнеперервна (твердження 6.2.4),
але не перехiдна (приклад 6.1.1).

Вiдображення f : X → Y називається квазiперехiдним у точцi x ∈ X,
якщо для кожного околу V точки f(x) в Y , для кожного околу U точки x вX
iснують вiдкритий окiл W точки f(x) в Y i вiдкрита непорожня множина G
в X, такi, що W ⊆ V , G ⊆ U i G∩ f−1(frW ) = ∅, i просто квазiперехiдним,
якщо воно є таким у кожнiй точцi.

Твердження 6.2.5. Нехай X i Y – топологiчнi простори, вiдображення
f : X → Y w∗-квазiнеперервне в точцi x0 ∈ X. Тодi f квазiперехiдне в
точцi x0.

Доведення. Вiзьмемо довiльний окiл V точки f(x) в Y i довiльний окiл U

точки x в X. Оскiльки вiдображення f w∗-квазiнеперервне в точцi x0, то
iснують вiдкритий окiл W точки f(x) в Y i квазiвiдкрита множина A в X,
такi, щоW ⊆ V , x ∈ A iA∩f−1(fr(W )) = ∅. МножинаA квазiвiдкрита, тому
x ∈ A ⊆ intA. Оскiльки U – це окiл точки x, то перетин G = U ∩ intA 6= ∅.
Непорожня множина G вiдкрита i G ⊆ U . Оскiльки A∩ f−1(fr(W )) = ∅, то
i G∩f−1(fr(W )) = ∅. Це показує, що вiдображення f квазiперехiдне в точцi
x0.

Пiзнiше, в твердженнi 6.2.10, буде показано, що iснує функцiя f : R→ R,
яка квазiперехiдна, але не w∗-квазiнеперервна.

В твердженнi 6.1.5 було вказано умови на простори X i Y , за яких
перехiдне в точцi x ∈ X вiдображення f : X → Y буде слабко перехiдним у
цiй точцi. Тi ж самi умови на простори гарантують слабку квазiперехiднiсть
вiдображення в деякiй точцi, за умови, що це вiдображення є квазiперехiдним
у цiй точцi.

Твердження 6.2.6. Нехай X – топологiчний простiр, Y – регулярний
простiр, x – точка з X, f : X → Y – квазiперехiдне в точцi x вiдображення,
причому iснує зв’язний окiл V0 точки y = f(x) в просторi Y , такий, що
V0 6= {y}. Тодi f буде слабко квазiперехiдним у точцi x.

Доведення. Нехай V – довiльний окiл точки y в просторi Y i U – довiльний
окiл точки x у просторi X. За умовою iснує точка y0 з V0, така, що y0 6= y.
З аксiоми T1 випливає, що iснує окiл V1 точки y в Y , такий, що y0 6∈ V1.
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Оскiльки простiр Y регулярний, то iснує такий замкнений окiл V2 точки y

в Y , що V2 ⊆ V ∩ V0 ∩ V1. З квазiперехiдностi f у точцi x випливає, що
iснують вiдкрита непорожня множина G в X i вiдкритий окiл W точки y в
Y , такi, що W ⊆ V2, G ⊆ U i G∩ f−1(fr(W )) = ∅. Покажемо, що frW 6= ∅.
Якщо fr(W ) = ∅, то W буде вiдкрито-замкненою множиною у просторi Y ,
причому W ⊆ V0. Бiльше того W ⊂ V0, адже y0 ∈ V0 \W . Крiм того, W 6= ∅,
адже y ∈ W . Тодi зв’язна множина V0 розбивається на двi вiдкритi в нiй
непорожнi множини W i V0 \W , що неможливо.

Таким чином, frW 6= ∅, отже, iснує точка b ∈ frW . Оскiльки W ⊆ V2 i
V2 – замкнена множина, то i frW ⊆ V2 ⊆ V . В такому разi b ∈ V i b 6∈ f(G),
отже, G∩ f−1(b) = ∅. Це i означає, що f слабко квазiперехiдне в точцi x.

6.2.3. В твердженнi 6.1.1 було встановлено, що функцiя f : X → R буде
перехiдною, якщо множина R \ f(X) є всюди щiльною. Має мiсце i такий
результат.

Твердження 6.2.7. Нехай X i Y – топологiчнi простори i для
вiдображення f : X → Y множина Y \ f(X) всюди щiльна в Y . Тодi f
слабко перехiдне.

Доведення. Нехай x ∈ X i V – окiл точки f(x) в Y . Оскiльки множина
Y \ f(X) всюди щiльна в Y , то iснує точка b ∈ V ∩ (Y \ f(X)). Тому
X ∩ f−1(b) = ∅. Отже, вiдображення f слабко перехiдне в точцi x.

Твердження 6.2.8. Нехай X – топологiчний простiр. Тодi кожна слабко
квазiперехiдна функцiя f : X → R є квазiперехiдною.

Доведення. Нехай x0 ∈ X, y0 = f(x0), U – вiдкритий окiл точки x0 в X i
V = (y0 − ε, y0 + ε) – ε-окiл точки y0. Припустимо, що iснує точка x1 ∈ U ,
така, що f(x1) ∈ V1 = (y0, y0 + ε). Тодi iз слабкої квазiперехiдностi функцiї
f у точцi x1 випливає, що iснують непорожня вiдкрита множина G1 в X i
точка b1 ∈ V1, такi, що G1 ⊆ U i b1 6∈ f(G1). В iншому випадку для довiльної
точки y ∈ (y0, y0 + ε) маємо, що y 6∈ f(U). Так чи iнакше, iснують вiдкрита
непорожня множина G1 ⊆ U i точка b1 ∈ V1, такi, що b1 6∈ f(G1). Аналогiчно
встановлюємо, що iснують вiдкрита непорожня множина G2 ⊆ G1 i точка
b2 ∈ V2 = (y0 − ε, y0), такi, що b2 6∈ f(G2).

Iнтервал W = (b2, b1) – це окiл точки f(x0) в R, W ⊆ V i

G2 ∩ f−1(fr(W )) = G2 ∩ f−1({b2, b1}) = ∅.
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Отже, функцiя f є квазiперехiдною в точцi x0. Оскiльки точка x0 була
довiльна, то функцiя f квазiперехiдна.

Наступне твердження показує iстотнiсть в твердженнi 6.2.8 того, що
функцiя f набуває значень в R.

Твердження 6.2.9. Iснує функцiя f : R → R2, яка слабко перехiдна (а
отже, i слабко квазiперехiдна), але не квазiперехiдною в жоднiй точцi.

Доведення. Нехай (Aα)α∈R – сiм’я попарно неперетинних всюди щiльних в
R множин, така, що

⊔
α∈R

Aα = R. Визначимо функцiю f : R → R2 так:

f(x) = (α, 0) для x ∈ Aα. Покажемо, що функцiя f слабко перехiдна, але
не квазiперехiдною в жоднiй точцi.

Оскiльки f(R) = R × {0} i множина R2 \ (R \ {0}) всюди щiльна в R2,
то згiдно з твердженням 6.2.7 функцiя f є слабко перехiдною. Вiзьмемо
довiльну точку x ∈ R i обмежений окiл V точки f(x) в R2. Тодi для
довiльного вiдкритого околу W точки f(x) в R2, такого, що W ⊆ V маємо,
що frW ∩ (R×{0}) 6= ∅, iнакше множина R×{0} була б не зв’язною. Нехай
(α, 0) ∈ frW ∩ (R× {0}). Тодi

f−1(frW ) ⊇ f−1((α, 0)) = Aα

i тому множина f−1(frW ) всюди щiльна в R. Отже, f не є квазiперехiдною
в точцi x.

Твердження 6.2.10. Iснує функцiя f : R → R, яка квазiперехiдна, але не
w∗-квазiнеперервна.

Доведення. Нехай знову (Aα)α∈R – сiм’я попарно неперетинних всюди
щiльних в R множин, така, що

⊔
α∈R

Aα = R. Визначимо функцiю f0 : R → R

так: f0(x) = α для x ∈ Aα. Вiдмiтимо, що для довiльної точки α ∈ R множина
f−1

0 (α) = Aα всюди щiльна в R i тому не є слабко квазiперехiдна в жоднiй
точцi.

Нехай Q \ {0} = {rn : n ∈ N} – множина рацiональних чисел без точки 0.
Визначимо функцiю f : R→ R так:

f(x) =

{
0, x ∈ Arn \ (− 1

n ,
1
n),

f0(x), в iнших випадках.
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Покажемо, що функцiя f квазiперехiдна, але не w∗-квазiнеперервна.
Вiзьмемо точку x ∈ R, довiльний окiл U точки x i довiльний окiл V точки

f(x). Iснує номер n, такий, що rn ∈ V i G = int(U \ (− 1
n ,

1
n)) 6= ∅. Тодi

G ∩ f−1(rn)) = ∅, адже за побудовою f(x) = rn на f−1(rn) i f(x) 6= rn на G,
бо G ∩ (− 1

n ,
1
n) = ∅.

Отже, f слабко квазiперехiдна в довiльнiй точцi x, а значить, слабко
квазiперехiдна. Тодi за твердженням 6.2.8 функцiя f квазiперехiдна.

Доведемо, що f не є w∗-квазiнеперервною в точцi 0. Розглянемо окiл
V = (y0 − 1, y0 + 1) точки y0 = f(0) i зафiксуємо довiльний вiдкритий окiл
W точки y0, такий, що W ⊆ V , i довiльну квазiвiдкриту множину A, таку,
що 0 ∈ A, i покажемо, що перетин A ∩ f−1(frW ) 6= ∅. Зауважимо, що коли
frE = ∅ для деякої множини E ⊆ R, то E = intE, отже, множина E буде
вiдкрито-замкненою в R, а значить, E = ∅ або E = R, оскiльки числова
пряма R є зв’язним простором. Але ∅ 6= W 6= R, отже, frW 6= ∅, тобто iснує
точка b ∈ frW .

Припустимо, що b = rn для деякого n. Оскiльки A ⊆ intA i 0 ∈ A, а
(− 1

n ,
1
n) – це окiл нуля в R, то Un = (− 1

n ,
1
n)∩intA 6= ∅. За побудовою множина

Arn всюди щiльна в R, отже, Un∩Arn 6= ∅. Але (− 1
n ,

1
n)∩Arn = f−1(rn), тому

i f−1(rn) ∩ intA 6= ∅, а значить, i f−1(rn) ∩A 6= ∅. В такому разi знайдеться
така точка a ∈ A, що f(a) = rn = b ∈ frW , отже, A ∩ f−1(frW ) 6= ∅.

Нехай тепер b ∈ (R \ Q) ∪ {0}. Оскiльки множина Ab всюди щiльна в
R i intA 6= ∅, то intA ∩ Ab 6= ∅, отже, iснує точка a ∈ A, така, що
a ∈ Ab. Але b 6= rn для кожного n, отже, Ab ∩ Arn = ∅ для кожного n. Тому
f(a) = f0(a) = b. I в цьому випадку A ∩ f−1(frW ) 6= ∅.

Це i показує, що f не є w∗-квазiнеперервною в точцi 0.

Таким чином, для довiльних топологiчних просторiв X i Y мають мiсце
iмплiкацiї:

w∗-неперервнiсть ⇒ локальна w∗-неперервнiсть ⇒ локальна вiдносна
неперервнiсть⇒ перехiднiсть⇒ w∗-квазiнеперервнiсть⇒ квазiперехiднiсть,

причому жодну з них не можна обернути.
6.2.4. Виявляється, що для деяких типiв просторiв X та Y кожне

вiдображення, що дiє з X в Y , є перехiдним.
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Твердження 6.2.11. Нехай X – топологiчний простiр i Y – топологiчний
простiр, який має базу з вiдкрито-замкнених множин. Тодi кожна функцiя
f : X → Y є перехiдною.

Доведення. Справдi, для довiльної точки x ∈ X i довiльного околу V точки
y = f(x) в Y iснує такий вiдкрито-замкнений окiлW точки y в Y , щоW ⊆ V .
Тодi для околу U = X точки x в X будемо мати, що U ∩ f−1(frW ) = ∅,
адже frW = ∅, що i дає перехiднiсть f у точцi x.

Зокрема, всi функцiї зi значеннями в рацiональнiй прямiй Q чи прямiй
Зорґенфрея L будуть перехiдними.

Твердження 6.2.12. Кожна функцiя f : Q→ R є перехiдною.

Доведення. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ Q, її окiл U = (x− δ, x+ δ) ∩Q
в Q та окiл V = (f(x) − ε, f(x) + ε) точки f(x) в R. Покладемо
V1 = (f(x), f(x) + ε). Символом |E| ми позначаємо потужнiсть множини E.
Оскiльки ℵ0 = |U | < |V1| = c, то iснує точка y1 ∈ V1, така, що y1 6∈ f(U).
Таким чином, функцiя f є перехiдною зверху у точцi x. Аналогiчно
встановлюється перехiднiсть знизу функцiї f у точцi x. Отже, функцiя f

є перехiдною в точцi x.

6.2.5. В пiдроздiлi 6.1 були встановленнi результати про множини
точок слабкої перехiдностi (теорема 6.1.5) та перехiдностi (теорема 6.1.6).
Аналогiчний результат можна встановити i для w∗-квазiнеперервних
вiдображень.

Теорема 6.2.1. Нехай X – топологiчний простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi i f : X → Y – w∗-квазiнеперервне вiдображення.
Тодi множина A точок перехiдностi вiдображення f є залишковою в X.

Доведення. Нехай {Vn : n ∈ N} – база простору Y . Будемо мiркувати вiд
супротивного. Нехай E = X \ A – множина другої категорiї в X. Тодi для
довiльної точки x ∈ E iснує окiл V (x) точки f(x), такий, що для кожного
околу U точки x в X i для довiльного вiдкритого околу W точки f(x) в Y ,
такого, що W ⊆ V (x) маємо, що U ∩ f−1(frW ) 6= ∅.

Для кожного номера n ∈ N розглянемо множини

En = {x ∈ E : f(x) ∈ Vn ⊆ V (x)}.
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Зрозумiло, що
∞⋃
n=1

En = E. Оскiльки множина E другої категорiї, то iснує

номер n0, що множина En0
теж другої категорiї. З w∗-квазiнеперервностi

вiдображення f випливає, що для кожної точки x ∈ En0
iснують вiдкритий

окiл W (x) точки f(x) в Y i квазiвiдкрита множина A(x) в X, такi, що
W (x) ⊆ Vn0

, x ∈ A(x) i A(x) ∩ f−1(frW (x)) = ∅.
Для кожного номера m ∈ N розглянемо множини

En0,m = {x ∈ En0
: f(x) ∈ Vm ⊆ W (x)}.

Тодi
∞⋃
m=1

En0,m = En0
. Оскiльки множина En0

другої категорiї, то iснує

номер m0, що множина En0,m0
десь щiльна. Нехай множина En0,m0

щiльна
у вiдкритiй непорожнiй множинi U0, тобто U0 ⊆ En0,m0

. Вiзьмемо точку
x0 ∈ U0 ∩ En0,m0

. Оскiльки множина A(x0) квазiвiдкрита, то множина
U = U0 ∩ intA(x0) 6= ∅. Вiзьмемо точку a ∈ U ∩ En0,m0

. Тодi U є околом
точки a. Оскiльки U ⊆ A(x0), f(a) ∈ Vm0

⊆ W (x0) ⊆ Vn0
⊆ V (a) i

A(x0) ∩ f−1(frW (x0)) = ∅, то U ∩ f−1(frW (x0)) = ∅. Крiм того, W (x0) –
вiдкритий окiл точки f(a). Таким чином, для точки a ∈ E ми знайшли такий
її окiл U i вiдкритий окiлW = W (x0), такi, щоW ⊆ V (a) i U∩f−1(frW ) = ∅,
що неможливо.

6.2.6. Тепер перейдемо до узагальнення результатiв М.Матейдеса [199] та
Р.Ґiбсон [95].

Теорема 6.2.2. Нехай X – локально зв’язний простiр, простiр Y

задовольняє другу аксiому злiченностi i w∗-квазiнеперервне вiдображення
f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу. Тодi множина D(f) першої
категорiї.

Доведення. Згiдно з теоремою 6.2.1 множина A точок перехiдностi
вiдображення f є залишковою. А з теореми 6.1.8 випливає, що C(f) ⊇ A,
тому i C(f) є залишковою множиною у просторi X. Отже, множина D(f)

першої категорiї.

Теорема 6.2.3. Нехай X – локально зв’язний простiр i слабко
квазiперехiдна функцiя f : X → R має слабку властивiсть Дарбу. Тодi
множина D(f) першої категорiї.
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Доведення. Згiдно з теоремою 6.1.6 множина A точок перехiдностi
вiдображення f є залишковою. А з теореми 6.1.8 випливає, що C(f) ⊇ A,
тому i C(f) є залишковою множиною у просторi X. Отже, множина D(f)

першої категорiї.

Нам будуть потрiбнi наступнi два результати, якi встановленi, наприклад,
в [84] i [38]:

(1) функцiя f : X → Y , де Y – метричний простiр, буде неперервною тодi
i тiльки тодi, коли вона майже неперервна i клiкова;

(2) функцiя f : X → Y , де Y – метричний простiр, буде квазiнеперервною
тодi i тiльки тодi, коли вона майже квазiнеперервна i клiкова.

Теорема 6.2.4. Нехай X – берiвський локально зв’язний простiр, Y –
сепарабельний метризовний простiр i вiдображення f : X → Y задовольняє
умови:

1) f w∗-квазiнеперервне;
2) f має слабку властивiсть Дарбу;
3) f майже квазiнеперервне.
Тодi вiдображення f квазiнеперервне.

Доведення. Зафiксуємо метрику на просторi Y , яка породжує його топологiю.
З теореми 6.2.2 випливає, що множина C(f) = X \D(f) є залишковою в X,
а отже, є всюди щiльною. Тому вiдображення f є точково розривним, i тим
бiльше клiковим. Iз згаданого вище результату (2) випливає, що вiдображення
f квазiнеперервне.

Теорема 6.2.5. Нехай X – берiвський локально зв’язний простiр i функцiя
f : X → R задовольняє умови:

1) f слабко квазiперехiдна;
2) f має слабку властивiсть Дарбу;
3) f майже квазiнеперервна.
Тодi функцiя f квазiнеперервна.

Доведення. З теореми 6.2.3 випливає, що множина C(f) = X \ D(f) є
залишковою в X, а отже, є всюди щiльною. Тому функцiя f є точково
розривна, i тим бiльше клiкова. Iз згаданого вище результату (2) випливає,
що функцiя f квазiнеперервна.
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Теорема 6.2.6. Нехай X – берiвський локально зв’язний простiр, Y –
сепарабельний метризовний простiр i вiдображення f : X → Y задовольняє
умови:

1) f w∗-квазiнеперервне;
2) f має слабку властивiсть Дарбу;
3) f майже неперервне.
Тодi вiдображення f неперервне.

Доведення. З теореми 6.2.2 випливає, що вiдображення f є клiковим. Iз
згаданого вище результату (1) випливає, що вiдображення f неперервне.

Теорема 6.2.7. Нехай X – берiвський локально зв’язний простiр i функцiя
f : X → R задовольняє умови:

1) f слабко квазiперехiдна;
2) f має слабку властивiсть Дарбу;
3) f майже неперервна.
Тодi функцiя f неперервна.

Доведення. З теореми 6.2.3 випливає, що функцiя f є клiковою. Iз згаданого
вище результату (1) випливає, що функцiя f неперервна.

6.3. Слабка властивiсть Дарбу i перехiднiсть лiнiйних

вiдображень у топологiчних векторних просторах

6.3.1. Символом K позначимо поле R всiх дiйсних чисел чи поле C всiх
комплексних чисел. НехайX – векторний простiр над полем K i a, b – вектори
з X. Вiдображення ω : R → X, яке задається формулою ω(t) = ta + b ми
називатимемо лiнiйною функцiєю. Для точок x1 i x2 з X, невиродженого
вiдрiзка [α, β] числової прямої i лiнiйної функцiї ω(t) = ta + b звуження
ω|[α,β], для якого ω(α) = x1 i ω(β) = x2, назвемо прямолiнiйним шляхом, що
з’єднує точки x1 i x2.

Лема 6.3.1. Для будь-яких точок x1 i x2 з векторного простору X

i невиродженого вiдрiзка [α, β] iснує єдиний прямолiнiйний шлях
ω : [α, β]→ X, який з’єднує точки x1 i x2.
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Доведення. Розглянемо стандартний прямолiнiйний шлях
ω0(λ) = (1− λ)x1 + λx2, 0 ≤ λ ≤ 1, що з’єднує точки x1 i x2, лiнiйну
функцiю γ, що переводить вiдрiзок [α, β] у вiдрiзок [0, 1], яка задається
формулою γ(t) = t−α

β−α , i їх композицiю ω = ω0 ◦ γ. Зрозумiло, що

ω(t) = ω0(γ(t)) = ta+ b,

де a = x2−x1

β−α i b = βx1−αx2

β−α , причому

ω(α) = ω0(0) = x1 i ω(β) = ω0(1) = x2.

Таким чином, ω – це прямолiнiйний шлях, заданий на вiдрiзку [α, β], який
з’єднує x1 i x2.

Нехай ω∗(t) = ta∗ + b∗ – довiльний прямолiнiйний шлях на вiдрiзку [α, β],
який з’єднує точки x1 i x2. Тодi

ω∗(α) = αa∗ + b∗ = x1 i ω∗(β) = βa∗ + b∗ = x2,

звiдки отримуємо, що
(β − α)a∗ = x2 − x1,

тобто a∗ = x2−x1

β−α = a, i

b∗ = x1 − αa∗ = x1 − α
x2 − x1

β − α
=
βx1 − αx1 − αx2 + αx1

β − α
=
βx1 − αx2

β − α
= b.

Отже, ω∗ = ω.

Нехай x0, x1, ..., xn – довiльнi точки векторного простору X i [α, β] –
невироджений вiдрiзок числової прямої. Ламана, що породжена точками
x0, x1, ..., xn, – це вiдображення l : [α, β] → X, для якого iснує розбиття
α = t0 < t1 < ... < tn = β, таке, що для кожного k = 1, ..., n звуження
l|[tk−1,tk] – це прямолiнiйний шлях, що з’єднує точки xk−1 i xk.

Лема 6.3.2. Нехай X i Y – векторнi простори, f : X → Y – лiнiйне
вiдображення, x0, x1, ..., xn – точки з X, yk = f(xk) при k = 0, ..., n,
l : [α, β] → X – ламана у просторi X, що породжено точками x0, ..., xn

з X. Тодi f ◦ l – це ламана у просторi Y , що породжена точками y0, ..., yn

з Y .
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Доведення. За умовою iснує таке розбиття α = t0 < ... < tn = β, що звуження
l|[tk−1,tk] – це прямолiнiйний шлях, який з’єднує точки xk−1 i xk при k = 1, ..., n.
Тодi для k = 1, ..., n iснують вектори ak i bk з X, такi, що l(t) = tak + bk при
tk−1 ≤ t ≤ tk, причому l(tk−1) = xk−1 i l(tk) = xk. З лiнiйностi вiдображення
f випливає, що при tk−1 ≤ t ≤ tk для кожного k = 1, ..., n

(f ◦ l)(t) = f(l(t)) = f(tak + bk) = tf(ak) + f(bk)

при цьому
(f ◦ l)(tj) = f(l(tj)) = f(xj) = yj

для кожного j = 0, ..., n. Тому f ◦l|[tk−1,tk] – це прямолiнiйний шлях, що з’єднує
точки yk−1 i yk в Y , а значить, f ◦ l – ламана, що породжена точками y0, ..., yn

в Y .

Точки x0 i x з пiдмножини E векторного простору X ми називатимемо
ламано зв’язними в E (позначається: x0

Λ∼
E
x), якщо iснує така ламана

l : [α, β]→ E зi значеннями у множинi E, що l(α) = x0 i l(β) = x. Про таку
ламану кажуть, що вона з’єднує точки x0 i x у множинi E. Пiдмножину E
векторного простору X назвемо ламано зв’язною, якщо будь-якi її двi точки
x0 i x є ламано зв’язними в E.

Лема 6.3.3. Для будь-якої пiдмножини E векторного простору X

вiдношення Λ∼
E
ламаної зв’язностi в E – це вiдношення еквiвалентностi на

множинi E.

Доведення. Перевiримо лише транзитивнiсть вiдношення Λ∼
E
, залишивши

перевiрку рефлексивностi i симетричностi цього вiдношення читачевi.
Нехай x′

Λ∼
E
x′′ i x′′ Λ∼

E
x′′′. Покажемо, що x′

Λ∼
E
x′′′. За умовою iснують

ламана l′ : [α′, β′] → E, що породжується точками x′0, ..., x
′
n′, де x′0 = x′ i

x′n′ = x′′, i ламана l′′ : [α′′, β′′] → E, що породжується точками x′′0, ..., x
′′
n′′,

де x′′0 = x′′ i x′′n′′ = x′′′. Розглянемо довiльний невироджений вiдрiзок [α, β]

i лiнiйнi функцiї γ′ i γ′′, що переводять вiдрiзок I ′ = [α, α+β
2 ] у вiдрiзок

[α′, β′], а вiдрiзок I ′′ = [α+β
2 , β] у вiдрiзок [α′′, β′′]. Визначимо функцiю

l : [α, β] → E, покладаючи l(t) = l′(γ′(t)) при t ∈ I ′ i l(t) = l′′(γ′′(t)) при
t ∈ I ′′. Нескладно перевiрити, що l – це ламана, що породжується точками
x′ = x′0, x

′
1, ..., x

′
n′ = x′′ = x′′0, x

′′
1, ..., x

′′
n′′ = x′′′, причому l([α, β]) ⊆ E. Таким

чином, x′ Λ∼
E
x′′′.
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Лема 6.3.4. Кожна зрiвноважена множина E у векторному просторi X
є ламано зв’язною.

Доведення. Нагадаємо, що множина E є зрiвноваженою, якщо для кожної
точки x ∈ E i для довiльного скаляра λ, такого, що |λ| ≤ 1, обов’язково
λx ∈ E. Оскiльки порожня множина автоматично ламано зв’язна, то
припустимо, що E 6= ∅. Тодi iснує точка x0 ∈ E, а з нею i 0 = 0 · x0 ∈ E,
адже |0| = 0 ≤ 1.

Розглянемо довiльнi точки x1 i x2 з множини E i функцiю

l(t) =

{
(1− 2t)x1, 0 ≤ t ≤ 1

2 ,

(2t− 1)x2,
1
2 ≤ t ≤ 1.

оскiльки 0 ≤ 1 − 2t ≤ 1 при 0 ≤ t ≤ 1
2 i 0 ≤ 2t − 1 ≤ 1 при 1

2 ≤ t ≤ 1, то
l(t) ∈ E для всiх 0 ≤ t ≤ 1 на основi зрiвноваженостi множини E. Звуження
l на вiдрiзки [0, 1

2 ] i [1
2 , 1] – це лiнiйнi функцiї, причому l(0) = x1, l(1

2) = 0 i
l(1) = x2. Таким чином, l : [0, 1] → E – це ламана, що породжена точками
x1, 0 i x2, яка з’єднує точки x1 i x2 у множинi E, i тому E – ламано зв’язна
множина.

6.3.2. Нехай тепер X – це топологiчний векторний простiр над полем K.
Тодi довiльна лiнiйна функцiя ω : R → X, ω(t) = ta + b, буде неперервною,
адже додавання i множення на скаляр у ТВП – це неперервнi операцiї. Тому i
довiльний прямолiнiйний шлях ω : [α, β]→ X i кожна ламана l : [α, β]→ X –
це неперервнi функцiї. Звiдси негайно випливає, що кожна ламано зв’язна
множина в ТВП є лiнiйно зв’язною, а значить, i зв’язною.

Лема 6.3.5. Довiльний ТВП X є локально ламано зв’язним простором,
тобто в кожному околi довiльної точки з X мiститься деякий ламано
зв’язний окiл цiєї ж точки.

Доведення. Як добре вiдомо [332, с. 14], зрiвноваженi околи нуля утворюють
базу околiв нуля в довiльному ТВП, тому в кожному околi нуля вX мiститься
деякий зрiвноважений, а значить, i ламано зв’язний (за лемою 6.3.4) окiл
нуля.

Нехай тепер x – довiльна точка з X i Ux – її окiл в X. Тодi iснує такий окiл
нуля U , що Ux = x+U . Нехай V – зрiвноважений окiл нуля, який мiститься в
U . За лемою 6.3.4 вiн є ламано зв’язним. Таким же буде i його зсув Vx = x+V
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на вектор x, бо операцiя зсуву, очевидно, переводить ламанi в ламанi, адже
для лiнiйної функцiї ω(t) = ta+b i функцiя ω(t)+x = ta+b+x буде лiнiйною.
Оскiльки Vx – це окiл точки x i Vx ⊆ Ux, то все доведено.

Лема 6.3.6. Кожна область G у довiльному ТВП X є ламано зв’язною
множиною.

Доведення. Розглянемо довiльнi точки x0 i x областi G i доведемо, що x0
Λ∼
G
x.

Для цього розглянемо множину

G∗ = {x∗ ∈ G : x0
Λ∼
G
x∗}.

Ця множина непорожня, бо x0 ∈ G∗. Покажемо, що вона вiдкрита i замкнена
в G.

Нехай x∗ ∈ G∗. Тодi x0
Λ∼
G
x∗ за означенням множини G∗. Оскiльки x∗ ∈ G

i множина G вiдкрита, то G – це окiл точки x∗ в X. За лемою 6.3.5 iснує
ламано зв’язний окiл U точки x∗ в X, такий, що U ⊆ G. Нехай u – довiльна
точка з U . Оскiльки U ламано зв’язний, то x∗ Λ∼

U
u, а значить, i x∗ Λ∼

G
u, адже

U ⊆ G. За лемою 6.3.3 звiдси отримуємо, що x0
Λ∼
G
u, отже, u ∈ G∗. Таким

чином, U ⊆ G∗, отже, множина G∗ вiдкрита в X, i в G.
Нехай x∗ ∈ G i x∗ ∈ G∗. За лемою 6.3.5 iснує такий ламано зв’язний окiл

U точки x∗ в X, що U ⊆ G. Оскiльки x∗ – це точка дотику множини G∗, то
U ∩G∗ 6= ∅. Тому iснує якась точка u ∈ U ∩G∗. З того, що u ∈ G∗ випливає,
що x0

Λ∼
G
u. Але u i x∗ належать до U . З ламаної зв’язностi U випливає, що

u
Λ∼
U
x∗, а з включення U ⊆ G i те, що u Λ∼

G
x∗. Знову, застосувавши лему 6.3.3,

отримаємо, що x0
Λ∼
G
x∗, отже, x∗ ∈ G∗. Це дає нам замкненiсть множини G∗

у множинi G.
Таким чином, G∗ – це непорожня вiдкрита i замкнена пiдмножина у

зв’язнiй множинi G. Тому G∗ = G. Це i дає нам те, що x ∈ G∗, а значить,
x0

Λ∼
G
x.

6.3.3. З означення лiнiйного вiдображення [330, с. 5] легко вивести
наступний результат.

Лема 6.3.7. Нехай X i Y – векторнi простори над одним i тим самим
полем K, E – ламано зв’язна множина в X i f : X → Y – лiнiйне
вiдображення. Тодi f(E) – ламано зв’язна в Y .

244



Доведення. Нехай y0 i y – довiльнi точки з f(E). Iснують такi точки x0 i x з
E, що f(x0) = y0 i f(x) = y. Оскiльки множина E ламано зв’язна, то iснує
ламана l : [α, β]→ E, така, що l(α) = x0 i l(β) = x. За лемою 6.3.2 композицiя
f ◦ l буде ламаною в множинi f(E), адже (f ◦ l)([α, β]) = f(l([α, β])) ⊆ f(E),
причому (f ◦ l)(α) = f(l(α)) = f(x0) = y0 i (f ◦ l)(β) = f(l(β)) = f(x) = y.
Це показує, що f ◦ l – це ламана, яка з’єднує точки y0 i y у множинi f(E),
отже, множина f(E) ламано зв’язна.

Теорема 6.3.1. Нехай X i Y – ТВП i f : X → Y – лiнiйне вiдображення.
Тодi f має слабку властивiсть Дарбу.

Доведення. Нехай G область в X. За лемою 6.3.6 G буде ламано зв’язною
множиною. Тодi за лемою 6.3.7 i образ f(G) буде ламано зв’язною множиною,
а значить, лiнiйно зв’язною, а тому i зв’язною множиною. Таким чином,
лiнiйне вiдображення переводить кожну область у зв’язну множину, отже,
воно має слабку властивiсть Дарбу.

6.3.4. З теореми 6.3.1 i теореми 6.1.8 про декомпозицiю неперервностi
негайно випливає

Теорема 6.3.2. Лiнiйне вiдображення f : X → Y , що дiє в довiльних ТВП,
буде неперервним тодi i тiльки тодi, коли воно перехiдне.

Доведення. За теоремою 6.3.1 вiдображення f має слабку властивiсть Дарбу,
а тодi з теореми 6.1.8 отримуємо потрiбну декомпозицiю неперервностi.
Теорему 6.1.8 можна застосовувати, оскiльки за лемою 6.3.5 кожний ТВП
є локально зв’язним.

Можна дати i безпосереднє доведення теореми 6.3.2 в бiк достатностi.
Нехай f – лiнiйне перехiдне вiдображення. Доведемо, що f неперервне. Для
цього досить встановити, що f неперервне в нулi. Нехай V – довiльний окiл
нуля в Y . Оскiльки f перехiдне в точцi 0, то iснує такий окiл нуля U в X i
вiдкритий окiл нуля V0 в Y , що f(U) ⊆ V0 t (Y \ V0). Iснує зрiвноважений
окiл нуля U0 в X, такий, що U0 ⊆ U . Покажемо, що f(U0) ⊆ V0. З леми
6.3.4 випливає, що U0 – це ламано зв’язна множина. Тодi образ f(U0) теж
ламано зв’язний за лемою 6.3.7. Вiн же, очевидно, буде i зв’язним. Крiм того,
f(0) ∈ f(U0) ∩ V0 6= ∅ i f(U0) ⊆ f(U) ⊆ V0 t (Y \ V0). Оскiльки множина
f(U0) зв’язна, то f(U0) ⊆ V0.
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6.3.5. Нагадаємо, що лiнiйне вiдображення f : X → Y називається
скiнченновимiрним, якщо його образ imf = f(X) – це скiнченновимiрний
пiдпростiр простору Y .

Теорема 6.3.3. Нехай X i Y – ТВП, причому простiр Y гаусдорфовий,
f : X → Y – лiнiйне скiнченновимiрне вiдображення iз замкненим графiком.
Тодi f – неперервне вiдображення.

Доведення. За умовою образ Y0 = f(X) – це скiнченновимiрний лiнiйний
пiдпростiр простору Y , який буде гаусдорфовим, бо таким є простiр Y .
Нехай n = dimY0 – вимiрнiсть простору Y0. Як добре вiдомо [330, с. 18],
iснує iзоморфiзм ϕ : Y0 → Kn простору Y0 на арифметичний простiр Kn з
топологiєю добутку n екземплярiв полiв K = R або K = C. Оскiльки простiр
Kn локально компактний, то таким буде i iзоморфний до нього простiр Y0.

За умовою графiк Grf вiдображення f – це замкнений пiдпростiр добутку
X×Y , причомуGrf ⊆ X×Y0. ТодiGrf буде замкненим i в пiдпросторiX×Y0

добутку X × Y , отже, f має замкнений графiк як вiдображення з X в Y0.
За теоремою 6.1.2 вiдображення f перехiдне, а за теоремою 6.3.2 воно

неперервне, що й треба було довести.

Теорема 6.3.4. Нехай X – ТВП над полем K дiйсних або комплексних
чисел i f : X → K – лiнiйний функцiонал iз замкненим графiком. Тодi
f – неперервний функцiонал.

Доведення. Справдi, лiнiйний функцiонал є скiнченновимiрним лiнiйним
оператором, бо dim K = 1. Тому це твердження випливає з теореми 6.3.3.

Теорему 6.3.4 легко довести i безпосередньо. Справдi, якщо Grf

замкнений, то буде замкненим i ядро ker f , адже

ker f = ϕ−1(Grf ∩ (X × {0})),

де ϕ : X → X×{0}, ϕ(x) = (x, 0), – гомеоморфiзм простору X на пiдпростiр
X × {0} добутку X × Y . Тодi за вiдомим критерiєм неперервностi лiнiйного
функцiонала [328, с. 15] f буде неперервним.

Цiкаво, що наступне твердження можна довести, не використовуючи
щойно згаданий критерiй.
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Теорема 6.3.5. Для лiнiйного функцiонала f : X → K, заданого на
довiльному ТВП, наступнi умови рiвносильнi:

(i) f неперервний;
(ii) Grf замкнений в X ×K;
(iii) ker f замкнене в X.

Доведення. Iмплiкацiя (i) ⇒ (ii) очевидна, адже ker f = f−1(0), iмплiкацiя
(ii) ⇒ (i) – це теорема 6.3.4. Доведемо, що (iii) ⇒ (ii). Нехай ядро
ker f замкнене в X. Доведемо, що i графiк Grf теж замкнений в X × K.
Якщо f = 0, то це очевидно. Тому вважаємо, що f 6= 0. Нехай (pj)j∈J –
це сiтка точок pj = (xj, yj) з графiка Grf , яка збiгається до деякої точки
p = (x, y) ∈ X ×K. Покажемо, що p ∈ Grf . Ясно, що xj → x в X i yj → y

в K, причому yj = f(xj) для кожного j. Оскiльки f 6= 0, то iснує така точка
a ∈ X, що f(a) = 1. Тодi

f(xj − yja) = f(xj)− yjf(a) = f(xj)− f(xj) = 0,

отже, xj − yja ∈ ker f для кожного j. Але xj − yja → x − ya в X, тому i
x− ya ∈ ker f , адже ядро ker f замкнене. Звiдси випливає, що

0 = f(x− ya) = f(x)− yf(a) = f(x)− y,

отже, f(x) = y, а значить, p ∈ Grf , що i дає нам замкненiсть графiка Grf в
добутку X ×K.

Таким чином, згаданий критерiй неперервностi лiнiйного функцiонала є
наслiдком теореми 6.3.4 i сама теорема 6.3.4 випливає з нього. Тому цей
критерiй є теоремою про замкнений графiк для лiнiйного функцiонала.

Теорему 6.3.5 можна узагальнити на скiнченновимiрнi вiдображення.

Теорема 6.3.6. Нехай X i Y – ТВП, причому простiр Y гаусдорфовий,
f : X → Y – лiнiйне скiнченновимiрне вiдображення. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi:

(i) f – неперервне вiдображення;
(ii) Grf замкнений в X × Y ;
(iii) ker f замкнене в X.

Доведення. Iмплiкацiї (i)⇒ (ii) i (i)⇒ (iii) очевиднi.
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(ii) ⇒ (iii). Нехай Grf – замкнена множина в X × Y . Розглянемо
гомеоморфiзм ψ : X × {0} → X, де ψ(x, 0) = x. Тодi

ψ(Grf ∩ (X × {0})) = ker f.

Множини Grf i X × {0} є замкненими в X × Y , перша за умовою, а друга
на основi того, що простiр Y гаусдорфовий, отже, одноточкова множина {0}
буде у ньому замкненою, а тому i множина X×{0} буде замкненою в добутку
X × Y . Оскiльки при гомеоморфiзмi образ замкненої множини є замкнена
множина, то множина ker f замкнена в X.

(iii)⇒ (i). Нехай Y0 = f(X). За умовою Y0 – скiнченновимiрний лiнiйний
пiдпростiр простору Y . Припустимо, що n = dimY0 i y1, y2, ..., yn – базис
пiдпростору Y0. Тодi для довiльної точки y ∈ Y0 iснує єдиний набiр скалярiв

α1, α1, ..., αn, такий, що y =
n∑
k=1

αkyk. Покладемо ϕ(y) = (α1, ..., αn). Оскiльки

простiр Y , а отже i Y0, є гаусдорфовим, то вiдображення ϕ : Y0 → Kn

є iзоморфiзмом ТВП [330, с. 18]. Нехай ϕ(f(x)) = (f1(x), f2(x), ..., fn(x)).
Вiдображення fk : X → K – це лiнiйнi функцiонали.

Нехай ядро ker f замкнене в X. Зрозумiло, що ker f =
n⋂
k=1

ker fk.

Покажемо, що ядра ker fk замкненi вX для кожного k = 1, 2, ..n. Мiркування
проведемо iндукцiєю вiдносно n. При n = 1 маємо, що ker f = ker f1 i тому
ker f1 – замкнена множина.

Нехай n = 2. Покладемо L = ker f i Lk = ker fk, k = 1, 2. У випадку, коли,
наприклад, L1 ⊆ L2, то L1 = L – замкнена множина. Тому i множина L2 теж
замкнена, адже L2 = L1 або L2 = X. Так само буде, коли L2 ⊆ L1. Тому
припустимо, що L1 6⊆ L2 i L2 6⊆ L1.

Оскiльки L1 6⊆ L2, то iснує точка x1 ∈ L1 \ L2. Оскiльки x1 6∈ L2, то
f2(x1) 6= 0 i ми можемо розглянути точку a1 = x1

f2(x1) , що входить в L1

i для неї f2(a1) = 1. Покажемо, що L1 = L + 〈a1〉. Нехай x ∈ L1. Тодi
y = x− f2(x)a1 ∈ L1. Крiм того,

f2(y) = f2(x)− f2(x)f2(a1) = f2(x)− f2(x) = 0

i тому y ∈ L2. Таким чином, y ∈ L = L1 ∩ L2 i x = y + f2(x)a1 ∈ L + 〈a1〉.
Нехай тепер x ∈ L + 〈a1〉. Тодi x = y + λa1, де y ∈ L i λ ∈ K.
Оскiльки f1(x) = f1(y) + λf1(a1) = 0, то x ∈ L1. Аналогiчно встановлюється,
що iснує точка a2 ∈ L2 \ L1, така, що L2 = L+ 〈a2〉. Оскiльки множина L
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замкнена, а 〈ak〉 – одновимiрний пiдпростiр, то множини Lk для k = 1, 2

теж будуть замкненими, адже сума замкненого лiнiйного пiдпростору i
скiнченновимiрного пiдпростору у довiльному ТВП буде замкненою.

Здiйснимо iндуктивний крок. Нехай n > 2 i L =
n⋂
k=1

Lk –

замкнена множина. Покажемо, що множини ker fk = Lk замкненi для
k = 1, 2, ..., n. Розглянемо звуження gk = fk|Ln, k = 1, 2, ..., n− 1. Оскiльки

ker gk = Ln ∩ ker fk, то
n−1⋂
k=1

ker gk = L – замкнена множина. За iндуктивним

припущенням множини ker gk замкненi для k = 1, 2, ..., n − 1. Оскiльки
ker fn ∩ ker fk = ker gk для k = 1, 2, ..., n− 1, то за доведеним множини ker fn

i ker fk замкненi для k = 1, 2, ..., n− 1.
Таким чином, ми встановили, що ядра ker fk замкненi в X для k = 1, 2, ..n.

Тому функцiонали fk : X → K неперервнi для k = 1, 2, ..., n. Отже, i
вiдображення ϕ ◦ f = (f1, f2, ..., fn) : X → Kn неперервне, а значить i
f : x → Y – неперервне вiдображення, адже ϕ – iзоморфiзм ТВП Y0 i Kn

i тотожне вкладення Y0 ↪→ Y неперервне.
Зауважимо, що можна дати i безпосереднє доведення iмплiкацiї (iii)⇒ (ii)

теореми 6.3.6, використавши цю ж iмплiкацiю з теореми 6.3.5. Тому теорему
6.3.6 можна вивести i з теореми 6.3.3.

У доведеннi теореми 6.3.6 ми використали таке твердження: якщо L –
замкнений лiнiйний пiдпростiр ТВП X i M – скiнченновимiрний лiнiйний
пiдпростiр X, то їх сума N = L + M буде замкненою в X. Воно доводиться
таким чином. Фактор-простiр X̂ = X/L буде гаусдорфовим [330, с. 22], адже
пiдпростiр L замкнений. Образ π(N) = π(M) = M̂ простору N при фактор-
вiдображеннi π : X → X̂, π(x) = x̂ = x + L, буде скiнченновимiрним
пiдпростором гаусдорфового ТВП X̂, отже, вiн буде замкненим в X̂ [330, с.
20]. Але N = π−1(M̂), отже, N буде замкненим в X, бо фактор-вiдображення
π : X → X̂ неперервне.

6.3.6. Розгляглянемо банахiв простiр C[a, b] всiх неперервних функцiй y :

[a, b]→ R, надiлений рiвномiрною нормою ‖y‖ = max
a≤t≤b

|y(t)|.

Теорема 6.3.7. Нехай X = C1[a, b] – нормований простiр всiх неперервно
диференцiйовних функцiй x : [a, b] → R, заданих на невиродженому
вiдрiзку [a, b] числової прямої, надiлений рiвномiрною нормою ‖ · ‖,
Y = C[a, b] – банахiв простiр всiх неперервних функцiй y : [a, b] → R
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з тiєю ж рiвномiрною нормою ‖ · ‖ i D : X → Y , Dx = x′, –
оператор диференцiювання. Тодi D – лiнiйний скрiзь розривний оператор
iз замкненим графiком, який не є перехiдним.

Доведення. Нехай xn → x у просторi X i yn = Dxn = x′n → y у просторi
Y . Тодi xn(t) ⇒ x(t) на [a, b] i x′n(t) ⇒ y(t) на [a, b]. За класичною теоремою
аналiзу x′(t) = y(t) на [a, b], тобто Dx = y. Це дає нам замкненiсть графiка
оператора D.

ЛiнiйнiстьD – це також добре вiдомий факт з диференцiального числення.
Розривнiсть у нулi оператораD випливає з того, що послiдовнiсть неперервно
диференцiйовних функцiй xn(t) = sinnt

n рiвномiрно прямує до нуля на
[a, b], але послiдовнiсть їх похiдних x′n(t) = cosnt навiть поточково на
невиродженому вiдрiзку [a, b] до нуля не прямує. Тому оператор D розривний
в нулi, а отже, i в кожнiй точцi як лiнiйний оператор.

Нарештi, D не може бути перехiдним згiдно з теоремою 6.3.2, адже
перехiднi лiнiйнi оператори завжди неперервнi.

6.4. Розриви двосторонньо квазiнеперервних перехiдних

функцiй

6.4.1. Як вже згадувалось в пiдроздiлi 2.5, умову замкненостi графiка
не завжди можна замiнити перехiднiстю. В цьому пiдроздiлi ми побудуємо
двосторонньо квазiнеперервну перехiдну функцiю, яка не є неперервною, i
тим самим, покажемо, що результат Й.Добоша з [65] не можна розширити на
перехiднi функцiї.

Ми будемо розглядати вектори

r = (b0, a1, b1, a2, b2, a3)

з простору R6, для яких b0 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3. Їх ми
будемо називати 6-векторами, а їх множину позначатимемо лiтерою R.
Казатимемо, що 6-вектор r = (b0, a1, b1, a2, b2, a3) здiйснює подiл вiдрiзка
[a, b], якщо a = b0 < a1 < b1 < a2 < b2 < a3 = b. При цьому подiл утворюється
вiдрiзками M 1 = [a1, b1] i M 2 = [a2, b2], якi ми називаємо вiльними (лiвим
чи правим вiдповiдно). Вiдрiзки N1 = [b0, a1], N2 = [b1, a2] i N3 = [b2, a3] ми
називаємо ведучими.
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Для кожного натурального числа n розглянемо множину

Sn = {1, 2, 3}n = {s = (j1, ..., jn) : jk ∈ {1, 2, 3} при k = 1, ..., n}.

Елемент s = (j1, ..., jn) ми будемо коротко позначати j1...jn або j1, ..., jn.
Якщо s = j1, ..., jn ∈ Sn i jn+1 = 1, 2, 3, то символом s, jn+1 позначається набiр
j1, ..., jn, jn+1 з Sn+1. Для n = 0 покладемо S0 = {∅}. Природно вважати, що
∅, j = j для кожного j = 1, 2, 3. Як звичайно, символом N ми позначаємо
множину натуральних чисел, тобто N = {1, 2, 3, ...}, i N0 = N ∪ {0}.

Нехай n ∈ N0. Пачкою n-го рангу ми називатимемо сiм’ю
Wn = (rs : s ∈ Sn), де rs ∈ R для кожного s ∈ Sn. Кожний 6-вектор
rs = (b0

s, a
1
s, b

1
s, a

2
s, b

2
s, a

3
s) породжує вiльнi вiдрiзки M 1

s = [a1
s, b

1
s], M 2

s = [a2
s, b

2
s]

та iнтервали G1
s = (a1

s, b
1
s), G2

s = (a2
s, b

2
s) i ведучi вiдрiзки

Ns,1 = [b0
s, a

1
s], Ns,2 = [b1

s, a
2
s], Ns,3 = [b2

s, a
3
s].

Таким чином, з кожною пачкою n-го рангу пов’язанi три сiм’ї вiдрiзкiв:

(M 1
s )s∈Sn, (M

2
s )s∈Sn, (Ns)s∈Sn+1

.

Сусiднi пачки Wn = (rs)s∈Sn i Wn+1 = (rs)s∈Sn+1
називаються узгодженими,

якщо кожний 6-вектор rs сiм’ї Wn+1 здiйснює подiл вiдповiдного ведучого
вiдрiзка Ns, пов’язаного з пачкою Wn.

Для невиродженого вiдрiзка [a, b] числової прямої послiдовнiсть
W = (Wn)n∈N0

пачок Wn = (rs : s ∈ Sn) називається (2, 3)-схемою,
пов’язаною з вiдрiзком [a, b], якщо єдиний вектор

r∅ = (b0
∅, a

1
∅, b

1
∅, a

2
∅, b

2
∅, a

3
∅) = (b0, a1, b1, a2, b2, a3)

пачки W0 = (rs)s∈S0
нульового рангу здiйснює подiл вихiдного вiдрiзка

[a, b] = [a∅, b∅] = = [a∅, b∅] (його ми вважаємо ведучим) i для кожного
n ∈ N0 пачки Wn i Wn+1 узгодженi. Замiсть термiну (2, 3)-схема, ми будемо
вживати коротший термiн – схема, оскiльки iншi подiбнi схеми ми розглядати
не будемо.

Нехай S∞ =
∞⋃
n=0

Sn i S = {1, 2, 3}N. Для послiдовностi s = (jn)
∞
n=1 символом

sn позначимо скiнченну послiдовнiсть sn = j1j2...jn, при цьому s0 = ∅.
Для (2, 3)-схеми W = (Wn)n∈N0

, пов’язаної з вiдрiзком I = [a, b], сiмей її
вiльних iнтервалiв (Gi

s)s∈S∞, i = 1, 2, та ведучих вiдрiзкiв (Ns)s∈S∞ введемо в
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розгляд вiдкритi множини Gi =
⋃

s∈S∞
Gi
s, i = 1, 2, та G = G1 ∪G2 i замкнену

множину F = I \G. Легко перевiрити, що

F =
∞⋂
n=0

(
⊔
s∈Sn

Ns) =
⋃
s∈S

(
∞⋂
n=0

Nsn).

Множину F ми будемо називати ядром (2, 3)-схеми W .
Нагадаємо, що точка x0 з множини E в топологiчному просторi X

називається iзольованою, якщо iснує такий її окiл U в X, що U ∩ E = {x0}.
Множину E у топологiчному просторi X називають досконалою в X, якщо
вона замкнена в X i не має iзольованих точок.

Зауважимо, що для кожного s ∈ S послiдовнiсть вiдрiзкiв (Nsn)n∈N0
спадає

з ростом номера n. Крiм того, ядро F не має iзольованих точок, адже
його доповнення I \ F = G є диз’юнктним об’єднанням iнтервалiв, якi не
мають спiльних кiнцiв. Таким чином, ядро F (2, 3)-схеми W є досконалою
множиною.

Кажучи неформально, при побудовi (2, 3)-схеми, пов’язаної з вiдрiзком
[a, b], цей вiдрiзок дiлиться на п’ять частин точками a1 < b1 < a2 < b2, далi
кожний з ведучих вiдрiзкiв N1 = [a, a1], N2 = [b1, a2] i N3 = [b2, b] знову
дiлиться на п’ять частин i цей процес продовжується до нескiнченностi. При
цьому подiлу пiдлягають ведучi, перший, третiй i п’ятий вiдрiзки, а вiльнi,
другий i четвертий, не дiляться.

Нехай W = (Wn)n∈N0
– (2, 3)-схема, що пов’язана з вiдрiзком [a, b], i

(Ns)s∈Sn+1
– сiм’я ведучих вiдрiзкiв для пачки Wn. Домовимось довжину

вiдрiзка J = [α, β] позначити символом |J | = β − α. Для кожного номера
n ∈ N0 розглянемо числа

λ′n = max
s∈Sn
|Ns,1|, λ′′n = max

s∈Sn
|Ns,3|, λn = max{λ′n, λ′′n} i µn = max

s∈Sn
|Ns|.

Ми називатимемо (2, 3)-схему W рiвномiрно дрiбнистою /частково
рiвномiрно дрiбнистою/, якщо lim

n→∞
µn = 0 / lim

n→∞
λn = 0/. Ясно, що рiвномiрно

дрiбниста (2, 3)-схема буде i частково рiвномiрно дрiбнистою.
Рiвномiрною ми будемо називати (2, 3)-схему W = (Wn)n∈N0

, яка
складається з таких пачок Wn = (rs : s ∈ Sn), що для кожного n ∈ N0

i довiльного s ∈ Sn 6-вектор rs здiйснює подiл вiдповiдного вiдрiзка Ns на
п’ять рiвних частин, при цьому N∅ = [a, b]. Ясно, що рiвномiрна (2, 3)-схема
буде i рiвномiрно дрiбнистою.
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Ми називаємо (2, 3)-схемуW дрiбнистою, якщо lim
n→∞
|Nsn| = 0 для кожного

s ∈ S. Зрозумiло, що рiвномiрно дрiбниста (2, 3)-схема є разом з тим i
дрiбнистою.

Означення дрiбнистої схеми можна переформулювати в еквiвалентному
виглядi. Для кожної точки x з ядра F схеми W , пов’язаної з вiдрiзком
[a, b], i натурального числа n позначимо символом ∆n(x) той єдиний ведучий
вiдрiзок Nsn, де sn ∈ Sn, що вiдповiдає пачцi (n − 1)-рангу схеми W ,
який мiстить точку x. Для одноманiтностi запису покладемо ∆0(x) = [a, b].
Зрозумiло, що схема W буде дрiбнистою тодi i тiльки тодi, коли |∆n(x)| → 0

для кожного x ∈ F , що рiвносильно тому, що
∞⋂
n=1

∆n(x) = {x}.

Теорема 6.4.1. Для (2, 3)-схеми W = (Wn)n∈N0
, пов’язаної з вiдрiзком [a, b],

наступнi умови еквiвалентнi:
(i) схема W рiвномiрно дрiбниста;
(ii) схема W дрiбниста;
(iii) ядро F схеми W нiде не щiльне.

Доведення. Iмплiкацiя (i)⇒ (ii) негайно випливає з того, що 0 ≤ |Nsn| ≤ µn

для кожного n i довiльного s ∈ S.
(ii) ⇒ (iii). Нехай схема W дрiбниста. Доведемо, що intF = ∅. Нехай

x0 ∈ F i U = (x0 − δ, x0 + δ) – довiльний δ-окiл точки x0. Оскiльки
lim
n→∞
|∆n(x0)| = 0 i x0 ∈ ∆n(x0) для кожного n, то iснує такий номер

p, що ∆p(x0) ⊆ U . Вiдрiзок ∆p(x0) – це один iз ведучих вiдрiзкiв Ns,
який при наступному подiлi породжує два вiльних iнтервали G1

s i G2
s.

Вiдкрита непорожня множина Gs = G1
s ∪G2

s не перетинається з множиною
F i мiститься в U . Отже, U 6⊆ F . Ми встановили, що замкнена множина F
не має внутрiшнiх точок, отже, вона нiде не щiльна.

(iii) ⇒ (i). Припустимо, що умова (i) не виконується i доведемо, що
тодi i умова (iii) не виконується. Зауважимо, що µn ≥ µn+1 для кожного
n. Справдi, для кожного s ∈ Sn+1 iснує таке t ∈ Sn, що Ns ⊆ Nt, а тодi
i |Ns| ≤ |Nt| ≤ µn, отже, i µn+1 = max

s∈Sn+1

≤ µn. Спадна послiдовнiсть

додатних чисел µn обов’язково має границю ε ≥ 0. За нашим припущенням
ε = lim

n→∞
µn > 0. Нехай Sn(ε) = {s ∈ Sn : |Ns| ≥ ε}. Розглянемо замкненi

множини En =
⋃
s∈Sn(ε)Ns. Зрозумiло, що En+1 ⊆ En для кожного n. Справдi,

нехай s ∈ Sn+1(ε). Тодi iснує таке t ∈ Sn, що Ns ⊆ Nt. В такому разi
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ε ≤ |Ns| ≤ |Nt|, отже, |Nt| ≥ ε i t ∈ Sn(ε), а значить, Ns ⊆ Nt ⊆ En.
Тодi i En+1 =

⋃
t∈Sn+1(ε)Nt ⊆ En. Оскiльки µn ≥ ε для кожного n, адже

ε = lim
n→∞

µn = inf
n∈N

µn, бо послiдовнiсть чисел µn спадає, i µn = max
s∈Sn
|Ns|, то

для кожного n iснує такий iндекс s ∈ Sn, що |Ns| = µn ≥ ε. Тому Sn(ε) 6= ∅
для кожного n, а значить i En 6= ∅ для кожного n. Таким чином, множини En

утворюють спадну послiдовнiсть замкнених непорожнiх пiдмножин вiдрiзка

[a, b]. З компактностi вiдрiзка [a, b] випливає, що i їх перетин E =
∞⋂
n=1

En

буде непорожнiм. Тому iснує точка x0 ∈ E. Зрозумiло, що E ⊆ F , бо
Sn(ε) ⊆ Sn для кожного n, отже, x0 ∈ F . Для кожного номера n iснує такий
iндекс sn ∈ Sn(ε), що x0 ∈ Nsn. При цьому Nsn+1

⊆ Nsn i |Nsn| ≥ ε для

кожного n. Тому перетин J =
∞⋂
n=0

Nsn – це вiдрiзок числової прямої, для якого

|J | = lim
n→∞
|Nsn| ≥ ε. За означенням ядра J ⊆ F , при цьому |J | ≥ ε, отже,

вiдрiзок J невироджений. Тому ∅ = intJ ⊆ intF , а значить, i intF 6= ∅,
тобто умова (iii) не виконується. Теорема доведена.

6.4.2. З (2, 3)-схемою W для вiдрiзка [a, b] i її вiльними вiдрiзками
M i

s = [ais, b
i
s], i = 1, 2, s ∈ S∞, пов’язанi двi множини:

A =
⋃
s∈S∞

{a1
s, a

2
s, a

3
s} = (

∞⋃
n=0

⋃
s∈Sn

{a1
s, a

2
s}) ∪ {b},

що складається з лiвих кiнцiв вiльних вiдрiзкiв i правого кiнця вихiдного
вiдрiзка [a, b], i

B =
⋃
s∈S∞

{b0
s, b

1
s, b

2
s} = (

∞⋃
n=0

⋃
s∈Sn

{b1
s, b

2
s}) ∪ {a},

що складається з правих кiнцiв вiльних вiдрiзкiв i лiвого кiнця вихiдного
вiдрiзка. СхемуW ми називатимемо частково дрiбнистою, якщо |∆n(x)| → 0

для кожного x ∈ A ∪B. Оскiльки A∪B ⊆ F , то кожна дрiбниста схема буде
i частково дрiбнистою. Частково рiвномiрно дрiбниста схема буде i частково
дрiбнистою.

Теорема 6.4.2. Нехай I = [a, b] – невироджений вiдрiзок числової прямої,
W = (Wn)n∈N0

– (2, 3)-схема, що пов’язана з вiдрiзком I, (M 1
s )s∈S∞, (M 2

s )s∈S∞
i (Ns)s∈S∞ – вiдповiдно сiм’ї лiвих i правих вiльних вiдрiзкiв M 1

s = [a1
s, b

1
s],

M 2
s = [a2

s, b
2
s] та ведучих вiдрiзкiв Ns схеми W , F – ядро схеми W ,
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M i =
⋃

s∈S∞
M i

s, i = 1, 2, A =
⋃

s∈S∞
{a1

s, a
2
s, a

3
s}, B =

⋃
s∈S∞
{b0

s, b
1
s, b

2
s} i f = χM1 –

характеристична функцiя множини M 1 на вiдрiзку I. Тодi:
а) функцiя f перехiдна i f(a) = f(b) = 0;
б) функцiя f неперервна справа у кожнiй точцi з A i злiва у кожнiй

точцi з B;
в) якщо схема W частково дрiбниста, то функцiя f : I → R буде

двосторонньо квазiнеперервною i D(f) = frF = F \ intF ⊇ A ∪B;
г) якщо схема W дрiбниста, то функцiя f : I → R буде двосторонньо

квазiнеперервною, D(f) = F i множина F має потужнiсть континууму.

Доведення. а). Перехiднiсть функцiї f випливає з теореми 6.1.1, оскiльки
множина Rf її значень складається з двох чисел 0 i 1, отже, її доповнення
R \ Rf всюди щiльне в R. Рiвнiсть f(a) = f(b) = 0 випливає з того, що
M 1 ∩ {a, b} = ∅ за побудовою.

б). Нехай x0 = ais, де i = 1, 2, s ∈ Sn, – якась точка з множини A, що не
дорiвнює b. На вiдрiзку M i

s = [ais, b
i
s] функцiя f стала i набуває значення 1,

якщо i = 1, i 0, якщо i = 2. Звiдси негайно випливає її неперервнiсть справа
в точцi x0. Коли x0 = b, функцiя f вважається автоматично неперервною
справа. Так само доводиться неперервнiсть злiва у точках x0 = bis з множини
B.

в). Розглянемо вiльнi вiдкритi iнтервали

G1
s = (a1

s, b
1
s) i G2

s = (a2
s, b

2
s)

та вiдкритi множини

G1 =
⋃
s∈S∞

G1
s, G

2 =
⋃
s∈S∞

G2
s i G = G1 ∪G2.

За побудовою f(x) = 1 на G1 i f(x) = 0 на G2. Таким чином, функцiя f

стала на вiдкритих множинах G1 i G2, а значить, неперервна у кожнiй точцi
вiдкритої множини G. Тому D(f) ⊆ F = I \ G. На внутрiшностi intF у
вiдрiзку I функцiя f набуває значення 0, адже intF ∩ M 1 = ∅. Справдi,
нехай x ∈ intF . Тодi iснує такий iнтервал U = (x− δ, x+ δ), якщо a < x < b,
i пiвiнтервали U = [x, x+ δ), якщо x = a, та U = (x− δ, x], якщо x = b, такi,
що U ⊆ F . Оскiльки F ∩ G1 = ∅ за побудовою, то i U ∩ G1 = ∅, а значить,
U ∩ G1

s = ∅ для кожного s ∈ S∞. Якщо U – це iнтервал, то обов’язково i

255



U ∩M 1
s = ∅ для кожного s ∈ S∞ i тому U ∩M 1 = ∅. Якщо ж U = [a, a+ δ),

то кожний iнтервал G1
s лежить справа вiд U , отже, i тут U ∩M 1

s = ∅ для
кожного s ∈ S∞, а значить, U ∩M 1 = ∅. Так само, коли U = (b − δ, b], то
кожний iнтервал G1

s лежить злiва вiд U i тут U ∩M 1 = ∅. Отже, x 6∈ M 1.
Оскiльки f(x) = 0 на intF i множина intF вiдкрита, то f неперервна в
кожнiй точцi з intF . Звiдси негайно випливає, що D(f) ⊆ F \ intF = frF .

Нехай x0 ∈ frF . Покажемо, що x0 ∈ D(f). Вiзьмемо ε = 1
2 i розглянемо

довiльний δ-окiл U = (x0 − δ, x0 + δ) точки x0.
Припустимо, що f(x0) = 1. Тодi x0 ∈ M 1 i x0 6∈ G1, адже G1 ∩ F = ∅.

Тому iснує таке s ∈ S∞, що x0 ∈ [a1
s, b

1
s] \ (a1

s, b
1
s), отже, x0 = a1

s або x0 = b1
s.

Нехай x0 = a1
s, де s ∈ Sm для деякого m. Розглянемо ведучi

вiдрiзки Vn = Ns,1,3,...,3 = Nj1,...,jm,1,3,...,3, якi прилягають до вiльного вiдрiзка
M 1

s = [a1
s, b

1
s] злiва. Зрозумiло, що ∆m+n+1(x0) = Vn. За умовою lim

n→∞
|Vn| = 0,

адже схема W частково дрiбниста. Тому iснує такий номер p, що |Vp| < δ,
а значить, Vp ⊆ U , бо правий край вiдрiзка Vp – це центр околу
U . У ведучому вiдрiзку Vp мiстяться два вiльних вiдрiзки M 1

t i M 2
t ,

де t = (j1, ..., jm, 1, 3, ..., 3). За побудовою f(x) = 0 на M 2
t i тодi

|f(x)− f(x0)| = 1 > ε = 1
2 у кожнiй точцi x ∈ M 2

t ⊆ Vp ⊆ U . Отже,
x0 ∈ D(f).

Нехай x0 = b1
s, де s ∈ Sm для деякого m. Тепер розглянемо ведучi вiдрiзки

Vn = Ns,2,1,...,1 = Nj1,...,jm,2,1,...,1, якi на цей раз прилягають до вiльного вiдрiзка
M 1

s справа. I тут Vn = ∆m+n+1(x0), отже, lim
n→∞
|Vn| = 0 згiдно з умовою.

Тому iснує такий номер p, що |Vp| < δ, а значить, Vp ⊆ U , бо тепер уже
лiвий кiнець вiдрiзка Vp є центром δ-околу U . Розглядаючи вiдповiднi вiльнi
вiдрiзки M 1

t i M 2
t , ми отримаємо, що M 2

t ⊆ Vp ⊆ U i на M 2
t виконується

нерiвнiсть |f(x)− f(x0)| = 1 > ε = 1
2 . Отже, i тут x0 ∈ D(f).

Припустимо тепер, що f(x0) = 0. Оскiльки x0 6∈ intF , то
U = (x0 − δ, x0 + δ) 6⊆ F . Тому iснує точка x1 ∈ U \ F = U ∩ G. Оскiльки
x1 ∈ G = G1 ∪ G2, то x1 ∈ G1 або x1 ∈ G2. Якщо x1 ∈ G1, то f(x1) = 1 i
|f(x)− f(x0)| = 1 > ε = 1

2 .
Розглянемо випадок, коли x1 ∈ G2. Тодi iснує таке s ∈ Sm для деякого

m, що x1 ∈ G2
s. Але x0 6∈ G2

s, бо x0 ∈ F i F ∩ G2
s = ∅. Тому для iнтервалу

G2
s = (a2

s, b
2
s) можливi такi випадки:

x0 < a2
s < x1 < b2

s або a
2
s < x1 < b2

s < x0.
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У першому випадку a2
s ∈ U , а у другому b2

s ∈ U .
Нехай спочатку a2

s ∈ U . Iснує таке δ0 > 0, що U0 = (a2
s − δ0, a

2
s + δ0) ⊆ U .

Розглянемо ведучi вiдрiзки Vn = Ns,2,3,...,3 = Nj1,...,jm,2,3,...,3, де s = (j1, ..., jm).
Як i ранiше, Vn = ∆m+n+1(a

2
s), отже, |Vn| → 0 при n→∞. Тому iснує такий

номер p, що |Vp| < δ0. В такому разi вiдповiднi вiльнi вiдрiзки M 1
t i M 2

t , що
отримались в результатi подiлу вiдрiзка Vp, мiстяться в U0, а значить, i в U . На
вiдрiзку M 1

t виконуватиметься нерiвнiсть |f(x) − f(x0)| = 1 > ε = 1
2 . Таким

чином, в iнтервалi U знаходиться точка x, для якої |f(x) − f(x0)| = 1 > ε.
Тому x0 ∈ D(f).

Так само розбирається випадок, коли b2
s ∈ U . Тут треба розглядати ведучi

вiдрiзки Vn = Ns,3,1,...,1 = ∆m+n+1(b
2
s).

Отже, ми встановили, що x0 ∈ D(f). Таким чином, frF ⊆ D(f), а значить,
frF = D(f), бо обернене включення було доведено ранiше.

Залишилось довести, що функцiя f двосторонньо квазiнеперервна. Нехай
x0 ∈ I, причому x0 < b. Доведемо, що функцiя f квазiнеперервна справа
у точцi x0. Розглянемо довiльнi додатнi числа ε i δ, причому δ < b − x0.
Ми можемо вважати, що x0 ∈ frF , адже на доповненi I \ frF функцiя f

неперервна, а значить, i квазiнеперервна справа. Покладемо U = [x0, x0 + δ).
Припустимо спочатку, що f(x0) = 1. Тодi x0 ∈M 1, а значить x0 ∈M 1

s для
деякого s ∈ S∞. Оскiльки x0 ∈ F , то x0 6∈ G1

s = (a1
s, b

1
s). В такому разi x0 = a1

s

або x0 = b1
s. У випадку x0 = a1

s функцiя f буде неперервною справа в точцi
x0, а значить, i квазiнеперервною справа в цiй точцi.

Нехай x0 = b1
s. Мiркуючи так само як i при доведенi розривностi,

знаходимо два вiльнi вiдрiзки M 1
t i M 2

t , такi, що M 1
t ∪ M 2

t ⊆ U . Тодi на
вiдкритiй непорожнiй множинi G1

t , яка мiститься в U , виконується нерiвнiсть
|f(x)− f(x0)| = 0 < ε.

Припустимо тепер, що f(x0) = 0. Якщо f(x) = 0 на U , то f неперервна
справа в точцi x0, а значить, i квазiнеперервна спарва в цiй точцi. Нехай
iснує точка x1 ∈ U , така, що f(x1) = 1. Тодi x1 ∈ M 1, отже, iснує такий
iндекс s ∈ S∞, що x1 ∈ M 1

s = [a1
s, b

1
s]. Оскiльки x0 6∈ M 1

s , бо f(x0) = 0, то
одержується нерiвнiсть

x0 < a1
s ≤ x1 ≤ b1

s.

Ясно, що тодi a1
s ∈ U . Так само як при доведеннi розривностi знаходимо два

вiльнi вiдрiзкиM 1
t iM 2

t , щоM 1
t ∪M 2

t ⊆ U . На вiдкритiй непорожнiй множинi
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G2
s, яка мiститься в U , виконується нерiвнiсть |f(x)−f(x0)| = 0 < ε, що i дає

нам квазiнеперервнiсть справа функцiї f у точцi x0.
Подiбним чином доводиться, що функцiя f квазiнеперервна злiва, а

значить, i двосторонньо квазiнеперервна.
г). Оскiльки з дрiбнистостi схеми W випливає її часткова дрiбнистнiсть,

то за доведеним у пунктi в) функцiя f буде двосторонньо квазiнеперервною
i D(f) = frF = F \ intF . Крiм того, з теореми 6.4.1 випливає, що ядро F
нiде не щiльне. Тому frF = F \ intF = F , i таким чином, D(f) = F .

Оскiльки множина F досконала, то, як добре вiдомо [317, с. 32], вона має
потужнiсть континууму.

6.3.3. Тут ми покажемо, що множина розривiв двосторонньо
квазiнеперервної перехiдної функцiї f : I → R, яка визначена на деякому
промiжку I числової прямої, має одну специфiчну особливiсть, подiбну до
тiєї, яку мають майже неперервнi функцiї [319].

Теорема 6.4.3. Нехай I – деякий промiжок числової прямої i f : I → R –
двосторонньо квазiнеперервна перехiдна функцiя. Тодi її множина точок
розриву D(f) не має iзольованих точок.

Доведення. Нехай це не так i в множинi D(f) iснує iзольована точка x0. Тодi
iснує такий окiл U точки x0 в I, що U ∩D(f) = {x0}. Оскiльки x0 ∈ D(f), то
iснує таке ε > 0, що для кожного δ > 0 iснує така точка xδ ∈ I, що |xδ−x0| < δ

i |f(xδ) − f(x0)| ≥ ε. З перехiдностi f у точцi x0 випливає, що iснують такi
точки y1, y2 i окiл U0 = (x0 − δ, x0 + δ), для яких y1 ∈ (f(x0) − ε, f(x0)),
y2 ∈ (f(x0), f(x0) + ε) i U0 ∩ f−1(yi) = ∅ при i = 1, 2. Точка xδ ∈ U0, для якої
|f(xδ)− f(x0)| ≥ ε, задовольняє одну з нерiвностей:

x0 − δ < xδ < x0 або x0 < xδ < x0 + δ, адже xδ 6= x0.

Припустимо, що x0 < xδ < x0+δ. Нехай y0 = f(x0) i ε0 = min{y0−y1, y2−y0}.
Оскiльки y1 < y0 < y2, то ε0 > 0. Скориставшись квазiнеперервнiстю справа
функцiї f у точцi x0, знайдемо такий вiдкритий iнтервал U ∗ = (x∗−δ∗, x∗+δ∗),
що U ∗ ⊆ (x0, x0 + δ) i |f(x)− f(x0)| < ε0 на U ∗, зокрема, |f(x∗)− f(x0)| < ε0

i x0 < x∗ < x0 + δ. Для числа yδ = f(xδ) виконується одна з нерiвностей:
yδ ≥ y0 + ε > y2 або yδ ≤ y0 − ε < y1. З другого боку, для числа y∗ = f(x∗)

маємо, що

y1 = y0 − y0 + y1 ≤ y0 − ε0 < y∗ < y0 + ε0 ≤ y0 + y2 − y0 = y2.
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Припустимо, що yδ ≥ y0 + ε. Зауважимо, що функцiя f

неперервна на iнтервалi (x0, x0 + δ), {xδ, x∗} ⊆ (x0, x0 + δ) i
f(xδ) = yδ ≥ y0 + ε > y2 > y∗ = f(x∗). За теоремою про промiжне значення
iснує така точка x2 ∈ (x0, x0 + δ), що f(x2) = y2, а це суперечить тому,
що U0 ∩ f−1(y2) = ∅. У випадку yδ ≤ y0 − ε буде виконуватись нерiвнiсть
f(xδ) = yδ ≤ y0− ε < y1 < y∗ = f(x∗), отже, iснує точка x1 ∈ (x0, x0 + δ), для
якої f(x1) = y1, що суперечить тому, що U0 ∩ f−1(y1) = ∅.

Так само мiркуємо у випадку x0 − δ < xδ < x0, використавши
квазiнеперервнiсть функцiї f злiва.

Нехай I = 〈a, b〉 – промiжок числової прямої, f : I → R – деяка функцiя
i x0 ∈ I \ {b} /x0 ∈ I \ {a}/. Ми кажемо, що f має правосторонню /
лiвосторонню/ властивiсть Юнґа в точцi x0, якщо iснує така послiдовнiсть
точок xn ∈ I, що xn ≥ xn+1 > x0 /xn ≤ xn+1 < x0/ для кожного n ∈ N,
lim
n→∞

xn = x0 i lim
n→∞

f(xn) = f(x0). Якщо b ∈ I /a ∈ I/, то вважається,
що в точцi b /a/ функцiя автоматично має правосторонню /лiвосторонню/
властивiсть Юнґа. Кажуть, що функцiя f має властивiсть Юнґа в точцi
x0 ∈ I, якщо вона в цiй точцi має як правосторонню, так i лiвосторонню
властивiсть Юнґа. Функцiя f : I → R має властивiсть Юнґа, якщо вона її
має у кожнiй точцi x ∈ I.

Зрозумiло, що функцiя f : I → R буде мати правосторонню
/лiвосторонню/ властивiсть Юнґа в точцi x0 ∈ I \ b /x0 ∈ I \ a/ тодi i
тiльки тодi, коли для кожного ε > 0 i для кожного δ > 0 iснує така точка
x∗ ∈ (x0, x0 + δ)∩ I /x∗ ∈ (x0− δ, x0)∩ I/, що |f(x∗)− f(x0)| < ε. З доведення
теореми 3 видно, що там використовувалось лише те, що f має властивiсть
Юнґа, яку обов’язково має двосторонньо квазiнеперервна функцiя. Тому i
множина точок розриву перехiдної функцiї f : I → R, яка має властивiсть
Юнґа, не може мати iзольованих точок.

6.4.4. У зв’язку з теоремами 6.4.2 i 6.4.3 постає iнтригуюча задача: якими
можуть бути множини D(f) точок розриву двосторонньо квазiнеперервних
перехiдних функцiй f : R → R? Тут ми робимо перший крок у цьому
напрямку. Вiн базується на такому результатi.

Теорема 6.4.4. Нехай F – досконала нiде не щiльна пiдмножина
невиродженого вiдрiзка I = [a, b], причому {a, b} ⊆ F . Тодi iснує така
дрiбниста (2, 3)-схема W , повязана з вiдрiзком I, що F є її ядром.
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Доведення. Розглянемо доповнення G = I \ F множини F на вiдрiзку I.
Оскiльки {a, b} ⊆ F , то G = (a, b) \ F , отже, G – це вiдкрита множина в
R. Зрозумiло, що G 6= ∅, бо множина F нiде не щiльна. Як добре вiдомо,
така множина є диз’юнктним об’єднанням деякої послiдовностi iнтервалiв
Um = (an, bn), де m ∈ M , а M = 1,m0 = {1, ...,m0} для деякого m0 ∈ N або
M = N.

Припустимо, що множина M скiнченна. Тодi

G =
⋃
m∈M

Um =
⋃
m∈M

Um =
⋃
m∈M

[an, bn].

Оскiльки G = I \ intF = I, бо множина F нiде не щiльна, то

F = I \G = G \G =
⋃
m∈M

[an, bn] \G =
⋃
m∈M

{an, bn}.

Ця рiвнiсть показує, що множина F скiнченна. Але множина F досконала
i непорожня, отже, континуальна, а тому нескiнченна. З отриманої
суперечностi випливає, що M = N.

Оскiльки G =
∞⊔
m=1

Um ⊆ [a, b], то ряд
∞∑
m=1
|Um| збiгається, адже

∞∑
m=1
|Um| ≤ b− a. Тому lim

m→∞
|Um| = 0. Зрозумiло, що iснує така бiєкцiя

k 7→ mk : N→ N, що |Umk
| ≥ |Umk+1

| для кожного k. Покладемо Ik = Umk
для

кожного k ∈ N. Тодi G =
∞⊔
k=1

Ik i |Ik| ≥ |Ik+1| для кожного k ∈ N. Зауважимо,

що рiзнi iнтервали Ik та Ij не можуть бути сумiжними, бо iнакше множина
F мала би iзольованi точки.

Приступимо до побудови шуканої (2, 3)-схеми W = (Wn)n∈N0
. Покладемо

G1
∅ = (a1

∅, b
1
∅) = I1. Ясно, що a < a1

∅ < b1
∅ < b. Розглянемо множину

K1
∅ = {k ∈ N : Ik ⊆ [b1

∅, b]}. З того, що множина F нiде не щiльна, випливає,
що K1

∅ 6= ∅. Тому iснує k1
∅ = minK1

∅. Покладемо G2
∅ = (a2

∅, b
2
∅) = Ik1

∅
. Нехай

r∅ = (a, a1
∅, b

1
∅, a

2
∅, b

2
∅, b) i W0 = (rs)s∈S0

. Нехай N1 = [a, a1
∅], N2 = [b1

∅, a
2
∅] i

N3 = [b2
∅, b]. Розглянемо множини K1

j1
= {k ∈ N : Ik ⊆ Nj1} при j1 = 1, 2, 3.

Всi вони непорожнi, бо множина F нiде не щiльна. Тому iснують номери
k1
j1

= minK1
j1
для j1 = 1, 2, 3. Покладемо G1

j1
= (a1

j1
, b1
j1

) = Ik1
j1
для j1 = 1, 2, 3.

Далi розглянемо множини K2
j1

= {k ∈ N : Ik ⊆ [b1
j1
, a2

j1
]}, числа k2

j1
= minK2

j1

i покладемо G2
j1

= (a2
j1
, b2
j1

) = Ik2
j1
. Для j1 = 1, 2, 3 розглянемо 6-вектор

rj1 = (b0
j1
, a1

j1
, b1
j1
, a2

j1
, b2
j1
, a3

j1
), де b0

1 = a, b0
2 = b1

∅ i b0
3 = b2

∅, а a3
1 = a1

∅, a3
2 = a2

∅ i
a3

3 = b. Пачка першого рангу W1 = (r1, r2, r3) буде узгодженою з пачкою W0.
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Зрозумiло, що цей процес можна продовжити до нескiнченностi, будуючи
вiдповiднi iнтервали Gi

s = (ais, b
i
s) = Ikis з найменшими номерами kis, де s ∈ Sn,

n = 0, 1, ... i породженi ними пачкиWn = (rs : s ∈ Sn) n-го рангу, такi, щоWn

буде узгодженою зWn+1. Так ми побудуємо певну (2, 3)-схемуW = (Wn)n∈N0
,

пов’язану з вiдрiзком I, вiльними iнтервалами якої будуть iнтервали Gi
s.

Покажемо, що ядро цiєї схеми збiгається з множиною F . Для цього досить
зрозумiти, що система G = {G1

s : s ∈ S∞} ∪ {G2
s : s ∈ S∞} збiгається з

системою I = {Ik : k ∈ N}.
Включення G ⊆ I негайно випливає з побудови, адже Gi

s = Ikis. Так само
за побудовою I1 ∈ G. Покажемо, що I2 ∈ G. Якщо I2 ⊆ [b1

∅, b], то k1
∅ = 2

i I2 = G2
∅ ∈ G. Якщо ж це не так, то I2 ⊆ [a, a1

∅] = N1. Тодi k1
1 = 2 i

I2 = G1
1 ∈ G. Так само I3 обов’язково зустрiнеться серед вiльних iнтервалiв

до другого рангу включно, I4 – до третього рангу i т.д.. Таким чином, G ⊇ I,
отже, G = I. Тому

G =
∞⋃
n=1

In =
⋃
s∈S∞

(G1
s ∪G2

s),

отже, F – це ядро схеми W .
Дрiбнистiсть схеми W випливає з теореми 6.4.1.

Теорема 6.4.5. Для довiльного скiнченного або нескiнченного промiжку
J ⊆ R i довiльної нiде не щiльної досконалої в J множини F iснує така
двосторонньо квазiнеперервна перехiдна функцiя f : J → R, що D(f) = F .

Доведення. Оскiльки всi однотипнi промiжки гомеоморфнi мiж собою, то
доведення достатньо провести для скiнченного промiжку J . Нехай a = inf F

та b = supF . До вiдрiзка I = [a, b] i його досконалої пiдмножини F ∪ {a, b}
застосовуємо теореми 6.4.4 i 6.4.2 i одержуємо двосторонньо квазiнеперервну
перехiдну функцiя g : [a, b] → R, для якої D(g) = F . Залишилось покласти
g(x) = g(a) при x < a, g(x) = g(b) при x > b i f = g|J .

6.5. Подальшi застосування перехiдностi

6.5.1. В цьому пiдроздiлi вивчимо питання, якi пов’язанi з перехiднiстю
обернених вiдображень, а також розглянемо зв’язок мiж перехiднiстю та
властивiстю замкненостi графiка для вiдображень вiд двох змiнних.
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Твердження 6.5.1. Нехай X – топологiчний простiр, який задовольняє
аксiому T1 i f : X → R – бiєкцiя. Тодi f – перехiдна функцiя.

Доведення. Розглянемо довiльну точку x0 ∈ X i ε > 0. Вiзьмемо довiльну
точку y ∈ (f(x), f(x) + ε). Оскiльки функцiя f є сюр’єктивною, то iснує
точка x ∈ X, така, що f(x) = y. З аксiоми T1 простору X випливає, що
iснує окiл U точки x0 в X, такий, що x 6∈ U . Тодi U ∩ f−1(y) = ∅, бо
функцiя f є iн’єктивною. Це означає перехiднiсть зверху функцiї f у точцi
x0. Аналогiчно встановлюється перехiднiсть знизу. Таким чином, функцiя f
перехiдна у точцi x0, а оскiльки точка x0 була довiльною з X, то функцiя f
перехiдна.

Умова того, що функцiя f в твердженнi 6.5.1 набуває значення в R, є
iстотною. Це показує наступне твердження.

Твердження 6.5.2. Iснує бiєкцiя f : R2 → R2, яка не є перехiдною.

Доведення. Розглянемо довiльну бiєкцiю α : (0, 1) ∪ (1,+∞) → R. Для
кожного числа r ∈ (0, 1) ∪ (1,+∞) через gr позначимо бiєкцiю кола

Kr = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = r2}

на частину
Lr = {(x, y) ∈ R2 :, x 6= 0}

прямої y = α(r)x, а через g1 позначимо бiєкцiю кола

K1 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}

на частину
L1 = {(x, y) ∈ R2 : x = 0, y 6= 0}

прямої x = 0.
Тепер визначимо функцiю f : R2 → R2 так:

f(x, y) =

{
(0, 0), (x, y) = (0, 0),

gr(x, y), (x, y) ∈ Kr.

Очевидно, що так задане вiдображення f є бiєкцiєю площини R2 на R2.
Покажемо, що воно не є перехiдним у точцi (0, 0).
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Нехай V – обмежений окiл точки (0, 0) в R2. Розглянемо довiльний
вiдкритий окiл W точки (0, 0), такий, що W ⊆ V i довiльний окiл U точки
(0, 0) в R2. Тодi iснує таке число r ∈ (0,+∞), що Kr ⊆ U . Оскiльки W –
вiдкритий обмежений окiл точки (0, 0) в R2, то. Тому

U ∩ f−1(frW ) ⊇ Kr ∩ f−1(frW ) 6= ∅,

адже f(Kr) = Lr i Lr∩frW 6= ∅. Отже, вiдображення f не перехiдне у точцi
(0, 0).

Твердження 6.5.3. Нехай X – локально зв’язний простiр, який
задовольняє аксiому T1 i f : X → R – бiєкцiя, яка має слабку властивiсть
Дарбу. Тодi f – неперервне вiдображення.

Доведення. З твердження 6.5.1 випливає, що функцiя f перехiдна, а тому
згiдно з теоремою 6.1.8 вона неперервна.

Зауважимо (див. огляд [96]), що для функцiй f : R→ R з S-неперервностi,
зв’язностi, властивостi зв’язного графiка чи властивостi Дарбу випливає
слабка властивiсть Дарбу. Функцiї, якi є S-неперервними, зв’язними, мають
властивiсть зв’язного графiка, мають властивiсть Дарбу чи мають слабку
властивiсть Дарбу коротко називають функцiями типу Дарбу.

Твердження 6.5.4. Нехай f : R→ R – бiєкцiя, яка є функцiєю типу Дарбу.
Тодi f−1 теж є функцiєю типу Дарбу.

Доведення. З твердження 6.5.3 випливає, що функцiя f неперервна, а тому
обернена функцiя f−1 теж неперервна, а отже, є функцiєю типу Дарбу.

Твердження 6.5.5. Нехай X – топологiчний векторний простiр, який
задовольняє аксiому T1 i f : X → R – лiнiйна бiєкцiя. Тодi f – неперервне
вiдображення.

Доведення. З твердження 6.5.1 випливає, що функцiя f перехiдна, а тому
згiдно з теоремою 6.3.2 вона неперервна.

Зауважимо, що твердження 6.5.5 випливає i з теореми Тихонова про
єдинiсть лiнiйної гаусдорфової топологiї на скiнченновимiрному векторному
просторi [330, с. 16].

Покажемо, що вiдомий результат про неперервнiсть монотонної бiєкцiї є
частинним випадком твердження 6.5.3.
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Твердження 6.5.6. Нехай f : X → R – монотонна бiєкцiя, де X i f(X) –
промiжки числової прямої R. Тодi f має властивiсть Дарбу.

Доведення. Розглянемо довiльний промiжок 〈a, b〉 ⊆ X. Треба довести, що
множина f(〈a, b〉) зв’язна, тобто є промiжком. Розглянемо довiльнi точки
y1, y2 ∈ f(〈a, b〉). Нехай y1 < y2 i iснують точки x1, x2 ∈ 〈a, b〉, такi, що
f(x1) = y1 i f(x2) = y2. Покажемо, що [y1, y2] ⊆ f(〈a, b〉). Вiзьмемо довiльну
точку y ∈ (y1, y2). Оскiльки множина f(X) є промiжком i y1, y2 ∈ f(X), то
[y1, y2] ⊆ f(X), а тому y ∈ f(X). Нехай x – це така точка з X, що f(x) = y.
Оскiльки y1 < y < y2 i функцiя f монотонна, то точка x лежить мiж точками
x1 та x2. Тому x ∈ 〈a, b〉 i y = f(x) ∈ f(〈a, b〉). Отже, множина f(〈a, b〉) зв’язна
i це означає, що функцiя f має властивiсть Дарбу.

Твердження 6.5.7. Нехай f : X → R – монотонна бiєкцiя, де X i f(X) –
промiжки числової прямої R. Тодi f неперервна.

Доведення. З твердження 6.5.6 випливає, що функцiя f має властивiсть
Дарбу (отже, i слабку властивiсть Дарбу), а тому згiдно з твердженням 6.5.3
вона неперервна.

6.5.2. Умова замкненостi графiкiв розрiзiв fx i fy не гарантує замкненостi
графiка вiдображення fX × Y → Z, де X, Y i Z – топологiчнi простори. Це
демонструє наступний приклад.

Приклад 6.5.1. Розглянемо функцiю Шварца f : R2 → R, яка визначена
так: f(x, y) = 2xy

x2+y2 для x2+y2 6= 0 i f(x, y) = 0 для x2+y2 = 0. Ця функцiя є
неперервною вiдносно кожної змiнної. Тому розрiзи fx i fy мають замкненi
графiки. Однак графiк Grf функцiї f не є замкненою множиною в R3, бо
точки pz = (0, 0, z), де −1 ≤ z ≤ 1 i z 6= 0, належить до замикання Grf ,
але pz 6∈ Grf .

Але обернене твердження є очевидним.

Теорема 6.5.1. Нехай X, Y i Z – топологiчнi простори, вiдображення
f : X × Y → Z має замкнений графiк. Тодi для довiльних x ∈ X i y ∈ Y

вiдображення fx i fy мають замкненi графiки.

Нагадаємо, що вiдображення називається точково розривним, якщо
множина його точок неперервностi є всюди щiльною. Зауважимо, що кожна
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точково розривна функцiя f : X → Y зi значеннями у метричному просторi
є клiковою. Якщо простiр X берiвський, то кожна клiкова функцiя є точково
розривною.

Теорема 6.5.2. Нехай X – берiвський простiр, Y – топологiчний простiр,
що має злiченну псевдобазу, Z – сепарабельний метричний, в якому кожна
обмежена множина має компактне замикання, i функцiя f : X × Y → Z

задовольняє умови:
(1) fx має замкнений графiк для всiх x з деякої залишкової множини M

в X;
(2) fy має замкнений графiк для всiх y ∈ Y .

Тодi f є клiковою, а якщо простiр Y берiвський, то i точково розривною.

Доведення. Зауважимо, що метричний простiр, в якому кожна обмежена
множина має компактне замикання, є локально компактним. З леми 4.7.3
випливає, що для кожного x ∈M множина D(fx) замкнена i нiде не щiльна
в Y . Тодi множина C(fx) вiдкрита i всюди щiльна в Y для кожного x ∈ M ,
а отже, розрiзи fx є клiковими для кожного x ∈ M . Згiдно з теоремою 4.7.9
функцiя f є клiковою за сукупнiстю змiнних.

Якщо простiр Y берiвський, то i добуток X × Y буде берiвським, адже
Y має злiченну псевдобазу [134, с. 56]. У цьому випадку f буде точково
розривною як клiкова функцiя на берiвському просторi.

В теоремi 6.1.2 було встановлено, що кожне вiдображення iз замкненим
графiком, яке набуває значень в гаусдорфовому локально компактному
просторi Y , є перехiдним. Легко переконатися, що обернене твердження
не вiрне. Тому виникає наступне природне питання: якi необхiднi умови
треба накласти на перехiдну функцiю f : R → R, щоб вони гарантували
замкненiсть множини Grf? Таке ж питання можна поставити i для функцiй
f : R2 → R.

Приклад 6.5.2. Iснує перехiдна за сукупнiстю змiнних функцiя
h : R2 → R, для якої розрiзи hx i hy мають замкненi графiки для всiх
x, y ∈ R, але множини Grh не є замкнена.

Побудова прикладу. Розглянемо функцiї f, g : R→ R, якi визначенi так:

f(x) =

{
1
x2 , x 6= 0,

0, x = 0,
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g(x) =

{
1
x2 , x 6= 0,

−1, x = 0,

Зауважимо, що функцiї f i g мають замкненi графiки. Тодi функцiя
h : R2 → R, яка визначена так:

h(x, y) =

{
f(y − x), x ≥ 0,

g(y − x), x < 0

перехiдна за сукупнiстю змiнних, hx i hy мають замкненi графiки для всiх
x, y ∈ R, але множина Grh не є замкнена в R3.

Хоча, як показує приклад 6.5.2, сукупно перехiднi функцiї f : R2 → R, у
яких розрiзи fx i fy мають замкненi графiки для всiх x, y ∈ R, не зобов’язанi
мати замкнений графiк, однак вони мають багато спiльних властивостей з
функцiями у яких графiк замкнений. Лема 4.7.3 говорить, що для функцiй
iз замкненим графiком f : R2 → R множина D(f) є замкненою i нiде не
щiльною. Виявляється така ж властивiсть притаманна i сукупно перехiдним
функцiям, у яких розрiзи fx i fy мають замкненi графiки.

Теорема 6.5.3. Нехай f : R2 → R – перехiдна за сукупнiстю змiнних
функцiя, для якої розрiзи fx i fy мають замкненi графiки для всiх x, y ∈ R.
Тодi D(f) – замкнена нiде не щiльна множина.

Доведення. Спочатку встановимо нiде не щiльнiсть множини D(f).
Розглянемо довiльнi вiдкритi непорожнi множини U та V вiдповiдно в X

та Y . З теореми 6.5.2 випливає, що функцiя f є точково розривною, а отже,
i клiковою. Тодi iснують вiдкритi непорожнi множини U0 та V0 вiдповiдно
в X та Y , такi, що U0 × V0 ⊆ U × V i функцiя f обмежена на U0 × V0.
Зрозумiло, що тодi для кожного y ∈ V0 функцiя fy обмежена на U0 i для
кожного x ∈ U0 функцiя fx обмежена на V0. З леми 4.7.4 випливає, що
функцiя g = f |U0×V0

нарiзно неперервна, тобто, неперервна вiдносно кожної iз
змiнних. Крiм того, зауважимо, що функцiя g, як i функцiя f , є перехiдною.
Тодi згiдно з теоремою 6.1.9 функцiя g є неперервною. Оскiльки множина
U0 × V0 вiдкрита в R2, то функцiя f неперервна в кожнiй точцi множини
U0 × V0. Таким чином, (U0 × V0) ∩D(f) = ∅. Це означає, що множина D(f)

нiде не щiльна в R2.
Тепер встановимо замкненiсть множини D(f). Доведемо, що множина

C(f) вiдкрита. Вiзьмемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ C(f). Тодi iснують
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вiдкритi непорожнi множини U0 та V0 вiдповiдно в X та Y , такi, що функцiя
f обмежена на U0 × V0. Далi мiркуємо так само, як i при доведеннi нiде не
щiльностi множини D(f). Одержуємо, що U0 × V0 ⊆ C(f). Отже, множина
C(f) вiдкрита.

Обернене твердження теж має мiсце.

Теорема 6.5.4. Нехай F – замкнена нiде не щiльна множина в R2. Тодi
iснує перехiдна функцiя f : R2 → R, у якої розрiзи fx i fy мають замкненi
графiки для всiх x, y ∈ R.

Доведення. Оскiльки простiр R2 досконало нормальний, то iснує неперервна
функцiя g : R2 → R, така, що g(x, y) = 0 для всiх (x, y) ∈ F [325, с.140].
Розглянемо функцiю f : R2 → R, яка визначена так:

f(x, y) =

{
1

g(x,y) , (x, y) 6∈ F,
0, (x, y) ∈ F.

Функцiя f має замкнений графiк, а отже, перехiдна, всi x- та y-розрiзи fx

та fy мають замкненi графiки i D(f) = F .

Висновки до роздiлу 6.

В шостому роздiлi подано результати, якi стосуються перехiдностi та її
аналогiв.

У пiдроздiлах 6.1 та 6.2 дослiджено властивостi перехiдних вiдображень
та їх аналогiв. Крiм того, встановлено ряд декомпозицiйних теорем. Зокрема,
встановлено, що якщо X – локально зв’язний простiр, Y – топологiчний
простiр, вiдображення f : X → Y має слабку властивiсть Дарбу i є
перехiдним, то f – неперервне вiдображення.

Пiдроздiл 6.3 присвячений перенесенню теореми Банаха про замкнений
графiк на випадок перехiдних вiдображень. Встановлено, що лiнiйне
вiдображення f : X → Y , що дiє в довiльних ТВП, буде неперервним тодi i
тiльки тодi, коли воно перехiдне.

У пiдроздiлi 6.4 побудовано приклад двосторонньо квазiнеперервної
перехiдної розривної функцiй, який демонструє, що умова замкненостi
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графiка не може бути замiнена перехiднiстю в декомпозицiйнiй теоремi
про неперервнiсть двосторонньо квазiнеперервної функцiї f : R → R iз
замкненим графiком.

Подальшi властивостi перехiдностi вивчаються в пiдроздiлi 6.5.
Встановлено, що кожна бiєкцiя f : X → R, де X – топологiчний простiр,
який задовольняє аксiому T1, є перехiдною. За допомогою цього результату
встановлено, що для кожної бiєкцiї f : R → R, яка є функцiєю типу Дарбу,
обернена функцiя f−1 теж є функцiєю типу Дарбу. Крiм того, встановлено,
що нарiзно замкнене вiдображення є точково розривним.
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РОЗДIЛ 7.

МНОГОЗНАЧНI ВIДОБРАЖЕННЯ

7.1. Сукупна неперервнiсть горизонтально

квазiнеперервних мультифункцiй

7.1.1. Позначимо через C+(F ) множину точок неперервностi зверху
вiдображення F , а через C−(F ) – множину точок неперервностi знизу
вiдображення F . Для множини B ⊆ Y покладемо C+

B (F ) = {x ∈ X :

{x} × B ⊆ C+(F )}, C−B (F ) = {x ∈ X : {x} × B ⊆ C−(F )}. Покладемо
F x(y) = F (x, y), x ∈ X i Fy(x) = F (x, y), y ∈ Y .

Лема 7.1.1. Нехай Z – метризовний сепарабельний простiр. Тодi в Z iснує
база вiдкритих множин {Wn : n ∈ N}, що для довiльної множини K i
вiдкритої множини W в Z, таких, що K ∩ W 6= ∅ iснує номер n, що
K ∩Wn 6= ∅ i Wn ⊆ W .

Доведення. Оскiльки простiр Z метризовний сепарабельний, то вiн
регулярний i задовольняє другу аксiому злiченностi. В Z iснує база
{Wn : n ∈ N} вiдкритих множин. Вiзьмемо довiльну точку z ∈ K ∩W . Тодi
iснує замкнений окiл W ′ точки z, що z ∈ W ′ ⊆ W . Оскiльки {Wn : n ∈ N}
база простору Z, то iснує номер n, такий, що z ∈ Wn ⊆ W ′. Оскiльки множина
W ′ замкнена, то Wn ⊆ W ′. Тодi K ∩Wn 6= ∅ i Wn ⊆ W ′ ⊆ W .

Теорема 7.1.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, B – множина
злiченного типу в Y , Z – метризовний сепарабельний простiр,
мультифункцiя F : X × Y → Z горизонтально квазiнеперервна зверху
i F x неперервна знизу для x з деякої залишкової множини M в X. Тодi
множина C−B (F ) залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай множина C−B (F ) не є
залишковою в X. Тодi множина

E = {x ∈ X : (∃yx ∈ B)(px = (x, yx) 6∈ C−(F ))}
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другої категорiї в X. Для кожної точки x ∈ E iснує вiдкрита множина W (x)

в Z, така, що F (px) ∩W (x) 6= ∅ i для довiльного околу O точки px в X × Y
iснує точка p ∈ O, що F (p) ∩W (x) = ∅. Тодi згiдно з лемою 7.1.1 iснує база
вiдкритих множин {Wn : n ∈ N}, така, що для кожної точки x ∈ E iснує
номер n, такий, що Wn ⊆ W (x), F (px) ∩Wn 6= ∅ i для довiльного околу O
точки px в X × Y iснує точка p ∈ O, що F (p) ∩Wn = ∅. Оскiльки множина
E другої категорiї, то iснує номер n0 i множина E1 ⊆ E другої категорiї в X,
що для всiх x ∈ E1 маємо F (px) ∩Wn0

6= ∅ i для довiльного околу O точки
px в X × Y iснує точка p ∈ O, що F (p) ∩Wn0

= ∅.
Розглянемо множину E2 = E1 ∩ M . Множина E2 другої категорiї в X.

Позначимо через V = {Vm : m ∈ N} систему множин в Y , що фiгурує в
означеннi множини злiченного типу. Розглянемо множини

Am = {x ∈ E2 : (yx ∈ Vm)(∀y ∈ Vm)(F x(y) ∩Wn0
6= ∅)}.

Оскiльки F x неперервна знизу для x ∈ E2, то
∞⋃
m=1

Am = E2. Тодi iснує номер

m0 i вiдкрита непорожня множина G, що G ⊆ Am0
. Вiзьмемо довiльну точку

x0 ∈ G ∩ Am0
. Оскiльки G × Vm0

окiл точки px0
= (x0, yx0

), то iснує точка
p ∈ G × Vm0

, що F (p) ∩Wn0
= ∅, тобто, F (p) ⊆ Z \Wn0

. З горизонтальної
квазiнеперервностi зверху маємо, що iснує вiдкрита непорожня множина
G1 ⊆ G i точка y1 ∈ Vm0

, такi, що для всiх p ∈ G1×{y1} маємо F (p) ⊆ Z\Wn0
,

тобто F (p)∩Wn0
= ∅. Однак, F (p)∩Wn0

6= ∅ для кожної точки p ∈ Am0
×Vm0

.
Оскiльки Am0

∩ G1 6= ∅ i y1 ∈ Vm0
, то одержали суперечнiсть. Отже, наше

припущення хибне.

7.1.2. Тепер перейдемо до вивчення множини точок неперервностi зверху.

Лема 7.1.2. Нехай Z – метризовний сепарабельний простiр. Тодi в Z iснує
система {Wn : n ∈ N} вiдкритих непорожнiх множин, така, що для будь-
якої компактної множини K в Z i будь-якої вiдкритої множини W в Z,
таких, що K ⊆ W iснує номер n, що K ⊆ Wn ⊆ Wn ⊆ W .

Доведення. Оскiльки простiр Z метризовний сепарабельний, то вiн
регулярний i задовольняє другу аксiому злiченностi. Нехай {Vn : n ∈ N}
база вiдкритих множин в Z, K – компактна пiдмножина в Z i W –
вiдкрита множини в Z, такi, що K ⊆ W . Для кожної точки z ∈ K iснує
множина Vn, що z ∈ Vn ⊆ W . Таким чином одержуємо вiдкрите покриття
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множини K. Оскiльки множина K компактна, то iснує скiнчене пiдпокриття

Vn1
, Vn2

, ..., Vnk множини K. Зрозумiло, що K ⊆
k⋃
i=1

Vni ⊆
k⋃
i=1

Vni ⊆ W .

Розглянемо систему, яка складається з вiдкритих множин, що є скiнченними
об’єднаннями множин бази. Ця система буде злiченною, вона i є шуканою.

Теорема 7.1.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, B – множина
злiченного типу в Y , Z – метризовний сепарабельний простiр,
компактнозначна мультфункцiя F : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервна знизу i F x неперервна зверху для x з деякої залишкової
множини M в X. Тодi множина C+

B (F ) залишкова в X.

Доведення. Нехай множина C+
B (F ) не є залишковою в X. Тодi множина

E = {x ∈ X : (∃yx ∈ B)(px = (x, yx) 6∈ C+(F ))}

другої категорiї в X. Для кожної точки x ∈ E iснує вiдкрита множина W (x)

в Z, така, що F (px) ⊆ W (x) i для довiльного околу O точки px в X × Y

iснує точка p ∈ O, що F (p) 6⊆ W (x). Згiдно з лемою 7.1.2 в Z iснує система
{Wn : n ∈ N} вiдкритих непорожнiх множин, така, що для кожної точки
x ∈ E iснує номер n, такий, що F (px) ⊆ Wn ⊆ Wn ⊆ W (x) i для довiльного
околу O точки px в X × Y iснує точка p ∈ O, що F (p) 6⊆ Wn. Оскiльки
множина E другої категорiї, то iснує номер n0 i множина E1 ⊆ E другої
категорiї в X, що для всiх x ∈ E1 маємо F (px) ⊆ Wn0

i для довiльного околу
O точки px в X × Y iснує точка p ∈ O, що F (p) 6⊆ Wn0

.
Розглянемо множину E2 = E1 ∩ M . Оскiльки множина M залишкова в

X, то множина E2 другої категорiї в X. Позначимо через V = {Vm : m ∈ N}
систему множин в Y , що фiгурує в означеннi множини злiченного типу.
Розглянемо множини Am = {x ∈ E2 : (yx ∈ Vm)(∀y ∈ Vm)(F x(y) ⊆ Wn0

}.
Оскiльки F x неперервна зверху для x ∈ E2, то

∞⋃
m=1

Am = E2. Тодi iснує номер

m0 i вiдкрита непорожня множина G, що G ⊆ Am0
. Вiзьмемо довiльну точку

x0 ∈ G ∩ Am0
. Оскiльки G × Vm0

окiл точки px0
= (x0, yx0

), то iснує точка
p ∈ G × Vm0

, що F (p) 6⊆ Wn0
, тобто, F (p) ∩ Z \Wn0

6= ∅. З горизонтальної
квазiнеперервностi знизу випливає, що iснує вiдкрита непорожня множина
G1 ⊆ G i точка y1 ∈ Vm0

, такi, що для всiх p ∈ G1×{y1} перетин F (p)∩Z\Wn0

непорожнiй, тобто F (p) 6⊆ Wn0
. Однак, для кожної точки p ∈ Am0

×Vm0
маємо,
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що F (p) ⊆ Wn0
. Оскiльки Am0

∩G1 6= ∅ i y1 ∈ Vm0
, то одержали суперечнiсть.

Отже, наше припущення хибне.

7.1.3. Безпосередньо з теорем 7.1.1 i 7.1.2 одержуємо наступнi наслiдки.

Наслiдок 7.1.1. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метризовний
сепарабельний простiр, мультифункцiя F : X × Y → Z горизонтально
квазiнеперервна зверху i F x неперервна знизу для x з деякої залишкової
множини M в X. Тодi

(i) якщо простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то множина
C−y (F ) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C−(F )} залишкова в X для кожного y ∈ Y ;

(ii) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то множина
C−Y (F ) залишкова в X.

Наслiдок 7.1.2. Нехай X i Y – топологiчнi простори, Z – метризовний
сепарабельний простiр, компактнозначна мультфункцiя F : X × Y → Z

горизонтально квазiнеперервна знизу i F x неперервна зверху для x з деякої
залишкової множини M в X. Тодi

(i) якщо простiр Y задовольняє першу аксiому злiченностi, то множина
C+
y (F ) = {x ∈ X : (x, y) ∈ C+(F )} залишкова в X для кожного y ∈ Y ;
(ii) якщо простiр Y задовольняє другу аксiому злiченностi, то множина

C+
Y (F ) залишкова в X.

7.2. Характеризацiя сукупної квазiнеперервностi

многозначних вiдображень

7.2.1. Нехай X, Y та Z – топологiчнi простори i F : X × Y → Z –
многозначне вiдображення.

Введемо наступнi позначення:
K+(F ) – множину точок квазiнеперервностi зверху вiдображення F ;
K−(F ) – множину точок квазiнеперервностi знизу вiдображення F ;
Ks+(F ) – множину точок симетричної квазiнеперервностi зверху вiдносно

x вiдображення F ;
Ks− – множину точок симетричної квазiнеперервностi знизу вiдносно x

вiдображення F .
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Для вiдображення F : X × Y → Z розглянемо вiдображення F x : Y → Z

та Fy : X → Z для кожного x ∈ X та y ∈ Y вiдповiдно.
Зрозумiло, що з симетричної квазiнеперервностi зверху /знизу/ випливає

сукупна квазiнеперервнiсть зверху /знизу/, а з сукупної квазiнеперервностi
зверху /знизу/ – горизонтальна квазiнеперервнiсть зверху /знизу/. Обернене
не вiрне. Також вiдмiтимо, що коли вiдображення F : X×Y → Z симетрично
квазiнеперервне вiдносно x зверху /знизу/ в кожнiй точцi множини a×Y , то
вiдображення F a : Y → Z квазiнеперервне зверху /знизу/.

Спочатку ми встановимо, що сукупно квазiнеперервнi зверху /знизу/
вiдображення в багатьох точках будуть симетрично казiнеперервними зверху
/знизу/.

Теорема 7.2.1. Нехай X — топологiчний простiр, простори Y та Z

задовольняють другу аксiому злiченностi i F : X × Y → Z – многозначне
вiдображення, яке квазiнеперервне знизу за сукупнiстю змiнних. Тодi
множина A = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ Ks−} залишкова в X.

Доведення. Нехай це не так. Тодi множина E = X \ A другої категорiї в X.
Це означає, що для кожної точки x ∈ E iснують точка yx ∈ Y , вiдкрита
непорожня множина W (x) в Z i околи U(x) та V (x) вiдповiдно точок x в
X та yx в Y , такi, що F (px) ∩W (x) 6= ∅ i для кожного вiдкритого околу G
точки x в X i для кожної вiдкритої непорожньої множини H в Y , для яких
G×H ⊆ U(x)× V (x), iснує точка p ∈ G×H, що F (p) ∩W = ∅.

Нехай {Wm : m ∈ N} i {Vn : n ∈ N} – бази просторiв Z та Y вiдповiдно.
Для номерiв n i m розглянемо множини

Bn,m = {x ∈ E : yx ∈ Vn ⊆ V (x),Wn ⊆ W (x) i F (px) ∩Wm 6= ∅}.

Покажемо, що
∞⋃

n,m=1
Bn,m = E. Вiзьмемо точку x ∈ E i довiльну точку

z ∈ F (px) ∩W (x). Тодi iснують номери n i m, такi, що yx ∈ Vn ⊆ V (x),
z ∈ Wm ⊆ W (x), i тому F (px) ∩Wm 6= ∅. А це означає, що x ∈ Bn,m.

Оскiльки множина E другої категорiї в X, то iснують числа m0 i n0,
такi, що множина Bn0,m0

щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U .
Розглянемо точку pa = (a, ya), де a ∈ B = Bn0,m0

∩U . Оскiльки вiдображення
F квазiнеперервне знизу в точцi pa, то iснують вiдкритi множини G i H
вiдповiдно в просторах X i Y , такi, що G ×H ⊆ U × Vn0

i F (p) ∩Wm0
6= ∅
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для всiх точок p ∈ G × H. З щiльностi множини B в U випливає, що iснує
точка u ∈ G ∩B. Тодi множина G є околом точки u. Отже, F (p) ∩Wm0

6= ∅
для всiх точок p ∈ G × H i при цьому G є околом точки u, а H ⊆ Vn0

. А
це суперечить тому, що u ∈ B = Bn0,m0

⊆ E. Одержали суперечнiсть. Отже,
наше припущення хибне.

Наслiдок 7.2.1. Нехай X — топологiчний простiр, простори Y та Z

задовольняють другу аксiому злiченностi i F : X × Y → Z – многозначне
вiдображення, яке квазiнеперервне знизу за сукупнiстю змiнних. Тодi
множина {x ∈ X : K−(F x) = Y } залишкова в X.

7.2.2. Проведемо подiбнi мiркування для квазiнеперервностi зверху.

Лема 7.2.1. Нехай простiр Z задовольняють другу аксiому злiченностi.
Тодi в Z iснує система W = {Wn : n ∈ N} вiдкритих непорожнiх множин,
така, що для будь-якої компактної множини K в Z i будь-якої вiдкритої
множини W в Z, таких, що K ⊆ W iснує номер n, що K ⊆ Wn ⊆ W .

Доведення. Нехай {Vn : n ∈ N} база вiдкритих множин в Z. Розглянемо
систему W , яка складається з вiдкритих множин, що є скiнченними
об’єднаннями множин бази. Ця система буде злiченною. Покажемо, що
вона є шуканою. Вiзьмемо довiльну компактну множину K в Z i вiдкриту
множину W в Z, таку, що K ⊆ W . Для кожної точки z ∈ K iснує
множина Vn, що z ∈ Vn ⊆ W . Таким чином одержуємо вiдкрите покриття
множини K. Оскiльки множина K компактна, то iснує скiнчене пiдпокриття

Vn1
, Vn2

, ..., Vnk множини K. Покладемо Wn =
k⋃
i=1

Vni. Зрозумiло, що Wn ∈ W

i K ⊆ Wn ⊆ W .

Теорема 7.2.2. Нехай X — топологiчний простiр, простори Y та
Z задовольняють другу аксiому злiченностi i F : X × Y → Z –
компактнозначне вiдображення, яке квазiнеперервне зверху за сукупнiстю
змiнних. Тодi множина A = {x ∈ X : {x} × Y ⊆ Ks+(F )} залишкова в X.

Доведення. Будемо мiркувати вiд супротивного. Нехай E = X \A – множина
другої категорiї в X. Тодi для кожної точки x ∈ E iснують точка yx ∈ Y ,
вiдкрита непорожня множина W (x) в Z, околи U(x) i V (x) вiдповiдно точок
x в X i yx в Y , такi, що F (px) ⊆ W (x) i для кожного вiдкритого околу G
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точки x в X i для кожної вiдкритої непорожньої множини H в Y , для яких
G×H ⊆ U(x)× V (x), iснує точка p ∈ G×H, що F (p) 6⊆ W .

Нехай {Vn : n ∈ N} – база простору Y , а W = {Wn : n ∈ N} – система
вiдкритих непорожнiх множин, яка фiгурує в умовi леми. Для номерiв n i m
розглянемо множини

Bn,m = {x ∈ E : yx ∈ Vn ⊆ V (x), F (px) ⊆ Wm ⊆ W (x)}.

Покажемо, що
∞⋃

n,m=1
Bn,m = E. Вiзьмемо точку x ∈ E. Iснує номер n, такий,

що yx ∈ Vn ⊆ V (x). Оскiльки вiдображення F – компактнозначне, то згiдно
леми 7.2.1 iснує номер m, такий, що F (px) ⊆ Wm ⊆ W (x). А це означає, що
x ∈ Bn,m.

Оскiльки множина E другої категорiї в X, то iснують числа m0 i n0,
такi, що множина Bn0,m0

щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U .
Розглянемо точку pa = (a, ya), де a ∈ B = Bn0,m0

∩U . Оскiльки вiдображення
F квазiнеперервне зверху в точцi pa, то iснують вiдкритi множини G i H
вiдповiдно в просторах X i Y , такi, що G × H ⊆ U × Vn0

i F (p) ⊆ Wm0

для всiх точок p ∈ G × H. З щiльностi множини B в U випливає, що iснує
точка u ∈ G ∩ B. Тодi множина G є околом точки u. Отже, F (p) ⊆ Wm0

для всiх точок p ∈ G × H i при цьому G є околом точки u, а H ⊆ Vn0
. А

це суперечить тому, що u ∈ B = Bn0,m0
⊆ E. Одержали суперечнiсть. Отже,

наше припущення хибне.

Наслiдок 7.2.2. Нехай X — топологiчний простiр, простори Y та
Z задовольняють другу аксiому злiченностi i F : X × Y → Z –
компактнозначне вiдображення, яке квазiнеперервне зверху за сукупнiстю
змiнних. Тодi множина {x ∈ X : K+(F x) = Y } залишкова в X залишкова
в X.

7.2.3. Далi ми покращемо результати Т.Нойбруна з [234].

Теорема 7.2.3. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – регулярний простiр, F : X × Y → Z – многозначне
вiдображення, яке задовольняє наступнi умови:

1) F – горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу;
2) M = {x ∈ X : F x – квазiнеперервне знизу} – залишкова множина в

X.
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Тодi F – квазiнеперервне знизу за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Покажемо, що вiдображення F

квазiнеперервне знизу за сукупнiстю змiнних в точцi p0. Вiзьмемо вiдкриту
множину W в Z, таку, що F (p0)∩W 6= ∅, i U та V – околи вiдповiдно точок
x0 в X та y0 в Y . Оскiльки простiр Z регулярний, то iснує замкнена множина
W1, така, що W1 ⊆ W i F (p0) ∩ intW1 6= ∅. Вiдображення F горизонтально
квазiнеперервне знизу в точцi p0, тому iснують точка y1 ∈ V i вiдкрита
множина U1 ⊆ U , такi, що F (p) ∩ intW1 6= ∅ для кожного p ∈ U1 × {y1}.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Розглянемо множини

An = {x ∈ U1 ∩M : ∀y ∈ Vn, F (x, y) ∩ intW1 6= ∅}.

З квазiнеперервностi знизу вiдносно другої змiнної вiдображення F випливає,

що
∞⋃
n=1

An = U1 ∩M . Оскiльки простiр X берiвський, то множина U1 ∩M

другої категорiї в X. Тодi iснує номер n0, такий, що A = An0
щiльна в деякiй

вiдкритiй непорожнiй множинi U2 ⊆ U1, тобто U2 ⊆ A i Vn0
⊆ V .

Отже, ми одержали вiдкриту непорожню множину U2 в X, щiльну в U2

множину A i вiдкриту непорожню множину H = Vn0
в Y , такi, що U2 ⊆ U1,

U2 ⊆ A,H ⊆ V i F (x, y) ∩ intW1 6= ∅ для всiх (x, y) ∈ A×H.
Покажемо, що F (p) ∩W1 6= ∅ для кожного p ∈ U2 ×H. Нехай це не так,

i iснує точка p1 ∈ U2 × H, така, що F (p1) ∩ W1 = ∅. Оскiльки множина
W1 – замкнена, то множина W2 = Z \ W1 – вiдкрита i F (p1) ⊆ W2. З
горизонтальної квазiнеперервностi зверху маємо, що iснують точка y2 ∈ H

i вiдкрита непорожня множина U3 ⊆ U2, такi, що F (p) ⊆ W2 для кожного
p ∈ U3×{y2}. Оскiльки U3 ∩A 6= ∅, то iснує точка p2 ∈ (U3 ∩A)×{y2}. Тодi
F (p2) ⊆ W2 i F (p2)∩intW1 6= ∅. Отримали суперечнiсть. Отже, F (p)∩W1 6= ∅
для кожного p ∈ U2 × H, а значить i F (p) ∩ W 6= ∅. Це означає, що
вiдображення F сукупно квазiнеперервне знизу в точцi p0.

Теорема 7.2.4. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y має злiченну
псевдобазу, Z – нормальний, простiр i F : X × Y → Z замкненозначне
вiдображення, яке задовольняє наступнi умови:

1) F – горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу;
2) M = {x ∈ X : F x – квазiнеперервне зверху} – залишкова множина в

X.
Тодi F – квазiнеперервне зверху за сукупнiстю змiнних.
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Доведення. Нехай p0 = (x0, y0) ∈ X × Y . Покажемо, що вiдображення F

квазiнеперервне зверху за сукупнiстю змiнних в точцi p0. Вiзьмемо вiдкриту
множинуW в Z, таку, що F (p0) ⊆ W i U×V – окiл точки p0. Оскiльки простiр
Z нормальний, то iснує замкнена множина W1 i вiдкрита множина W2, такi,
що F (p0) ⊆ W2 ⊆ W1 ⊆ W . Вiдображення F горизонтально квазiнеперервне
зверху в точцi p0, тому iснують точка y1 ∈ V i вiдкрита непорожня множина
U1 ⊆ U , такi, що F (p) ⊆ W2 для кожного p ∈ U1 × {y1}.

Нехай {Vn : n ∈ N} – псевдобаза простору Y . Розглянемо множини

An = {x ∈ U1 ∩M : ∀y ∈ Vn, F (x, y) ⊆ W2}.

Легко бачити, що
∞⋃
n=1

An = U1 ∩ M . Оскiльки простiр X берiвський, то

множина U1 ∩M другої категорiї в X. Тодi iснує номер n0, такий, що An0

щiльна в деякiй вiдкритiй непорожнiй множинi U2 ⊆ U1, тобто U2 ⊆ An0
i

Vn0
⊆ V .
Отже, ми одержали вiдкриту непорожню множину U2 в X, щiльну в U2

множину A = An0
i вiдкриту непорожню множину H = Vn0

в Y , такi, що
U2 ⊆ U1, U2 ⊆ A,H ⊆ V i F (x, y) ⊆ W2 для всiх (x, y) ∈ A×H.

Покажемо, що F (p) ⊆ W1 для кожного p ∈ U2×H. Нехай це не так, тобто
iснує точка p1 ∈ U2 × H така, що F (p1) 6⊆ W1. Тодi множина W3 = Z \W1

вiдкрита i F (p1)∩W3 6= ∅. З горизонтальної квазiнеперервностi знизу маємо,
що iснують точка y2 ∈ H i вiдкрита непорожня множина U3 ⊆ U2, такi, що
F (p) ∩W3 6= ∅ для кожного p ∈ U3 × {y2}. Оскiльки U3 ∩ A 6= ∅, то iснує
точка p2 ∈ (U3 ∩ A) × {y2}. Тодi F (p2) ∩W3 6= ∅ i F (p2) ⊆ W2. Отримали
суперечнiсть. Тодi F (p) ⊆ W1 для кожного p ∈ U2 ×H, а отже, i F (p) ⊆ W .
Це i означає квазiнеперервнiсть зверху функцiї F .

З теорем 7.2.2 i 7.2.4 та наслiдкiв 7.2.1 i 7.2.2 одержуємо наступнi
результати.

Теорема 7.2.5. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр,
F : X × Y → Z – многозначне вiдображення. Вiдображення F –
квазiнеперервне знизу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли
F – горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу i F x – квазiнеперервне
знизу для кожного x з деякої залишкової множини M в X.

277



Теорема 7.2.6. Нехай X – берiвський простiр, простiр Y задовольняє
другу аксiому злiченностi, Z – метризовний сепарабельний простiр,
F : X × Y → Z – компактнозначне многозначне вiдображення.
Вiдображення F – квазiнеперервне зверху за сукупнiстю змiнних тодi
i тiльки тодi, коли F – горизонтально квазiнеперервне зверху та знизу i
F x – квазiнеперервне зверху для кожного x з деякої залишкової множини
M в X.

Висновки до роздiлу 7.

В цьому роздiлi перенесено результати про множини точок неперервностi
та квазiнеперервностi на випадок многозначних вiдображень вiд двох
змiнних.

Пiдроздiл 7.1 присвячений дослiдженню множини точок сукупної
неперервностi зверху та знизу многозначних вiдображень. Зокрема,
встановлено, що якщо X i Y – топологiчнi простори, B – множина злiченного
типу в Y , Z – метризовний сепарабельний простiр, многозначне вiдображення
F : X × Y → Z горизонтально квазiнеперервне зверху i F x неперервне знизу
для x з деякої залишкової множини в X, то множина C−B (F ) залишкова в X.

У пiдроздiлi 7.2 дано характеризацiї квазiнеперервностi зверху та
знизу многозначних вiдображень вiд двох змiнних, якi перекривають
вiдомi результати Т.Нойбрунна про сукупну квазiнеперервнiсть многозначних
вiдображень.
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ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi дослiджуються властивостi рiзних аналогiв
неперервностi вiдображень як вiд однiєї, так i вiд двох змiнних. Зокрема
вивчаються нарiзнi та сукупнi властивостi таких ослаблень неперервностi.
Крiм того, встановлено ряд нових декомпозицiйних результатiв.

В дисертацiї такi новi науковi результати:

• введено поняття A-квазiнеперервностi, що охоплює деякi
ослаблення неперервностi, а також вивчено тип множини точок A-
квазiнеперервностi;

• введено поняття неперервностi вiдносно системи, яке охоплює велику
кiлькiсть вже вiдомих ослаблень неперервностi;

• перенесено на випадок загальних топологiчних просторiв результат
Р.Мiмни про характеризацiю двосторонньої квазiнеперервностi в
термiнах замикання образа;

• встановлено теорему про декомпозицiю B-квазiнеперервностi, яка
узагальнює вiдповiдний результат Я.Борсiка;

• вказано умови, за яких неперервнiсть вiдносно системи рiвносильна
A-неперервностi та дано новi характеризацiї деяких ослаблень
неперервностi за допомогою операторiв замикання та внутрiшностi;

• дослiджено властивостi бiєкцiї деяких типiв ослабленої неперервностi,
зокрема побудовано приклад квазiнеперервної бiєкцї f : [0, 1]→ [0, 1],
для якої функцiя f−1 не є майже ледь неперервною, а також вказано
умови, за яких для бiєкцiї f : X → Y обернене вiдображення f−1 буде
квазiнеперервне, майже квазiнеперервне чи псевдоквазiнеперервне;

• дослiджено множину точок неперервностi псевдоквазiнеперервного
вiдображення, а також встановлено, що псевдоквазiнеперервнiсть
рiвносильна простiй неперервностi;

• вивчено тип точок розриву дiйсних функцiй для рiзних ослаблень
неперервностi i на основi цього одержано ряд результатiв про
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декомпозицiю неперервностi, зокрема встановлено, що функцiя
f : R→ R неперервна тодi i тiльки тодi, коли вона регульована i
має властивiсть Юнґа;

• встановлено, що для топологiчного простору X, просторiв Y i Z,
що задовольняють другу аксiому злiченностi i квазiнеперервного
вiдображення f : X × Y → Z iснує залишкова множина A в X, така,
що вiдображення f симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй
точцi множини A × Y , тим самим узагальнивши вiдповiдний результат
Е.Котлiки та А. Малiзевського;

• дано характеризацiю сукупної квазiнеперервностi вiдображення вiд двох
змiнних. Зокрема, вказано достатнi умови на просториX, Y i Z при яких
має мiсце рiвнiсть класiв KhK̃(X × Y, Z) = K(X × Y, Z);

• дослiджено множини точок симетричної квазiнеперервностi,
симетричної ледь неперервностi та симетричної клiковостi функцiй
f : R× Y → R, якi монотоннi вiдносно першої змiнної;

• встановлено, що горизонтально i вертикально квазiнеперервна функцiя
f : R × Y → R, яка монотонна вiдносно першої змiнної, є
квазiнеперервною за сукупнiстю змiнних, тим самим одержано аналог
теореми Юнґа про сукупну неперервнiсть нарiзно неперервних функцiй,
якi монотоннi вiдносно однiєї iз змiнних;

• дано характеризацiю сукупної квазiнеперервностi вiдображення вiд двох
змiнних за участю слабкої горизонтальної квазiнеперервностi;

• знайдено достатнi умови, за яких для вiдображення f : X×Y → Z iснує
залишкова в X множина A, така, що вiдображення f сукупно майже
неперервне, симетрично майже квазiнеперервне вiдносно x, симетрично
майже ледь неперервне вiдносно x, симетрично клiкове вiдносно x чи
симетрично квазiнеперервне вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y ;

• знайдено необхiднi та достатнi умови, при яких для вiдображення
f : X × Y → Z iснує залишкова в X множина A, така, що вiдображення
f симетрично клiкове вiдносно x чи симетрично квазiнеперервне
вiдносно x в кожнiй точцi множини A× Y ;
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• вивчено сукупнi властивостi функцiй f : R × Y → R, якi мають
замкнений графiк вiдносно першої змiнної;

• встановлено характеризацiю точкової розривностi вiдображення вiд двох
змiнних;

• наведено приклад простору Гана, який не володiє злiченною базою;

• введено класи вiдображень f : X × Y → Z, якi мають властивiсть Гана;

• встановлено, що кожна нарiзно монотонна функцiя f : R2 → R є точково
розривною;

• введено новi властивостi многозначних вiдображень, з допомогою яких
новим методом отримано загальну теорему про сукупну неперервнiсть,
яка значно розвиває теорему Калiбрi-Троаллiка i недавнiй результат
Бузiада-Троаллiка;

• введено двi новi властивостi многозначних вiдображень, якi дали змогу
охарактеризувати вiдображення, що мають властивiсть Гана, заданих на
добутку берiвського простору i метризовного компакту зi значеннями в
метричному просторi;

• введено поняття одностайної клiковостi та локальної одностайної
клiковостi вiдносно y, якi дали можливiсть охарактеризувати
вiдображення, що мають властивiсть Гана;

• введено загальне поняття перехiдностi для вiдображень зi значеннями в
довiльних топологiчних просторах та багато їх рiзновидiв;

• отримано новi теореми про декомпозицiю неперервностi, якi охоплюють
всi попереднi результати на цю тему В.Крецу i В.Маслюченка, Р.Мiмни,
М.Р.Вуйцiка i М.С.Вуйцiка, З.Пьотровського та iнших;

• перенесенню теорему Банаха про замкнений графiк на випадок
перехiдних вiдображень, зокрема встановлено, що лiнiйне вiдображення
f : X → Y , що дiє в довiльних ТВП, буде неперервним тодi i тiльки тодi,
коли воно перехiдне;

• встановлено теорему про замкнений графiк для скiнченновимiрних
лiнiйних операторiв;
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• побудовано приклад двосторонньо квазiнеперервної перехiдної розривної
функцiй, який демонструє, що умова замкненостi графiка не може
бути замiнена перехiднiстю в декомпозицiйнiй теоремi про неперервнiсть
двосторонньо квазiнеперервної функцiї f : R → R iз замкненим
графiком;

• встановлено, що кожне нарiзно замкнене вiдображення f : R2 → R є
точково розривним;

• отримано новi теореми про точки сукупної неперервностi та
квазiнеперервностi многозначних вiдображень, якi узагальнюють
вiдповiднi результати Т.Нойбрунна та Ґ. Дебса.
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27. Borśik J. On the points of bilateral quasicontinuity of functions / Borśik J.
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Publ. – 52. – P. 141–151.
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– 1987. – 112. – P. 355–358.

69. Dobos̆ J. Sums of closed graph functions / Dobos̆ J. // Tatra Mt. Math.
Publ. – 1998. – 14. – P. 9—11.

70. Dobos̆ J. Cliquish functions, Riemann integrable functions and quasi-
uniform convergence / Dobos̆ J., S̆alát T. // Acta Math. Univ. Comenian.
– 1982. – 40-41. – P. 219–223.

71. Dontchev J. More on mild continuity / Dontchev J., Ganster M. // Rend.
Ist. Mat. Univ. Trieste. – 1995. – 27, 1-2. – P. 47–59.

72. Dontchev J. On the various decompositions of continuous and some weakly
continuous functions / Dontchev J., Przemski M.// Acta Math. Hung. –
1996. – 71, 1-2. – P. 109–120.

73. Dugundji J. Topology / J.Dugundji. – Boston: Mass: Allyn and Bacon, 1996.
– 447 p.

74. Ekici E. On E-sets and F-sets and decompositions of α-continuity, quasi-
continuity and A-continuity / Ekici E., Jafari S. // Ann. Univ. Sci. Budap.
Rolando Eotvos, Sect. Math. – 2006. – 49. – P. 65–73.

75. Evans M. Baire one, Gibson and weakly Gibson real functions of several
real variables / Evans M., Humke P. // Rend. Circ. Mat. Palermo (2). –
2010. – 59, 1. – P. 47–51.

288



76. Ewert J. Characterization of cliquish functions / Ewert J. // Acta Math.
Hung. – 2000. – 89, 4. – P. 269–276.

77. Ewert J. Note on limits of simply continuous and cliquish functions / Ewert
J. // Internat. J. Math. Math. Sci. – 1994. – 17. – P. 447—450.

78. Ewert J. On almost quasicontinuity of functions / Ewert J. // Tatra Mt.
Math. Publ. – 1993. – 2. – P. 81–91.

79. Ewert J. On quasi-continuous multivalued maps with values in uniform
spaces / Ewert J. // Bull. Polish Acad. Sci. Math. – 1984. – 32. – P. 81-–88.

80. Ewert J. On the points of continuity, quasi-continuity and cliquishness of
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237. Neubrunnová A. On certain generalizations of the notion of continuity /
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298. Szczuka P. Products of strong Światkowski functions / Szczuka P. // J.
Appl. Anal. – 2006. – 12, 1. – P. 129–145.

299. Szczuka P. The maximal class with respect to maximums for the family of
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