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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çíàéäåíî äîñòàò-
íi óìîâè ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ
îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ ç
äðîáîâîþ ïîõiäíîþ òà ¨¨ îêðåìèõ âèïàäêiâ � íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
êðàéîâèõ çàäà÷ iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì, òàêîæ ïðè ¨õ ëiíiéíèõ
òà íåëiíiéíèõ çáóðåííÿõ, øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiî-
íàëüíîãî ÷èñëåííÿ íåîáìåæåíèõ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Âñòàíîâëåíà
îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü ïðÿìèõ i äåÿêèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ Êîøi òà êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó êëàñàõ ãëàäêèõ òà
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íàä áàíàõîâèìè
ïðîñòîðàìè â êëàñi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïîáóäîâàíî Ô. Ðiñîì òà Í. Äàí-
ôîðäîì íà áàçi iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi. Ñ. Òåéëîð ïîøèðèâ öi ðåçóëü-
òàòè íà íåîáìåæåíi îïåðàòîðè, À. Ïàçi òà Õ. Õåéìàíñ, Ñ. Àíãåíåíò i iíøi
� íà ãåíåðàòîðè àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Àêòóàëüíè-
ìè çàëèøàþòüñÿ äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ
ó çàñòîñóâàííi äî ðiçíèõ ñïåöiàëüíèõ êëàñiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ,
çîêðåìà, äëÿ ãåíåðàòîðiâ îäíîïàðàìåòðè÷íèõ ïiâãðóï íà àïðîêñèìîâíèõ
àëãåáðàõ Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â êóëi áàíàõîâîãî íåñêií÷åííî-
âèìiðíîãî ïðîñòîðó.

Ó äèñåðòàöiéíié ïðàöi äîñëiäæóþòüñÿ àâòîíîìíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿí-
íÿ iç äðîáîâèìè òà öiëèìè ïîõiäíèìè â àáñòðàêòíèõ i ôóíêöiîíàëüíèõ
áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ¨õíi ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáóðåííÿ. Îñíîâè êëàñè÷-
íî¨ òåîði¨ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ó öiëèõ ïîõiäíèõ ó òåðìiíàõ àíàëiòè÷íèõ
ïiâãðóï ðîçðîáëåíî, çîêðåìà, â ïðàöÿõ Å. Õiëëå i Ð. Ôiëiïñà (1962),
Ê. Iîñiäè (1967), Ñ. Êðåéíà (1967), Ì. Ðiäà i Á. Ñàéìîíà (1978), Â. Ãîð-
áà÷óê òà Ì. Ãîðáà÷óêà (1984), Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàíñà, Ñ. Àíãåíåí-
òà, Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà (1992). Âèïàäîê íåàâòîíîìíèõ ðiâíÿíü
äîñëiäæóâàâñÿ â ïðàöÿõ Ï. Ñîáîëåâñüêîãî (1064), Õ. Òàíàáå (1979),
À. Ïàçi (1983), à òàêîæ Ä. Õåíði (1985), Õ. Àìàííà (1995), À. Ëóíàðäi
(1995). Òåîðiÿ çáóðåíü âèêëàäåíà â êíèãàõ Ò. Êàòî (1966), Â. Ìàñëîâà
(1987).

Ó ïðàöÿõ Ñ. Àãìîíà, À. Äóãëiñà, Ë. Íiðåíáåðãà (1959) i Ñ. Àãìîíà
(1962) çíàéäåíî àëãåáðè÷íi óìîâè, ïðè ÿêèõ äèôåðåíöiàëüíà åëiïòè÷íà
êðàéîâà çàäà÷à â îáìåæåíié îáëàñòi ãåíåðó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó. Òàê
ñåðåä àâòîíîìíèõ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëî
âèäiëåíî êëàñ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi ìîæóòü äîñëiäæóâàòèñÿ
ìåòîäàìè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï.

Ó äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåõíiêà iíòåðïîëÿöi¨ áàíàõîâèõ ïðîñ-
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òîðiâ òà ìåòîä ôóíêöi¨ Ãðiíà. Ìåòîä êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ââåäåíî
Æ. Ëiîíñîì, À. Êàëüäåðîíîì i Ñ. Êðåéíîì. Iíòåðïîëÿöiéíà òåõíi-
êà äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ ðîçâèíåíà â ðîáîòàõ
Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàíñà, Ñ. Àíãåíåíòà, Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà,
Õ. Àìàííà, Ä. Õåíði, À. Ëóíàðäi, Ï. Ãðiâàðà i Ã. äà Ïðàòî. Çàñòîñóâàí-
íÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ ìåòîäiâ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ áàçó¹òüñÿ íà àïðiîðíèõ îöiíêàõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ åëiïòè÷íèõ
çàäà÷, âñòàíîâëåíèõ ó ïðàöÿõ Ñ. Àãìîíà, À. Äóãëiñà, Ë. Íiðåíáåðãà,
Æ. Ëiîíñà i Å. Ìàäæåíåñà, Þ. Áåðåçàíñüêîãî, Ï. Ãðiâàðà i Ã. Ãåéìîí-
òà òà iíøèõ. Iíòåðïîëÿöiéíà òåõíiêà äîñëiäæåííÿ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ
òà ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ
çàäà÷ ðîçâèíåíà ó ïðàöÿõ Â. Ìèõàéëåöÿ òà Î. Ìóðà÷à.

Òåîðiÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïà-
ðàáîëi÷íîãî òèïó çà Ïåòðîâñüêèì, à òàêîæ íàñòóïíèõ ¨õ óçàãàëüíåíü,
çîêðåìà iç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ôóíêöi¨ Ãðiíà, øèðîêî ïðåäñòàâëåíà ó
ïðàöÿõ Ò. Çàãîðñêîãî (1961), Ñ. Åéäåëüìàíà (1964), Î. Ëàäèæåíñüêî¨,
Â. Ñîëîííiêîâà, Í. Óðàëüöåâî¨ (1967), À. Ôðiäìàíà (1968), Ì. Æèòà-
ðàøó, Ñ. Iâàñèøåíà, À. Êî÷óáåÿ òà iíøèõ.

Äëÿ îïåðàòîðà A, ùî íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ t ∈ [0, T ] òà ¹ ãåíåðà-
òîðîì àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði (V0, ‖ · ‖) iç
ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 âiäîìî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî êëàñè÷-
íîãî ðîçâ'ÿçêó v ∈ C([0, T ];V1) ∩ C1((0, T ]);V0) çàäà÷i Êîøi

dv(t)

dt
= Av(t) + f(t), t ∈

(
0, T

]
, v(0) = 0 ,

ÿêùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà. Ðîáîòè Ï. Ãðiâàðà i Ã. äà Ïðàòî
çîñåðåäæåíi íà îñëàáëåííi öi¹¨ óìîâè ùîäî f , òîáòî, òàê çâàíié ïðîáëåìi
ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi.

Ðîçâ'ÿçíiñòü àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi òà ¨¨ àíàëîãà äëÿ ðiâíÿíü iç
äðîáîâîþ ïîõiäíîþ β ∈ (0, 1) äîñëiäæóâàëàñü ó ïðàöÿõ Á. Áàåóìåðà,
Å. Áàæëåêîâî¨, Â. Êîñòiíà, À. Êî÷óáåÿ, À. Êiëáàñà òà À. Âîðîøèëîâà,
À. Ãëóøàêà, Ì. Êàïóòî, Å. Êóåñòè, Ñ. Êóåâàñà, Ð. Ãîðåíôiî òà iíøèõ.
Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ âèãëÿäó

Dβv(t) = Av(t) + f1−β(t)v(0), v(0) = h

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ Dβv(t) äðîáîâîãî ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) çà
äîïîìîãîþ åêâiâàëåíòíèõ ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïðîâîäèëîñü
Ã. Çàñëàâñüêèì, äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ

Dβu(t) = Au(t) +Dβ−1g(t) ïðè β ∈ (1, 2)

� Ñ. Êóåâàñîì (Cuevas), çàäà÷i

Dβu(t) = Au(t) + A1(t)u(t), lim
t→0

Dβ−1
t u(t) = h
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ïðè A1(t) = 0 � Â. Êîñòiíèì, à çà óìîâè, ùî A1(t) ïiäïîðÿäêîâàíèé
îïåðàòîðó (−A)γ, γ ∈ (0, 1) � ó ïðàöÿõ À. Ãëóøàêà. Iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ
â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ äîñëiäæóâàëèñü Æ. Ïðóñîì.

×àñòêîâi âèïàäêè òàêèõ çàäà÷ îäåðæèìî, ÿêùî A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiï-
òè÷íèì îïåðàòîðîì ó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) íàä îáìåæåíîþ
îáëàñòþ Ω ⊂ Rn, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà. Ó
öüîìó âèïàäêó çàäà÷à Êîøi áóäå êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ íåîäíîðiäíîãî
äèôåðåíöiàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Òîìó àêòóàëüíèì ¹ ïðîâåäåíå â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåííÿ
çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ i íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) òà íåîá-
ìåæåíèì îïåðàòîðîì â àáñòðàêòíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði V0 iç ùiëüíîþ
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0, â ðåçóëüòàòi ÿêîãî çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè
êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íà êîì-
ïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ áàíàõîâî¨ ïàðè {V0, V1}.

Äî äîñëiäæåííÿ ëiíiéíèõ çáóðåíü àáñòðàêòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷
ìåòîäè iíòåðïîëÿöi¨ çàñòîñîâóâàëèñü ó ïðàöÿõ Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàí-
ñà, Ñ. Àíãåíåíòà, Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà, Õ. Àìàííà, À. Ëóíàðäi.
Ó ïðàöÿõ Ä. Õåíði çáóðåííÿ âèâ÷àëèñü çà äîïîìîãîþ òåõíiêè äðîáîâèõ
ñòåïåíiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Öi äîñëiäæåííÿ çíàéøëè ñâî¹ ïðîäîâæåííÿ â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi,
äå ìåòîäîì êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, ç iñòîòíèì âèêîðèñòàííÿì àíàëi-
òè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ, âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷
Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ òà ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çáóðå-
íèõ íà iíòåðïîëÿöiéíèõ ïðîñòîðàõ ïàðè {V0, V1} áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó
çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà, òàêîæ çíàéäåíî îöiíêè íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ðîáîòi ïðåäñòàâëåíi òàêîæ äîñëiäæåííÿ çáóðåíü äèôåðåíöiàëüíèõ
êðàéîâèõ çàäà÷ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi áàçóþòüñÿ, çîêðåìà, íà ðåçóëü-
òàòàõ Ï. Ãðiâàðà òà Ð. Ñiëi ïðî êîìïëåêñíó iíòåðïîëÿöiþ ïðîñòîðiâ
ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè.

Ó ïðàöÿõ À. Êî÷óáåÿ, òàêîæ Ñ. Åéäåëüìàíà òà À. Êî÷óáåÿ äîâåäå-
íî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü, à òàêîæ çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ
ôóíêöi¨ Ãðiíà êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

Dβ
t u(x, t) = A(x,D)u(x, t), (x, t) ∈ Rn × [0, T ],

u(x, 0) = g1(x), x ∈ Rn

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1), íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ
g1 ïåâíîãî ðîñòó íà áåçìåæíîñòi òà åëiïòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì îïå-
ðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó A(x,D) ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè, çàëåæíè-
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ìè âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x ∈ Rn. Ó âèïàäêó A(x,D) = ∆ êëàñè÷íèé
ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ
Ðiìàíà-Ëióâiëÿ ïîðÿäêó β ∈ (1, 2) ïîáóäîâàíî ó ïðàöÿõ À. Êiëáàñà òà
À. Âîðîøèëîâà, äå òàêîæ îäåðæàíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà äîïîìîãîþ
ôóíêöi¨ Ãðiíà. Þ. Ëó÷êî òà Â. Ðàíäåëîì iç ñïiâàâòîðàìè çíàéäåíî óìîâè
êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

Dβ
t u− a2∆u = F (x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ], a = const

ïðè β ∈ (0, 1), ïîáóäîâàíî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çà äîïîìîãîþ ðÿäiâ Ôóð'¹ çà
âëàñíèìè ôóíêöiÿìè âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëëÿ. Êðàéîâi çàäà-
÷i äëÿ ðiâíÿíü iç äåêiëüêîìà äðîáîâèìè ïîõiäíèìè âèâ÷àëèñü À. Ïñõó,
äëÿ øèðîêèõ êëàñiâ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òàêîæ ó ïðîñòî-
ðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó Øâàðöà � ó ïðàöÿõ Â. Ãîðîäåöüêîãî,
ß. Äðiíÿ, Â. Ëiòîâ÷åíêà.

Àêòóàëüíèì çàëèøà¹òüñÿ âèâ÷åííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç
äðîáîâèìè ïîõiäíèìè i çà ÷àñîì, i çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, ó ïðî-
ñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Öå òàêîæ ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ â äè-
ñåðòàöi¨, çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi êëàñè÷íèõ çà
÷àñîâîþ çìiííîþ çi çíà÷åííÿìè â ïîâíié øêàëi ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïî-
òåíöiàëiâ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi òà íåîäíîðiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷.

Ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ ç ïðèêëàäíèõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè äîñëiäæóþòü-
ñÿ îáåðíåíi êðàéîâi çàäà÷i: êîëè çà äîäàòêîâèõ óìîâ, òàê çâàíèõ óìîâ
ïåðåâèçíà÷åííÿ, ïîòðiáíî ùå äîäàòêîâî âèçíà÷àòè äåÿêi êîåôiöi¹íòè ðiâ-
íÿííÿ àáî iíøi åëåìåíòè çàäà÷i. Ó âèïàäêó β = 1 îáåðíåíi êîåôiöi¹íòíi
êðàéîâi çàäà÷i ó ïðîñòîðàõ ãëàäêèõ ôóíêöié âèâ÷àëèñü, çîêðåìà Ì. Iâàí-
÷îâèì, äå äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi. Æ. ×åíãîì äîâåäåíà
¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Dβ
t u− a(x)uxx = F0(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ]

ç íåâiäîìèìè u(x, t), a = a(x), β ∈ (0, 1) ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ Íåéìàíà
òà äîäàòêîâî çàäàíié u(0, t), t ∈ (0, T ].

Âèçíà÷åííþ ðåãóëÿðíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ïðè ðiçíèõ óìîâàõ
ïåðåâèçíà÷åííÿ ïðèñâÿ÷åíî íàéáiëüøå ïðàöü. Çîêðåìà, Ì. Åëü-Áîðà¨
(El-Borai) âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü îáåðíåíî¨ çàäà÷i ïðî âè-
çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ
ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1] ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði X òà ðåãóëÿðíî¨
ïðàâî¨ ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ çà óìîâè (u, ϕ0) = h, äå ϕ0, h � çàäàíi
åëåìåíòè ïðîñòîðó X, à ïiä äóæêàìè ðîçóìiþòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê â
X.

Îáåðíåíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ
ïðè ðiçíèõ íåâiäîìèõ ôóíêöiÿõ ÷è ïàðàìåòðàõ àêòèâíî âèâ÷àþòüñÿ â
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îñòàííi ðîêè. Òàêi çàäà÷i âàæëèâi äëÿ ïðàêòèêè. Ó ïðîñòîðàõ óçàãàëü-
íåíèõ ôóíêöié òàêi çàäà÷i ïðàêòè÷íî íå âèâ÷àëèñü. Òîìó àêòóàëüíèì ¹
âèâ÷åííÿ íîâèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ Êîøi òà êðàéîâèõ çàäà÷ ÿê ó ïðîñòîðàõ
ãëàäêèõ, òàê i ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Ó äèñåðòàöi¨ äîâåäå-
íî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ðiçíèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ
ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó âèïàäêó ïðàâèõ ÷àñòèí iç
ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Çóïèíèìîñü íà ïåðñïåêòèâàõ ðîçâèòêó ïðîâåäåíèõ äîñëiäæåíü. Ó
äèñåðòàöi¨ äëÿ äîñëiäæåííÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíè-
ìè çàñòîñîâó¹òüñÿ òåõíiêà êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ áàíàõîâèõ ïðîñòî-
ðiâ. Ìîæëèâå òàêîæ âèêîðèñòàííÿ iíøèõ ìåòîäiâ iíòåðïîëÿöi¨, íàïðè-
êëàä, íåïåðåðâíîãî ìåòîäó iíòåðïîëÿöi¨ Ã. äà Ïðàòî. Òàêèé ïiäõiä ïðè-
âåäå, çîêðåìà, äî îïèñó íîâèõ êëàñiâ çáóðåíü íà àáñòðàêòíèõ ãåëüäåðî-
âèõ ïðîñòîðàõ. Òåõíiêà åâîëþöiéíèõ îïåðàòîðiâ, ðîçâèíåíà Õ. Àììàíîì,
äîçâîëÿ¹ óçàãàëüíèòè äåÿêi ðåçóëüòàòè íà âèïàäîê íåàâòîíîìíèõ ïàðà-
áîëi÷íèõ çàäà÷.

Ï. Ãðiâàðîì i Ã. Ãåéìîíòîþ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà óçàãàëü-
íåíî íà âèïàäîê íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé, ùî ñòâîðþ¹ ìîæëèâiñòü äîñëi-
äæóâàòè êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ çáóðåííÿ â
íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ, ïîäiáíî äî çðîáëåíîãî ó äèñåðòàöi¨ äëÿ îáìåæå-
íèõ îáëàñòåé. À. Ëóíàðäi âñòàíîâëåíî óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà äëÿ
ïðîñòîðiâ òèïó Ãåëüäåðà, L1 òà L∞, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü ïåðåíåñåííÿ îòðè-
ìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà öi ñêëàäíi âèïàäêè.

Çàïðîïîíîâàíi ó äèñåðòàöi¨ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi, ïðÿ-
ìèõ òà îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè
äàþòü ìîæëèâiñòü çíàõîäèòè äîñòàòíi óìîâè ¨õ ðîçâ'ÿçíîñòi ïðè íîâèõ
ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ çáóðåííÿõ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìà-
ìè. Äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíi ç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿìè êà-
ôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî i ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ôàêóëüòåòó ìàòåìàòè-
êè òà iíôîðìàòèêè Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà. Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà, çîêðåìà, â ðàìêàõ íàóêîâî-
äîñëiäíèõ òåì ó ÄÂÍÇ "Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìå-
íi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà" : "Ðîçðîáêà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó íåñêií÷åííî-
âèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëiçi òà òåîði¨ îïåðàòîðiâ" (íîìåð äåðæðå¹-
ñòðàöi¨ 0113U000184), "Ãîìîìîðôiçìè òà ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ â àë-
ãåáðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ" (íîìåð äåðæðå¹-
ñòðàöi¨ 0115U002305).

Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.
Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ òà ìàêñè-



6

ìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ÿäðàìè íà êîì-
ïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ, ïîðîäæåíèõ íåîáìåæåíèìè ñåêòî-
ðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè, çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ
ïðè ¨õ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ çáóðåííÿõ, ãîëîâíèì ÷èíîì øëÿõîì çàñòî-
ñóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, à òàêîæ
äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâ-
íÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó êëàñàõ ãëàäêèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàþòü ó ïîáóäîâi òà çíàõîäæåííi äîñòàòíiõ
óìîâ ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ ðiâ-
íÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, ïîáóäîâi íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷
äëÿ ðiâíÿíü, çáóðåíèõ íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ îïåðà-
òîðà, ðîçâ'ÿçêàìè íåçáóðåíèõ çàäà÷, ó çàñòîñóâàííi îäåðæàíèõ ðåçóëü-
òàòiâ äî ðåãóëÿðíèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ó çíàõî-
äæåííi äîñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿç-
êiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà
òà çàñòîñóâàííi îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíèõ
ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, äîâåäåííi òåîðåì iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâè-
ìè ïîõiäíèìè ó êëàñàõ ãëàäêèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷à Êîøi äëÿ
àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, ¨¨ ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáó-
ðåííÿ, íîðìàëüíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè
ïîõiäíèìè òà ¨õ çáóðåííÿ, çàäà÷à Êîøi òà íåîäíîðiäíi êðàéîâi çàäà÷i
äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié, îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ïðàâè-
ìè ÷àñòèíàìè ç ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ ÷è óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ôóíêöi¨ âiä
ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ i àïðîêñèìîâíèõ àë-
ãåáðàõ Âiíåðà, ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáóðåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ,
îïåðàòîðíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ
äîâiëüíîãî ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïîáóäîâà
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi çà äîïîìîãîþ ôóíêöié âiä íåîáìåæåíèõ ñåê-
òîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó àáñòðàêòíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ó àëãåáðàõ
Âiíåðà, ðîçâ'ÿçíiñòü òà ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíîñòü ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíié-
íèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà íà êîìï-
ëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ îïåðàòîðà ÿäðà, çàäà÷ Êîøi äëÿ àáñò-
ðàêòíèõ ëiíiéíèõ òà ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çîêðåìà,
çáóðåíèõ íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ áàíàõîâîãî ïðîñòî-
ðó, êîíêðåòèçàöiÿ íà âèïàäîê ðåãóëÿðíèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ
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îïåðàòîðiâ, ïîáóäîâà ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié äåÿêèõ ðiâíÿíü iç äðî-
áîâèìè ïîõiäíèìè çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, çíàõîäæåííÿ
¨õ îöiíîê, âèâ÷åííÿ ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ãðiíà êðàéîâèõ çàäà÷, òåîðåìè
iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü
iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié, çîêðåìà, çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ. Ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, çîêðåìà, ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ, äðîáîâå äè-
ôåðåíöiþâàííÿ, ìåòîäè êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, ìåòîä Ðàäîíà, ìåòîä
ôóíêöi¨ Ãðiíà, çàñòîñóâàííÿ H-ôóíêöié Ôîêñà, ïðèíöèïiâ Øàóäåðà òà
ñòèñíèõ âiäîáðàæåíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî
âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò, îäåðæàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ðîáîòi îäåðæàíi
òàêi íîâi ðåçóëüòàòè:

• Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ÷èñëåííÿ øèðîêèõ êëàñiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ, ùî äiþòü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà íà àïðîêñèìîâíèõ àë-
ãåáðàõ Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íié êóëi áàíàõîâîãî íåñêií÷åí-
íîâèìiðíîãî ïðîñòîðó ôóíêöié, ðîçâèíóòî ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî äîñëi-
äæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè.

• Îäåðæàíî íîâi äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðå-
ãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ
ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà.

• Îäåðæàíî íîâi äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãó-
ëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ëiíiéíèõ òà ïiâ-
ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
êðàéîâèõ çàäà÷ iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì.

• Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ, ïîáóäîâàíî íîâèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
Êîøi äëÿ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiä-
íîþ, çáóðåíîãî íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëü-
íîãî îïåðàòîðà, áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà.

• Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðà-
éîâèõ çàäà÷, çáóðåíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè, çà äî-
ïîìîãîþ iòåðàöié îïåðàòîðiâ Ãðiíà íåçáóðåíèõ çàäà÷.

• Âïåðøå äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü çi çáóðåíîþ äðîáîâîþ
ïîõiäíîþ.



8

• Âïåðøå âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ
îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ó âà-
ãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

• Îäåðæàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi
äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðî-
ñòîðîâèìè çìiííèìè, íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ
ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié, çîêðåìà, òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü êëàñè÷íèõ çà
÷àñîì çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâ'ÿçêiâ
òàêèõ çàäà÷.

• Âïåðøå ñôîðìóëüîâàíî òà âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü äå-
ÿêèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ Êîøi òà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè, òàêîæ ïðè çàäàíèõ ó ïðàâèõ ÷àñ-
òèíàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiÿõ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ ìà¹
òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ i ðåçóëüòàòè ¨¨ äîñëiäæåíü ¹ ïåâíèì âíåñêîì ó òåî-
ðiþ ðîçâ'ÿçíîñòi îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïî-
õiäíèìè, òåîðiþ ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíèõ òà
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè òà äðîáîâèìè ïîõiäíèìè, â òå-
îðiþ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü. �õ ìîæíà çàñòîñîâó-
âàòè òàêîæ ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ
òà íåëiíiéíîìó àíàëiçi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Iç 29 íàóêîâèõ ñòàòåé 17 îïóáëiêî-
âàíî äèñåðòàíòîì îäíîîñiáíî. Óñi ðåçóëüòàòè, âèíåñåíi íà çàõèñò, îòðè-
ìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó âñiõ ñïiëüíèõ ïðàöÿõ Ã. Ëîïóøàíñüêié íàëå-
æèòü àíàëiç îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ó [5] àâòîðó íàëåæèòü âèáið ôóíê-
öiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ, ó [26] � iäåÿ çáóðåííÿ äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨ òà îäíà
ç îñíîâíèõ ëåì (ëåìà 2), ó [27] � ôîðìóëþâàííÿ 2 çàäà÷i òà ôîðìóëà
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ó [8] àâòîðó íàëåæèòü
ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà ìåòîäèêà ¨¨ äîñëiäæåííÿ, ó [4, 29] � îñíîâíèé
ðåçóëüòàò.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòà-
öiéíî¨ ðîáîòè äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà: êîíôåðåíöiÿõ ìîëîäèõ
ó÷åíèõ iç ñó÷àñíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. àê. ß. Ñ. Ïiä-
ñòðèãà÷à (24-26 òðàâíÿ 2004 ð., ì. Ëüâiâ; 24-27 òðàâíÿ 2005 ð., ì. Ëüâiâ;
25-27 òðàâíÿ 2009 ð., ì. Ëüâiâ), II summer school in algebra, analysis and
topology (Aug. 2-14, 2004, Dolyna), ìiæíàðîäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ êîíôå-
ðåíöiÿõ iìåíi Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêà (27 âåðåñíÿ-1 æîâòíÿ 2004 ð., ì. Äðî-
ãîáè÷; 24-28 âåðåñíÿ 2007 ð., ì. Äðîãîáè÷; 10-23 âåðåñíÿ 2011 ð., ì. Ëüâiâ),
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ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Ãåîìåòðiÿ â Îäåñi � 2004. Äèôåðåíöiàëüíà ãåî-
ìåòðiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ"(17-29 òðàâíÿ 2004, ì. Îäåñà), International
conference of analysis and related topics (Nov. 17-20, 2005, Lviv), Internati-
onal conference on Di�erential Equations � Dedicated to the 100-th Anni-
verversary of Ja. B. Lopatynsky (Sept. 12-17, 2006, Lviv), ìiæíàðîäíié
êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ"(11-14 æîâ-
òíÿ 2006ð., ì. ×åðíiâöi), Conference on Numerical Analysis and Applied
Mathematics (Rethym, Greece, 18-22 Sept. 2009), ìiæíàðîäíié êîíôåðåí-
öi¨ "Íåñêií÷åííîâèìiðíèé àíàëiç i òîïîëîãiÿ"(27 òðàâíÿ�1 ÷åðâíÿ 2009 ð.,
ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê), ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ äî 100-ði÷÷ÿ Ì. Ì. Áî-
ãîëþáîâà òà 70-ði÷÷ÿ Ì. I. Íàãíèáiäè (8-13 ÷åðâíÿ 2009 ð., ì. ×åðíiâ-
öi), ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ iìåíi Àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ-
÷óêà (15-17 òðàâíÿ 2010 ð., ì. Êè¨â), âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨
"Çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â íàóöi i òåõíiöi"(24-26 ëèñòîïàäà
2011 ð., ì. Ëóöüê), Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëü-
íi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ïðèêëàäíié ìàòåìàòèöi" (11-15 ÷åðâíÿ
2012ð., ì. ×åðíiâöi), International conference on Di�erential Equations �
Dedicated to Ja. B. Lopatynsky (Nov. 12-17, 2012, Donetsk), International
conference dedicated to the 120-th Anniverversary of S. Banach (Sept. 17-21,
2012, Lviv), ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Ãåîìåòðiÿ â Îäåñi � 2012. Äèôå-
ðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ"( ÷åðâåíü 2012, ì. Îäåñà), XIV
Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà, ïðèñâÿ÷å-
íié 120-é ði÷íèöi äî äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Êðàâ÷óêà (19-21 êâiòíÿ 2012
ð., ì. Êè¨â), "Íåëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëió"(19-22 âåðåñíÿ 2013 ð., ì. Iâàíî-
Ôðàíêiâñüê), íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ DDELU-60, ïðèñâÿ÷åíié 60-ði÷÷ÿ êà-
ôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ËÍÓ iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (18-19 æîâòíÿ
2013 ð., ì. Ëüâiâ), XVÌiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà
Êðàâ÷óêà, ïðèñâÿ÷åíié 120-é ði÷íèöi äî äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Êðàâ÷óêà
(19-21 êâiòíÿ 2014 ð., ì. Êè¨â), IV ìiæíàðîäíâé Ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨,
ïðèñâÿ÷åíié 135 ði÷íèöi âiä äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà (30 ÷åðâíÿ�5
ëèïíÿ 2014 ð., ì. ×åðíiâöi), Internetional V. Skorobohatko Mathematical
Conference (August 25-28, 2015, Drogobych, Ukraine), ìiæíàðîäíié íàóêî-
âié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ" , ïðèñâÿ-
÷åíié 70-ði÷÷þ àê. ÍÀÍ Óêðà¨íè Ïåðåñòþêó Ì.Î. (19-21 òðàâíÿ 2016 ð.,
Óæãîðîä), ñåìiíàðàõ IÏÏÌÌ iì. ß. Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè (ì.
Ëüâiâ), ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòå-
òó "Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà"(ì. Ëüâiâ), êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî òà ôóí-
êöiîíàëüíîãî àíàëiçó Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi
Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà (ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê), íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà
ñåìiíàðàõ iç äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåð-
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ñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà.
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â 53 ïðà-

öÿõ, ñåðåä ÿêèõ 29 ñòàòåé ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ ç ìàòåìàòèêè
[1�29] (8 ñòàòåé [1�8] ó æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü äî íàóêî-ìåòðè÷íèõ áàç
äàíèõ Scopus òà Web of Science), 24 ïðàöi � ó ìàòåðiàëàõ i òåçàõ êîíôå-
ðåíöié [30�53].

Ñòðóêòóðà i îá'¹ì ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi
âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìi-
ñòèòü 282 íàéìåíóâàííÿ. Çàãàëüíèé îá'¹ì äèñåðòàöi¨ � 310 ñòîðiíîê, ç
ÿêèõ 21 ñòîðiíîê çàéìà¹ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.

ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ.

Ó â ñ ò ó ï i çðîáëåíî êîðîòêèé îãëÿä ðåçóëüòàòiâ çà òåìîþ äè-
ñåðòàöi¨, îáãðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà çàäà÷i
äîñëiäæåííÿ, âêàçàíî íàóêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, àïðîáàöiþ
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ð î ç ä i ë i 1 íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨, ââå-
äåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ òà ñôîðìóëüîâàíî âiäîìi ðåçóëüòàòè, ùî âèêîðè-
ñòîâóþòüñÿ â äèñåðòàöiéíié ïðàöi, âêàçàíî îñíîâíi íàïðÿìêè äîñëiäæåíü
òà ñôîðìóëüîâàíî äåÿêi îäåðæàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè.

Ó ð î ç ä i ë i 2 îïèñàíî âiäîìi òà îäåðæàíî íîâi [11�13] âëàñòè-
âîñòi íåîáìåæåíèõ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâó-
þòüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Âèäiëåíî ñïåöiàëüíi êëàñè ñåêòîðiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ. Âñòàíîâëåíî óìîâè íàëåæíîñòi îïåðàòîðiâ äî òàêèõ êëàñiâ.
Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié âiä ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòî-
ðiâ íàä ôiêñîâàíîþ ïàðîþ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ. Ïîêàçàíî çàñòîñóâàííÿ
äî äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi. Ââåäåíà iíòåðïîëÿöiéíà øêàëà
ïðîñòîðiâ äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêà ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ âèêî-
ðèñòàíà ïðè îäåðæàííi òåîðåì ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó
àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi òà ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü òàêî¨ çàäà÷i ç íåîáìåæåíèìè
çáóðåííÿìè ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ-
÷îãî îïåðàòîðà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 âèäiëåíî êëàñ îïåðàòîðiâ iç ñåêòîðiàëüíîþ âëàñòèâi-
ñòþ íà àïðîêñèìîâíié àëãåáði Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi çìiííèõ, ùî ìà¹ çàñòîñóâàííÿ â òåîði¨ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñiâ,
ïîáóäîâàíî ãîëîìîðôíå ÷èñëåííÿ îïåðàòîðiâ òàêîãî êëàñó òà îïèñàíî
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ íà òà-
êié àëãåáði [1]. Çóïèíèìîñü äåòàëüíiøå íà öèõ ðåçóëüòàòàõ.

Íåõàé (X, ‖ · ‖)� êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið iç íîðìîâàíèì ñïðÿ-
æåíèì (X ′, ‖ · ‖), 〈X | X ′〉 = {〈x | ξ〉 : x ∈ X, ξ ∈ X ′} � ¨õ äóàëüíà



11

ïàðà, BX ′ = {ξ ∈ X ′ : ‖ξ‖ < 1}, B̄X ′ = {ξ ∈ X ′ : ‖ξ‖ ≤ 1}, �nεX � ïî-
ïîâíåííÿ ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî äîáóòêó �nX ií'¹êòèâíîþ íîðìîþ

‖x‖�nεX = sup
{∣∣∣∑j λj〈ξ | xj〉n

∣∣∣ : ξ ∈ B̄X ′

}
, äå x =

∑
j λj(⊗nxj) ∈ �nX

i xj ∈ X, λj ∈ C. Ïðîñòið �nεX içîìåòðè÷íèé ïðîñòîðó Pnε (X ′) àïðîêñè-
ìîâíèõ n-îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà X ′, ÿêi *-ñëàáî íåïåðåðâíi íà îáìå-
æåíèõ ìíîæèíàõ. Àïðîêñèìîâíà àëãåáðà Âiíåðà âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ïðÿìà
`1-ñóìà

Wε(BX ′) =
∑

n≥1
Pnε (X ′) =

{
x =

∑
n≥1

dnx

n!
: dnx ∈ Pnε (X ′)

}
i ñêëàäà¹òüñÿ ç àíàëiòè÷íèõ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié x : BX ′ 3 ξ 7−→ x(ξ)

iç ñêií÷åííîþ `1-íîðìîþ ‖x‖W =
∑
n≥1

‖dnx‖
n! , äå ‖dnx‖ = sup

ξ∈B̄X′

|dnx(ξ)|.

Äëÿ çàäàíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ {Xı, ‖ · ‖ı}ı=0,1 iç òîòîæíèì âiäî-
áðàæåííÿì I0 : X0 → X0 i ùiëüíèì âêëàäåííÿì I1 := I0|X1

: X1 → X0

âèçíà÷åíî ïàðè Pnı := Pnε (X ′ı), Wı := Wε(BX ′
ı
), ı = 0, 1, òà òðiéêó iç

ùiëüíèìè íåïåðåðâíèìè âêëàäåííÿìè W1 ⊂ W0 ⊂ W+
0 , äå

W+
0 =

{
x =

∑
n≥1

dnx

n!
: dnx ∈ Pnε (X ′0), ‖x‖W+

0
:=
∑
n≥1

‖dnx‖�nεX0

(n+ 1)!
<∞

}
.

Çà çàäàíèì îïåðàòîðîì A ∈ L(X1, X0) ó ïðîñòîði L(W1,W
+
0 ) âèçíà÷à¹ìî

Γ(njA) := ⊗j−1I0 ⊗ A⊗n−j I0 ∈ L(Pn1 ,Pn0 ), Γ(nA) :=
∑n

j=1 Γ(njA)

òà ìàòðè÷íèé äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð

Γ(A) :=

[{
Γ(nA) : n = k

0 : n 6= k

]
n,k∈N

.

Íåõàé Λ(ϑ) = {reiϑ ∈ C: r ≥ 0} � ïðîìiíü iç ôiêñîâàíèì ϑ ∈ [0, 2π]
òà Θ(α) = {Λ(ϑ) : ϑ ∈ [−α, α]} ⊂ C � çàìêíåíèé ñåêòîð iç ôiêñîâàíèì
α ∈ (π/2, π). ßê âiäîìî, îïåðàòîð A ∈ L(X1, X0) ¹ ñåêòîðiàëüíèì, ÿêùî
iñíó¹ ñåêòîð Θ(α) i òàêi ñòàëi δ = δ(A), Kδ = Kδ(A), ùî

sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1−A)−1‖L(X0,X1) := Kδ, Θα
δ := Θ(α) \ {λ ∈ C: |λ| < δ} ⊂ %(A),

äå %(A) � ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà A. Ïiäìíîæèíó â L(X1, X0) ñåêòî-
ðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ iç êóòîì Θα

δ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Θα
δ (X1, X0). ßêùî

A ∈ Θα
δ (X1, X0), òî äëÿ éîãî ñïåêòðó ìà¹ìî σ(A) ⊂ C \ Θα

δ . Ïîäiáíî
âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà ïàðàõ Pnı .

Êàæåìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(W1,W
+
0 ) ¹ ñåêòîðiàëüíèì, ÿêùî Θα

δ ⊂

%(T ) i sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1 − T )−1‖L(W1) <∞, äå I1 :=

[{
⊗nI1 : n = k

0 : n 6= k

]
n,k∈N

.
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Ïiäìíîæèíó â L(W1,W
+
0 ) îïåðàòîðiâ iç òàêîþ âëàñòèâiñòþ â êóòi Θα

δ

ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Θα
δ (W1). ßêùî T ∈ Θα

δ (W1), òî σ(T ) ⊂ C \Θα
δ .

Äîâåäåíî, ùî äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà A îïåðàòîð Γ(A) òàêîæ
¹ ñåêòîðiàëüíèì.

Òåîðåìà 2.3 [1]. ßêùî A ∈ Θα
δ (X1, X0), òî Γ(A) ∈ Θα

γ (W1) i íîðìè
âiäïîâiäíèõ ðåçîëüâåíò ìàþòü íàñòóïíi îöiíêè

sup
λ∈Θα

δ

‖λR(λ,A)‖L(X0) ≤ 1 +Kδ‖A‖L(X1,X0) := Cδ,

sup
λ∈Θα

γ

‖λR[λ,Γ(A)]‖L(W1) ≤ Cδ

iç γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)}, äå Θα
γ ⊂ %[Γ(A)]

⋂
Θα
δ .

ÍåõàéH(C\Θα
γ ) = {C\Θα

γ 3 λ = reϑ 7−→ f(λ) ∈ C} � áàíàõiâ ïðîñòið
ñêàëÿðíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, àíàëiòè÷íèõ ó âiäêðèòié ÷àñòèíi C\Θα

γ .
Ó òåîðåìi 2.4 [1] äîâåäåíî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ Θα

δ (X1, X0) i γ =
max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)} âiäîáðàæåííÿ

Φ : H(C \Θα
γ ) 3 f −→ f(A) ∈ L(X0),

Γ(Φ) : H(C \Θα
γ ) 3 f −→ f[Γ(A)] ∈ L(W1),

âèçíà÷åíi äëÿ îäíî¨ é òî¨ æ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

f(A) =
1

2πi

∫
∂Θα

γ

f(λ)R(λ,A)dλ,

f [Γ(A)] =
1

2πi

∫
∂Θα

γ

f(λ)R[λ,Γ(A)]dλ,

¹ íåïåðåðâíèìè ãîìîìîðôiçìàìè âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðíèõ àëãåáð. Âèùå
êîíòóðè iíòåãðóâàííÿ ∂Θα

γ äîäàòíî îði¹íòîâàíi ùîäî ñïåêòðiâ i iíòåãðàëè
íå çàëåæàòü âiä âèáîðó êîíòóðiâ òàêîãî âèãëÿäó.

Iç òåîðåìè 2.4 âèïëèâà¹
Òåîðåìà 2.5 Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ Θα

δ (X1, X0) íà àëãåáði Âiíåðà W1

ç ãåíåðàòîðîì Γ(A) âèçíà÷åíà àíàëiòè÷íà îïåðàòîðíà ïiâãðóïà

z 7−→ ezΓ(A) ∈ L(W1), {z ∈ C: | arg(z)| < α− π/2}.

Ôóíêöiÿ u(t) = etΓ(A)u0 (t ≥ 0) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi íà
àëãåáði Âiíåðà W1:

du

dt
= Γ(A)u, u(0) = u0 ∈ W1.

Ó ð î ç ä i ë i 3 âñòàíîâëåíî ðåçóëüòàò ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü
ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî àâòîíîìíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿí-
íÿ ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ (òàêîæ ïðè ïåâíèõ éîãî ëiíié-
íèõ çáóðåííÿõ): ÿêùî çíà÷åííÿ íåîäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íàëåæàòü
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êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi äåÿêîãî ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà, òî
iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi. Öåé ôàêò ¹ ïåðåíåñåííÿì
âiäîìîãî ðåçóëüòàòó äëÿ íåïåðåðâíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë íà âèïàäîê
êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë òà ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ,
òàêîæ ïðè ïåâíèõ ëiíiéíèõ íåîáìåæåíèõ çáóðåííÿõ îïåðàòîðà.

Íåõàé A � êëàñ íåîáìåæåíèõ çàìêíåíèõ ëiíiéíèõ ñåêòîðiàëüíèõ
îïåðàòîðiâ âiä'¹ìíîãî òèïó r(A) ó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði(
V0, ‖ · ‖0

)
iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0. ßêùî A ∈ A, òî

A ¹ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïåðåðâíî¨ ïiâãðóïè {EA(t)}t≥0 íà áàíàõîâîìó
ïðîñòîði V0. Ïîçíà÷èìî

Sβ,A(t)h =

∫ ∞
0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)EA(s)hds =

∫ ∞
0

EA((
t

s
)β)gβ(s)hds, t ≥ 0,

äå gβ � ïðîîáðàç ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ exp(−λβ). Âèêîðèñòîâó¹ìî
ôóíêöiþ

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ)
ïðè λ > 0, fλ(t) = f ′1+λ(t) ïðè λ ≤ 0,

äå θ(t) � îäèíè÷íà ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà, Γ(λ) � ãàìà-ôóíêöiÿ, ÷åðåç f ∗ v
ïîçíà÷à¹ìî çãîðòêó ôóíêöié f òà v,

u
(β)
t (x, t) = f−β(t) ∗ u(x, t)

� ïîõiäíà Ðiìàíà-Ëióâiëÿ ïîðÿäêó β > 0 ôóíêöi¨ u,

Dβu(t) =
1

Γ(1− β)

(
d

dt

∫ t

0

u(τ)

(t− τ)β
dτ − u(0)

tβ

)
� ðåãóëÿðèçîâàíà äðîáîâà ïîõiäíà ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) ôóíêöi¨ u, òàêîæ
D1u(t) = du/dt.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi

Dβu(t) = Au(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = h (1)

ïðè β ∈ (0, 1) òà çàäà÷ó Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

dv(t)

dt
= Av(t) + f(t), t ∈

(
0, T

]
, v(0) = h ,

ÿêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê îêðåìèé âèïàäîê çàäà÷i (1) ïðè β = 1.
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îïåðàòîð J ∈ A. ×åðåç Vϑ ïîçíà÷èìî îáëàñòü

âèçíà÷åííÿ äðîáîâîãî ñòåïåíÿ Jϑ (0 < ϑ < 1) iç íîðìîþ ãðàôiêà
‖x‖ϑ := ‖Jϑx‖0. Ïðîñòið Vϑ =

[
·, ·
]
ϑ
� ïðîìiæíèé äëÿ iíòåðïîëÿöiéíî¨

ïàðè
{
V0;V1

}
, ïîðîäæåíèé êîìïëåêñíèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨.

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u(t) êëàñó
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Cβ,η :=

{
v ∈ C

(
[0, T ];V1+η

)
: Dβ

t v ∈ Cb
(
(0, T ];Vη

)
,

‖u‖Cβ,η = max
{

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t)
∥∥

1+η
, sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβu(t)
∥∥
η

}
<∞

}
,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ çàäà÷i â Vη òà ïî÷àòêîâó óìîâó.
Äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿç-

êó çàäà÷i Êîøi.
Òåîðåìà 3.1 [2]. Íåõàé çàäàíi îïåðàòîðè A, J ∈ A òà ÷èñëà

0 ≤ η < ϑ ≤ 1, f(t) ∈ C
(
[0, T ]; Vϑ

)
, h ∈ Vϑ. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ Cβ,η çàäà÷i (1). Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

u(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ) dτ + Sβ,A(t)h (2)

òà iñíóþòü òàêi ñòàëi K > 0, K1 > 0, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖u‖Cβ,η ≤ K max
t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

+K1‖h‖ϑ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîñëiäæóþòüñÿ ëiíiéíi çáóðåííÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïå-
ðàòîðà A íà ïðîìiæíèõ ïðîñòîðàõ áàíàõîâî¨ ïàðè, ïîðîäæåíî¨ äåÿêèì
ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì. Äîâåäåíî [20] òåîðåìó ïðî îäíîçíà÷íó ðîç-
â'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi

Dβu(t) = (A+X)u(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = g,

äåX ∈ L(U, V0) � çáóðþþ÷èé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà A, U � ïðàâèëüíèé
ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè {V0, V1}, çîêðåìà, U = Vθ, θ ∈ (0, 1).
Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó òàêî¨ çáóðåíî¨ íà êîìïëåêñíèõ iíòåð-
ïîëÿöiéíèõ øêàëàõ çàäà÷i Êîøi ñêií÷åííèìè iòåðàöiÿìè ðåçîëüâåíòè íå-
çáóðåíîãî îïåðàòîðà, ïðè öüîìó áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî
îïåðàòîðà, ÿêùî U = Vθ. Ðåçóëüòàò îäåðæàíèé íà áàçi âñòàíîâëåíî¨ àíà-
ëiòè÷íî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi âiä çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà.
Îäåðæàíi îöiíêè çáiæíîñòi òàêèõ íàáëèæåíü. Âîíè ¹ òî÷íiøèìè, íiæ,
íàïðèêëàä, ó ïðàöÿõ À. Êàëüäåðîíà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî äèôåðåíöi-
àëüíîãî îïåðàòîðà A, çàäàíîãî íà äðîáîâèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ
ïîòåíöiàëiâ. À ñàìå, ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó

Dβ
t u= L(x,D)u+ f1−β(t) ∗ f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],
Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ ∂Ω

(3)

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn êëàñó C∞ çà ïðèïóùåíü
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(A): L(x,D) =
∑
|γ|≤2m

aγ(x)D γ � ñèëüíî åëiïòè÷íèé ëiíiéíèé äèôå-

ðåíöiàëüíèé âèðàç, aγ(x) ∈ L∞(Ω), à ïðè |γ| = 2m íåïåðåðâíi â Ω,
(Bju)(x) = Bj(x,D)u =

∑
|α|≤kj

bj,α(x)Dαu(x), x ∈ ∂Ω � íîðìàëü-

íà ñèñòåìà êðàéîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ, bj,α ∈ C2m−kj(∂Ω), j =
1, . . . ,m.

Ïîðîäæåíèé çàäà÷åþ (3) îïåðàòîð A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiïòè÷íèì äè-
ôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) (p > 1)
íàä îáìåæåíîþ îáëàñòþ Ω ⊂ Rn, ÿêùî âií äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè
Àãìîíà

(Ag): • a(x, ξ)

|a(x, ξ)|
6= eiω ïðè x ∈ Ω̄, ξ ∈ Rn \ {0}, ω ∈ [−ω0 ω0], äå

ω0 ∈ (π/2, π), a(x, ξ) =
∑
|α|=2m

aα(x)ξα;

• äëÿ áóäü-ÿêîãî ω ∈ [−ω0 , ω0], äîòè÷íîãî â òî÷öi x ∈ ∂Ω âåêòîðà
µx òà íîðìàëüíîãî â òî÷öi x ∈ ∂Ω âåêòîðà νx êîæåí ïîëiíîì C 3 z →
a(x, µx + z νx) − λ, äå arg λ = ω, ìà¹ m êîðåíiâ z1 , . . . , zm ç äîäàòíîþ
óÿâíîþ ÷àñòèíîþ i ïîëiíîìè

{∑
|γ|=kj bj,γ(x)(µx + z νx)

γ
}m
j=1

¹ ëiíiéíî
íåçàëåæíèìè çà ìîäóëåì

∏m
j=1 (z − zj).

Íåõàé V1 = H2m
p (Ω) � ïðîñòið áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ,

H2m
p,{Bj}(Ω) =

{
v ∈ H2m

p (Ω) : Bj(x,D)v | ∂Ω = 0; j = 1,m
}
ç íîðìîþ

ïðîñòîðó H2m
p (Ω) (öå ùiëüíèé â Lp(Ω) ïiäïðîñòið, çàìêíåíèé â H2m

p (Ω)),
Cβ,η

(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
={

v ∈ C
(

[0, T ];H
2m(1+η)
p,{Bj} (Ω)

)
|Dβ

t v ∈ Cb
(

(0, T ];H2mη
p,{Bj}(Ω)

)}
.

Òåîðåìà 3.6 [14]. ßêùî 0 ≤ η < θ ≤ 1, âèêîíóþòüñÿ ïðèïó-
ùåííÿ (A), (Ag), íåðiâíîñòi Ñiëi kj < 2mϑ − 1

p , j = 1, . . . ,m,

g ∈ H2mθ
p,{Bj}(Ω), f ∈ C

(
Ω × [0, T ];H2mθ

p,{Bj}(Ω)
)
, òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-

çîê u ∈ Cβ,η
(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
çàäà÷i (3).

Âèêîðèñòàëè ðåçóëüòàòè Ð. Ñiëi òà Ï. Ãðiâàðà: çà óìîâ òåîðåìè ðå-
àëiçó¹òüñÿ içîìîðôiçì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

H2mϑ
p,{Bj}(Ω) '

[
Lp(Ω), H2m

p,{Bj}(Ω)
]
ϑ

:= Vϑ.

Òàêîæ äîâåäåíî (òåîðåìà 3.7) îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ç
îïåðàòîðîì A+X, äå çáóðþþ÷èì ¹ çàäàíèé çàìêíåíèé â Lp(Ω) ëiíiéíèé
îïåðàòîð

X : H2mϑ
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω).

Íàïðèêëàä, X = (−∆)mϑ, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà. Ïîáóäîâàíî íàáëè-
æåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà äîïîìîãîþ iòåðàöié ôóíêöi¨ Ãðiíà íåçáóðåíî¨ çàäà÷i.
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Ó ð î ç ä i ë i 4 çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëi-
íiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ç ÿäðàìè íà êîìïëåêñ-
íèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ, ïîðîäæåíèõ ñåêòîðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè.

Íà Cβ,η âèâ÷åíî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ

v(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ), Dβv(τ)) dτ + h(t). (4)

Ïðèïóùåííÿ (F1): β ∈ (0, 1), 0 ≤ η < θ ≤ 1, h ∈ Cβ,θ,
f ∈ Cb

(
(0, T ]× V1+η × Vη; Vϑ

)
.

Ïðèïóùåííÿ (F2): Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1, M1, K2, M2, q,
r, ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, ξ), (z1, ξ1), (z2, ξ2) ∈ V1+η × Vη

sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z, ξ)‖Vϑ ≤ K1‖z‖qV1+η +M1‖ξ‖rVη

sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z1, ξ1)− f(t, z2, ξ2)‖Vϑ ≤ K2‖z1 − z2‖q0V1+η +M2‖ξ1 − ξ2‖r0Vη ,

äå q0 = min{q, 1}, r0 = min{r, 1}.
Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè: 1) q, r ∈ (0, 1) ïðè β ∈ (0, 1]; 2) q ≥ 1 òà r ≥ 1

ïðè β ∈ (0, 1).
Òåîðåìà 4.1 [18]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (F1), (F2).

Òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê v ∈ Cβ,η ðiâíÿííÿ (4) (ó âèïàäêó 2 ðîçâ'ÿçîê âèçíà-
÷åíèé íà [0, T0] ïðè äåÿêîìó T0 ∈ (0, T ]).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ f íå çàëåæèòü âiä òðåòüîãî àðãóìåíòó,
h(t) = Sβ,A(t)h, h ∈ Vθ, òî ðîçâ'ÿçîê v ∈ C

(
[0, T ]; V1+η

)
ðiâíÿííÿ (4) ¹

ðîçâ'ÿçêîì êëàñó Cβ,η çàäà÷i Êîøi

Dβv(t) = Av(t) + f1−β(t) ∗ f(t, v(t)), v(0) = h,

à ïðè β = 1 � ðîçâ'ÿçêîì (êëàñó C1,η) çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî àáñò-
ðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

v′(t) = Av(t) + f(t, v(t)), v0(0) = h.

Ðåçóëüòàò òåîðåìè 4.1 çàñòîñîâàíî â ïiäðîçäiëi 4.2 [15, 16] äî çàäà÷i
Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 â òåîðåìi 4.3 çíàéäåíî [19] äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿç-
íîñòi íåëiíiéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ó
ïðîñòîðàõ ôóíêöié, íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ òà
çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ. Öåé ðåçóëüòàò çàñòî-
ñîâàíî â ïiäðîçäiëi 4.4 äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
ðiâíÿíü iç ÷àñòèííîþ òà äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 â òåîðåìàõ 4.5, 4.6 îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè ðîç-
â'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çi
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çáóðåíèì íà êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòî-
ðîì [20], ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çáóðåíî¨ çàäà÷i ðîçâ'ÿçêàìè
òàêèõ çàäà÷ äëÿ íåçáóðåíîãî ïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ. Â òåî-
ðåìi 4.7 ðåçóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî ó âèïàäêó îïåðàòîðà A, ïîðîäæåíîãî
ðåãóëÿðíîþ åëiïòè÷íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ, çáóðåíîþ ïñåâäîäèôåðåíöi-
àëüíèìè äîäàíêàìè [17].

Óçàãàëüíåíi êðàéîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ â îáëàñòi ðîçâ'ÿçêiâ ãiïî-
åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè áóëè
ïðåäìåòîì âèâ÷åííÿ ó ïðàöÿõ Â. Ãîðáà÷óê, Ì. Ãîðáà÷óêà, Â. Ãðóøè-
íà, À. Ãóùèíà, Â. Ìèõàéëîâà, I. Ïåòðóøêî, Â. Ãîðîäåöüêîãî, Ñ. Iâà-
ñèøåíà, Â. Ëiòîâ÷åíêà, Ã. Ãóïàëî, Ã. Ëîïóøàíñüêî¨, Î. ×ìèð òà iíøèõ.
Äîâåäåíî, ùî òàêi ðîçâ'ÿçêè íàëåæàòü äî âàãîâèõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà ç âà-
ãàìè ïîðÿäêiâ ñòåïåíiâ âiäñòàíi âiä òî÷êè îáëàñòi äî ìåæi i ðîçâ'ÿçêè ç
ïåâíèõ âàãîâèõ Lp-ïðîñòîðiâ íàáóâàþòü íà ìåæi óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ
çíà÷åíü.

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâi iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïî-
÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü
iç ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì âiä'¹ìíîãî òèïó â áàíàõîâié àëãåáði V òà
çáóðåíèìè äðîáîâèìè ïîõiäíèìè. ßê äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ
[26, 27], çíàéäåíî äâà óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíèõ àáñò-
ðàêòíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ. Äîâåäåíî òåîðåìó 4.10 ïðî ¨õ
ïîðiâíÿííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.7 äîâåäåíî òåîðåìó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó
çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëÿ
â âàãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Òóò âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà-
÷åííÿ fλ(t)∗̂v(t) = (fλ(τ), v(t + τ)), äå (f, v) � çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨
ôóíêöi¨ f íà îñíîâíié ôóíêöi¨ v, i íåõàé V � áàíàõîâà àëãåáðà (íàïðè-
êëàä, V = C(Ω)), V ′ � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà
V , ρ(t)− ôóíêöiÿ iç C∞[0, T ], äîäàòíà íà (0, T ), ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê t ïðè
t→ 0 ( lim

t→0+

ρ(t)
t = const) òà 0 ≤ ρ(t) ≤ 1, t ∈ [0, T ],

(Lβv)(t) = f−β(t) ∗ v(t)− (Av)(t),

(L̂βv)(t) = f−β(t)∗̂v(t)− (Av)(t),

D0(V ) = {ϕ ∈ C∞
(
[0, T ];V

)
: Dm

t ϕ|t=T = 0, m ∈ Z+},
Dk(V ) = {ϕ ∈ D0(V ) : ρm−kϕ(m) ∈ C

(
[0, T ];V

)
, m ∈ Z+},

Xk(V ) = {ϕ ∈ D0(V ) : L̂βϕ ∈ Dk(V )}.
Êàæåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ f ∈ V ′ ìà¹ ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi

sA(f) ≤ s0 ùîäî îïåðàòîðà A : V → V , ÿêùî iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà
Ĉ, ùî
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|(f, ϕ)| ≤ Ĉ max
0≤l≤s0

||Alϕ||V ∀ϕ ∈ V .

Ïðèïóùåííÿ (S ′): A ∈ A, β ∈ (0, 1), u0 ∈ V ′, sA(u0) ≤ s, k ≥ sβ,
f ∈ X ′k(V ).

Çà ïðèïóùåííÿ (S ′) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

(Lβu)(t) = f(t), t ∈ (0, T ], u(0) = u0 (5)

íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u ∈ D′k(V ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(u, L̂βψ) = (f, ψ) +

(
u0,

∫ T

0

f1−β(t)ψ(t)dt

)
∀ψ ∈ Xk(V ).

Òåîðåìà 4.11. Çà ïðèïóùåííÿ (S ′) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈
D′k(V ) çàäà÷i (5). Âií çàäàíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) =
(
f, (fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ

)
+

(
u0,

∫ T

0

Sβ,A(t)ϕ(t)dt

)
∀ϕ ∈ Dk(V ).

Ó ð î ç ä i ë i 5 âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðîñòîðîâèìè (âæå
ó ãîëîâíié ÷àñòèíi) çìiííèìè. Äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äîâåäåíî òåîðåìó 5.1 iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi òà îäåð-
æàíî çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i
Êîøi

u
(β)
t + a2(−∆)α/2u = F (x, t), (x, t) ∈ Rn × (0,T] := QT,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn (6)

ç ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ u(β)
t ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) òà u0, F iç ïðîñòîðiâ

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Òóò (−∆)α/2 âèçíà÷åíî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð'¹: F [(−∆)α/2ψ(x)] = |λ|αF [ψ(x)].

Ïðèïóùåííÿ (Lα,β): β ∈ (0, 1), min{n, 2, α} > (n− 1)/2, α 6= β.
Íåõàé D(Q̄T ) � ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié iç

êîìïàêòíèìè íîñiÿìè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè i òàêèõ, ùî
( ∂∂t)

kv|t=T = 0, k ∈ Z+, X(Q̄T ) = {ϕ ∈ D(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ D(Q̄T )}, E ′(Rn)
� ïðîñòið ôiíiòíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, (G0(x, t, y, τ), G1(x, t, y)) �
âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i (6), iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ÿêî¨ îäåðæó¹-
ìî ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòiâ Äæóí Øåíã Äóàí (Jun Sheng Duan) òà
âëàñòèâîñòåé H-ôóíêöié Ôîêñà,

(Ĝ0ϕ)(y, τ) =

∫ T

τ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dxdt,

(Ĝ1ϕ)(y, τ) =

∫ T

0

∫
Rn

G1(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt, ϕ ∈ D(Q̄T ).
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Òåîðåìà 5.1 [6]. Çà ïðèïóùåííÿ (Lα,β) òà ïðè u0 ∈ E ′(Rn), F ∈ X ′(Q̄T )
iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q̄T ) çàäà÷i (6). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) = (F, Ĝ0ϕ) + (u0, Ĝ1ϕ) ∀ϕ ∈ D(Q̄T ).

Ó òåîðåìi 5.2 âñòàíîâëåíî õàðàêòåð îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ïðè t = 0
çàëåæíî âiä ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi çàäàíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ â ïî-
÷àòêîâié óìîâi òà õàðàêòåðó ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ôóíêöi¨ â ïðàâié
÷àñòèíi ðiâíÿííÿ. Õàðàêòåð îñîáëèâîñòåé ïðè t = 0 ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó
âèïàäêó ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ óòî÷íåíî â òåîðåìi 5.3.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äëÿ çàäà÷i Êîøi

Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u = F0(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0,T],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn, (7)

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ¹äèíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó, êëàñè÷íîãî çà ÷àñîâîþ çìiííîþ çi çíà÷åííÿìè â ïðî-

ñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ Hs,p(Rn) = Hs
p(Rn) =

{
v ∈ S′(Rn) :∥∥v

∥∥
Hs,p(Rn)

=
∥∥F−1[(1 + |ξ|2) s

2Fv]
∥∥

Lp(Rn)
< ∞

}
, äå S ′ � ïðîñòið ïîâiëüíî

çðîñòàþ÷èõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Íåõàé Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
=
{

v ∈

C
(
[0,T]; Hs+α,p(Rn)

)
: Dβ

t v, (−∆)α/2v ∈ Cb

(
(0,T]; Hs,p(Rn)

)}
� ïðîñòið iç

íîðìîþ ‖v‖Cα,β([0,T ];Hs,p(Rn)) =

= max
{
‖v‖C([0,T ];Hs+α,p(Rn)), ‖(−∆)α/2v‖Cb([0,T ];Hs,p(Rn)), ‖Dβ

t v‖Cb([0,T ];Hs,p(Rn))

}
.

Òåîðåìà 5.4 [3]. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β), 1 < p < 1
β ,

s ∈ R, u0 ∈ Hs+α,p(Rn), F0(x, t) = f1−β(t)∗f(x, t), f ∈ C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = f(x, t) ∗G1(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT

çàäà÷i (7), ïðè÷îìó u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà

‖u‖
Cα,β

(
[0,T ];Hs,p(Rn)

) ≤ b0‖f‖
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
) + b1‖u0‖Hs+αθ,p(Rn),

äå b0, b1 � äîäàòíi ñòàëi.
Òåîðåìà 5.5 [3]. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β), 0 < θ < 1,

s ∈ R, p > 1, p(1− βθ) < 1, u0 ∈ Hs+α,p(Rn), F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+αθ,p(Rn)

)
.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = F0(x, t) ∗G0(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT
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çàäà÷i (7), ïðè÷îìó u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà

‖u‖Cα,β([0,T ];Hs+α,p(Rn)) ≤ k0‖F0‖C([0,T ];Hs+αθ,p(Rn)) + k1‖u0‖Hs+α,p(Rn),

äå k0, k1 � äîäàòíi ñòàëi.
Òàêi ðåçóëüòàòè ïîøèðåíî [9] íà âèïàäîê äàíèõ çi çíà÷åííÿìè â

óòî÷íåíèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ, ïîáóäîâàíèõ ïîäi-
áíî äî óòî÷íåíèõ øêàë ãiëüáåðòîâèõ ñîáîë¹âñüêèõ ïðîñòîðiâ, ââåäåíèõ i
âèâ÷åíèõ ó ïðàöÿõ Â. Ìèõàéëåöÿ òà Î. Ìóðà÷à.

Ó ïiäðîçäiëàõ 5.3 òà 5.4 îäåðæàíî [5, 9] òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíî-
ñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ îäíîâèìiðíî¨ ôðàêòàëüíî¨ äèôó-
çi¨ çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì (òåîðåìà 5.7), òàêîæ çi çíà÷åííÿìè â ïðîñ-
òîðàõ S ′ òà òèïó S ′ (òåîðåìè 5.8, 5.9).

Ó ïiäðîçäiëi 5.5 òåîðåìà 5.1 ïîøèðåíà [21] íà âèïàäîê β ∈ (1, 2).
Ó ïiäðîçäiëi 5.6 ìåòîäîì Ðàäîíà îäåðæàíî [28] îöiíêè ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

u
(β)
t −

n∑
j=1

bju
(α)
xj

= δ(x, t), (x, t) ∈ Rn+1

ç ÷àñòèííèìè äðîáîâèìè ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëÿ òà ñòàëèìè êîåôiöi-

¹íòàìè bj, j = 1, n çà óìîâè
n∑
j=1

bjp
α
j ≥ C0 äëÿ âñiõ p ∈ Rn, |p| = 1. Òàê ùî

îäåðæàíi âèùå ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 5 ìîæíà ïîøèðèòè íà òàêi ðiâíÿííÿ.
Ó ïiäðîçäiëi 5.7 äîâåäåíî [25] òåîðåìó 5.13 ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü

òà çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ êðà-
éîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äðîáîâî¨ äèôóçi¨ â îáìåæåíié îáëàñòi ç äàíèìè
iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, çîêðåìà, â òåîðåìi 5.14, ç äàíèìè çi
çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ó ð î ç ä i ë i 6 âèâ÷åíî îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ äèôóçiéíî-õâèëüîâèõ
ðiâíÿíü, ÿêi iíøèìè àâòîðàìè íå âèâ÷àëèñü.

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 äîâåäåíî [7] îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i íà âè-
çíà÷åííÿ ïàðè ôóíêöié a(t) > 0, t ∈ [0, T ] òà êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u(x, t)
ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôóçiéíî-õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ

Dβ
t u− a(t)uxx = F (x, t), (x, t) ∈ QT := (0, l)× (0, T ], β ∈ (0, 2)

ïðè äîäàòêîâié óìîâi (óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ)

a(t)ux(0, t) = F (t), t ∈ [0, T ].

Ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèìiðíèé àíàëîã òàêî¨ çàäà÷i [22].
Ó ïiäðîçäiëi 6.2 â òåîðåìi 6.5 âñòàíîâëåíî [23], ùî ó âèïàäêó óçàãàëü-

íåíî¨ ôóíêöi¨ âèãëÿäó F0(x) ·g(t) ó ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ðåãóëÿðíiñòü
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çà çìiííîþ t óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âèçíà÷à¹òüñÿ âëàñòèâîñòÿìè
ôóíêöi¨ g(t), çîêðåìà, ùî ïðè íåïåðåðâíié g(t), óçàãàëüíåíié ôóíêöi¨ F0

ðîçâ'ÿçîê u(x, t) öi¹¨ çàäà÷i ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, íåïåðåðâíîþ çà
çìiííîþ t â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi � íàëåæèòü ïðîñòîðó

D′C(Q̄T ) = {v ∈ D′(Q̄T ) : (v(·, t), ϕ(·)) ∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ C∞0 (0, l)}.

Öåé ðåçóëüòàò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi îáåðíå-
íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðè çàäàíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöiÿõ ó ïðàâèõ ÷àñòè-
íàõ ïðÿìî¨ çàäà÷i.

Ó ïiäðîçäiëi 6.3 äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ïðî âèçíà-
÷åííÿ ïàð ôóíêöié: ðîçâ'ÿçêó u ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôóçiéíî-
õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëÿ ïîðÿäêó β ∈
(0, 2), óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè F0(x) òà â ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ, à òàêîæ
íåâiäîìîãî ñòàðøîãî (òåîðåìè 6.6, 6.7) àáî ìîëîäøîãî (òåîðåìè 6.8, 6.9)
êîåôiöi¹íòà, àáî íåâiäîìî¨ êîìïîíåíòè ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ïðè âiäî-
ìèõ çíà÷åííÿõ øóêàíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ íà çàäàíié îñíîâíié ôóíêöi¨
[7, 8, 24].

Ó ïiäðîçäiëàõ 6.4, 6.5 âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿç-
êiâ òàêîãî òèïó îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òà çàäà÷i Êîøi iç çàäàíèìè
â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè iç ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïî-
òåíöiàëiâ.

Çîêðåìà, çà ïðèïóùåíü

β ∈ (0, 1], θ ∈ (0, 1), 1 < p < 1
1−βθ , s ∈ R, F0 ∈ Hs+2θ,p(Ω),

F1 ∈ C
(
[0, T ];Bs+2θ+1− 1

p ,p(Ω1)
)
, F2 ∈ Hs+2,p(Ω), Ω1 = ∂Ω,

Φ, DβΦ ∈ C[0, T ], ϕ0 ∈ Lp′(Ω) (1
q + 1

p = 1), < F0, ϕ0 >6= 0

äîâåäåíî (òåîðåìà 6.11) iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà îäåðæàíî çîáðàæåííÿ ðîç-
â'çêó îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Dβ
t u(x, t)− (Au)(x, t) = g(t)F0(x), (x, t) ∈ Ω× [0, T ],

u(x, t) = F1(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ], u(x, 0) = F2(x), x ∈ Ω,

< u(·, t), ϕ0(·) >= Φ(t), t ∈ [0, T ],

íà âèçíà÷åííÿ ïàðè ôóíêöié

(u, g) ∈ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(Ω)

)
× C[0, T ].

Òóò A = A(x, t,D) � åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð äðóãîãî ïî-
ðÿäêó ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè, äëÿ ÿêîãî ãîëîâíà
ôóíêöiÿ Ãðiíà ïðÿìî¨ çàäà÷i iñíó¹, çîêðåìà, ïðè A = a(t)∆ ¨¨ iñíóâàííÿ
äîâåäåíî â äèñåðòàöi¨, Hs,p(Ω) = Hs

p(Ω), Bs,p(Ω1) ïðè s > 0 çáiãà¹òüñÿ ç
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ïðîñòîðîì ñëiäiâ íà Ω1 åëåìåíòiâ iç H
s+ 1

p ,p(Ω), íîðìà åêâiâàëåíòíà íîðìi
||g||s,p = inf

v∈Hs+1
p ,p(Ω),v|S=g

||v||
Hs+1

p (Ω)
, à ïðè s < 0 ¹ ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó

B−s,p
′
(Ω1) âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â L2(Ω1),

< u(·, t), ϕ0(·) >=

∫
Ω

F−1
ξ→x

[
(1 + |ξ|2)

s
2Fz→ξ[u(z, t)]

]
ϕ0(x)dx.

Äîâåäåíi òåîðåìè 6.13, 6.14 âiäïîâiäíî ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü
ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i Êîøi

Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u− b(t)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0,T],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn,

< u(·, t), ϕ0(·) >= F (t), t ∈ [0, T ]

íà çíàõîäæåííÿ ïàðè ôóíêöié

(u, b) ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
× C[0,T]

ïðè çàäàíèõ ϕ0 ∈ Lp′(Rn), F ∈ C[0, T ], F0, u0 çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ
áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ. Íåîáõiäíà óìîâà ïîãîäæåííÿ äàíèõ < u0, ϕ0 >=
F (0).

Ó ïiäðîçäiëi 6.6 äîâåäåíî [4] òåîðåìè 6.16 òà 6.17 ïðî îäíîçíà÷íó ðîç-
â'ÿçíiñòü ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ óçàãàëüíåíèõ
ôóíêöié îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ íà âiäíîâëåííÿ âiäïîâiäíî ïî÷àòêî-
âèõ äàíèõ òà ïðàâî¨ ÷àñòèíè äèôóçiéíî-õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ
ïîõiäíîþ ïðè iíòåãðàëüíié çà ÷àñîì óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ. Ó òåîðåìi 6.18
çíàéäåíî [29] äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi äðóãî¨ ç öèõ çàäà÷.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ óìîâ iñíóâàííÿ òà
ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü
òèïó Ãàììåðøòåéíà íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîði-
àëüíîãî îïåðàòîðà, çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ
ïîõiäíîþ, òàêîæ ïðè ¨õ ëiíiéíèõ i íåëiíiéíèõ çáóðåííÿõ, ðîçâ'ÿçíîñòi
ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó ïðîñ-
òîðàõ ãëàäêèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îäåðæàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè.

1. Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ÷èñëåííÿ øèðîêèõ êëàñiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïå-
ðàòîðiâ, ùî äiþòü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà íà àïðîêñèìîâíèõ àëãåáðàõ
Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íié êóëi áàíàõîâîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî
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ïðîñòîðó ôóíêöié, ðîçâèíóòî ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êî-
øi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè.

2. Íà áàçi âiäîìèõ òà îäåðæàíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiîíàëüíîãî ÷è-
ñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çíàéäåíî íîâi äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨
ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ:

à) íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåð-
øòåéíà íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðà-
òîðà;

á) çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ëiíiéíèõ òà ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü
iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ;

â) íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ
çà ÷àñîì.

3. Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåí-
íÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ïîáóäîâàíî:

à) íîâèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ
îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çáóðåíî-
ãî íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà,
áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà;

á) íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çà-
äà÷, çáóðåíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè, çà äîïîìîãîþ iòåðà-
öié îïåðàòîðiâ Ãðiíà íåçáóðåíèõ çàäà÷.

4. Âïåðøå äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ
ðîçâ'ÿçêiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü çi çáóðåíîþ äðîáîâîþ ïîõiä-
íîþ.

5. Âïåðøå âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ëi-
íiéíîãî îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ó
âàãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.
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Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �õ
ìîæíà âèêîðèñòàòè â òåîði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà äîñëiäæåííi ðåãóëÿðíîñòi
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24

äðîáîâèìè ïîõiäíèìè, â òåîði¨ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâ-
íÿíü, ïðè äîñëiäæåííi ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ ðîçãëÿíóòè-
ìè â äèñåðòàöi¨ çàäà÷àìè, à òàêîæ ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií-
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ABSTRACT

Lopushansky A.O. Linear and nonlinear operator-di�erential equati-
ons on complex interpolation scales. � On rights of a manuscript.

The thesis for obtaining the Doctor of Physical and Mathematical Sci-
ences degree on the speciality 01.01.02 � Di�erential Equations. � Vasyl
Stefanyk Precarpatian National University, Ivano-Frankivsk, 2016.

New su�cient conditions of the classical solvability and maximum
regularity of solutions of the nonlinear Hammerstein type operator-
di�erential equations with kernels on complex interpolation scales of sectorial
operators, an abstract fractional Cauchy problem, also under linear and nonli-
near perturbations, are found. The obtained results are de�ned concretele to
the operators generated by regular elliptic boundary value problems.

Using the analytic properties of the sectorial operators' functional
calculus, a new method of approximation of a solution of an abstract
fractional Cauchy problem, perturbed on complex interpolation scales of a
sectorial operator, built without restrictions on the norm of the perturbed
operator, the approximations of solutions of normal parabolic boundary value
problems, perturbed by pseudodi�erential terms, built with the use of iterati-
ons of the Green operators of nutbourne boundary value problems.

Unique solvability of direct and some inverse time-space fractional
Cauchy problems and boundary value problems for a time fractional di�usion-
wave equations in spaces of distributions and smooth, in particular, with
values in Bessel potentials spaces, are obtained.
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