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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

N � ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,

Z+ = N ∪ {0} ,
Ω = Ω0 � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ,

Ω1 = S = ∂Ω ,

ν(x) � îðò âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi ∂Ω ó òî÷öi x ∈ ∂Ω ,

QT = Ω× (0, T ] ,

Q1T = ∂Ω× (0, T ] ,

γ = (γ1, . . . , γn) (γj ∈ Z+ , j = 1, . . . , n )� ìóëüòèiíäåêñ,

|γ| = γ1 + · · ·+ γn , D
γj
xj = (i ∂

∂xj
)γj , j = 1, n , Dγ

x = Dγ1
x1
. . . Dγn

xn
,

γ̄ = (γ, γ0) , |γ̄| = |γ|+ αγ0 , Dγ̄ = ∂|γ|

∂x
γ1
1 ...∂xγnn

( ∂∂t)
γ0 ,

xγ = xγ1

1 · · · · · xγnn ,

i2 = −1 ,

E(Rn) = C∞(Rn) � ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié â Rn ,

D(Rn) = C∞0 (Rn) òà D(Q) � ïðîñòîðè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóí-

êöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè âiäïîâiäíî â Rn òà Q ,

S = S(Rn) � ïðîñòið øâèäêî ñïàäàþ÷èõ ôóíêöié iç C∞(Rn) , òîáòî òà-

êèõ ϕ ∈ C∞(Rn) , ùî äëÿ äîâiëüíèõ ìóëüòèiíäåêñiâ β, γ ôóíêöi¨ xβDγϕ ¹

îáìåæåíèìè,

øòðèõàìè ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòîðè ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà âiä-

ïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ ôóíêöié (ïðîñòîðè óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié), íàïðèêëàä,

D′ � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà D ,
S ′ = S ′(Rn) � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà S , ùî íà-

çèâà¹òüñÿ ïðîñòîðîì ïîâiëüíî çðîñòàþ÷èõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié,

E ′ = E ′(Rn) =
(
C∞(Rn)

)′
� ïðîñòið ôiíiòíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié,
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=
S′

� çáiæíiñòü ó ïðîñòîði S ′ ,

supp f � íîñié óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f ,

(f, ϕ) � çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ f íà îñíîâíié ôóíêöi¨ ϕ ,

D′C(Q̄0) = {v ∈ D′(Q̄0) : (v(·, t), ϕ(·)) ∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ D[0, l]} ,
D′+(R) = {f ∈ D′(R) : f = 0 for t < 0} ,
fβ(t) = θ(t)tβ−1

Γ(β) ïðè β > 0 òà fβ(t) = f ′1+β(t) ïðè β ≤ 0 , 1 + β > 0

θ(t)− ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà,

Γ(λ) � ãàìà-ôóíêöiÿ,

u(β)u = f−β ∗ u � ïîõiäíà (Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ) äðîáîâîãî ïîðÿäêó β ,

Dβv(t) = 1
Γ(m−β)

d
dt

t∫
0

v
(m)
τ (τ)

(t−τ)m−β
dτ , t ∈ [0, T ] � ðåãóëÿðèçîâàíà ïîõiäíà

ôóíêöi¨ v ïîðÿäêó β ∈ (m− 1;m) , m ∈ N , D1v(t) = dv(t)
dt ,

Dβ
ε v(t) = 1

Γ(m−β)
d
dt

t∫
ε

v
(m)
τ (τ)

(t−τ)m−β
dτ , t ∈ [ε, T ] , β ∈ (m− 1;m) , m ∈ N ,

V = {V0;V1} � ïàðà áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ (V0, ‖ · ‖0) òà (V1, ‖ · ‖1) íàä C
ç íåïåðåðâíèì òà ùiëüíèì âêëàäåííÿì E10 : V1 → V0 ,

ω0 ∈ (π/2, π) ,

Λ0 =
{
reiω : ω ∈ [−ω0, ω0], r > 0

}
, éîãî çàìèêàííÿ Λ = Λ0

⋃{
0
}
,

A � êëàñ ñåêòîðiàëüíèõ çàìêíåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ A íàä V0 ç îá-

ëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 : A ∈ A <=> A ∈ L(V1;V0) òà

sup
λ∈Λ
‖(λE10 − A)−1‖L(V0;V1) = K(A) <∞ ,

îïåðàòîðè êëàñó A ìàþòü âiä'¹ìíèé òèï r(A) = {Re λ : λ ∈ σ(A)} ,
R(λ,A) = E10

(
λE10 − A

)−1
� ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A ,

L(·) � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ,

ΦA(t) = eAt � ïiâãðóïà, ïîðîäæåíà îïåðàòîðîì A ,

Sβ,A(t)h =
∞∫
0

t

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ΦA(s)hds , äå

gβ(t) � ïðîîáðàç ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ exp(−λβ) ,

Γa,ω := Γ+
a,ω

⋃
Γ−a,ω

⋃
Γ0
a , ÷èñëà ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 , ω0 − c ∈ (π/2, π) òà

a > 0 ¹ ôiêñîâàíèìè, Γ+
a,ω :=

{
reiω : r ≥ a

}
,Γ−a,ω :=

{
re−iω : r ≥ a

}
, Γ0

a :={
aeiτ : τ ∈

[
ω, 2π − ω

]}
,

Vϑ � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôiêñîâàíîãî çàìêíåíîãî îïåðàòîðà (−J)ϑ =
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[
(−J)−ϑ

]−1
: Vϑ 7−→ V0 (J ∈ A ), ‖x‖θ =

∥∥(−J)ϑx
∥∥

0
, x ∈ Vϑ , Vϑ =

[
·, ·
]
ϑ

� ïðîìiæíèé äëÿ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïàðè
{
V0;V1

}
, ïîðîäæåíèé êîìïëåêñíèì

ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨,

Cβ,η = Cβ,η[0, T ] :=
{
v ∈ C

(
[0, T ];V1+η

)
: ∃Dβ

t v ∈ Cb
(
(0, T ];Vη

)
,

‖v‖Cβ,η = ‖v‖β,η = max
{

max
t∈[0,T ]

‖v(t)‖V1+η
, sup
t∈(0,T ]

‖Dβv(t)‖Vη
}
<∞

}
,

ñèìâîëè F òà F−1 , ÿêùî íå âêàçàíî íi÷îãî äîäàòêîâî, ïîçíà÷àþòü âiä-

ïîâiäíî îïåðàòîðè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ òà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

F [f(x)] = f̂(ξ) ; F−1 : f̂(ξ)→ f(x) ,

Lp(Rn) =
{
f : ‖f‖Lp =

( ∫
Rn |f(x)|p dx

) 1
p <∞

}
, 1 ≤ p <∞,

L∞(Rn) =
{
f : ‖f‖L∞ = vrai maxx∈Rn |f(x)| <∞

}
,

Hs,p(Rn) =
{
v ∈ S ′(Rn) : ‖v‖Hs,p(Rn) =

∥∥F−1[(1 + |ξ|2) s2Fv]
∥∥
Lp(Rn)

<∞
}

�

ïðîñòið áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ [141, c. 79],

C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
=
{
v : ‖v‖C([0,T ];Hs,p(Rn)) = max

t∈[0,T ]
‖v(·, t)‖Hs,p(Rn) <∞

}
� ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié v : [0, T ] 3 t 7−→ v(·, t) ∈ Hs,p(Rn),

Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
=
{
v ∈ C

(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
:

Dβ
t v, (−∆)α/2v ∈ Cb

(
(0, T ];Hs,p(Rn)

)}
�

ïiäïðîñòið ç íîðìîþ
∥∥v∥∥

Cα,β

(
[0,T ];Hs,p(Rn)

) =

= max
{
‖v‖C([0,T ];Hs+α,p(Rn)), ‖(−∆)α/2v‖Cb((0,T ];Hs,p(Rn)), ‖Dβ

t v‖Cb((0,T ];Hs,p(Rn))

}
.

Hs,p(Ω) = Hs
p(Ω) � ïðîñòið çâóæåíü íà Ω åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Hs,p(Rn) ç

íîðìîþ ‖g‖Hs,p(Ω) = inf
v∈Hs,p(Rn), v|Ω=g

‖v‖Hs,p(Rn) ïðè s ≥ 0 ,

äóàëüíèé äî H−s,p
′
(Ω) âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (·, ·) â L2(Ω) ïðè s < 0

( 1
p + 1

p′ = 1 ): ‖g‖Hs,p(Ω) = sup
v∈H−s,p′(Ω)

|(g,v)|
‖v‖

H−s,p′ (Ω)

(Hs,p(Ω) içîìåòðè÷íî åêâiâàëåí-

òíèé ïiäïðîñòîðó Hs,p(Rn) ç åëåìåíòàìè, ùî ìàþòü íîñi¨ â Ω̄ ),

H2m
p,{Bj}(Ω) :=

{
v ∈ H2m

p (Ω) : Bj(x,D)v | ∂Ω = 0; j = 1,m
}

ç íîðìîþ

ïðîñòîðó áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ H2m
p (Ω) ïîðÿäêó 2m , öå ùiëüíèé â Lp(Ω)

ïiäïðîñòið, çàìêíåíèé â H2m
p (Ω) ,

Bs,p(Ω1) ïðè s > 0 ñïiâïàäà¹ ç ïðîñòîðîì ñëiäiâ íà S åëåìåíòiâ iç
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Hs+ 1
p ,p(Ω) , íîðìà åêâiâàëåíòíà íîðìi ||g||s,p = inf

v∈Hs+ 1
p ,p(Ω),v|S=g

||v||
Hs+ 1

p (Ω)
, à

ïðè s < 0 ¹ ñïðÿæåíèì âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â L2(Ω1) äî ïðîñòîðó

B−s,p
′
(Ω1) ,

Cβ,η
(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
= Wβ,η(T ) = Wβ,η ={

v ∈ C
(
[0, T ];H

2m(1+η)
p,{Bj} (Ω)

)
: Dβ

t v ∈ Cb
(
(0, T ];H2mη

p,{Bj}(Ω)
)}

,

Wβ,η,C =
{
v ∈ Wβ,η : ||v||β,η ≤ C

}
� çàìêíåíà êóëÿ â Wβ,η ,

Cα,β(QT ) � êëàñ íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié v(x, t) , (x, t) ∈ Q̄T ,

ðiâíèõ íóëþ ïðè t ≥ T òà ç íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè (−∆)α/2v , Dβ
t v â QT ,

Ck(QT ) � ïðîñòîðè Ãåëüäåðà ôóíêöié ϕ ç íåïåðåðâíèìè Dγ̄ϕ , |γ̄| ≤ [k]

òà (ïðè íåöiëîìó k ) ñêií÷åííèìè∑
0<|γ̄|=[k]

sup
(x,t),(y,τ)∈QT ,x6=y

∆y
xD

γ̄
x,tϕ(x,t)

|x−y|k−[k] ,
∑

0<k−|γ̄|<α
β

sup
(x,t),(y,τ)∈QT ,t6=τ

∆τ
tD

γ̄
x,tϕ(x,t)

|t−τ |(k−|γ̄|)[
α
β

] ,

äå ∆y
xψ(x, t) = ψ(y, t)− ψ(x, t) , ∆τ

tψ(x, t) = ψ(x, τ)− ψ(x, t) ,

C∞,(0)(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞(Q̄T ) : Dl
tϕ|t=T = 0, l = 0, 1, 2, . . . } ,

Ck
0 (Q̄T ) � ïðîñòîðè ôóíêöié iç Ck(Q̄T ) ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè,

C
k,(0)
0 (Q̄T ) =

{
ϕ ∈ Ck

0 (Q̄T ) : Dl
tϕ|t=T = 0, l = 0, 1, 2, . . . , [αβ ]

}
,

D(Q̄T ) = C
∞,(0)
0 (Q̄T ) ,

C0[0, T ] = {ϕ ∈ C[0, T ] : ϕ|t=T = 0} ,
D0[0, T ] = {ϕ ∈ C∞[0, T ] : Dl

tϕ|t=T = 0, l ∈ Z+} ,
C0 = C0(V ) = C0

(
[0, T ];V

)
= {ϕ ∈ C

(
[0, T ];V

)
: ϕ|t=T = 0} ,

D0 = D0(V ) = D0
(
[0, T ];V

)
= {ϕ ∈ C∞

(
[0, T ];V

)
: Dl

tϕ|t=T = 0, l ∈ Z+} ,
Cβ = Cβ(V ) = Cβ

(
[0, T ];V

)
� êëàñ ôóíêöié v ∈ C0

(
[0, T ];V

)
, äëÿ ÿêèõ

iñíóþòü íåïåðåðâíi íà (0, T ] ôóíêöi¨ Dβ
t v ,

ρ(t)− ôóíêöiÿ iç D0[0;T ] , äîäàòíà íà (0;T ) , ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê t ïðè t→ 0

( lim
t→0+

ρ(t)
t = const ) òà 0 ≤ ρ(t) ≤ 1 , t ∈ [0;T ] ,

Mk = Mk(V ) =
{
u ∈ L1,loc

(
(0, T ];V

)
: ‖u‖k =

∫ T
0 ρk(t)||u(t)||V dt <∞

}
,

F [(−∆)α/2ψ(x)] = |λ|αF [ψ(x)] ,

Eβ,γ(z) =
∞∑
p=0

zp

Γ(pβ+γ) � ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôëåðà [29],
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Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
�H-ôóíêöiÿ Ôîêñà [207],

a∗ =
∑n

i=1 αi −
∑p

i=n+1 αi +
∑m

i=1 βi −
∑q

i=m+1 βi ,

∆∗ =
∑q

i=1 βi −
∑p

i=1 αi .



Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà çíàõîäæåííþ äî-

ñòàòíiõ óìîâ iñíóâàííÿ òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ëiíiéíèõ òà

íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ðiâ-

íÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ òà ¨¨ îêðåìèõ âèïàäêiâ � íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷-

íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàñòîñóâàííÿì ïîáóäîâàíîãî ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëå-

ííÿ íåîáìåæåíèõ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, âñòàíîâëåííþ îäíîçíà÷íî¨ ðîç-

â'ÿçíîñòi ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ çàäà÷ Êîøi òà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç

äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó êëàñàõ ãëàäêèõ òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íàä áàíàõîâèìè ïðîñòî-

ðàìè â êëàñi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié ïîáóäîâàíî Ô. Ðiññîì òà Í. Äàíôîðäîì

íà áàçi iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi. Ñ. Òåéëîð ïîøèðèâ öi ðåçóëüòàòè íà äå-

ÿêi íåîáìåæåíi îïåðàòîðè, À. Ïàçi òà Õ. Õåéìàíñ, Ñ. Àíãåíåíò i iíøi � íà

ãåíåðàòîðè àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï ó áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ. Àêòóàëüíîþ ¹ ïî-

áóäîâà ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ âàæëèâèõ ó çàñòîñóâàííi ñåêòîðiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ, çîêðåìà, ïîáóäîâà ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ ãåíåðàòîðiâ îäíî-

ïàðàìåòðè÷íèõ ãðóï àâòîìîðôiçìiâ, ùî äiþòü íà àïðîêñèìîâíèõ àëãåáðàõ

Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ êîìïëåêñíîçíà÷íèõ ôóíêöié, çàäàíèõ â îäèíè÷íié êóëi

ðåôëåêñèâíîãî áàíàõîâîãî íåñêií÷åííî-âèìiðíîãî ïðîñòîðó.

Â äèñåðòàöiéíié ïðàöi äîñëiäæóþòüñÿ àâòîíîìíi ëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ðiâ-

íÿííÿ â àáñòðàêòíèõ, à òàêîæ ó ôóíêöiîíàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ¨õíi

ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáóðåííÿ. Àáñòðàêíà òåîðiÿ àâòîíîìíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-

íÿíü â òåðìiíàõ àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï ðîçðîáëåíà, çîêðåìà, â ïðàöÿõ Å. Õiëëå

i Ð. Ôiëiïñà (1962), Ê. Iîñiäè (1967), Ñ. Ã. Êðåéíà (1967), Ì. Ðiäà i Á. Ñàéìîíà

(1978), Â. I. Ãîðáà÷óê òà Ì. Ë. Ãîðáà÷óêà (1984), Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàíñà,

11
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Ñ. Àíãåíåíòà, Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà (1992). Òåîði¨ àáñòðàêòíèõ íåàâ-

òîíîìíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi Ï. Å. Ñîáîëåâñêîãî (1964),

Õ. Òàíàáå (1979), À. Ïàçi (1983), Ä. Õåíði (1985), Õ. Àìàííà (1995), À. Ëóíàð-

äi (1995). Òåîðiÿ çáóðåíü òàêèõ ðiâíÿíü âèêëàäåíà â êíèãàõ Ò. Êàòî (1966),

Â. Ï. Ìàñëîâà (1987).

Â äèñåðòàöi¨ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òåõíiêà iíòåðïîëÿöi¨ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ìåòîä êîìïëåñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ââåäåíî Æ.-Ë. Ëiîíñîì, À. Ï. Êàëüäåðîíîì

i Ñ. Ã. Êðåéíîì. Iíòåðïîëÿöiéíà òåõíiêà äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíèõ ïàðàáî-

ëi÷íèõ çàäà÷ ðîçâèíåíà â ðîáîòàõ Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàíñà, Ñ. Àíãåíåíòà,

Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà, Õ. Àìàííà, Ä. Õåíði, À. Ëóíàðäi, Ï. Ãðiâà-

ðà i Ã. äà Ïðàòî. Çàñòîñóâàííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ ìåòîäiâ äî äèôåðåíöiàëüíèõ

ïàðàáîëi÷íèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ áàçó¹òüñÿ íà àïðiîðíèõ îöiíêàõ ðîçâ'ÿçêiâ âiä-

ïîâiäíèõ åëiïòè÷íèõ çàäà÷, âñòàíîâëåíèõ ó ïðàöÿõ Ñ. Àãìîíà, À. Äóãëiñà, Ë.

Íiðåíáåðãà, Æ.-Ë. Ëiîíñà i Å. Ìàäæåíåñà, Þ. Ì. Áåðåçàíñüêîãî, Ï. Ãðiâàðà

i Ã. Ãåéìîíòà, Ë. Ð. Âîë¹âi÷à, Â. À. Ìèõàéëåöÿ, Î. Î. Ìóðà÷à òà ií.

Ó âiäîìèõ ïðàöÿõ Ñ. Àãìîíà, À. Äóãëiñà, Ë. Íiðåíáåðãà (1959) i Ñ. Àãìî-

íà (1962) çíàéäåíî àëãåáðè÷íi óìîâè, ïðè ÿêèõ äèôåðåíöiàëüíà åëiïòè÷íà

êðàéîâà çàäà÷à â îáìåæåíié îáëàñòi ãåíåðó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó. Òàê ñåðåä

àâòîíîìíèõ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëî âèäiëåíî

êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi ìîæóòü äîñëiäæóâà-

òèñÿ ìåòîäàìè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï.

Äëÿ îïåðàòîðà A , ùî íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ t ∈ [0, T ] òà ¹ ãåíåðàòîðîì

àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè [43], [140] â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði (V0, || · ||) iç

ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 âiäîìå iñíóâàííÿ ¹äèíîãî êëàñè÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó v ∈ C([0, T ];V1) ∩ C1((0, T ]);V0) çàäà÷i Êîøi

dv(t)

dt
= Av(t) + f(t), t ∈

(
0, T

]
, v(0) = h ,

ÿêùî f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ãåëüäåðà. Ðîáîòè Ï. Ãðiâàðà i Ã. äà Ïðàòî çî-

ñåðåäæåíi íà îñëàáëåííi óìîâ ùîäî f , çà ÿêèõ çàäà÷à ðîçâ'ÿçíà, òîáòî, òàê

çâàíié ïðîáëåìi ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi. Ó äèñåðòàöi¨ ïðîäîâæåíî òàêi äî-



13

ñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà

÷àñîì, çîêðåìà, äëÿ íàâåäåíî¨ âèùå çàäà÷i Êîøi.

Àêòóàëüíèì òàêîæ ¹ ïðîâåäåíå ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi äîñëiäæåííÿ ðîç-

â'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (òà ç äðîáî-

âîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì) ç íåîáìåæåíèì îïåðàòîðîì ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

V0 iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 , çáóðåíîãî íà iíòåðïîëÿöiéíîìó

ïðîñòîði ïàðè {V0, V1} áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà òà

çíàõîäæåííÿ íà áàçi ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó

áàíàõîâîìó ïðîñòîði îöiíîê àíàëiòè÷íèõ íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó. Çáóðåííÿ âè-

â÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ òåõíiêè äðîáîâèõ ñòåïåíiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Ïðîâåäåíå ó äèñåðòàöi¨ äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ìiøàíèõ çàäà÷

ïàðàáîëi÷íîãî òèïó áàçó¹òüñÿ, çîêðåìà, íà ðåçóëüòàòàõ Ð. Ñiëi [270] òà

Ï. Ãðiâàðà [192] ïðî êîìïëåêñíó iíòåðïîëÿöiþ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ,

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi óìîâè ðåãóëÿðíîñòi Øàïiðî-Ëîïàòèíñüêîãî.

Â ïðàöi À. Í. Êî÷óáåÿ [45] òà â ìîíîãðàôi¨ [183] äîâåäåíà òåîðåìà iñíóâàí-

íÿ òà ¹äèíîñòi, à òàêîæ îäåðæàíî çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà

êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

Dβ
t u(x, t) = A(x,D)u(x, t), (x, t) ∈ Rn × [0, T ],

u(x, 0) = g1(x), x ∈ Rn

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ u ïîðÿäêó β ∈ (0, 1)

Dβ
t u(x, t) = 1

Γ(1−β)

(
∂
∂t

t∫
0

u(x,τ)
(t−τ)β

dτ − u(x,0)
tβ

)
, (x, t) ∈ Rn × [0, T ] ,

íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ g1 ïåâíîãî ðîñòó íà áåçìåæíîñòi òà åëiïòè÷íèì äèôå-

ðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó A(x,D) ç ãëàäêèìè êîåôiöi¹íòàìè,

çàëåæíèìè âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ x ∈ Rn . Ó âèïàäêó β > 1 òà A(x,D) = ∆

êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Êîøi ïîáóäîâàíî ó [9]. Îäåðæàíî çî-

áðàæåííÿ êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà.

Â [232, 237] çíàéäåíî óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i
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äëÿ ðiâíÿííÿ

Dβ
t u− a2∆u = F (x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ], a = const

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ∈ RN . Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü iç äåêiëüêîìà äðî-

áîâèìè ïîõiäíèìè âèâ÷àëèñü ó [19, 59, 121] òà iíøèõ ïðàöÿõ.

Ðiâíÿííÿ ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè îïèñóþòü ðiçíi ïðîöåñè â ñèëüíî íåîäíî-

ðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ òà ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ ç ìàòåìà-

òèêè [9, 191, 29, 173, 281] òà ïðèêëàäíèõ ãàëóçåé. Òîìó àêòóàëüíèì ¹ âèâ÷åííÿ

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè íå òiëüêè â ïðîñòîðàõ

ãëàäêèõ, à òàêîæ ó ïðîñòîðàõ ðiçíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Êðàéîâi çàäà÷i

äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóí-

êöié äîñòàòíüî ïîâíî äîñëiäæåíi (äèâ. [3, 8, 16, 19, 21-24, 38, 60, 113-115, 145,

146, 211-213] òà áiáëiîãðàôiþ).

Îáåðíåíi êîåôiöi¹íòíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç äðîáîâîþ ïî-

õiäíîþ ç ðiçíèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè ÷è ïàðàìåòðàìè âèâ÷àëèñü ó [175,

243, 261] òà iíøèõ ïðàöÿõ, äå äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi. Òàêi

çàäà÷i âàæëèâi äëÿ ïðàêòèêè. Ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òàêi çàäà÷i

ïîêè-ùî íå âèâ÷àëèñü. Òîìó àêòóàëüíèì ¹ âèâ÷åííÿ íîâèõ îáåðíåíèõ êðà-

éîâèõ çàäà÷ ÿê ó ïðîñòîðàõ ãëàäêèõ, òàê i ó ïðîñòîðàõ ðiçíèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Äî-

ñëiäæåííÿ äèñåðòàöi¨ ïîâ'ÿçàíi ç íàóêîâèìè äîñëiäæåííÿìè êàôåäðè ìàòå-

ìàòè÷íîãî òà ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè òà iíôîðìà-

òèêè Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíè-

êà. Äèñåðòàöiÿ âèêîíàíà, çîêðåìà, â ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèõ òåì ó ÄÂÍÇ

"Ïðèêàðïàòñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Âàñèëÿ Ñòåôàíèêà" : "Ðîç-

ðîáêà àíàëiòè÷íèõ ìåòîäiâ ó íåñêií÷åííîâèìiðíîìó êîìïëåêñíîìó àíàëiçi òà

òåîði¨ îïåðàòîðiâ" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0113U000184), "Ãîìîìîðôiçìè òà

ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ â àëãåáðàõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà áàíàõîâèõ ïðî-

ñòîðàõ" (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0115U002305).
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Ìåòà i çàäà÷i äîñëiäæåííÿ.

Ìåòîþ äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ¹ âñòàíîâëåííÿ iñíóâàííÿ òà ìàêñèìàëüíî¨

ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òè-

ïó Ãàììåðøòåéíà ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ÿäðàìè íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïî-

ëÿöiéíèõ øêàëàõ, ïîðîäæåíèõ íåîáìåæåíèìè ñåêòîðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè,

çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïðè ¨õ ëiíiéíèõ òà íåëiíiéíèõ

çáóðåííÿõ, ãîëîâíèì ÷èíîì øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ

ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, à òàêîæ äîñëiäæåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi ïðÿìèõ òà îáåð-

íåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó êëàñàõ ãëàäêèõ

òà óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Çàäà÷i äîñëiäæåííÿ ïîëÿãàþòü ó ïîáóäîâi òà çíàõîäæåííi äîñòàòíiõ óìîâ

ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç

äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, ïîáóäîâi íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷ äëÿ ðiâ-

íÿíü, çáóðåíèõ íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ îïåðàòîðà, ðîçâ'ÿç-

êàìè íåçáóðåíèõ çàäà÷, ó çàñòîñóâàííi îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ äî ðåãóëÿð-

íèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ó çíàõîäæåííi äîñòàòíiõ óìîâ

iñíóâàííÿ òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà òà çàñòîñóâàííi îäåðæàíèõ ðå-

çóëüòàòiâ äî çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, äîâå-

äåííi òåîðåì iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ êðàéîâèõ

çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó êëàñàõ ãëàäêèõ òà óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié.

Îá'¹êò äîñëiäæåííÿ. Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷à Êîøi äëÿ àáñò-

ðàêòíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, ¨¨ ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáóðåííÿ, íîð-

ìàëüíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ¨õ

çáóðåííÿ, çàäà÷à Êîøi òà íåîäíîðiäíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâè-

ìè ïîõiäíèìè ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ç ïðîñòîðiâ ãëàäêèõ

÷è óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ôóíêöi¨ âiä ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ó áàíàõîâèõ

ïðîñòîðàõ i àïðîêñèìîâíèõ àëãåáðàõ Âiíåðà, ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáóðåííÿ



16

ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, îïåðàòîðíi íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ íà êîìïëåêñíèõ ií-

òåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ äîâiëüíîãî ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ïðåäìåò äîñëiäæåííÿ. Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïîáóäîâà ðîçâ'ÿç-

êiâ çàäà÷i Êîøi çà äîïîìîãîþ ôóíêöié âiä íåîáìåæåíèõ ñåêòîðiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ ó àáñòðàêòíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà ó àëãåáðàõ Âiíåðà,

ðîçâ'ÿçíiñòü òà ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíîñòü ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-

äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïî-

ëÿöiéíèõ øêàëàõ îïåðàòîðà ÿäðà, çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ëiíiéíèõ

òà ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çîêðåìà, çáóðåíèõ íà êîìï-

ëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ áàíàõîâîãî ïðîñòîðó, êîíêðåòèçàöiÿ íà

âèïàäîê ðåãóëÿðíèõ åëiïòè÷íèõ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ïîáóäîâà ôóí-

äàìåíòàëüíèõ ôóíêöié äåÿêèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè çà ÷àñîâîþ

òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, çíàõîäæåííÿ ¨õ îöiíîê, âèâ÷åííÿ ñïðÿæåíèõ

îïåðàòîðiâ Ãðiíà êðàéîâèõ çàäà÷, òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà ïðàâèìè

÷àñòèíàìè iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, çîêðåìà, çi çíà÷åííÿìè â

ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ.Ìåòîäè òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ôóíê-

öiîíàëüíîãî àíàëiçó, çîêðåìà, îïåðàòîðíå ÷èñëåííÿ, äðîáîâå äèôåðåíöiþâàí-

íÿ, ìåòîä êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨, ìåòîä Ðàäîíà, ìåòîä ôóíêöi¨ Ãðiíà, çà-

ñòîñóâàííÿ H-ôóíêöié Ôîêñà, ïðèíöèïiâ Øàóäåðà òà ñòèñíèõ âiäîáðàæåíü.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi ðåçóëüòàòè, ùî âèíî-

ñÿòüñÿ íà çàõèñò, îäåðæàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ðîáîòi îäåðæàíi òàêi íîâi

ðåçóëüòàòè:

• Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ÷èñëåííÿ øèðîêèõ êëàñiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ùî äiþòü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà íà àïðîêñèìîâíèõ àëãåáðàõ

Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íié êóëi áàíàõîâîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî

ïðîñòîðó ôóíêöié, ðîçâèíóòî ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êî-

øi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè.
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• Îäåðæàíî íîâi äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿð-

íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó

Ãàììåðøòåéíà íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî

îïåðàòîðà.

• Îäåðæàíî íîâi äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíî-
ñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ëiíiéíèõ òà ïiâëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç

äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì.

• Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðà-
òîðiâ, ïîáóäîâàíî íîâèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ

îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çáóðåíîãî

íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà, áåç

îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà.

• Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ
çàäà÷, çáóðåíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè, iòåðàöiÿìè îïåðà-

òîðiâ Ãðiíà íåçáóðåíèõ çàäà÷.

• Âïåðøå äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿç-
êiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü çi çáóðåíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

• Âïåðøå âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ

îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ó âà-

ãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

• Îäåðæàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ
ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðîñòîðîâèìè

çìiííèìè, íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðî-

áîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, çîêðåìà,

òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü êëàñè÷íèõ çà ÷àñîì çi çíà÷åííÿìè â

ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷.
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• Âïåðøå ñôîðìóëüîâàíî òà âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü äåÿêèõ
îáåðíåíèõ çàäà÷ Êîøi òà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü

iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè, òàêîæ ïðè çàäàíèõ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ óçàãàëü-

íåíèõ ôóíêöiÿõ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äèñåðòàöiÿ ìà¹ òåîðå-

òè÷íå çíà÷åííÿ i ðåçóëüòàòè ¨¨ äîñëiäæåíü ¹ ïåâíèì âíåñêîì ó òåîðiþ ðîçâ'ÿç-

íîñòi îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, òåîðiþ ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíî-

ñòi ðîçâ'ÿçêiâ îïåðàòîðíèõ òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè òà äðî-

áîâèìè ïîõiäíèìè, â òåîðiþ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü.

�õ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè é ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêi÷åíî¨ êiëüêîñòi

çìiííèõ òà íåëiíiéíîìó àíàëiçi.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Iç 29 íàóêîâèõ ñòàòåé 17 îïóáëiêîâàíî

äèñåðòàíòîì îäíîîñiáíî. Óñi ðåçóëüòàòè, âèíåñåíi íà çàõèñò, îòðèìàíi àâòî-

ðîì ñàìîñòiéíî. Ó âñiõ ñïiëüíèõ ïðàöÿõ Ëîïóøàíñüêié Ã.Ï. íàëåæèòü àíàëiç

îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ, ó [56] àâòîðó íàëåæèòü âèáið ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòî-

ðiâ, ó [62] � iäåÿ çáóðåííÿ äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨ òà îäíà ç îñíîâíèõ ëåì (ëåìà 2),

ó [63] � ôîðìóëþâàííÿ 2 çàäà÷i òà ôîðìóëà ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó âèïàäêó îäíî-

ðiäíîãî ðiâíÿííÿ, ó [103] àâòîðó íàëåæèòü ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà ìåòîäèêà

¨¨ äîñëiäæåííÿ, ó [66, 214] àâòîðó íàëåæèòü îñíîâíèé ðåçóëüòàò.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨

ðîáîòè äîïîâiäàëèñü òà îáãîâîðþâàëèñü íà: êîíôåðåíöiÿõ ìîëîäèõ ó÷åíèõ

iç ñó÷àñíèõ ïðîáëåì ìåõàíiêè i ìàòåìàòèêè iì. àê. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à (24-26

òðàâíÿ 2004 ð., ì. Ëüâiâ; 24-27 òðàâíÿ 2005 ð., ì. Ëüâiâ; 25-27 òðàâíÿ 2009 ð.,

ì. Ëüâiâ), II summer school in algebra, analysis and topology (Aug. 2-14, 2004,

Dolyna), ìiæíàðîäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ êîíôåðåíöiÿõ iìåíi Â.ß. Ñêîðîáîãàòüêà

(27 âåðåñíÿ-1 æîâòíÿ 2004 ð., ì. Äðîãîáè÷; 24-28 âåðåñíÿ 2007 ð., ì. Äðîãî-

áè÷; 10-23 âåðåñíÿ 2011 ð., ì. Ëüâiâ), ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Ãåîìåòðiÿ

â Îäåñi � 2004. Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ"(17-29 òðàâíÿ

2004, ì. Îäåñà), International conference of analysis and related topics (Nov. 17-
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20, 2005, Lviv), International conference on Di�erential Equations � Dedicated to

the 100-th Anniverversary of Ja. B. Lopatynsky (Sept. 12-17, 2006, Lviv), ìiæíà-

ðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ"(11-14 æîâ-

òíÿ 2006ð., ì. ×åðíiâöi), Conf. on Numerical Analysis and Applied Mathematics

(Rethym, Greece, 18-22 Sept. 2009), ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Íåñêií÷åííîâè-

ìiðíèé àíàëiç i òîïîëîãiÿ"(27 òðàâíÿ�1 ÷åðâíÿ 2009 ð., ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê),

ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ äî 100-ði÷÷ÿ Ì.Ì. Áîãîëþáîâà òà 70-ði÷÷ÿ Ì.I. Íà-

ãíèáiäè (8-13 ÷åðâíÿ 2009 ð., ì. ×åðíiâöi), ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨

iìåíi Àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà (15-17 òðàâíÿ 2010 ð., ì. Êè¨â), âñåóêðà-

¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìåòîäiâ â íàóöi i

òåõíiöi"(24-26 ëèñòîïàäà 2011 ð., ì. Ëóöüê), Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôå-

ðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ â ïðèêëàäíié ìàòåìàòè-

öi" (11-15 ÷åðâíÿ 2012ð., ì. ×åðíiâöi), International conference on Di�erenti-

al Equations � Dedicated to Ja. B. Lopatynsky (Nov. 12-17, 2012, Donetsk),

International conference dedicated to the 120-th Anniverversary of S. Banach

(Sept. 17-21, 2012, Lviv), ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ "Ãåîìåòðiÿ â Îäåñi � 2012.

Äèôåðåíöiàëüíà ãåîìåòðiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ"( ÷åðâåíü 2012, ì. Îäåñà), XIV

Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà, ïðèñâÿ÷åíié

120-é ði÷íèöi äî äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Êðàâ÷óêà (19-21 êâiòíÿ 2012 ð., ì. Êè-

¨â), "Íåëiíiéíi ïðîáëåìè àíàëió"(19-22 âåðåñíÿ 2013 ð., ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê),

íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ DDELU-60, ïðèñâÿ÷åíié 60-ði÷÷ÿ êàôåäðè äèôåðåíöi-

àëüíèõ ðiâíÿíü ËÍÓ iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (18-19 æîâòíÿ 2013 ð., ì. Ëüâiâ),

XV Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ iìåíi àêàäåìiêà Ìèõàéëà Êðàâ÷óêà, ïðèñâÿ-

÷åíié 120-é ði÷íèöi äî äíÿ íàðîäæåííÿ Ì. Êðàâ÷óêà (19-21 êâ. 2014 ð., ì.

Êè¨â), IV ìiæíàðîäíâé Ãàíñüêié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 135 ði÷íèöi âiä

äíÿ íàðîäæåííÿ Ãàíñà Ãàíà (30 ÷åðâíÿ�5 ëèïíÿ 2014 ð., ì. ×åðíiâöi), Int.

V. Skorobohatko Math. Conf. (August 25-28, 2015, Drogobych, Ukraine), ìiæ-

íàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâàí-

íÿ" , ïðèñâÿ÷åíié 70-ði÷÷þ àê. ÍÀÍ Óêðà¨íè Ïåðåñòþêó Ì.Î. (19-21 òðàâíÿ

2016 ð., Óæãîðîä), ñåìiíàðàõ IÏÏÌÌ iì. ß.Ñ. Ïiäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¨íè
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(ì. Ëüâiâ), ôàêóëüòåòó ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè Íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó

"Ëüâiâñüêà ïîëiòåõíiêà"(ì. Ëüâiâ), êàôåäðè ìàòåìàòè÷íîãî òà ôóíêöiîíàëü-

íîãî àíàëiçó Ïðèêàðïàòñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Âàñèëÿ Ñòå-

ôàíèêà (ì. Iâàíî-Ôðàíêiâñüê), íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ òà ñåìiíàðàõ iç äè-

ôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà

Ôðàíêà.

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â 53 ïðàöÿõ, ñå-

ðåä íèõ 29 ñòàòåé ó íàóêîâèõ ôàõîâèõ âèäàííÿõ (8 ñòàòåé � ó æóðíàëàõ, ùî

âõîäÿòü äî íàóêîâîìåòðè÷íèõ áàç äàíèõ Web of Science ÷è Scopus), 24 � ó

ìàòåðiàëàõ i òåçàõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà i îá'¹ì ðîáîòè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòó-

ïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ i ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë, ùî ìiñòèòü 282

íàéìåíóâàííÿ. Çàãàëüíèé îá'¹ì äèñåðòàöi¨ � 310 ñòîðiíîê, ç ÿêèõ 21 ñòîðiíîê

çàéìà¹ ñïèñîê âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.



Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè, òåðìiíîëîãiÿ òà

îñíîâíi íàïðÿìêè äîñëiäæåíü

1.1 Îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨

Ó äèñåðòàöiéíié ïðàöi äîñëiäæóþòüñÿ àâòîíîìíi ëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç äðî-

áîâîþ ïîõiäíîþ â àáñòðàêòíèõ òà ôóíêöiîíàëüíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ, ¨õíi

ëiíiéíi òà íåëiíiéíi çáóðåííÿ. Àáñòðàêíà òåîðiÿ àâòîíîìíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-

íÿíü âèêëàäåíà, çîêðåìà, â êíèãàõ Å. Õiëëå i Ð. Ôiëiïñà [147] (1962), Ê. Iîñiäè

[39] (1967), Ñ.Ã. Êðåéíà [50] (1967), Ì. Ðiäà i Á. Ñàéìîíà [128]�[129] (1978),

Â.I. Ãîðáà÷óê òà Ì.Ë. Ãîðáà÷óêà [16] (1984), Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàíñà, Ñ.

Àíãåíåíòà, Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà [43] (1992), à òåîðiÿ àáñòðàêòíèõ íå-

àâòîíîìíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü � ó ïðàöÿõ Ï.Å. Ñîáîëåâñêîãî [134] (1064),

Õ. Òàíàáå [272] (1979), À. Ïàçi [246] (1983), Ä. Õåíði [143] (1985), Õ. Àìàííà

[154] (1995), À. Ëóíàðäi [233] (1995). Òåîðiÿ çáóðåíü òàêèõ ðiâíÿíü âèêëàäåíà

â êíèãàõ Ò. Êàòî [206] (1966), Â.Ï. Ìàñëîâà [110]�[111] (1987).

Ó ïðàöÿõ Ñ. Àãìîíà, À. Äóãëiñà, Ë. Íiðåíáåðãà [151] (1959) i Ñ. Àãìîíà

[151] (1962) çíàéäåíî àëãåáðè÷íi óìîâè, ïðè ÿêèõ äèôåðåíöiàëüíà åëiïòè÷-

íà êðàéîâà çàäà÷à â îáìåæåíié îáëàñòi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ðåãóëÿðíîñòi

Øàïiðî-Ëîïàòèíñüêîãî (äèâ. [54]), ãåíåðó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó. Òàêèì ÷è-

íîì, ñåðåä àâòîíîìíèõ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü áóëî

âèäiëåíî êëàñ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó, ÿêi ìîæóòü äî-

21
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ñëiäæóâàòèñÿ ìåòîäàìè òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï. Ó ðÿäi âàæëèâèõ ÷àñòêî-

âèõ âèïàäêiâ òàêà òåîðiÿ âèêëàäåíà â êíèãàõ Í. Äàíôîðäà i Äæ.Ò. Øâàðöà

[28] (1967), Æ.Ë. Ëiîíñà i Å. Ìàäæåíåñà [52] (1971).

Òåîðiÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ëiíiéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷-

íîãî òèïó çà Ïåòðîâñüêèì, à òàêîæ íàñòóïíèõ ¨õ óçàãàëüíåíü, øèðîêî âè-

ñâiòëåíà ó âiò÷èçíÿíié ëiòåðàòóði: ó ïðàöÿõ Ò. ß. Çàãîðñêîãî [40] (1961),

Ñ. Ä. Åéäåëüìàíà [150] (1964), Ñ. Ä. Iâàñèøåíà [36] (1987), Ñ. Ä. Åéäåëüìà-

íà, Ñ. Ä. Iâàñèøåíà òà Î. Í. Êî÷óáåÿ [183]. Äî öüîãî íàïðÿìêó âiäíîñÿòüñÿ

òàêîæ âiäîìi êíèãè Î. À. Ëàäèæåíñüêî¨, Â. À. Ñîëîííiêîâà, Í. Í. Óðàëü-

öåâî¨ [53] (1967), À. Ôðiäìàíà [142] (1968) òà iíøèõ.

Ó äèñåðòàöiéíié ïðàöi iñòîòíî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ìåòîä êîìïëåñíî¨ iíòåð-

ïîëÿöi¨, ââåäåíèé Æ.-Ë. Ëiîíñîì [212], À. Ï. Êàëüäåðîíîì [171]�[172] i

Ñ. Ã. Êðåéíîì [50]. Ó ïðàöi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî âèêëàä öüîãî ìåòîäó ó êíèãàõ

Õ. Òðiáåëÿ [140], É. Áåðãà i É. Ëåôñòðåìà [5], Â. Ìèõàéëåöÿ òà Î. Ìó-

ðà÷à [113]. Âiäçíà÷èìî, ùî ìåòîä äiéñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ðîçðîáëåíèé ó ïðàöÿõ

Æ.-Ë. Ëiîíñà [211] òà Æ. Ïåòðå [247, 248].

Iíòåðïîëÿöiéíà òåõíiêà äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ ðîç-

âèíåíà â ïðàöàõ Ï. Ãðiâàðà i Ã. äà Ïðàòî [255, 256], Ã. äà Ïðàòî [254]. �õ

ïðàöi çîñåðåäæåíi íà ïîñëàáëåííi óìîâ Ëiïøèöÿ ùîäî íåîäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè

ðiâíÿííÿ, òîáòî, òàê çâàíié ïðîáëåìi ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi. Iíòåðïîëÿ-

öiéíà òåõíiêà äîñëiäæåííÿ åëiïòè÷íèõ îïåðàòîðiâ òà ïðîáëåìà ìàêñèìàëüíî¨

ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ åëiïòè÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ âèêëàäåíà ó ìîíîãðàôi¨

Â.À. Ìèõàéëåöÿ òà Î.Î. Ìóðà÷à [113].

Çàñòîñóâàííÿ iíòåðïîëÿöiéíèõ ìåòîäiâ äî äèôåðåíöiàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ áàçó¹òüñÿ íà àïðiîðíèõ îöiíêàõ ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiäíèõ åëiï-

òè÷íèõ çàäà÷, âñòàíîâëåíèõ ó ïðàöÿõ Ñ. Àãìîíà, À. Äóãëiñà, Ë. Íiðåíáåðãà

[151], Æ.Ë. Ëiîíñà i Å. Ìàäæåíåñà [52], Þ.Ì. Áåðåçàíñüêîãî [3], Ï. Ãðiâàðà i

Ã. Ãåéìîíòà [195] òà ií.

Äî äîñëiäæåííÿ çáóðåíü àáñòðàêòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ ìåòîäè iíòåð-

ïîëÿöi¨ çàñòîñîâóþòüñÿ ó ïðàöÿõ Ô. Êëåìåíòà, Õ. Õåéìàíñà, Ñ. Àíãåíåíòà,
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Ê. âàí Äóéíà, Á. äå Ïàõòåðà [43], Õ. Àìàííà [154], À. Ëóíàðäi [233]. Ó ïðàöi

Ä. Õåíði [143] çáóðåííÿ âèâ÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ òåõíiêè äðîáîâèõ ñòåïåíiâ

ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Äîñëiäæåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïàðàáîëi÷íîãî òèïó â äè-

ñåðòàöi¨ áàçó¹òüñÿ, çîêðåìà, íà ðåçóëüòàòàõ Ð. Ñiëi [270] òà Ï. Ãðiâàðà [192]

ïðî êîìïëåêñíó iíòåðïîëÿöiþ ïðîñòîðiâ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâi

óìîâè.

Ðîçâ'ÿçíiñòü àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi òà ¨¨ àíàëîãà äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ

ïîõiäíîþ β ∈ (0, 1) çà ÷àñîì äîñëiäæóâàëàñü ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ ([44, 45, 183,

9, 160, 161, 163, 173, 174, 177, 178, 14, 191, 237, 257, 277,263, 280,281] òà áiáë.)

Äîñëiäæåííÿ çàäà÷ âèãëÿäó

Dβv(t) = Av(t) + f1−β(t)v(0), v(0) = h

çà äîïîìîãîþ åêâiâàëåíòíèõ ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïðîâîäèëîñü,

çîêðåìà, ó [280], äîñëiäæåííÿ ðiâíÿííÿ

Dβu(t) = Au(t) +Dβ−1
t g(t) ïðè β ∈ (1, 2)

ïðîâîäèëîñü ó [178], çàäà÷i

Dβu(t) = Au(t) + A1(t)u(t), lim
t→0

Dβ−1
t u(t) = h

çà óìîâè, ùî A1(t) ïiäïîðÿäêîâàíèé îïåðàòîðó (−A)γ , γ ∈ (0, 1) � ó [14].

Çàóâàæèìî, ùî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ äîñëiäæóâàëèñü

ó [257].

×àñòêîâi âèïàäêè òàêèõ çàäà÷ îäåðæèìî, êîëè A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiïòè÷íèì

îïåðàòîðîì ó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) íàä îáìåæåíîþ îáëàñòþ

Ω ⊂ Rn , i ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà.

Ó öüîìó âèïàäêó çàäà÷à Êîøi áóäå êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ íåîäíîðiäíîãî

äèôåðåíöiàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿð-

íîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî òà ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãó-

ëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Dβu(t) ôóíêöi¨ u ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) íà
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êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ áàíàõîâî¨ ïàðè {V0, V1} íåîáìåæåíîãî
çàìêíåíîãî ëiíiéíîãî îïåðàòîðà A âiä'¹ìíîãî òèïó â êîìïëåêñíîìó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði V0 iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 .

Ó ðîáîòàõ [9, 155, 45, 48, 182] òà iíøèõ áóëî äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà

¹äèíîñòi, à òàêîæ îäåðæàíî çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà

êëàñè÷íèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó

Dβ
t u(x, t) = A(x,D)u(x, t), (x, t) ∈ RN × [0, T ]

ç åëiïòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì äðóãîãî ïîðÿäêó A(x,D) òà ðå-

ãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ [173, 29] ïîðÿäêó β ∈ (m− 1;m) , m ∈ N .

Óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

Dβ
t u(x, t)− a2∆u(x, t) = F0(x, t), a2 = const > 0, β ∈ (0, 1)

îäåðæàíi â [232, 237]. Ðîçâ'ÿçêè ïîáóäîâàíî ó âèãëÿäi ðÿäiâ Ôóð'¹ çà âëàñíèìè

ôóíêöiÿìè âiäïîâiäíèõ çàäà÷ Øòóðìà-Ëióâiëëÿ.

Ó äèñåðòàöi¨ îäåðæàíi òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êî-

øi òà íåîäíîðiäíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè äðîáîâèìè

ïîõiäíèìè ó âèïàäêó ïðàâèõ ÷àñòèí iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó

D′ òà S ′ , òåîðåìè ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ¨õ ðîçâ'ÿçêiâ çi çíà÷åííÿ-

ìè ó ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ, ïðè öüîìó òàêîæ i ïðè êîåôiöi¹íòàõ,

çàëåæíèõ âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨.

Ó âèïàäêó β = 1 îáåðíåíi êîåôiöi¹íòíi êðàéîâi çàäà÷i (êîëè çà äîäàòêî-

âèõ óìîâ, òàê çâàíèõ óìîâ ïåðåâèçíà÷åííÿ, ïîòðiáíî ùå äîäàòêîâî âèçíà÷àòè

äåÿêi êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ àáî iíøi åëåìåíòè ðiâíÿííÿ) ó ïðîñòîðàõ ãëàäêèõ

ôóíêöié âèâ÷àëèñü ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ, çîêðåìà ó [203], äå äîâåäåíî òåîðåìè

iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi. Ó [175] äîâåäåíà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Dβ
t u− a(x)uxx = F0(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ], (1.1)

iç íåâiäîìèìè u(x, t) , a = a(x) , β ∈ (0, 1) ïðè êðàéîâèõ óìîâàõ Íåéìàíà

òà äîäàòêîâî çàäàíié u(0, t) . Îáåðíåíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç
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äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ç iíøèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè òà ïàðàìåòðàìè âèâ÷à-

ëèñü ó [199, 243, 261, 282] òà iíøèõ ïðàöÿõ.

Âèçíà÷åííþ ðåãóëÿðíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ïðè ðiçíèõ óìîâàõ ïåðå-

âèçíà÷åííÿ ïðèñâÿ÷åíî íàéáiëüøå ïðàöü. Çîêðåìà, ó [184] âñòàíîâëåíî îäíî-

çíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ïðî âèçíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñò-

ðàêòíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ïîðÿäêó β ∈ (0, 1] ó ãiëü-

áåðòîâîìó ïðîñòîði X òà ðåãóëÿðíî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè öüîãî ðiâíÿííÿ çà óìîâè

(u, ϕ0) = h (ϕ0, h � çàäàíi) òà ÿêùî ïiä äóæêàìè ðîçóìiòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê

åëåìåíòiâ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó X .

Ó äèñåðòàöi¨ âïåðøå îäåðæàíi òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

òàêîãî òèïó îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè äðîáîâèìè

ïîõiäíèìè ó âèïàäêó ïðàâèõ ÷àñòèí iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

Çóïèíèìîñü íà ïåðñïåêòèâàõ ðîçâèòêó ïðåäñòàâëåíèõ ó äàíié ïðàöi äî-

ñëiäæåíü. Ó äèñåðòàöi¨ äëÿ äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

òà ¨õíiõ çáóðåíü çàñòîñîâó¹òüñÿ òåõíiêà êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ áàíàõîâèõ

ïðîñòîðiâ. Âiäçíà÷èìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ìîæëèâå òàêîæ âèêîðèñòàííÿ ií-

øèõ ìåòîäiâ iíòåðïîëÿöi¨, çîêðåìà, íåïåðåðâíîãî ìåòîäó iíòåðïîëÿöi¨ âèêëà-

äåíîãî, íàïðèêëàä, Ã. äà Ïðàòî [254]. Òàêèé ïiäõiä ïðèâåäå äî îïèñó íîâèõ

êëàñiâ çáóðåíü íà àáñòðàêòíèõ ïðîñòîðàõ òèïó Ãåëüäåðà. Òåõíiêà åâîëþöié-

íèõ îïåðàòîðiâ, ðîçâèíåíà ó ïðàöi Õ. Àìàííà [154], äîçâîëÿ¹ óçàãàëüíþâàòè

äåÿêi ðåçóëüòàòè ïðî çáóðåííÿ íà âèïàäîê íåàâòîíîìíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷.

Âiäçíà÷èìî, ùî â ïðàöi Ï. Ãðiâàðà i Ã. Ãåéìîíòà [195] óìîâè ïàðàáîëi÷-

íîñòi Àãìîíà óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé, ùî ñòâîðþ¹

ìîæëèâiñòü äîñëiäæóâàòè òàêîæ çáóðåííÿ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëü-

íèõ ðiâíÿíü â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ, ïîäiáíî ÿê öå çðîáëåíî ó äèñåðòàöi¨

äëÿ îáëàñòåé îáìåæåíèõ. Â ïðàöi À. Ëóíàðäi [233] âèêëàäåíî óìîâè ïàðàáî-

ëi÷íîñòi Àãìîíà äëÿ ïðîñòîðiâ òèïó Ãåëüäåðà, à òàêîæ äëÿ ïðîñòîðiâ òèïó L1

òà L∞ , ùî íå áóëî ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü äèñåðòàöiéíî¨ ïðàöi i ùî çàëèøà¹

ìîæëèâiñòü ïåðåíåñåííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ íà öi ñêëàäíi âèïàäêè.

Çàïðîïîíîâàíi ó äèñåðòàöi¨ ìåòîäè äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi, ïðÿìèõ òà
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îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè äàþòü ìîæ-

ëèâiñòü çíàõîäèòè äîñòàòíi óìîâè ¨õ ðîçâ'ÿçíîñòi ïðè íîâèõ ëiíiéíèõ òà íåëi-

íiéíèõ çáóðåííÿõ.

1.2 Äîïîìiæíi ïîíÿòòÿ òà ôàêòè

Íàâåäåíî îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó äèñåðòàöiéíié ïðàöi,

îñíîâíi äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ i òåîðåìè. Âèêîðèñòàíî îçíà÷åííÿ òà âiäîìi

ôàêòè, çîêðåìà, iç [16, 43, 50, 52, 140, 141].

1.2.1 Iíäóêòèâíi òà ïðîåêòèâíi ãðàíèöi áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

Ëiíiéíèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið E íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî îïóêëèì, ÿêùî

âií ìà¹ ôóíäàìåíòàëüíó ñèñòåìó îïóêëèõ îêîëiâ íóëÿ, òîáòî òàêó ìíîæèíó

Γ = {V γ} îêîëiâ íóëÿ, ùî äîâiëüíèé îêië íóëÿ ìiñòèòü îêië iç ñèñòåìè Γ .

Öié ñèñòåìi îêîëiâ âiäïîâiäà¹ ñiì'ÿ ïiâíîðì. ßêùî íà ëiíiéíîìó ïðîñòî-

ði çàäàíà ñiì'ÿ Γ ïiâíîðì pγ(x) , òî íà öüîìó ïðîñòîði ìîæíà âèçíà÷èòè

ëîêàëüíî-îïóêëó òîïîëîãiþ, ïðèéìàþ÷è çà áàçó îêîëiâ íóëÿ ñiì'þ âñiõ àáñî-

ëþòíî îïóêëèõ ìíîæèí, âèçíà÷åíèõ ñïiââiäíîøåííÿìè max
1≤i≤n

pγi(x) < ε ïðè

äîâiëüíèõ íàòóðàëüíèõ n , ε > 0 , pγi ∈ Γ .

Êîæíà ëîêàëüíî îïóêëà òîïîëîãiÿ â ëiíiéíié ñèñòåìi ìîæå áóòè çàäàíà

òàêèì ñïîñîáîì çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ïiâíîðì.

Ó [16, c. 53-54] îïèñàíi äâi êîíñòðóêöi¨, ÿê âèõîäÿ÷è iç çàäàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi

ëîêàëüíî-îïóêëèõ ïðîñòîðiâ, óòâîðèòè iíøèé ëîêàëüíî-îïóêëèé ïðîñòið.

Íåõàé {Eµ}µ∈J (µ ïðîáiãà¹ äåÿêó âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó iíäåêñiâ J ) �

ñiì'ÿ ëîêàëüíî-îïóêëèõ ïðîñòîðiâ Eµ . Ââàæà¹ìî, ùî Eµ2
⊂ Eµ1

ïðè µ1 <

µ2 i âêëàäåííÿ íåïåðåðâíå. Óòâîðèìî âåêòîðíèé ïðîñòið Epr =
⋂
µ∈J Eµ iç

òàêîþ òîïîëîãi¹þ: çà âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó îêîëiâ íóëÿ ïðèéìà¹ìî ñèñòåìó

óñiõ ìíîæèí Vµ(0) ∩ Epr , µ ∈ J , äå {Vµ(0)}� áàçà îêîëiâ íóëÿ â Eµ . Òàêèé
òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Epr ¹ ëîêàëüíî-îïóêëèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì i íà-

çèâà¹òüñÿ ïðîåêòèâíîþ ãðàíèöåþ ñiì'¨ {Eµ}µ∈J : Epr = limprEµ .
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Çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ fµ ∈ Epr äî f ∈ Epr åêâiâàëåíòíà çáiæ-
íîñòi fµ äî f ó êîæíîìó Eµ . Îáìåæåíiñòü ìíîæèíè S ó Epr îçíà÷à¹ ¨¨

îáìåæåíiñòü ó êîæíîìó Eµ .
Íåõàé òåïåð {Eµ}µ∈J � òàêà ñiì'ÿ ëîêàëüíî-îïóêëèõ ïðîñòîðiâ Eµ , ùî

Eµ1
⊂ Eµ2

ïðè µ1 < µ2 i âêëàäåííÿ íåïåðåðâíå. Óòâîðèìî âåêòîðíèé ïðîñòið

Eind =
⋃
µ∈J Eµ iç òàêîþ òîïîëîãi¹þ: çà âèçíà÷àëüíó ñèñòåìó îêîëiâ íóëÿ ïðè-

éìà¹ìî ñèñòåìó óñiõ ìíîæèí
⋃
Vµ(0) , µ ∈ J , äå {Vµ(0)}� òàêà áàçà îêîëiâ

íóëÿ â Eµ , ùî Vµ1
(0) ⊂ Vµ2

(0) ïðè µ1 < µ2 i âêëàäåííÿ íåïåðåðâíå. Òà-

êèé òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið Epr ¹ ëîêàëüíî-îïóêëèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì i

íàçèâà¹òüñÿ iíäóêòèâíîþ ãðàíèöåþ ñiì'¨ {Eµ}µ∈J : Eind = limindEµ .
Çàóâàæèìî, ùî E ′ind =

⋂
E ′µ, E ′pr =

⋃
E ′µ. Äëÿ ñiì'¨ ðåôëåêñèâíèõ ùiëü-

íî (àáî êîìïàêòíî) âêëàäåíèõ îäèí â iíøèé áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ â ñèëüíié

òîïîëîãi¨ òàêîæ E ′ind = limprµ∈JE ′µ , E ′pr = limindµ∈JE ′µ.
Íåõàé U, V � çàìêíåíi àáñîëþòíî îïóêëi îêîëè íóëÿ ëîêàëüíî îïóêëîãî òî-

ïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó E , pU(x) , pV (x)� âiäïîâiäíi ïiâíîðìè, MU = {x ∈ E :

pU(x) = 0} . ßêùî ó ôàêòîð-ñèñòåìi E/MU ââåñòè íîðìó ||X|| = inf
x∈X

pU(x),

òî îäåðæó¹ìî íîðìîâàíèé ïðîñòið, ÿêèé ïîçíà÷èìî ÷åðåç EU . Òàê iç êîæíèì

ëîêàëüíî îïóêëèì òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì E çâ'ÿçó¹òüñÿ ñèñòåìà íîðìîâà-

íèõ ïðîñòîðiâ EU . ßêùî V ⊂ U , òî pU(x) ≤ pV (x) i ||XU ||EU ≤ ||XV ||EV .

1.2.2 Ôóíêöi¨ â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ

Íåõàé X � áàíàõiâ ïðîñòið. Ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöi¨ (âåêòîð-ôóíêöi¨) f(t)(
t ∈ [a, b] , −∞ < a < b <∞

)
, çíà÷åííÿìè ÿêèõ ¹ åëåìåíòè ïðîñòîðó X .

Ïîçíà÷èìî [52, 1.3] ÷åðåç Lp
(
[a, b];X

)
� ïðîñòið (êëàñiâ) ôóíêöié f çi çíà-

÷åííÿìè â X , iíòåãðîâíèõ íà [a, b] (âiäíîñíî ìiðè Ëåáåãà dt íà âiäðiçêó

[a, b] ) i òàêèõ, ùî
( ∫ b

a ‖f(t)‖pXdt
) 1
p

= ‖f‖Lp(a,b;X) <∞.
Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiéîâíîþ (ñèëüíî äèôåðåíöiéîâíîþ) â

òî÷öi t0 , ÿêùî [16, c. 21] iñíó¹ òàêèé åëåìåíò f ′(t0) ∈ X , ùî∥∥∥∥f(t0+∆t)−f(t0)
∆t − f ′(t0)

∥∥∥∥
X

→ 0 ïðè ∆t→ 0 .
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Åëåìåíò f ′(t0) íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi t0 . ßêùî f äèôå-

ðåíöiéîâíà â êîæíié òî÷öi âiäðiçêà [a, b] i ïðè öüîìó ôóíêöiÿ f ′ íåïåðåðâíà,

òî f íàçèâà¹òüñÿ íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíîþ íà [a, b] .

×åðåç C
(
[a, b];X

)
= C0

(
[a, b];X

)
ïîçíà÷àþòü ïðîñòið ôóíêöié f , íåïå-

ðåðâíèõ ç [a, b] â X ç íîðìîþ ‖f‖C(a,b;X) = supt∈[a,b] ‖f(t)‖X i àíàëîãi÷íî ÷å-

ðåç C1
(
[a, b];X

)
� ïðîñòið ôóíêöié f , íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ç [a, b]

â X ç íîðìîþ ‖f‖C(a,b;X) = supt∈[a,b]

{
‖f(t)‖X , ‖f ′(t)‖X

}
.

Íåõàé Ω � îáëàñòü êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè. Ðîçãëÿäà¹ìî ôóíêöiþ f(z) (z ∈
Ω) , ùî íàáóâà¹ çíà÷åíü â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X . Åëåìåíò f ′(z0) íàçèâà¹-

òüñÿ ñèëüíîþ ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ f â òî÷öi z0 , ÿêùî∥∥∥f(z0 + ∆z)− f(z0)

∆z
− f ′(z0)

∥∥∥
X
→ 0 ïðè ∆z → 0.

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ (ñèëüíî) â îáëàñòi Ω , ÿêùî âîíà â

êîæíié òî÷öi öi¹¨ îáëàñòi ìà¹ ïîõiäíó, ñëàáî àíàëiòè÷íîþ, ÿêùî [16, c.22] äëÿ

äîâiëüíîãî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó h íà X ôóíêöiÿ (h, f)(z)

àíàëiòè÷íà â Ω . Ñëàáà i ñèëüíà àíàëiòè÷íiñòü ñïiâïàäàþòü [16, c. 22].

Äëÿ ëîêàëüíî âèïóêëèõ ïðîñòîðiâ V òà F ÷åðåç L(V, F ) ïîçíà÷àþòü

ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü V â F .

Ôóíêöiþ A(t) , çàäàíó â îáëàñòi Ω êîìïëåêñíî¨ ïëîùèíè, ùî íàáóâà¹ çíà-

÷åíü â áàíàõîâîìó ïðîñòîði L(X,X) = L(X) ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðà-

æåíü ç X â X íàçèâàþòü [16, c. 27] îïåðàòîðíîçíà÷íîþ ôóíêöi¹þ (îïåðàòîð-

ôóíêöi¹þ) â X . Äëÿ òàêèõ "ôóíêöié" ðîçðiçíÿþòü ðiâíîìiðíó, ñèëüíó i ñëàáó

íåïåðåðâíiñòü.

Ïiä ðiâíîìiðíîþ íåïåðåðâíiñòþ (äèôåðåíöiéîâíiñòþ) ðîçóìiþòü íåïåðåðâ-

íiñòü (äèôåðåíöiéîâíiñòü) A(t) ÿê ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðî-

ñòîði Y = L(X) . Ñèëüíà íåïåðåðâíiñòü (äèôåðåíöiéîâíiñòü) îçíà÷à¹ íåïå-

ðåðâíiñòü (äèôåðåíöiéîâíiñòü) A(t)f ÿê ôóíêöi¨ çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó

ïðîñòîði X äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ X . Ñëàáà íåïåðåðâíiñòü (äèôåðåíöiéîâíiñòü)

îçíà÷à¹ ñëàáó íåïåðåðâíiñòü (äèôåðåíöiéîâíiñòü) A(t)f ÿê ôóíêöi¨ çi çíà÷å-

ííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði X äëÿ äîâiëüíî¨ f ∈ X . Iç ðiâíîìiðíî¨ íåïå-
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ðåðâíîñòi (äèôåðåíöiéîâíîñòi) âèïëèâà¹ ñèëüíà, à iç ñèëüíî¨ � ñëàáà. Âñi òðè

âèäè àíàëiòè÷íîñòi åêâiâàëåíòíi.

1.2.3 Ïiâãðóïè òà ¨õ ãåíåðàòîðè

Íåõàé (V0, ‖ · ‖) � êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið, L(V0) � àëãåáðà âñiõ

îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ T íàä V0 iç îäèíè÷íèì îïåðàòîðîì E00 :

V0 → V0 òà ðiâíîìiðíîþ îïåðàòîðíîþ íîðìîþ ‖T‖ = sup‖u‖=1 ‖Tu‖ .

Îçíà÷åííÿ 1.1. ([43, 5.2]) Íåõàé A � çàìêíåíèé îïåðàòîð ó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði V0 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) := V1 , òîáòî, A : V1 → V0 ,

E10 : V1 ⊂ V0 � âiäïîâiäíèé îïåðàòîð âêëàäåííÿ. Îïåðàòîð R(λ,A) =

E10(λE10−A)−1 àáî Rλ(A) íàçèâà¹òüñÿ ðåçîëüâåíòîþ îïåðàòîðà A â òî÷öi

λ . Ìíîæèíà òèõ λ , äëÿ ÿêèõ Rλ(A) iñíó¹, íàçèâà¹òüñÿ ðåçîëüâåíòíîþ ìíî-

æèíîþ îïåðàòîðà A i ïîçíà÷à¹òüñÿ %(A) , à ¨¨ äîïîâíåííÿ σ(A) � ñïåêòðîì

îïåðàòîðà A . Ó òî÷êàõ λ ∈ %(A) îáåðíåíèé îïåðàòîð (λE10 − A)−1 äi¹ iç

ïðîñòîðó V0 íà ïðîñòið V1 .

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ñiì'ÿ {T (t)t≥0} åëåìåíòiâ iç L(V0) íàçèâà¹òüñÿ îäíîïàðà-

ìåòðè÷íîþ ïiâãðóïîþ îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ â V0 , ÿêùî

T (t+ τ) = T (t)T (τ), t, τ > 0, T (0) = E00.

ßêùî, êðiì òîãî, ôóíêöiÿ t → T (t) ¹ íåïåðåðâíà â ñèëüíié îïåðàòîð-

íié òîïîëîãi¨ íà L(V0) , òîáòî ôóíêöiÿ t → T (t)u ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0,∞)

äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ V0

(
s − lim

t→τ
T (t)u = T (τ)u äëÿ äîâiëüíîãî u ∈ V0

)
, òî

{T (t)t≥0} íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî íåïåðåðâíîþ ïiâãðóïîþ àáî C0 � ïiâãðóïîþ.

ßêùî ‖T (t)‖ ≤ 1 , t ≥ 0 , òî öÿ ïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ñòèñêóþ÷îþ.

Âñi C0 � ïiâãðóïè ¹ â ïåâíîìó ñåíñi "åêñïîíåíòàìè" T (t) = etA îïåðàòîðiâ

äåÿêîãî êëàñó.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Îäíîïàðàìåòðè÷íà ïiâãðóïà {Tt} êëàñó (C0) íàçèâà¹òüñÿ

îäíîïàðàìåòðè÷íîþ ãðóïîþ êëàñó (C0) , ÿêùî {Tt} âèçíà÷åíà äëÿ âñiõ t ∈ R
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òà T−t = T−1
t i

lim
t→0

Ttx = x ∀ x ∈ V0.

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íåõàé A � ëiíiéíèé îïåðàòîð â áàíàõîâîìó ïðîñòîði V0 ç

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) =

{
u ∈ V0 : iñíó¹ lim

t→0

T (t)u−u
t

}
. Äëÿ u ∈ D(A)

âèçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé îïåðàòîð Au = lim
t→0

T (t)u−u
t . Îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ ií-

ôiíiòåçiìàëüíèì ãåíåðàòîðîì (ãåíåðàòîðîì) ïiâãðóïè T (t) . Êàæóòü òàêîæ,

ùî îïåðàòîð A ïîðîäæó¹ ïiâãðóïó T (t) , öå çàïèñóþòü òàê T (t) = etA.

Âiäîìî, ùî äëÿ C0 � ïiâãðóïè iñíó¹ íåòðèâiàëüíèé iíôiíiòåçiìàëüíèé

ãåíåðàòîð A . Îïåðàòîð A âçàãàëi êàæó÷è íåîáìåæåíèé. Âií îáìåæåíèé

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ïiâãðóïà ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ, òîáòî ôóíêöiÿ

[0,∞) 3 t → T (t) ∈ L(V0) ¹ íåïåðåðâíîþ âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ îïåðàòîð-

íî¨ íîðìè. Ïiäïðîñòið D(A) ¹ ùiëüíèì â V0 , îïåðàòîð A : D(A) → V0 ¹

çàìêíåíèì. Ìíîæèíà D(A) ¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî T (t) i

AT (t)u = T (t)Au, u ∈ D(A), t ≥ 0.

Äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà u ∈ D(A) âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

u(t) = T (t)u , t ≥ 0 .

Ôóíêöiÿ u(t) äèôåðåíöiéîâíà íà [0,∞) i ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì àáñòðàêòíî¨

çàäà÷i Êîøi
du(t)

dt
= Au(t), u(0) = u, t ≥ 0.

Òàê ùî ïiâãðóïà ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ñâî¨ì iíôiíiòåçiìàëüíèì ãåíåðàòîðîì.

Òåîðåìà 1.1. (Õiëëå-Iîñiäè) [141, c. 133]. Çàìêíåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð A

íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði ïîðîäæó¹ C0 -ïiâãðóïó T (t) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

1) iñíó¹ ÷èñëî r ∈ R òàêå, ùî (r,∞) ⊂ %(A) ;

2) ‖R(λ,A)‖ ≤ const
(Reλ−r)n äëÿ âñiõ Reλ > r , n ∈ N

ßêùî A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè öi¹¨ òåîðåìè, òî âñÿ âiäêðèòà ïiâïëîùèíà

Reλ > r íàëåæèòü %(A) i ðåçîëüâåíòà çíàõîäèòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà
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âiä ïiâãðóïè

R(λ,A)u =

∫ ∞
0

e−λtT (t)u dt, u ∈ V0, Reλ > r.

Îçíà÷åííÿ 1.5. C0 -ïiâãðóïà {T (t)}t>0 îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ â

V0 íàçèâà¹òüñÿ àíàëiòè÷íîþ ç êóòîì àíàëiòè÷íîñòi θ ∈ (0, π/2] , ÿêùî

îïåðàòîð-ôóíêöiÿ T (·) âèçíà÷åíà â ñåêòîði Sθ = {z : |arg z| < θ} i ìà¹

òàêi âëàñòèâîñòi:

1) T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), ∀z1, z2 ∈ Sθ ;
2) T (z)u ¹ àíàëiòè÷íîþ â Sθ, ∀u ∈ V0 ;

3) ‖T (z)u − u‖V0
→ 0 ïðè z → 0 ó áóäü-ÿêîìó çàìêíåíîìó ïiäñåêòîði

ñåêòîðà Sθ äëÿ êîæíîãî u ∈ V0 .

ßêùî, êðiì òîãî, ñiì'ÿ T (z) îáìåæåíà íà êîæíîìó ñåêòîði Sψ iç

ψ < θ , òî ïiâãðóïà {T (t)}t>0 íàçèâà¹òüñÿ îáìåæåíîþ àíàëiòè÷íîþ ç êó-

òîì θ .

1.2.4 Ôóíêöi¨ âiä îïåðàòîðiâ

Íåõàé A� îáìåæåíèé îïåðàòîð íà ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, f(z) � àíàëi-

òè÷íà ôóíêöiÿ â äåÿêîìó îêîëi ñïåêòðà σ(A) îïåðàòîðà A . Òîäi âèçíà÷åíî

îïåðàòîð [16]

f(A) = − 1

2πi

∫
Γ

f(z)Rz(A)dz,

äå Rz(A) � ðåçîëüâåíòà îïåðàòîðà A , Γ � êîíòóð iç ñêií÷åíî¨ êiëüêîñòi ãëàä-

êèõ æîðäàíîâèõ êðèâèõ â îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ f(z) i ÿêèé îáõîäèòü

ó äîäàòíîìó íàïðÿìi ñïåêòð îïåðàòîðà A . Öåé iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä âè-

áîðó êîíòóðó Γ .

Ôîðìóëà çàäà¹ îïåðàöiéíå (ôóíêöiîíàëüíå) ÷èñëåííÿ îáìåæåíèõ îïåðàòî-

ðiâ íà êëàñi F(A) àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f(z) â îêîëi ñïåêòðà σ(A) îïåðàòîðà

A â òîìó ñåíñi, ùî ÿêùî f(z) , g(z) íàëåæàòü äî êëàñó F(A) , β, β ∈ C , òî

βf + βg ∈ F(A) , fg ∈ F(A) òà

(αf + βg)(A) = αf(A) + βg(A) ,

(fg)(A) = f(A)g(A) ,
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f(A) = I ( I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð) äëÿ f(z) ≡ 1 ,

f(A) = A äëÿ f(z) ≡ z . Äëÿ f ∈ F(A) ñïðàâäæó¹òüñÿ òåîðåìà ïðî

âiäîáðàæåííÿ ñïåêòðiâ: σ(f(A)) = f(σ(A)) .

Ñàìå òàê, íà áàçi iíòåãðàëüíî¨ òåîðåìè Êîøi Ô. Ðiññ òà Í. Äàíôîðä ïîáó-

äóâàëè ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íàä áàíàõîâèìè ïðî-

ñòîðàìè â êëàñi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié. Ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ íåîáìåæåíèõ

ñåêòîðiàëüíèõ îïèñàíî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Éîãî âëàñòèâîñòi òà çàñòîñóâà-

ííÿ äî çàäà÷i Êîøi ¹ ïðåäìåòîì äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè.

1.2.5 Ðåãóëÿðíà åëiïòè÷íà êðàéîâà çàäà÷à

Íåõàé Ω � îáëàñòü â Rn ç ìåæåþ ∂Ω .

Îçíà÷åííÿ 1.6. Îáìåæåíà îáëàñòü Ω ⊂ Rn íàçèâà¹òüñÿ (äèâ. [140, 3.2.1])

îáëàñòþ êëàñó Cm , äå m ∈ N , ÿêùî iñíó¹ òàêèé ñêií÷åííèé íàáið âiäêðèòèõ

êóëü Kj , j = 1, . . . , N , ùî ∂Ω ⊂
⋃N
j=1Kj , Kj

⋂
∂Ω 6= Ø , i òàêi m ðàçiâ

äèôåðåíöiéîâíi äiéñíi âåêòîð-ôóíêöi¨ f (j)(x) = (f j1 (x), . . . , f jn(x)) , âèçíà÷å-

íi â K̄j , ùî y = f j(x) ¹ âçà¹ìîîäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ êóëi Kj íà äåÿêó

îáìåæåíó îáëàñòü â Rn , ïðè÷îìó îáðàç ìíîæèíè Kj

⋂
∂Ω ¹ ÷àñòèíîþ ãiïåð-

ïëîùèíè
{
y : y ∈ Rn, yn = 0

}
, à îáðàç ìíîæèíè Kj

⋂
Ω � îäíîçâ'ÿçíîþ

îáëàñòþ â ïiâïðîñòîði Rn
+ , êðiì òîãî, ∂(f

(j)
1 ,...,f

(j)
n )

∂(x1,...,xn) 6= 0 äëÿ x ∈ Kj .

Îçíà÷åííÿ 1.7. [140,5.2]. Äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, çàäàíèé ðiâíiñòþ

L(x,D)u =
∑
|α|≤2m

aα(x)Dαu, aα ∈ C∞(Ω̄) (1.2)

íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íèì â Ω , ÿêùî

a(x, ξ) =
∑
|α|=2m

aα(x)ξα 6= 0 äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn \ {0} òà âñiõ x ∈ Ω, (1.3)

íàçèâà¹òüñÿ âëàñíå åëiïòè÷íèì, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.3) i ÿêùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ïàðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ξ ∈ Rn , η ∈ Rn i äëÿ äîâiëüíîãî

x ∈ Ω̄ ìíîãî÷ëåí a(x, ξ + τη) êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ τ ìà¹ ðiâíî m êîðåíiâ

τ+
k (x, ξ, η) ç äîäàòíüîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ, à îòæå, ðiâíî m êîðåíiâ τ−k (x, ξ, η)
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ç âiä'¹ìíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ (ïðè n ≥ 3 ïîðÿäîê åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà

çàâæäè ïàðíèé), íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî åëiïòè÷íèì â Ω (â Ω̄ ), ÿêùî iñíó¹

òàêà ñòàëà c > 0 , ùî∣∣∣ ∑
|α|=2m

aα(x)ξα
∣∣∣ ≥ c|ξ|2m äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn \ {0} òà âñiõ x ∈ Ω, (1.4)

íàçèâà¹òüñÿ ñèëüíî åëiïòè÷íèì [272], ÿêùî

Re a(x, ξ) 6= 0 äëÿ âñiõ x ∈ Ω̄, ξ ∈ Rn \ {0}.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çãàäàíèõ ïðèïóùåííÿõ íà îáëàñòü Ω óìîâè (1.3) i (1.4)

çáiãàþòüñÿ äëÿ x ∈ Ω . ßêùî êîåôiöi¹íòè aα ïðè |α| = 2m äiéñíi, òî êîæíèé

åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç ¹ ñèëüíî åëiïòè÷íèì. Ñèëüíî åëiïòè÷íèé

äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç çàâæäè ¹ âëàñíå åëiïòè÷íèì.

Íåõàé íà ∂Ω , çàäàíi äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè

(Bju)(x) = Bj(x,D)u =
∑
|α|≤kj

bj,α(x)Dαu(x), bj,α ∈ C∞(∂Ω), (1.5)

j = 1, . . . ,m (ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê îáìåæåíèõ îáëàñòåé). Òóò i äàëi ÷åðåç

C∞(∂Ω) ïîçíà÷à¹ìî ìíîæèíó âñiõ íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ êîìïëåêñíî-

çíà÷íèõ ôóíêöié íà ∂Ω .

Îçíà÷åííÿ 1.8. [140, 5.2]. Íàáið {Bj}mj=1 íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ ñèñòåìîþ

êðàéîâèõ óìîâ, ÿêùî 0 ≤ k1 < · · · < km < 2m i äëÿ äîâiëüíîãî íîðìàëüíîãî

äî ∂Ω âåêòîðà νx, x ∈ ∂Ω âèêîíàíi óìîâè

bj(x, νx) :=
∑
|α|=kj

bj,α(x)ναx 6= 0, j = 1, . . . ,m. (1.6)

Îçíà÷åííÿ 1.9. [140, 5.2] Íåõàé L(x,D) � âëàñíå åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëü-

íèé âèðàç â Ω . Íàáið {Bj}mj=1 íàçèâà¹òüñÿ äîïîâíþþ÷îþ ñèñòåìîþ ïî âiä-

íîøåííþ äî L(x,D) (íàêðèâà¹ L(x,D) , çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëîïàòèíñüêîãî

[54]), ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ ∂Ω , âiäïîâiäíîãî íîðìàëüíîãî âåêòîðà

νx , äîâiëüíîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà ξx 6= 0 äî ∂Ω â öié òî÷öi ìíîãî÷ëåíè

bj(x, ξx + τνx) =
∑
|α|=kj

bj,α(x)(ξx + τνx)
α (1.7)
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çìiííî¨ τ ëiíiéíî íåçàëåæíi çà ìîäóëåì ìíîãî÷ëåíà a+(x, ξx, νx, τ) =

Πm
k=1(τ − τ+

k ) , òîáòî ðiâíiñòü

m∑
j=1

cjbj(x, ξx + τνx) = P (τ)a+(x, ξx, νx, τ),

äå c1, . . . , cm � êîìïëåêñíi ÷èñëà, à P � ìíîãî÷ëåí, âèêîíóþòüñÿ òîòîæíî

çà τ ëèøå ó âèïàäêó c1 = · · · = cm = 0 . Çàóâàæèìî, ùî çàìiíà ìíîãî÷ëåíà

a+(x, ξx, νx, τ) íà a−(x, ξx, νx, τ) = Πm
k=1(τ − τ−k ) íå äà¹ íi÷îãî íîâîãî.

Îçíà÷åííÿ 1.10. [140,5.2] Íàáið ç äèôåðåíöiàëüíîãî âèðàçó (1.2) òà êðàéî-

âèõ âèðàçiâ (1.5) íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíî åëiïòè÷íèì, ÿêùî

1) L(x,D) ¹ âëàñíå åëiïòè÷íèì;

2) íàáið {Bj}mj=1 óòâîðþ¹ íîðìàëüíó ñèñòåìó;

3) íàáið {Bj}mj=1 óòâîðþ¹ äîïîâíþþ÷ó ùîäî L(x,D) ñèñòåìó.

Çîêðåìà, ÿêùî âåêòîðè µx êëàñó C∞ íà ∂Ω çi çíà÷åííÿìè â Rn íå äî-

òèêàþòüñÿ äî ∂Ω , k � ôiêñîâàíå ÷èñëî, k = 0, 1, . . . ,m ,

Bju =
∂k+j−1

∂µk+j−i
x

+
∑

|α|<k+j−1

bj,α(x)Dαu, bj,α ∈ C∞(∂Ω),

òî íàáið L,B1, . . . , Bm ¹ ðåãóëÿðíî åëiïòè÷íèì. Ââåäåíà ùîéíî ñèñòåìà

{Bj}mj=1 ïðè k = 0 òà µx = νx íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìîþ Äiðiõëå. Çàäà÷à

L(x,D)u(x) = f(x), x ∈ Ω, Bj u∣∣ ∂Ω
= gj, j = 1, . . . ,m, (1.8)

ó ÿêié íàáið L,B1, . . . , Bm ðåãóëÿðíî åëiïòè÷íèé, íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿð-

íîþ åëiïòè÷íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ. Öþ çàäà÷ó ùå iíîäi çàïèñóþòü òàê(
L(x,D), {Bj(x,D)mj=1},Ω

)
.

Îäèí ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî ðåãóëÿðíi åëiïòè÷íi êðàéîâi çàäà÷i � àïði-

îðíi îöiíêè ðîçâ'ÿçêó. Îöiíêè âèãëÿäó

‖u‖Ct+2m(Ω) ∼ ‖Au‖Ct(Ω) + ‖u‖C0(Ω) +
m∑
j=1

‖Bj‖C2m+t−kj (∂Ω)

äëÿ íåöiëèõ t > 0 òà u ∈ C2m+t(Ω) âïåðøå áóëè îäåðæàíi Øàóäåðîì, à ïîòiì

ïîêðàùóâàëèñü òà óçàãàëüíþâàëèñü Ñ. Àãìîíîì, À. Äóãëiñîì, Ë. Íiðåíáåðãîì
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[152], ó ïðàöÿõ Ë. Õåðìàíäåðà [145], Ì. Øåõòåðà [265], [267], Æ. Ïiòðå [247],

[248], Ï. Å. Ñîáîë¹âñüêîãî [134], Æ.-Ë. Ëiîíñà, Å. Ìàäæåíåñà [213], Þ. Áå-

ðåçàíñüêîãî [3], [4], ß. Ðîéòáåðãà [131], Õ. Òðèáåëÿ [140], Ë. Âîë¹âi÷à òà

Á. Ïàíåÿõà, Â. Ìèõàéëåöÿ, Î. Ìóðà÷à [113] òà iíøèõ, çîêðåìà, àíàëîãi÷íi

ðåçóëüòàòè îäåðæàíi äëÿ s ∈ R çàìiñòü 2m , à òàêîæ äëÿ ôóíêöiîíàëüíîãî

ïàðàìåòðà ðåãóëÿðíîñòi [113].

Îçíà÷åííÿ 1.11. [140, 5.4.3] Îáìåæåíèé îïåðàòîð A , ùî äi¹ ç îäíîãî áàíà-

õîâîãî ïðîñòîðó â iíøèé, íàçèâà¹òüñÿ Ô-îïåðàòîðîì, òîáòî ôðåäãîëüìîâèì,

ÿêùî éîãî ÿäðî N(A) ìà¹ ñêií÷åííó ðîçìiðíiñòü, à ìíîæèíà çíà÷åíü R(A)

çàìêíåíà i ìà¹ ñêií÷åííó êîðîçìiðíiñòü.

Àãìîíîì âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ ñèëüíî åëiïòè÷íèé äèôå-

ðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïîðîäæó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó.

Òåîðåìà 1.2. (Àãìîíà) [272], [151] Íåõàé L(x,D) � ñèëüíî åëiïòè÷íèé

îïåðàòîð ïîðÿäêó 2m , {Bj(x,D)}mj=1 � íîðìàëüíà ñèñòåìà êðàéîâèõ äè-

ôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, aα ∈ L∞(Ω) äëÿ |α| < 2m , aα ∈ C(Ω̄) äëÿ

|α| = 2m , bj,α ∈ C2m−kj(∂Ω) , j = 1, . . . ,m , ÷èñëî θ0 ∈
(
π
2 , π
)
i òàêå, ùî:

1)
a(x, ξ)

|a(x, ξ)|
6= eiθ äëÿ âñiõ x ∈ Ω , ξ ∈ Rn\{0}, θ ∈ [−θ0, θ0] (äëÿ ñèëüíî

åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà òàêå θ0 iñíó¹);

2) äëÿ äîâiëüíèõ θ ∈ [−θ0, θ0] , òî÷êè x ∈ ∂Ω , âiäïîâiäíîãî íîðìàëüíîãî

âåêòîðà νx , äîâiëüíîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà ξx 6= 0 äî ∂Ω â öié òî÷öi, òàêîãî

λ ∈ C ùî arg λ = θ , ïîëiíîì a(x, ξ+τν)−λ çìiííî¨ τ ìà¹ ðiâíî m êîðåíiâ

τ+
k (ξ, λ) ç äîäàòíüîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ (à îòæå, ðiâíî m êîðåíiâ τ−k (ξ, λ) ç

âiä'¹ìíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ) òà ïîëiíîìè Bj(x, ξ+τν) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíi

çà ìîäóëåì Πm
k=1(τ − τ−k ) .

Òîäi îïåðàòîð A ãåíåðó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó â Lp(Ω) . Çîêðåìà, ÿêùî

ñèñòåìà êðàéîâèõ îïåðàòîðiâ ¹ ñèñòåìîþ Äiðiõëå, òî äëÿ äîâiëüíîãî ñèëüíî

åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà L(x,D) îïåðàòîð A ãåíåðó¹ àíàëiòè÷íó ïiâãðóïó â

Lp(Ω) äëÿ p > 1 .
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Ïðèìiòêà. Äëÿ êðàéîâèõ óìîâ Äiðiõëå óìîâà 1) ó òåîðåìi 1.2 âèïëèâà¹ ç

óìîâè 2). Óìîâà 1) îçíà÷à¹, ùî îïåðàòîð L(x,Dx) − eiθD2m
t åëiïòè÷íèé, à

óìîâà 2) åêâiâàëåíòíà òîìó, ùî ñèñòåìà {Bj} éîãî íàêðèâà¹.
Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî

Ïðèïóùåííÿ (A): L(x,D) =
∑
|γ|≤2m

aγ(x)D γ � ñèëüíî åëiïòè÷íèé ëiíié-

íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, aγ(x) ∈ L∞(Ω), à ïðè |γ| = 2m íåïåðåðâíi â

Ω , (Bju)(x) = Bj(x,D)u =
∑
|α|≤kj

bj,α(x)Dαu(x) , x ∈ ∂Ω � íîðìàëüíà ñèñòåìà

êðàéîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ, bj,α ∈ C2m−kj(∂Ω) , j = 1, . . . ,m .

Ïðèïóùåííÿ (Ag): Íåõàé lω :=
{
reiω ∈ C : r > 0

}
� ïðîìiíü ç êóòîì

ω ∈ [0, 2π] , à ω0 ∈ (π/2, π) � ôiêñîâàíèé êóò. Íåõàé äëÿ áóäü-ÿêîãî êóòà

ω ∈ [−ω0, ω0] òàêîãî, ùî ω0 ∈ (π/2, π) , âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

• a(x, ζ)

|a(x, ζ)|
6= eiω , ∀x ∈ Ω , ζ ∈ Rn\{0} ;

• äëÿ áóäü-ÿêîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà µx òà íîðìàëüíîãî âåêòîðà νx â òî÷öi
x ∈ ∂Ω êîæåí ïîëiíîì C 3 z → a(x, µx + z νx)− λ , äå λ ∈ lω , ìà¹ ðiâíî
m êîðåíiâ z1, . . . , zm ç äîäàòíîþ óÿâíîþ ÷àñòèíîþ i ïîëiíîìè

{bj(x, µx + zνx)}mj=1 ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè çà ìîäóëåì
∏m

j=1(z − zj) .

Ïðèìiòêà. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A) òà (Ag) (Àãìîíà), òî îïåðàòîð,

ïîðîäæåíèé ðåãóëÿðíîþ åëiïòè÷íîþ çàäà÷åþ, ¹ Φ -îïåðàòîðîì, éîãî ñïåêòð

íåïîðîæíèé i ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ çíà÷åíü.

1.2.6 Ïîõiäíi äðîáîâîãî ïîðÿäêó

×åðåç g∗̂ϕ ïîçíà÷à¹ìî îïåðàöiþ çãîðòêè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ g ç îñíîâ-

íîþ ôóíêöi¹þ ϕ ([149], ñ. 111):

(g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x+ ξ)), g ∈ D′(R), ϕ ∈ D(R).

Ôóíêöiîíàë f ∗ g ∈ D′(R), ÿêèé äi¹ çà ïðàâèëîì

(f ∗ g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ) ∀ϕ ∈ D(R),
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íàçèâà¹òüñÿ çãîðòêîþ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié f òà g ([149], ñ. 111).

Çàóâàæèìî, ùî f(x)∗̂ϕ(x) = f(−x)∗̂ϕ(x) ([6], ñ. 80).

Äëÿ f, g ∈ D′(R) , ϕ ∈ D(R) ïðè iñíóâàííi f ∗ g ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

(f ∗ g)∗̂ϕ = f ∗̂(g∗̂ϕ), f ∗̂(g ∗ ϕ) = g ∗ (f ∗̂ϕ).

Âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiþ fλ ∈ D′+(R), ÿêà çàëåæèòü âiä ÷èñëîâîãî ïàðà-

ìåòðà λ i òàêà, ùî

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ)
ïðè λ > 0 òà fλ(t) = f ′1+λ(t) òà λ ≤ 0,

äå θ(t)− ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà, Γ(λ)− ãàììà-ôóíêöiÿ ([6, ñ. 87]). Ïðàâèëüíi

ñïiââiäíîøåííÿ

fλ ∗ fµ = fλ+µ ([6], c. 87), fλ∗̂fµ = fλ+µ ([2, c. 145]).

Ïðè λ > 0 îïåðàòîð çãîðòêè (f−λ∗) â àëãåáði D′+(R) íàçèâàþòü îïåðàòî-

ðîì äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ).

Çàóâàæèìî, ùî

f−β(t) ∗ v(t) = f ′1−β(t) ∗ v(t) = f1−β(t) ∗ v′(t) , v ∈ D′+(R) .

Ðåãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ [9, 29] ïîðÿäêó β ∈ (m−1,m) , m ∈ N ôóíêöi¨

v íàçèâàþòü ôóíêöiþ

Dβ
t v(t) =

1

Γ(m− β)

d

dt

∫ t

0

v
(m)
τ (τ)

(t− τ)m−β
dτ, t ∈ [0, T ].

Ïðè β ∈ (0, 1)

Dβv(t) =
1

Γ(1− β)

d

dt

t∫
0

v(τ)

(t− τ)β
dτ − f1−β(t)v(0).

Âiäçíà÷èìî, ùî

v(β)(t) =
d

dt
f1−β(t) ∗ v(t), Dβ

t v(t) = v(β)(t)− f1−β(t)v(0),(
fβ ∗Dβv

)
(t) = v(t)− v(0), Dβ

(
fβ ∗ v

)
(t) = v(t), t > 0, β > 0.
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1.2.7 Îêðåìi âëàñòèâîñòi H-ôóíêöié Ôîêñà

H-ôóíêöi¹þ Ôîêñà íàçèâà¹òüñÿ [207] ôóíêöiÿ

Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
:= Hm,n

p,q (z) ,

äå

Hm,n
p,q (z) =

∫
C

H(s)z−sds,

H(s) =
Πm
j=1Γ(bj + βjs)Π

n
i=1Γ(1− ai − αis)

Πq
i=n+1Γ(ai + αis)Π

p
j=m+1Γ(1− bj − βjs)

,

z−s = exp[−s(log |z|+ i arg z)], z 6= 0 , i2 = −1 ,

C � áåçìåæíèé êîíòóð, ùî âiäîêðåìëþ¹ ïîëþñè bjl =
−bj−l
βj

, 1 ≤ j ≤ m ,

l = 0, 1, . . . ôóíêöi¨ Γ(bj + βjs) íàëiâî i ïîëþñè aik = 1−ai−k
αi

, 1 ≤ i ≤ n ,

k = 0, 1, . . . ôóíêöi¨ Γ(1 − ai − αis) íàïðàâî (ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî âîíè íå

çáiãàþòüñÿ).

Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ iç [207] äëÿ Hm,n
p,q :

a∗ =
∑n

i=1 αi −
∑p

i=n+1 αi +
∑m

i=1 βi −
∑q

i=m+1 βi ,

∆∗ =
∑q

i=1 βi −
∑p

i=1 αi .

Ïðè ∆∗ > 0 , a∗ ≥ 0 çà òåîðåìîþ 1.1 [207] ôóíêöiÿ Hm,n
p,q (z) iñíó¹ äëÿ âñiõ

z 6= 0 .

Íàâåäåìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi H-ôóíêöié, ÿêi âèêîðèñòîâó¹ìî.

Âëàñòèâiñòü 2.1. H -ôóíêöiÿ ñèìåòðè÷íà íà êîæíié iç ìíîæèí

ïàð: (a1, α1), . . . , (an, αn) ; (an+1, αn+1), . . . , (ap, αp) ; (b1, β1), . . . , (bm, βm) ;

(bm+1, βm+1), . . . , (bq, βq) .

Âëàñòèâiñòü 2.2. Ïðè n ≥ 1 , q ≥ m

Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq−1, βq−1) (a1, α1)

)
=

= Hm,n−1
p−1,q−1

(
z
∣∣∣(a2, α2) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq−1, βq−1)

)
.

Âëàñòèâiñòü 2.3.
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Hm,n
p,q

(
1
z

∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
=

= Hn,m
q,p

(
z
∣∣∣(1− b1, β1) . . . (1− bq, βq)
(1− a1, α1) . . . (1− ap, αp)

)
.

Âëàñòèâiñòü 2.8 (ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ).

Äëÿ ω, c ∈ C , σ > 0 , k = 0, 1, . . .(
d

dz

)k [
zωHm,n

p,q

(
czσ
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)]
=

= zω−kHm,n+1
p+1,q+1

(
czσ
∣∣∣(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (k − ω, σ)

)
=

= (−1)kzω−kHm+1,n
p+1,q+1

(
czσ
∣∣∣ (a1, α1) . . . (ap, αp) (−ω, σ)
(k − ω, σ) (b1, β1) . . . (bq, βq)

)
.

Çà òåîðåìîþ 2.1 iç [207] äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ C , m > 0 òà ïðè âèêîíàííi

óìîâè (1.1.6)

Hm,n
p,q

(
λz
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
=

= λ
b1
β1

∞∑
k=0

1
k!(1− λ

1
β1 )kHm,n

p,q

(
z
∣∣∣ (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1 + kβ1, β1) . . . (bq, βq)

)
.

Çà òåîðåìîþ 2.7 iç [207] ïðî äðîáîâå äèôåðåíöiþâàííÿ H -ôóíêöié Ôîêñà

ïðè a∗ > 0 , σ min
1≤j≤m

[
Re bj
βj

]
+ Reω > −1 , % > 0

f%(z) ∗
[
zωHm,n

p,q

(
zσ
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)]
=

= zω+%Hm,n+1
p+1,q+1

(
zσ
∣∣∣(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (−ω − %, σ)

)
.

1.3 Îñíîâíi íàïðÿìêè òà ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü

Ó â ñ ò ó ï i âêàçàíî íà àêòóàëüíiñòü äîñëiäæåíü äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè,

çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó òà çàäà÷i äî-

ñëiäæåííÿ, âiäçíà÷åíî íàóêîâó íîâèçíó îäåðæàíèõ ó äèñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòiâ,

¨õ ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ òà àïðîáàöiþ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ð î ç ä i ë i 1 íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìîþ äèñåðòàöi¨, ââåäåíî

îñíîâíi ïîíÿòòÿ, ñôîðìóëüîâàíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â
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äèñåðòàöiéíié ïðàöi, âêàçàíî îñíîâíi íàïðÿìêè äîñëiäæåíü òà ñôîðìóëüîâàíî

äåÿêi ç îäåðæàíèõ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Ó ð î ç ä i ë i 2 îïèñàíî âiäîìi òà îäåðæàíî íîâi âëàñòèâîñòi ñåêòîðiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ, ÿêi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Âèäiëåíî

ñïåöiàëüíi êëàñè ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Âñòàíîâëåíî óìîâè íàëåæíîñòi

îïåðàòîðiâ äî òàêèõ êëàñiâ. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

âiä ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íàä ôiêñîâàíîþ ïàðîþ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ.

Ââåäåíà iíòåðïîëÿöiéíà øêàëà ïðîñòîðiâ äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêà

iñòîòíî âèêîðèñòàíà ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Ïîêàçàíî çàñòîñóâàííÿ äî äîñëi-

äæåííÿ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi ç íåîáìåæåíèìè çáóðåííÿìè ñåêòîðiàëüíîãî

îïåðàòîðà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 ââåäåíà àïðîêñèìîâíà àëãåáðà Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ ôóíê-

öié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, âèäiëåíî êëàñ îïåðàòîðiâ iç ñåêòîðiàëüíîþ

âëàñòèâiñòþ íà öié àëãåáði òà ïîáóäîâàíî ãîëîìîðôíå ÷èñëåííÿ îïåðàòîðiâ

òàêîãî êëàñó. Çóïèíèìîñü äåòàëüíiøå íà öèõ ðåçóëüòàòàõ.

Íåõàé (X, ‖ · ‖) áàíàõiâ ïðîñòið iç íîðìîâàíèì ñïðÿæåíèì (X ′, ‖ · ‖) , i
÷åðåç

〈X | X ′〉 = {〈x | ξ〉 : x ∈ X, ξ ∈ X ′}

ïîçíà÷èìî ¨õ äóàëüíó ôîðìó. Íåõàé BX ′ = {ξ ∈ X ′ : ‖ξ‖ < 1} òà B̄X ′ =

{ξ ∈ X ′ : ‖ξ‖ ≤ 1} � âiäïîâiäíî âiäêðèòà é çàìêíåíà îäèíè÷íi äóàëüíi êóëi.

Ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè êîìïëåêñíi ïðîñòîðè.

Íåõàé Pn(X ′) � àëãåáðà âñiõ n -îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà X ′ , �nεX � ïî-

ïîâíåííÿ ñèìåòðè÷íîãî òåíçîðíîãî äîáóòêó �nX ïðîñòîðiâ X ií'¹êòèâíîþ

íîðìîþ

‖x‖�nεX = sup
{∣∣∣∑

j∈N

λj〈ξ | xj〉n
∣∣∣ : ξ ∈ B̄X ′

}
, x =

∑
j∈N

λj(⊗nxj) ∈ �nX,

äå xj ∈ X , λj ∈ C . Ïðîñòið �nεX çáiãà¹òüñÿ ç ïiäïðîñòîðîì ó Pn(X ′) àïðîê-
ñèìîâíèõ n -îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà X ′ , ÿêi *-ñëàáî íåïåðåðâíi íà îáìåæå-

íèõ ìíîæèíàõ i âêëàäåííÿ Pnε (X ′) = �nεX # Pn(X ′) içîìåòðè÷íå. Íåõàé
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Pε(X ′) � àëãåáðà âñiõ àïðîêñèìîâíèõ ïîëiíîìiâ íà X ′ , ÿêi *-ñëàáî íåïåðåðâ-

íi íà îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ iç X ′ . Âîíà ùiëüíà â àïðîêñèìîâíié àëãåáði

Âiíåðà

Wε(BX ′) =
∑
n∈N

Pnε (X ′) =
{
x =

∑
n∈N

dnx

n!
: dnx ∈ Pnε (X ′)

}
.

Äëÿ çàäàíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ {Xı, ‖ · ‖ı}ı=0,1 ç òîòîæíèì âiäîáðàæåí-

íÿì I0 : X0 → X0 i ùiëüíèì âêëàäåííÿì I1 := I0 |X1
: X1 → X0 âèçíà÷åíî

ïàðè Pnı := Pnε (X ′ı) , Wı := Wε(BX ′ı) äëÿ ı = 0, 1, òà òðiéêó Ãåëüôàíäà iç

ùiëüíèìè íåïåðåðâíèìè âêëàäåííÿìè W1 # W0 # W+
0 , äå

W+
0 =

{
x =

∑
n∈N

dnx

n!
: dnx ∈ Pnε (X ′0), ‖x‖W+

0
:=
∑
n∈N

‖dnx‖�nεX0

(n+ 1)!
<∞

}
.

Çà çàäàíèì îïåðàòîðîì A ∈ L(X1, X0) ó ïðîñòîði L(W1,W
+
0 ) âèçíà÷à¹ìî

ìàòðè÷íèé äiàãîíàëüíèé îïåðàòîð

Γ(A) :=

[{
Γ(nA) : n = k

0 : n 6= k

]
n,k∈N

, Γ(nA) :=
n∑
j=1

Γ(njA),

äå Γ(njA) := ⊗j−1I0 ⊗ A⊗n−j I0 íàëåæèòü L(Pn1 ,Pn0 ) .

Íåõàé Λ(ϑ) = {reiϑ ∈ C : r ≥ 0} � ïðîìiíü iç ôiêñîâàíèì ϑ ∈ [0, 2π] òà

Θ(α) = {Λ(ϑ) : ϑ ∈ [−α, α]} ⊂ C � çàìêíåíèé ñåêòîð iç ôiêñîâàíèì α ∈
(π/2, π) . Îïåðàòîð A ∈ L(X1, X0) íàçèâà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì, ÿêùî iñíó¹

ñåêòîð Θ(α) i òàêi ñòàëi δ = δ(A) , Kδ = Kδ(A) ùî

sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1 − A)−1‖L(X0,X1) := Kδ, Θα
δ := Θ(α) \ {λ ∈ C : |λ| < δ} ⊂ %(A).

Ïiäìíîæèíó â L(X1, X0) ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ iç êóòîì Θα
δ ïîçíà÷à¹-

ìî ÷åðåç Θα
δ (X1, X0) . ßêùî A ∈ Θα

δ (X1, X0) , òî σ(A) ⊂ C \ Θα
δ . Ïîäiáíî

âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà ïàðàõ Pnı .
Îçíà÷åííÿ 2.4. Êàæåìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(W1,W

+
0 ) ¹ (ñëàáî) ñåêòî-

ðiàëüíèì, ÿêùî Θα
δ ⊂ %(T ) i

sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1 − T )−1‖L(W1) <∞, äå Iı :=

[{
⊗nIı : n = k

0 : n 6= k

]
n,k∈N

.
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Ïiäìíîæèíó â L(W1,W
+
0 ) îïåðàòîðiâ iç òàêîþ ñåêòîðiàëüíîþ âëàñòèâiñòþ â

êóòi Θα
δ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Θα

δ (W1) . ßêùî T ∈ Θα
δ (W1) , òî σ(T ) ⊂ C \Θα

δ .

Äîâåäåíî, ùî äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà A ìíîæèíà îïåðàòîðiâ Γ(A)

ìà¹ ñåêòîðiàëüíó âëàñòèâiñòü.

Òåîðåìà 2.3 [215]. ßêùî A ∈ Θα
δ (X1, X0) , òî Γ(A) ∈ Θα

γ (W1) i íîðìè

âiäïîâiäíèõ ðåçîëüâåíò ìàþòü íàñòóïíi îöiíêè
sup
λ∈Θα

δ

‖λR(λ,A)‖L(X0) ≤ 1 +Kδ‖A‖L(X1,X0) := Cδ,

sup
λ∈Θα

γ

‖λR[λ,Γ(A)]‖L(W1) ≤ Cδ

iç γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)} , äå Θα
γ ⊂ %[Γ(A)]

⋂
Θα
δ .

Ââåäåíèé ïåâíèé íîðìîâàíèé ïðîñòið ñêàëÿðíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

H(C \ Θα
γ ) = {C \ Θα

γ 3 λ = reϑ 7−→ f(λ) ∈ C}, àíàëiòè÷íèõ ó âiäêðè-

òié ÷àñòèíi C \ Θα
γ , ùî íå ìiñòèòü îäèíèöi. Ó òåîðåìi 2.4 äîâåäåíî, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ A ∈ Θα
δ (X1, X0) i γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)} âiäîáðàæåííÿ

Φ : H(C \Θα
γ ) 3 f −→ f(A) ∈ L(X0),

Γ(Φ) : H(C \Θα
γ ) 3 f −→ f [Γ(A)] ∈ L(W1),

âèçíà÷åíi äëÿ îäíî¨ é òî¨ æ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

f(A) =
1

2πi

∫
∂Θα

γ

f(λ)R(λ,A)dλ,

f [Γ(A)] =
1

2πi

∫
∂Θα

γ

f(λ)R[λ,Γ(A)]dλ,

¹ íåïåðåðâíèìè ãîìîìîðôiçìàìè âiäïîâiäíèõ àëãåáð. Êîíòóðè iíòåãðóâàííÿ

∂Θα
γ äîäàòíî îði¹íòîâàíi ùîäî ñïåêòðiâ i iíòåãðàëè íå çàëåæàòü âiä âèáîðó

êîíòóðiâ òàêîãî âèãëÿäó.

Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ Θω0

δ (X1, X0) íà àëãåáði Âiíåðà W1 âèçíà÷åíà àíàëi-

òè÷íà îïåðàòîðíà ïiâãðóïà ç ãåíåðàòîðîì Γ(A) ,

0 < t 7−→ etΓ(A) ∈ L(W1).

Ôóíêöiÿ u(t) = etΓ(A)u0 , (t ≥ 0) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi íà àëãåáði

Âiíåðà W1 :
du

dt
= Γ(A)u, u(0) = u0 ∈ W1.
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Ó ð î ç ä i ë i 3 âñòàíîâëåíî ðåçóëüòàò ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî àâòîíîìíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç

ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì: ÿêùî çíà÷åííÿ íåîäíîðiäíî¨

÷àñòèíè ðiâíÿííÿ íàëåæàòü êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi, àñîöiéîâà-

íié ç îïåðàòîðîì ðiâíÿííÿ, òî iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi.

Öåé ôàêò ¹ ïåðåíåñåííÿì âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Äà Ïðàòî i Ãðiâàðà, âñòàíîâ-

ëåíîãî äëÿ íåïåðåðâíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë, íà âèïàäîê êîìïëåêñíèõ ií-

òåðïîëÿöiéíèõ øêàë òà ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, à òàêîæ ïðè ëiíiéíèõ

çáóðåííÿõ îïåðàòîðà.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi

Dβ
t u = Au(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = h, (1.9)

ïðè β ∈ (0, 1) òà çàäà÷ó Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

dv(t)

dt
= Av(t) + f(t), t ∈

(
0, T

]
, v(0) = h , (1.10)

äå A � íåîáìåæåíèé çàìêíåíèé ëiíiéíèé ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð âiä'¹ìíîãî

òèïó r(A) (A ∈ A ) ó äåÿêîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði
(
V0, ‖·‖0

)
iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 , ùî ¹ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïåðåðâ-

íî¨ ïiâãðóïè {ΦA(t)}t≥0 íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði V0 .

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îïåðàòîð J ∈ A . ×åðåç Vϑ ïîçíà÷à¹ìî îáëàñòü

âèçíà÷åííÿ äðîáîâîãî ñòåïåíÿ Jϑ (0 < ϑ < 1) iç íîðìîþ ãðàôiêà ‖x‖ϑ :=

‖Jϑx‖0 . Ïðîñòið Vϑ =
[
·, ·
]
ϑ
� ïðîìiæíèé äëÿ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïàðè

{
V0;V1

}
,

ïîðîäæåíèé êîìïëåêñíèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨.

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1.9) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u(t) êëàñó

Cβ,η :=

{
v ∈ C

(
[0, T ];V1+η

)
: Dβ

t v ∈ Cb
(
(0, T ];Vη

)
,

‖u‖Cβ,η = max
{

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t)
∥∥

1+η
, sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβu(t)
∥∥
η

}
<∞

}
,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ çàäà÷i â Vη òà ïî÷àòêîâó óìîâó.

Äîâåäåíà òåîðåìà 3.1 ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 3.1 [57]. Íåõàé çàäàíi îïåðàòîðè A, J ∈ A òà ÷èñëà 0 ≤ η <

ϑ ≤ 1 , f(t) ∈ C
(
[0, T ]; Vϑ

)
, h ∈ Vϑ . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cβ,η
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çàäà÷i (1.9). Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

u(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ) dτ + Sβ,A(t)h

òà iñíóþòü òàêi ñòàëi K > 0 , K1 > 0 , ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

||u||Cβ,η ≤ K max
t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

+K1‖h‖ϑ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 äîñëiäæåíî ëiíiéíi çáóðåííÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà A

íà ïðîìiæíèõ ïðîñòîðàõ áàíàõîâî¨ ïàðè, ïîðîäæåíî¨ öèì îïåðàòîðîì. Äîâå-

äåíî òåîðåìó ïðî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi

Dβ
t u = (A+X)u(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = g,

äå X ∈ L(U, V0) � çáóðþþ÷èé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà A , U � ïðàâèëüíèé

ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè {V0, V1} , çîêðåìà, U = Vθ , θ ∈ (0, 1) .

Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó òàêî¨ çáóðåíî¨ çàäà÷i ñêií÷åííèìè iòåðàöi-

ÿìè ðåçîëüâåíòè íåçáóðåíîãî îïåðàòîðà, ïðè öüîìó áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó

çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà, ÿêùî U = D(X) = Vθ ¹ ïðîìiæíèì ïðîñòîðîì ç ïî-

êàçíèêîì θ ∈ (0, 1) äëÿ ïàðè {V0, V1} . Ðåçóëüòàò îäåðæàíèé íà áàçi âñòàíîâ-
ëåíî¨ àíàëiòè÷íî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêó âiä çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà. Îäåðæàíi

îöiíêè çáiæíîñòi òàêèõ íàáëèæåíü. Âîíè ¹ ç òî÷íiøèìè, íiæ, íàïðèêëàä, ó

[172].

Ó ïiäðîçäiëi 3.3 íàâåäåíi ðåçóëüòàòè çàñòîñîâóþòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà A , çàäàííîãî íà äðîáîâèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöià-

ëiâ. À ñàìå, ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiïòè÷íèì äèôåðåí-

öiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) (1 < p <∞ ) íàä

îáìåæåíîþ îáëàñòþ Ω ⊂ Rn , ÿêèé äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïàðàáîëi÷-

íîñòi Àãìîíà. Ó öüîìó âèïàäêó äîñëiäæóâàíà çàäà÷à Êîøi áóäå êðàéîâîþ

çàäà÷åþ äëÿ íåîäíîðiäíîãî ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ, âèçíà÷åííîãî íà ïiäïðîñòîði V1 = H2m
p,{Bj}(Ω) ôóíêöiéíîãî ïðîñòîðó

áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ V1 = H2m
p (Ω) , ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðîì íîðìàëüíèõ

êðàéîâèõ óìîâ íà ìåæi îáëàñòi ∂Ω .
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Ðîçãëÿíóòî êðàéîâó çàäà÷ó

Dβ
t u= L(x,D)u+ f1−β(t) ∗ f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],
Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ ∂Ω

(1.11)

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn êëàñó C∞ , β ∈ (0, 1] .

Òåîðåìà 3.6 [88] ßêùî 0 ≤ η < θ ≤ 1 , âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (A),

(Ag), íåðiâíîñòi Ñiëi kj < 2mϑ − 1
p , j = 1, . . . ,m , g ∈ H2mθ

p,{Bj}(Ω) , f ∈
C
(

Ω × [0, T ];H2mθ
p,{Bj}(Ω)

)
, òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cβ,η

(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
çàäà÷i (1.11).

Òàêîæ äîâåäåíî [82] îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i ç îïåðàòîðîì A +

X , äå çáóðþþ÷èì ¹ çàäàíèé çàìêíåíèé â Lp(Ω) ëiíiéíèé îïåðàòîð X :

H2mϑ
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω) , íàïðèêëàä, X = (−∆)mϑ, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëà-

ñà. Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çà äîïîìîãîþ iòåðàöié ôóíêöi¨¨ Ãðiíà

íåçáóðåíî¨ çàäà÷i ç òî÷íèìè îöiíêàìè çáiæíîñòi.

Ó ð î ç ä i ë i 4 çíàéäåíî óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëiíiéíèõ îïåðàòîð-

íèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ç ÿäðàìè íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ

øêàëàõ, ïîðîäæåíèõ ñåêòîðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè. Íåõàé Ṽη := V1+η × Vη ,

‖(z, ξ)‖Ṽη = max
{
‖z‖V1+η

, ‖ξ‖Vη
}
, Ṽη,C =

{
(z, ξ) ∈ Ṽη : ‖(z, ξ)‖Ṽη ≤ C

}
�

çàìêíåíà êóëÿ â Ṽη.

Íà Cβ,η âèâ÷åíî íåëiíiéíå iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

v(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ), Dβv(τ)) dτ + h(t), (1.12)

ùîäî ÿêîãî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè.

Ïðèïóùåííÿ (F1): β ∈ (0, 1) , 0 ≤ η < θ ≤ 1 ;

f ∈ Cb
(
(0, T ]× V1+η × Vη; Vϑ

)
; sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z, ξ)‖Vϑ < +∞ ∀(z, ξ) ∈ Ṽη ,

h(t) âèçíà÷åíà íà [0, T ] , h ∈ Cβ,θ.

Ïðèïóùåííÿ (F2): Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , K2 , M2 , q , r ,

C , ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ (z, ξ), (z1, ξ1), (z2, ξ2) ∈ Ṽη,C ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi:

sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z, ξ)‖Vϑ ≤ K1‖z‖qV1+η
+M1‖ξ‖rVη

sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z1, ξ1)− f(t, z2, ξ2)‖Vϑ ≤ K2‖z1 − z2‖q0
V1+η

+M2‖ξ1 − ξ2‖r0
Vη
,
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äå q0 = min{q, 1} , r0 = min{r, 1} .
Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè: 1) q, r ∈ (0, 1) ; 2) q ≥ 1 òà r ≥ 1 .

Òåîðåìà 4.1 [85]. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (F1), (F2). Òîäi iñíó¹

ðîçâ'ÿçîê v ∈ Cβ,η ðiâíÿííÿ (1.12) (ó âèïàäêó 2 v âèçíà÷åíî íà [0, T0] ïðè

äåÿêîìó T0 ∈ (0, T ] ).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ f íå çàëåæèòü âiä òðåòüîãî àðãóìåíòó,

h(t) = Sβ,A(t)h0 , h0 ∈ Vθ , òî ðîçâ'ÿçîê v ∈ C
(
[0, T ]; Vη

)
ðiâíÿííÿ (1.12)

¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñó Cβ,η çàäà÷i Êîøi

Dβv(t) = Av(t) + f1−β(t) ∗ f(t, v(t)), v(0) = h0,

à ïðè β = 1 ðîçâ'ÿçîê v ∈ C
(
[0, T ]; Vη

)
ðiâíÿííÿ (1.12) ¹ ðîçâ'ÿçêîì (êëàñó

C1,η ) çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

v′(t) = Av(t) + f(t, v(t)), v(0) = h0.

Îòîæ, ðåçóëüòàò òåîðåìè 4.1 çàñòîñîâàíî [83] â ïiäðîçäiëi 4.2 (òåîðåìà 4.2)

äî çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 â òåîðåìi 4.3 çíàéäåíî [86] äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ êëà-

ñè÷íèõ çà ÷àñîì çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâ'ÿç-

êiâ íåëiíiéíèõ iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà. Öåé

ðåçóëüòàò çàñòîñîâàíî â ïiäðîçäiëi 4.4 äî êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

Ó ïiäðîçäiëi 4.5 â òåîðåìàõ 4.5, 4.6 îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíî-

ñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çi çáóðåíèì

íà êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì [83], ïîáó-

äîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çáóðåíî¨ çàäà÷i ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ çàäà÷ äëÿ

íåçáóðåíîãî ïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ. Â òåîðåìi 4.7 ðåçóëüòàòè

ïðîiëþñòðîâàíî ó âèïàäêó îïåðàòîðà A , ïîðîäæåíîãî ðåãóëÿðíîþ åëiïòè-

÷íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ, çáóðåíîþ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè [87,

88].

Ó ïðàöÿõ [15, 24, 60, 61, 114�115, 62�63] òà iíøèõ äîñëiäæóâàëèñü óçàãàëü-

íåíi êðàéîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ â îáëàñòi ðîçâ'ÿçêiâ ãiïîåëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü
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iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Äîâåäåíî, ùî òàêi ðîçâ'ÿçêè íàëåæàòü äî âàãîâèõ

ïðîñòîðiâ Ëåáåãà ç âàãàìè ïîðÿäêiâ ñòåïåíiâ âiäñòàíi âiä òî÷êè îáëàñòi äî

ìåæi i ðîçâ'ÿçêè ç ïåâíèõ âàãîâèõ Lp -ïðîñòîðiâ íàáóâàþòü íà ìåæi óçàãàëü-

íåíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü.

Ó ïiäðîçäiëi 4.6 çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè, ïðè ÿêèõ iñíóþòü óçàãàëüíåíi

ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü

çi çáóðåíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ. ßê äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ îïåðàòîðiâ [62, 63],

çíàéäåíî äâà óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü

iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ. Äîâåäåíî òåîðåìó 4.10 ïðî ¨õ ïîðiâíÿííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.7 äîâåäåíî òåîðåìó 4.11 iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó

àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëü-

íåíèõ ôóíêöié.

Ó ð î ç ä i ë i 5 ìåòîä ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ãðiíà ß. Á. Ëîïàòèíñüêîãî,

ðîçâèíåíèé ó ïðàöÿõ Ñ. Ä. Iâàñèøåíà, Ã. Ñ. Ãóïàëî òà Ã. Ï. Ëîïóøàíñüêî¨ ïðè

äîñëiäæåííÿõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè � óçàãàëüíåíèìè ôóíê-

öiÿìè, çàñòîñîâàíî äî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïî-

õiäíèìè çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè. Ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ ó öüîìó ðîçäiëi äåÿêi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó 3 ïîøèðåíî íà çàäà÷ó

Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè âæå â

ãîëîâíié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ. Äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó D′ , S ′ òà âàãîâèõ ïðîñòîðàõ óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié, îòðèìàíî ¨õ çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ âåêòîð-ôóíêöié

Ãðiíà.

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 äîâåäåíî òåîðåìó 5.1 ïðî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü òà çî-

áðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

u
(β)
t + a2(−∆)α/2u = F0(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ], u(x, 0) = u0(x), (1.13)

ç ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëÿ u
(β)
t ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) òà u0 , F iç ïðîñòîðiâ

óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Òóò (−∆)α/2 âèçíà÷åíî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ

Ôóð'¹: F [(−∆))α/2ψ(x)] = |λ|αF [ψ(x)] .
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Ïðèïóùåííÿ (Lα,β) : β ∈ (0, 1), min{n, 2, α} > (n− 1)/2 , α 6= β .

Òåîðåìà 5.1 [64]. Çà ïðèïóùåííÿ (Lα,β ) òà ïðè u0 ∈ E ′(Rn) , F ∈
X ′(Q̄T ) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q̄T ) çàäà÷i (1.13). Âií âèçíà÷åíèé

ôîðìóëîþ

(u, ϕ)QT = (F0, Ĝ0ϕ)QT + (u0, Ĝ1ϕ)QT ∀ϕ ∈ D(Q̄T ).

Òóò (Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T∫
τ

∫
Rn
G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx ,

(Ĝ1ϕ)(y, τ) =
∫
QT

G1(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt , ϕ ∈ D(Q̄T ) ,

(G0(x, t), G1(x, t)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà çàäà÷i, iñíóâàííÿ ÿêî¨ âèâîäèìî ç

ðåçóëüòàòiâ [182].

Âñòàíîâëåíî õàðàêòåð îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó ïðè t = 0 çàëåæíî âiä ïî-

ðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi çàäàíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ â ïî÷àòêîâié óìîâi òà õà-

ðàêòåðó ñòåïåíåâèõ îñîáëèâîñòåé ôóíêöi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.2 äëÿ çàäà÷i Êîøi

Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u = F0(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn, (1.14)

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

ðîçâ'ÿçêó, êëàñè÷íîãî çà ÷àñîâîþ çìiííîþ çi çíà÷åííÿìè â ïîâíié øêàëi

ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Òåîðåìà 5.4 [58]. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β) , 1 < p < 1
β , s ∈ R ,

u0 ∈ Hs+α,p(Rn) , F0(x, t) = f1−β(t) ∗ f(x, t) , f ∈ C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
. Òîäi

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = f(x, t) ∗G1(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT

çàäà÷i (1.14), ïðè÷îìó u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà∥∥u∥∥

Cα,β

(
[0,T ];Hs,p(Rn)

) ≤ b0

∥∥f∥∥
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
) + b1

∥∥u0

∥∥
Hs+αθ,p(Rn)

, (1.15)

äå b0, b1 � äîäàòíi ñòàëi.
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Òåîðåìà 5.5 [58]. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β) , 0 < θ < 1 s ∈ R ,

p > 1 òà p(1− βθ) < 1 , u0 ∈ Hs+α,p(Rn) , F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+αθ,p(Rn)

)
. Òîäi

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = F0(x, t) ∗G0(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT

çàäà÷i (1.14), ïðè÷îìó u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà∥∥u∥∥

Cα,β

(
[0,T ];Hs+α,p(Rn)

) ≤ k0

∥∥F0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+αθ,p(Rn)
) + k1

∥∥u0

∥∥
Hs+α,p(Rn)

,

äå k0 , k1 � äîäàòíi ñòàëi.

Òàêi ðåçóëüòàòè ïîøèðåíî â òåîðåìi 5.6 íà âèïàäîê äàíèõ çi çíà÷åííÿìè â

óòî÷íåíèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ [102], à ó ïiäðîçäiëàõ 5.3

òà 5.4 � íà ðiâíÿííÿ çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì (òåîðåìà 5.7) òà çi çíà÷åííÿìè

â ïðîñòîðàõ S ′ ïîâiëüíî çðîñòàþ÷èõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié (òåîðåìà 5.8).

Ó ïiäðîçäiëi 5.5 òåîðåìà 5.1 ïîøèðåíà íà âèïàäîê β ∈ (1, 2) [89].

Ó ïiäðîçäiëi 5.6 ó òåîðåìi 5.11 ìåòîäîì Ðàäîíà îäåðæàíî [65] îöiíêè ôóí-

äàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

u
(β)
t −

n∑
j=1

bju
(α)
xj

= δ(x, t), (x, t) ∈ Rn+1

ç ÷àñòèííèìè äðîáîâèìè ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëÿ u
(β)
t , u(α)

xj òà ñòàëèìè

êîåôiöi¹íòàìè bj , j = 1, n çà óìîâè
n∑
j=1

bjp
α
j ≥ C0 äëÿ âñiõ p ∈ Rn, |p| = 1 .

Òàê ùî îäåðæàíi âèùå ðåçóëüòàòè ìîæíà ïîøèðèòè íà òàêi ðiâíÿííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 5.7 äîâåäåíî [218] òåîðåìó 5.13 iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi òà îäåð-

æàíî çîáðàæåííÿ çà äîïîìîãîþ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ êðà-

éîâî¨ çàäà÷i äëÿ äèôóçiéíî-õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ â îáìåæåíié îáëàñòi ç äà-

íèìè ç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, çîêðåìà, ç äàíèìè çi çíà÷åííÿìè â

ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ (òåîðåìà 5.14).

Ó ð î ç ä i ë i 6 âèâ÷åíî îáåðíåíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äèôóçiéíî-õâèëüîâèõ

ðiâíÿíü, ÿêi iíøèìè àâòîðàìè äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü íå âèâ÷àëèñü.

Ó ïiäðîçäiëi 6.1 äîâåäåíî [100] iñíóâàííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà, îäíîçíà÷íó

ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i íà âèçíà÷åííÿ ïàðè ôóíêöié a ∈ C[0, T ] , a(t) > 0, t ∈
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[0, T ] òà êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

Dβ
t u− a(t)uxx = F (x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ], β ∈ (0, 2)

ïðè äîäàòêîâié óìîâi (óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ)

a(t)ux(0, t) = F (t), t ∈ [0, T ].

Áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê òàêî¨ çàäà÷i ðîçãëÿíóòî àâòîðîì ó [90].

Ó ïiäðîçäiëi 6.2 â òåîðåìi 6.5 âñòàíîâëåíî [91], ùî ó âèïàäêó óçàãàëüíåíî¨

ôóíêöi¨ F (x, t) = F0(x)g(t) ïðè íåïåðåðâíié g(t) ðîçâ'ÿçîê u(x, t) çàäà÷i ¹

óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, íåïåðåðâíîþ çà çìiííîþ t â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi.

Öåé ðåçóëüòàò âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi äåÿêèõ îáåð-

íåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ ç çàäàíèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíê-

öiÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Ó ïiäðîçäiëi 6.3 âïåðøå äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ïðî âèçíà-

÷åííÿ ïàðè ôóíêöié: ðîçâ'ÿçêó u(x, t) ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëÿ, óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè F0(x) òà â

ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ ç ïðîñòîðiâ òèïó D′ òà S ′ , à òàêîæ íåâiäîìîãî ñòàðøîãî

(òåîðåìè 6.6, 6.7) àáî ìîëîäøîãî (òåîðåìè 6.9, 6.10) êîåôiöi¹íòà, àáî íåâiäî-

ìî¨ êîìïîíåíòè ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïðè âiäîìèõ çíà÷åííÿõ øóêàíî¨ óçàãàëüíåíî¨

ôóíêöi¨ íà çàäàíié îñíîâíié ôóíêöi¨ [101, 103].

Ó ïiäðîçäiëàõ 6.4, 6.5 äëÿ òàêîãî òèïó îáåðíåíèõ çàäà÷ Êîøi òà îáåðíåíèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ iç çàäàíèìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè iç

ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ äîâåäåíî òåîðåìè 6.11�6.14 ïðî iñíóâàííÿ òà

¹äèíiñòü ðîçâ'çêiâ.

Ó ïiäðîçäiëi 6.6 ó òåîðåìàõ 6.16, 6.17 äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü

îáåðíåíèõ çàäà÷ ïðî âiäíîâëåííÿ âiäïîâiäíî ïî÷àòêîâèõ äàíèõ òà ïðàâî¨ ÷à-

ñòèíè ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ó ïðîñòîðàõ ïåðiîäè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié ïðè iíòåãðàëüíié çà ÷àñîì óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ [66, 214].



Ðîçäië 2

Ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ

îïåðàòîðiâ

Ó äàíîìó ðîçäiëi âèäiëåíî êëàñ A ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç âiä'¹ìíèì

òèïîì i êëàñ A0 ïåâíèõ çáóðåíü òàêèõ îïåðàòîðiâ. Âñòàíîâëåíî óìîâè íà-

ëåæíîñòi îïåðàòîðiâ äî òàêèõ êëàñiâ. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié âiä ââåäåíèõ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íàä ôiêñîâàíîþ ïàðîþ áàíà-

õîâèõ ïðîñòîðiâ. Ïîêàçàíî, ùî ñåêòîðiàëüíi îïåðàòîðè êëàñó A0 ãåíåðóþòü

ðiâíîìiðíî îáìåæåíi ñèëüíî íåïåðåðâíi îäíîïàðàìåòðè÷íi àíàëiòè÷íi ïiâãðó-

ïè îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íàä îáîìà ïðîñòîðàìè çàäàíî¨ ïàðè ïðîñòîðiâ, à

ãåíåðàòîðè êëàñó A âèäiëÿþòü ñåðåä íèõ ïiâãðóïè iç àñèìïòîòè÷íèì ïðÿìó-

âàííÿì äî íóëÿ íà áåçìåæíîñòi.

Âèâ÷åíî ñåêòîðiàëüíi îïåðàòîðè, ùî äiþòü íà àïðîêñèìîâíié àëãåáði Âi-

íåðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ. Äëÿ òàêèõ îïåðà-

òîðiâ âñòàíîâëåíà äîñòàòíÿ óìîâà ñåêòîðiàëüíîñòi i ïîáóäîâàíî ãîëîìîðôíå

÷èñëåííÿ.

2.1 Ïðî ñåêòîðiàëüíi îïåðàòîðè

×åðåç lω :=
{
reiω : r > 0

}
ïîçíà÷à¹ìî ïðîìiíü iç çàäàíèì êóòîì ω ∈

[
0, 2π

]
.

Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé êóò ω0 ∈
(
π
2 , π
)
i ñïiâñòàâèìî éîìó â êîìïëåêñíié ïëîùèíi

C çàìêíåíèé ñåêòîð ç âèêîëîòîþ òî÷êîþ
{

0
}
i éîãî çàìèêàííÿ, âiäïîâiäíî

Λ0 :=
⋃{

lω : ω ∈
[
− ω0, ω0

]}
i Λ := Λ0

⋃{
0
}
, à äëÿ äîâiëüíîãî

51



52

÷èñëà a > 0

Λa := Λ
⋃{

λ ∈ C : |λ| ≤ a
}
, Λ−a := Λ \

{
λ ∈ C : |λ| ≤ a

}
.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Íåõàé íàä ïîëåì C çàäàíî ïàðó áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ
(
V0, ‖·

‖0

)
òà
(
V1, ‖ · ‖1

)
ç íåïåðåðâíèì òà ùiëüíèì âêëàäåííÿì E10 : V1 → V0.

×åðåç A0 ïîçíà÷à¹ìî êëàñ òàêèõ ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ A :

V1 7−→ V0, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà a > 0 ðåçîëüâåíòà(
λE10 − A

)−1
: V0 7−→ V1 ,

¹ âèçíà÷åíîþ òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ âiäíîñíî ÷èñåë λ ∈ Λ−a çà íîðìîþ

ïðîñòîðó L(V0;V1) , òîáòî

A0 :=

{
A ∈ L(V1;V0) :

sup
λ∈Λ−a

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

= Ka(A) <∞, ∀ a > 0

}
,

äå ñòàëà Ka(A) çàëåæèòü âiä A òà a .

×åðåç A ïîçíà÷à¹ìî ïiäêëàñ êëàñó A0 òàêèõ îïåðàòîðiâ A : V1 7−→ V0 ,

ðåçîëüâåíòà ÿêèõ
(
λE10 − A

)−1
¹ âèçíà÷åíîþ òà ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ çà

íîðìîþ L(V0;V1) âiäíîñíî âñiõ ÷èñåë λ ∈ Λ , òîáòî

A :=

{
A ∈ L(V1;V0) : sup

λ∈Λ

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

= K(A) <∞
}
,

äå ñòàëà K(A) çàëåæèòü òiëüêè âiä A .

Îïåðàòîðè êëàñó A áóäåìî íàçèâàòè ñåêòîðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè âiä'¹ì-

íîãî òèïó r(A) := sup
{

Re λ : λ ∈ σ(A)
}

= r < 0 íàä ïðîñòîðîì V0 .

Ç òîãî, ùî Λ−a ⊂ Λ äëÿ âñiõ a > 0 , ìà¹ìî Ka(A) ≤ K(A) äëÿ A ∈
A . Îòæå, A ⊂ A0 . Äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A êëàñó A iñíó¹ îáåðíåíèé

A−1 ∈ L(V0, V1) . Îïåðàòîðè êëàñó A0 ìîæóòü âæå íå ìàòè òî÷êè
{

0
}

â

îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ñâî¹¨ ðåçîëüâåíòè.

Êîæåí ç îïåðàòîðiâ A ââåäåíèõ êëàñiâ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íåîáìåæåíèé

ëiíiéíèé îïåðàòîð íàä áàíàõîâèì ïðîñòîðîì V0 iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà-
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÷åííÿ V1 = D(A) . ßê çâè÷àéíî, äàëi ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç

% (A) :=
{
λ :
(
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0;V1)
}

i σ(A) := C \ % (A)

âiäïîâiäíî ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó i ñïåêòð îïåðàòîðà A . Ðåçîëüâåíòîþ îïå-

ðàòîðà A íàçèâà¹ìî îïåðàòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ

% (A) 3 λ 7−→
(
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0;V1).

Òóò i íàäàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ðåçóëüòàòè i ïîçíà÷åííÿ [43]. Çâè÷àéíî æ ðå-

çîëüâåíòîþ íàçèâàþòü îïåðàòîðíîçíà÷íó ôóíêöiþ âèãëÿäó

R(λ,A) := E10

(
λE10 − A

)−1 ∈ L(V0),

î÷åâèäíî, òàêîæ âèçíà÷åíó äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ % (A) . Â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ

ïiä îáìåæåíèì îáåðíåíèì îïåðàòîðà A ðîçóìi¹ìî îïåðàòîð E10A
−1 ∈ L(V0) .

Îñêiëüêè ëiíiéíi îïåðàòîðè, ÿêi ìàþòü íåïîðîæíó ðåçîëüâåíòíó ìíîæèíó,

¹ çàìêíåíèìè [28], òî êëàñè A i A0 ñêëàäàþòüñÿ iç çàìêíåíèõ îïåðàòîðiâ

íàä ïðîñòîðîì V0 . Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà A iç öèõ êëàñiâ ñïåêòð

σ(A) ¹ çàìêíåíèì, à ðåçîëüâåíòíà ìíîæèíà % (A) ¹ âiäêðèòîþ íà êîìïëå-

êñíié ïëîùèíi C . Äî òîãî æ, ôóíêöiÿ R(λ,A) ¹ àíàëiòè÷íîþ â % (A) .

Äëÿ ñïåêòðà äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ A ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ σ(A) ⊂
C \ Λ, äå ìíîæèíà ñïðàâà âiäêðèòà. Ç îãëÿäó íà çàìêíåíiñòü ñïåêòðó çâiäñè

âèïëèâà¹, ùî òèï r(A) äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A êëàñó A ¹ íàñïðàâäi ÷èñëîì

âiä'¹ìíèì. Êðiì òîãî, çàâæäè iñíó¹ çàëåæíå âiä îïåðàòîðà A òàêå ÷èñëî a ,

ùî 0 < a < −r(A), Λa ⊂ % (A).

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ëiíiéíèé îïåðàòîð A íàä áàíàõî-

âèì ïðîñòîðîì V0 íàçèâàþòü [143] ñåêòîðiàëüíèì, ÿêùî iñíóþòü òàêi ñòàëi

ω0 ∈
(
π
2 , π
)
, α ∈ R òà C > 0 , ùî

α + Λ0 ⊂ % (A),

∥∥R(λ,A)
∥∥
L(V0)

≤ C

|λ− α|
, ∀λ ∈ α + Λ0.



54

Ç ëåìè 2.1 âèïëèâàòèìå, ùî êëàñ A ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ ç âiä'¹ìíèì

òèïîì çàäîâîëüíÿ¹ ñôîðìóëüîâàíi âèùå óìîâè ïðè α = 0 . Êðiì òîãî, ÿêùî A

¹ äîâiëüíèé ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð íàä ïðîñòîðîì V0 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

V1 , òî

A+ (α + ε)E10 ∈ A, ∀ ε > 0.

Iíøèìè ñëîâàìè, äîâiëüíèé ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð ëiíiéíîþ çàìiíîþ çâîäè-

òüñÿ äî îïåðàòîðà êëàñó A .

Íåõàé äàëi E00 : V0 7−→ V0 � îäèíè÷íèé îïåðàòîð â àëãåáði îáìåæåíèõ

ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ L(V0) .

Ëåìà 2.1. (a) ßêùî A ∈ A , òî iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 ∈ L(V0;V1)

i âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥∥∥R(λ, As
)∥∥∥∥
L(V0)

≤ C

|λ|
, ∀λ ∈ Λ0, ∀ s > 0, (2.1)

äå ñòàëà C çàëåæèòü òiëüêè âiä A òà íå çàëåæèòü âiä ÷èñåë λ òà s .

(b) ßêùî iñíó¹ îáåðíåíèé îïåðàòîð A−1 ∈ L(V0;V1) òà ÷èñëî a > 0 òàêi,

ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥∥∥R(λ, As
)∥∥∥∥
L(V0)

≤ C ′

|λ|
, ∀λ ∈ Λ−a, ∀ s > 0,

äå ñòàëà C ′ çàëåæèòü òiëüêè âiä A i a òà íå çàëåæèòü âiä ÷èñåë λ òà

s , òî A ∈ A .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ A . Âèêîðèñòà¹ìî òîòîæíiñòü

ξE10(ξE10 − A)−1 = E00 + A(ξE10 − A)−1, ∀ ξ ∈ % (A). (2.2)

Iç (2.2) òà íåðiâíîñòi∥∥A(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0)

≤ ‖A‖L(V1;V0)

∥∥(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0;V1)

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C = 1 + K(A) ‖A‖L(V1;V0) , íåçàëåæíî¨ âiä ÷èñåë

ξ ∈ Λ i òàêî¨, ùî ∥∥ξE10(ξE10 − A)−1
∥∥
L(V0)

≤ C.
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Îñêiëüêè sΛ0 ⊂ Λ0 äëÿ áóäü-ÿêîãî s > 0 , òî âèáèðàþ÷è ξ = sλ , ìà¹ìî∥∥∥∥∥λE10

(
λE10 −

A

s

)−1
∥∥∥∥∥
L(V0)

=
∥∥∥sλE10

(
sλE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

≤ C

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ0 òà s > 0 , òîáòî, íåðiâíiñòü (2.1) âñòàíîâëåíî.

Íåõàé òåïåð âèêîíó¹òüñÿ óìîâà òâåðäæåííÿ (b) ëåìè. Äîìíîæóþ÷è íåðiâ-

íiñòü (2.1) íà äîâiëüíå ÷èñëî λ ∈ Λ−a , îòðèìó¹ìî∥∥∥ξE10

(
ξE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

=
∥∥∥sλE10

(
sλE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

=

∥∥∥∥λR(λ, As
)∥∥∥∥
L(V0)

≤ C, ∀λ ∈ Λ−a , ∀ s > 0,

äå âçÿòî ξ = sλ . Çà äîâiëüíiñòþ ÷èñåë s > 0 âiäîáðàæåííÿ
(
0,+∞

)
×Λ−a 3{

s, λ
}
7−→ sλ = ξ ∈ Λ0 ñþð'¹êòèâíå. Òîáòî, îñòàííÿ íåðiâíiñòü âèêîíó¹òüñÿ

äëÿ âñiõ ÷èñåë ξ ∈ Λ0 . Êîðèñòóþ÷èñü òîòîæíiñòþ (2.2) i òèì, ùî iñíó¹ A−1 ,

ìà¹ìî (
ξE10 − A

)−1
= A−1ξE10

(
ξE10 − A

)−1 − A−1.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ íåðiâíiñòü, îòðèìó¹ìî∥∥∥(ξE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0,V1)

≤
∥∥A−1

∥∥
L(V0,V1)

(∥∥∥ξE10

(
ξE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

+ 1

)
≤

≤
∥∥A−1

∥∥
L(V0,V1)

(C + 1), ∀ ξ ∈ Λ0 .

Íàðåøòi, ç iñíóâàííÿ A−1 âèïëèâà¹, ùî îñòàííÿ íåðiâíiñòü ïðàâèëüíà òàêîæ

ïðè ξ = 0 . Îòæå, A ∈ A . 2

Ëåìà 2.2. ßêùî A ∈ A0 , òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà a > 0 iñíó¹ òàêà äîäàòíà

ñòàëà C (çàëåæíà âiä A i a ), ùî∥∥R(λ,A)
∥∥
L(V0)

≤ C

|λ|
, ∀λ ∈ Λ−a.

ßêùî A ∈ A , òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà a : 0 < a < −r(A) iñíó¹ òàêà

äîäàòíà ñòàëà C (çàëåæíà âiä A i a ), ùî∥∥R(λ,A)
∥∥
L(V0)

≤ C

|λ|
, ∀λ ∈ Λa \

{
0
}
.
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Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi,∥∥∥λE10

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

=
∥∥∥E00 + A(λE10 − A)−1

∥∥∥
L(V0)

≤

1 +
∥∥A∥∥L(V1;V0)

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

≤ C,

äå âçÿòî C := 1 + Ka(A) ‖A‖L(V1;V0) . Äðóãå òâåðäæåííÿ äîâîäèòüñÿ ïîäiáíî.

À ñàìå, ìà¹ìî∥∥∥λE10

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

≤ 1 +
∥∥A∥∥L(V1;V0)

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

≤ C,

äå C := 1 + ‖A‖L(V1;V0) max

{
K(A) ; sup

|λ|≤a

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

}
. 2

2.2 Ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ

×èñëó a > 0 òà íåâiä'¹ìíîìó ÷èñëó c : π
2 < ω0 − c < π ïîñòàâèìî ó âiäïî-

âiäíiñòü âiäêðèòi êîìïëåêñíi îáëàñòi

Λc := C \
[{
lω : ω ∈

[
− ω0 + c, ω0 − c

]}⋃{
0
}]
,

Λc
a := C \

[{
lω : ω ∈

[
− ω0 + c, ω0 − c

]}⋃{
λ : |λ| ≤ a

}]
,

Λc
−a := C \

[{
lω : ω ∈

[
− ω0 + c, ω0 − c

]}
\
{
λ : |λ| ≤ a

}]
,

äå, ÿê i ðàíiøå, ôiêñîâàíèé êóò ω0 : π
2 < ω0 < π âèçíà÷à¹ ñåêòîð Λ . Ìà¹ìî

C \ Λ ⊂ Λc, C \ Λa ⊂ Λc
a, C \ Λ−a ⊂ Λc

−a,

à ïðè c = 0 ïðàâèëüíi ðiâíîñòi

Λ0 = C \ Λ, Λ0
a = C \ Λa, Λ0

−a = C \ Λ−a.

Íåõàé ∂Λc , ∂Λc
a òà ∂Λc

−a � ìåæi îáëàñòåé Λc , Λc
a òà Λc

−a âiäïîâiäíî.

Çàôiêñó¹ìî äàëi òàêå c > 0 . Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà r ≥ a òà àíàëiòè÷íî¨

ôóíêöi¨ ϕ â ñåêòîði Λc ïîçíà÷èìî

Mϕ(r) := max

{∣∣∣ϕ(rei arg(λ)
)∣∣∣ : |λ| = r, arg(λ) ∈

[
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]}
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òà ðîçãëÿíåìî

H(Λc
a) � àëãåáðó êîìïëåêñíèõ ôóíêöié ϕ = ϕ(λ) , ãîëîìîðôíèõ â îáëàñòi

Λc
a òà íåïåðåðâíèõ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc

a = Λc
a

⋃
∂Λc

a , äëÿ ÿêèõ

‖ϕ‖a :=
1

π

+∞∫
a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λca

∣∣ϕ(λ)
∣∣ < +∞, (2.3)

H(Λc
−a) � àëãåáðó ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â øèðøié îáëàñòi Λc

−a òà íåïå-

ðåðâíèõ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc
−a = Λc

−a
⋃
∂Λc
−a iç íîðìîþ

‖ϕ‖−a :=
1

π

+∞∫
a

Mϕ(r)
dr

r
+ sup

λ∈Λc−a

∣∣ϕ(λ)
∣∣.

Î÷åâèäíî, ùî H(Λc
a) ¹ àëãåáðîþ ç íîðìîþ (2.3), ïðè÷îìó áåç ôóíêöi¨ ϕ ≡

1 , õî÷à á òîìó, ùî ç óìîâè çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëó, ÿêèé ¹ â íîðìi,

lim
r→+∞

Mϕ(r) = 0, ∀ϕ ∈ H(Λc
a). (2.4)

Çàóâàæèìî, ùî H(Λc
−a) � ïiäàëãåáðà àëãåáðè H(Λc

a) . Äëÿ ôóíêöié iç

H(Λc
−a) òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.4) . Âåëè÷èíà

ma(ϕ) := sup
λ∈Λca

∣∣ϕ(λ)
∣∣ (

m−a(ϕ) := sup
λ∈Λc−a

∣∣ϕ(λ)
∣∣ )

¹ ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ â àëãåáði âñiõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié â îáëàñòi Λc
a òà

íåïåðåðâíèõ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc
a

(
âiäïîâiäíî, â ïiäàëãåáði âñiõ àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié â îáëàñòi Λc
−a òà íåïåðåðâíèõ íà çàìèêàííi Λc

−a

)
, ïðè öüîìó òàêîþ,

ùî

ma(ϕ) ≤ ‖ϕ‖a , ∀ϕ ∈ H(Λc
a)(

m−a(ϕ) ≤ ‖ϕ‖−a , ∀ϕ ∈ H(Λc
−a)

)
.

Îòæå, ÿêùî ϕn � ôóíäàìåíòàëüíà ïîñëiäîâíiñòü â H(Λc
a) âiäíîñíî íîðìè

‖ · ‖a
(
âiäïîâiäíî â H(Λc

−a)
)
, òî âîíà ôóíäàìåíòàëüíà âiäíîñíî íîðìè ma(

âiäïîâiäíî m−a
)
. À òîìó ¨¨ ãðàíèöÿ

ϕ
‖·‖a
= lim

n→∞
ϕn

ma= lim
n→∞

ϕn

(
ϕ
‖·‖−a
= lim

n→∞
ϕn

m−a
= lim

n→∞
ϕn

)
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òàêîæ áóäå ôóíêöi¹þ àíàëiòè÷íîþ â îáëàñòi Λc
a

(
âiäïîâiäíî Λc

−a

)
òà íåïå-

ðåðâíîþ íà ¨¨ çàìèêàííi Λc
a

(
âiäïîâiäíî Λc

−a

)
, ïðè÷îìó òàêîþ, ùî ‖ϕ‖a <∞(

âiäïîâiäíî ‖ϕ‖−a < ∞
)
. Òîáòî, àëãåáðà H(Λc

a) , à òàêîæ, àëãåáðà H(Λc
−a)

� áàíàõîâi.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ ôóíêöié ϕ, ψ ∈ H(Λc
±a) ç íåðiâíîñòi Mϕψ(r) ≤Mϕ(r)Mψ(r)

âèïëèâà¹

‖ϕψ‖±a ≤
m±a(ϕ)

π

+∞∫
a

Mψ(r)
dr

r
+m±a(ϕ)m±a(ψ) = m±a(ϕ) ‖ψ‖±a .

Îòæå, çãiäíî ç [260], íà àëãåáðàõ H(Λc
±a) iñíóþòü åêâiâàëåíòíi äî ‖ · ‖±a

íîðìè, a òîìó îïåðàöiÿ ìíîæåííÿ ôóíêöié â àëãåáðàõ H(Λc
±a) ¹ íåïåðåðâíîþ

çà îáèäâîìà ñïiâìíîæíèêàìè.

Ïðè 0 < b ≤ a , ìà¹ìî Λc
a ⊂ Λc

b , ‖ϕ‖a ≤ ‖ϕ‖b äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ H(Λc
b) , i

òîäi âêëàäåííÿ H(Λc
b) ⊂ H(Λc

a) íåïåðåðâíi òà ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïðîåêòèâíó

ãðàíèöþ ðîäèíè òàêèõ àëãåáð

H(Λc) :=
⋂
a>0

H(Λc
a),

ÿêà áóäå àëãåáðîþ Ôðåøå âiäíîñíî íàáîðó íîðì
{
‖·‖a : a > 0

}
i ñêëàäà¹òüñÿ

ç ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â îá'¹äíàííi îáëàñòåé Λc =
⋃
a>0

Λc
a òà íåïåðåðâíèõ â

éîãî çàìèêàííi ç âèêîëîòîþ òî÷êîþ (ó Λc \
{

0
}
).

Ïðèêëàä 1. Àëãåáði H(Λc) íàëåæèòü ôóíêöiÿ

C \ [0,+∞) 3 λ 7−→ 1

(−λ)ϑ
= e−ϑ ln(−λ) , ∀ϑ > 0,

ÿêà äàëi âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ïîáóäîâè äðîáîâèõ ñòåïåíiâ îïåðàòîðiâ.

Ñïðàâäi, ∥∥∥∥ 1

(−λ)ϑ

∥∥∥∥
a

≤ 1

aϑ
+

1

π

+∞∫
a

dr

r1+ϑ
<∞, ∀ a > 0.

Ïðè 0 < a ≤ b âèêîíóþòüñÿ âêëàäåííÿ Λc
−a ⊂ Λc

−b i ëiíiéíi îïåðàòîðè,

ïîðîäæåíi çâóæåííÿìè ôóíêöié H(Λc
−b) 3 ϕ 7−→ ϕ ∣∣Λc−a ∈ H(Λc

−a) , ¹ íåïå-
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ðåðâíèìè. Ñïðàâäi, ÿêùî ϕ
‖·‖−b
= lim

n→∞
ϕn , òî îäíî÷àñíî ìà¹ìî ϕ

m−b
= lim

n→∞
ϕn ,

ϕ
|·|−b
= lim

n→∞
ϕn , äå òèì÷àñîâî ïîçíà÷åíî

∣∣ϕ∣∣−b := 1
π

+∞∫
b

Mϕ(r)drr .

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ ϕ ∈ H(Λc
−b) âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

m−b(ϕ) ≥Mϕ(r), ∀ r : a ≤ r ≤ b.

Òîìó ç óìîâè ϕ
m−b
= lim

n→∞
ϕn , âèïëèâà¹, ùî lim

n→∞
max
r∈[a,b]

Mϕn−ϕ(r) = 0. Îñêiëü-

êè
∣∣ϕ∣∣−a =

∣∣ϕ∣∣−b + 1
π

b∫
a

Mϕ(r)drr , òî çâiäñè, à òàêîæ ç óìîâè ϕ
|·|−b
= lim

n→∞
ϕn ,

îòðèìó¹ìî ϕ
|·|−a
= lim

n→∞
ϕn . Î÷åâèäíî

ϕ
m−b
= lim

n→∞
ϕn =⇒ ϕ

m−a
= lim

n→∞
ϕn .

Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî îäíî÷àñíî ϕ
m−a
= lim

n→∞
ϕn , ϕ

|·|−a
= lim

n→∞
ϕn , ùî åêâiâà-

ëåíòíî óìîâi ϕ
‖·‖−b
= lim

n→∞
ϕn i íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðiâ çâóæåííÿ âñòàíîâëåíà.

Êîðèñòàþ÷è ç íåïåðåðâíîñòi çâóæåíü H(Λc
−b) 7−→ H(Λc

−a) äëÿ âñiõ 0 <

a ≤ b , ìîæåìî óòâîðèòè iíäóêòèâíó ãðàíèöþ áàíàõîâèõ àëãåáð

H(Λc
0) :=

⋃
a>0

H(Λc
−a) ,

âçÿòó çà ÷èñëàìè a > 0 iç äîñòàòíüî ìàëîãî îêîëó íóëÿ. Òàêà ãðàíèöÿ ¹

òîïîëîãi÷íîþ àëãåáðîþ i ñêëàäà¹òüñÿ ç ôóíêöié, ãîëîìîðôíèõ â êîæíié ç

îáëàñòåé Λc
−a òà íåïåðåðâíèõ â çàìèêàííÿõ Λc

−a

(
ÿêi âêëþ÷àþòü äåÿêèé

îêië òî÷êè
{

0
})

. ßê âèäíî ç ïîáóäîâè, ïðàâèëüíèì ¹ âêëþ÷åííÿ

H(Λc
0) ⊂ H(Λc).

Ïðèêëàä 2. Ïiäàëãåáði H(Λc
0) íàëåæèòü åêñïîíåíöiàëüíà ôóíêöi¨

Λc 3 λ = reiω 7−→ ez λ, ∀ z ∈ C \
{

0
}

:
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c−
π

2
.

Ñïðàâäi, ïðè
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c− π
2 ìà¹ìî

Re (zλ) = |zλ| cos
[

arg(z) + ω
]
< 0, ∀ω ∈

[
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]
.
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Îñêiëüêè iñíó¹ ÷èñëî ω̃ = ω̃(arg(z)) ∈
[
ω0−c, 2π−ω0+c

]
, â ÿêîìó äîñÿãà¹òüñÿ

max
ω∈
[
ω0−c, 2π−ω0+c

] er|z| cos
[

arg(z)+ω
]
, òî Mez λ(r) = er|z| cos

[
arg(z)+ω̃

]
≤ 1. Ìàêñèìóì

ôóíêöi¨
∣∣ez λ∣∣ â îáëàñòi Λc

−a ìîæå äîñÿãàòèñÿ òiëüêè íà ìåæi, òîáòî, ïðè

ω̃ = ω0 − c àáî ω̃ = 2π − ω0 + c äëÿ äîâiëüíîãî r > a , òà ïðè r = a äëÿ

äîâiëüíîãî ω ∈
[

0, 2π
]
. Òîìó äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà a > 0 , ìà¹ìî

∥∥ez λ∥∥−a ≤ K +
1

π

+∞∫
a

er|z| cos
[

arg(z)+ω̃
]
dr

r
= K +

1

π

+∞∫
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

] e
−s ds

s
<∞,

äå K := max

{
1; maxω∈[ 0,2π] e

a|z| cos
[

arg(z)+ω
]}

.

Ïðèêëàä 3. Ïiäàëãåáði H(Λc
0) íàëåæèòü ïîõiäíà åêñïîíåíöiàëüíî¨ ôóí-

êöi¨ çà ïàðàìåòðîì z

Λc 3 λ 7−→ λez λ, z ∈ C \
{

0
}

:
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c−
π

2
,

îñêiëüêè âîíà ìà¹ â îáëàñòi Λc
−a ñêií÷åííó ðiâíîìiðíó íîðìó

m−a(λe
z λ) = max

{
a max
ω∈[ 0,2π]

ea|z| cos
[

arg(z)+ω
]
; sup
a<r<∞

rer|z| cos
[

arg(z)+ω̃
]}
,

òà
∥∥λez λ∥∥−a ≤ ma(λe

z λ) + 1
π

+∞∫
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

] e−s ds.
Ðîçãëÿíåìî êîíòóðè

Γa,ω := Γ+
a,ω

⋃
Γ−a,ω

⋃
Γ0
a , Γ−a,ω := Γ+

a,ω

⋃
Γ−a,ω

⋃
Γ0
−a,

äå ÷èñëà ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 òà a > 0 ¹ ôiêñîâàíèìè i âçÿòî

Γ+
a,ω :=

{
reiω : r ≥ a

}
, Γ−a,ω :=

{
re−iω : r ≥ a

}
,

Γ0
a :=

{
aeiτ : τ ∈

[
ω, 2π − ω

]}
, Γ0

−a :=
{
aeiτ : τ ∈

[
− ω, ω

]}
.

Ëåìà 2.3. Äëÿ áóäü-ÿêèõ îïåðàòîðà A ∈ A0 òà ôóíêöi¨ ϕ ∈ H(Λc
0) â ¨¨

îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi iñíó¹ êîíòóð Γ−a,ω ⊂ % (A) , ÿêèé îáõîäèòü ñïåêòð

σ(A) â äîäàòíîìó íàïðÿìêó i òàêèé, ùî ôîðìóëà

ϕ(A) :=
1

2πi

∫
Γ−a,ω

ϕ(λ)R(λ,A) dλ (2.5)
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ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó â êîíòóði ÷èñëà a i êóòà ω 1, îäíîçíà÷íî âè-

çíà÷à¹ ãîìîìîðôiçì

H(Λc
0) 3 ϕ(λ) 7−→ ϕ(A) ∈ H

(
A0

)
(2.6)

àëãåáðè ñêàëÿðíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìóòàòèâíó àëãåáðó

L(V0)
⋂
L(V1) -çíà÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó

H
(
A0

)
:=

{
A0 3 A 7−→ ϕ(A) ∈ L(V0)

⋂
L(V1) : ϕ ∈ H(Λc

0)

}
ç "ïîòî÷êîâî" âèçíà÷åíèìè àëãåáðè÷íèìè îïåðàöiÿìè ìíîæåííÿ ϕ(A) ·
ψ(A) = (ϕ · ψ)(A) òà äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè αϕ(A) + βψ(A) =

(αϕ+ βψ)(A) äëÿ âñiõ ϕ, ψ ∈ H(Λc
0) , α, β ∈ C i îïåðàòîðiâ A ∈ A0 .

Äëÿ áóäü-ÿêèõ îïåðàòîðà A ∈ A òà ôóíêöi¨ ϕ ∈ H(Λc) iñíó¹ òàêèé

êîíòóð Γa,ω ⊂ % (A) , ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà t > 0 ôîðìóëà

ϕ(tA) :=
1

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(tλ)R(λ,A) dλ, (2.7)

ÿêà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó â êîíòóði ÷èñëà a i êóòà ω , îäíîçíà÷íî âè-

çíà÷à¹ ãîìîìîðôiçì

Φ: H(Λc) 3 ϕ(tλ) 7−→ ϕ(tA) ∈ H
(
A
)

(2.8)

àëãåáðè ñêàëÿðíèõ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íà êîìóòàòèâíó àëãåáðó

L(V0)
⋂
L(V1) -çíà÷íèõ ôóíêöié îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó

H
(
A
)

:=

{
A 3 tA 7−→ ϕ(tA) ∈ L(V0)

⋂
L(V1) : ϕ ∈ H(Λc)

}
ç "ïîòî÷êîâî" âèçíà÷åíèìè àëãåáðè÷íèìè îïåðàöiÿìè ìíîæåííÿ

ϕ(A) · ψ(A) = (ϕ · ψ)(A) òà äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ íà ñêàëÿðè

αϕ(A) + βψ(A) = (αϕ+ βψ)(A) äëÿ âñiõ ϕ, ψ ∈ H(Λc) , ñêàëÿðiâ α, β ∈ C i

îïåðàòîðiâ A ∈ A .

Äëÿ áóäü-ÿêèõ îïåðàòîðà A ∈ A ⊂ A0 i ôóíêöi¨ ϕ ∈ H(Λc
0) ⊂ H(Λc)

îïåðàòîðè ϕ(A) , âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (2.5) òà (2.7), çáiãàþòüñÿ.

1Íàñïðàâäi ðîäèíà îïåðàòîðiâ ϕ(A) , âèçíà÷åíà íàâåäåíîþ ôîðìóëîþ, íå çàëåæèòü âiä øèðøîãî êëàñó

äåôîðìàöié êîíòóðà Γ∓a,ω , àëå ìè íå áóäåìî öüîãî âèêîðèñòîâóâàòè
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Ãîìîìîðôiçìè (2.6) òà (2.8) ¹ íåïåðåðâíèìè ó íàñòóïíîìó ñåíñi: ÿêùî â

àëãåáði H(Λc
0) ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié ϕn ìà¹ ãðàíèöþ lim

n→∞
ϕn
H(Λc0)

= ϕ(
lim
n→∞

ϕn
H(Λc)

= ϕ â àëãåáði H(Λc)
)
, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà A ∈ A0

(âiäïîâiäíî, A ∈ A ), ìà¹ìî lim
n→∞

ϕn(A)
L(Vj)
= ϕ(A) çà íîðìîþ àëãåáðè L(Vj) ,

j = 0, 1 , äëÿ âñiõ îïåðàòîðiâ A ∈ A0 (âiäïîâiäíî, A ∈ A ).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé A ∈ A0 i ϕ ∈ H(Λc
0) . Âèáåðåìî ÷èñëî a > 0 i âiäïîâiä-

íèé éîìó êîíòóð Γ−a,ω òàêèìè, ùîá ôóíêöiÿ ϕ áóëà íåïåðåðâíîþ íà íüîìó.

Öå ìîæíà çðîáèòè, áî çà îçíà÷åííÿì àëãåáðè H(Λc
0) äëÿ êîæíî¨ ¨¨ ôóíêöi¨

iñíó¹ àíàëiòè÷íå ðîçøèðåííÿ â äåÿêèé îêië íóëÿ. Òîäi ôîðìóëà (2.5) âèçíà-

÷à¹ îáìåæåíèé îïåðàòîð ϕ(A) íàä ïðîñòîðàìè V0 i V1 . Ñïðàâäi, ç ëåìè 2.2

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C ′ , äëÿ ÿêî¨ âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi∥∥R(λ,A)
∥∥
L(V0)

≤ C ′

|λ|
,

∥∥R(λ,A)E10

∥∥
L(V1)

≤ C ′

|λ|
, ∀λ ∈ Λ−a.

Îñêiëüêè, Γ−a,ω ⊂ Λ−a , òî ìîæåìî îöiíèòè iíòåãðàë ó ôîðìóëi (2.5) íàñòó-

ïíèì ÷èíîì∥∥ϕ(A)
∥∥
L(Vj)

=
1

2π

∥∥∥∥∥
∫

Γ−a,ω

ϕ(λ)R(λ,A) dλ

∥∥∥∥∥
L(Vj)

≤

C ′

2π

[ ∫
Γ+
a,ω

∣∣ϕ(reiω)
∣∣dr
r

+

∫
Γ−a,ω

∣∣ϕ(re−iω)
∣∣dr
r

+

∫
Γ0
−a

∣∣ϕ(aeiτ)
∣∣ dτ] ≤

C ′

2π

[
2

+∞∫
a

Mϕ(r)
dr

r
+ 2ωm−a(ϕ)

]
≤ C ′

∥∥ϕ∥∥−a, j = 0, 1.

Îòîæ, ϕ(A) ∈ L(V0)
⋂
L(V1) . Êðiì öüîãî, iç âñòàíîâëåíî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹

íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ (2.6), ñôîðìóëüîâàíà â òâåðäæåííi (à).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê A ∈ A i ϕ ∈ H(Λc) . Äëÿ îïåðàòîðà A iñíó¹

÷èñëî a : 0 < a < r(A) i òàêèé âiäïîâiäíèé êîíòóð Γa,ω ⊂ Λa , ùî ôîðìóëà

(2.7) âèçíà÷à¹ îáìåæåíi îïåðàòîðè ϕ(tA) íàä ïðîñòîðàìè V0 i V1 äëÿ áóäü-

ÿêîãî t > 0 . Ñïðàâäi, ç ëåìè 2.2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨ C ′′ > 0 òàêî¨,
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ùî ∥∥R(λ,A)
∥∥
L(V0)

≤ C ′′

|λ|
,

∥∥R(λ,A)E10

∥∥
L(V1)

≤ C ′′

|λ|
, ∀λ ∈ Λa \

{
0
}
.

Îñêiëüêè, Γa,ω ⊂ Λa \
{

0
}
, òî îöiíþþ÷è iíòåãðàë ó ôîðìóëi (2.7) ïîäiáíî äî

ïîïåðåäíüîãî, îäåðæó¹ìî

∥∥ϕ(tA)
∥∥
L(Vj)

=
1

2π

∥∥∥∥∥
∫

Γa,ω

ϕ(tλ)R(λ,A) dλ

∥∥∥∥∥
L(Vj)

≤

C ′′

2π

[ ∫
Γ+
a,ω

∣∣ϕ(rt eiω)
∣∣dr
r

+

∫
Γ−a,ω

∣∣ϕ(rt e−iω)
∣∣dr
r

+

∫
Γ0
a

∣∣ϕ(at eiτ)
∣∣ dτ] =

C ′′

2π

[ ∫
Γ+
at,ω

∣∣ϕ(s eiω)
∣∣ds
s

+

∫
Γ−at,ω

∣∣ϕ(s e−iω)
∣∣ds
s

+

∫
Γ0
a

∣∣ϕ(at eiτ)
∣∣ dτ] ≤

C ′′

2π

[
2

+∞∫
at

Mϕ(s)
ds

s
+ 2(π − ω)Mϕ(at)

]
≤ C ′′

∥∥ϕ∥∥
at
, j = 0, 1.

Îòæå,
{
ϕ(tA) : t > 0

}
∈ L(V0)

⋂
L(V1) . Ç íåðiâíîñòi âèïëèâà¹ òàêîæ íåïå-

ðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ (2.8). Íàðåøòi, ëiíiéíiñòü âiäîáðàæåíü (2.6) òà (2.8)

¹ íàñëiäêîì ëiíiéíîñòi iíòåãðàëà â ôîðìóëàõ (2.5), (2.7).

ßêùî òåïåð â iíòåãðàëüíié ôîðìóëi (2.5) äëÿ îïåðàòîðiâ ϕ(A) êîíòóð

Γ−a,ω çàìiíèòè íà äîâiëüíèé êîíòóð Γ−a′,ω′ ⊂ % (A) , òàêèé, ùî 0 < a ≤ a′ òà

ω0 − c ≤ ω′ ≤ ω ≤ ω0 , òî çà òåîðåìîþ Êîøi äëÿ íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé [28],( ∫
Γ−a,ω

−
∫

Γ−a′,ω′

)
ϕ(λ)R(λ,A) dλ = 0.

Ñïðàâäi, ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ àíàëiòè÷íà â îáëàñòi ìiæ êîíòóðàìè Γ−a,ω

òà Γ−a′,ω′ , à íà áåçìåæíîñòi, çãiäíî ç (2.4), çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
|λ|→∞

∥∥ϕ(λ)R(λ,A)
∥∥
L(Vj)

≤ C ′ lim
|λ|→∞

Mϕ

(
|λ|
)

|λ|
= 0, j = 0, 1.
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Òîáòî, íåçàëåæíiñòü ϕ(A) âiä âèáîðó Γ−a,ω âñòàíîâëåíî.

Çàìiíèìî â ôîðìóëi (2.7) êîíòóð Γa,ω íà òàêèé êîíòóð Γa′,ω′ ⊂ % (A) , ùî

0 < a ≤ a′ òà ω0 − c ≤ ω ≤ ω′ ≤ ω0 . Çãiäíî ç òèì, ùî ìiæ êîíòóðàìè Γa′,ω′

òà Γa,ω

lim
|λ|→∞

∥∥ϕ(tλ)R(λ,A)
∥∥
L(Vj)

≤ C ′′ lim
|λ|→∞

Mϕ

(
|tλ|
)

|λ|
= 0, j = 0, 1,

çà òåîðåìîþ Êîøi îòðèìó¹ìî( ∫
Γa,ω

−
∫

Γa′,ω′

)
ϕ(tλ)R(λ,A) dλ = 0, ∀ t > 0.

Îòæå, ôîðìóëà (2.8) òàêîæ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó êîíòóðà Γa,ω .

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê A ∈ A ⊂ A0 i ϕ ∈ H(Λc
0) ⊂ H(Λc) . Ìà¹ìî

ϕ(tA) :=
1

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(tλ)R(λ,A) dλ =

1

2πi

∫
Γat, ω

ϕ(µ)R(µ, tA) dµ =
1

2πi

∫
Γ−a′,ω

ϕ(µ)R(µ, tA) dµ

äëÿ áóäü-ÿêîãî ç òàêèõ ÷èñåë a′ > 0 , ùî êîíòóð Γ−a′,ω çàëèøà¹òüñÿ â îáëàñòi

àíàëiòè÷íîñòi ôóíêöi¨ ϕ . Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ Êîøi, çàñòîñîâàíî¨ äî ñêií-

÷åííî¨ îáëàñòi ìiæ êîíòóðàìè Γat,ω òà Γ−a′,ω ,( ∫
Γat,ω

−
∫

Γ−a′,ω′

)
ϕ(µ)R(µ, tA) dµ = 0, ∀ t > 0.

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó ôîðìóëè (2.5) i (2.7) âèçíà÷àþòü îäèí i òîé ñàìèé

îïåðàòîð.

Íåõàé ϕ, ψ ∈ H(Λc
0) i îïåðàòîðè ϕ(A) òà ψ(A) ïîäàíi ÿê iíòåãðàëè

âèãëÿäó (2.5) ç ðiçíèìè êîíòóðàìè Γ−a,ω òà Γ−a′,ω′ , äå 0 < a ≤ a′ òà

ω0 − c ≤ ω′ ≤ ω ≤ ω0 . Çàóâàæèìî, ùî âiäêðèòà ìíîæèíà, ÿêà îáìåæåíà

êîíòóðîì Γ−a′,ω′ , ìiñòèòü êîíòóð Γ−a,ω , à ñïåêòð σ(A) ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi
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âíóòðiøíüîãî êîíòóðà Γ−a,ω . Òîäi

ϕ(A)ψ(A) =
1

(2πi)2

∫
Γ−a,ω

∫
Γ−a′,ω′

ϕ(λ)ψ(µ)R(λ,A)R(µ,A) dµ dλ

=
1

2πi

∫
Γ−a,ω

ϕ(λ)R(λ,A)

(
1

2πi

∫
Γ−a′,ω′

ψ(µ)

µ− λ
dµ

)
dλ

− 1

2πi

∫
Γ−a′,ω′

ψ(µ)R(µ,A)

(
1

2πi

∫
Γ−a,ω

ϕ(λ)

µ− λ
dλ

)
dµ .

Âèùå ìè ñêîðèñòàëèñÿ ðåçîëüâåíòíîþ òîòîæíiñòþ

R(λ,A)R(µ,A) =
1

µ− λ

[
R(λ,A)−R(µ,A)

]
,

ïðàâèëüíîþ äëÿ âñiõ λ 6= µ iç ñåêòîðà Λ0 . Îñêiëüêè òî÷êà λ ∈ Γ−a,ω ëåæèòü

âñåðåäèíi êîíòóðà Γ−a′,ω′ , òîäi ÿê òî÷êà µ ∈ Γ−a′,ω′ ëåæèòü ïîçà Γ−a,ω , òî

iíòåãðàëè, ÿêi ìiñòÿòü (µ − λ)−1 , äîðiâíþþòü âiäïîâiäíî ψ(λ) i 0
(
çà âæå

çãàäóâàíîþ òåîðåìîþ Êîøi [147]
)
. Çâiäñè îäåðæó¹ìî

ϕ(A)ψ(A) =
1

2πi

∫
Γ−a,ω

ϕ(λ)ψ(λ)R(λ,A) dλ

=
1

2πi

∫
Γ−a,ω

ψ(λ)ϕ(λ)R(λ,A) dλ = ψ(A)ϕ(A).

Êîìóòàòèâíiñòü àëãåáðè H
(
A0

)
äîâåäåíî. Êîìóòàòèâíiñòü àëãåáðè H

(
A
)

äîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî. Çâiäñè òàêîæ âèäíî, ùî ëiíiéíå âiäîáðàæåííÿ (2.5)

ðåàëiçó¹ ãîìîìîðôiçì öèõ êîìóòàòèâíèõ àëãåáð. Ëåìà äîâåäåíà. 2

2.3 Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ïiâãðóï, ïîðîäæåíèõ ñåêòîði-

àëüíèìè îïåðàòîðàìè

Çàñòîñó¹ìî îòðèìàíi â 2.1 òà 2.2 ðåçóëüòàòè äî äîñëiäæåííÿ ïiâãðóï, ïîðîäæå-

íèõ ñåêòîðiàëüíèìè îïåðàòîðàìè êëàñó A , çàäàíîãî êóòîì ω0 : π
2 < ω0 < π .

Íåõàé A ∈ A . Äîâiëüíîìó ÷èñëó c > 0 : π
2 < ω0 − c ñïiâñòàâèìî êîì-

ïëåêñíèé ñåêòîð

Sω0−c−π2 :=

{
z = t+ iτ ∈ C \

{
0
}

:
∣∣ arg(z)

∣∣ < ω0 − c−
π

2

}
.



66

Ëåìà 2.4. (a) Îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

Sω0−c−π2 3 z 7−→ ezA :=
1

2πi

∫
Γa,ω

ezλR(λ,A) dλ ∈ L(V0)
⋂
L(V1) (2.9)

íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 òà a : 0 < a <

r(A) , êîíòóðà Γa,ω i çà êîìïëåêñíîþ çìiííîþ z ìà¹ ïiâãðóïîâó âëàñòè-

âiñòü.

(b) Äëÿ áóäü-ÿêèõ z ∈ Sω0−c−π2 òà x ∈ V0 ìà¹ìî ezAx ∈ V1. ßêùî x ∈ V1 ,

òî

AezAx = ezAAx, ∀ z ∈ Sω0−c−π2 . (2.10)

(c) Îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ (2.9) àíàëiòè÷íà i çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíî-

øåííÿ
d

dz
ezA = AezA, ∀ z ∈ Sω0−c−π2 . (2.11)

(d) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà ε > 0 òà áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ïiäìíîæèíè S0

â ñåêòîði Sω0−c−π2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
j=0,1

∥∥ez A∥∥L(Vj)
≤ Cε e

|z|
[
r(A)+ε

]
, ∀ z ∈ S0, (2.12)

äå ÷èñëî r(A) := sup
{

Re λ : λ ∈ σ(A)
}
< 0 ¹ òèïîì îïåðàòîðà A .

(e) Åëåìåíò x íàëåæèòü ïðîñòîðó V1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

Ax
V0= lim

t→+0

etAx− x
t

çà íîðìîþ ïðîñòîðó V0 , òîáòî, êîëè îïåðàòîð A ¹ ãåíåðàòîðîì ïiâãðóïè

etA íàä ïðîñòîðîì V0 .

Äîâåäåííÿ. Âèùå áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà z ∈
Sω0−c−π2 ôóíêöiÿ C 3 λ 7−→ ezλ ∈ C íàëåæèòü àëãåáði H(Λc

0) . Äëÿ âñiõ

z, ξ ∈ Sω0−c−π2 , ìà¹ìî z + ξ ∈ Sω0−c−π2 . Òîìó çà ãîìîìîðôiçìîì àëãåáð, âñòà-

íîâëåíèì ó ëåìi 2.3, ç ðiâíîñòi e(z+ξ)λ = ezλeξλ âèïëèâà¹ e(z+ξ)A = ezAeξA äëÿ

âñiõ z, ξ ∈ Sω0−c−π2 . Ïiâãðóïîâà âëàñòèâiñòü (a) âñòàíîâëåíà.
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ßê áóëî âiäçíà÷åíî âèùå, λez λ ∈ H(Λc
0) äëÿ âñiõ z ∈ Sω0−c−π2 . Òîìó çãiäíî

ç ëåìîþ 2.3
1

2πi

∫
Γa,ω

λezλR(λ,A) dλ ∈ L(V0)
⋂
L(V1), ∀ z ∈ Sω0−c−π2 .

Ç òîòîæíîñòi

AR(λ,A) = λR(λ,A)− E00 , λ ∈ Γa,ω , (2.13)

îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi
1

2πi

∫
Γa,ω

λezλR(λ,A) dλ =
1

2πi

∫
Γa,ω

ezλAR(λ,A) dλ+
1

2πi

∫
Γa,ω

ezλE00 dλ

=
A

2πi

∫
Γa,ω

ezλR(λ,A) dλ = AezA. (2.14)

Ñïðàâäi, îñêiëüêè îïåðàòîðè A,E00 çàìêíåíi, òî ¨õ ìîæíà âèòÿãàòè ç-ïiä iíòå-

ãðàëó [147]. Êðiì öüîãî,
∫

Γa,ω

ezλ dλ = 0 çãiäíî ç òåîðåìîþ Êîøi [147], îñêiëüêè

íà áåçìåæíîñòi ç áîêó îáëàñòi Λc ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
r→∞

Mezλ(r) = 0, ∀ z ∈ Sω0−c−π2 .

Öå òàê, áî ÿê áóëî îá÷èñëåíî âèùå, ôóíêöiÿ Mezλ(r) ìà¹ âèãëÿä

Mezλ(r) = er|z| cos
[

arg(z)+ω̃
]
, ω̃ ∈

[
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]
,

i ïðè öüîìó cos
[

arg(z) + ω̃
]
< 0, z ∈ Sω0−c−π2 .

Ç ðiâíîñòi (2.14) âèïëèâà¹, ùî ezAx ∈ V1 äëÿ âñiõ âåêòîðiâ x ∈ V0 òà ÷èñåë

z ∈ Sω0−c−π2 . Êðiì öüîãî, îñêiëüêè

AR(λ,A)x = R(λ,A)Ax, ∀x ∈ V1 , λ ∈ Γa,ω ,

òî ç (2.9) îòðèìó¹ìî AezAx = ezAAx äëÿ âñiõ x ∈ V1 òà z ∈ Sω0−c−π2 . Òâåð-

äæåííÿ (b) ëåìè äîâåäåíî.

Îñêiëüêè ïîõiäíà d
dz e

z λ = λez λ òàêîæ íàëåæèòü àëãåáði H(Λc
0) äëÿ âñiõ

z ∈ Sω0−c−π2 , òî iíòåãðàë ó ôîðìóëi (2.14) ìîæíà äèôåðåíöiþâàòè çà ïàðà-

ìåòðîì z . Äèôåðåíöiþþ÷è, îòðèìó¹ìî
d

dz
ezA =

1

2πi

∫
Γa,ω

λezλR(λ,A) dλ = AezA, ∀ z ∈ Sω0−c−π2 .
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Íàðåøòi ç ôàêòó iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ Sω0−c−π2 3
z 7−→ ezA âèïëèâà¹ ¨¨ àíàëiòè÷íiñòü [147]. Òâåðäæåííÿ (c) äîâåäåíî.

Äîâåäåìî ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ (d) . Â iíòåãðàëüíié ôîðìóëi (2.9) äëÿ

ïiâãðóïè ezA êîíòóð Γa,ω íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ÷èñåë a . Òîìó a ìîæåìî

çàäàâàòè òàêèì, ùî

0 < a = −
[
r(A) + ε

]
, ∀ ε > 0 : Γa,ω ⊂ % (A).

À òîìó, çîêðåìà, ÷èñëî ε > 0 ìîæå áóòè äîâiëüíî ìàëèì.

Iç ëåìè 2.2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ ñòàëî¨ C > 0 , ùî∥∥R(λ,A)
∥∥
L(Vj)

≤ C

|λ|
, ∀λ ∈ Λa \

{
0
}
, j = 0, 1.

Òåïåð∥∥ezA∥∥L(Vj)
≤ 1

2π

∫
Γa,ω

∥∥ezλR(λ,A)
∥∥
L(Vj)
|dλ| ≤ C

2π

∫
Γa,ω

|ezλ dλ|
|λ|

≤

C

π

+∞∫
a

er|z| cos
[

arg(z)+ω̃
]
dr

r
+

C

2πa

2π−ω∫
ω

ea|z| cos
[

arg(z)+θ
]
dθ =

C

π

+∞∫
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

] e
−s ds

s
+

C

2πa

2π−ω∫
ω

ea|z| cos
[

arg(z)+θ
]
dθ,

äå ÷èñëî ω̃ ∈
[
ω0 − c, 2π − ω0 + c

]
, ÿêå çàëåæèòü âiä arg(z) i

íå çàëåæèòü âiä r > a , ¹ òî÷êîþ ìàêñèìóìó íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨

max
ω∈
[
ω0−c, 2π−ω0+c

] er|z| cos
[

arg(z)+ω
]

= er|z| cos
[

arg(z)+ω̃
]
. Ïðîâîäÿ÷è â iíòåãðà-

ëi çàìiíó s′ = s− a|z| , îòðèìó¹ìî

∥∥ezA∥∥L(Vj)
≤ C

π

+∞∫
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

]e
−s ds

s
+

C

2πa

2π−ω∫
ω

ea|z| cos
[

arg(z)+θ
]
dθ =

Ce−a|z|

π

+∞∫
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

]
−a|z|

e−s
′
ds′

s′ + a|z|
+
Ce−a|z|

2πa

2π−ω∫
ω

ea|z| cos
[

arg(z)+θ
]

+a|z| dθ.
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Âðàõîâóþ÷è ñòðîãó âiä'¹ìíiñòü ôóíêöi¨ cos
[

arg(z) + ω̃
]
äëÿ âñiõ ÷èñåë z ∈

Sω0−c−π2 òà ω̃ ∈
[
ω0 − c, 2π − c − ω0

]
, çàóâàæèìî, ùî â ïåðøîìó iíòåãðàëi

îñîáëèâà òî÷êà ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ s′ = −a|z| íå íàëåæèòü ïðîìiæêó

iíòåãðóâàííÿ
[
−a|z| cos

[
arg(z) + ω̃

]
−a|z|, +∞

)
. Íà áóäü-ÿêié çàìêíåíié

ïiäìíîæèíi S0 ó âiäêðèòîìó ñåêòîði Sω0−c−π2 äîñÿãÿ¹òüñÿ íèæíÿ ãðàíèöÿ

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ −a|z| cos
[

arg(z) + ω̃
]
− a|z| , ïðè÷îìó

−a|z| < ca := inf
z∈S0

[
− a|z| cos

[
arg(z) + ω̃

]
− a|z|

]
≤ 0.

Íà iíòåðâàëi
[
ca, +∞

)
ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

e−s
′

s′ + a|z|
≤ e−s

′

s′ + ba
, äå − a|z| < ba :=

ca − a|z|
2

< ca.

Òîìó íà áóäü-ÿêié çàìêíåíié ïiäìíîæèíi S0 ⊂ Sω0−c−π2 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

Ce−a|z|

π

+∞∫
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

]
−a|z|

e−s
′
ds′

s′ + a|z|
+
Ce−a|z|

2πa

2π−ω∫
ω

ea|z| cos
[

arg(z)+θ
]

+a|z| dθ

≤ Ce−a|z|

π

+∞∫
ca

e−s
′
ds′

s′ + ba
+
Cae

−a|z|(π − ω)

2πa
,

äå Ca := sup
z∈S0

[
−a|z| cos

[
arg(z)+ω̃

]
−a|z|

]
i ñòàëà Cε := C

π

+∞∫
ca

e−s
′
ds′

s′+ba
+ Ca(π−ω)

2πa

¹ ñêií÷åííîþ (îñîáëèâà òî÷êà s′ = −ba ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ íå íàëåæèòü

ïðîìiæêó iíòåãðóâàííÿ). Çâiäñè îòðèìó¹ìî∥∥ezA∥∥L(Vj)
≤ Cε e

−a|z|, ∀ z ∈ S0 , j = 0, 1.

Òîáòî, íåðiâíiñòü (2.12) òà âiäïîâiäíå òâåðäæåííÿ (d) âñòàíîâëåíî, ÿêùî ïiä-

ñòàâèòè a = −
[
r(A) + ε

]
.

Äëÿ äîâåäåííÿ ïðàâèëüíîñòi òâåðäæåííÿ (e) ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî
t∫

0

esAx ds ∈ V1 ,

etAx− x = A

t∫
0

esAx ds, ∀x ∈ V0, t > 0. (2.15)
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Äëÿ ÷èñåë 0 < ε < t iç ôîðìóëè (2.11) îòðèìó¹ìî
t∫

ε

esAx ds =

t∫
ε

AA−1esAx ds =

t∫
ε

d

ds

[
A−1esAx

]
ds = A−1

[
etAx− eεAx

]
.

Çâiäñè ïðè ε→ +0 íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ (b) , ìà¹ìî
t∫

0

esAx ds = A−1
[
etAx− x

]
∈ V1 , àáî A

t∫
0

esAx ds = etAx− x.

Äîâåëè ïðàâèëüíiñòü (2.15).

Iç äðóãî¨ ðiâíîñòi â (2.15) òà ñïiââiäíîøåííÿ (2.10) äëÿ âñiõ x ∈ V1

lim
t→+0

etAx− x
t

V0= lim
t→+0

A

t

t∫
0

esAx ds
V0= lim

t→+0

1

t

t∫
0

esAAxds. (2.16)

Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì (d) , ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ 0 < s 7−→ esAAx íåïå-

ðåðâíà â íóëi. Òîìó ç (2.16) îòðèìó¹ìî

lim
t→+0

etAx− x
t

V0= Ax, ∀x ∈ V1.

Íàâïàêè, ç iñíóâàííÿ äëÿ ôóíêöi¨ 0 < t 7−→ etAx ∈ V0 íà åëåìåíòi x ∈ V0

ïðàâî¨ ïîõiäíî¨ â íóëi limt→+0
etAx−x

t

V0= y , ìà¹ìî y ∈ V0 . Òîìó

R(λ,A)y
V0= lim

t→+0
R(λ,A)

etAx− x
t

, ∀λ ∈ Λc.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (2.13) òà (2.15), îòðèìó¹ìî

R(λ,A)y
V0= lim

t→+0

R(λ,A)A

t

t∫
0

esAx ds
V0= lim

t→+0

λR(λ,A)− E00

t

t∫
0

esAx ds.

Ç íåïåðåðâíîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ 0 ≤ s 7−→ esAx ∈ V0 â íóëi ñïðàâà

òà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi, äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè λ ∈ Λc îòðèìó¹ìî

R(λ,A)y = λR(λ,A)x− x, àáî x = λR(λ,A)x−R(λ,A)y ∈ V1 .

Òâåðäæåííÿ (e) äîâåäåíî. 2

Çàóâàæåííÿ 2.2. Iç (d) âèïëèâà¹ íàñòóïíå ãðàíè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ

lim
t→+∞

∥∥etA∥∥L(Vj)
= 0, j = 0, 1. (2.17)
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2.4 Çàäà÷à Êîøi äëÿ çáóðåíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

Îçíà÷åííÿ 2.2. Áàíàõiâ êîìïëåêñíèé ïðîñòið
(
U, ‖ · ‖U

)
íàçèâàþòü ïðî-

ìiæíèì äëÿ ïàðè áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ
{
V0;V1

}
, ÿêùî ïðàâèëüíi íàñòóïíi

íåïåðåðâíi (íå îáîâ'ÿçêîâî ùiëüíi) âêëàäåííÿ

V1 ⊂ U ⊂ V0.

Ïðîìiæíèé ïðîñòið U äëÿ ïàðè
{
V0;V1

}
áóäåìî íàçèâàòè ïðàâèëüíèì,

ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç äâîõ óìîâ:

(a) U = V1 ,

àáî

(b) ∀ ε > 0 ∃Cε > 0 :
∥∥x∥∥

U
≤ ε
∥∥x∥∥

1
+ Cε

∥∥x∥∥
0
, ∀x ∈ V1 .

Ïðàâèëüíèìè ïðîìiæíèìè áóäóòü îáèäâà êðàéíi ïðîñòîðè ïàðè V0 i V1 ,

à òàêîæ âñi òàêi, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (b) íàâåäåíîãî îçíà÷åííÿ.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé U � ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé áàíàõiâ ïðîñòið äëÿ ïàðè

áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ
{
V0;V1

}
. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà A ∈ A iñíó¹

òàêå ÷èñëî δ > 0 , ùî äëÿ âñiõ îïåðàòîðiâ X ∈ L(U ;V0) , äëÿ ÿêèõ∥∥X∥∥L(U ;V0)
< δ ,

âèêîíóþòüñÿ óìîâè

A+X ∣∣V1

∈ A, Λ ⊂ % (A)
⋂

% (A+X)

òà ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥R(λ,A+X)
∥∥
L(V0)

≤ 2
∥∥R(λ,A)

∥∥
L(V0)

, ∀λ ∈ Λ . (2.18)

Îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ

u(t) = et(A+X|V1
)u0, t ≥ 0,

çàäàíà ôîðìóëîþ (2.9), ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çáóðåíî¨ çàäà÷i Êîøi

du

dt
= (A+X)u, u(0) = u0 ∈ V1.
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Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê U = V1 . Íåõàé λ ∈ Λ òà A,X ∈
A . Ç òîòîæíîñòi

λE10 − A−X =
[
E00 −X

(
λE10 − A

)−1
](
λE10 − A

)
,

îòðèìó¹ìî(
λE10 − A−X

)−1
=
(
λE10 − A

)−1
[
E00 −X

(
λE10 − A

)−1
]−1

. (2.19)

Ç îçíà÷åííÿ êëàñó A òà íåðiâíîñòi∥∥∥X(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0)

≤
∥∥X∥∥L(V1;V0)

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

âèïëèâà¹, ùî ïðè∥∥X∥∥L(V1;V0)
≤ 1

2K(A)
, K(A) := sup

λ∈Λ

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

, (2.20)

â áàíàõîâié àëãåáði L(V0) çáiãà¹òüñÿ îïåðàòîðíèé ðÿä[
E00 −X

(
λE10 − A

)−1
]−1

=
∞∑
k=0

[
X(λE10 − A)−1

]k
.

Ñïðàâäi,∥∥∥∥[E00 −X
(
λE10 − A

)−1
]−1
∥∥∥∥
L(V0)

≤
∞∑
k=0

∥∥∥X(λE10 − A
)−1
∥∥∥k
L(V0)

≤
∞∑
k=0

1

2k
= 2.

Çâiäñè òà ç òîòîæíîñòi (2.19)∥∥∥(λE10 − A−X
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

≤

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

∥∥∥∥[E00 −X
(
λE10 − A

)−1
]−1
∥∥∥∥
L(V0)

≤

2
∥∥∥(λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

(2.21)

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ òà âñiõ X ∈ A ç îêîëó (2.20). Îòæå,

sup
λ∈Λ

∥∥∥(λE10 − A−X
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

≤ 2K(A) ,
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òîáòî, äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà A ∈ A éîãî îêië{
X ∈ L(V1;V0) :

∥∥X∥∥L(V1;V0)
≤ δ(A) =

1

2K(A)

}
ìiñòèòüñÿ â A . Çîêðåìà, çâiäñè âèïëèâà¹ âiäêðèòiñòü ìíîæèíè A â íîðìi

ïðîñòîðó L(V0;V1) .

Äîìíîæóþ÷è çëiâà òîòîæíiñòü (2.19) íà îïåðàòîð âêëàäåííÿ E10 i îöiíþ-

þ÷è âèùå çàìiñòü ðåçîëüâåíòè
(
λE10 − A − X

)−1
ôóíêöiþ R(λ,A + X) =

E10

(
λE10 − A−X

)−1
áà÷èìî, ùî íåðiâíiñòü (2.21) íàáóâà¹ âèãëÿäó (2.18).

Íåõàé òåïåð ïðîñòið U çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (b) îçíà÷åííÿ 2.2. Çàôiêñó¹ìî

äîâiëüíå ÷èñëî a > 0 i ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð âêëàäåííÿ E1U : V1 7−→ U . Äëÿ

áóäü-ÿêèõ ÷èñåë ε > 0 òà âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ V0 çà ëåìîþ 2.1 iñíó¹ òàêà ñòàëà

C > 0 , ùî∥∥∥E1U

(
λE10 − A

)−1
x
∥∥∥
U
≤ ε
∥∥∥(λE10 − A

)−1
x
∥∥∥

1
+ Cε

∥∥∥R(λ,A)x
∥∥∥

0
≤

C

(
ε+

Cε
|λ|

)
‖x‖0 ≤ C

(
ε+

Cε
a

)
‖x‖0 ,

àáî∥∥∥E1U

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0,U)

≤ C

(
ε+

Cε
a

)
, ∀λ ∈ Λ\

{
λ ∈ C : |λ| ≤ a

}
.

Ç iíøîãî áîêó, î÷åâèäíî, ìà¹ìî∥∥∥E1U

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0,U)

≤
∥∥E1U

∥∥
L(V1,U)

∥∥∥(λE10 − A
)−1
∥∥∥
L(V0,V1)

≤

≤ K(A)
∥∥E1U

∥∥
L(V1,U)

, ∀λ ∈ Λ
⋂{

λ ∈ C : |λ| ≤ a
}
,

òîáòî iñíó¹ òàêà ñòàëà

K ′(A) := max

{
K(A)

∥∥E1U

∥∥
L(V1,U)

; C
(
ε+

Cε
a

)}
,

ùî ∥∥∥E1U

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0,U)

≤ K ′(A), ∀λ ∈ Λ.
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Ïîâòîðèìî òåïåð îñíîâíi ôðàãìåíòè ïåðøî¨ ÷àñòèíè äîâåäåííÿ, çàìiíþþ÷è

â íèõ ôóíêöiþ X
(
λE10 − A

)−1
íà XE1U

(
λE10 − A

)−1
. Iç íåðiâíîñòi∥∥∥XE1U

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)

≤
∥∥X∥∥L(U ;V0)

∥∥∥E1U

(
λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0;U)

âèïëèâà¹, ùî ïðè
∥∥X∥∥L(U ;V0)

≤ 1
2K ′(A) â áàíàõîâié àëãåáði L(V0) çáiãà¹òüñÿ

ðÿä [
E00 −XE1U

(
λE10 − A

)−1
]−1

=
∞∑
k=0

[
XE1U(λE10 − A)−1

]k
,

ïðè öüîìó ïðàâèëüíà îöiíêà

∥∥∥∥[E00 − XE1U

(
λE10 − A

)−1
]−1
∥∥∥∥
L(V0)

≤ 2 äëÿ

âñiõ λ ∈ Λ . Çâiäñè òà ç òîòîæíîñòi(
λE10 − A−XE1U

)−1
=
(
λE10 − A

)−1
[
E00 −XE1U

(
λE10 − A

)−1
]−1

âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü∥∥∥(λE10 − A−XE1U

)−1
∥∥∥
L(V0;U)

≤ 2
∥∥∥(λE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ òà âñiõ X ∈ L(U ;V0) ç îêîëó
∥∥X∥∥L(U ;V0)

≤ 1
2K ′(A) .

Çàñòîñîâóþ÷è òåïåð ëåìó 3.3, îòðèìó¹ìî îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. 2

Iç äîâåäåííÿ òåîðåìè çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A âiäêðèòà â ïðîñòî-

ði ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ L(V1, V0) âiäíîñíî òîïîëîãi¨, ïîðîäæåíî¨

ðiâíîìiðíîþ îïåðàòîðíîþ íîðìîþ.

2.5 Äðîáîâi ñòåïåíi ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

Ðîçãëÿäà¹ìî ïàðó áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ V =
{
V0;V1

}
i âèçíà÷åíèé íàä íèìè

êëàñ A ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ âiä'¹ìíîãî òèïó, çàäàííèé êóòîì ω0 : π
2 <

ω0 < π . Çàôiêñó¹ìî äåÿêèé îïåðàòîð J ∈ A .
Äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë ϑ > 0 òà c : π

2 < ω0 − c < π ôóíêöiÿ

C \ [0,+∞) 3 λ 7−→ 1

(−λ)ϑ
= e−ϑ ln(−λ),
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äå âèáðàíà ãiëêà ôóíêöi¨ ln(−λ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ln(1) = 0 , íàëåæèòü

àëãåáði H(Λc) (äèâ. ïðèêëàä 1). Òîìó çãiäíî ç ëåìîþ 2.3 ìîæåìî âèçíà÷àòè

äðîáîâi ñòåïåíi îïåðàòîðà

(−J)−ϑ =
1

2πi

∫
Γa,ω

R(λ, J)

(−λ)ϑ
dλ ∈ L(V ), (2.22)

äå iíòåãðàë íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ÷èñëà a : 0 < a < r(A) òà êóòà ω :

ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 .

Ðîäèíà îïåðàòîðiâ (−J)−ϑ âîëîäi¹ ïiâãðóïîâîþ âëàñòèâiñòþ

(−J)−ϑ(−J)−ϑ
′
= (−J)−ϑ−ϑ

′
, ∀ϑ, ϑ′ > 0. (2.23)

Ñïðàâäi, äëÿ áóäü-ÿêèõ 0 < a′ < a < r(A) òà ω0 − c ≤ ω < ω′ ≤ ω0

(−J)−ϑ(−J)−ϑ
′
=

1

(2πi)2

∫
Γa,ω

∫
Γa′,ω′

R(λ, J)R(µ, J)

(−λ)ϑ(−µ)ϑ′
dλ dµ =

1

2πi

∫
Γa,ω

R(λ, J)

(−λ)ϑ

[
1

2πi

∫
Γa′,ω′

dµ

(−µ)ϑ′(µ− λ)

]
dλ−

1

2πi

∫
Γa′,ω′

R(µ, J)

(−µ)ϑ′

[
1

2πi

∫
Γa,ω

dλ

(−λ)ϑ′(µ− λ)

]
dµ =

1

2πi

∫
Γa,ω

R(λ, J)

(−λ)ϑ+ϑ′
dλ = (−J)−ϑ−ϑ

′
.

Âðàõóâàëè, ùî çà òåîðåìîþ Êîøi

(−λ)ϑ
′
=

1

2πi

∫
Γa′,ω′

dµ

(−µ)ϑ′(µ− λ)
, à òàêîæ

1

2πi

∫
Γa,ω

dλ

(−λ)ϑ′(µ− λ)
= 0,

áî êîíòóð Γa,ω ìiñòèòüñÿ âñåðåäèíi êîíòóðà Γa′,ω′ , à òîìó äëÿ âñiõ µ ∈ Γa′,ω′

ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ¹ àíàëiòè÷íà i ïðÿìó¹ äî íóëÿ íà áåçìåæíîñòi âñåðå-

äèíi Γa,ω .

Îïåðàòîð (−J)−ϑ îáîðîòíèé. Ñïðàâäi, ÿêùî (−J)−ϑx = 0 äëÿ äåÿêîãî

åëåìåíòà x ∈ V0 , òî ïîêëàäàþ÷è â îòðèìàíié ðiâíîñòi ϑ′ = n ∈ N , äëÿ âñiõ

n > ϑ áóäåìî ìàòè

(−J)−nx = (−J)−(n−ϑ)(−J)−ϑx = 0.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî x = 0 . Òàêèì ÷èíîì, ïîáóäîâàíèé îïåðàòîð (−J)−ϑ ∈
L(V0) ìà¹ íóëüîâå ÿäðî, à òîìó iñíó¹ çàìêíåíèé îáåðíåíèé

(−J)ϑ :=
[
(−J)−ϑ

]−1
: Vϑ 7−→ V0 ,

äå ÷åðåç Vϑ òóò i âñþäè äàëi ïîçíà÷åíî éîãî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, íàäiëåíó

íîðìîþ ãðàôiêà

‖x‖θ :=
∥∥(−J)ϑx

∥∥
0
, ∀x ∈ Vϑ .

Iç çàìêíåíîñòi (−J)ϑ , çà òåîðåìîþ ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê, îòðèìàíèé ïðîñòið(
Vϑ, ‖·‖θ

)
� áàíàõiâ i âêëàäåííÿ Vϑ ⊂ V0 íåïåðåðâíi. Ç òîãî, ùî ÿäðî îïåðà-

òîðà (−J)−ϑ íóëüîâå, âèïëèâà¹ ùiëüíiñòü âêëàäåííÿ Vϑ ⊂ V0 . Ïðè ϑ = 1 ,

çà òåîðåìîþ ïðî îáåðíåíèé îïåðàòîð, íîðìà ‖x‖1 =
∥∥(−J)x

∥∥
0
, x ∈ V1 , ïî-

ðîäæåíà îïåðàòîðîì J íà ïðîñòîði V1 , åêâiâàëåíòíà çàäàíié. Î÷åâèäíî,

Êðiì òîãî, îñêiëüêè ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ âèçíà÷à¹ îáìåæåíi îïåðàòî-

ðè íàä áàíàõîâîþ ïàðîþ V =
{
V0;V1

} (
ëåìà 2.3

)
, òî çâóæåííÿ îïåðàòîðà

(−J)−ϑ íà ïiäïðîñòið V1 íàëåæèòü àëãåáði L(V1) . Äîñëiâíî çàñòîñîâóþ÷è äî

ïiäïðîñòîðó V1 ïîïåðåäíi ìiðêóâàííÿ ïåðåêîíó¹ìîñÿ, ùî çâóæåíèé îïåðàòîð

(−J)−ϑ ∣∣V1

òàêîæ ìà¹ íóëüîâå ÿäðî, à òîìó iñíóþòü çàìêíåíèé îáåðíåíèé i

éîãî êîìïîçèöiÿ ç (−J) , âiäïîâiäíî[
(−J)−ϑ ∣∣V1

]−1

: Vϑ+1 7−→ V1 ,

(−J)ϑ+1 := (−J)
[
(−J)−ϑ ∣∣V1

]−1

: Vϑ+1 7−→ V0 .

Âèùå ÷åðåç Vϑ+1 ïîçíà÷åíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (−J)ϑ+1 , íàäiëåíó

íîðìîþ ãðàôiêà

‖x‖ϑ+1 :=
∥∥(−J)ϑ+1x

∥∥
0
, ∀x ∈ Vϑ+1 .

Ïðîäîâæóþ÷è ðåêóðåíòíî äàíó êîíñòðóêöiþ, ìîæåìî âèçíà÷èòè çàìêíåíi

îïåðàòîðè (−J)ϑ+n òà áàíàõîâi ïðîñòîðè Vϑ+n äëÿ äîâiëüíîãî n ∈ N

(−J)ϑ+n := (−J)n
[
(−J)−ϑ ∣∣V1

]−1

: Vϑ+n 7−→ V0 ,

‖x‖ϑ+n :=
∥∥(−J)ϑ+nx

∥∥
0
, ∀x ∈ Vϑ+n .
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Ó âèïàäêó ϑ = 1 , îòðèìó¹ìî áàíàõîâi ïðîñòîðè V1+n äëÿ âñiõ n ∈ N .

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé êëàñ A , à òàêîæ êëàñ A0 , âèçíà÷åíi îäíèì i òèì

ñàìèì êóòîì ω0 : π
2 < ω0 < π . Íåõàé çàäàíî îïåðàòîðè J,A ∈ A i ïðîñòið

Vϑ : 0 < ϑ ≤ 1 âèçíà÷åíèé îïåðàòîðîì (−J)ϑ .

(a) ßêùî 0 < α < β ≤ 1 , òî iñíó¹ ñòàëà C0 > 0 òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

÷èñëà ε > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥x∥∥
α
≤ ε

∥∥x∥∥
β

+ C0 ε
α

α−β
∥∥x∥∥

0
, ∀x ∈ Vβ . (2.24)

Ïðàâèëüíi íåïåðåðâíi òà ùiëüíi âêëàäåííÿ

V1 ⊂ Vβ ⊂ Vα ⊂ V0 , (2.25)

äå ïðîìiæíi ïðîñòîðè Vα äëÿ ïàðè
{
Vβ;V0

}
¹ ïðàâèëüíèìè i∥∥x∥∥

α
≤ C ′

∥∥x∥∥αββ ∥∥x∥∥1−αβ
0

, ∀x ∈ Vβ (2.26)

ç äåÿêîþ ñòàëîþ C ′ > 0 (çàëåæíîþ âiä α, β ), òîáòî Vα äëÿ ïàðè
{
Vβ;V0

}
¹ iíòåðïîëÿöiéíèìè ç ïîêàçíèêàìè α

β .

(b) Íåõàé 0 ≤ α < 1 . Òîäi iñíó¹ ñòàëà C ′′ > 0 òàêà, ùî∥∥∥∥(λE10 −
A

s

)−1∥∥∥∥
L(V0;Vα)

≤ C ′′ sα

|λ|1−α
, ∀λ ∈ Λ0 , ∀ s > 0. (2.27)

(c) Íåõàé 0 < ϑ < 1 . Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ îïåðàòîðà X ∈ L(Vϑ;V0) òà

÷èñëà s > 0

A+ sX ∈ A0 , Λ0 ⊂ % (A)
⋂

% (A+ sX)

i äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ Λ0 òà s > 0 ñïðàâäæó¹òüñÿ íåðiâíiñòü∥∥∥∥R(λ, As +X

)∥∥∥∥
L(V0)

≤ 2

∥∥∥∥R(λ, As
)∥∥∥∥
L(V0)

. (2.28)

(d) ßêùî A ∈ A , θ ∈ (0, 1) , X ∈ L(Vθ;V0) , òî îïåðàòîðíîçíà÷íà ôóíê-

öiÿ

u(t) = et(A+X)u0, t ≥ 0,

çàäàíà ôîðìóëîþ (2.9), ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çáóðåíî¨ çàäà÷i Êîøi

du

dt
= (A+X)u, u(0) = u0 ∈ V1.



78

Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî ñïî÷àòêó âêëàäåííÿ (2.25). ßêùî x ∈ Vβ , òî ç

(2.23) âèïëèâà¹

x = (−J)−β(−J)βx = (−J)−α−(β−α)(−J)βx =

(−J)−α(−J)−(β−α)(−J)βx ∈ Vα .

Çàóâàæèìî, ùî ôîðìóëà (2.22) äëÿ âñiõ ÷èñåë 0 < ϑ ≤ 1 ôàêòè÷íî íå

çàëåæèòü âiä çìiíè êóòà ω ó øèðøîìó ïðîìiæêó ω : 0 < ω ≤ ω0 , íiæ öå

îäåðæó¹ìî ç ëåìè 2.1. Öå âèïëèâà¹ ç àíàëiòè÷íîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨

â êîìïëåêñíié ïëîùèíi ç ðîçðiçîì C \
[
0,+∞

)
òà íåðiâíîñòi∥∥∥∥R(λ, J))

(−λ)ϑ

∥∥∥∥
L(V0)

≤ C

|λ|1+ϑ
, ∀λ ∈ C \

[
0,+∞

)
, (2.29)

ó ÿêié ñòàëà C > 0 âçÿòà ç íåðiâíîñòi â ëåìi 2.1. Ñïðàâäi, ç îöiíêè (2.29)

âèïëèâà¹ àáñîëþòíà çáiæíiñòü iíòåãðàëó ó ôîðìóëi (2.22) ïî áóäü-ÿêîìó ç

êîíòóðiâ Γa,ω ∈ C \
[
0,+∞

)
i ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàòè òåîðåìó Êîøi, çãiäíî

ç ÿêîþ ( ∫
Γa′,ω′

−
∫

Γa,ω

)
R(λ, J)

(−λ)ϑ
dλ = 0, 0 < a ≤ a′, ω ≤ ω′.

Êîðèñòóþ÷èñü öi¹þ íåçàëåæíiñòþ, ìîæíà ïåðåéòè â ôîðìóëi (2.22) äî ãðà-

íèöi ïðè ω → +0 òà a → +0 . À ñàìå, iíòåãðóþ÷è ïî ãðàíè÷íîìó êîíòóðó(
+∞, a

]⋃{
aeiτ : 0 < τ < 2π

}⋃[
a,+∞

)
, äå a → +0 , ïðèõîäèìî äî åêâi-

âàëåíòíîãî çîáðàæåííÿ Êàòî [39] äëÿ äðîáîâèõ ñòåïåíiâ îïåðàòîðà

(−J)−ϑ =
sin πϑ

π

+∞∫
0

R(r, J)

rϑ
dr ∈ L(V ), 0 < ϑ < 1. (2.30)

Iç (2.29) âèïëèâà¹, ùî ïðè 0 < ϑ = α < 1 äëÿ x ∈ V1

∥∥(−J)αx
∥∥

0
=
∥∥(−J)α−1(−J)x

∥∥
0

=
sinπα

π

∥∥∥∥∥
+∞∫
0

R(r, J)Jx

r1−α dr

∥∥∥∥∥
0

≤

sin πϑ

π

[ δ∫
0

∥∥JR(r, J)x
∥∥

0

r1−α dr +

+∞∫
δ

∥∥(−J)1−βR(r, J)(−J)βx
∥∥

0

r1−α dr

]
.
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Äëÿ ÷èñåë β : α < β ≤ 1 , çãiäíî ç íåðiâíiñòþ (2.30), ìà¹ìî

∥∥(−J)1−βR(r, J)
∥∥
L(V0)

=
sin πα

π

∥∥∥∥∥
+∞∫
0

R(s, J)R(r, J)

s1−β ds

∥∥∥∥∥
L(V0)

≤

sin πα

π

[ r∫
0

∥∥R(s, J)
∥∥
L(V0)

∥∥R(r, J)
∥∥
L(V0)

s1−β ds+

+∞∫
r

∥∥R(s, J)
∥∥
L(V0)

∥∥R(r, J)
∥∥
L(V0)

s1−β ds

]
≤

C2 sin πα

π

[
1

r

r∫
0

ds

s1−β +

+∞∫
r

ds

s2−β

]
=

C2 sin πα

πrββ(1− β)
.

Êðiì öüîãî, çà òîòîæíiñòþ JR(r, J) = rR(r, J)− E00 , ìà¹ìî∥∥JR(r, J)
∥∥
L(V0)

≤ 1 +K(J),

äå ñòàëà K(J) âçÿòà ç îçíà÷åííÿ êëàñó A . Ïiäñòàâëÿþ÷è îñòàííi äâi íåðiâ-
íîñòi âèùå, ïðèõîäèìî äî îöiíêè

∥∥(−J)αx
∥∥

0
≤ sin πα

π

[(
1 +K(J)

)∥∥x∥∥
0

δ∫
0

dr

r1−α +

C2
∥∥(−J)βx

∥∥
0

β(1− β)

+∞∫
δ

dr

r1−α+β

]
=

sin πα

π

[(
1 +K(J)

)∥∥x∥∥
0

δα

α
+
C2
∥∥(−J)βx

∥∥
0

β(1− β)

δα−β

β − α

]
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü (2.24) äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ V1 , ÿêùî â îñòàííié

íåðiâíîñòi âçÿòè

ε = δα−β
[

C2 sin πα

πβ(1− β)(β − α)

]
,

C0 =
1 +K(J)

α

(
sin πα

π

) β
β−α
[

c2

β(1− β)(β − α)

] α
β−α

.
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Âiäçíà÷èìî, ùî äîâiëüíiñòü ó âèáîði ÷èñåë ε > 0 äîñÿãÿ¹òüñÿ çà ðàõóíîê

äîâiëüíîãî âèáîðó δ > 0 , à òàêîæ, ùî ñòàëà C0 íå çàëåæèòü âiä ε .

Ç íåðiâíîñòi (2.24) äëÿ åëåìåíòiâ x ∈ V1 òà íåïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ V1 ⊂
V0 âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü âêëàäåííÿ V1 ⊂ Vα . Ñïðàâäi, ÿêùî V1 3 xn

V1→
x ∈ V1 , òî ç íåïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ V1 ⊂ V0 âèïëèâà¹ V0 3 xn

V0→ x ∈ V0 .

Òîäi ç (2.24) ïðè β = 1 , ìà¹ìî Vα 3 xn
Vα→ x ∈ Vα i âêëàäåííÿ V1 ⊂ Vα

íåïåðåðâíå. Íåïåðåðâíiñòü âêëàäåííÿ Vβ ⊂ Vα âèïëèâà¹ ç (2.24) òà ïðîñòèõ

ìiðêóâàíü: ÿêùî Vβ 3 xn
Vβ→ x ∈ Vβ , òî ç íåïåðåðâíñòi âêëàäåííÿ Vβ ⊂ V0 ,

ìà¹ìî V0 3 xn
V0→ x ∈ V0 i, çãiäíî ç (2.24), Vα 3 xn

Vα→ x ∈ Vα .
Ïðèïóñòèìî, ùî åëåìåíò ñïðÿæåíîãî ïðîñòîðó x∗ ∈ V ∗α ¹ îðòîãîíàëüíèì

äî Vβ . Ç íåïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ Vα ⊂ V0 âèïëèâà¹, ùî x∗ ∈ V ∗0 . Àëå

âêëàäåííÿ Vα ⊂ V0 ùiëüíå, òîìó x∗ = 0 . Îòæå, çà òåîðåìîþ Õàíà-Áàíàõà,

âêëàäåííÿ Vβ ⊂ Vα ¹ ùiëüíèì.

Çîêðåìà, ùiëüíèì áóäå âêëàäåííÿ V1 ⊂ Vβ . Òîìó íåðiâíiñòü (2.24) ó âè-

ïàäêó α > 0 äëÿ âñiõ åëåìåíòiâ x ∈ Vβ îòðèìó¹òüñÿ øëÿõîì ¨¨ íåïåðåðâíîãî

ðîçøèðåííÿ iç ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè V1 .

Çàóâàæèìî, ùî ç íåðiâíîñòi (2.24) âiäðàçó âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü ïðîìiæ-

íîãî ïðîñòîðó Vα äëÿ ïàðè
{
Vβ;V0

}
.

Íàðåøòi, íåðiâíiñòü (2.26) âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi (2.24), ÿêùî â îñòàííié

ïiäñòàâèòè çíà÷åííÿ çìiííî¨ ε , â ÿêîìó äëÿ åëåìåíòà x ∈ Vβ äîñÿãÿ¹òüñÿ

min
ε>0

â íåðiâíîñòi (2.24), à ñàìå âçÿòè

ε =

(
C α

β − α
‖x‖0

‖x‖β

)1−αβ
, C ′ =

β

α

(
C α

β − α

)1−αβ
.

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (b). Âèïàäîê α = 0 ðîçãëÿíóòî ó ëåìi 2.1. Íåõàé

0 < α < 1 . Ç íåðiâíîñòi (2.26) ïðè β = 1 îòðèìó¹ìî

V1 ⊂ Vα ⊂ V0 ,
∥∥x∥∥

α
≤ C ′

∥∥x∥∥α
1

∥∥x∥∥1−α
0

, ∀x ∈ V1 .
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Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè x =
(
λE10 − J

s

)−1

y , äå y ∈ V0 , s > 0 òà λ ∈ Λ0 , ìà¹ìî∥∥∥∥(λE10 −
J

s

)−1

y

∥∥∥∥
α

=

∥∥∥∥(−J)α
(
λE10 −

J

s

)−1

y

∥∥∥∥
0

≤

C ′
∥∥∥∥J(λE10 −

J

s

)−1

y

∥∥∥∥α
0

∥∥∥∥E10

(
λE10 −

J

s

)−1

y

∥∥∥∥1−α

0

≤

C ′
∥∥∥∥J(λE10 −

J

s

)−1
∥∥∥∥α
L(V0)

∥∥y∥∥α
0

∥∥∥∥E10

(
λE10 −

J

s

)−1
∥∥∥∥1−α

L(V0)

∥∥y∥∥1−α
0

=

C ′ sα
∥∥∥J(sλE10 − J

)−1
∥∥∥α
L(V0)

∥∥∥∥R(λ, Js)
∥∥∥∥1−α

L(V0)

∥∥y∥∥
0
.

Îñêiëüêè J ∈ A , òî çãiäíî ç ëåìîþ 2.1, iñíóþòü ñòàëi

C1 = sup
sλ∈Λ0

∥∥∥J(sλE10 − J
)−1
∥∥∥
L(V0)

, C2 = sup
sλ∈Λ0

∥∥∥∥λR(λ, Js)
∥∥∥∥
L(V0)

.

Òîäi ïîïåðåäíÿ íåðiâíiñòü íàáóâà¹ âèãëÿäó∥∥∥∥(λE10 −
J

s

)−1

y

∥∥∥∥
L(V0;Vα)

:= sup
‖y‖0=1

∥∥∥∥(λE10 −
J

s

)−1

y

∥∥∥∥
α

≤

≤ C ′Cα
1 s

α

∥∥∥∥R(λ, Js)
∥∥∥∥1−α

L(V0)

≤ C ′Cα
1 C

1−α
2 sα∣∣λ∣∣1−α =

C ′′ sα∣∣λ∣∣1−α .
Îòæå, ó âèïàäêó îïåðàòîðà A = J íåðiâíiñòü (2.27) äîâåäåíî.

Äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ A , âèêîðèñòà¹ìî äðóãó ðåçîëüâåíòíó òî-

òîæíiñòü(
sλE10 − A

)−1
=
(
sλE10 − J

)−1 −
(
sλE10 − A

)−1
(J − A)

(
sλE10 − J

)−1
,

ç ÿêî¨

(−J)α
(
sλE10 − A

)−1
= (2.31)[

E00 − (−J)α
(
sλE10 − A

)−1
(J − A)(−J)−α |V1

]
(−J)α

(
sλE10 − J

)−1
.
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Òóò îïåðàòîð (−J)−α |V1
ðîçãëÿäà¹ìî â àëãåáði L(V1) , à òîìó éîãî îáåðíåíèé

(−J)α ¹ âèçíà÷åíèì íàä ïiäïðîñòîðîì V1 , òîáòî ìà¹ âèãëÿä
[
(−J)−ϑ |V1

]−1

∈
L(Vα+1;V1) . Çâiäñè òà ëåìè 2.1 îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ ñòàëèõ

sup
sλ∈Λ0

∥∥∥(−J)α
(
sλE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0)
≤ K(A)

∥∥∥[(−J)−α |V1

]−1∥∥∥
L(Vα+1;V1)

:= C ′α∥∥∥(J − A)(−J)−α |V1

∥∥∥
L(V1)

≤
∥∥J − A∥∥L(V1;V0)

∥∥∥(−J)−α |V1

∥∥∥
L(V1)

:= C ′′α.

À òîäi∥∥∥E00 − (−J)α
(
sλE10 − A

)−1
(J − A)(−J)−α |V1

∥∥∥
L(V0)

≤ 1 + C ′αC
′′
α := C3,∥∥(−J)α

(
sλE10 − A

)−1
y
∥∥

0
≤ C3

∥∥(−J)α
(
sλE10 − J

)−1
y
∥∥

0
,

àáî ∥∥∥∥(λE10 −
A

s

)−1

y

∥∥∥∥
α

≤ C3

∥∥∥∥(λE10 −
J

s

)−1

y

∥∥∥∥
α

∀y ∈ V0.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî∥∥∥∥(λE10 −
A

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0;Vα)

:= sup
‖y‖0=1

∥∥∥∥(λE10 −
A

s

)−1

y

∥∥∥∥
α

≤

C3

∥∥∥∥(λE10 −
J

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0;Vα)

≤ C ′Cα
1 C

1−α
2 C3 s

α∣∣λ∣∣1−α =
C ′′ sα∣∣λ∣∣1−α

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ0 òà s > 0 , òîáòî íåðiâíiñòü (2.27) ïðè 0 < α < 1 .

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (c). Íåõàé çàäàíi áóäü-ÿêi ÷èñëî 0 < ϑ < 1 òà

îïåðàòîð X ∈ L(Vϑ;V1) , a =
(

2C ′′ sϑ0
∥∥X∥∥L(Vϑ;V1)

) 1
1−ϑ

äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà

s0 > 0 . Òîäi ç íåðiâíîñòi (2.27) âèïëèâàþòü îöiíêè∥∥∥∥X(λE10 −
A

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0)

≤
∥∥X∥∥L(Vϑ;V1)

∥∥∥∥(λE10 −
A

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0;Vα)

≤

C ′′ sα
∥∥X∥∥L(Vϑ;V1)

|λ|1−α
≤
C ′′ sα0

∥∥X∥∥L(Vϑ;V1)

a1−α =
1

2
(2.32)

äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ Λ−a òà ÷èñåë s : 0 < s ≤ s0 . Äëÿ òàêèõ λ i s[
E00 −X

(
λE10 −

A

s

)−1
]−1

=
∞∑
k=0

[
X
(
λE10 −

A

s

)−1
]k
,
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äå ðÿä ñïðàâà, çãiäíî ç îöiíêîþ (2.32), çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî â àëãåáði L(V0) .

Ç äðóãî¨ ðåçîëüâåíòíî¨ òîòîæíîñòi, çàïèñàíî¨ ó âèãëÿäi(
λE10 −

A

s
−X

)−1

=
(
λE10 −

A

s

)−1
[
E00 −X

(
λE10 −

A

s

)−1
]−1

, (2.33)

îòðèìó¹ìî íåðiâíîñòi∥∥∥∥(λE10 −
A

s
−X

)−1
∥∥∥∥
L(V0;V1)

≤

∥∥∥∥(λE10 −
A

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0;V1)

∥∥∥∥[E00 −X
(
λE10 −

A

s

)−1
]−1∥∥∥∥

L(V0)

≤

∥∥∥∥(λE10−
A

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0;V1)

∞∑
k=0

∥∥∥∥X(λE10−
A

s

)−1
∥∥∥∥k
L(V0)

≤ 2

∥∥∥∥(λE10−
A

s

)−1
∥∥∥∥
L(V0;V1)

,

àáî åêâiâàëåíòíó íåðiâíiñòü∥∥∥(sλE10 − A− sX
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

≤ 2
∥∥∥(sλE10 − A

)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

, (2.34)

ïðàâèëüíó äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ Λ−a òà ÷èñåë s : 0 < s ≤ s0 . Iç ñþð'¹êòèâíîñòi

âiäîáðàæåííÿ

Λ−a ×
(
0, s0

]
3
{
λ, s
}
7−→ sλ := ξ ∈ Λ0

òà óìîâè A ∈ A , çà ÿêîþ sup
ξ∈Λ

∥∥∥(ξE10−A
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

= K(A) <∞ , ç íåðiâíîñòi

(2.34), îòðèìó¹ìî∥∥∥(ξE10 − A− sX
)−1
∥∥∥
L(V0;V1)

≤ K(A) <∞, ∀ ξ ∈ Λ0 , 0 < s ≤ s0 .

Çâiäñè, çà äîâiëüíiñòþ s0 , ìà¹ìî A+ sX ∈ A0 äëÿ âñiõ s > 0 .

Äîìíîæóþ÷è òîòîæíiñòü (2.33) çëiâà íà îïåðàòîð âêëàäåííÿ E10 i îöiíþ-

þ÷è îòðèìàíi âèðàçè òàê ñàìî ÿê âèùå, çàìiñòü íåðiâíîñòi (2.34) îòðèìà¹ìî

íåðiâíiñòü (2.28), ÿêà òàê ñàìî áóäå ïðàâèëüíîþ äëÿ âñiõ ÷èñåë sλ := ξ ∈ Λ0

òà s > 0 .

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (d) âèïëèâà¹ ç ëåì 2.2(c), 2.1 òà âñòàíîâëåíî¨ âèùå

âëàñòèâîñòi ãåíåðàòîðà A + X ïiâãðóïè, çàäàíî¨ ôîðìóëîþ (2.9). Òåîðåìó

äîâåäåíî. 2
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Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé 0 < η < ϑ < 1 . Ïðîñòið V1+η ¹ ïðàâèëüíèì ïðîìiæ-

íèì äëÿ ïàðè
{
Vϑ;V1+ϑ

}
, à ñàìå: äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà ε > 0 iñíó¹ ñòàëà

C > 0 òàêà, ùî∥∥y∥∥
1+η
≤ ε

∥∥y∥∥
1+ϑ

+ C ε
1+η−ϑ
η−ϑ

∥∥y∥∥
ϑ
, ∀ y ∈ V1+ϑ . (2.35)

Ñïðàâäi, â íåðiâíîñòi (2.24) äîñèòü âçÿòè β = 1 , α = 1+η−ϑ , x =
(
−J
)ϑ
y

i âèêîðèñòàòè ïiâãðóïîâó âëàñòèâiñòþ ñòåïåíiâ îïåðàòîðà.

Íàñëiäîê 2.2. Îïåðàòîð (−J) ¹ ïîçèòèâíèì ó ñåíñi îçíà÷åííÿ 1.14.1 iç

[140]. Òîìó äðîáîâi ñòåïåíi îïåðàòîðiâ (−J)θ , îçíà÷åíi âèùå ôîðìóëîþ Êà-

òî (2.30), ïîðîäæóþòü iíòåðïîëÿöiéíó øêàëó ïðîñòîðiâ Vθ iç âëàñòèâî-

ñòÿìè

[V0, V1]θ = Vθ, [V1, V2]θ = V1+θ,

äå ÷åðåç [·, ·]θ ïîçíà÷åíî ïðîìiæíèé ïðîñòið âiäïîâiäíî¨ ïàðè, ïîðîäæå-

íèé êîìïëåêñíèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨ Ëiîíñà-Êàëüäåðîíà ([140], òåîðåìà

1.15.3).

2.6 Ñåêòîðiàëüíi îïåðàòîðè íà àëãåáðàõ Âiíåðà àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié

Âèâ÷åíî îïåðàòîðè, ùî äiþòü íà àïðîêñèìîâíié àëãåáði Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ. Äëÿ òàêèõ îïåðàòîðiâ âñòàíîâëåíà

äîñòàòíÿ óìîâà ñåêòîðiàëüíîñòi i ïîáóäîâàíî ãîëîìîðôíå ÷èñëåííÿ.

Àëãåáðà Âiíåðà àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ Òåéëîðà êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨

x(ξ) =
∑
n∈N

cnξ
n iç ‖x‖W =

∑
n∈N

|cn| <∞

âïåðøå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ â ïðàöi Âiíåðà [276] i òåïåð ìà¹ øèðîêå çàñòîñóâàííÿ â

òåîði¨ îïåðàòîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [258]). �¨ íåñêií÷åííîâèìiðíèé ãiëüáåðòî-

âèé àíàëîã áóëî äîñëiäæåíî â [230], äå àâòîðè âèêîðèñòîâóâàëè îäíîðiäíi

ïîëiíîìè Ãiëüáåðòà-Øìiäòà çàìiñòü ñòåïåíåâèõ äîäàíêiâ cnξ
n . Ìè áóäó¹ìî
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äåÿêå áàíàõîâå íåñêií÷åííîâèìiðíå óçàãàëüíåííÿ, íàçâàíå àïðîêñèìîâíîþ àë-

ãåáðîþ Âiíåðà. À ñàìå, çàìiñòü ïîëiíîìiâ Ãiëüáåðòà-Øìiäòà çà äîäàíêè â ðÿ-

äàõ Òåéëîðà âèêîðèñòîâó¹ìî àïðîêñèìîâíi ïîëiíîìè.

Ñåêòîðiàëüíi îïåðàòîðè, ùî äiþòü íà àëãåáði Âiíåðà, ¹ îñíîâíèì îá'¹êòîì

öüîãî äîñëiäæåííÿ. Ìè äîñëiäæó¹ìî íàñòóïíi ïðîáëåìè. Ïî-ïåðøå, ÷è ¹ ñåê-

òîðiàëüíèì îïåðàòîð íà òàêié àëãåáði, ÿêùî ñåêòîðiàëüíèì ¹ âèõiäíèé îïå-

ðàòîð? Ïîçèòèâíó âiäïîâiäü ïîäàíî â òåîðåìi 2.3. Â òåîðåìi 2.4 ïîêàçàíî

çàñòîñóâàííÿ äî ïîáóäîâè ãîëîñîðôíîãî ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ.

Âèêîðèñòîâó¹ìî òàêîæ îçíà÷åííÿ òà ðåçóëüòàòè iç [157, 165, 187, 190, 230,

215-236].

2.6.1 Àïðîêñèìîâíà àëãåáðà Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié

Íåõàé (X, ‖ · ‖) áàíàõiâ ïðîñòið iç íîðìîâàíèì ñïðÿæåíèì (X ′, ‖ · ‖) , i ÷åðåç
〈X | X ′〉 = {〈x | ξ〉 : x ∈ X, ξ ∈ X ′} ïîçíà÷èìî ¨õ äóàëüíó ôîðìó. Íåõàé

BX ′ = {ξ ∈ X ′ : ‖ξ‖ < 1} òà B̄X ′ = {ξ ∈ X ′ : ‖ξ‖ ≤ 1} � âiäêðèòà é çàìêíåíà
îäèíè÷íi äóàëüíi êóëi, âiäïîâiäíî. Ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè êîìïëåêñíi ïðîñòîðè.

Àëãåáðè÷íèé òåíçîðíèé äîáóòîê n ïðîñòîðiâ Áàíàõà ⊗nX := X ⊗ . . .⊗X
ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ ñêií÷åííèõ ñóì

u =
∑
j

x1j ⊗ · · · ⊗ xnj, xij ∈ X, i = 1, . . . , n, j ∈ N (2.36)

çi çâè÷àéíèìè àëãåáðè÷íèìè îïåðàöiÿìè.

Àíàëîãi÷íî, ÷åðåç ⊗nX ′ ïîçíà÷à¹ìî n -êðàòíèé òåíçîðíèé äîáóòîê ïðîñ-

òîðiâ X ′ . Âií ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âñiõ åëåìåíòiâ ξ1 ⊗ . . .⊗ ξn iç ξi ∈ X ′ .
Ñèìåòðè÷íèé òåíçîðíèé äîáóòîê, ÿêèé ¹ ëiíiéíîþ îáîëîíêîþ âñiõ åëåìåí-

òiâ

ξ1 � . . .� ξn :=
1

n!

∑
s

ξs(1) ⊗ . . .⊗ ξs(n),

äå s : {1, . . . , n} 7−→ {s(1), . . . , s(n)} ïðîáiãàþòü óñi n -åëåìåíòíi ïåðåñòàíîâ-
êè, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç �nX ′ . Iç ïîëÿðèçàöiéíî¨ ôîðìóëè âèïëèâà¹, ùî ëiíié-
íà îáîëîíêà òåíçîðíèõ ñòåïåíiâ åëåìåíòiâ span{⊗nξ : ξ ∈ X ′} ñïiâïàäà¹ iç

�nX ′ . Ìîæåìî ñòâåðäèòè òå ñàìå äëÿ ïðîñòîðiâ ⊗nX òà �nX .
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×åðåç ⊗nπX ïîçíà÷à¹ìî àëãåáðè÷íèé òåíçîðíèé äîáóòîê ⊗nX ç ïðîåêòèâ-

íîþ íîðìîþ

‖u‖π = inf
∑
j

‖x1j‖ · · · ‖xnj‖,

äå iíôiìóì áåðåòüñÿ çà âñiìà ñêií÷åíèìè çîáðàæåííÿìè (2.36).

Äîâåäåíî [188], ùî ïðîåêòèâíà íîðìà ìà¹ âëàñòèâiñòü

‖x1 ⊗ · · · ⊗ xn‖π = ‖x1‖ · · · ‖xn‖, x1, . . . , xn ∈ X. (2.37)

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ⊗nX ′ (âiäïîâiäíî, �nX ′ ) íàäiëåíi ïðîåêòèâíîþ íîðìîþ

‖ζ‖⊗nπX ′ = inf
{∑

j∈N

n∏
i=1

‖ξij‖ : ζ =
∑
j

ξ1j ⊗ . . .⊗ ξnj ∈ ⊗nX ′, ξij ∈ X ′
}

òî âiäïîâiäíèé äîáóòîê ⊗nX ′ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç ⊗nπX ′ (âiäïîâiäíî, �nπX ′ ).
Ïðîåêöiÿ snX ′ : ξ1 ⊗ . . .⊗ ξn 7−→ ξ1 � . . .� ξn , ùî äi¹ ç ⊗nπX ′ íà �nπX ′ ìà¹
íîðìó, ðiâíó 1 .

Íåõàé ∆n : X −→ Xn(x 7−→ (x, . . . , x)) . Ôóíêöiîíàë f : X → C íàçè-

âà¹òüñÿ n -îäíîðiäíèì, ÿêùî iñíó¹ îáìåæåíèé n -ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë h íà

Xn := X × . . .×X , òàêèé ùî f(x) = (h ◦∆n)(x).

Çãiäíî ç [181], íàÿâíèé òîïîëîãi÷íèé içîìîðôiçì (�nπX ′)′ ' Pn(X ′) (âçà-

ãàëi êàæó÷è, íå içîìåòðè÷íèé), äå Pn(X ′) � ïðîñòið óñiõ n -îäíîðiäíèõ íåïå-

ðåðâíèõ êîìïëåêñíèõ ïîëiíîìiâ, íàäiëåíèõ ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ íà B̄X ′ .

Ñèìåòðè÷íèé òåíçîðíèé äîáóòîê �nX ïðîñòîðiâ X ìîæíà íàäiëèòè ií'-

¹êòèâíîþ íîðìîþ

‖x‖�nεX = sup
{∣∣∣∑

j∈N

λj〈ξ | xj〉n
∣∣∣ : ξ ∈ B̄X ′

}
, x =

∑
j∈N

λj(⊗nxj) ∈ �nX,

äå xj ∈ X , λj ∈ C , �nx = ⊗nx = x⊗ . . .⊗ x . Íåõàé �nεX � âiäïîâiäíå ïî-

ïîâíåííÿ. Ïðîñòið �nεX çáiãà¹òüñÿ ç ïiäïðîñòîðîì ó Pn(X ′) àïðîêñèìîâíèõ

n -îäíîðiäíèõ ïîëiíîìiâ íà X ′ , ÿêi *-ñëàáî íåïåðåðâíi íà îáìåæåíèõ ìíîæè-

íàõ i âêëàäåííÿ

Pnε (X ′) = �nεX # Pn(X ′)
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içîìåòðè÷íå (äèâ., íàïðèêëàä, [181, ñ. 112], [186]). Íåõàé Pε(X ′) :=
∑
n
Pnε (X ′)

� àëãåáðà âñiõ àïðîêñèìîâíèõ ïîëiíîìiâ íà X ′ , ÿêi *-ñëàáî íåïåðåðâíi íà

îáìåæåíèõ ïiäìíîæèíàõ iç X ′ .

Áóäü-ÿêà àíàëiòè÷íà ôóíêöiÿ x : BX ′ 3 ξ 7−→ x(ξ) ∈ C îáìåæåíîãî òèïó

(òîáòî, îáìåæåíà íà îáìåæåíèõ ìíîæèíàõ) ìà¹ ¹äèíå ðîçâèíåííÿ Òåéëîðà

x(ξ) =
∑
n∈Z+

dnx(ξ)

n!

ç ïîõiäíèìè Ôðåøå dnx := dn0x ∈ Pn(X ′) â íóëi, ÿêå çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî íà

êóëi λB̄X ′ äëÿ âñiõ λ ∈ (0, 1) . Íàäàëi, äëÿ ïðîñòîòè, ââàæà¹ìî x(0) = 0 .

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïîäiáíî äî [230] (äå ðîçãëÿäàâñÿ òiëüêè âèïàäîê ãiëüáåðòî-

âèõ ïðîñòîðiâ X ) ïðÿìà `1 -ñóìà

Wε(BX ′) =
∑
n∈N

Pnε (X ′) =
{
x =

∑
n∈N

dnx

n!
: dnx ∈ Pnε (X ′)

}
àíàëiòè÷íèõ êîìïëåêñíèõ ôóíêöié x : BX ′ 3 ξ 7−→ x(ξ) îáìåæåíîãî òèïó íà

äóàëüíié áàíàõîâié êóëi BX ′ iç ñêií÷åííîþ `1 -íîðìîþ

‖x‖W =
∑
n∈N

‖dnx‖
n!

, ‖dnx‖ = sup
ξ∈B̄X′

|dnx(ξ)|

íàçèâà¹òüñÿ àïðîêñèìîâíîþ àëãåáðîþ Âiíåðà. Î÷åâèäíî, àëãåáðà Pε(X ′)
ùiëüíà â Wε(BX ′) .

Ïåðåâiðèìî, ùî àïðîêñèìîâíà àëãåáðà Âiíåðà äîáðå âèçíà÷åíà. Ïî-ïåðøå,

êîæåí åëåìåíò x ∈ Wε(BX ′) ¹ àíàëiòè÷íèì â êóëi BX ′ , òàê ÿê äëÿ éîãî

ðàäióñà ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi(
lim sup
n→∞

n
√
‖dnx‖/n!

)−1 ≥
(
lim sup
n→∞

n
√
‖x‖W

)−1
= 1.

Ïî-äðóãå, Wε(BX ′) ¹ ìóëüòèïëiêàòèâíîþ àëãåáðîþ, îñêiëüêè äëÿ âñiõ

x, y ∈ Wε(BX ′)

x(ξ)y(ξ) =
∑
n

n∑
k=0

dkx(ξ)

k!

dn−ky(ξ)

(n− k)!
=
∑
n

dn
(
x(ξ)y(ξ)

)
n!

, ξ ∈ BX ′,

‖xy‖W ≤
∑
n

n∑
k=0

‖dkx‖
k!

‖dn−ky‖
(n− k)!

= ‖x‖W‖y‖W .
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Çàóâàæèìî, ùî Wε(BX ′) � áàíàõîâà àëãåáðà, îñêiëüêè `1 -ñóìà áàíàõîâèõ

ïðîñòîðiâ Pnε (X ′) ¹ ïîâíèì ïðîñòîðîì.

2.6.2 Îïåðàòîðè ç ñåêòîðiàëüíîþ âëàñòèâiñòþ

Äëÿ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ X, Y ïðîñòið ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, íàäi-

ëåíèõ ðiâíîìiðíîþ íîðìîþ, ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç L(X, Y ) òà L(X) = L(X,X) .

Çà çàäàíèìè Ti ∈ L(X, Y ) òåíçîðíèé äîáóòîê T1 ⊗ . . .⊗ Tn âèçíà÷à¹ìî ÿê

(T1 ⊗ . . .⊗ Tn)(x1 ⊗ . . .⊗ xn) = T1x1 ⊗ . . .⊗ Tnxn,

äå xi ∈ X , i ∈ {1, . . . , n} , ïðè öüîìó ïîêëàäà¹ìî (äèâ. [186]):

(T1 ⊗ . . .⊗ Tn)(x1 � . . .� xn) = T1x1 � . . .� Tnxn ∈ �nY,

òîáòî, T1 ⊗ . . .⊗ Tn ∈ L(�nεX,�nεY ) i

‖T1 ⊗ . . .⊗ Tn‖L(�nεX,�nεY ) = ‖T1‖ . . . ‖Tn‖ ∀Ti ∈ L(X, Y ).

ßêùî êîæåí T−1
i ∈ L(Y,X) , òî (T1 ⊗ . . .⊗ Tn)−1 = T−1

1 ⊗ . . .⊗ T−1
n â

L(�nεY,�nεX) .

Äëÿ áóäü-ÿêèõ çàäàíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ {Xı, ‖ · ‖ı}ı=0,1 ç îäèíè÷íèì

âiäîáðàæåííÿì I0 : X0 � X0 i ùiëüíèì ñòèñêóþ÷èì âêëàäåííÿì I1 :=

I0 |X1
: X1 # X0 âèçíà÷à¹ìî ïàðè

Pnı := Pnε (X ′ı), Wı := Wε(BX ′ı), ı = 0, 1.

Òîáòî, Wı =
∑
n
Pnı .

Çðîçóìiëî, I0I1 = I1 Ðîçãëÿíåìî ⊗nI0 â L(Pn0 ) i ùiëüíå âêëàäåííÿ

⊗nI1 : Pn1 # Pn0 . Çà çàäàíèì A ∈ L(X1, X0) , ó L(Pn1 ,Pn0 ) âèçíà÷à¹ìî îïåðà-

òîð

Γ(nA) :=
n∑
j=1

Γ(njA), Γ(njA) := ⊗j−1I1 ⊗ A⊗n−j I1.

Àëãåáðà Âiíåðà Wı i âàãîâà ïðÿìà `1 -ñóìà

W+
0 =

{
x =

∑
n∈N

dnx

n!
: dnx ∈ Pnε (X ′0), ‖x‖W+

0
:=
∑
n∈N

‖dnx‖�nεX0

(n+ 1)!
<∞

}
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óòâîðþþòü òðiéêó ùiëüíèõ âêëàäåíü

W1 # W0 # W+
0 .

Ïîçíà÷èìî Ij :=

[{
⊗nIı : n = k

0 : n 6= k

]
n,k∈N

, j = 0, 1 . Î÷åâèäíî, I0 ¹ îäèíè÷íèì

â îáîõ ïðîñòîðàõ L(W0) i L(W+
0 ) , i ùiëüíèì âêëàäåííÿì I1 : W1 # W0 .

Ëåìà 2.5. Äëÿ äîâiëüíîãî îïåðàòîðà A ∈ L(X1, X0) ìàòðè÷íèé äiàãîíàëü-

íèé îïåðàòîð Γ(A) :=

[{
Γ(nA) : n = k

0 : n 6= k

]
n,k∈N

íàëåæèòü L(W1,W
+
0 ) i

‖Γ(A)‖L(W1,W
+
0 ) ≤ ‖A‖L(X1,X0). (2.38)

Äîâåäåííÿ. Íà òîòàëüíié ïiäìíîæèíi åëåìåíòiâ x =
∑

n⊗ny/n! ∈ W1 ïðè

y ∈ X1 , ìà¹ìî

Γ(A)x =
∑
n

Γ(nA)
⊗ny
n!

=
∑
n

∑
1≤j≤n

⊗j−1y ⊗ Ay ⊗n−j y
n!

.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

‖Γ(nA)(⊗ny)‖�nεX0
≤
∑

1≤j≤n
‖Ay‖X0

‖y‖n−1
X1

≤ n‖A‖L(X1,X0)‖y‖nX1
= n‖A‖L(X1,X0)‖ ⊗n y‖�nεX1

,

‖Γ(A)x‖W+
0
≤ ‖A‖L(X1,X0)

∑
n

n‖ ⊗n y‖�nεX1

(n+ 1)!
≤ ‖A‖L(X1,X0)‖x‖W1

.

Îòîæ, Γ(A) ∈ L(W1,W
+
0 ) i (2.38) âèêîíó¹òüñÿ.

Ïiäñóìîâóþ÷è, âiäçíà÷èìî, ùî ïîäiáíî äî âèïàäêó ïðîñòîðiâ Ôîêà [259],

îïåðàòîð Γ(A) ∈ L(W1,W
+
0 ) ìîæíà íàçèâàòè ñåêòîðiàëüíèì äëÿ âèïàäêó

A ∈ L(X1, X0) íà âiäïîâiäíié àëãåáði Âiíåðà.

Ïðèìiòêà. Ïðîñòîðè L(X1, X0) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê íàáið íåîáìåæå-

íèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íà X0 iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ X1 . Ïîäiáíî

ìîæåìî òðàêòóâàòè L(Pn1 ,Pn0 ) i L(W1,W
+
0 ) .

Çðó÷íî ââåñòè òðîõè çìiíåíi îçíà÷åííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, íàâåäåíi

â êíèçi [176,V].
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Íåõàé Λ(ϑ) = {reiϑ ∈ C : r ≥ 0} � ïðîìiíü iç ôiêñîâàíèì ϑ ∈ [0, 2π] òà

Θ(α) = {Λ(ϑ) : ϑ ∈ [−α, α]} ⊂ C � çàìêíåíèé ñåêòîð iç ôiêñîâàíèì α ∈
(π/2, π) . Îïåðàòîð A ∈ L(X1, X0) íàçèâà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì, ÿêùî iñíó¹

ñåêòîð Θ(α) i òàêi ñòàëi δ = δ(A) , Kδ = Kδ(A) ùî

sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1 − A)−1‖L(X0,X1) := Kδ, Θα
δ := Θ(α) \ {λ ∈ C : |λ| < δ} ⊂ %(A).

Ïiäìíîæèíó â L(X1, X0) ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ iç êóòîì Θα
δ ïîçíà÷à¹-

ìî ÷åðåç Θα
δ (X1, X0) . ßêùî A ∈ Θα

δ (X1, X0) , òî σ(A) ⊂ C \ Θα
δ . Ïîäiáíî

âèçíà÷à¹ìî ìíîæèíó ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íà ïàðàõ Pnı .

Îçíà÷åííÿ 2.4. Êàæåìî, ùî îïåðàòîð T ∈ L(W1,W
+
0 ) ìà¹ (ñëàáî) ñåêòî-

ðiàëüíó âëàñòèâiñòü, ÿêùî

sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1 − T )−1‖L(W1) <∞, Θα
δ ⊂ %(T ).

Ïiäìíîæèíó â L(W1,W
+
0 ) îïåðàòîðiâ iç òàêîþ ñåêòîðiàëüíîþ âëàñòèâiñòþ â

êóòi Θα
δ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Θα

δ (W1) . ßêùî T ∈ Θα
δ (W1) , òî σ(T ) ⊂ C \Θα

δ .

Âiäîìî [176, ò. 5.3], ùî äîâiëüíà ìíîæèíà ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ

Θα
δ (X1, X0) âiäêðèòà â L(X1, X0) . Ïîäiáíî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî Θα

δ (W1)

âiäêðèòà â L(W1,W
+
0 ) . Âiäðàçó çàóâàæèìî, ùî

%[Γ(njA)] = %(A), [λ(⊗nI1)− Γ(njA)]−1 = ⊗j−1I0 ⊗ (λI1 − A)−1 ⊗n−j I0

iç 1 ≤ j ≤ n äëÿ âñiõ A ∈ L(X1, X0) òà λ ∈ %(A) . Òîìó äëÿ êîæíîãî

A ∈ Θα
δ (X1, X0) ìà¹ìî

sup
λ∈Θα

δ

‖[λ(⊗nI1)− Γ(njA)]−1‖L(Pn0 ,Pn1 ) = sup
λ∈Θα

δ

‖(λI1 − A)−1‖L(X0,X1) = Kδ.

Â ðåçóëüòàòi, Γ(njA) ∈ Θα
δ (Pn1 ,Pn0 ) .

Íàáàãàòî ñêëàäíiøèì ¹ ïèòàííÿ: ÷è äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà A îïå-

ðàòîð Γ(A) ìà¹ ñåêòîðiàëüíó âëàñòèâiñòü? Ïîçèòèâíà âiäïîâiäü ïîäàíà â íà-

ñòóïíié òåîðåìi.
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Òåîðåìà 2.3. ßêùî A ∈ Θα
δ (X1, X0) , òî Γ(A) ∈ Θα

γ (W1) i íîðìè âiäïîâiä-

íèõ ðåçîëüâåíò ìàþòü íàñòóïíi îöiíêè

sup
λ∈Θα

δ

‖λR(λ,A)‖L(X0) ≤ 1 +Kδ‖A‖L(X1,X0) := Cδ,

sup
λ∈Θα

γ

‖λR[λ,Γ(A)]‖L(W1) ≤ Cδ
(2.39)

iç γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)} , äå Θα
γ ⊂ %[Γ(A)]

⋂
Θα
δ .

Äîâåäåííÿ. Çà òîòîæíiñòþ

λI1(λI1 − A)−1 = I0 + A(λI1 − A)−1, λ ∈ %(A)

i íåðiâíiñòþ

‖A(λI1 − A)−1‖L(X0) ≤ ‖A‖L(X1,X0)‖(λI1 − A)−1‖L(X0,X1)

îäåðæó¹ìî ‖λI1(λI1−A)−1‖L(X0) ≤ Cδ çi ñòàëîþ Cδ = 1+Kδ‖A‖L(X1,X0) , ÿêà

íå çàëåæèòü âiä λ ∈ Θα
δ i çàäàíîãî δ = δ(A) > 0 . Îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü

ïåðøî¨ íåðiâíîñòi â (2.39) äëÿ A ∈ Θα
δ (X1, X0) .

Ïîêàæåìî, ùî Γ(nA) ìà¹ ñåêòîðiàëüíó âëàñòèâiñòü íà ïðîñòîði Pn1 ç êó-

òîì Θα
γ . Âèêîðèñòîâó¹ìî çâ'ÿçîê

Γ(nA) = ⊗n−1I1 ⊗ A+ Γ(n−1A)⊗ I1

íà Pn1 . Iç ðåçîëüâåíòíî¨ òîòîæíîñòi

[λ(⊗nI1) − Γ(nA)]−1 − [λ(⊗n−1I1)− Γ(n−1A)]−1 ⊗ I0

= [λ(⊗nI1)− Γ(nA)]−1[⊗n−1I0 ⊗ A][λ(⊗n−1I1)− Γ(n−1A)]−1 ⊗ I0

äëÿ âñiõ λ ∈ %[Γ(nA)]
⋂
%[Γ(n−1A)] âèïëèâà¹, ùî

[λ(⊗nI1)− Γ(nA)]−1 = {[λ(⊗n−1I1)− Γ(n−1A)]−1 ⊗ I0}M [λ,Γ(nA)],

R[λ,Γ(nA)] = {R[λ,Γ(n−1A)]⊗ I0}M [λ,Γ(nA)]
(2.40)

äå

M [λ,Γ(nA)] = {⊗nI0 − [⊗n−1I0 ⊗ A][λ(⊗n−1I1)− Γ(n−1A)]−1 ⊗ I0}−1 ,

R[λ,Γ(nA)] = (⊗nI1)[λ(⊗nI1)− Γ(nA)]−1 .
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Ïîêàæåìî, ùî ïðàâèé ìíîæíèê M [λ,Γ(nA)] ó (2.40) ìîæíà ðîçâèíóòè ó

çáiæíi ðÿäè. Çàóâàæèìî, ùî

‖[⊗n−1I0 ⊗ A][λ(⊗n−1I1) − Γ(n−1A)]−1 ⊗ I0‖kL(Pn1 ) ≤

≤ ‖A‖kL(X1,X0)‖R[λ,Γ(n−1A)]‖kL(Pn1 ).

Îäíàê, çãiäíî ç ïåðøîþ îöiíêîþ (2.39),

‖R(λ,A)‖L(X1) ≤ ‖R(λ,A)‖L(X0) ≤ Cδ/|λ| äëÿ âñiõ λ ∈ Θα
δ .

Âðàõîâóþ÷è, ùî γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)} äëÿ âñiõ λ ∈ Θα
γ ⊂ Θα

δ i

n = 2 , ìà¹ìî

‖(I0 ⊗ A)(λI1 − A)−1 ⊗ I0‖kL(P2
1 )
≤ ‖A‖kL(X1,X0)‖R(λ,A)‖kL(X1) ≤ 1/2k+1 .

Âðàõóâàëè òàêîæ, ùî â öüîìó âèïàäêó

|λ| ≥ 4Cδ‖A‖L(X1,X0).

Îòîæ, ‖M [λ,Γ(2A)]‖L(P2
1 ) ≤ 1 òà iç (2.40) îäåðæó¹ìî

‖[λ(⊗2I1)− Γ(2A)]−1‖L(P2
1 ) ≤ ‖(λI1 − A)−1‖L(X1) ≤ Kδ,

‖λR[λ,Γ(2A)]‖L(P2
1 ) ≤ ‖λR(λ,A)‖L(X1) ≤ Cδ,

à òàêîæ

‖[λ(⊗nI1)− Γ(nA)]−1‖L(Pn1 ) ≤ ‖(λI1 − A)−1‖L(X1) ≤ Kδ,

‖λR[λ,Γ(nA)]‖L(Pn1 ) ≤ ‖λR(λ,A)‖L(X1) ≤ Cδ ∀n, λ ∈ Θα
γ .

Îòîæ, Γ(nA) ìà¹ ñåêòîðiàëüíó âëàñòèâiñòü íà ïðîñòîði Pn1 .
Òåïåð ïîïåðåäíþ îöiíêó çàñòîñó¹ìî äî îïåðàòîðiâ

[λI1 − Γ(nA)]−1 =

[{
[λ(⊗nI1)− Γ(nA)]−1 : n = k

0 : n 6= k

]
òà

R[λ,Γ(A)] =

[{
R[λ,Γ(nA)] : n = k

0 : n 6= k

]
ïðè n, k ∈ N , âèçíà÷åíèõ íà àëãåáðàõ Âiíåðà. Íà ïîâíié ó W1 ïiäìíîæèíi

åëåìåíòiâ x =
∑

n⊗ny/n! ïðè y ∈ X1 ìà¹ìî

‖[λI1 − Γ(A)]−1x‖W1
≤
∑
n∈N

‖[λ(⊗nI1)− Γ(nA)]−1(⊗ny)‖�nεX1

n!
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≤ ‖(λI1 − A)−1‖L(X0,X1)‖x‖W1
≤ Kδ‖x‖W1

,

‖R[λ,Γ(A)]x‖W1
≤ ‖R(λ,A)‖L(X1)‖x‖W1

≤ Cδ‖x‖W1

äëÿ âñiõ λ ∈ Θα
γ , à òîìó Γ(A) ∈ Θα

γ (W1) i Θα
γ ⊂ %[Γ(A)]

⋂
%(A) . Îòîæ, äðóãà

íåðiâíiñòü ó (2.39) îäåðæàíà.

Íàñëiäîê 2.3. ßêùî A ∈ Θα
δ (X1, X0) , òî

σ[Γ(A)] ⊂ C \Θα
γ iç γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)}.

2.6.3 Ãîëîìîðôíå ÷èñëåííÿ

Íåõàé A ∈ Θα
γ (X1, X0) i ∂Θα

γ � ìåæà çàìêíåíîãî ñåêòîðà Θα
γ ç çàäàíèì

êóòîì α ∈ (π/2, π) . Ðîçãëÿíåìî ïðîñòið ñêàëÿðíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié

H(C \Θα
γ ) = {C \Θα

γ 3 λ = reϑ 7−→ f(λ) ∈ C},

àíàëiòè÷íèõ ó âiäêðèòié ìíîæèíi C \Θα
γ iç ñêií÷åííîþ íîðìîþ

‖f‖γ =
1

π

∫ ∞
γ

Mf(r)
dr

r
+mγ(f), mγ(f) = sup

λ∈C\Θα
γ

|f(λ)|,

äå Mf(r) = max{|f(reiϑ)| : ϑ ∈ [−α, α]} . ßê ïðè äîâåäåííi ëåìè 2.3, âðàõîâó-
þ÷è, ùî Mfg(r) ≤Mf(r)Mg(r) òà Mf(r) ≤ mγ(f) , ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî H(C\Θα

γ )

� áàíàõîâà àëãåáðà, äëÿ ÿêî¨

‖fg‖γ ≤
mγ(f)

π

∫ ∞
γ

Mg(r)
dr

r
+mγ(f)mγ(g) = mγ(f)‖g‖γ ≤ ‖f‖γ‖g‖γ

äëÿ âñiõ f, g ∈ H(C \ Θα
γ ) . Iç çáiæíîñòi íåâëàñíîãî iíòåãðàëà âèïëèâà¹, ùî

äëÿ âñiõ f ∈ H(C \ Θα
γ ) âèêîíó¹òüñÿ lim

r→∞
Mf(r) = 0 . Îòîæ, H(C \ Θα

γ ) íå

ìiñòèòü îäèíèöi.

Ðîçãëÿíåìî êîíòóðè

Λγ(ϑ) = {reiϑ : r ≥ γ}, Λ0
γ(β) = {γeiϑ : ϑ ∈ [β, 2π − β]}

ç çàäàíèìè β ∈ (π/2, α] i γ > 0 .
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Òåîðåìà 2.4. Äëÿ äîâiëüíèõ A ∈ Θα
δ (X1, X0) i γ = max{δ, 4Cδ‖A‖L(X1,X0)}

âiäîáðàæåííÿ

Φ : H(C \Θα
γ ) 3 f −→ f(A) ∈ L(X0),

Γ(Φ) : H(C \Θα
γ ) 3 f −→ f [Γ(A)] ∈ L(W1),

âèçíà÷åíi äëÿ îäíî¨ é òî¨ æ ôóíêöi¨ f âiäïîâiäíî ôîðìóëàìè

f(A) =
1

2πi

∫
∂Θα

γ

f(λ)R(λ,A)dλ,

f [Γ(A)] =
1

2πi

∫
∂Θα

γ

f(λ)R[λ,Γ(A)]dλ,

¹ íåïåðåðâíèìè ãîìîìîðôiçìàìè âiäïîâiäíèõ àëãåáð. Êîíòóðè iíòåãðóâàííÿ

äîäàòíî îði¹íòîâàíi ùîäî ñïåêòðiâ i iíòåãðàëè íå çàëåæàòü âiä âèáîðó

êîíòóðiâ

∂Θβ
γ = Λγ(−β)

⋃
Λγ(β)

⋃
Λ0
γ(β) ⊂ C \Θα

γ

iç äîâiëüíèìè γ ≥ δ òà β ∈ (π/2, α] .

Äîâåäåííÿ. Òâåðäæåííÿ ïðî âiäîáðàæåííÿ Φ âñòàíîâëåíî â ëåìi 2.3 (äèâ.

òàêîæ [176, V]). Íàø ðåçóëüòàò ïîëÿãà¹ â àíàëîãi÷íîìó òâåðäæåííi äëÿ Γ(Φ) .

Âií âèïëèâà¹ ç äðóãî¨ îöiíêè ó (2.39). Ñïðàâäi, äëÿ êîæíîãî λ ∈ Θα
γ ìà¹ìî

‖R[λ,Γ(A)]‖L(W1) ≤ Cδ|λ| . ßêùî ∂Θα
γ = Λγ(−α)

⋃
Λγ(α)

⋃
Λ0
γ(α) , òî äëÿ âñiõ

f ∈ H(C \Θα
γ ) ,

‖f [Γ(A)]‖L(W1) ≤
C

2π

[ ∫ ∞
γ

|f(re−iα)|dr
r

+

∫ ∞
γ

|f(reiα)|dr
r

+

∫ 2π−α

α

|f(reiϑ)|dϑ
]

≤ C

π

[ ∫ ∞
γ

Mf(r)dr/r + (π − α)mγ(f)
]
≤ C‖f‖γ,

îñêiëüêè (π−α)/π ≤ 1/2 . Iíøà âëàñòèâiñòü âiäîáðàæåííÿ Γ(Φ) äîâîäèòüñÿ,

ÿê äëÿ Φ ó ëåìi 2.6.

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ äîâiëüíîãî A ∈ Θα
δ (X1, X0) íà àëãåáði Âiíåðà W1 ç ãåíå-

ðàòîðîì Γ(A) âèçíà÷åíà àíàëiòè÷íà îïåðàòîðíà ïiâãðóïà

z 7−→ ezΓ(A) ∈ L(W1), {z ∈ C : | arg(z)| < α− π/2}.
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Ôóíêöiÿ u(t) = etΓ(A)u0 , (t ≥ 0) ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi íà àëãåáði

Âiíåðà W1 :
du

dt
= Γ(A)u, (0) = u0 ∈ W1.

Äîâåäåííÿ. Åêñïîíåíòà ezλ := ez(λ) ç | arg(z)| < α− π/2 íàëåæèòü àëãåá-

ði H(C\Θα
γ ) çìiííî¨ λ ∈ C\Θα

γ äëÿ êîæíîãî γ > 0 òà α ∈ (π/2, π) , îñêiëüêè

z(r, ϑ) := |zλ| cos[arg(z) + ϑ] = Re(zλ) < 0 äëÿ òàêèõ z òà âñiõ ϑ ∈ (−α, α) .

Îòîæ,

‖ez‖γ ≤ 1 +

∞∫
γ

ez(r,α)dr/rπ = 1 +

∞∫
−z(γ,α)

e−sds/sπ <∞.

Êðiì òîãî, ïîõiäíà e′z(λ) = λez(λ) òàêîæ íàëåæèòü H(C \ Θα
γ ) , îñêiëüêè

‖e′z‖γ ≤ 1 +
∞∫

−z(γ,α)

e−sds/π <∞ . Íàðåøòi, çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 2.4 i òå, ùî

e′z[Γ(A)] |z=0 x = Γ(A)ez[Γ(A)] |z=0 x = Γ(A)x ∀x ∈ W1.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 îïèñàíî âiäîìi òà îäåðæàíî íîâi âëàñòèâîñòi ñåêòîðiàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ, ÿêi ñóòò¹âî âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ. Âèäiëåíî ñïåöi-

àëüíi êëàñè ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié âiä òàêèõ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ íàä ôiêñîâàíîþ ïàðîþ áàíàõî-

âèõ ïðîñòîðiâ.

Ïîêàçàíî çàñòîñóâàííÿ äî äîñëiäæåííÿ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi ç íåîáìå-

æåíèìè çáóðåííÿìè ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà.

Ó ïiäðîçäiëi 2.6 ââåäåíà àïðîêñèìîâíà àëãåáðà Âiíåðà àíàëiòè÷íèõ ôóíê-

öié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ, âèäiëåíî êëàñ îïåðàòîðiâ iç ñåêòîðiàëüíîþ

âëàñòèâiñòþ íà òàêié àëãåáði. Âîíè ìàþòü âèãëÿä íåñêií÷åííîâèìiðíèõ ìàò-

ðèöü. Ïîáóäîâàíî ãîëîìîðôíå ÷èñëåííÿ îïåðàòîðiâ òàêîãî êëàñó òà ïîêàçàíî

éîãî çàñòîñóâàííÿ.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [79�81, 215].



Ðîçäië 3

Ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó òà

ëiíiéíi çáóðåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ

àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ

ïîõiäíîþ

3.1 Ìàêñèìàëüíà ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

Ðîçâ'ÿçíiñòü àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi òà ¨¨ àíàëîãà äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ

ïîõiäíîþ β ∈ (0, 1) äîñëiäæóâàëàñü ó áàãàòüîõ ïðàöÿõ ([14, 44, 163, 161] òà

áiáë.).

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî

ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1)

Dβu(t) = Au(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = h, (3.1)

òà çàäà÷ó Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

dv(t)

dt
= Av(t) + f(t), t ∈

(
0, T

]
, v(0) = h , (3.2)

äå îïåðàòîð A íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ t ∈ [0, T ] òà ¹ ãåíåðàòîðîì àíàëiòè÷-

íî¨ ïiâãðóïè [43], [140] â äåÿêîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði (V0, || · ||) iç ùiëüíîþ

îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 .

Ðåçóëüòàòè Äà Ïðàòî òà Ãðiâàðà [192], [193], [194] ïåðåíåñåíî íà âèïàäîê

êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë � ïðîñòîðiâ Vθ òà íà ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ

ïîõiäíîþ.

97
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3.1.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè

Íåõàé A � íåîáìåæåíèé çàìêíåíèé ëiíiéíèé ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð âiä'¹ì-

íîãî òèïó r(A) â äåÿêîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó ïðîñòîði
(
V0, ‖ · ‖0

)
iç

ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ V1 ⊂ V0 , ùî ¹ ãåíåðàòîðîì ñèëüíî íåïåðåðâíî¨

ïiâãðóïè {ΦA(t)}t≥0 íà áàíàõîâîìó ïðîñòîði V0 , gβ � ïðîîáðàç ïåðåòâîðåííÿ

Ëàïëàñà äëÿ exp(−λβ) , òîáòî

∫ ∞
0

e−λtgβ(t)dt = exp(−λβ)
(

=⇒
∫ ∞

0

gβ(t)dt = 1
)
,

Sβ,A(t) =

∫ ∞
0

t

βs1+ 1
β

gβ

(
t

s
1
β

)
ΦA(s)ds =

∫ ∞
0

ΦA

((
t

s

)β )
gβ(s)ds

=
1

2πi

∫
γ

eλtλβ−1(λβ − A)−1 dλ, t ≥ 0

ç äîâiëüíî âèáðàíèì êîíòóðîì γ ∈ r(A) + Λ [177].

Ó [160] ç âèêîðèñòàííÿì ðåçóëüòàòiâ [156] ïîêàçàíî, ùî äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî

îïåðàòîðà A âiä'¹ìíîãî òèïó â V1 = V0 ñiì'ÿ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ {Sβ,A(t)}t≥0

ñèëüíî íåïåðåðâíà íà V1 , ñèëüíî àíàëiòè÷íà â êóòi, ùî ìiñòèòü ïiââiñü t > 0 ,

ôóíêöiÿ

v(t) = Sβ,A(t)h , t > 0

çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó

v(β)(t) = Av(t) + f1−β(t)v(0), v(0) = h, (3.3)

òîáòî çàäà÷ó

Dβ
t v(t) = Av(t), v(0) = h, h ∈ V1. (3.4)

Ó [161, òåîðåìà 1] ïîêàçàíî, ùî ïðè f ∈ L1

(
[0, T );V1

)
, h ∈ V1 iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

u(t) = A
(
fβ ∗ u

)
(t) + h+

∫ t

0

f(s)ds, (3.5)

à îòæå, ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

u(β)(t) = Au(t) + (f1−β ∗ f)(t) + f1−β(t)h, t ∈ (0, T ], u(0) = h, (3.6)
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çàäàíèé ôîðìóëîþ

u(t) = Sβ,A(t)h+

∫ t

0

Sβ,A(t− s)f(s)ds. (3.7)

Çàóâàæèìî, ùî
t∫

0

f(s)ds = f1(t) ∗ f(t) , çâiäêè f−β(t) ∗
( t∫

0

f(s)ds
)

=

f−β(t) ∗
(
f1(t) ∗ f(t)

)
=
(
f−β(t) ∗ f1(t)

)
∗ f(t) = f1−β(t) ∗ f(t) , (fβ ∗ u)(0) = 0 ,

à ç çàìêíåíîñòi îïåðàòîðà A ∈ A ìà¹ìî
(
fβ ∗ Au

)
(t) = A(fβ ∗ u)(t) , òîìó,

äiþ÷è íà îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (3.5) îïåðàòîðîì f−β∗ , îäåðæó¹ìî çàäà÷ó
(3.6), à äiþ÷è íà îáèäâi ÷àñòèíè çàäà÷i (3.6) îïåðàòîðîì fβ∗ òà âðàõîâóþ÷è
ïî÷àòêîâó óìîâó, ìàòèìåìî ðiâíÿííÿ (3.5) .

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îïåðàòîð J ∈ A . ×åðåç Vϑ , ÿê ó ðîçäiëi 2, ïîçíà-

÷à¹ìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äðîáîâîãî ñòåïåíÿ Jϑ (0 < ϑ < 1) iç íîðìîþ

ãðàôiêà ‖x‖ϑ := ‖Jϑx‖0. Ïðîñòið Vϑ =
[
·, ·
]
ϑ
� ïðîìiæíèé äëÿ iíòåðïîëÿ-

öiéíî¨ ïàðè
{
V0;V1

}
, ïîðîäæåíèé êîìïëåêñíèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨ [140,

òåîðåìà 1.15.3].

Îñêiëüêè J ¹ ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòîðîì âiä'¹ìíîãî òèïó ç òèì ñàìèì êó-

òîì ω0 íàä ïàðîþ ïðîñòîðiâ
{
V0;V1

}
, òî, çãiäíî ç [43, c. 170-171], ïiâãðóïà

ΦJ(t) = 1
2πi

∫
Γa,ω

etλR(λ, J) dλ ∈ L(V0)
⋂
L(V1) , t ≥ 0 âiäîáðàæà¹ ïðîñòið V0

ó ïðîñòið V1 òà ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíà i ñèëüíî íåïåðåðâíà íàä êîæíèì iç

ïðîñòîðiâ V0 , V1 . Òàêîæ ΦA(t) ∈ L(V0)
⋂
L(V1) .

Ïðèïóùåííÿ: A ∈ A , β ∈ (0, 1] , 0 ≤ η < θ ≤ 1 , h ∈ Vθ , f ∈ C
(
[0, T ];Vθ

)
.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ u(t) êëàñó

Cβ,η :=
{
v ∈ C

(
[0, T ];V1+η

)
: Dβ

t v ∈ Cb
(
(0, T ];Vη

)
,

||u||Cβ,η = max{max
t∈[0,T ]

∥∥u(t)
∥∥

1+η
, sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβu(t)
∥∥
η
} < +∞

}
,

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ çàäà÷i â Vη òà ïî÷àòêîâó óìîâó.

Ëåìà 3.1. ßêùî f ∈ C
(
[0, T ];V1

)
, h ∈ V1 , òî ôóíêöiÿ (3.7) íàëåæèòü

êëàñó Cβ,0 òà ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1).
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Äîâåäåííÿ. Ïðè f ∈ C
(
[0, T ];V1

)
iñíó¹ iíòåãðàë

t∫
0

f(s)ds ( t ∈ [0, T ] ) â

ñåíñi Áîõíåðà, ÿêèé íàëåæèòü ïðîñòîðó C
(
[0, T ];V1

)
. Òîäi çà âëàñòèâiñòþ

ïiâãðóïè ΦA òà çãàäàíèõ âèùå ðåçóëüòàòiâ [160, 161] ôóíêöiÿ (3.7) íàëåæèòü

C
(
[0, T ];V1

)
òà ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ôóíêöi¨ v ∈ C
(
[0, T ];V1

)
(à îòæå é äëÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (3.1)) iñíó¹ fβ ∗ u ∈ C
(
[0, T ];V1

)
. Ñïðàâäi,

‖fβ ∗ v‖
C
(

[0,T ];V1

) =
∥∥∥∫ t

0

(t− τ)β−1

Γ(β)
v(τ)dτ

∥∥∥
C
(

[0,T ];V1

)
≤
∫ t

0

(t− τ)β−1

Γ(β)
dτ · ‖v‖

C
(

[0,T ];V1

)
=

tβ

βΓ(β)
‖v‖

C
(

[0,T ];V1

) =
tβ

Γ(β + 1)
‖v‖

C
(

[0,T ];V1

).
Òàê ñàìî îäåðæó¹ìî, ùî f1−β ∗ f ∈ C

(
[0, T ];V1

)
ïðè f ∈ C

(
[0, T ];V1

)
.

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (3.7) (êëàñó C
(
[0, T ];V1

)
) ó ðiâíÿííÿ (3.1) òà âèêî-

ðèñòîâóþ÷è âèùåíàâåäåíi âëàñòèâîñòi ïiâãðóïè Sβ,A(t) , îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ

Dβ
t u ∈ Cb

(
(0, T ];V0

)
:

Dβu = f−β(t) ∗ u− f1−β(t)u(0) =

= f−β(t) ∗
[
Sβ,A(t)h+

t∫
0

Sβ,A(t− s)f(s)ds
]
− f1−β(t)Sβ,A(0)h =

= f−β(t) ∗ Sβ,A(t)h+ f−β(t) ∗
t∫

0

Sβ,A(t− s)f(s)ds− f1−β(t)Sβ,A(0)h =

= ASβ,A(t)h+ f1−β(t)Sβ,A(0)h+

+A
t∫

0

Sβ,A(t− s)f(s)ds+ (f1−β ∗ f)(t)− f1−β(t)Sβ,A(0)h =

= A
[
Sβ,A(t) +

t∫
0

Sβ,A(t− s)f(s)ds
]

+ (f1−β ∗ f)(t) =

= Au(t) + (f1−β ∗ f)(t) , t ∈ (0, T ] .

Îòîæ, u ∈ Cβ,0 òà u çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó (3.1).

Ëåìà 3.2. Íåõàé J ∈ A . Çâóæåííÿ J|Vϑ çàëèøà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïå-

ðàòîðîì âiä'¹ìíîãî òèïó ç êóòîì ω0 íàä ïàðîþ
{
Vϑ;V1+ϑ

}
.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñiõ ÷èñåë λ ∈ %(A) = C \ σ(A) ìà¹ìî

(λE10 − J)−1 : V1 7−→ V1 òà

‖(λE10 − J)−1‖L(V1;V2) = sup
‖(−J)−1y‖0≤1

‖(−J)(λE10 − J)−1(−J)−1y‖1 ≤

‖(λE10 − J)−1‖L(V0;V1) ‖J‖L(V1;V0) ≤ K(J)‖J‖L(V1;V0) ,

äå K(J) � ñòàëà ç îçíà÷åííÿ êëàñó A .
Çâiäñè ïðè 0 < b < min{−r(J); 1

2K(J)} îòðèìó¹ìî îöiíêó∥∥[E00 − b(λE10 − J)−1
]−1∥∥

L(V0)
≤

∞∑
k=0

‖b(λE10 − J)−1‖L(V0;V1) ≤ 2,

äå E00 � îäèíè÷íèé îïåðàòîð íàä V0 . Äëÿ ÷èñåë a ∈ [b,−r(J)) , îäåðæó¹ìî

[0,+∞) ⊂ Λa − b . Çîêðåìà, äëÿ ÷èñåë λ ≥ 0 ïðàâèëüíà òîòîæíiñòü

(λ+ b)R(λ+ b, J) = E00 + J
[
(λ+ b)E10 − J

]−1
(3.8)

ç ÿêî¨ äëÿ ñòàëî¨ C = 1 +Ka(J) ‖J‖L(V1;V0) , ìà¹ìî

‖R(λ+ b, J)‖L(V0) ≤
C

λ+ b
. (3.9)

Äàëi ç òîòîæíîñòi

R(λ, J) = R(λ+ b, J)
[
E00 − b(λE10 − J)−1

]−1
,

äëÿ ÷èñåë λ ≥ 0 îòðèìó¹ìî íàñòóïíó îöiíêó

‖R(λ, J)‖L(V0) ≤ 2‖R(λ+ b, J)‖L(V0) ≤
2C

λ+ b

àáî, ïðè ξ = −λ ,

‖R(ξ, (−J))‖L(V0) ≤
2C

|ξ|+ b
, ∀ ξ ≤ 0.

Òîáòî, îïåðàòîð (−J) ¹ ïîçèòèâíèé â ñåíñi îçíà÷åííÿ [140, 1.14.1]. Äðîáî-

âi ñòåïåíi ïîçèòèâíèõ îïåðàòîðiâ (−J)ϑ ïîðîäæóþòü iíòåðïîëÿöiéíó øêàëó

ïðîñòîðiâ Vϑ , ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè[
V0, V1

]
ϑ

= Vϑ ,
[
V1, V2

]
ϑ

= V1+ϑ ,
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äå ÷åðåç
[
·, ·
]
ϑ
ïîçíà÷åíî ïðîìiæíèé ïðîñòið âiäïîâiäíî¨ ïàðè, ïîðîäæåíèé

êîìïëåêñíèì ìåòîäîì iíòåðïîëÿöi¨. Çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè iíòåðïîëÿöiéíèõ

øêàë, ÿêùî äëÿ ÷èñåë λ ∈ Λ

(λE10 − J)−1 ∈ L(V0;V1) i (λE10 − J)−1
|V1
∈ L(V1;V2),

òî (λE10 − J)−1
|Vϑ ∈ L(Vϑ;V1+ϑ) òà iñíó¹ ñòàëà Cϑ > 0 òàêà, ùî

‖(λE10 − J)−1‖L(Vϑ;V1+ϑ) ≤

Cϑ ‖(λE10 − J)−1‖1−ϑ
L(V0;V1)‖(λE10 − J)−1‖ϑL(V1;V2)

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ . Îöiíþþ÷è íîðìè ñïðàâà, îäåðæó¹ìî

‖(λE10 − J)−1‖L(Vϑ;V1+ϑ) ≤ (3.10)

CϑK(J)1−ϑK(J)ϑ‖J‖ϑL(V1;V0) = CϑK(J)‖J‖ϑL(V1;V0)

äëÿ âñiõ λ ∈ Λ . Îòîæ, çâóæåííÿ J|Vϑ çàëèøà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïåðàòî-

ðîì âiä'¹ìíîãî òèïó ç êóòîì ω0 íàä ïàðîþ
{
Vϑ;V1+ϑ

}
. 2

3.1.2 Òåîðåìà ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé çàäàíi îïåðàòîðè A, J ∈ A òà ÷èñëà 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 ,

f(t) ∈ C
(
[0, T ]; Vϑ

)
, h ∈ Vϑ . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cβ,η çàäà÷i

(3.1). Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

u(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ) dτ + Sβ,A(t)h (3.11)

òà iñíóþòü òàêi ñòàëi K > 0 , K1 > 0 , ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

‖u‖Cβ,η ≤ K max
t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

+K1‖h‖ϑ. (3.12)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 3.2 çâóæåííÿ J|Vϑ çàëèøà¹òüñÿ ñåêòîðiàëüíèì îïå-

ðàòîðîì âiä'¹ìíîãî òèïó ç òèì ñàìèì êóòîì ω0 íàä ïàðîþ
{
Vϑ;V1+ϑ

}
òà äî

îïåðàòîðà J|Vϑ çíîâó ìîæíà çàñòîñóâàòè ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ iç ðîçäiëó

2 òà [43], çîêðåìà, â ïðîñòîði L(Vϑ)
⋃
L(V1+ϑ) âèçíà÷åíà ïiâãðóïà

ΦJ(t− τ) = e(t−τ)J =
1

2πi

∫
Γa,ω

e(t−τ)λR(λ, J) dλ , t ≥ τ,
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ÿêà âiäîáðàæà¹ ïðîñòið Vϑ â ïðîñòið V1+ϑ . À òàê ÿê îáëàñòü âèçíà÷åííÿ

V1+η−ϑ îïåðàòîðà (−J)1+η−ϑ ìiñòèòü ïiäïðîñòið V1+ϑ , òî âèçíà÷åíèì ¹ òàêîæ

äîáóòîê îïåðàòîðiâ

(−J)1+η−ϑe(t−τ)J =
1

2πi

∫
Γa,ω

e(t−τ)λ (−J)1+η−ϑR(λ, J) dλ.

Âiäîìî òàêîæ [43], ùî âèçíà÷åíà òàê ïiâãðóïà e(t−τ)J = ΦJ(t − τ) ¹ ðiâíî-

ìiðíî îáìåæåíîþ òà ñèëüíî íåïåðåðâíîþ íàä ïðîñòîðîì Vϑ , à òîìó iñíóþòü

iíòåãðàëè

v(t) =

∫ t

0

e(t−τ)Jf(τ) dτ, (−J)1+η−ϑv(t) =

∫ t

0

(
− J

)1+η−ϑ
e(t−τ)Jf(τ) dτ.

Íåõàé

w0(t, J) =

∫ t

0

Sβ,J(t− τ)f(τ)dτ =

∫ t

0

[ ∫ ∞
0

ΦJ

((t− τ
s

)β)
gβ(s)ds

]
f(τ)dτ.

Òîìó ùî ∫ ∞
0

[ ∫ t

0

ΦJ

((t− τ
s

)β)
f(τ)dτ

]
gβ(s)ds =

=
1

β

∫ ∞
0

[ ∫ (t/s)β

0

ΦJ(t1)f(t− t
1
β

1 s)t
1
β−1

1 dt1

]
sgβ(s)ds,

òî

‖w0(t, J)‖Vϑ ≤
max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖θ‖ΦJ‖L(Vθ,V1+θ)

β

∞∫
0

[ (t/s)β∫
0

t
1
β−1

1 dt1

]
sgβ(s)ds =

= t max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖θ‖ΦJ‖L(Vθ,V1+θ)

∞∫
0

gβ(s)ds = t max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖θ‖ΦJ‖L(Vθ,V1+θ)

� îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ â Vϑ iíòåãðàëó w0(t, J) òà ïîäiáíî iñíóâàííÿ â Vϑ+1

(−J)1+η−ϑw0(t, J) =

∫ t

0

(−J)1+η−ϑSβ,J(t− τ)f(τ) dτ

=
1

2πi

∫
Γa,ω

[ ∞∫
0

( (t/s)β∫
0

et1λ(−J)1+η−ϑR(λ, J)f(t− t
1
β

1 s)t
1
β−1

1 dt1

)
sgβ(s)ds

]
dλ.
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Îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè Ôóáiíi, ÿêó ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðè

àáñîëþòíié çáiæíîñòi iíòåãðàëó. Ïåðåâiðèìî íàÿâíiñòü òàêî¨ çáiæíîñòi. Äëÿ

öüîãî äî îïåðàòîðà J|Vϑ çàñòîñó¹ìî âiäîìó íåðiâíiñòü [143]∥∥(−J)1+η−ϑR(λ, J)
∥∥
L(Vϑ)

= ‖R(λ, J)‖L(Vϑ;V1+η) ≤
C ′

|λ|ϑ−η
, λ ∈ Λ0, (3.13)

äå C ′ > 0 � äåÿêà ñòàëà. Çâiäñè îäåðæó¹ìî

‖R(λ, J) f(τ)‖1+η ≤ ‖R(λ, J)‖L(Vϑ;V1+η) ‖f(τ)‖ϑ ≤
C ′max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖ϑ

|λ|ϑ−η
, λ ∈ Λ0

à îñêiëüêè cosω < 0 , òî ìàòèìåìî

‖w0(t, J)‖1+η =
∥∥(−J)1+η−ϑw0(t, J)

∥∥
ϑ

=

=
∥∥∥ 1

2πiβ

∫
Γa,ω

[ ∞∫
0

( (t/s)β∫
0

et1λ(−J)1+η−ϑR(λ, J)f(t− t
1
β

1 s)t
1
β−1

1 dt1

)
sgβ(s)ds

]
dλ
∥∥∥
ϑ

≤ 1

2πβ

∫
Γa,ω

[ ∞∫
0

( (t/s)β∫
0

|et1λ|
∥∥R(λ, J) f(t− t

1
β

1 s)
∥∥

1+η
t

1
β−1

1 dt1

)
sgβ(s)ds

]
|dλ|

≤
C ′max
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖ϑ

2πβ

∫
Γa,ω

[ ∞∫
0

( (t/s)β∫
0

e−t1|λ| | cosω| t
1
β−1

1 dt1

)
sgβ(s)ds

] |dλ|
|λ|ϑ−η

.

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ âíóòðiøíiõ iíòåãðàëiâ ðîçãëÿíåìî

g(c, t) =

∞∫
0

t
1
β−1

1 e−ct1dt1

tt
−1/β
1∫
0

sgβ(s)ds.

Òîìó ùî çîáðàæåííÿì ôóíêöè¨
z∫
0

sgβ(s)ds ¹ ôóíêöiÿ −
d
dλe
−λβ

λ = β
λ1−β · e

−λβ

λ ,

òî
z∫
0

sgβ(s)ds = βf1−β(z)∗Gβ(z) , äå Gβ(z) � îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà

âiä ôóíêöi¨ e−λ
β

λ , òîáòî Gβ(z) =
z∫
0

gβ(s)ds ≤ θ(z) . Ìè îäåðæàëè îöiíêó

∫ z

0

sgβ(s)ds ≤ βf1−β(z) ∗ θ(z) = βf1−β(z) ∗ f1(z) = βf2−β(z) =
βz1−β

Γ(2− β)
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i òîäi

tt
−1/β
1∫
0

sgβ(s)ds ≤ βt1−βt
β−1
β

1

Γ(2− β)
=
βt1−βt

1− 1
β

1

Γ(2− β)
,

g(c, t) ≤ βt1−β

Γ(2− β)

∫ ∞
0

e−ct1dt1 =
βt1−β

cΓ(2− β)
.

Îòîæ, iñíó¹

∞∫
0

( (t/s)β∫
0

e−t1|λ| | cosω| t
1
β−1

1 dt1

)
sgβ(s)ds ≤ βt1−β

Γ(2− β)|λ| (− cosω)
.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæó¹ìî

‖w0(t, J)‖1+η ≤
C ′t1−βmax

τ∈[0,T ]
‖f(τ)‖ϑ

2πΓ(2− β)(− cosω)

∫
Γa,ω

|dλ|
|λ|1+ϑ−η

=

C ′t1−βmax
τ∈[0,T ]

‖f(τ)‖ϑ

πΓ(2− β)(− cosω)

[ +∞∫
a

dr

r1+ϑ−η +
(π − ω)

a1+ϑ−η

]
� iíòåãðàë çáiãà¹òüñÿ àáñîëþòíî. Êðiì òîãî, w0(t, J) ∈ V1+η äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

i ïîçíà÷àþ÷è K̃ := C ′T 1−β

πΓ(2−β)(− cosω)

[ +∞∫
a

dr
r1+ϑ−η + (π−ω)

a1+ϑ−η

]
, îäåðæó¹ìî

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t)
∥∥

1+η
≤ K̃ max

τ∈[0,T ]
‖f(τ)‖ϑ â âèïàäêó A = J .

Íåõàé

w1(t, J) = Sβ,J(t− τ)h =

∞∫
0

ΦJ((
t

s
)β)hgβ(s)ds =

∞∫
0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)ΦJ(s)h ds.

Òîìó ùî îïåðàòîð (−J)η−ϑ = (−J)1+η−(1+ϑ) âèçíà÷åíî íà V1∪V0 , V1 ìiñòèòü

ïiäïðîñòið V1+ϑ , òî âèçíà÷åíèì ¹ äîáóòîê

(−J)η−ϑetJ = (−J)1+η−(1+ϑ)etJ =
1

2πi

∫
Γa,ω

etλ (−J)1+η−(1+ϑ)R(λ, J) dλ.

Çíîâó æ òàêè âiäîìî, ùî âèçíà÷åíà òàê ïiâãðóïà etJ ¹ ðiâíîìiðíî îáìåæåíîþ

i ñèëüíî íåïåðåðâíîþ íàä ïðîñòîðîì V1+ϑ , òîìó iñíó¹ (−J)1+η−(1+ϑ)w1(t) i

îäåðæó¹ìî

‖(−J)1+η−(1+ϑ)R(λ, J)‖L(V1+ϑ) = ‖R(λ, J)‖L(V1+ϑ;V1+η) ≤
C”

|λ|1+ϑ−η , λ ∈ Λ0,

(3.14)
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äå C �0 � äåÿêà ñòàëà. Çâiäñè

‖R(λ, J)h‖1+η ≤ ‖R(λ, J)‖L(V1+ϑ;V1+η) ‖h‖1+ϑ ≤
C” ‖h‖1+ϑ

|λ|1+ϑ−η , λ ∈ Λ0, (3.15)

Òîìó ùî iñíó¹

‖w1(t, J)‖0 =
∣∣∣ ∞∫

0

ΦJ((
t

s
)β)gβ(s)ds

∣∣∣
0
≤ ‖ΦJ‖L(V1+ϑ,V1+ϑ)‖h‖V1+ϑ

∞∫
0

gβ(s)ds =

= ‖ΦJ‖L(V1+ϑ,V1+ϑ)‖h‖V1+ϑ
,

òî iñíó¹ òàêîæ â V0

(−J)1+η−(1+ϑ)w1(t, J) = (−J)η−ϑ
∞∫
0

t

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ΦJ(s)hds

= 1
2πi

∫
Γa,ω

(−J)η−ϑR(λ, J)h
( ∞∫

0

tesλ

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ds
)
dλ.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü ¹ íàñëiäêîì òåîðåìè Ôóáiíi ïðè àáñîëþòíié çáiæíîñòi ií-

òåãðàëà. Ïåðåâiðèìî íàÿâíiñòü òàêî¨ çáiæíîñòi. Çàñòîñîâóþ÷è äî îïåðàòîðà

J|V1+ϑ
íåðiâíiñòü (3.15) òà âðàõîâóþ÷è, ùî cosω < 0 , îäåðæó¹ìî

‖w1(t, J)‖1+η = ‖ 1
2πi

∫
Γa,ω

( ∞∫
0

tesλ

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ds
)
R(λ, J)h‖1+η

≤ 1
2πβ |

∫
Γa,ω

( ∞∫
0

tesλ

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ds
)
‖R(λ, J)h‖1+ηdλ|

≤ C ′‖h‖1+θ

2π

∫
Γa,ω

( ∞∫
0

te−s|λ||cosω|

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ds
) |dλ|
|λ|1+θ−η .

Òîìó ùî∫ ∞
0

te−cs

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)ds =

∫ ∞
0

e−ct
βξ−βgβ(ξ)dξ ≤

∫ ∞
0

gβ(ξ)dξ = 1,

îäåðæó¹ìî

‖w1(t, J)‖1+η ≤
C ′‖h‖1+θ

2π

∫
Γa,ω

|dλ|
|λ|1+θ−η ≤ K0 ‖h‖1+θ,

äå K0 = C ′0
π

[ ∫ +∞
a

dr
r1+ϑ−η + (π−ω)

a1+ϑ−η

]
, à îòæå, w1 ∈ C

(
[0, T ];V1+η

)
òà äëÿ ôóíêöi¨

u = w0 + w1 ïðàâèëüíà îöiíêà

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t)
∥∥

1+η
≤ K̃ max

t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

+K0‖h‖1+ϑ. (3.16)
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Ïðè h ∈ Vθ ââåäåìî hε = eεJh . Îñêiëüêè ïiâãðóïà eεJ âiäîáðàæà¹ Vϑ â

V1+ϑ , òî hε ∈ V1+θ . Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ [43]

eεJ J−ϑ − J−ϑ =
1

2πi

∫
Γa,ω

eελ − 1

(−λ)ϑ
R(λ, J) dλ ∈ L(V0) .

Çà âñòàíîâëåíèì ó ðîçäiëi 2,∥∥R(λ, J)
∥∥
L(V0)

≤ C/|λ| ∀λ ∈ Λ0.

Òîìó íà êîíòóði Γa,ω ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü∥∥∥eελ − 1

(−λ)ϑ
R(λ, J)

∥∥∥
L(V0)

≤ 2C0 |erε cos ω − 1|
r1+ϑ

.

Çíîâó âðàõîâóþ÷è, ùî cos ω < 0 ïðè λ = reiω ∈ Γa,ω , îäåðæó¹ìî∥∥eεJ J−ϑ − J−ϑ∥∥L(V0)
≤ C0

π

∫
Γa,ω

|eελ cos ω − 1| |dλ|
r1+ϑ

:= C1(ε)→ 0, ε→ 0.

Çâiäñè ∥∥hε − h∥∥ϑ =
∥∥(eεJ J−ϑ − J−ϑ)Jϑh∥∥

ϑ

≤
∥∥h∥∥

ϑ

∥∥eεJ J−ϑ − J−ϑ∥∥L(V0)

∥∥Jϑ∥∥L(Vϑ;V0)
≤ C1(ε)

∥∥h∥∥
ϑ

∥∥Jϑ∥∥L(Vϑ;V0)
.

Îòîæ, hε → h ∈ Vϑ ïðè ε→ 0 .

Íåõàé uε = w0 + Sβ,J(t)hε . Òîäi
∥∥uε − u∥∥1+η

=
∥∥Sβ,J(t)(hε − h)

∥∥
1+η
≤∥∥Sβ,J(t)

∣∣
L(Vη,V1+η)

∣∣hε − h∥∥η ≤ C ′1
∣∣hε − h∥∥ϑ ⇒ 0 ïðè ε → 0 . Òàê, ïåðåõîäÿ÷è â

íåðiâíîñòi (3.16) ïðè uε çàìiñòü u òà hε çàìiñòü h äî ãðàíèöi ïðè ε → 0 ,

îäåðæó¹ìî

max
t∈[0,T ]

∥∥u(t)
∥∥

1+η
≤ K̃ max

t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

+ K̃1‖h‖ϑ (3.17)

iç äåÿêîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ K̃1 .

Ó âèïàäêó äîâiëüíîãî A ∈ A â îáëàñòi âèçíà÷åííÿ ñòåïåíi îïåðàòîðà

D
[
(−A)ϑ

]
çàäàìî íîðìó ãðàôiêà ‖x‖ϑ,A =

∥∥(−A)ϑx
∥∥

0
. Îïåðàòîð (−J)−ϑ

çàëèøà¹ iíâàðiàíòíèì ïiäïðîñòið V1 , à îïåðàòîð (−A)ϑ â ñâî¨é îáëàñòi âè-

çíà÷åííÿ ìiñòèòü V1 . Òîìó íà V1 âèçíà÷åíî äîáóòîê (−A)ϑ(−J)−ϑ òà
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‖x‖ϑ,A =
∥∥(−A)ϑ(−J)−ϑ(−J)ϑx

∥∥
0
≤

≤
∥∥(−A)ϑ

∥∥
L
(
D[(−A)ϑ];V0

) ∥∥(−J)−ϑ
∥∥
L(V0;Vϑ)

‖x‖ϑ ∀x ∈ V1.

Çà ùiëüíiñòþ V1 â Vϑ , íàâåäåíó ðiâíiñòü ìîæíà çà íåïåðåðâíiñòþ ðàçøè-

ðèòè äî âiäîáðàæåííÿ (−A)ϑ(−J)−ϑ : Vϑ 7−→ D
[
(−A)ϑ

]
. Öå âiäîáðàæåííÿ

ií'¹êòèâíå, îñêiëüêè ¹ êîìïîçèöi¹þ îáîðîòíèõ îïåðàòîðiâ. Çàìiíþþ÷è â ïîïå-

ðåäíiõ ìiðêóâàííÿõ îïåðàòîð J íà A ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî îáåðíåíié îïåðàòîð

(−J)ϑ(−A)−ϑ òàêîæ çäiéñíþ¹ íåïåðåðâíå ií'¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ D
[
(−A)ϑ

]
â Vϑ . Îòîæ, íàÿâíèé içìîðôiçì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ D

[
(−A)ϑ

]
' Vϑ i â íà-

âåäåíîìó âèùå äîâåäåííi ìîæíà çàìiíèòè îïåðàòîð J íà äîâiëüíèé îïåðàòîð

A ∈ A .
Ìè ïîêàçàëè, ùî çà óìîâ òåîðåìè ôóíêöiÿ (3.11) íàëåæèòü C

(
[0, T ]; V1+η

)
.

Äîâåäåìî, ùî öÿ ôóíêöiÿ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i êëàñó Cβ,η òà îöiíêó (3.12).

Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî ôóíêöiÿ f(t) çàäîâîëüíÿ¹ ñèëüíiøó óìîâó, à ñàìå,

ùî f(t) ∈ C
(
[0, T ]; V1

)
i h ∈ V1+ϑ ⊂ V1 . Çà ëåìîþ 3.1 u = w0 +w1 ∈ Cβ,0 òà

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1).

Äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöè¨ f(t) ∈ C
(
[0, T ]; Vϑ

)
i åëåìåíòà h ∈ Vϑ ââåäåìî

f ε(t) = eεAf(t) , hε = eεAh . Îñêiëüêè ïiâãðóïà eεA âiäîáðàæà¹ Vϑ â V1+ϑ , òî

f ε(t) ∈ C
(
[0, T ]; V1+ϑ

)
, hε ∈ V1+ϑ . Òîìó, ââîäÿ÷è

w0,ε =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f ε(τdτ, w1,ε = Sβ,A(t)hε

i âðàõîâóþ÷è îöiíêó (3.16) äëÿ maxt∈[0,T ]

∥∥uε(t)∥∥1+η
, ìàòèìåìî

uε(t) := w0,ε + w1,ε ∈ C
(
[0, T ]; V1+η

)
. (3.18)

Äàëi, çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ äëÿ îïåðàòîðà A (ÿê âèùå

äëÿ J ), îäåðæó¹ìî∥∥eεAA−ϑ − A−ϑ∥∥L(V0)
≤ C ′

π

∫
Γa,ω

|eελ cos ω − 1| |dλ|
r1+ϑ

:= C ′1(ε)→ 0, ε→ 0.
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Çâiäñè âèïëèâàþòü ðiâíîìiðíi çà âñiìà t ∈
[
0, T

]
íåðiâíîñòi

max
t∈[0,T ]

∥∥f ε(t)− f(t)
∥∥
ϑ

= max
t∈[0,T ]

∥∥(eεAA−ϑ − A−ϑ)Aϑf(t)
∥∥
ϑ

≤ maxt∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

∥∥eεAA−ϑ − A−ϑ∥∥L(V0)

∥∥Aϑ
∥∥
L(Vϑ;V0)

≤ C ′1(ε) maxt∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

∥∥Aϑ
∥∥
L(Vϑ;V0)

.

Îòîæ, C
(
[0, T ]; V1

)
3 f ε(t)⇒ f(t) ∈ C

(
[0, T ]; Vϑ

)
ðiâíîìiðíî çà t ∈ [0, T ]

ïðè ε→ 0 , i òàê ñàìî hε → h â Vϑ .

Çà íåðiâíiñòþ (3.17) ìà¹ìî

C
(
[0, T ]; V1+η

)
3 uε(t)⇒ u(t) ∈ C

(
[0, T ]; V1+η

)
ðiâíîìiðíî çà âñiìà t ∈ [0, T ] ïðè ε → 0 . Äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 ðiâíÿííÿ

çàäà÷i (3.1) çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ. Òîìó ïðè ε→ 0 , îäåðæó¹ìî

sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβuε(t)−Dβu(t)
∥∥
η

≤
∥∥A(uε(t)− u(t)

)∥∥
η

+
T 1−β

Γ(2− β)
max
t∈[0,T ]

∥∥f ε(t)− f(t)
∥∥
η

≤ C2

∥∥uε(t)− u(t)
∥∥

1+η
+ C3 max

t∈[0,T ]

∥∥f ε(t)− f(t)
∥∥
ϑ
→ 0,

äå ñòàëà C2 õàðàêòåðèçó¹ içîìîðôiçì D
[
(−A)1+θ

]
' V1+θ , à ñòàëà C3 ¹ äî-

áóòêîì T 1−β

Γ(2−β) íà íîðìó íåïåðåðâíîãî âêëàäåííÿ Vϑ ⊂ Vη . Iíøèìè ñëîâàìè,

ìà¹ìî Dβu ∈ Cb
(
(0, T ]; Vη

)
i ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ôóíêöiÿ u(t) íàëå-

æèòü êëàñó Cβ,η òà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1). Âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ çàäà÷i òà

îöiíêó (3.17), îäåðæó¹ìî (3.12).

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé çàäàíi îïåðàòîðè A, J ∈ A òà ÷èñëà 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 ,

f(t) ∈ C
(
[0, T ]; Vϑ

)
, h ∈ Vϑ . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C1,η çàäà÷i

(3.2). Öåé ðîçâ'ÿçîê ìà¹ âèãëÿä

u(t) =

∫ t

0

ΦA(t− τ)f(τ) dτ + ΦA(t)h (3.19)

òà iñíóþòü òàêi ñòàëi K > 0 , K1 > 0 , ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü òèïó êîåð-

öèòèâíîñòi

‖u‖C1,η ≤ K max
t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

+K1‖h‖ϑ.
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Öåé íàñëiäîê ìîæå áóòè äîâåäåíèé i íåçàëåæíî çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåî-

ðåìè 3.1 (äèâ. [57]).

Ïðèìiòêà. Òåîðåìà 3.1 òà íàñëiäîê 3.1 çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè, ÿêùî

f(t) ∈ Cb
(
(0, T ]; Vϑ

)
( sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ
< +∞ ) i âñþäè çàìiíèòè max

t∈[0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ

íà sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t)
∥∥
ϑ
.

3.2 Ëiíiéíi çáóðåííÿ çàäà÷i Êîøi

3.2.1 Àíàëiòè÷íiñòü çáóðåíü íà ïðîìiæíèõ ïðîñòîðàõ

Äàëi ïàðó êîìïëåêñíèõ áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ V0 i V1 iç íåïåðåðâíèì òà ùiëü-

íèì âêëàäåííÿì E10 : V1 7−→ V0 áóäåìî ñêîðî÷åíî ïîçíà÷àòè îäíi¹þ ëiòåðîþ

V :=
{
V0 , V1

}
. Ñóêóïíiñòü óñiõ îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ T : V0 → V0

òàêèõ, ùî T (V1) ⊂ V1 , óòâîðþ¹ áàíàõîâó àëãåáðó L(V ) îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ

îïåðàòîðiâ íàä áàíàõîâîþ ïàðîþ V âiäíîñíî ðiâíîìiðíî¨ îïåðàòîðíî¨ íîðìè∥∥T∥∥L(V )
:= maxj=0,1

∥∥T∥∥L(Vj)
, äå ‖ · ‖L(Vj) ðiâíîìiðíà íîðìà â àëãåáði L(Vj)

îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ íàä áàíàõîâèì ïðîñòîðîì Vj òà j = 0 , 1 .

Ïðè öüîìó ñëiä çàóâàæèòè, ùî ñêií÷åííiñòü íîðìè
∥∥T∥∥L(V1)

âèïëèâà¹ ç íå-

ïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ E10 òà òåîðåìè ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê.

ßê i ðàíiøå, ó âiäêðèòîìó ñåêòîði Λc , âèçíà÷åíîìó çàäàííèì êóòîì ω0 ∈(
π
2 , π
)
òà ÷èñëîì c : π

2 < ω0 − c < π , ðîçãëÿäà¹ìî àëãåáðó àíàëiòè÷íèõ

ôóíêöié ϕ(λ) ∈ H(Λc) . Çãiäíî ç ëåìîþ 2.3, äëÿ áóäü-ÿêîãî ñåêòîðiàëüíîãî

îïåðàòîðà âiä'¹ìíîãî òèïó A ∈ A iñíó¹ êîíòóð Γa,ω ⊂ % (A) , çàäàíèé äîâiëü-

íèì êóòîì ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 òà äîâiëüíèì ÷èñëîì a : 0 < a < −r(A)

òàêèé, ùî ôîðìóëà

ϕ(A) :=
1

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(λ)R(λ,A) dλ

âèçíà÷à¹ àëãåáðè÷íèé ãîìîìîðôiçì

H(Λc) 3 ϕ(λ) 7−→ ϕ(A) ∈ H
(
A
)
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íà êîìóòàòèâíó àëãåáðó H
(
A
)
ôóíêöié îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó

ϕ : A 3 A 7−→ ϕ(A) ∈ L(V )

çi çíà÷åííÿìè â àëãåáði ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ L(V ) íàä áàíàõîâîþ

ïàðîþ V . Äàëi òàêi ôóíêöi¨ ç îïåðàòîðíèì àðãóìåíòîì ïîçíà÷à¹ìî òàêèìè

æ ëiòåðàìè, ùî é âiäïîâiäíi ¨ì ñêàëÿðíi ôóíêöi¨.

Ç òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî ÿêùî U � ïðîìiæíèé ïðîñòið ïàðè V , òî äëÿ

êîæíîãî îïåðàòîðà A ∈ A iñíó¹ ÷èñëî δ(A) > 0 òàêå, ùî A+X1 íàëåæèòü

êëàñó A äëÿ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà X1 ∈ L(U, V0) ç íîðìîþ
∥∥X1

∥∥
L(U,V0)

<

δ(A) . Çâiäñè, çîêðåìà, ìà¹ìî

ϕ(A+X1)− ϕ(A) ∈ H
(
A
)
, ∀X1 ∈ L(U, V0) :

∥∥X1

∥∥
L(U,V0)

< δ(A).

Öå ôàêò äîçâîëÿ¹ çàïðîâàäèòè íàñòóïíå óçàãàëüíåííÿ ïîõiäíî¨ äëÿ ôóíêöié

îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó ϕ(A) ∈ H
(
A
)
.

Íåõàé äàëi
(
U, ‖·‖U

)
� ïðîìiæíèé êîìïëåêñíèé áàíàõiâ ïðîñòið äëÿ ïàðè

V . Ðîçãëÿíåìî áàíàõiâ ïðîñòið L(U ;V0) � îáìåæåíèõ ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

X : U 7−→ V0 , âèçíà÷åíèõ íà öüîìó ïðîìiæíîìó ïðîñòîði. Ïîáóäó¹ìî áàíàõiâ

ïðîñòið

Lk
(
L(U ;V0); L(V0)

)
:= L

(
L(U ;V0)× . . .× L(U ;V0); L(V0)

)
� îáìåæåíèõ k -ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ

T : L(U ;V0)× . . .×︸ ︷︷ ︸
k

L(U ;V0) 3
[
X1, . . . , Xk

]
7−→ T

[
X1, . . . , Xk

]
∈ L(V0),

Ó ïðîñòîði k -ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ Lk
(
L(U ;V0); L(V0)

)
çàäà¹ìî íîðìó∥∥T∥∥

Lk
(
L(U ;V0);L(V0)

) := sup
m=1,...,k

sup
‖Xm‖L(U ;V0)≤1

∥∥∥T [X1 , . . . , Xk

]∥∥∥
L(V0)

.

×åðåç Lkσ
(
L(U ;V0); L(V0)

)
⊂ Lk

(
L(U ;V0); L(V0)

)
äàëi ïîçíà÷à¹ìî ïiä-

ïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ k -ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ, òîáòî, òàêèõ îïåðàòîðiâ T ∈
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Lk
(
L(U ;V0); L(V0)

)
, çíà÷åííÿ ÿêèõ T

[
X1 , . . . , Xk

]
íå çìiíþþòüñÿ ïðè áóäü-

ÿêié ïåðåñòàíîâöi àðãóìåíòiâ X1 , . . . , Xk . Âiäçíà÷èìî, ùî çà ïîâíîòîþ ïðîñ-

òîðó çíà÷åíü öèõ îïåðàòîðiâ L(V0) , ïðîñòið k -ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòî-

ðiâ Lk
(
L(U ;V0); L(V0)

)
, à òàêîæ éîãî ïiäïðîñòið ñèìåòðè÷íèõ k -ëiíiéíèõ

îïåðàòîðiâ Lkσ
(
L(U ;V0); L(V0)

)
¹ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè âiäíîñíî îïåðà-

òîðíî¨ íîðìè ‖ · ‖
Lk
(
L(U ;V0);L(V0)

) . ßê âiäîìî [145], ïðàâèëüíèì ¹ íàñòóïíèé

içîìåòðè÷íèé içîìîðôiçì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

Lk
(
L(U ;V0); L(V0)

)
'

L
(
L(U ;V0); L

(
L(U ;V0); . . . ;L

(
L(U ;V0);L(V0)

)))
.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ïîõiäíîþ ôóíêöi¨ ϕ(A) ∈ H
(
A
)
íà ïðîìiæíîìó ïðîñòîði

U áàíàõîâî¨ ïàðè V íàçèâàòèìåìî ôóíêöiþ

ϕ′ : A 3 A −→ ϕ′(A) ∈ L
(
L(U ;V0); L(V0)

)
, (3.20)

âèçíà÷åíó äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà A ∈ A i òàêó, ùî

lim
‖X1‖L(U ;V0)→0

∥∥∥ϕ(A+X1)− ϕ(A)− ϕ′(A)
[
X1

]∥∥∥
L(V0)

= 0.

Âiäçíà÷èìî, ùî õî÷ ïîõiäíà âèçíà÷à¹òüñÿ â êîæíié òî÷öi A ∈ A ëîêàëü-

íî, òîáòî, ÿê ãðàíèöÿ ïðè ‖X1‖L(U ;V0) → 0 äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ çà íîðìîþ

åëåìåíòiâ X1 ∈ L(U, V0) , çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ϕ′(A) â êîæíié òî÷öi A ∈ A ¹

ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì

ϕ′(A) : L(U ;V0) 3 X1 7−→ ϕ′(A)
[
X1

]
∈ L(V0)

i ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó L
(
L(U ;V0); L(V0)

)
, çãiäíî ç ïîäàíèì îçíà÷åííÿì 3.2, ¹

âæå âèçíà÷åíèì íà âñiõ åëåìåíòàõ X1 ∈ L(U, V0) . Îñêiëüêè îáëàñòü âèçíà÷åí-

íÿ ôóíêöié îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó ϕ(A) ∈ H
(
A
)
¹ ìíîæèíîþ âiäêðèòîþ

â ïðîñòîði L(V1;V0) , òî ó âèïàäêó, êîëè äëÿ ïðîìiæíîãî ïðîñòîðó âèêîíó-

¹òüñÿ ðiâíiñòü U = V1 , îçíà÷åííÿ 3.2 ¹ çâè÷àéíèì îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ [147].

I òîäi éîãî ìîæíà òàêîæ òðàêòóâàòè ÿê íåêîìóòàòèâíèé àíàëîã ïîõiäíî¨ â

ñåíñi Ëîðõà íàä îïåðàòîðíèìè àëãåáðàìè.
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Îñêiëüêè ïîõiäíà ϕ′(A) , çãiäíî ç îçíà÷åííÿì, âèçíà÷åíà âñþäè íà ìíîæèíi

A , òî äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà A ∈ A äëÿ âñiõ äîñòàòíüî ìàëèõ çà íîðìîþ

îïåðàòîðiâ X2 ∈ L(U, V0) ñóìà A + X2
∣∣V1

çàëèøà¹òüñÿ åëåìåíòîì A i òîìó

áóäå âèçíà÷åíîþ ôóíêöiÿ

ϕ′(A+X2)− ϕ′(A) ∈ L
(
L(U ;V0); L(V0)

)
.

òà ïîðîäæåíi íåþ ëiíiéíi îáìåæåíi îïåðàòîðè

ϕ′(A+X2)− ϕ′(A) : L(U ;V0) 3 X1 7−→
(
ϕ′(A+X2)− ϕ′(A)

)[
X1

]
∈ L(V0).

Òàê ìîæíà âèçíà÷èòè äðóãó ïîõiäíó ÿê ôóíêöiþ

ϕ′′ : A ∈ A 7−→ ϕ′′(A) ∈ L2
(
L(U ;V0); L(V0)

)
,

çíà÷åííÿ ÿêî¨ ϕ′′(A) íà êîæíîìó åëåìåíòi A ∈ A ¹ áiëiíiéíèìè îáìåæåíèìè

îïåðàòîðàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
‖X2‖L(U ;V0)→0

∥∥∥∥(ϕ′(A+X2)− ϕ′(A)
)[
X1

]
− ϕ′′(A)

[
X1, X2

]∥∥∥∥
L(V0)

= 0.

Âèùi ïîõiäíi öiëîãî ïîðÿäêó âèçíà÷àþòüñÿ çà iíäóêöi¹þ.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Ïîõiäíîþ ïîðÿäêó k ∈ N ôóíêöi¨ ϕ íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ

ϕ(k) : A ∈ A 7−→ ϕ(k)(A) ∈ Lk
(
L(U ;V0); L(V0)

)
(3.21)

òàêó, ùî

lim
‖Xk‖L(U ;V0)→0

∥∥∥∥(ϕ(k−1)(A+Xk)− ϕ(k−1)(A)
)[
X1 , . . . , Xk−1

]
−

ϕ(k)(A)
[
X1 , . . . , Xk−1 , Xk

]∥∥∥∥
L(V0)

= 0.

Ëåìà 3.3. [81] Íåõàé ϕ(λ) ∈ H
(
Λc
)
, U � ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið

áàíàõîâî¨ ïàðè V , à E1U : V1 7−→ U � âiäïîâiäíèé îïåðàòîð âêëàäåííÿ.

(a) Äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà k ∈ N ïîõiäíà ϕ(k)(A) â ñåíñi îçíà÷åííü 3.2,

3.3 iñíó¹, i äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà A ∈ A òà äîâiëüíîãî íàáîðó îïåðàòî-

ðiâ X1 , . . . , Xk ∈ L(U ;V0) iñíó¹ êîíòóð Γa,ω ⊂ % (A) òàêèé, ùî ïðàâèëüíà
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ôîðìóëà

ϕ(k)(A)
[
X1 , . . . Xk

]
=

1

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(λ)R(λ,A)× (3.22)

×
∑
σ

[
Xσ1

E1U

(
λE10 − A

)−1
]
. . .
[
XσkE1U

(
λE10 − A

)−1
]
dλ,

äå ñóìóâàííÿ ïiä iíòåãðàëîì çäiéñíþ¹òüñÿ çà ãðóïîþ ïiäñòàíîâîê âèãëÿäó(
1 . . . k
σ1 . . . σk

)
. Ïðè öüîìó, ôîðìóëà íå çàëåæèòü âiä âèáîðó â êîíòóði

Γa,ω ÷èñëà a : 0 < a < −r(A) òà êóòà ω : ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 , äëÿ ÿêèõ

Γa,ω ⊂ % (A) .

Ïîõiäíà ϕ(k)(A) íàëåæèòü ïiäïðîñòîðó ñèìåòðè÷íèõ k -ëiíiéíèõ îáìå-

æåíèõ îïåðàòîðiâ Lkσ
(
L(U ;V0);L(V0)

)
i ¨¨ íîðìà ìà¹ îöiíêó∥∥ϕ(k)(A)

∥∥
Lk
(
L(U ;V0);L(V0)

) ≤ Ca ‖ϕ‖aKk
a k! , (3.23)

äå íîðìà ôóíêöi¨ ‖ϕ‖a ìà¹ âèãëÿä (2.3) i âçÿòî

Ka := sup
λ∈Λa

∥∥E1U(λE10 − A)−1
∥∥
L(V0,U)

, Ca := sup
λ∈Λa

∥∥λR(λ,A)
∥∥
L(V0)

.

(b) Iñíó¹ ÷èñëî δ > 0 òàêå, ùî äëÿ âñiõ îïåðàòîðiâ X ∈ L(U ;V0) :∥∥X∥∥L(U ;V0)
≤ δ , ìà¹ìî A+X ∈ A i ôóíêöiÿ îïåðàòîðíîãî àðãóìåíòó ϕ(A+

X) ðîçêëàäà¹òüñÿ â àáñîëþòíî òà ðiâíîìiðíî (çà X ) çáiæíèé ðÿä

ϕ(A+X) =
∞∑
k=0

ϕ(k)(A)

k!

[
X, . . . , X︸ ︷︷ ︸

k

]
. (3.24)

Íàñëiäîê 3.2. Ñôîðìóëüîâàíó â ëåìi 3.3(b) âëàñòèâiñòü ïðî ðîçêëàä â àáñî-

ëþòíî òà ðiâíîìiðíî çáiæíèé ðÿä çà îäíîðiäíèìè ïîëiíîìàìè öiëèõ ñòåïåíiâ

âiä îïåðàòîðiâ X ∈ L(U ;V0) , âèçíà÷åíèõ íà ïðîìiæíèõ ïðîñòîðàõ U çàäà-

íî¨ áàíàõîâî¨ ïàðè
{
V0;V1

}
, ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïåâíèé òèï àíàëiòè÷íîñòi

ôóíêöié íà êëàñi ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ A 3 A 7−→ ϕ(A) ∈ L(V0) â

íàïðÿìêàõ îïåðàòîðiâ X . Òàêèé òèï àíàëiòè÷íîñòi ¹ ðîçøèðåííÿì àíàëiòè÷-

íîñòi â ñåíñi Ôðåøå, ÿêà îòðèìó¹òüñÿ ïðè U = V1 , i ÿêó îïèñàíî, íàïðèêëàä,

ó [147].
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Ñëiäóþ÷è [145], ïîçíà÷èìî ÷åðåç C1
(
A; L(V0)

)
ìíîæèíó âñiõ òàêèõ ôóíê-

öié ϕ(A) ∈ H
(
A
)
, äëÿ ÿêèõ ïîõiäíà ϕ′ iñíó¹ i çäiéñíþ¹ íåïåðåðâíå âi-

äîáðàæåííÿì âèãëÿäó (3.20), àáî iíøèìè ñëîâàìè, ìíîæèíó âñiõ îäèí ðàç

íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ϕ(A) . Äàëi çà iíäóêöi¹þ, ïîçíà÷à¹ìî

÷åðåç

Ck
(
A; L(V0)

)
:=

{
ϕ ∈ C1

(
A; L(V0)

)
: ϕ′ ∈ Ck−1

(
A; L(V0)

)}
ìíîæèíó âñiõ k ðàç íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié ϕ(A) .

Íàñëiäîê 3.3. Ç ëåìè 3.3 çîêðåìà âèïëèâà¹, ùî

ϕ(A) ∈ C∞
(
A; L(V0)

)
:=
⋂
k∈N

Ck
(
A; L(V0)

)
, ∀ϕ(A) ∈ H(A).

Íåõàé äàëi â öüîìó ïiäðîçäiëi U � ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíà-

õîâî¨ ïàðè
{
V0;V1

}
. Òîäi ìè çíàõîäèìîñÿ â óìîâàõ ëåìè 3.3, çãiäíî ç ÿêîþ

äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ ϕ(A) ∈ H(A) â êîæíié òî÷öi ¨¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

A ∈ A iñíóþòü ïîõiäíi âñiõ öiëèõ ïîðÿäêiâ ϕ(k)(A) ∈ Lkσ
(
L(U ;V0);L(V0)

)
â

íàïðÿìêàõ îïåðàòîðiâ X ∈ L(U ;V0) . Ñïèðàþ÷èñü íà öåé ôàêò, äëÿ êîæíî-

ãî îïåðàòîðà X ∈ L(U ;V0) ìîæåìî âèçíà÷èòè âiäïîâiäíèé éîìó îïåðàòîð

äèôåðåíöiþâàííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Äèôåðåíöiþâàííÿì â íàïðÿìêó çàäàííîãî îïåðàòîðà

X ∈ L(U ;V0) íàçèâà¹ìî âèçíà÷åíèé íà àëãåáði H(A) ëiíiéíèé îïåðàòîð

DX : H(A) 3 ϕ(A) 7−→ ϕ′(A)
[
X
]
∈ L(V0), ∀A ∈ A.

Öiëi ñòåïåíi äèôåðåíöiþâàííÿ â íàïðÿìêó X ∈ L(U ;V0) òàêîæ âèçíà÷à¹ìî

íà àëãåáði H(A) , ÿê ëiíiéíi îïåðàòîðè

Dk
X : H(A) 3 ϕ(A) 7−→ ϕ(k)(A)

[
X, . . . , X︸ ︷︷ ︸

k

]
∈ L(V0), ∀A ∈ A, k ∈ N.

Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðiâ äèôåðåíöiþâàííÿ Dk
X ¹ áåçïîñåðåäíèì íàñëiäêîì

ñïîñîáó ¨õ âèçíà÷åííÿ. Îäíàê âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öi îïåðàòîðè âîëîäiþòü äî-

äàòêîâîþ âëàñòèâiñòþ iíâàðiàíòíîñòi âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ â àëãåáði

H(A) . Öå, çîêðåìà, áóäå äîâåäåíî ó íàñòóïíîìó òâåðäæåííi.
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Ñïèðàþ÷èñü íà âëàñòèâiñòü íåïåðåðâíîñòi ãîìîìîðôiçìó ç àëãåáðè àíàëi-

òè÷íèõ ôóíêöié H(Λc) íà àëãåáðó îïåðàòîðíèõ ôóíêöié H(A) iç ëåìè 2.3,

ââåäåìî ñåêâåíöiàëüíó çáiæíiñòü â àëãåáði H(A) òàê, ùîá âîíà íàñëiäóâàëà

çáiæíiñòü, ïîðîäæåíó çàäàííîþ òîïîëîãi¹þ â àëãåáði H(Λc) . À ñàìå, êàæå-

ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü ϕn(A) ∈ H(A) çáiãà¹òüñÿ â àëãåáði H(A) äî ôóíêöi¨

ϕ(A) ∈ H(A) i ïèøåìî lim
n→∞

ϕn(A)
H(A)
= ϕ(A), ÿêùî lim

n→∞
ϕn(A)

L(V0)
= ϕ(A)

äëÿ êîæíîãî îïåðàòîðà A ∈ A çà íîðìîþ îïåðàòîðíî¨ àëãåáðè L(V0) Ií-

øèìè ñëîâàìè, öå ¹ "ïîòî÷êîâà" çáiæíiñòü îïåðàòîðíèõ ôóíêöié â ¨õ îáëàñòi

âèçíà÷åííÿ.

Ëåìà 3.4. Íåõàé U � ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè V

òà ϕ(A) ∈ H(A) .

(a) Äëÿ äîâiëüíèõ îïåðàòîðiâ A ∈ A òà X ∈ L(U ;V0) iñíó¹ ÷èñëî δA,X >

0 (çàëåæíå âiä A òà X ) òàêå, ùî çà íîðìîþ L(V0)

ϕ(A+ tX)
L(V0)
=

∞∑
k=0

Dk
tX

k!
ϕ(A), ∀ t ≤ δA,X , (3.25)

ïðè÷îìó, çáiæíiñòü ðÿäó àáñîëþòíà òà ðiâíîìiðíà çà ÷èñëàìè t : 0 ≤ t ≤
δA,X . Âèçíà÷åíà ðÿäîì (3.25) íàä àëãåáðîþ H(A) åêñïîíåíòà

eDtX :
[
0, δA,X

]
3 t 7−→ eDtX ϕ(A) :=

∞∑
k=0

Dk
tX

k!
ϕ(A)

âîëîäi¹ ïiâãðóïîâîþ âëàñòèâiñòþ

eD(t+s)X = eDtX eDsX , ∀ t, s, t+ s ∈
[
0, δA,X

]
.

(b) ßêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà êîìóòàöi¨ X ∣∣V1

A = AX ∣∣V1

, òî åêñïîíåíòà

eDtX ¹ àâòîìîðôiçìîì àëãåáðè H(A) , òîáòî

eDtX

[
ϕ(A) · ψ(A)

]
=
[
eDtX ϕ(A)

]
·
[
eDtXψ(A)

]
, ∀ϕ, ψ ∈ H(A). (3.26)

Äîâåäåííÿ. Ïîòðiáíà çáiæíiñòü ðÿäó (3.25) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ëåìè

3.3(b), ÿêùî âçÿòè δA,X = δ
‖X‖L(U ;V0)

=
min

{
1

2Ka
; 1

2δa

}
‖X‖L(U ;V0)

. Öÿ çáiæíiñòü ¹ àáñîëþòíà
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çà íîðìîþ îïåðàòîðíî¨ àëãåáðè L(V0) òà ðiâíîìiðíîþ çà âñiìà ÷èñëàìè t :

0 ≤ t ≤ δA,X . Çà ëåìîþ 2.2 A + tX , A + (t + s)X ∈ A äëÿ âñiõ t, s, t + s ∈[
0, δA,X

]
. À òîìó

eD(t+s)X ϕ(A) = eDsX ϕ(A+ tX) = eDsX eDtXϕ(A), ∀ϕ(A) ∈ H(A).

Òâåðäæåííÿ (a) äîâåäåíî.

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.26) ¹ íàñëiäêîì çãàäàíî¨ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi ðÿäiâ òà

òîòîæíîñòi Ëåéáíiöà

Dk
tX (ϕ · ψ) =

k∑
m=0

k!

m!(k −m)!
Dm
tX ϕ ·Dk−m

tX ψ . (3.27)

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ôîðìóëó (3.27). Çãiäíî ç ëåìîþ 3.3(a) äëÿ âèïàäêó

k = 1 , ìà¹ìî

DtX

(
ϕ · ψ

)
(A) = t

(
ϕ · ψ

)′
(A)
[
X
]

=

t

2πi

∫
Γa,ω

ϕ(λ)ψ(λ)R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
dλ.

Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 2.3 òà ùå ðàç ëåìó 3.3(a), îòðèìó¹ìî

ϕ(A) ·DtXψ(A) +DtXϕ(A) · ψ(A) =

1
2πi

∫
Γa,ω

ϕ(λ)R(λ,A) dλ · t
2πi

∫
Γa′,ω′

ψ(µ)R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
dµ+

t
2πi

∫
Γa,ω

ϕ(λ)R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
dλ · 1

2πi

∫
Γa′,ω′

ψ(µ)R(µ,A) dµ =

t

(2πi)2

∫
Γa,ω

∫
Γa′,ω′

ϕ(λ)ψ(µ)R(λ,A)R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
dλ dµ+

t

(2πi)2

∫
Γa,ω

∫
Γa′,ω′

ϕ(λ)ψ(µ)R(µ,A)R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
dλ dµ .

äå êîæíå ç iíòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü çãiäíî çi çãàäàííèìè ëåìàìè, íå çàëåæèòü

âiä âèáîðó ïàðàìåòðiâ êîíòóðiâ Γa,ω òà Γa′,ω′ . Âðàõîâóþ÷è ðåçîëüâåíòíó òî-

òîæíiñòü

R(λ,A)R(µ,A) =
R(λ,A)−R(µ,A)

µ− λ
, ∀λ 6= µ ∈ % (A),
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ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ïîäàìî ó âèãëÿäi

ϕ(λ)ψ(µ)R(λ,A)R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
+

+ϕ(λ)ψ(µ)R(µ,A)R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
=

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(λ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1 −

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
+

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1 −

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(µ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
.

Çà óìîâîþ êîìóòàöi¨

E10

(
λE10 − A

)−1
X E1U

(
µE10 − A

)−1
= E10

(
µE10 − A

)−1
X E1U

(
λE10 − A

)−1
,

à òîìó ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ïåðåòâîðþ¹òüñÿ äî âèãëÿäó

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1 −

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
.

Â iíòåãðàëüíié ôîðìóëi äëÿ îïåðàòîðiâ ψ(A) òà ψ′(A) , äå iíòåãðóâàííÿ

âåäåòüñÿ çà çìiííîþ µ , êîíòóð Γa,ω çàìiíèìî íà äîâiëüíèé êîíòóð Γa′,ω′ ⊂
% (A) òàêèé, ùî 0 < a′ < a < −r(A) òà ω0 − c ≤ ω ≤ ω0 . Òîäi∫

Γa,ω

∫
Γa′,ω′

ϕ(λ)ψ(µ)

µ− λ
R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
dλ dµ =

∫
Γa,ω

ϕ(λ)

µ− λ
dλ

∫
Γa′,ω′

ψ(µ)R(µ,A)X E1U

(
µE10 − A

)−1
dµ = 0,

áî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ ϕ(λ)
µ−λ âñåðåäèíi êîíòóðó Γa,ω íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé

(µ ∈ Γa′,ω′ ëåæèòü ïîçà öèì êîíòóðîì), òîìó çà òåîðåìîþ Êîøi ¹ íóëåì.
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Çàñòîñîâóþ÷è êëàñè÷íó ôîðìóëó Êîøi äî ôóíêöi¨ ψ , îòðèìó¹ìî

ϕ(A) ·DtXψ(A) +DtXϕ(A) · ψ(A) = (3.28)

t

2πi

∫
Γa,ω

[
1

2πi

∫
Γa′,ω′

ψ(µ)

µ− λ
dµ

]
ϕ(λ)R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
dλ =

t

2πi

∫
Γa,ω

ψ(µ)ϕ(λ)R(λ,A)X E1U

(
λE10 − A

)−1
dλ = DtX

(
ϕ · ψ

)
(A).

Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë k ôîðìóëà Ëåéáíiöà âñòàíîâëþ¹òüñÿ çà iíäóêöi¹þ, êî-

ðèñòàþ÷è iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.28), àíàëîãi÷íî äî ñêàëÿðíîãî âèïàäêó.

Âèêîðèñòîâóþ÷è àáñîëþòíó çáiæíiñòü ðÿäiâ i òîòîæíiñòü (3.27), îäåðæó¹ìî

eDtX

[
ϕ(A) · ψ(A)

]
=

∞∑
n=0

1

n!

( n∑
k=0

Ck
nD

n−k
tX ϕ(A)Dk

tXψ(A)

)
=

( ∞∑
l=0

Dl
tXϕ(A)

l!

)( ∞∑
m=0

Dm
tXψ(A)

m!

)
=
[
eDtX ϕ(A)

]
·
[
eDtX ψ(A)

]
.

3.2.2 Ðîçâ'ÿçíiñòü çáóðåíî¨ çàäà÷i Êîøi òà îöiíêè íàáëèæåíü

Âèâ÷à¹ìî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Dβu(t) = (A+X)u(t) + (f1−β ∗ f)(t), t ∈ [0, T ], u(0) = g, (3.29)

äå X ∈ L(U, V0) � çáóðþþ÷èé îïåðàòîð äëÿ îïåðàòîðà A , U � ïðàâèëüíèé

ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè {V0, V1} , çîêðåìà, U = Vθ , θ ∈ (0, 1) .

Áóäó¹ìî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi, çáóðåíî¨ íà êîìïëåêñíèõ iíòåð-

ïîëÿöiéíèõ øêàëàõ.

Ïîáóäîâàíå ôóíêöiîíàëüíå ÷èñëåííÿ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ âiä'¹ìíîãî

òèïó òà âñòàíîâëåíà àíàëiòè÷íà çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó âiä çáóðþþ÷îãî îïå-

ðàòîðà äà¹ ìîæëèâiñòü ïîáóäóâàòè iíøi éîãî íàáëèæåííÿ, íiæ, íàïðèêëàä,

ó [172], ç òî÷íiøèìè îöiíêàìè çáiæíîñòi: îäåðæó¹ìî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

çáóðåíî¨ çàäà÷i ñêií÷åííèìè iòåðàöiÿìè ðåçîëüâåíòè íåçáóðåíîãî îïåðàòîðà,

ïðè öüîìó áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà, ÿêùî U = D(X)

¹ ïðîìiæíèì ïðîñòîðîì ç ïîêàçíèêîì θ ∈ (0, 1) äëÿ ïàðè {V0, V1} .
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Îäåðæàíi ó öüîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòü ðåçóëüòàòè àâòîðà

[73] äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà íà çàãàëüíèé âèïàäîê ñåêòîðiàëüíîãî

îïåðàòîðà âiä'¹ìíîãî òèïó òà íà ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

Íåõàé U - ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè {V0, V1} . Ïðè
A ∈ A , X ∈ L(U, V0) , f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈ V0 ðîçãëÿäà¹ìî ñïî÷àòêó çàäà÷ó

Êîøi
du

dt
= (A+X)u+ f(t), u(0) = g. (3.30)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Gl−1 =
l−1∑
k=0

etD
k
X =

l−1∑
k=0

Dk
Xe

tA[X, . . . , X],

ul(t) = Gl−1(t,X)g +

t∫
0

Gl−1(t− τ,X)f(τ)dτ. (3.31)

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé U - ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè

{V0, V1} , A ∈ A , X ∈ L(U, V0) , ||X||L(U,V0) ≤ δ
K(A) , f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈ V0 ,

δ ∈ (0, 1) . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C((0, T ], V1)∩C1((0, T ), V0) çàäà÷i

(3.30),

u(t) = et(A+XE1U )g +

∫ t

0

e(t−τ)(A+XE1U )f(τ)dτ (3.32)

òà ïðàâèëüíà îöiíêà

sup
t∈[0,T ]

||u(t)− ul(t)||V0
≤ C0(A)CΓδ

l

1− δ

[
||g||V0

+

∫ T

0

||f(t)||V0
dt
]
, (3.33)

äå C0(A) = sup
λ∈ΛT−1

||λE10(λE10 − A)−1||L(V0) , CΓ = 1
π [

∞∫
− cosω

e−s

s ds+ π − ω] .

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó (3.32) çàäà÷i (3.30) âèïëèâà¹ ç òå-

îðåìè 2.1 òà íàñëiäêó 3.1. Âèêîðèñòà¹ìî çîáðàæåííÿ ïiâãðóïè ΦA+XE1U
(t) =

et(A+XE1U ) çà äîïîìîãîþ êîíòóðíîãî iíòåãðàëó

et(A+XE1U ) =

∫
Γa,ω

etλE10(λE10 − A−XE1U)−1dλ,
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äå êîíòóð Γa,ω ∈ %(A+XE1U) . Çàñòîñîâóþ÷è äî òîòîæíîñòi

(λE10 − (A+XE1U))−1 =
l−1∑
k=0

(λE10 − A)−1[XE1U(λE10 − A)−1]k+

(λE10 − (A+XE1U))−1[XE1U(λE10 − A)−1]l (3.34)

iíòåãðàë 1
2πi

∫
Γa,ω

etλ . . . dλ , îäåðæó¹ìî

‖[et(A+XE1U ) −Gl−1(t,X)]g‖V0
= (3.35)

=
∥∥∥[

∫
Γa,ω

etλ

2πi
E10[λE10 − (A+XE1U)]−1[XE1U(λE10 − A)−1]ldλ] g

∥∥∥
V0

.

Çà óìîâè òåîðåìè ìàòèìåìî

||XE1U(λE10 − A)−1||L(V0) ≤ δ. (3.36)

Çàïèñóþ÷è

[λE10 − (A+XE1U)]−1 = (λE10 − A)−1[λE00 −XE1U(λE10 − A)−1]−1 ,

îäåðæèìî

‖E10[λE10 − A−XE1U ]−1‖L(V0) ≤

‖E10(λE10 − A)−1‖L(V0)

∞∑
j=0

‖XE1U(λE10 − A)−1‖jL(V0) ≤
Ca
|λ|

∞∑
j=0

δj,

äå Ca = sup
λ∈Λa

‖λE10(λE10−A)−1‖L(V0) . Âèêîðèñòîâóþ÷è íåçàëåæíiñòü êîí-

òóðíîãî iíòåãðàëó âiä âèáîðó ÷èñëà a , âèáèðàþ÷è a = t−1 , îöiíþ¹ìî ïðàâó

÷àñòèíó (3.34) ÷èñëîì C0(A)CΓ

1−δ δl‖g‖V0
. Ìè âèêîðèñòàëè òîòîæíiñòü

‖λE10(λE10 − A)−1‖L(V0) = ‖E00 + A(λE10 − A)−1‖L(V0) ,

çâiäêè Ct−1 = sup
λ∈Λt−1

‖E00 + A(λE10 − A)−1‖L(V0) ≤

≤ sup
λ∈ΛT−1

‖E00 + A(λE10 − A)−1‖L(V0) = sup
λ∈ΛT−1

‖λE10(λE10 − A)−1‖L(V0) = C0(A) .

Îòæå,

‖[et(A+XE1U ) −Gl−1(t,X)]g‖V0
≤ C0(A)CΓδ

l

1− δ
‖g‖V0

. (3.37)
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Ç íåïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ V1 ⊂ V0 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ iíòåãðàëó
T∫
0

‖f(t)‖V0
dt . Òîìó∥∥∥∥∫ t

0

[e(t−τ)(A+XE1U ) −Gl−1(t− τ,X)]f(τ)dτ

∥∥∥∥
V0

≤ C0(A)CΓδ
l

1− δ

∫ T

0

||f(τ)||V0
dτ. (3.38)

Öÿ òåîðåìà óçàãàëüíþ¹ âiäïîâiäíèé ðåçóëüòàò àâòîðà ïðî íàáëèæåííÿ

ðîçâ'ÿçêó çáóðåíî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü ïàðàáîëi÷íîãî òèïó

ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè iç ïðîñòîðiâ Á¹ñîâà, îäåðæàíèé çà äîïîìîãîþ ìåòîäó

äiéñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨.

Íàñòóïíà æ òåîðåìà óòî÷íþ¹ ùîéíî äîâåäåíó íà âèïàäîê çáóðþþ÷îãî îïå-

ðàòîðà, çàäàíîãî íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ. Ó öüîìó âèïàäêó

îäåðæó¹ìî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i òà îöiíêó ïîõèáêè áåç äîäàòêîâîãî

ïðèïóùåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé J � äîâiëüíèé îïåðàòîð êëàñó A , 0 ≤ η < θ ≤ 1 ,

Vθ = D((−J)θ) � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (−J)θ , D(X) = Vθ ,

f ∈ C([0, T ], Vθ) , g ∈ Vθ . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C((0, T ], V1+η) ∩
C1((0, T ), Vη) çàäà÷i (3.30) i òàêà äîäàòíà ñòàëà C = C(A,X) , ùî

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)− ul(t)‖V0
≤ C

2l−1

[
‖g‖V0

+

∫ T

0

‖f(t)‖V0
dt
]
, (3.39)

lim
l→∞
‖u− ul‖C1,η =

= lim
l→∞

max

{
max
t∈[0,T ]

‖u(t)− ul(t)‖V1+η
, sup
t∈(0,T ]

‖u′(t)− u′l(t)‖Vη

}
= 0 .

Äîâåäåííÿ. Çà óìîâ òåîðåìè çà íàñëiäêîì 3.1 òà òåîðåìîþ 2.2 iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u ∈ C((0, T ], V1+η)∩C1((0, T ), Vη) ⊂ C((0, T ], V1)∩C1((0, T ), V0) çà-

äà÷i (3.30), ïðîñòîðè Vθ ¹ ïðàâèëüíèìè ïðîìiæíèìè ïðîñòîðàìè áàíàõîâî¨

ïàðè {V0, V1} i äëÿ äîâiëüíîãî X ∈ L(Vθ, V0) ìà¹ìî A+XE1Vθ |V1
∈ A . Òîìó

âèêîðèñòà¹ìî îäåðæàíi ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.2 îöiíêè (3.37) òà (3.38), ââà-

æàþ÷è ñïî÷àòêó f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈ V0 . Çàëèøèëîñü ïîçáóòèñü îáìåæåííÿ

(3.36) íà íîðìó îïåðàòîðà X .
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Ó âèïàäêó D(X) = Vθ ìà¹ìî

‖XE1θ(λE10 − A)−1‖L(V0) ≤ ‖X‖L(Vθ,V1)‖(λE10 − A)−1‖L(V0,Vθ) ≤

≤ C ′

|λ|1−θ
‖X‖L(Vθ,V1) ≤

C ′‖X‖L(Vθ,V1)

a1−θ ∀a > 0.

Âèáèðàþ÷è a1−θ = 2C ′‖X‖L(Vθ,V1) , îäåðæó¹ìî

‖XE1θ(λE10 − A)−1‖L(V0) ≤
1

2
∀X ∈ L(Vθ, V0).

Ïîçíà÷àþ÷è C(A,X) = CaCΓ ïðè âèáðàíîìó a , îäåðæó¹ìî îöiíêó (3.39) ó

âèïàäêó f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈ V0 .

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.1 (òà íàñëiäêó 3.1 [57]) áóëî ïîêàçàíî, ùî ïðè

f ∈ C([0, T ], Vθ) , g ∈ Vθ , ε > 0 ìà¹ìî f ε = eεAf ∈ C([0, T ], V1) , gε =

eεAg ∈ V1+θ ⊂ V0 , âèçíà÷åíà çà íèìè ôîðìóëîþ (3.32) ôóíêöiÿ uε ∈
C((0, T ], V1+η) ∩ C1((0, T ), Vη) òà f ε(t) → f(t) ó ïðîñòîði Vθ ⊂ V0 ðiâíî-

ìiðíî çà t ∈ [0, T ] , gε → g ó ïðîñòîði Vθ , uε(t)→ u(t) ó ïðîñòîði V1+η ⊂ V0

ðiâíîìiðíî çà t ∈ [0, T ] . Îòîæ, çàïèñóþ÷è íåðiâíiñòü (3.39) iç f ε, gε, uε çà-

ìiñòü f, g, u , âiäïîâiäíî, òà ïåðåõîäÿ÷è äî ãðàíèöi ïðè ε → 0 , îäåðæó¹ìî

îöiíêó (3.39) çà ïðèïóùåíü òåîðåìè, à âðàõîâóþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1

ïðè β = 1 , îäåðæó¹ìî, ùî lim
l→∞
‖u− ul‖C1,η = 0 .

Òåïåð ïðè A ∈ A , X ∈ L(U, V0) , f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈ V0 ðîçãëÿäà¹ìî

çàäà÷ó Êîøi (3.29).

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

Gβ, l−1 =

∫ ∞
0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)Gl−1(s,X)ds

=
l−1∑
k=0

Sβ,A(tDk
X) =

l−1∑
k=0

∫ ∞
0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)Dk
Xe

sA[X, . . . , X],

ul(t) = Gβ, l−1(t,X)g +

∫ t

0

Gβ,l−1(t− τ,X)f(τ)dτ. (3.40)

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé U - ïðàâèëüíèé ïðîìiæíèé ïðîñòið áàíàõîâî¨ ïàðè

{V0, V1} , A ∈ A , X ∈ L(U, V0) , ‖X‖L(U,V0) ≤ δ
K(A) , f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈
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V0 , δ ∈ (0, 1) . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cβ,0 çàäà÷i (3.29), çàäàíèé

ôîðìóëîþ

u(t) =

∫ t

0

Sβ,A+XE1U
(t− τ)f(τ) dτ + Sβ,A+XE1U

(t)g, (3.41)

òà ïðàâèëüíà îöiíêà

sup
t∈[0,T ]

‖u(t)− ul(t)‖V0
≤ C0(A)CΓδ

l

1− δ
[‖g‖V0

+

∫ T

0

‖f(t)‖V0
dt], (3.42)

äå C0(A) = sup
λ∈ΛT−1

‖λE10(λE10−A)−1‖L(V0) , CΓ = 1
π

[ ∫∞
− cosω

e−s

s ds+π−ω
]
.

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ Cβ,0 çàäà÷i (3.29) i ôîðìó-

ëà (3.41) âèïëèâà¹ ç òåîðåì 3.1 òà 2.1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ðîçâ'ÿçêiâ

âiäïîâiäíî íåçáóðåíî¨ òà çáóðåíî¨ çàäà÷, ìàòèìåìî

||u(t)− ul(t)||V0
=

=
∥∥∥∫ t

0

[
Sβ,A+XE1U

(t− τ)−Gβ,l−1(t− τ,X)
]
f(τ) dτ+

+
[
Sβ,A+XE1U

−Gβ,l−1(t,X)
]
(t)g

∥∥∥
V0

≤

≤
∥∥∥∫ t

0

[ ∫ ∞
0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)[e(s−τ)(A+XE1U ) −Gl−1(s− τ,X) ds]f(τ) dτ
]∥∥∥

V0

+

+

∥∥∥∥∥
∫ ∞

0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)[es(A+XE1U ) −Gl−1(s,X)]g ds

∥∥∥∥∥
V0

.

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.1 áóëî ïîêàçàíî, ùî∫ ∞
0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)ds =

∫ ∞
0

gβ(z) dz = 1.

À òîìó,

‖u(t)− ul(t)‖V0
≤
[ ∫ T

0

‖f(τ)‖V0
dτ + ‖g‖V0

]
max
s∈[[0T ]]

‖es(A+XE1U )−Gl−1(s,X)‖V0
.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è îöiíêó (3.37), îäåðæó¹ìî îöiíêó (3.42). Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 3.5. Íåõàé J � äîâiëüíèé îïåðàòîð êëàñó A , 0 ≤ η < θ ≤ 1 ,

Vθ = D((−J)θ) � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà (−J)θ , D(X) = Vθ , f ∈
C([0, T ], Vθ) , g ∈ Vθ , u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1) (êëàñó Cβ,η ), ôóíêöi¨ ul ,

l ∈ N âèçíà÷åíi ôîðìóëîþ (3.40). Òîäi iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà Cβ =

Cβ(A,X) , ùî

‖u− ul‖Cβ,η = max
{

max
t∈[0,T ]

‖u(t)− ul(t)‖V1+η
, sup
t∈(0,T ]

‖Dβu(t)−Dβul(t)‖Vη
}
≤

≤ Cβ
2l−1

[
‖g‖Vθ +

∫ T

0

‖f(t)‖Vθdt
]
, l ∈ N. (3.43)

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà ¹ íàñëiäêîì òåîðåì 3.4, 3.3 òà 3.1. Ñïðàâäi, çà òåîðå-

ìîþ 3.4 ïðàâèëüíà îöiíêà (3.33) ïðè f ∈ C([0, T ], V1) , g ∈ V0 òà ïåâíèõ îáìå-

æåííÿõ íà çáóðþþ÷èé îïåðàòîð X (‖X‖L(U,V0) ≤ δ
K(A) ), i äàëi, ùîá ïîçáó-

òèñü öèõ îáìåæåíü òà ïîøèðèòè öåé ðåçóëüòàò íà âèïàäîê f ∈ C([0, T ], Vθ) ,

g ∈ Vθ , äîñèòü ïîâòîðèòè ìiðêóâàííÿ ç äîâåäåííÿ òåîðåì 3.3 òà 3.1.

3.3 Ïàðàáîëi÷íà êðàéîâà çàäà÷à ó ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ

ïîòåíöiàëiâ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëiâ 3.1 òà 3.2 çàñòîñîâóþòüñÿ äî äè-

ôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà A , çàäàííîãî íà äðîáîâèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ áåñå-

ëåâèõ ïîòåíöiàëiâ. À ñàìå, ðîçãëÿíóòî âèïàäîê, êîëè A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiï-

òè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω)

(1 < p <∞ ) íàä îáìåæåíîþ îáëàñòþ Ω ⊂ Rn , ÿêèé äîäàòêîâî çàäîâîëüíÿ¹

óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà.

3.3.1 Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Ðîçãëÿíåìî ëiíiéíó íîðìàëüíó êðàéîâó çàäà÷ó ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì

Dβ
t u= L(x,D)u+ f1−β(t) ∗ f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],
Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ ∂Ω

(3.44)



126

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn êëàñó C∞ çà ïðèïóùåíü (A) òà (Ag) (äèâ. ó

ïiäðîçäiëi 1.2) òà çàìêíåíèé îïåðàòîð

(Av)(x) = L(x,D) v(x),

çàäàíèé ó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) (1 < p < ∞ ) íà ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði

V1 = H2m
p,{Bj}(Ω) . Ïðèïóñòèìî äàëi, ùî 0 < ϑ ≤ 1 , Vθ = H2mϑ

p,{Bj}(Ω) ç íîðìîþ

ïðîñòîðó áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ H2mϑ
p (Ω) ïîðÿäêó 2mϑ . Öå ùiëüíèé â Lp(Ω)

ïiäïðîñòið, çàìêíåíèé â H2mϑ
p (Ω) . Òåïåð

Cβ,η
(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
={

v ∈ C
(

Ω× [0, T ];H2m+2mη
p,{Bj} (Ω)

)
: Dβv ∈ Cb

(
Ω× [0, T ];H2mη

p,{Bj}(Ω))
)}

.

Òåîðåìà 3.6. ßêùî 0 ≤ η < θ ≤ 1 , âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (A), (Ag),

íåðiâíîñòi Ñiëi

kj < 2mϑ− 1

p
, j = 1, . . . ,m, (3.45)

g ∈ H2mθ
p,{Bj}(Ω) , f ∈ C

(
Ω × [0, T ];H2mθ

p,{Bj}(Ω)
)
, òî iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ Cβ,η
(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
çàäà÷i (3.44).

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (äèâ. [140], òåîðåìà Ñiëi, c. 400), ùî ÿêùî äëÿ íîðìàëü-

íî¨ ñèñòåìè {Bj(x,D)}mj=1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi (3.45), òî ðåàëiçó¹òüñÿ içî-

ìîðôiçì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

H2mϑ
p,{Bj}(Ω) '

[
Lp(Ω), H2m

p,{Bj}(Ω)
]
ϑ
,

äå ñïðàâà ïðîìiæíèé ïðîñòið ç ïîêàçíèêîì ϑ , ïîðîäæåíèé ìåòîäîì êîìï-

ëåêñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ ïàðè V =
{
Lp(Ω), H2m

p,{Bj}(Ω)
}
. Ïðè öüîìó H2mϑ

p,{Bj}(Ω) =

D(Jϑ) � îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äðîáîâîãî ñòåïåíÿ îïåðàòîðà

J =
[
E10 − (−∆)1/2

]2m
: H2m

p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω)

(äèâ. [140, 2.5.3]). Öå äîçâîëÿ¹ äî îïåðàòîðà A çàñòîñóâàòè ïîïåðåäíi ðåçóëü-

òàòè ïðî iíòåðïîëÿöiþ äðîáîâèìè ñòåïåíÿìè îïåðàòîðiâ.
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Çàäà÷ó (3.44) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî àáñò-

ðàêòíîãî ðiâíÿííÿ Dβ
t v(x, t) = Av(x, t) + f1−β(t) ∗ f(x, t),

v(x, 0) = g(x).
(3.46)

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Àãìîíà ([272] i ðîçäië 1) òà ïðèïóùåíü òåîðåìè îïåðàòîð

A ñåêòîðiàëüíèé, à çãiäíî ç ðåçóëüòàòàìè ðîçäiëó 2, iñíó¹ òàêå s ∈ R , ùî

îïåðàòîð As = A+ sE10 íàëåæèòü êëàñó A . Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè

L
[
Dβv(t)

]
= ξβL

[
v
]
− ξβ−1v(0), L

[
e−stDβ(estv(t))

]
= (ξ+s)βL

[
v
]
− ξβ−1v(0),

äå L
[
v
]
� ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà ôóíêöi¨ v , çà äîïîìîãîþ çàìiíè w = vest

çàäà÷à (3.46) çâîäèòüñÿ äî çàäà÷i òàêîãî æ âèãëÿäó ùîäî w ç îïåðàòîðîì As

çàìiñòü A òà âiëüíèì ÷ëåíîì (f1−β ∗ f)(t)e−st iç òàêèìè æ âëàñòèâîñòÿìè,

ÿê (f1−β ∗ f)(t) . Äàëi äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó 3.1. 2

3.3.2 Ëiíiéíi çáóðåííÿ òà íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

∂u

∂t
= (L(x,D) + L1)u = f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],

Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = h(x), x ∈ ∂Ω,
(3.47)

äå L1 : H2mϑ
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω) � çàäàíèé çàìêíåíèé â Lp(Ω) ëiíiéíèé îïåðà-

òîð. Íàïðèêëàä, L1 = (−∆)mϑ, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 3.7. Ïðè f ∈ C
(
[0, T ];H2m

p,{Bj}(Ω)
)
, g ∈ H2m

p,{Bj}(Ω) , âèêîíàííi óìîâ

(A), (Ag) òà íåðiâíîñòåé Ñiëi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ C
(
[0, T ];H2m

p,{Bj}(Ω)
)⋂

C1
(
(0, T ];Lp(Ω)

)
:= C1,0

çàäà÷i (3.47) i òàêà äîäàòíà ñòàëà C , ùî

sup
t∈[0,T ]

∥∥u(t)− ul(t)
∥∥
Lp(Ω)

≤ C

2l−1

[
‖g‖Lp(Ω) +

∫ T

0

‖f(t)‖Lp(Ω)dt
]
, l ∈ N, (3.48)

äå
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ul(x, t) =
∫

Ω

l−1∑
k=0

Γk(x, y, t)g(y)dy +
∫ t

0

∫
Ω

l−1∑
k=0

Γk(x, y, t− τ)f(y, τ)dydτ,

l ∈ N, (3.49)

Γ0(x, y, t) = Γ(x, y, t) � ôóíêöiÿ Ãðiíà [36] ïàðàáîëi÷íî¨ íåçáóðåíî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i,

Γk(x, y, t) =

∫ t

0

∫
Ω

Γk−1(x, z, t− τ)L1zΓ(z, y, τ) dz dτ , k ∈ N.

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî îïåðàòîðè A òà X :

D(A) = H2m
p,{Bj}(Ω) , Au = Lu ïðè u ∈ H2m

p,{Bj}(Ω) ;

D(X) = H2mθ
p (Ω) , θ ∈ (0, 1) , Xu = L1u ïðè u ∈ H2mθ

p (Ω) .

Çàäà÷à (3.47) òåïåð çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî àáñò-

ðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ
∂v(x, t)

∂t
= (A+X) v(x, t) + f(x, t),

v(x, 0) = h(x).

(3.50)

Ç íàñëiäêó 3.1 òà òåîðåìè 2.2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó v ∈ C1,0

çàäà÷i (3.50), à ç òåîðåìè 3.3 � îöiíêà (3.48).

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà äèôåðåíöiþâàííÿ, ôîðìóëó

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (3.50) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

v(t) = G(t,X)g +

t∫
0

G(t− τ,X)f(τ)dτ, (3.51)

äå

G(t,X) =
1

2πi

∫
Γ

etλE10(λE10 − A)−1
∞∑
k=0

[XE1θ(λE10 − A)−1]kdλ, (3.52)

Γ � êîíòóð âñåðåäèíi ðåçîëüâåíòíî¨ ìíîæèíè îïåðàòîðà A , ðÿä çáiæíèé â

V0 = Lp(Ω) .

ßêùî Gl(t,X) ìà¹ âèãëÿä (3.31), òî âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöiþ Ãðiíà çàäà÷i

(3.47), iñíóâàííÿ òà âëàñòèâîñòi ÿêî¨ âñòàíîâëåíî â [36], ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

ôóíêöi¨ ul íàáóäóòü âèãëÿäó (3.49).
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Ñïðàâäi, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.47) ïðè f = 0 ìà¹ âèãëÿä

u = eAtg =
1

2πi

∫
Λ−s

eλtE10(λE10 − A)−1g dλ. (3.53)

Çàóâàæèìî, ùî, çãiäíî ç [36], ðîçâ'ÿçîê âiäïîâiäíî¨ (3.47) íåçáóðåíî¨ ïàðàáî-

ëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

u(x, t) =

∫
Ω

Γ(x, y, t)g(y) dy, (3.54)

à òàêîæ E10(λE10 − A)−1h(x) =

∫
Ω

G̃λ(x, y)g(y) dy , äå G̃λ(x, y) � ôóíêöiÿ

Ãðiíà íåçáóðåíî¨ åëiïòè÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

λu− Lu = 0, x ∈ Ω, Bju |S = 0, j = 1, . . . ,m.

Âiäîìî [36], ùî G̃λ(x, y) =

∫ ∞
0

e−λτΓ(x, y, τ) dτ . Îòæå,

1

2πi

∫
Λ−s

eλtE10(λE10 − A)−1g dλ =

∫
Ω

Γ(x, y, t)g(y) dy. (3.55)

Âèêîíóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ

1

2πi

∫
Λ−s

eλtE10(λE10 − A)−1g dλ

=
1

2πi

∫
Λ−s

eλt
∫

Ω

(∫ ∞
0

e−λτΓ(x, y, τ) dτ
)
g(y) dy dλ

=

∫
Ω

[ 1

2πi

∫
Λ−s

(∫ ∞
0

eλ(t−τ)Γ(x, y, τ)dτ
)
dλ
]
g(y) dy

=

∫
Ω

[ 1

2πi

∫
Λ−s

(∫ t

0

eλτΓ(x, y, t− τ)dτ
)
dλ
]
g(y) dy,

òà âðàõîâóþ÷è (3.53), (3.55), äëÿ âñiõ x, y ∈ Ω , t ∈ [0, T ] , îäåðæó¹ìî

Γ(x, y, t) =
1

2πi

∫
Λ−s

G̃λ(x, y) dλ =
1

2πi

∫
Λ−s

(∫ t

0

eλτΓ(x, y, t− τ) dτ
)
dλ.

(3.56)

Ôîðìóëà (3.55) íàáóâà¹ âèãëÿäó

1

2πi

∫
Λ−s

eλtE10(λE10 − A)−1g dλ =

∫
Ω

( 1

2πi

∫
Λ−s

eλtG̃λ(x, y) dλ
)
g(y) dy.

(3.57)
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Ðîçãëÿíåìî òåïåð i ïåðåòâîðèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (3.56), (3.55),[ 1

2πi

∫
Λ−s

eλtE10(λE10 − A)−1XE1θ(λE10 − A)−1g dλ
]

=

∫
Ω

[ 1

2πi

∫
Λ−s

eλtG̃λ(x, y)XE1θ(λE10 − A)−1g(y)dλ
]
dy

=

∫
Ω

[ 1

2πi

∫
Λ−s

(∫ t

0

eλτΓ(x, z, t− τ)dτ
)
XE1θ(λE10 − A)−1g(z)dλ

]
dz

=

∫
Ω

[ ∫ t

0

Γ(x, z, t− τ)XzE1θ

( 1

2πi

∫
Λ−s

eλτ(λE10 − A)−1g(z)
)
dλ)dτ

]
dz

=

∫
Ω

[ ∫ t

0

dτΓ(x, z, t− τ)L1z

∫
Ω

Γ(x, z, τ)g(y)dy
]
dz

=

∫
Ω

[ ∫ t

0

dτ

∫
Ω

Γ(x, z, t− τ)L1zΓ(x, z, τ)dz
]
g(y)dy =

∫
Ω

Γ1(x, y, t)g(y)dy,

äå Γ1(x, y, t) =

∫ t

0

∫
Ω

Γ(x, z, t− s)Γ(z, y, s)dzds .

Ïðèïóñêàþ÷è çà iíäóêöi¹þ, ùî[ 1

2πi

∫
Λ−s

eλt(λE10 − A)−1(XE1θ(λE10 − A)−1)kg dλ
]
(x) =

∫
Ω

Γk(x, y, t)g(y)dy,

çíàõîäèìî[ 1

2πi

∫
Λ−s

eλt(λE10 − A)−1(XE1θ(λE10 − A)−1)k+1g dλ
]
(x)

=
[ 1

2πi

∫
Λ−s

eλt(λE10 − A)−1(XE1θ(λE10 − A))kXE1θ(λE10 − A)g dλ
]
(x)

=

∫
Ω

[ ∫ t

0

Γk(x, z, t− s)XzE1θ

( 1

2πi

∫
Λ−s

eλt(λE10 − A)−1dλ
)
ds)g

]
(z)dz

=

∫
Ω

[ ∫ t

0

Γk(x, z, t− s)L1z

(∫
Ω

Γ(z, y, s)g(y)dy
)
ds
]
dz

=

∫
Ω

[ ∫ t

0

ds

∫
Ω

Γk(x, z, t− s)L1zΓ(z, y, s)dz
]
g(y)dy =

∫
Ω

Γk+1(x, y, t)g(y)dy.

Òåîðåìó äîâåäåíî.

Òåîðåìà 3.7 ïîøèðþ¹òüñÿ íà çàäà÷ó

Dβ
t u= (L(x,D) + L1)u+ f1−β(t) ∗ f(x, t), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],
Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = g(x), x ∈ ∂Ω,

(3.58)
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àëå ôîðìóëó (3.49) òðåáà çàìiíèòè íàñòóïíîþ

ul(x, t) =

∫ t

0

∫
Ω

l−1∑
k=0

G0,k(x, y, t− τ)f(y, τ)dydτ

+

∫
Ω

l−1∑
k=0

G1,k(x, y, t)g(y)dy, l = 1, 2, . . . ,

äå

G0,k(x, y, t) =

∫ t

0

∫
Ω

G0,k−1(x, z, t− τ)L1zG0(z, y, τ) dz dτ ,

G1,k(x, y, t) =

∫
Ω

G1,k−1(x, z, t)L1zG1(z, y, t) dz dτ , k = 1, 2, . . ., à

(G0(x, y, t), G1(x, y, t)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà [183] íåçáóðåíî¨ êðàéîâî¨ çà-

äà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ (çà óìîâ ¨¨ iñíóâàííÿ).

ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåì 3.3 òà 3.5 îäåðæó¹ìî òàêîæ, ùî òåîðåìà 3.7 áóäå

ïðàâèëüíîþ ïðè f ∈ C
(
[0, T ];H2mθ

p,{Bj}(Ω)
)
, g ∈ H2mθ

p,{Bj}(Ω) , θ ∈ (0, 1) i òàêîæ

ul → u ( l→∞ ) ó ïðîñòîði Cβ,η
(
H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ (0, θ) .
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Çíàéäåíî óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ëiíié-

íîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) ç

ìiíiìàëüíèìè ïðèïóùåííÿìè ùîäî ïðàâèõ ÷àñòèí ïðè çàäàíîìó îïåðàòîði A ,

ÿêèé íå çàëåæèòü âiä çìiííî¨ t òà ¹ íåîáìåæåíèì çàìêíåíèì ñåêòîðiàëüíèì

ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âiä'¹ìíîãî òèïó â äåÿêîìó êîìïëåêñíîìó áàíàõîâîìó

ïðîñòîði V0 iç ùiëüíîþ îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(A) := V1 ⊂ V0 . Äîâåäåíî, ùî

ÿêùî çíà÷åííÿ íåîäíîðiäíî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ òà ïî÷àòêîâi äàíi íàëåæàòü

êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi, àñîöiéîâàíié ç îïåðàòîðîì ðiâíÿííÿ, òî

iñíó¹ ¹äèíèé êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi. Öåé ôàêò ¹ ïåðåíåñåííÿì

âiäîìîãî ðåçóëüòàòó Äà Ïðàòî i Ãðiâàðà, âñòàíîâëåíîãî äëÿ íåïåðåðâíèõ ií-

òåðïîëÿöiéíèõ øêàë, íà âèïàäîê êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàë òà íà

âèïàäîê ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì. Çàóâàæèìî, ùî ïðè β = 1

òàêå ðiâíÿííÿ ¹ çâè÷àéíèì àáñòðàêòíèì ïàðàáîëi÷íèì ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì.

Ðåçóëüòàòè ïîøèðåíî íà âèïàäîê ëiíiéíèõ çáóðåíü íà ïðàâèëüíîìó ïðî-

ìiæíîìó ïðîñòîði U ïàðè {V0, V1} òà íà êîìïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi,
àñîöiéîâàíié ç îïåðàòîðîì ðiâíÿííÿ, â îñòàííüîìó âèïàäêó áåç îáìåæåííÿ íà

íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà.

×àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i îäåðæèìî, êîëè A ¹ ðåãóëÿðíèì åëiïòè÷íèì

äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì ó ôóíêöiéíîìó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) íàä îáìå-

æåíîþ îáëàñòþ Ω ⊂ Rn i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè ïàðàáîëi÷íîñòi Àãìîíà. Ó öüî-

ìó âèïàäêó âiäïîâiäíà íåçáóðåíà çàäà÷à Êîøi áóäå êðàéîâîþ çàäà÷åþ äëÿ

íåîäíîðiäíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ

äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì. Ðiâíÿííÿ çàäà÷i çi çáóðåíèì îïåðàòîðîì çàãà-

ëîì ìîæå íå áóòè äèôåðåíöiàëüíèì i çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè.

Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî ìàêñèìàëüíó ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíèõ

òà ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïðàâèìè

÷àñòèíàìè çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Çíàéäåíî òî÷íi îöiíêè íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêó çáóðåíî¨ íà ïðàâèëüíîìó ïðî-
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ìiæíîìó ïðîñòîði U ïàðè {V0, V1} çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ðiâíÿí-

íÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ñêií÷åííèìè iòåðàöiÿìè ðåçîëüâåíòè íåçáóðåíîãî

îïåðàòîðà, ïðè öüîìó áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà X ,

ÿêùî U = D(X) ¹ ïðîìiæíèì ïðîñòîðîì ç ïîêàçíèêîì θ ∈ (0, 1) äëÿ ïàðè

{V0, V1} .
Çíàéäåíî îöiíêè íàáëèæåíü ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéî-

âèõ çàäà÷ iç ïñåâäî-äèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè çi

çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ çà äîïîìîãîþ iòåðàöié ôóíêöi¨

Ãðiíà âiäïîâiäíî¨ íåçáóðåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ñòàòòÿõ [57, 74, 82, 88] òà òåçàõ

äîïîâiäåé íà êîíôåðåíöiÿõ [75�78, 92, 93, 95, 96, 104].



Ðîçäië 4

Íåëiíiéíi îïåðàòîðíi òà ïiâëiíiéíi

ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ íà êîìïëåêñíèõ

iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ

Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ iíòå-

ãðàëüíèõ òà iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ç ÿäðàìè

íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ, ïîðîäæåíèõ ñåêòîðiàëüíèìè îïåðà-

òîðàìè. Ðåçóëüòàòè çàñòîñîâàíî äî àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî

ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ òà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ äèôåðåíöi-

àëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííîþ ÷è äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì.

4.1 Iñíóâàííÿ òà ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ

îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü

Çàôiêñó¹ìî îïåðàòîð J ∈ A . ×åðåç Vϑ := D
[
(−J)ϑ

]
, ϑ ∈ (0, 1] , ïîçíà÷à-

¹ìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ îáåðíåíîãî äî (−J)−ϑ îïåðàòîðà (−J)ϑ iç íîðìîþ

ãðàôiêà ‖x‖Vϑ :=
∥∥(−J)ϑx

∥∥
0
. Òîäi Vϑ ' [V0, V1]ϑ � ïðîìiæíèé ïðîñòið äëÿ

iíòåðïîëÿöiéíî¨ ïàðè {V0;V1} , ïîðîäæåíèé ìåòîäîì êîìïëåêñíî¨ iíòåðïîëÿ-

öi¨. Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî A ∈ A , òî D
[
(−A)ϑ

]
' Vϑ .

Íåõàé β ∈ (0, 1] , 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 (òîäi Vϑ # Vη ), gβ(t) � ïðîîáðàç ïåðåòâî-

ðåííÿ Ëàïëàñà äëÿ exp(−λβ) , Sβ,A(t) =
∞∫
0

t

βs
1+ 1

β
gβ( t

s
1
β
)ΦA(s)ds , ΦA(s) = esA .

Íà Cβ,η âèâ÷èìî íåëiíiéíå iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

v(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ), Dβv(τ)) dτ + h(t). (4.1)

134
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Íåõàé Ṽη := V1+η × Vη, ‖(z, ξ)‖Ṽη = max
{
‖z‖V1+η

, ‖ξ‖Vη
}
,

Ṽη,C =
{

(z, ξ) ∈ Ṽη : ‖(z, ξ)‖Ṽη ≤ C
}
� çàìêíåíà êóëÿ â Ṽη ,

Wβ,η,C =
{
z ∈ Cβ,η : ‖z‖β,η ≤ C

}
.

Ïðèïóùåííÿ (F1).

• β ∈ (0, 1] , 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 ;

• f ∈ Cb
(
(0, T ]× V1+η × Vη; Vϑ

)
: sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z, ξ)‖Vϑ < +∞ ∀(z, ξ) ∈ Ṽη ,

• h(t) âèçíà÷åíà íà [0, T ] , h ∈ Cβ,ϑ.

Ïðèïóùåííÿ (F2): Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , K2 , M2 , q , r ,

ùî äëÿ äîâiëüíèõ (z, ξ), (z1, ξ1), (z2, ξ2) ∈ V1+η × Vη ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi:

sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z, ξ)‖Vϑ ≤ K1‖z‖qV1+η
+M1‖ξ‖rVη

sup
t∈(0,T ]

‖f(t, z1, ξ1)− f(t, z2, ξ2)‖Vϑ ≤ K2‖z1 − z2‖q0

V1+η
+M2‖ξ1 − ξ2‖r0

Vη
,

äå q0 = min{q, 1} , r0 = min{r, 1} .
Çàóâàæèìî, ùî êîëè ôóíêöiÿ f íå çàëåæèòü âiä òðåòüîãî àðãóìåíòó,

h(t) = Sβ,A(t)h0 , h0 ∈ Vθ , òî äî ðiâíÿííÿ (4.1) çâîäèòüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ

ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ

Dβv(t) = Av(t) + f1−β(t) ∗ f(t, v(t)), v(0) = h0,

à ïðè β = 1 � çàäà÷à Êîøi äëÿ âiäïîâiäíîãî ïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî

ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ.

Ââåäåìî iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð

H : (Hv)(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ), Dβv(τ)) dτ, v ∈ Cβ,η.

Ëåìà 4.1. Çà ïðèïóùåííÿ (F1) iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð

H1 : (H1v)(t) = (Hv)(t) + h(t), v ∈ Cβ,η

äi¹ ç Cβ,η â Cβ,η òà iñíóþòü òàêi ñòàëi K > 0 , K0 > 0 , ùî âèêîíó¹òüñÿ

íåðiâíiñòü

max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v)(t)
∥∥
V1+η
≤ (4.2)
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≤ K sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t, v(t), Dβv(t))
∥∥
Vθ

+K0 max
t∈[0,T ]

||h||Vϑ ∀v ∈ Cβ,η.

Çàóâàæèìî, ùî âèðàç äëÿ ñòàëî¨ K (äèâ. äîâåäåííÿ ëåìè 3.2) ìiñòèòü

ìíîæíèê K̃ , à îñòàííié � ìíîæíèê T 1−β .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè çà óìîâîþ ëåìè F (t) = f(t, v(t), Dβv(t)) ∈ Vϑ ïðè

v ∈ Cβ,η , òî òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1 òà ïðèìiòêè äî íå¨.

Äàëi ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäêè: 1) q, r ∈ (0, 1) ïðè β ∈ (0, 1] ; 2) q ≥ 1 , r ≥ 1

ïðè β ∈ (0, 1) .

Òåîðåìà 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (F1), (F2). Òîäi iñíó¹

ðîçâ'ÿçîê v ∈ Cβ,η ðiâíÿííÿ (4.1) (ó âèïàäêó 2 v âèçíà÷åíî íà [0, T0] ïðè

äåÿêîìó T0 ∈ (0, T ] ).

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 4.1 iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð H1 äi¹ ç Cβ,η â Cβ,η .

Äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ éîãî íåðóõîìî¨ òî÷êè çàñòîñó¹ìî ïðèíöèï Øàóäåðà

ó âèïàäêó 1 òà ïðèíöèï ñòèñíèõ âiäîáðàæåíü ó âèïàäêó 2. Âèêîðèñòîâó¹ìî

âèâåäåíó ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.1 òîòîæíiñòü

Dβ(Hv)(t) = f1−β(t) ∗ f(t, v(t), Dβv(t)) + A(Hv)(t), t ∈ (0, T ] (4.3)

òà ïîçíà÷åííÿ

K0 max
t∈[0,T ]

‖h(t)‖V1+θ
= P , K0 sup

t∈(0,T ]

‖Dβh(t)‖Vθ = P1 , max{P, P1} = P̂ .

Iç îöiíêè (4.2) äëÿ äîâiëüíî¨ v ∈ Wβ,η,C îäåðæó¹ìî

max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v)(t)
∥∥
V1+η

≤ K sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t, v(t), Dβv(t)))
∥∥
Vϑ

+ P

≤ K

[
K1 max

t∈[0,T ]
‖v(t)‖qV1+η

+M1 sup
t∈(0,T ]

‖Dβv(t)‖rVη

]
+ P

≤ K
[
K1‖v‖qβ,η +M1‖v‖rβ,η

]
+ P,

çâiäêè

max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v)(t)
∥∥

1+η
≤ K (K1C

q +M1C
r) + P. (4.4)
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Iç (4.3), (4.4) òà îöiíêè (4.2)

sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβ(H1v)(t)
∥∥
Vη

= sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβ(Hv)(t) +Dβh(t)))
∥∥
Vη

≤ sup
t∈(0,T ]

∥∥(A(Hv)(t)
)∥∥

Vη
+ sup

t∈(0,T ]

∥∥f1−β(t) ∗ f(t, v(t), Dβv(t))
∥∥
Vη

+ P1

≤ C2 max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t)
∥∥
V1+η

+ C3 sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t, v(t), Dβv(t))
∥∥
Vϑ

+ P1

≤ (C2K + C3) sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t, v(t), Dβv(t))
∥∥
Vϑ

+ P1

≤ (C2K + C3)
[
K1‖v‖qβ,η +M1‖Dβv‖rβ,η

]
+ P1

≤ (C2K + C3) [K1C
q +M1C

r] + P1.

Îòæå,

‖H1v‖β,η ≤ max{K,C2K + C3} [K1C
q +M1C

r] + P̂

= b1C
q + b2C

r + b3 ∀v ∈ Wβ,η,C ,
(4.5)

äå b1 = K̂K1 , b2 = K̂M1 , b3 = P̂ , K̂ = max{K,C2K + C3} , ñòàëà C2

õàðàêòåðèçó¹ içîìîðôiçì D
[
(−A)1+η

]
' V1+η , ñòàëà C3 ¹ äîáóòêîì T 1−β

Γ(2−β)

íà íîðìó íåïåðåðâíîãî âêëàäåííÿ Vϑ ⊂ Vη .

Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ h(C) = b1C
q + b2C

r + b3 ïðè q, r ∈ (0, 1) ,

äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ b1 , b2 , b3 iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà C0 , ùî ïðè

âñiõ C > C0 âèêîíó¹òüñÿ b1C
q + b2C

r + b3 < C , à îòæå

‖H1v‖β,η < C ∀v ∈ Wβ,η,C (4.6)

i H1 : Wβ,η,C −→ Wβ,η,C . Çàóâàæèìî, ùî

b1C
q + b2C + b3 = (b1 + b2)C + b3 = b′C + b3 ïðè q = r = 1,

b1C
q + b2C + b3 ≤ (b1 + b2)C

q + b3 ïðè C ≥ 1, q ≥ r ≥ 1.

Çà âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöi¨ h1(C) = b′C + b3 ïðè äîâiëüíié äîäàòíié ñòàëié

b3 òà b′ < 1 iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà C , ùî h1(C) < C . Âðàõîâóþ÷è, ùî

b′ ïðîïîðöiéíà K̂ , óìîâà b′ < 1 âèêîíó¹òüñÿ íà [0, T ∗] , äå T ∗ ∈ (0, T ] . Òîäi

ìàòèìåìî (4.6). Äàëi, ó âèïàäêó q ≥ r ≥ 1 áóäåìî âèáèðàòè T ∗ ∈ (0, T ] òàê,

ùîá b′ < 1
q < 1 .



138

Iç íåðiâíîñòi

b′Cq + b3 < εC, C ≥ 1 ε ∈ (0, 1] (4.7)

âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ (4.6) ó âèïàäêó q ≥ r ≥ 1 .

Äëÿ âèêîíàííÿ (4.7) äîñòàòíüî ([141], c. 320) iñíóâàííÿ min
C≥0

h2(C) ≤ −b3 ,

äå h2(C) = b′Cq− εC . ×èñëî C0 = q−1

√
ε
b′q ¹ òî÷êîþ ìiíiìóìó ôóíêöi¨ h2(C) .

Çíàõîäèìî

h2(C0) = C0

(
b′Cq−1

0 − ε
)

= C0

(
b′
ε

b′q
− ε
)

= −C0ε

(
1− 1

q

)
.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî åêâiâàëåíòíi íåðiâíîñòi

−C0ε

(
1− 1

q

)
< −b3 ⇐⇒ C0 >

b3q

ε(q − 1)
⇐⇒ b′bq−1

3 <

(
ε

q

)q
(q − 1)q−1.

Óìîâà C0 ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ ïðè b′ ≤ ε
q <

1
q . Îòæå, çà óìîâ

K̂q(K1 +M1)P̂
q−1 <

(
1

q

)q
(q − 1)q−1, (4.8)

K̂(K1 +M1) < 1, q = r = 1 (4.9)

iñíó¹ òàêà ñòàëà C > 0 , ùî ïðè q ≥ r ≥ 1 âèêîíó¹òüñÿ (4.6) òà

H1 : Wβ,η,C −→ Wβ,η,C .

Äëÿ äîâiëüíèõ v1, v2 ∈ Wβ,η,C

max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v1)(t)− (H1v2)(t)
∥∥
V1+η

≤ K sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t, v1(t), D
βv1(t))− f(t, v2(t), D

βv2(t))
∥∥
Vϑ

≤ K

[
K2 max

t∈[0,T ]
‖v1(t)− v2(t)‖q0

V1+η
+M2 sup

t∈(0,T ]

‖Dβv1(t)−Dβv2(t)‖r0

Vη

]
,

à òàêîæ

sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβ(H1v1)(t)−Dβ(H1v2)(t)
∥∥
Vη

≤ sup
t∈(0,T ]

∥∥A[(Hv1)(t)− (Hv2)(t)]
∥∥
Vη

+ sup
t∈(0,T ]

∥∥f1−β(t) ∗ [f(t, v1(t), D
βv1(t))− f(t, v2(t), D

βv2(t))]
∥∥
Vη

≤ C2 max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v1)(t)− (H1v2)(t)
∥∥
V1+η
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+C3 sup
t∈(0,T ]

∥∥f(t, v1(t), D
βv1(t))− f(t, v2(t), D

βv2(t))
∥∥
Vϑ

≤ K̂
[
K2‖v1 − v2‖q0

β,η +M2‖v1 − v2‖r0

β,η

]
.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà H1 íà Wβ,η,C .

Çà ïðèïóùåííÿ

K̂(K2 +M2) < 1 (4.10)

ó âèïàäêó 2 ïðè q ≥ r ≥ 1 îïåðàòîð H1 ñòèñíèé íà Wβ,η,C , i çà ïðèíöèïîì

ñòèñíèõ âiäîáðàæåíü çà óìîâ (4.8) (àáî (4.9) ïðè q = r = 1 ) òà (4.10) ðiâíÿííÿ

(4.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê ó Wβ,η,C .

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ñòàëèõ K , K̂ òà çàóâàæåííÿ ïiñëÿ ëåìè 4.1 (íà-

ÿâíiñòü ìíîæíèêiâ T 1−β ), ïðè β ∈ (0, 1) îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ òàêîãî T0 ∈
(0, T ∗] ⊂ (0, T ] , ùî ïðè t ∈ [0, T0] óìîâè (4.8), (4.9), (4.10) âèêîíóþòüñÿ.

Âèïàäîê r ≥ q ≥ 1 àíàëîãi÷íèé.

Ó âèïàäêó q ∈ (0, 1) çàëèøèëîñü äîâåñòè êîìïàêòíiñòü îïåðàòîðà H1 íà

Wβ,η,C . Âèùå äîâåäåíà ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü
∥∥H1v

∥∥
β,η

íà Wβ,η,C . Ïîêà-

æåìî îäíîñòàéíó íåïåðåðâíiñòü ìíîæèíè {H1v : v ∈ Wβ,η,C} . Äëÿ äîâiëüíèõ
v ∈ Wβ,η,C , |s| ≤ s1 çà ðiâíîìiðíîþ îáìåæåíiñòþ òà íåïåðåðâíiñòþ ïiâãðóïè

Sβ,A(t) ìà¹ìî

R(v) = max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v)(t+ s)− (H1v)(t)
∥∥
V1+η

≤ max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t

0

[
Sβ,A(t+ s− τ)− Sβ,A(t− τ)

]
f(τ, v(τ), Dβv(τ))dτ

+ max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∫ t+s

t

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ), Dβv(τ))dτ + h(t+ s)− h(t)

∥∥∥∥
V1+η

≤ |s|
[
K3 sup

t∈(0,T ]

∥∥f(t, v(t), Dβv(t))
∥∥
Vϑ

+K4

]
,

äå K3, K4 � äîäàòíi ñòàëi. Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (F2), ìàòèìåìî

R(v) ≤ |s|[K3(K1C
q +M1C

r) +K4].

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Wβ,η,C , ε > 0 iñíó¹ òàêå s1 = s1(ε, C) > 0 , ùî ïðè
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âñiõ |s| < s1 ìàòèìåìî R(v) < ε . Ïîäiáíî

R1(v) = sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβ(H1v)(t+ s)−Dβ(H1v)(t)
∥∥
Vη

= sup
t∈(0,T ]

∥∥A[(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)]

+[f1−β(t+ s) ∗ f(t+ s, v(t+ s), Dβv(t+ s))− f1−β(t) ∗ f(t, v(t), Dβv(t))]

+[Dβh(t+ s)−Dβh(t)]
∥∥
Vη

≤ C2 max
t∈[0,T ]

∥∥(Hv)(t+ s)− (Hv)(t)
∥∥
V1+η

+ sup
t∈(0,T ]

∥∥f1−β(t+ s) ∗ f(t+ s, v(t+ s), Dβv(t+ s))

−f1−β(t) ∗ f(t, v(t), Dβv(t))
∥∥
Vη

+ sup
t∈(0,T ]

∥∥Dβh(t+ s)−Dβh(t)
∥∥
Vη
≤ K̂|s|(K1C

q +M1C
r) +K5|s|.

Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Wβ,η,C , ε > 0 iñíó¹ òàêå s2 = s2(ε, C) > 0 , ùî

ïðè âñiõ |s| < s2 ìàòèìåìî R1(v) < ε , à ïðè |s| < min{s1, s2} ìàòèìåìî

max{R(v), R1(v)} < ε . Çà ëåìîþ Àðöåëà îïåðàòîð H1 êîìïàêòíèé íà Wβ,η,C .

4.2 Ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêò-

íîãî ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ

Çíàéäåíî íîâi äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðå-

ãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíîãî ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç

äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) .

Ïðèïóùåííÿ 1: 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 , A, J ∈ A , Vϑ = D((−J)ϑ) ,

h ∈ Vθ, f ∈ C
(

[0, T ]× V1+η;Vϑ

)
.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó

Dβv(t) = Av(t) + f1−β(t) ∗ f(t, v(t)), v(0) = h. (4.11)

�¨ ðîçâ'ÿçêîì íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ v ∈ Cβ,η , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ íà

(0, T ] òà ïî÷àòêîâó óìîâó.
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Ëåìà 4.2. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ 1, v ∈ C
(
[0, T ];V1+η

)
,

H1(t, v(t)) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ)) dτ + Sβ,A(t)h, t ∈ [0, T ].

Òîäi: 1) iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð H1 íàëåæèòü ïðîñòîðó îáìåæåíèõ îïå-

ðàòîðiâ iç C
(
[0, T ];V1+η

)
â ñåáå òà iñíóþòü òàêi ñòàëi K > 0 , K0 > 0 ,

ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

max
t∈[0,T ]

∥∥(H1v)(t)
∥∥

1+η
≤ K max

t∈[0,T ]

∥∥f(t, v(t))
∥∥
ϑ

+K0||h||ϑ; (4.12)

2) ÿêùî ôóíêöiÿ v ∈ C
(
[0, T ];V1+η

)
¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

v(t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f(τ, v(τ)) dτ + Sβ,A(t)h, (4.13)

òî âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì (êëàñó Cβ,η ) çàäà÷i (4.11).

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 3.1, îñêiëüêè çà óìîâîþ

F (t) = f(t, v(t)) ∈ C
(
[0, T ];Vϑ

)
ïðè v(t) ∈ C

(
[0, T ];V1+η

)
.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: C1 = K0||h||ϑ , Vη,C = {z ∈ Vη : ||z||Vη ≤ C} �

çàìêíåíà êóëÿ â Vη .

Ïðèïóùåííÿ Á: Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , q , ùî

max
t∈[0,T ]

||f(t, z)||Vϑ ≤ K1||z||qV1+η
∀z ∈ V1+η,

max
t∈[0,T ]

||f(t, z1)− f(t, z2)||Vϑ ≤M1||z1 − z2||q0

V1+η
∀z1, z2 ∈ V1+η.

Ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäêè: 1) q ∈ (0, 1) ïðè β ∈ (0, 1] ; 2) q ≥ 1 ïðè β ∈ (0, 1) .

Òåîðåìà 4.2. Çà ïðèïóùåíü 1, Á (òà ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ ùîäî T ó

âèïàäêó 2 ïðèïóùåííÿ Á) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê v ∈ Cβ,η çàäà÷i (4.11).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 4.2, äîñòàòíüî äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü ó

C
(
[0, T ];V1+η

)
iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (4.13).

Iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (4.13) ¹ îêðåìèì âèïàäêîì îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

(4.1). Òîìó òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 4.1.
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4.3 Íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ òèïó Ãàììåðøòåéíà ó ïðîñòîðàõ

áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ

Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ

u(x, t) = h(x, t)+

+

t∫
0

∫
Ω

G(x, t; y, τ)f

(
y, τ, u(y, τ),

∂u(y, τ)

∂τ

)
dydτ

(4.14)

ó êëàñàõ ôóíêöié Ω× [0, T ] 3 (x, t) 7−→ u(x, t) , íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ

çà çìiííîþ t iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ([141], c. 79),

äå Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn , G(x, t; y, τ) � ôóíêöiÿ Ãðiíà íîðìàëüíî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ äåÿêîãî ïàðàáîëi÷íîãî çà Ïåòðîâñüêèì äèôåðåíöiàëüíîãî

îïåðàòîðà ∂
∂t − L(x,D) ç êðàéîâèìè äèôåðåíöiàëüíèìè âèðàçàìè Bj(x,D)

ïîðÿäêiâ kj , j = 1,m . Â îêðåìîìó âèïàäêó

f

(
y, τ, u(y, τ),

∂u(y, τ)

∂τ

)
= F

(
y, τ, u(y, τ)

)
,

h(x, t) =

∫
Ω

G(x, t; y, 0)g(y)dy

äî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (4.14) çâîäèòüñÿ íîðìàëüíà êðàéîâà çàäà÷à äëÿ ïiâëiíié-

íîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç îäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè òà çàäàíîþ

â ïî÷àòêîâié óìîâi ôóíêöi¹þ Ω 3 x 7−→ g(x) .

Íåõàé Vθ = H2mθ
p,{Bj}(Ω) ç íîðìîþ ïðîñòîðó áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ H2mθ

p (Ω)

ïîðÿäêó 2mθ , 0 < θ ≤ 1 ,

W1,η = C
(

[0, T ];H
2m(1+η)
p,{Bj} (Ω)

)⋂
C1
(

(0, T ];H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
ç íîðìîþ

‖v‖1,η = max

{
max
t∈[0,T ]

‖v(·, t)‖2m(η+1), sup
t∈(0,T ]

‖vt(·, t)‖2mη

}
,

W1,η;C = {v ∈ W1,η : ‖v‖1,η ≤ C} � çàìêíåíà êóëÿ â W1,η .

Ïðèïóùåííÿ:

(G) Íåõàé 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 , ôóíêöiÿ h(x, t) íàëåæèòü ïðîñòîðó W1,ϑ ,

äëÿ êîæíîãî x ∈ Ω , äîâiëüíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ v ∈ W1,η çíà÷åííÿ âåêòîð -



143

ôóíêöiîíàëó

f : (0, T ]×H2m(1+η)
p,{Bj} (Ω)×H2mη

p,{Bj}(Ω) 3 (t, v, v′) 7−→

7−→ f
(
·, t, v(·, t), vt(·, t)

)
çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x ∈ Ω íàëåæàòü H2mϑ

p,{Bj}(Ω) , äî òîãî æ

f ∈ C
(
Ω×(0, T ]×H2m(1+η)

p,{Bj} (Ω)×H2mη
p,{Bj}(Ω); H2mθ

p,{Bj}(Ω)
)
òà

supt∈(0,T ]

∥∥f(·, t, v(·, t), vt(·, t)
)∥∥

H2mϑ
p (Ω)

<∞ .

(G1) Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , K2 , M2 , q, r ∈ (0, 1) , ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ v, v1, v2 ∈ W1,η

sup
t∈(0,T ]

∥∥f(·, t, v(·, t), vt(·, t)
)∥∥

H2mϑ
p (Ω)

≤

≤ K1 max
t∈[0,T ]

‖v(·, t)‖q
H

2m(1+η)
p (Ω)

+M1 sup
t∈(0,T ]

‖vt(·, t)‖rH2mη
p (Ω)

,

sup
t∈(0,T ]

∥∥f(·, t, v1(·, t), v1t(·, t)
)
−f
(
·, t, v2(·, t), v2t(·, t)

)∥∥
H2mϑ
p (Ω)

≤ K2 max
t∈[0,T ]

‖v1(·, t)− v2(·, t)‖q
H

2m(1+η)
p (Ω)

+

+M2 sup
t∈(0,T ]

‖v1t(·, t)− v2t(·, t)‖rH2mη
p (Ω)

.

Çàóâàæèìî, ùî ïðèïóùåííÿ (G1) ¹ íàñëiäêîì ïðèïóùåííÿ

(G1) iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , K2 , M2 , q, r ∈ (0, 1) , ùî

sup
t∈(0,T ]

‖f(·, t, z, ξ)‖H2mθ
p (Ω) ≤ K1‖z‖q

H
2m(1+η)
p (Ω)

+M1‖ξ‖rH2mη
p (Ω)

,

sup
t∈(0,T ]

‖f(·, t, z1, ξ1)− f(·, t, z2, ξ2)‖H2mθ
p (Ω) ≤

≤ K2||z1 − z2||q
H

2m(1+η)
p (Ω)

+M2||ξ1 − ξ2||rH2mη
p (Ω)

,

∀ z, z1, z2 ∈ H2m(1+η)
p,{Bj} (Ω), ξ, ξ1, ξ2 ∈ H2mη

p,{Bj}(Ω).

Ïðèêëàä ôóíêöi¨ f , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (G1). Íåõàé F [g] = ĝ

� ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ g , F−1[g]�îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ âiä g ,

l2mϑ(x) = F−1
[
(1 + |ξ|2)−mϑ

]
,

f(v) =
∣∣l−2m(1+η) ∗ v

∣∣% ∗ l2mϑ, 0 < % < p,
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äå ÷åðåç g1∗g2 ïîçíà÷åíî çãîðòêó ôóíêöié g1, g2 . Âèðàçè äëÿ ôóíêöié l2mϑ(x)

îäåðæóþòü iç ôîðìóëè (5) ó [149, c. 153], òàêîæ íàâåäåíi ó [7, c. 142], äå òàêîæ

âiäçíà÷åíî äåÿêi ¨õ âëàñòèâîñòi. Çîêðåìà ìà¹ìî

ls1
∗ ls2

= ls1+s2
,

l−2m(1+η) ∗ v = ln+2−2{mη} ∗ l−2m−2[mη]−n−2 ∗ v = a ∗
(
1−∆

)m+[mη]+n
2 +1

v,

äå a(x) = ln+2−2{mη}(x) � îáìåæåíà ôóíêöiÿ, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà, [s]�

öiëà ÷àñòèíà äiéñíîãî äîäàòíîãî ÷èñëà s , {s}� éîãî äðîáîâà ÷àñòèíà, à îò-
æå, ôóíêöiþ f ìîæåìî ïîäàòè ÿê íåëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð âiä v

òà ¨¨ ïîõiäíèõ çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè äî ïîðÿäêó 2
(
m+ [mη] + n

2 + 1
)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî g1 ∗ g2 = F−1
[
ĝ1 · ĝ2

]
, à îòæå,

f(v) = F−1
[
F
[∣∣l−2m(1+η) ∗ v

∣∣%] · (1 + |ξ|2
)−mϑ]

,

äëÿ äîâiëüíèõ v, v1, v2 ∈ H2m(1+η)
p (Ω) ìàòèìåìî

‖f(v)‖H2mϑ
p (Ω) =

[∫
Ω

∣∣∣F−1
[(

1 + |ξ|2
)mϑ

f̂
]∣∣∣p dx]1/p

=

[ ∫
Ω

∣∣∣∣F−1

[ (
1 + |ξ|2

)mϑ [F [∣∣l−2m(1+η) ∗ v
∣∣%]] (1 + |ξ|2

)−mϑ ∣∣∣∣pdx]1/p

=

[∫
Ω

∣∣F−1
[
F
[∣∣l−2m(1+η) ∗ v

∣∣%]]∣∣p dx]1/p

=

[∫
Ω

∣∣l−2m(1+η) ∗ v
∣∣%p dx]1/p

≤ C̃

[∫
Ω

∣∣l−2m(1+η) ∗ v
∣∣p dx]%p

= C̃

[∫
Ω

∣∣∣F−1
[(

1 + |ξ|2
)m(1+η)

v̂
]∣∣∣p dx]%p = C̃

[
‖v‖

H
2m(1+η)
p (Ω)

]%
p

.

Ïîäiáíî ∥∥f(v1)− f(v2)
∥∥
H2mϑ
p (Ω)

=

=

[∫
Ω

∣∣∣|l−2m(1+η) ∗ v1|% − |l−2m(1+η) ∗ v2|%
∣∣∣pdx]1/p

≤
[∫

Ω

|l−2m(1+η) ∗ (v1 − v2)|%pdx
]1/p
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≤ C̃

[∫
Ω

∣∣∣F−1
[
(1 + |ξ|2)m(1+η)[v̂1 − v̂2

]∣∣∣pdx]%p
= C̃

[
‖v1 − v2‖H2m(1+η)

p (Ω)

]%
p

.

Îòæå, âèáðàíà ôóíêöiÿ f çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (G1) iç q = %
p ∈ (0, 1) .

Òàê ñàìî ïîêàçó¹ìî, ùî

f(v, vt) =
(∣∣l−2m(1+η) ∗ v

∣∣%1 + |l−2mη ∗ vt|%2
)
∗ l2mϑ

ïðè %1, %2 ∈ (0, p) çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (G1) iç q = %1

p , r = %2

p ∈ (0, 1) .

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé 0 ≤ η < ϑ ≤ 1, âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (A), (Ag),

íåðiâíîñòi Ñiëi

kj < 2mϑ− 1

p
, ∀j = 1,m, (4.15)

òà ïðèïóùåííÿ (G), (G1). Òîäi ðiâíÿííÿ (4.14) ðîçâ'ÿçíå â êëàñi W1,η .

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (äèâ. [140], òåîðåìà Ñiëi, ñ. 400), ùî ÿêùî äëÿ íîðìàëüíî¨

ñèñòåìè {Bj(x,D)}mj=1 âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi Ñiëi, òî ðåàëiçó¹òüñÿ içîìîð-

ôiçì áàíàõîâèõ ïðîñòîðiâ

H2mϑ
p,{Bj}(Ω) '

[
Lp(Ω), H2m

p,{Bj}(Ω)
]
ϑ
,

äå ñïðàâà ïðîìiæíèé ïðîñòið ç ïîêàçíèêîì ϑ , ïîðîäæåíèé ìåòîäîì êîìïëå-

êñíî¨ iíòåðïîëÿöi¨ áàíàõîâî¨ ïàðè
{
Lp(Ω), H2m

p,{Bj}(Ω)
}
. Òîäi ðiâíÿííÿ (4.14)

çâîäèòüñÿ äî àáñòðàêòíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

v(·, t) =

∫ t

0

Sβ,A(t− τ)f
(
·, τ, v(·, τ), vτ(·, τ)

)
dτ + h(·, t), t ∈ [0, T ] (4.16)

ó êëàñi W1,η , äå A�çàìêíåíèé ñåêòîðiàëüíèé îïåðàòîð, ïîðîäæåíèé íîðìàëü-

íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ, çàäàíèé ó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) íà ùiëüíîìó ïiäïðî-

ñòîði V1 = H2m
p,{Bj}(Ω) .

Òîäi Vϑ = H2mθ
p,{Bj}(Ω) òà ó âèïàäêó ïðèïóùåííÿ (G1) äîñòàòíüî ñêîðèñòà-

òèñü òåîðåìîþ 4.1 ïðè β = 1 .



146

4.4 Íåëiíiéíi çáóðåííÿ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷

Ðîçãëÿäà¹ìî êðàéîâó çàäà÷ó{
Dβ
t v(x, t) = L(x,D)v(x, t) + f1−β(t) ∗ f

(
x, t, v(x, t)

)
, x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],

v(x, 0) = h(x), x ∈ Ω, Bj(x,D)v(x, 0)|x∈∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m
(4.17)

ïðè β ∈ (0, 1] çà ïðèïóùåíü (A), (Ag) òà íàñòóïíèõ óìîâ.

Ïðèïóùåííÿ (A1). 0 ≤ η < ϑ ≤ 1 , Ω × [0, T ] × H
2m(1+η)
p,{Bj} (Ω) 3

(x, t, v) 7−→ f(x, t, v) � çàäàíèé êîìïëåêñíèé ôóíêöiîíàë, a ôóíêöiÿ

h : Ω 3 x 7−→ h(x) íàëåæèòü ïðîñòîðó H2mϑ
p,{Bj}(Ω) , òàêîæ äëÿ äîâiëüíî¨

âåêòîð-ôóíêöi¨ v ∈ C
(

[0, T ];H
2m(1+η)
p,{Bj} (Ω)

)
çíà÷åííÿ ñêëàäåíîãî ôóíêöiî-

íàëó (âåêòîð-ôóíêöiîíàëó) f : [0, T ] × H2mη
p,{Bj}(Ω) 3 (t, v) 7−→ f

(
·, t, v(·, t)

)
çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ x ∈ Ω íàëåæàòü ïðîñòîðó H2mϑ

p,{Bj}(Ω) , äî òîãî æ

f ∈ C
(

Ω× [0, T ]×H2mη
p,{Bj}(Ω);H2mϑ

p,{Bj}(Ω)
)
.

Íåõàé H2mϑ
p,{Bj},C(Ω) =

{
v ∈ H2mϑ

p,{Bj}(Ω) : ‖v‖H2mϑ
p,{Bj}

(Ω) ≤ C
}
.

Ïðèïóùåííÿ (A2). Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , q , ùî äëÿ áóäü-

ÿêèõ t ∈ [0, T ] , v, v1, v2 ∈ C
(

[0, T ];H2mη
p,{Bj}(Ω)

)
∥∥f(·, t, v(·, t)

)∥∥
H2mϑ
p,{Bj}

(Ω)
≤ K1‖v(·, t)‖q

H2mη
p,{Bj}

(Ω)
,∥∥f(·, t, v1(·, t)

)
− f

(
·, t, v2(·, t)

)∥∥
H2mϑ
p,{Bj}

(Ω)
≤M1‖v1(·, t)− v2(·, t)‖q0

H2mη
p,{Bj}

(Ω)
.

Ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäêè: 1) q ∈ (0, 1) ïðè β ∈ (0, 1] ; 2) q ≥ 1 ïðè β ∈ (0, 1) .

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (A), (Ag), íåðiâíîñòi Ñi-

ëi (4.15) òà ïðèïóùåííÿ (A1), (A2). Òîäi çàäà÷à (4.17) ðîçâ'ÿçíà â êëà-

ñi Wβ,η(T ) := {v ∈ C
(

[0, T ];H
2m(1+η)
p,{Bj} (Ω)

)
|Dβ

t v ∈ Cb

(
[0, T ];H2mη

p,{Bj}(Ω)
)
}
(
â

êëàñi Wβ,η(T0) ïðè äåÿêîìó T0 ∈ (0, T ] ó âèïàäêó 2 ïðèïóùåííÿ (A2)
)
.

Äîâåäåííÿ. ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.6, çàäà÷ó (4.17) ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

Dβ
t v(x, t) = Av(x, t) + f1−β(t) ∗ f

(
x, t, v(x, t)

)
,

v(x, 0) = h(x), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ]. (4.18)

Äàëi äîñèòü çàñòîñóâàòè äî çàäà÷i (4.18) òåîðåìó 4.2.
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4.5 Çáóðåííÿ àáñòðàêòíî¨ çàäà÷i Êîøi íà êîìïëåêñíèõ

iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ òà íåëiíiéíèì äîäàíêîì

Îäåðæàíî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ çáóðåíîãî íà êîì-

ïëåêñíié iíòåðïîëÿöiéíié øêàëi, àñîöiéîâàíié ç îïåðàòîðîì çàäà÷i, ïiâëiíié-

íîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ. Ðåçóëüòàòè ïðîiëþñòðîâàíî ó âè-

ïàäêó îïåðàòîðà A , ïîðîäæåíîãî ðåãóëÿðíîþ åëiïòè÷íîþ êðàéîâîþ çàäà÷åþ,

çáóðåíîþ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè.

4.5.1 Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i

Âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó Êîøi Dβv(t) = (A+XE1θ)v(t) + f1−β(t) ∗ f
(
t, v(t)

)
, t ∈ (0, T ]

v(0) = h ∈ V1,
(4.19)

çà ïðèïóùåíü 1, Á òà X ∈ L(Vϑ, V0) .

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 4.2, X ∈ L(Vϑ, V0) .

Òîäi (ïðè äîäàòêîâîìó îáìåæåííi ùîäî T ó âèïàäêó 2 ïðèïóùåííÿ Á) iñíó¹

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.19) ó êëàñi Cβ,η.

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåì 2.2 òà 3.1 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó

w(t) = Sβ,A+XE1θ
(t)h êëàñó Cβ,η çàäà÷i

Dβw(t) = (A+XE1θ)w(t), t ∈ [0, T ], w(0) = h. (4.20)

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ 2.2 îïåðàòîð A+XE1θ âîëîäi¹ ïîòðiáíèìè âëàñòèâî-

ñòÿìè îïåðàòîðà A , òî äàëi äîñòàòíüî ñêîðèñòàòèñü òåîðåìîþ 4.2.

4.5.2 Íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíi íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ

ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çáóðåíîãî íà êîìï-

ëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ îïåðàòîðà. Ïîäiáíi íàáëèæåííÿ ìîæíà ïî-

áóäóâàòè äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ. Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó (4.19) çà
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Ïðèïóùåííÿ (B): β, ϑ ∈ (0, 1] , A, J ∈ A , Vϑ = D((−J)ϑ) , h ∈ V1 ,

X ∈ L(Vϑ;V0) , f ∈ C
(

[0, T ] × V1;V1

)
, iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 ,

q > 1 , ùî

‖f(t, z)‖V1
≤ K1‖z‖qV1

∀t ∈ [0, T ], z ∈ V1,

‖f(t, z1)− f(t, z2)‖V1
≤M1‖z1 − z2‖q0

V1
∀t ∈ [0, T ], z1, z2 ∈ V1.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ââåäåíi ó 3.2.2 îïåðàòîðè Gl−1(t,X) òà Gβ,l−1(t,X) , i íå-

õàé ul(t) � ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

ul(t) =

∫ t

0

Gβ,l−1(t− τ,X)f(τ, ul(τ))dτ +Gβ,l−1(t,X)h. (4.21)

Òåîðåìà 4.6. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ (B) i u(t) ¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñó

Cβ,0 çàäà÷i (4.19). Òîäi iñíó¹ ÷èñëî T0 ∈ (0, T ] òàêå, ùî

max
t∈[0,T0]

‖u(t)− ul(t)‖V0
→ 0 ïðè l→∞.

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2 et(A+XE1θ)h ∈ V1 , à çà ëåìîþ 4.2 ïðè η = 0

ôóíêöiÿ v ∈ C
(
[0, T ];V1

)
, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ

v(t) =

∫ t

0

Sβ,A+XE1θ
(t− τ)f(τ, v(τ)) dτ + Sβ,A+XE1θ

(t)h, (4.22)

íàëåæèòü êëàñó Cβ,0 i ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (4.19).

Âèêîðèñòîâó¹ìî îöiíêó (3.37):∥∥∥[et(A+XE1θ) −Gl−1(t,X)h
]∥∥∥
L(V0)

≤ B(A,X)

2l−1
||h||V0

ç ïåâíîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ B(A,X) , ùî íå çàëåæèòü âiä íîðìè çáóðþþ÷îãî

îïåðàòîðà X . Íåõàé

F (t) = f(t, u(t)), Fl(t) = f(t, ul(t)),

(Hu)(t) =

∫ t

0

Sβ,A+XE1θ
(t− τ)f(τ, u(τ)) dτ + Sβ,A+XE1θ

(t)h,

(Hlul)(t) =

∫ t

0

Gβ,l−1(t− τ,X)f(τ, ul(τ))dτ +Gβ,l−1(t,X)h.
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Ç íåïåðåðâíîñòi âêëàäåííÿ V1 # V0 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ iíòåãðàëiâ∫ t
0 ‖F (t)‖V0

dt ,
∫ t

0 ‖Fl(t)‖V0
dt . Òîìó

‖Hu−Hlul‖V0
=

∥∥∥∥∫ t

0

[Sβ,A+XE1θ
(t− τ)F (τ)−Gβ,l−1(t− τ,X)Fl(τ)]dτ

∥∥∥∥
V0

=

∥∥∥∥∫ t

0

[Sβ,A+XE1θ
(t− τ)−Gβ,l−1(t− τ,X)]F (τ)dτ

+

∫ t

0

Gβ,l−1(t− τ,X)[F (τ)− Fl(τ)]dτ

∥∥∥∥
V0

≤ B(A,X)

2l−1

∫ T

0

‖F (τ)‖V0
dτ +K ′′

∫ t

0

‖F (τ)− Fl(τ)‖V0
dτ

ç ïåâíîþ äîäàòíîþ ñòàëîþ K ′′ . Ìè âèêîðèñòàëè, ùî
∞∫

0

t

βs1+ 1
β

gβ(
t

s
1
β

)ds =

∞∫
0

gβ(z) dz = 1.

Ïîçíà÷èìî Ul−1(t) := u(t) − ul(t) . Çà ëåìàìè 3.1 òà 4.1 Hu = u , ç (4.21)

Hlul = ul , à òîäi Ul−1 = Hu−Hlul . Âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (B), ìàòèìåìî

‖Ul−1(t)‖V0
≤ B(A,X)K1

2l−1

∫ T

0

‖u(τ)‖qV0
dτ +K ′′M1

∫ t

0

‖Ul−1(τ)‖V0
dτ.

Îñêiëüêè çà òåîðåìîþ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó u iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà C , ùî

||u||V0
≤ C , òî

‖Ul−1(t)‖V0
≤ B(A,X)K1TC

q

2l−1
+K ′′M1

∫ t

0

‖Ul−1(τ)‖V0
dτ.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è öþ íåðiâíiñòü òèïó Ãðîíóîëëà-Áåëëìàíà

v(t) ≤ A1

∫ t

0

vq(τ)dτ +B1,

îäåðæó¹ìî îöiíêè

‖Ul−1(t)‖V0
≤ B(A,X)K1TC

2l−1
eK
′′M1t, t ∈ [0, T ], q = 1

‖Ul−1(t)‖V0
≤ B(A,X)K1TC

q

2l−1
[1− d]−1/q−1, t ∈ [0, T ], q > 1.

Òóò d = KqM1(q−1)T [B(A,X)K1TC
q]q−1 . Âèáîðîì ÷èñëà T0 ∈ (0, T ] äîñÿãà-

¹ìî íåðiâíîñòi d < 1 . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî max
t∈[0,T0]

||Ul−1(t)||V0
→ 0, l→ +∞ .
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4.5.3 Ëiíiéíi çáóðåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïiâëiíiéíîãî ïàðàáî-
ëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

Ðîçãëÿíåìî íîðìàëüíó ïàðàáîëi÷íó êðàéîâó çàäà÷ó

∂u

∂t
= (L(x,D) + L1)u = f(x, t, u(x, t)), x ∈ Ω, t ∈ (0, T ],

Bju|∂Ω = 0, j = 1, . . . ,m, u(x, 0) = h(x), x ∈ ∂Ω
(4.23)

â îáìåæåíié îáëàñòi Ω ⊂ Rn êëàñó C∞ çà óìîâ (A). Ââåäåìî çàìêíåíèé

îïåðàòîð

(Av)(x) = L(x,D) v(x)

ó ïðîñòîði V0 = Lp(Ω) (1 < p <∞ ) íà ùiëüíîìó ïiäïðîñòîði V1 = H2m
p,{Bj}(Ω)

i íåõàé Vθ = H2mϑ
p,{Bj}(Ω) òà çàäàíî çàìêíåíèé â Lp(Ω) ëiíiéíèé îïåðàòîð

L1 : H2mϑ
p,{Bj}(Ω) −→ Lp(Ω).

Ïðèïóùåííÿ:

(C0) h ∈ H2mϑ
p,{Bj}(Ω) , f ∈ C

(
Ω× [0, T ]×H2m(1+η)

p,{Bj} (Ω); H2mθ
p,{Bj}(Ω)

)
.

(C) Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi K1 , M1 , q ∈ (0, 1) , ùî

‖f(·, t, z)‖H2mθ
p,{Bj}

(Ω) ≤ K1‖z‖q
H

2m(1+η)
p,{Bj}

(Ω)
∀t ∈ [0, T ], z ∈ H2m

p,{Bj}(Ω),

‖f(·, t, z1)− f(·, t, z2)‖Lp(Ω) ≤M1‖z1 − z2‖qH2mη
p,{Bj}

(Ω)

∀t ∈ [0, T ], z1, z2 ∈ H2m
p,{Bj}(Ω).

Òåîðåìà 4.7. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (Ag), íåðiâíîñòi Ñiëi (4.15),

ïðèïóùåííÿ (C0), (C) òà ùîäî L1 , òî iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.23) êëàñó

C1,η .

Äîâåäåííÿ. ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.4, çàäà÷ó (4.23) ìîæíà çàïèñàòè ó

âèãëÿäi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

dv

dt
= (A+X) v + f(t, v), v(0) = h (4.24)

çi çáóðåíèì îïåðàòîðîì X , çàäàíèì ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèì âèðàçîì L1 .

Äàëi çàñòîñîâó¹ìî òåîðåìè 3.3 òà 4.2.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.23) òàêîæ ìîæíà ïîáóäóâàòè íàáëèæåííÿ çà äî-

ïîìîãîþ ðåçîëüâåíòè íåçáóðåíîãî îïåðàòîðà � çà äîïîìîãîþ ôóíêöi¨ Ãðiíà
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íîðìàëüíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i [36] òà ¨¨ iòåðàöié, ÿê öå áóëî çðîá-

ëåíî ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ðiâíÿííÿ.

4.6 Óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâëiíiéíîãî ðiâíÿí-

íÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ

Ó ïðàöÿõ [15, 24, 60, 61, 62�63, 114�115] òà iíøèõ äîñëiäæóâàëèñü óçà-

ãàëüíåíi êðàéîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ â îáëàñòi ðîçâ'ÿçêiâ ãiïîåëiïòè÷íèõ

ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Äîâåäåíî, ùî òàêi ðîçâ'ÿçêè íàëåæàòü äî

âàãîâèõ ïðîñòîðiâ Ëåáåãà ç âàãàìè ïîðÿäêiâ ñòåïåíiâ âiäñòàíi âiä òî÷êè îáëà-

ñòi äî ìåæi i ðîçâ'ÿçêè ç ïåâíèõ âàãîâèõ Lp -ïðîñòîðiâ íàáóâàþòü íà ìåæi

óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïî-

÷àòêîâèõ çíà÷åíü ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü çi

çáóðåíèìè äðîáîâèìè ïîõiäíèìè òà îäåðæàíî óçàãàëüíåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ

ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

4.6.1 Ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Íåõàé V � áàíàõîâà àëãåáðà (íàïðèêëàä, V = C(Ω̄) ),

C0 = C0(V ) = C0
(
[0, T ];V

)
= {ϕ ∈ C

(
[0, T ];V

)
: ϕ|t=T = 0} ,

D0 = D0(V ) = D0
(
[0, T ];V

)
= {ϕ ∈ C∞

(
[0, T ];V

)
: Dl

tϕ|t=T = 0, l ∈ Z+} ,
ε0 ∈ (0, T ) , ε ∈ [0, ε0] ,

Cβ
ε = Cβ

ε (V ) � êëàñ ôóíêöié v ∈ C0
(
[ε, T ];V

)
, äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåïåðåðâíi

íà (ε, T ] ôóíêöi¨

Dβ
ε (t) :=

1

Γ(1− β)

d

dt

t∫
ε

v(τ)
(t−τ)β

dτ − f1−β(t− ε)v(ε) ∈ V ,

C̃β = C̃β(V ) � êëàñ ôóíêöié v ∈ C0
(
[0, T ];V

)
, äëÿ ÿêèõ ïðè êîæíîìó ε ∈

(0, ε0] iñíóþòü íåïåðåðâíi íà (ε, T ] ôóíêöi¨ Dβ
ε (t) ,

Cβ = Cβ(V ) � êëàñ ôóíêöié v ∈ C0
(
[0, T ];V

)
, äëÿ ÿêèõ iñíóþòü íåïåðåðâíi

íà (0, T ] ôóíêöi¨ Dβv(t) .

Ââåäåìî îïåðàòîðè
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L̂β : (L̂βv)(t) ≡ f−β(t)∗̂v(t)− (Av)(t), v ∈ D0(V ) ,

Lεβ : (Lεβv)(t) ≡ Dβ
ε (t)− (Av)(t) , t ∈ (ε, T ], v ∈ Cβ

ε (V ) , ε ∈ [0, ε0] ,

Lregβ : (Lregβ v)(t) ≡ Dβv(t)− (Av)(t) , t ∈ (ε, T ], v ∈ Cβ(V ), t ∈ (0, T ].

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ v ∈ Cβ(V ) âèçíà÷åíî L0
βv = Lregβ v .

Íåõàé ρ(t)− ôóíêöiÿ iç D0[0;T ] , äîäàòíà íà (0, T ) , ÿêà ìà¹ ïîðÿäîê t

ïðè t→ 0 ( lim
t→0+

ρ(t)
t = const ) òà 0 ≤ ρ(t) ≤ 1 , t ∈ [0;T ] .

Ïðè k ∈ Z+ âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè

Mk = Mk(V ) =
{
u ∈ L1,loc

(
(0, T ];V

)
: ‖u‖k =

T∫
0

ρk(t)‖u(t)‖V dt <∞
}
,

Dk = Dk(V ) = {ϕ ∈ D0(V ) : ρm−kϕ(m) ∈ C
(
[0, T ];V

)
, m ∈ Z+} ,

Xk = Xk(V ) = {ϕ ∈ D0(V ) : L̂βϕ ∈ Dk(V )} ,

X = X(V ) = {ϕ ∈ D0(V ) : L̂βϕ ∈ D0(V )} .

Ââàæà¹ìî, ùî ϕl → 0 , l → ∞ ó Dk(V ) , ÿêùî %m−kϕ
(m)
l → 0 , l → ∞ â

C
(
[0, T ];V

)
, m ∈ Z+ . Âiäïîâiäíî âèçíà÷åíî çáiæíiñòü ϕl → 0 , l → ∞ ó

Xk : ϕ
(m)
l → 0 , l→∞ , m ∈ Z+ òà L̂βϕl → 0 , l→∞ â Dk(V ) .

Çàóâàæèìî, ùî M0 = L1

(
(0, T );V

)
.

Íåïîðîæíiñòü ïðîñòîðó Xk âèïëèâà¹ ç íàñòóïíî¨ ëåìè 4.4.

Ëåìà 4.3. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñëà k ∈ Z+ , åëåìåíòà ϕ ∈ V iñíó¹ òàêà ψ ∈
Xk(V ), ùî (f1−β∗̂ψ)|t=0 = ϕ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî øóêàíîþ ¹ ôóíêöiÿ

ψ(t) = fβ−1(t)∗̂
k∑
i=0

fi(t) ∗ ϕi(t), (4.25)

äå ϕ0 ∈ D0(V ) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, òàêà ùî ϕ0(0) = ϕ, à ϕi ∈ D0(V ) ,

i = 1, k òà áóäóòü íèæ÷å âèçíà÷åíi ÷åðåç ϕ0. Ñïðàâäi,

(L̂βψ)(t) = f−β(t)∗̂(fβ−1(t)∗̂
k∑
i=0

fi(t) ∗ ϕi(t))− fβ−1(t)∗̂
k∑
i=0

fi(t) ∗ (Aϕi)(t) =
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= f−1(t)∗̂
k∑
i=0

fi(t) ∗ ϕi(t)−
k∑
i=0

fβ−1(t)∗̂(fi(t) ∗ (Aϕi)(t)) =

= δ′(t)∗̂ϕ0(t) +
k∑
i=1

δ′(t)∗̂(fi(t) ∗ ϕi(t))−
k∑
i=0

f ′β(t)∗̂
(
fi(t) ∗ (Aϕi)(t)

)
=

= −ϕ′0(t)−
k∑
i=1

f ′i(t) ∗ ϕi(t) +
k∑
i=0

fi(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′i)(t)

)
=

= −ϕ′0(t)−
k∑
i=1

fi−1(t) ∗ ϕi(t) +
k∑
i=0

fi(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′i(t)) =

= −ϕ′0(t)−
k−1∑
j=0

fj(t) ∗ ϕj+1(t) +
k∑
j=0

fj(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′j)(t)

)
=

= −ϕ′0(t) +
k−1∑
j=0

fj(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′j)(t)− ϕj+1(t)

)
+

+fk(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′k)(t)

)
= −ϕ′0(t) + fβ(t)∗̂(Aϕ′0)(t)− ϕ1(t)+

+
k−1∑
j=1

fj(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′j)(t)− ϕj+1(t)

)
+ fk(t) ∗

(
fβ(t)∗̂(Aϕ′k)(t)

)
.

Âèáèðà¹ìî

ϕ1(t) = fβ(t)∗̂(Aϕ′0)(t)− ϕ′0(t);

ϕj+1(t) = fβ(t)∗̂(Aϕ′j)(t), j = 1, k − 1.

Òîäi (L̂βψ)(t) = fk(t) ∗
(
fβ(t)∗̂(Aϕ′k)(t)

)
.

Ç òîãî, ùî ôóíêöiÿ ϕ̂k(t) = fβ(t)∗̂(Aϕk)′(t) íàëåæèòü D0(V ) çðîçóìi-

ëî, ùî ρ−k(t)L̂βψ(t) = ρ−k(t)(fk(t) ∗ ϕ̂k(t)) = ρ−k(t)
k!

t∫
0

(t− τ)k−1ϕ̂k(τ)dτ íàëå-

æèòü C
(
[0, T ];V

)
, ρm−k(L̂βψ)(m) = ρm−k(t)(fk(t) ∗ ϕ̂(m)

k ) ∈ C
(
[0, T ];V

)
.

Çà ïîáóäîâîþ (f1−β∗̂ψ)|t=0 = [(f1−β(t)∗̂(fβ−1(t)∗̂
k∑
i=0

fi(t) ∗ϕi(x, t)))]|t=0 =

=
k∑
i=0

(fi(t) ∗ ϕi(t))|t=0 = ϕ0(0) = ϕ. Ëåìà äîâåäåíà.

Ïðèìiòêè: 1. Ç äîâåäåííÿ ëåìè âèïëèâà¹, ùî

ϕj(t) = fjβ−1(t)∗̂(Ajϕ0)(t)− fjβ−1−β(t)∗̂(Aj−1ϕ0)(t), j = 1, k.
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2. Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 4.3, ïîêàçó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñëà

k ∈ Z+ , åëåìåíòà ϕ ∈ V ïðè ϕi ∈ Dk−i(V ) , i = 0, k òà (%−kϕ0)(0) = ϕ

ôóíêöiÿ (4.25) íàëåæèòü Xk(V ), òà lim
t→0

[%−k(t)(f1−β∗̂ψ)(t)] = ϕ .

Ëåìà 4.4. Äëÿ äîâiëüíèõ ϕ ∈ Dk(V ) , A ∈ A iñíó¹ òàêà ψ ∈ Xk(V ) , ùî

(L̂βψ)(t) = ϕ(t) , t ∈ [0, T ] .

Äîâåäåííÿ. Ïîêàæåìî, ùî øóêàíîþ ¹ ôóíêöiÿ

ψ(t) = (fβ−1 ∗ Sβ,A)(t)∗̂ϕ(t) , t ∈ [0, T ] .

Ó [160] ïîêàçàíî, ùî äëÿ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà A âiä'¹ìíîãî òèïó ñiì'ÿ

ëiíiéíèõ îïåðàòîðiâ {Sβ,A(t)}t≥0 ñèëüíî íåïåðåðâíà íà V , ôóíêöiÿ

v(t) = Sβ,A(t)h , t > 0

çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó

Lβv(t) = f1−β(t)v(0), v(0) = h, h ∈ V (4.26)

(òîäi LβSβ,A(t)h = f1−β(t)h äëÿ âñiõ h ∈ V0 ) i ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëå-

æèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ h ∈ V .

Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi çãîðòîê, ìàòèìåìî

L̂βψ = L̂β[(fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ] = f−β∗̂[(fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ]− A[(fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ] =

= (f−β ∗ fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ− (fβ−1 ∗ ASβ,A))∗̂ϕ = (fβ−1 ∗ LβSβ,A)∗̂ϕ =

= (fβ−1 ∗ f1−β)∗̂ϕ = δ∗̂ϕ = ϕ.

Iç âëàñòèâîñòåé ôóíêöi¨ Sβ,A(t) âèïëèâà¹, ùî ψ ∈ Xk(V ) , ÿêùî ϕ ∈ Dk(V ) .

Ëåìà 4.5. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü uε → u , ε→ 0 ñëàáî â V ′ , òîáòî (uε, ϕ)→
(u, ϕ) , ε→ 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ V , òî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ϕε òàêî¨,

ùî ϕε → ϕ , ε→ 0 â V , òàêîæ (uε, ϕε)→ (u, ϕ) , ε→ 0 .

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ, ÿê ó ëåìi 2.6 [112]. Äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè âèïàäîê

uε → 0 â V ′ òà ϕε → 0 â V , ε→ 0 . ßêùî òâåðäæåííÿ ëåìè íåïðàâèëüíå, òî
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iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ϕ 1
n
, ùî ϕ 1

n
→ 0 , n→∞ â V , àëå |(u 1

n
, ϕ 1

n
)| ≥ n .

Òîäi äëÿ ψ 1
n

= 1
nϕ 1

n
ìà¹ìî

|(u 1
n
, ψ 1

n
)| ≥ 1, n→ +∞. (4.27)

Àëå ψ 1
n
→ 0 , n→∞ â V , u 1

n
� íåïåðåðâíèé ëiíiéíèé ôóíêöiîíàë íà V , à

îòæå, îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü iç (4.27).

Ïðèìiòêà. Ïîäiáíî îäåðæó¹ìî, ùî ÿêùî ïðè uε ∈ V ïîñëiäîâíiñòü uεϕ→
uϕ , ε→ 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ V , òî äëÿ äîâiëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi ϕε òàêî¨, ùî

ϕε → ϕ , ε→ 0 â V , òàêîæ uεϕε → uϕ , ε→ 0 .

4.6.2 Óçàãàëüíåíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ

Ëåìà 4.6. Äëÿ v ∈ Cβ(V ) , ψ ∈ X(V ) ïðàâèëüíà ôîðìóëà Ãðiíà

T∫
0

v(t)(L̂βψ)(t)dt =

T∫
0

(Lregβ v)(t)ψ(t)dt+

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt v(0). (4.28)

Äîâåäåííÿ. Ïåðåòâîðèìî
T∫
0

(Lregv)(t)ψ(t)dt , iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè. Ìà¹ìî

T∫
0

Dβv(t)ψ(t)dt = 1
Γ(1−β)

T∫
0

( t∫
0

(t− τ)−βv′(τ)dτ
)
ψ(t)dt =

= 1
Γ(1−β)

T∫
0

( T∫
τ

(t− τ)−βψ(t)dt
)
v′(τ)dτ =

= 1
Γ(1−β)

T∫
0

( T−τ∫
0

η−βψ(η + τ)dη
)
v′(τ)dτ =

=
T∫
0

(
f1−β(τ)∗̂ψ(τ)

)
v′(τ)dτ =

=
(
v(τ)(f1−β(τ)∗̂ψ(τ))

)∣∣∣τ=T

τ=0
−

T∫
0

v(τ)(f1−β(τ)∗̂ψ(τ))τdτ =

= −v(0)(f1−β∗̂ψ)(0) +
T∫
0

v(τ)(f−β(τ)∗̂ψ(τ))dτ ,

çâiäêè é âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ôîðìóëà.
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Òåîðåìà 4.8. Íåõàé ôóíêöiÿ g(t, z) âèçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, T ], z ∈ R ,

g ∈ C
(
(0, T ]× R;V

)
, ôóíêöi¨ uε ∈ Cβ

ε (V ) òà ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü

(Lεβu)(t) = g(t, u(t)), t ∈ (0, T ], (4.29)

iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ u(t) ( t ∈ (0, T ] ), ùî

1)
∫ T
ε u

ε(t)ϕ(t)dt→
∫ T

0 u(t)ϕ(t)dt ïðè ε→ 0 ∀ϕ ∈ Dk(V ) ,

2)
∫ T
ε g(t, uε(t))ψ(t)dt→

∫ T
0 g(t, u(t))ψ(t)dt ïðè ε→ 0 ∀ψ ∈ Xk(V ) .

Òîäi

3) uε(ε) íàáóâàþòü ïðè ε = 0 äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà-

÷åíü, à ñàìå, iñíó¹ òàêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð u0 íà V , ùî

lim
ε→0

uε(ε)ϕ = u0ϕ ∀ϕ ∈ V. (4.30)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(V ) âèçíà÷èìî ψε(t) = ψ(t − ε) , t ∈
[ε, T + ε] , ε ∈ [0, ε0/2] . Òîäi ψε(t)→ ψ(t) ( ε→ 0 ) â Xk(V ) .

Äëÿ v ∈ Cβ
ε (V ) òà âèáðàíî¨ ψε ïðàâèëüíà ôîðìóëà Ãðiíà

T∫
ε

(Lεβv)(t)ψε(t)dt =

T∫
ε

v(t)(L̂βψε)(t)dt− v(ε)
[
f1−β(t)∗̂ψε(t)

]
|t=ε (4.31)

Çàóâàæèìî, ùî

(f1−β∗̂ψε)(ε) =

T∫
0

f1−β(t)ψε(t+ ε)dt =

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt = (f1−β∗̂ψ)(0). (4.32)

Íåõàé ôóíêöiÿ uε ∈ Cβ
ε (V ) i ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.29) íà (ε, T ] . Iç

ôîðìóëè Ãðiíà äëÿ v = uε òà ïîáóäîâàíî¨ âèùå ψε

T∫
ε

uε(t)(L̂βψε)(t)dt−
T∫
ε

g(t, uε(t))ψε(t)dt = uε(ε)
[
f1−β(t)∗̂ψε(t)

]
||t=ε. (4.33)

Âèáåðåìî òåïåð äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ V ôóíêöiþ ψ(t) çà ëåìîþ 4.3. Òîäi çà

ëåìîþ 4.3 òà ôîðìóëîþ (4.32)

lim
ε→0

(f1−β∗̂ψ)(ε) =
T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt = ϕ ,
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(L̂βψε)(t) = %k(t− ε) · %−k(t− ε)(L̂βψε)(t) = %k(t− ε) · ϕ̃ε(t) , äå

ϕ̃ε(t) ∈ D0(V ) i çà ïîáóäîâîþ ϕ̃ε → ϕ̃ , ε→ 0 ó D0(V ) .

Îñêiëüêè %kϕ̃ ∈ Dk(V ) , òî çà óìîâîþ 1 òåîðåìè ïîñëiäîâíiñòü
T∫
ε

uε(t)%k(t) · ϕ̃(t)dt îáìåæåíà òà iñíó¹

lim
ε→0

T∫
ε

uε(t)%k(t)ϕ̃(t)dt =

T∫
0

u(t)%k(t)ϕ̃(t)dt.

Òîäi çà âëàñòèâiñòþ çáiæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi uε(t) (ëåìà 4.5) iñíó¹

lim
ε→0

T∫
ε

uε(t)%k(t− ε)ϕ̃ε(t)dt

= lim
ε→0

T∫
ε

uε(t) lim
ε→0

(
%k(t− ε)ϕ̃ε(t)

)
dt =

T∫
0

u(t)%k(t)ϕ̃(t)dt .

Ç óìîâè 2 òåîðåìè òàê ñàìî îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ

lim
ε→0

T∫
ε

g(t, uε(t))ψε(t)dt = lim
ε→0

T∫
ε

g(t, uε(t))(lim
ε→0

ψε(t))dt =
T∫
0

g(t, u(t))ψ(t)dt .

Â (4.33) ïðè âèáðàíié çà ôóíêöi¹þ ψ(t) ôóíêöi¨ ψε(t) ñïðÿìó¹ìî ε äî

íóëÿ. Çi âñòàíîâëåíîãî âèùå iñíóâàííÿ ãðàíèöi ïðè ε → 0 ëiâî¨ ÷àñòèíè

ðiâíîñòi (4.33), à îòæå, é ïðàâî¨, âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

lim
ε→0

uε(ε)
[
f1−β(t)∗̂ψε(t)

]
|t=ε = lim

ε→0
uε(ε)ϕ =

=

T∫
0

u(t)%k(t)ϕ̃(t)dt−
T∫

0

g(t, u(t))ψ(t)dt.

Âèêîðèñòàëè ëåìó 4.3. Çà ïîáóäîâîþ ϕ̃(t) òà ψ(t) (âèãëÿäó (4.25)) ¹ ëiíié-

íèìè ôóíêöiÿìè ϕ òà ïðàâà ÷àñòèíà ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi âèçíà÷à¹ øóêàíèé

ëiíiéíèé îïåðàòîð u0 íà V . Ç ôîðìóëè (4.33)

u0ϕ =

T∫
0

u(t)(L̂βψ)(t)dt−
T∫

0

g(t, u(t))ψ(t)dt, (4.34)

äå ψ(t) ìà¹ âèãëÿä (4.25).

Ç äîâåäåííÿ ëåìè 4.3 (äèâ. ïðèìiòêè äî ëåìè) âèäíî, ùî âèáðàíà ôóíêöiÿ

ψ(t) ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ (Alϕ0)(t) , l = 0, . . . , k , à ρ−k(t)(L̂βψ)(t) = ϕ̃(t),
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äå ϕ̃ ëiíiéíî âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç ϕ0 òà (Alϕ0)(t) , l = 1, . . . , k + 1 , Ôóíêöiÿ

ϕ0 � äîâiëüíå ïðîäîâæåííÿ ϕ ç V äî ôóíêöi¨ ç D0(V ) , òàêå ùî ϕ0(0) = ϕ .

Ìîæíà âèáðàòè ϕ0(t) = η(t)ϕ, äå η ∈ D0[0, T ] , η(t) = 1 äëÿ t ∈ [0, ε0/2] ,

η(t) = 0 äëÿ t ∈ [ε0, T ] . Îòîæ, âñòàíîâëåíî (4.30). 2

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ñêàæåìî, ùî îïåðàòîð u0 ìà¹ ïîðÿäîê sA(u0) ≤ s0 ùîäî

îïåðàòîðà A , ÿêùî iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà Ĉ , ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ V

‖u0ϕ‖V ≤ Ĉ‖ϕ‖′s0
, äå ||ψ||′s0

= max
0≤l≤s0

||Alψ||V .

Íàñëiäîê 4.1. Çà óìîâ òåîðåìè 4.8 îïåðàòîð u0 íà V ìà¹ ïîðÿäîê ≤ k + 1

ùîäî A .

Ñïðàâäi, ç (4.34) îäåðæó¹ìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà ϕ ∈ V

‖u0ϕ‖V ≤ C̃‖u‖k · ‖ϕ‖′k+1 + C̃

T∫
0

||g(t, u(t))||V dt · ‖ϕ‖′k ≤ Ĉ‖ϕ‖′k+1,

äå C, C̃ , Ĉ = Ĉ(u, k) � äîäàòíi ñòàëi.

Ïðèìiòêè: 1. Ôóíêöiÿ u â óìîâàõ 1 òà 2 ¹ ðåãóëÿðíîþ óçàãàëüíåíîþ

ôóíêöi¹þ ç ïðîñòîðó Dk
′(V ) � ïðîñòîðó óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié f iç D′(R;V )

ç íîñiÿìè â [0, T ] (òà çíà÷åííÿìè â V ) iç çáiæíiñòþ: fm → 0 , m → +∞ â

Dk
′(V ) , ÿêùî fm → 0 , m → +∞ â D′(R;V ) i íîñi¨ fm íàëåæàòü [0, T ]

([6, ñ. 27]). Ïðèêëàäîì ðåãóëÿðíî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ç Dk
′(V ) ¹ ôóíêöiÿ

ç Mk(V ) .

2. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 4.4 òà ïðèìiòêó 2 äî ëåìè 4.3, óìîâó (4.30) ìîæíà

ïîäàòè ó âèãëÿäi: lim
ε→0

[%k(ε)uε(ε)ϕ0(ε)] = u0ϕ äëÿ äîâiëüíèõ ϕ ∈ V , ϕ0 ∈
Dk(V ) i òàêî¨, ùî lim

ε→0
[%−k(ε)ϕ0(ε)] = ϕ , íàïðèêëàä, ϕ0(ε) = %k(ε)ϕ .

3. Ç ëåìè 4.4 âèïëèâà¹, ùî óìîâà 1 òåîðåìè åêâiâàëåíòíà óìîâi uε → u â

Mk(V ) ïðè ε→ 0 .

Òåîðåìà 4.9. Íåõàé ôóíêöiÿ g(t, z) âèçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, T ], z ∈ R ,

g ∈ C
(
(0, T ] × R;V

)
, ôóíêöi¨ uε ∈ Cβ

ε (V ) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿíü (4.29)
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òà çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.30). Òîäi âèêîíàííÿ îäíîãî ç òâåðäæåíü 1, 2

òåîðåìè 4.8 çóìîâëþ¹ âèêîíàííÿ iíøîãî.

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 4.5 äî ïîñëiäîâíîñòi uε , âèáèðàþ÷è ïîñëi-

äîâíiñòü ϕε = (f1−β∗̂ψε)(ε) , ùî çáiãà¹òüñÿ äî ϕ ó V ïðè ε → 0 , çà óìîâè

(4.30) îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ ãðàíèöi ïðè ε→ 0 ïðàâî¨ ÷àñòèíè (4.33), à òîìó

é ëiâî¨, òîáòî iñíóâàííÿ

lim
ε→0

∫ T

ε

[uε(t)(L̂βψε)(t)− g(t, uε(t))ψε(t)]dt.

Çàóâàæèìî, ùî L̂βψ ∈ Dk(V ) ïðè ψ ∈ Xk(V ) . Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.5,

çâiäñè îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ïðèïóùåííÿ (S): A ∈ A , β ∈ (0, 1) , u0 ∈ L(V ) , sA(u0) ≤ s , k ≥ s− 1 ,

g ∈ C
(
(0, T ]× R;V

)
, ∃

T∫
0

g(t, u(t))ψ(t)dt < +∞ ∀ψ ∈ Xk(V ). (4.35)

Çà ïðèïóùåííÿ (S) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi (çàäà÷ó Ê)

(Lβu)(t) = g(t, u(t)), t ∈ (0, T ], (4.36)

u(0) = u0. (4.37)

Ôîðìóëþâàííÿ 1 çàäà÷i: çíàéòè òàêó ôóíêöiþ u ∈ Mk(V ), ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü
T∫

0

u(t)(L̂βψ)(t)dt =

T∫
0

g(t, u(t))ψ(t)dt+ u0

∫ T

0

f1−β(t)ψ(t)dt ∀ψ ∈ Xk(V ).

(4.38)

Çàóâàæèìî, ùî òàêå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i óçãîäæó¹òüñÿ ç êîíöåïöi¹þ óçà-

ãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü ó øêîëi Þ. I. Ïåòóíiíà [116] òà

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ó øêîëi ß.Á. Ëîïàòèíñüêîãî.

Ôîðìóëþâàííÿ 2 çàäà÷i: çíàéòè ôóíêöiþ u ∈ Mk , ùî ¹ ãðàíèöåþ (â

Mk ) ïîñëiäîâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ uε ∈ Cβ
ε çàäà÷

(Lεβu)(t) = g(t, u(t)), t ∈ (ε, T ], (4.39)
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lim
ε→0

uε(ε)ϕ = u0ϕ ∀ϕ ∈ V. (4.40)

Ïðèìiòêà. Ç òåîðåìè 4.8 âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü âèêîíàííÿ óìîâè (4.40) äëÿ

ãðàíèöi (â Mk ) ïîñëiäîâíîñòi uε ∈ Cβ
ε ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü (4.39), ÿêùî âèêî-

íó¹òüñÿ (4.35) òà äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk

T∫
ε

g(t, uε(t))ψ(t)dt→
T∫

0

g(t, u(t))ψ(t)dt, ε→ 0. (4.41)

Ç íàñëiäêó 4.1 âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü âèêîíàííÿ óìîâè (4.40) ïðè sA(u0) ≤
k + 1 çà óìîâè (4.41).

ßñíî, ùî ôóíêöiÿ g(·, u(·)) ∈ C
(
(0, T ];V

)
ïðè u ∈ C̃β(V ).

Òåîðåìà 4.10. Ôóíêöiÿ u ∈Mk ∩ C̃β ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi ó ôîðìóëþ-

âàííi 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ó ôîðìóëþ-

âàííi 2.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ôóíêöiÿ u ∈ Mk ∩ C̃β çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.35) òà ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (4.36), (4.37) ó ôîðìóëþâàííi 2, à îòæå, ¹ ãðàíèöåþ

(â Mk ) ïîñëiäîâíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ uε ∈ Cβ
ε çàäà÷ (4.39), (4.40). Äëÿ äîâiëüíî¨

ψ ∈ Xk âèçíà÷èìî ψε(t) = ψ(t − ε) , t ∈ [ε, T + ε] , ε ∈ [0, ε0/2] . Ç óìîâ

òåîðåìè òà ç ïðèïóùåííÿ (4.35) çà òåîðåìîþ 4.8 îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ ãðàíèöi

ïðè ε→ 0 êîæíîãî äîäàíêó ó ëiâié ÷àñòèíi ðiâíîñòi (4.33).

Ç óìîâè (4.40) òà ïðèìiòêè äî ëåìè 4.5 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ

lim
ε→0

uε(ε)(f1−β∗̂ψε)(ε) = lim
ε→0

uε(ε)
T∫
0

f1−β(τ)ψ(τ)dτ =

= u0

T∫
0

f1−β(τ)ψ(τ)dτ ∀ψ ∈ Xk(V ).

Òàê ùî ïiñëÿ ïåðåõîäó â (4.33) äî ãðàíèöi ïðè ε→ 0 îòðèìà¹ìî òîòîæíiñòü

(4.38). Îòæå, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi ó ôîðìóëþâàííi 2 ¹ ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i

ó ôîðìóëþâàííi 1.

Òåïåð íåõàé u ∈ Mk ∩ C̃β òà ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Ê ó ôîðìóëþâàííi 1, à

îòæå, çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (4.38). Íåõàé

D
(
(ε, T );V

)
= {ϕ ∈ D0

(
[0, T ];V

)
; suppϕ ⊂ (ε, T )} .
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Iç (4.38) äëÿ ψ ∈ D
(
(ε, T );V

)
(î÷åâèäíî, ùî D

(
(ε, T );V

)
⊂ Xk(V ) äëÿ

âñiõ k ≥ 0 ) îäåðæó¹ìî

T∫
ε

u(t)(L̂βψ)(t)dt =

T∫
ε

g(t, u(t))ψ(t)dt,

à ç ôîðìóëè Ãðiíà äëÿ v = u ∈ C̃β , ψ ∈ D
(
(ε, T );V

)
T∫
ε

u(t)(L̂βψ)(t)dt =

T∫
ε

(Lεβu)(t)ψ(t)dt ∀ε ∈ (0, ε0).

Îòæå,

T∫
ε

(Lεβu)(t)ψ(t)dt =

T∫
ε

g(t, u(t))ψ(t)dt ∀ ψ ∈ D
(
(ε, T );V

)
.

Çâiäñè çà ëåìîþ Äþáóà-Ðåéìîíà [6, ñò. 28] (Lεβu)(t) = g(t, u(t)) ìàéæå äëÿ

âñiõ t ∈ (ε, T ], à ç òîãî, ùî u ∈ Cβ
ε òà ç íåïåðåðâíîñòi ôóíêöi¨ g îäåðæó¹ìî

(Lεβu)(t) = g(t, u(t)) äëÿ âñiõ t ∈ (ε, T ] .

Ìè ïîêàçàëè, ùî ðîçâ'ÿçîê u ∈ Mk ∩ C̃β çàäà÷i Ê ó ôîðìóëþâàííi 1

çàäîâîëüíÿ¹ êîæíå ç ðiâíÿíü (4.39). Îñêiëüêè u ∈ Mk(V ) ∩ C̃β , g(t, u(t)) ∈
C
(
(0, T ];V

)
òà âèêîíó¹òüñÿ (4.35), òî iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðè ε→ 0 ëiâî¨ ÷àñòèíè

ðiâíîñòi (4.33), ÿêà äîðiâíþ¹

T∫
0

[u(t)(L̂βψ)(t)− g(t, u(t))ψ(t)]dt.

Òîäi iñíó¹ lim
ε→0

u(ε)(f1−β∗̂ψε)(ε) =

= lim
ε→0

u(ε)
∫ T

0 f1−β(t)ψ(t)dt =
T∫
0

[u(t)(L̂βψ)(t)− g(t, u(t))ψ(t)]dt .

Iç (4.38) òà (4.33) äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈ Xk(V ) òà ðîçâ'ÿçêó u ∈Mk

⋂
C̃β(V )

çàäà÷i Ê ó ôîðìóëþâàííi 1 ìàòèìåìî

lim
ε→0

u(ε)

∫ T

0

f1−β(t)ψ(t)dt = u0

∫ T

0

f1−β(t)ψ(t)dt. (4.42)
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Çà ëåìîþ 4.3 äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ V iñíó¹ òàêà ψ ∈ Xk, ùî

(f1−β∗̂ψ)(0) =
∫ T

0 f1−β(t)ψ(t)dt = ϕ .

Òîìó ç (4.42) âèïëèâà¹ (4.40) � ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (4.36), (4.37) ó ôîðìó-

ëþâàííi 1 çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó (4.40). Òåîðåìà äîâåäåíà.

4.7 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïî-

õiäíîþ ó âàãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

Êðàéîâi çàäà÷i òà çàäà÷à Êîøi äëÿ ãiïîåëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè

ïîõiäíèìè ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié äîñëiäæåíi ó [3, 60, 19]. Àáñò-

ðàêòíà çàäà÷à Êîøi ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié äîñëiäæåíà â [15, 16].

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëåíî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ

ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïðè çàäàíèõ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ iç V ′ òà óçà-

ãàëüíåíié ôóíêöi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ. Ðîçâ'ÿçêè òàêî¨ çàäà÷i ìîæóòü

ìàòè ñèëüíi ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi ïðè t = 0 . Ðåçóëüòàòè [56] äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïîøèðåíî íà àáñòðàêòíi ïàðàáîëi÷íi

ðiâíÿííÿ. Çàóâàæèìî, ùî òî÷íi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ çi ñëàáèìè îñîáëèâîñòÿìè ïðè t = 0 îäåðæàíi ó [136].

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ïîäiáíî äî [149, c. 46], êàæåìî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ

f ∈ V ′ ìà¹ ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi sA(u0) ≤ s0 ùîäî îïåðàòîðà A , ÿêùî

iñíó¹ òàêà äîäàòíà ñòàëà Ĉ , ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ V

|(u0, ϕ)| ≤ Ĉ‖ϕ‖′s0
= max

0≤l≤s0

||Alϕ||V .

Ïðèïóùåííÿ (S ′) : A ∈ A , β ∈ (0, 1) ,

u0 ∈ V ′ , sA(u0) ≤ s , k ≥ sβ , f ∈ X ′k(V ) .

Çà ïðèïóùåííÿ (S') ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

(Lβu)(t) = f(t), t ∈ (0, T ], (4.43)

u(0) = u0. (4.44)
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Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Êîøi çà ïðèïóùåííÿ (S'): çíàéòè òàêó ôóíêöiþ

u ∈ D′k(V ), ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(u, L̂βψ) = (f, ψ) + (u0,

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt) ∀ψ ∈ Xk(V ). (4.45)

Îçíà÷åííÿ 4.3. Âåêòîð-ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi íàçâåìî òàêó âåêòîð-

ôóíêöiþ (G0(t), G1(t)) , ùî ïðè äîâiëüíèõ h ∈ V , f ∈ Cβ(V ) i òàêié, ùî

iñíó¹ G0 ∗ f ∈ C
(
[0, T ];V

)
, ôóíêöiÿ

v(t) = G1(t)h+ (G0 ∗ f)(t), t ∈ [0, T ] (4.46)

¹ ðîçâ'ÿçêîì (iç Cβ(V ) ) çàäà÷i

Lregβ v(t) = f(t), v(0) = h. (4.47)

Ëåìà 4.7. Ïðàâèëüíi ñïiââiäíîøåííÿ

T∫
0

G1(t)(L̂βψ)(t)dt =

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt,

[
G0∗̂(L̂βψ)

]
(t) = ψ(t), ∀ψ ∈ Cβ(V ).

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è ó ôîðìóëó Ãðiíà (4.28) çàìiñòü v(t) ôóíêöiþ

(4.46)� ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.47) ïðè f ÿê ó îçíà÷åííi 4.3, ìàòèìåìî
T∫
0

[G1(t)h+ (G0 ∗ f)(t)](L̂βψ)(t)dt =
T∫
0

ψ(t)f(t)dt−
T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt h.

Âðàõîâóþ÷è, ùî

T∫
0

(G0 ∗ f)(t)(L̂βψ)(t)dt =

T∫
0

( t∫
0

G0(t− τ)f(τ)dτ
)
(L̂βψ)(t)dt =

T∫
0

( T∫
τ

(L̂βψ)(t)G0(t− τ)dt
)
f(τ)dτ =

T∫
0

[G0∗̂(L̂βψ)](τ)f(τ)dτ,

çà äîâiëüíiñòþ ôóíêöi¨ f , åëåìåíòà h ∈ V , iç ïîïåðåäíüî¨ òîòîæíîñòi îäåð-

æó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.
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Ïðèìiòêà. Äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ Dk(V ) òà ôóíêöi¨ ψ ∈ Xk(V ) , âèçíà÷åíî¨

ëåìîþ 4.4, ìàòèìåìî

T∫
0

G1(t)ϕ(t)dt =

T∫
0

G1(t)(L̂βψ)(t)dt,

à òîäi çà ëåìîþ 4.4

T∫
0

G1(t)ϕ(t)dt =

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt =
[
f1−β(t)∗̂ψ(t)

]
|t=0 =

=
[
f1−β(t)∗̂

(
(fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ

)
(t)
]
|t=0 =

[
Sβ,A(t))∗̂ϕ(t)

]
|t=0 =

=

T∫
0

Sβ,A(t)ϕ(t)dt.

Îòîæ,
T∫
0

G1(t)ϕ(t)dt =
T∫
0

Sβ,A(t)ϕ(t)dt äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ Dk(V ) .

Àíàëîãi÷íî, äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ Dk(V ) òà ôóíêöi¨ ψ ∈ Xk(V ) , âèçíà÷åíî¨

ëåìîþ 4.4,
[
G0∗̂ϕ

]
(t) = ψ(t) =

(
(fβ−1 ∗ Sβ,A)∗̂ϕ

)
(t) , à îòæå,

G0(t) = fβ−1(t) ∗ Sβ,A(t).

Òåîðåìà 4.11. Çà ïðèïóùåííÿ (S ′) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′k(V ) çà-

äà÷i (4.43)-(4.44). Âií çàäàíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) = (f,G0∗̂ϕ) + (u0, (G1∗̂ϕ)(0)) ∀ϕ ∈ Dk(V ). (4.48)

Ïðèìiòêè: 1. Âðàõîâóþ÷è ïîïåðåäíþ ïðèìiòêó òà òåîðåìó 4.11, ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê (4.48) çàäà÷i ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(u, ϕ) = (f, (fβ−1 ∗ Sβ,A(t))∗̂ϕ) + (u0,

T∫
0

Sβ,A(t)ϕ(t)dt) ∀ϕ ∈ Dk(V ). (4.49)

2. Iç ôîðìóëè (4.49) îäåðæó¹ìî, ùî çà óìîâ

u0 ∈ V , fβ−1 ∗ f ∈ C
(
[0, T ];V

)
<=> f = f1−β ∗ g , äå g ∈ C

(
[0, T ];V

)
,
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¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.43), (4.44) âèðàæà¹òüñÿ âiäîìîþ ôîðìóëîþ

u = fβ−1 ∗ Sβ,A(t) ∗ f + Sβ,A(t)u0 = Sβ,A(t) ∗ g + Sβ,A(t)u0 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.11. Ç îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi

|(u0, Sβ,A(t)h)| ≤ Ĉ max
0≤l≤k

sup
t∈(0,T ]

‖AlSβ,A(t)h‖V , h ∈ V .

Çíàéäåìî îöiíêè ||AlSβ,A(t)h||V , t ∈ (0, T ], h ∈ V .

Áóëî ïîêàçàíî, ùî f−β(t)∗Sβ(t)h = ASβ,A(t)h+f1−β(t)h äëÿ âñiõ h ∈ V .

Çâiäñè

ASβ,A(t)h = f−β(t) ∗ Sβ,A(t)h− f1−β(t)h = f1−β(t) ∗ S ′β,A(t)h− f1−β(t)h ,

à òîäi

AS ′β,A(t)h = f1−β(t) ∗ S ′′β,A(t)h− f−β(t)h ,

. . . ,

AS
(l)
β,A(t)h = f1−β(t) ∗ S(l+1)

β,A (t)h− f1−β−l(t)h ∀h ∈ V , l = 1, 2, . . . , s .

Çâiäñè

A2Sβ,A(t)h = A(ASβ,A(t)h) = A[f1−β(t) ∗ S ′β,A(t)h− f1−β(t)h] =

= f1−β ∗
(
AS ′β,A(t)h

)
− f1−β(t)Ah =

= f1−β(t) ∗
(
f1−β(t) ∗ S ′′β,A(t)h− f−β(t)h

)
− f1−β(t)Ah =

= f2−2β(t) ∗ S ′′β,A(t)h− f1−2β(t)h− f1−β(t)Ah ,

A3Sβ,A(t)h = A(A2Sβ,A(t)h) =

= A[f2−2β(t) ∗ S ′′β,A(t)h− f1−2β(t)h− f1−β(t)Ah] =

= f2−2β(t) ∗ (AS ′′β,A(t)h)− f1−2β(t)Ah− f1−β(t)A2h =

= f2−2β(t) ∗
(
f1−β(t) ∗ S(3)

β,A(t)h− f−β−1(t)h
)
− f1−2β(t)Ah− f1−β(t)A2h =

= f3−3β(t) ∗ S(3)
β,A(t)h− f1−3β(t)h− f1−2β(t)Ah− f1−β(t)A2h ,

. . .

AlSβ,A(t)h = fl−lβ(t)∗S(l)
β,A(t)h−f1−lβ(t)h−f1−(l−1)β(t)Ah−· · ·−f1−β(t)Al−1h

äëÿ âñiõ h ∈ V , l = 1, 2, . . . , s .
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöi¨ tlβf1−lβ(t) îáìåæåíi äëÿ âñiõ l ∈ N .

Ó [177] äîâåäåíî iñíóâàííÿ òàêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ C ′ , Cm , m ∈ N, ùî

||Sβ,A(t)||L(V ) ≤
C ′

1 + |r(A)|tβ
, t ≥ 0, (4.50)

||( d
dt

)mSβ,A(t)||L(V ) ≤
Cm
tm
, t > 0, m ∈ N. (4.51)

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè (4.50), (4.51), îäåðæó¹ìî

||AlSβ,A(t)h||V ≤
∫ t

0 fl−lβ(t− τ)||S(l)
β,A(τ)h||V dτ+

+Cβ
(
t−lβ||h||V + · · ·+ t−β||Al−1h||V

)
, l = 1, 2, . . . , s äëÿ âñiõ h ∈ V ,

Çâiäñè çà óìîâè íà ÷èñëî k : k > sβ îäåðæó¹ìî îáìåæåíiñòü óñiõ iíòåãðà-

ëiâ
T∫
0

%k(t)‖AlSβ,A(t)‖L(V )dt , 0 ≤ l ≤ s òà ñêií÷åííiñòü∣∣∣(u0, (G1∗̂ϕ)(0)
)∣∣∣ =

∣∣∣(u0,
T∫
0

Sβ,A(t)ϕ(t)dt
)∣∣∣ =

=
∣∣∣ T∫

0

(u0, Sβ,A(t)ϕ(t))dt
∣∣∣ ≤ Ĉ

T∫
0

%k(t)‖Sβ,A(t)‖L(V )dt ∀ϕ ∈ Dk(V ) .

Çãiäíî ç ïðèìiòêîþ, ôóíêöiÿ G0∗̂ϕ = ψ ∈ Xk(V ) ïðè ϕ ∈ Dk(V ) (ψ

âèçíà÷åíà ëåìîþ 4.4). Îòæå, ôîðìóëîþ (4.48) îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíî u ∈
D′k(V ) .

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ (4.48) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (4.45) äëÿ êîæíî¨

ψ ∈ Xk(V ) . Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.4, äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(V ) ìàòèìåìî

(u, L̂βψ) = (f,G0∗̂(L̂βψ)) + (u0, (G1∗̂L̂βψ)(0)) =

= (f, ψ) +
(
u0,

T∫
0

G1(t)(L̂βψ)(t)dt
)

= (f, ψ) +
(
u0,

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt
)
.

Ìè ïîêàçàëè, ùî ôóíêöiÿ (4.48) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.43), (4.44).

ßêùî u1 , u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (4.43)-(4.44), u = u1 − u2 , òî u ∈ D′k(V )

òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (u, L̂βψ) = 0 äëÿ êîæíî¨ ψ ∈ Xk(V ). Òîäi çà ëåìîþ

4.4 (u, ϕ) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ Dk(V ), òîáòî u = 0 ó D′k(V ) . 2

Îêðåìî âèâ÷èìî âëàñòèâîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî îäíî-

ðiäíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ïðè óçàãàëüíåíié ôóíêöi¨ â

ïî÷àòêîâié óìîâi.
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Ïðèïóùåííÿ (Sβ ): A ∈ A , β ∈ (0, 1) , u0 ∈ V ′ , sA(u0) ≤ s , k ≥ sβ .

Çà ïðèïóùåííÿ (Sβ ) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîøi

(Lβu)(t) = 0, t ∈ (0, T ], (4.52)

u(0) = u0. (4.53)

Òåîðåìà 4.12. Çà ïðèïóùåííÿ (Sβ ) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cβ ∩Mk

çàäà÷i Êîøi (4.52),(4.53). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

u(t)h = (u0, Sβ,A(t)h), t ∈ (0, T ], h ∈ V. (4.54)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Sβ,A(t)h ∈ V äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà h ∈ V , òî

ïðàâà ÷àñòèíà (4.54) ìà¹ ñåíñ. Ç âèãëÿäó u òà âëàñòèâîñòåé Sβ,A(t) âèïëè-

âà¹, ùî ôóíêöiÿ (4.54) íàëåæèòü êëàñó Cβ . Ïîêàæåìî, ùî âîíà íàëåæèòü

ïðîñòîðó Mk .

Ç îçíà÷åííÿ ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi

|(u0, Sβ,A(t)h)| ≤ Ĉ max
0≤l≤s

sup
t∈(0,T ]

||AlSβ,A(t)h||V , h ∈ V .

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 4.11 áóëè çíàéäåíi îöiíêè

‖AlSβ,A(t)h‖V ≤
∫ t

0 fl−lβ(t− τ)‖S(l)
β,A(τ)h‖V dτ+

Cβ
(
t−lβ‖h‖V + · · ·+ t−β‖Al−1h‖V

)
, l = 1, 2, . . . , s äëÿ âñiõ h ∈ V .

Çâiäêè çà óìîâè íà ÷èñëî k : k > sβ îäåðæó¹ìî îáìåæåíiñòü óñiõ iíòåãðàëiâ
T∫
0

%k(t)||AlSβ,A(t)(t)h||V dt , 0 ≤ l ≤ s òà ñêií÷åííiñòü ||u||k .

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ (4.54) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (4.45) ïðè f = 0 ,

òîáòî

(u, L̂βψ) = (u0,

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt) ∀ψ ∈ Xk(V ). (4.55)

Äëÿ v ∈ Cβ(V ) òà ψ ∈ Xk(V ) ïðàâèëüíà ôîðìóëà Ãðiíà

T∫
0

(Lregβ v)(t)ψ(t)dt =

T∫
0

v(t)(L̂βψ)(t)dt−
T∫

0

f1−β(t)ψ(t)dt v(0).
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Ïiäñòàâëÿþ÷è ó íå¨ ôóíêöiþ v(t) = Sβ,A(t)h � ðîçâ'ÿçîê êëàñè÷íî¨ çàäà÷i

Êîøi (ïðè u0 = h ∈ V ), äëÿ äîâiëüíèõ ψ ∈ Xk(V ) , h ∈ V ìàòèìåìî

T∫
0

Sβ,A(t)h(L̂βψ)(t)dt =

T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dth, t ∈ (0, T ], h ∈ V, (4.56)

à òîäi, âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ôóíêöi¨ (4.54), ¨¨ âëàñòèâîñòi, äîâiëüíiñòü åëåìåíòà

h ∈ V , àíàëîã òåîðåìè Ôóáiíi ([6, c. 59], ôîðìóëà (3.2)) òà ôîðìóëó (4.45),

äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xk(V ) ìàòèìåìî
T∫
0

u · L̂βψdt =
T∫
0

(u0, Sβ,A(t))L̂βψ(t)dt =

= (u0,
T∫
0

Sβ,A(t)L̂βψ(t)dt) = (u0,
T∫
0

f1−β(t)ψ(t)dt) .

Ìè ïîêàçàëè, ùî ôóíêöiÿ (4.54) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.52), (4.53).

Äîâåäåìî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.52), (4.53). ßêùî u1, u2 � äâà ¨¨

ðîçâ'ÿçêè, u = u1 − u2 , òî u ∈ Mk(V ) i, çãiäíî ç ôîðìóëþâàííÿì 1 çàäà÷i,
T∫
0

uL̂βψdt = 0 . Òîäi çà ëåìîþ 4.4
T∫
0

uϕdt = 0 äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Dk(V ) , à

îòæå, u = 0 â Mk(V ) .

Ïðèìiòêà. Òàê ñàìî ïîêàçó¹ìî, ùî çà ïðèïóùåííÿ (S) ïðè g = 0 òà k >

max{s − 1, sβ} iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C̃β ∩ Mk çàäà÷i Êîøi (4.36),

(4.37), òîáòî çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ç îïåðàòîðîì

u0 ïîðÿäêó sA(u0) ≤ s . Ðîçâ'ÿçîê âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

u(t)h = u0Sβ,A(t)h, t ∈ (0, T ], h ∈ V.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãó-

ëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà ç

ÿäðàìè íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ, ïîðîäæåíèõ ñåêòîðiàëüíè-

ìè îïåðàòîðàìè. Îêðåìèìè âèïàäêàìè òàêèõ ðiâíÿíü ¹ iíòåãðàëüíi ðiâíÿí-

íÿ, äî ÿêèõ çâîäÿòüñÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ

ðiâíÿíü òà àáñòðàêòíèõ ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

ßê îêðåìèé âèïàäîê çâiäñè îäåðæó¹ìî äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi òà ìàê-

ñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ïiâëiíiéíî¨

ïàðàáîëi÷íî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì òà äàíèìè çi

çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Çíàéäåíî íîâi äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ïiâ-

ëiíiéíîãî àáñòðàêòíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, çáóðåíîãî íà êîìïëåêñíié ií-

òåðïîëÿöiéíié øêàëi, òà äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi íîðìàëüíèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, çáóðåíèõ ïñåâäîäèôå-

ðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè.

Ïîáóäîâàíî íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çáóðåíèõ çàäà÷ äëÿ ïiâëiíiéíèõ ðiâ-

íÿíü ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ çàäà÷ iç íåçáóðåíèì îïåðàòîðîì.

Çíàéäåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü

ðîçâ'ÿçêiâ ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç îïåðàòîðàìè â áàíàõîâié àëãåáði V òà

äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ïðè çáóðåííÿõ öi¹¨ äðîáîâî¨ ïîõiäíî¨, à äëÿ âiäïîâiäíèõ

ëiíiéíèõ ðiâíÿíü âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ïðè

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ iç V ′ òà óçàãàëüíåíié ôóíêöi¨ â ïðàâié ÷àñòèíi ðiâíÿííÿ ç

ïåâíîãî âàãîâîãî ôóíêöiéíîãî ïðîñòîðó.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [83�88].



Ðîçäië 5

Çàäà÷à Êîøi òà íåîäíîðiäíi êðàéîâi

çàäà÷i â ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié

Âèâ÷àþòüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõi-

äíèìè ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðîñòîðîâèìè (âæå ó ãîëîâíié ÷àñòèíi) çìiííè-

ìè òà êðàéîâi çàäà÷i ç íåîäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Äîâåäåíî òåîðåìè

iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó ðiçíèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

5.1 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ iç ïñåâäîäèôåðåíöiàëü-

íèì îïåðàòîðîì

Ó [182] òà [155] ïîáóäîâàíî âiäïîâiäíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê G0(x, t)

ðiâíÿííÿ

u
(β)
t + a2(−∆)α/2u = F (x, t), (x, t) ∈ QT = Rn × (0, T ] (5.1)

ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ u
(β)
t òà ôóíêöiþ Ãðiíà G1(x, t) çàäà÷i

Êîøi

Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u = 0, u(x, 0) = g1(x), x ∈ Rn.

Îïåðàòîð J−α = (−∆)α/2 ¹ îáåðíåíèì äî çãîðòêîâîãî îïåðàòîðà

Jα = (−∆)−α/2 : (Jαg)(x) = Jα(x) ∗ g(x) ∀g ∈ S(Rn),

äå Jα(x) = 2−απn/2
Γ(n−α2 )

Γ(α2 ) |x|
α−n , Γ(λ) � ãàìà-ôóíêöiÿ. Çàóâàæèìî, ùî

(Jαg)(x) =
∫
Rn
Jα(x− y)g(y)dy ïðè 0 < α < n .

170
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Çà âëàñòèâiñòþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ F çãîðòêè òà ôîðìóëîþ ç [149], c. 156,

F [(−∆)−α/2g(x)] = F [Jα(x)]F [g(x)] = |λ|−αF [g(x)] .

Îñêiëüêè J−αψ = g <=> ψ = Jαg <=> F [ψ] = |λ|−αF [g] , òî

F [J−αψ] = F [g] = |λ|αF [ψ] , à îòæå, F [(−∆)α/2g(x)] = |λ|αF [g(x)] .

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâ-

íÿííÿ (5.1) ïðè β ∈ (0, 1) ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó D′ òà

âàãîâèõ ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Âñòàíîâëåíî õàðàêòåð îñîáëèâî-

ñòåé ðîçâ'ÿçêó ïðè t = 0 çàëåæíî âiä õàðàêòåðó îñîáëèâîñòåé ôóíêöié ó

ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíÿííÿ òà ïî÷àòêîâî¨ óìîâè.

5.1.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i

Ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Cα,β(QT ) êëàñ íåïåðåðâíèõ îáìåæåíèõ ôóíêöié v(x, t) ,

(x, t) ∈ Q̄T , ðiâíèõ íóëþ ïðè t ≥ T òà ç íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè (−∆v)α/2 ,

Dβ
t v â QT . Ââîäèìî îïåðàòîðè

L̂ : (L̂v)(x, t) ≡ f−β(t)∗̂v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D(Q̄T ) ,

L : (Lv)(x, t) ≡ f−β(t) ∗ v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),

Lreg : (Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ Cα,β(QT )

òà ôóíêöiéíèé ïðîñòið

X(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ D(Q̄T )} .

Ç ëåìè 5.3 âèïëèâàòèìå, ùî X(Q̄T ) íåïîðîæíèé.

Ïðèïóùåííÿ:

(Lα,β) β ∈ (0, 1), min{n, 2, α} > (n− 1)/2 , α 6= β ,

(FU) F ∈ X ′(Q̄T ) , u0 ∈ E ′(Rn) .

Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) òà (FU) âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó Êîøi

(Lu)(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ QT , u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn. (5.2)

Îçíà÷åííÿ 5.1. Ôóíêöiÿ u ∈ D′(Q̄T ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t)) = (F, ψ) + (u0(x),

T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ X(Q̄T ), (5.3)
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íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.2).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ u ∈ Cα,β(QT ) , ψ ∈ D(Q̄T ) ïðàâèëüíà ôîðìóëà Ãðiíà∫
QT

u(x, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt = (5.4)

∫
QT

(Lregu)(x, t)ψ(x, t)dxdt+
∫
Rn
u(x, 0)dx

T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt ,

ÿêà äîâîäèòüñÿ ÿê ëåìà 4.6. Òîìó çàäà÷ó (5.2) ìîæíà ââàæàòè óçàãàëüíåííÿì

çàäà÷i Êîøi

Lregu = g0(x, t), (x, t) ∈ QT (5.5)

u(x, 0) = g1(x), x ∈ Rn (5.6)

ç ðåãóëÿðíèìè äàíèìè g0 , g1 . Ç îäåðæàíî¨ íèæ÷å òåîðåìè 5.1 ìîæíà âèâåñòè,

ùî ïðè äîñòàòíüî ãëàäêèõ òà ôiíiòíèõ F = g0 , u0 = g1 ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (5.2)

òà (5.5), (5.6) çáiãàþòüñÿ.

5.1.2 Âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà.

Îçíà÷åííÿ 5.2. Âåêòîð-ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi (5.2) íàçèâà¹òüñÿ òàêà

ïàðà ôóíêöié (G0(x, t), G1(x, t)) , ùî ïðè äîñòàòíüî ãëàäêèõ òà ôiíiòíèõ g0 ,

g1 ôóíêöiÿ

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy

+

∫
Rn

G1(x− y, t)g1(y)dy, (x, t) ∈ QT (5.7)

¹ êëàñè÷íèì (iç Cα,β(QT ) ) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.5), (5.6).

Ç îçíà÷åííÿ G1(x, t) ÿê ÿäðà Ïóàññîíà çàäà÷i Êîøi âèïëèâà¹, ùî

LregG1(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , G1(x, 0) = δ(x), x ∈ Rn. (5.8)

Òàêîæ LG0(x, t) = δ(x, t) , (x, t) ∈ QT . Òóò δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.
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ßêùî ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (5.7) êëàñè÷íî¨ çàäà÷i Êîøi (5.5), (5.6) â ôîð-

ìóëó Ãðiíà, òî ïðè äîâiëüíié ψ ∈ X(Q̄T ) îäåðæèìî∫
QT

( t∫
0

dτ
∫
Rn
G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt+

+
∫
QT

( ∫
Rn
G1(x− y, t)g1(y)dy

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫
QT

g0(x, t)ψ(x, t)dxdt+
∫
QT

g1(x)f1−β(t)ψ(x, t)dxdt ,

òîáòî
∫
QT

( T∫
τ

dt
∫
Rn
G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx

)
g0(y, τ)dydτ+

+
∫
Rn

( ∫
QT

G1(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)
g1(y)dy =

=
∫
QT

ψ(y, τ)g0(y, τ)dydτ +
∫
Rn

( T∫
0

f1−β(t)ψ(y, t)dt
)
g1(y)dy.

Çà äîâiëüíiñòþ g0, g1 îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 5.1. Äëÿ êîæíî¨ ψ ∈ X(Q̄T )

T∫
τ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄T ,

∫
QT

G1(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

T∫
0

f1−β(t)ψ(y, t)dt, (y, t) ∈ Rn.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî G0(x, t) = fβ−1(t) ∗G1(x, t) , (x, t) ∈ QT .

Íåõàé (Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T∫
τ

∫
Rn
G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx ,

(Ĝ1ϕ)(y, τ) =
∫
QT

G1(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt , ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Ëåìà 5.2. Ĝ0 : D(Q̄T )→ C∞,(0)(Q̄T ) , Ĝ1 : D(Q̄T )→ C∞(Rn) .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [182] (ôîðìóëà (13)),

G0(x, t) =
πn/2tβ−1

|x|n
H2,1

2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (β, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)
, |x| 6= 0,

(5.9)
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à çãiäíî ç [155] (ôîðìóëà (33)),

G1(x, t) =
πn/2

|x|n
H2,1

2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (1, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)
, |x| 6= 0, (5.10)

äå Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
�H-ôóíêöiÿ Ôîêñà [207], i çîáðàæåí-

íÿ (5.10) ïðàâèëüíå ïðèíàéìíi çà ïðèïóùåííÿ (Lα,β) .

Ïðè β < α òàêîæ ôóíêöiþ G1(x, t) ìîæíà ïîäàòè ðÿäîì [155]

G1(x, t) =
πn/2

|x|n
∞∑
k=0

(−1)k(
|x|α

2αa2tβ
)k+1 Γ(n− α− αk/2)

Γ(1− β − βk/2)Γ(α + αk/2)
.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ iç [207] äëÿ Hm,n
p,q :

a∗ =
∑n

i=1 αi −
∑p

i=n+1 αi +
∑m

i=1 βi −
∑q

i=m+1 βi ,

∆∗ =
∑q

i=1 βi −
∑p

i=1 αi .

Äëÿ îáîõ ôóíêöié G0, G1 ìà¹ìî a∗ = 2−β , ∆∗ = α−β . Òîìó çà òåîðåìîþ
1.1 [207] ïðè β 6= α (∆∗ 6= 0 ) ôóíêöi¨ G0, G1 iñíóþòü äëÿ âñiõ x 6= 0 , t > 0 .

Ó [207] ïîáóäîâàíà àñèìïòîòèêà äëÿ H -ôóíêöié Ôîêñà. Âðàõîâóþ÷è, ùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.6) òà (1.3.2) iç [207], çà òåîðåìîþ 1.7 iç [207] îäåðæó¹ìî

îöiíêè

|G0(x, t)| ≤ C0

t1−β |x|n , |G1(x, t)| ≤ C1

|x|n ïðè |x|α > tβ .

Çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè 1.12 [207] îäåðæó¹ìî îöiíêè ïðè |x|α < tβ :

|G0(x, t)| ≤ C∗0
t|x|n−α ln

tβ

|x|α , ÿêùî α < n ,

|G0(x, t)| ≤ C∗0

t1−β(α−nα )
ln tβ

|x|α ó âèïàäêó α ≥ n ,

|G1(x, t)| ≤ C∗1
tβ |x|n−α ln

tβ

|x|α , ÿêùî α < n ,

|G1(x, t)| ≤ C∗1
tnβ/α

ln tβ

|x|α äëÿ α ≥ n .

Òóò C0, C1, C
∗
0 , C

∗
1 � ïåâíi äîäàòíi ñòàëi. Ó âèïàäêó

α 6= n+ 2l

σ
, l ∈ Z+, σ ∈ N (5.11)

ïðàâèëüíi òàêi æ îöiíêè áåç ëîãàðèôìiâ.
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Ç îäåðæàíèõ âèùå îöiíîê âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü ôóíêöié G0, G1 â QT ,

à çâiäñè � íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié (Ĝ0ϕ)(y, τ) â QT òà (Ĝ1ϕ)(y) â Rn ïðè

ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Îñêiëüêè ∂
∂yi
G0(x− y, t) = − ∂

∂xi
G0(x− y, t) ,

∂
∂τG0(x− y, t− τ) = − ∂

∂tG0(x− y, t− τ)

i ïîäiáíî äëÿ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ, ϕ ∈ D(Q̄T ) , òî äëÿ âñiõ γ̄

Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ) =
∫
QT

G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt òà Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, T ) = 0

çà óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ

vγ̄(y, τ) =
T∫
τ

∫
Rn
G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dx , ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Çà öi¹¨ óìîâè ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi îäåðæèìî, ùî Dγ̄(Ĝ0ϕ) ∈ C(QT ) äëÿ

äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó γ̄ , à îòæå, Ĝ0ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Ïîêàæåìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ vγ̄(y, τ) äëÿ êîæíîãî γ̄ . Ðîç-

ãëÿäà¹ìî äëÿ ïðîñòîòè âèïàäîê (5.11).

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ G0(x − y, t − τ) , ôiíiòíiñòü òà îáìåæåíiñòü

ôóíêöié Dγ̄ϕ(x, t) â QT , ó âèïàäêó α < n ìàòèìåìî

|vγ̄(y, τ)| ≤
T∫
τ

[ ∫
x:|x−y|α<(t−τ)β

|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx+

+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β
|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx

]
dt ≤

≤ c0

T∫
τ

[ ∫
x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)|x−y|n−αdx+

∫
x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|ndx

]
dt ≤

≤ c1

[ T∫
τ

dt
t−τ

(t−τ)β/α∫
0

rα−1dr +
T∫
τ

1
(t−τ)1−βdt

+∞∫
(t−τ)β/α

|Dγ̄ϕ(x, t)|r−1dr
]
≤

≤ c2

T∫
τ

1
(t−τ)1−β [1 + |ln(t− τ)β/α|]dt < +∞ .

Òóò i äàëi ci, di , i = 0, 1, . . . � äîäàòíi ñòàëi.

Ó âèïàäêó α ≥ n ïîäiáíî îäåðæó¹ìî

|vγ̄(y, τ)| ≤ c3

T∫
τ

[ ∫
x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β(1−nα )dx
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+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|ndx

]
dt ≤

≤ c4

T∫
τ

1
(t−τ)1−β [1 + |ln(t− τ)β/α|]dt < +∞ .

Ìè äîâåëè, ùî Ĝ0 : D(Q̄T )→ C∞,(0)(Q̄T ) .

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ G1(x, t) , òàê ñàìî ïîêàçó¹ìî, ùî

Ĝ1 : D(Q̄T )→ C∞(Rn) . Ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) ðîçãëÿäà¹ìî

wγ(y) =
T∫
0

dt
∫
Rn
G1(x− y, t)Dγϕ(x, t)dx =

T∫
0

dt
∫

x:|x−y|α<tβ
G1(x−y, t)Dγϕ(x, t)dx+

T∫
0

dt
∫

x:|x−y|α>tβ
G1(x−y, t)Dγϕ(x, t)dx .

Ó âèïàäêó α < n ìàòèìåìî

|wγ(y)| ≤ d0

T∫
0

[ ∫
x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|
tβ |x−y|n−αdx+

∫
x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]
dt ≤

≤ d1

[ T∫
0

dt
tβ

tβ/α∫
0

rα−1dr +
T∫
0

dt
+∞∫
tβ/α
|Dγϕ(x, t)|r−1dr

]
≤ d2

T∫
0

[1 + |lntβ/α|]dt < +∞ .

Ó âèïàäêó α ≥ n

|wγ(y)| ≤ d3

T∫
0

[ ∫
x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|
tnβ/α

dx+
∫

x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]
dt ≤

≤ d4

T∫
0

[1 + |lntβ/α|]dt < +∞ .

Ëåìà 5.3. Äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ψ ∈ X(Q̄T ) , ùî

(L̂ψ)(x, t) = ϕ(x, t) , (x, t) ∈ QT .

Äîâåäåííÿ. Ïîêàçó¹ìî, ùî øóêàíîþ ¹ ôóíêöiÿ

ψ(y, τ) =

T∫
τ

dt

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx.

Ñïðàâäi, çà ëåìîþ 5.2 ψ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) ,

(L̂ψ)(y, τ) = L̂(G0(x− y, t− τ), ϕ(x, t))QT = L̂(G0(x, t), ϕ(x+ y, t+ τ))QT =
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= (G0(x, t), (L̂ϕ)(x+ y, t+ τ))QT = ((LG0)(x, t), ϕ(x+ y, t+ τ))QT =

= (δ(x, t), ϕ(x+ y, t+ τ))QT = ϕ(y, τ) , (y, τ) ∈ QT .

Ç ëåìè âèïëèâà¹, ùî L̂(Ĝ0ϕ) = ϕ ∈ D(Q̄T ) , à òîìó ùî çà ëåìîþ 5.2

Ĝ0ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) , òî, îá'¹äíóþ÷è öi ðåçóëüòàòè, îäåðæó¹ìî,

ùî Ĝ0 : D(Q̄T )→ X(Q̄T ) .

5.1.3 Òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi.

1.

Òåîðåìà 5.1. Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) , (FU) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q̄T )

çàäà÷i (5.2). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ)QT = (F, Ĝ0ϕ)QT + (u0, Ĝ1ϕ)QT ∀ϕ ∈ D(Q̄T ). (5.12)

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ëåì 5.2, 5.3 Ĝ0 : D(Q̄T ) → X(Q̄T ) , Ĝ1 : D(Q̄T ) →
C∞(Rn) . Îòîæ, ïðàâà ÷àñòèíà â ôîðìóëi (5.12) ìà¹ ñåíñ i ôîðìóëîþ (5.12)

âèçíà÷åíî u ∈ D′(Q̄T ) .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (5.12) ó òîòîæíiñòü (5.3), âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó

5.1, ïîêàçó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (5.12) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.2):

(u, L̂ψ) = (F, Ĝ0(L̂ψ)) + (u0, Ĝ1(L̂ψ)) =

= (F, ψ)QT + (u0(x),
T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ X(Q̄T )

ßêùî u1, u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.2), òî ôóíêöiÿ u = u1− u2 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

(u, L̂ψ)QT = 0 ∀ψ ∈ X(Q̄T ) .

Çà ëåìîþ 5.3 äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ ψ ∈ X(Q̄T ) ,

ùî L̂ψ = ϕ â QT . Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ òîòîæíîñòi (u, ϕ)QT = 0 äëÿ êîæíî¨

ϕ ∈ D(Q̄T ) , òîáòî u = 0 â D′(Q̄T ) . Òåîðåìà äîâåäåíà.

2. Ðåçóëüòàò òåîðåìè 5.1 ìîæíà ïîêðàùèòè: âèçíà÷èòè çàëåæíiñòü õàðàê-

òåðó îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðè t = 0 âiä îñîáëèâîñòåé ïðàâî¨ ÷à-
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ñòèíè ðiâíÿííÿ òà ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ â ïî÷àòêîâié

óìîâi.

Îçíà÷åííÿ 5.3. Óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ P ∈ D′(Rn) ìà¹ ïîðÿäîê ñèíãóëÿð-

íîñòi s(P ) ≤ s0 ([149] , c. 46), ÿêùî (P, ϕ) =
∑
|γ|≤s0

∫
Rn
Dγϕ(x)Pγ(x)dx äëÿ âñiõ

ϕ ∈ D(Rn) , äå Pγ ∈ L1,loc(R
n) , |γ| ≤ s0 .

×åðåç ρ(x, t) ( (x, t) ∈ Q̄T ) ïîçíà÷à¹ìî íåâiä'¹ìíó ôóíêöiþ iç D(Q̄T ) ,

äîäàòíó â Qτ , τ < T , ùî ìà¹ ïîðÿäîê tβ/α ïðè t → 0 ( lim
t→0+

t−
β
αρ(x, t) =

const ), à òàêîæ ρ(x, t) ≤ 1 â Q̄T .

Äëÿ k ≥ 0 âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè:

Dk(Q̄T ) = {ϕ ∈ Ck,(0)
0 (Q̄T )(ϕ ∈ D(Q̄T ) ïðè k ∈ N

⋃
{0} = N0) :

ρ|γ̄|−kDγ̄ϕ ∈ C(Q̄T ) ∀γ̄ : |γ̄| ≤ k} ,

Xk(Q̄T ) = {ϕ ∈ Ck+α,(0)(Q̄T )(ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) ïðè k ∈ Z+) : L̂ϕ ∈ Dk(Q̄T )},
äå p̄ � íàéáiëüøå öiëå ÷èñëî, ìåíøå p ,

D′k(Q̄T ) , X ′k(Q̄T ) � ïðîñòîðè ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ âiäïîâiäíî

íà Dk(Q̄T ) , Xk(Q̄T ) .

Êàæåìî, ùî ϕl → 0 , l → ∞ â Dk(Q̄T ) , ÿêùî ρ|γ̄|−kDγ̄ϕl → 0 , l → ∞
ðiâíîìiðíî â Q̄T äëÿ âñiõ |γ̄| ≤ k , ϕl → 0 , l→∞ â Xk(Q̄T ) , ÿêùî ϕl → 0

â Ck+α(Q̄T ) òà L̂ϕl → 0 â Dk(Q̄T ) .

Çàóâàæèìî, ùî Xk(Q̄T ) íåïîðîæíèé. Öå âèïëèâà¹ ç ëåìè 5.3: ôóíêöiÿ ψ

â ëåìi 5.3 íàëåæèòü Xk(Q̄T ) ïðè ϕ ∈ Dk(Q̄T ) .

Äî ïðîñòîðiâ Dk(Q̄T ) íàëåæàòü, çîêðåìà, ìíîæèíè ôóíêöié

{ϕ ∈ D(Q̄T ) : ϕ = %k · ψ, ψ ∈ D(Q̄T )} ,

à ôóíêöi¨ çi ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè ïðè t = 0 âèãëÿäó v = %−kv0 , äå v0 ∈
L1,loc(QT ) , íàëåæàòü äî âàãîâèõ ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D′k(Q̄T ) .

Ïðèïóùåííÿ (Fs): u0 ∈ E ′(Rn) , s(u0) ≤ s , k > s− α
β , F ∈ Xk(Q̄T ) .

Çà ïðèïóùåííÿ (Fs) âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó Êîøi (5.2) � çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ

ôóíêöi¨ u ∈ D′k(Q̄T ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (5.3) äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈
Xk(Q̄T ) .
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Òåîðåìà 5.2. Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) , (Fs) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ D′k(Q̄T ) çàäà÷i (5.2). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.12) äëÿ äîâiëü-

íî¨ ϕ ∈ Dk(Q̄T ).

Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.1, àëå çàìiñòü ëåìè 5.2

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íàñòóïíà

Ëåìà 5.4. Ïðè k ≥ 0

Ĝ0 : Dk(Q̄T )→ Xk(Q̄T ) , Ĝ1 : Dk(Q̄T )→ Ck+α
β (Rn) .

Äîâåäåííÿ ëåìè 5.4. Ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ ëåìè 5.2, âðàõîâóþ÷è, ùî

Dγ̄ϕ = ρk−|γ̄|ϕk,γ̄ ïðè ϕ ∈ Dk(Q̄T ) , |γ̄| ≤ k , äå ϕk,γ̄ � íåïåðåðâíi òà ôiíiòíi

ôóíêöi¨ â Q̄T , ó âèïàäêó α < n ìàòèìåìî

|Dγ(Ĝ1ϕ)(y)| = |
∫
QT

Dγϕ(x, t)G1(x− y, t)dxdt| ≤

≤ d5

T∫
0

[ ∫
x:|x−y|α<tβ

t(k−|γ|)
β
α |ϕk,γ(x,t)|

tβ |x−y|n−α dx+
∫

x:|x−y|α>tβ

t(k−|γ|)
β
α |ϕk,γ̄(x,t)|
|x−y|n dx

]
dt ≤

≤ d6

T∫
0

t(k−|γ|)
β
α |ψk,γ(t)|[1 + |lntβ/α|]dt , y ∈ Rn ,

äå ψk,γ(t) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà [0, T ] .

Ó âèïàäêó α ≥ n ïîäiáíî îäåðæó¹ìî òàêó æ îöiíêó.

Îäåðæàíi iíòåãðàëè çáiãàþòüñÿ ïðè (k − |γ|)βα − ε > −1 <=> |γ| < k +

α
β (1 − ε) òà äîâiëüíîìó ε > 0 , à îòæå, ïðè |γ| ≤ s ≤ k + α

β . Ìè îäåðæàëè,

ùî Ĝ1ϕ ∈ Ck+α
β (Rn) ïðè ϕ ∈ Dk(Q̄T ) . Äðóãà ÷àñòèíà ëåìè âñòàíîâëåíà.

Ïîäiáíî ïðè ϕ ∈ Dk(Q̄T ) , |γ̄| ≤ k ìàòèìåìî

|Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ)| = |
∫
QT

Dγ̄ϕ(x, t)G0(x− y, t− τ)dxdt| ≤

≤ c5

T∫
τ

t(k−|γ̄|)
β
α

(t−τ)1−β |ψk,γ̄(t)|[1 + |ln(t− τ)β/α|]dt .

Òóò ψ̃k,γ̄(t) � íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ íà [0, T ] .

Îäåðæàíi iíòåãðàëè çáiãàþòüñÿ ïðè (k− |γ|)βα + β− εβα > 0 òà äîâiëüíîìó

ε > 0 , òîáòî |γ̄| ≤ k + α äëÿ âñiõ (y, τ) ∈ Q̄T , à îòæå, Ĝ0ϕ ∈ Ck+α(Q̄T ) ïðè
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ϕ ∈ Dk(Q̄T ) . Êðiì òîãî, ðîçáèâàþ÷è iíòåãðàë çà (τ, T ) íà ÷àñòèíè (τ, 2τ) ,

(2τ, T ) , âðàõîâóþ÷è, ùî ïðè t ∈ (τ, 2τ) ìàòèìåìî t(k−|γ̄|)
β
α ≤ c6τ

(k−|γ̄|)βα , ïðè

t ∈ (2τ, T ) ìàòèìåìî t − τ > τ , à îòæå, (t − τ)β−1 < c7τ
β−1 , îäåðæó¹ìî

îöiíêè

|Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ)| ≤ c8

[
τ (k−|γ̄|)βα

2τ∫
τ

(t− τ)β−1[1 + |ln(t− τ)β/α|]dt+

+τβ−1
T∫

2τ

t(k−|γ̄|)
β
α |ψ̃k,γ̄(t)|[1 + |ln(t− τ)β/α|]dt

]
≤ c9τ

(k+α−|γ̄|)βα−ε
β
α .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî τ (|γ|−(k+α))βαDγ(Ĝ0ϕ) ∈ C(Q̄T ) , òîáòî

ρ|γ̄|−(k+α)Dγ̄(Ĝ0ϕ) ∈ C(Q̄T ) äëÿ âñiõ |γ̄| ≤ k + α , (y, τ) ∈ Q̄T , ÿêùî ϕ ∈
Dk(Q̄T ) . Ç ëåìè 5.3 âèïëèâà¹, ùî L̂(Ĝ0ϕ) = ϕ , à îòæå, Ĝ0ϕ ∈ Xk(Q̄T ) ïðè

ϕ ∈ Dk(Q̄T ) .

3. Ðîçãëÿíåìî îêðåìî âèïàäîê F = 0 òà óòî÷íèìî õàðàêòåð îñîáëèâî-

ñòåé ïðè t = 0 ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi. Âèêîðèñòîâó¹ìî âàãîâèé ôóíêöiéíèé

ïðîñòið

Mk(QT ) = {u ∈ L1,loc(QT ) : ‖u‖k =
∫
QT

ρk(x, t)|u(x, t)|dxdt < +∞} .

Öå ïðîñòið ðåãóëÿðíèõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié iç D′k(Q̄T ) : ÿêùî

f ∈Mk(QT ) , òî (f, ϕ)QT =
∫
QT

fϕdxdt äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ Dk(Q̄T ) .

Òåîðåìà 5.3. Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) , (Fs) òà F = 0 iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈Mk(QT ) çàäà÷i (5.2). Âií âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

u(x, t) = (u0(y), G1(x− y, t)), (x, t) ∈ QT . (5.13)

Äîâåäåííÿ. Ç òåîðåìè 5.2 âèïëèâà¹ îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i â ïðîñ-

òîði D′k(Q̄T ) òà çîáðàæåííÿ (5.12) ðîçâ'ÿçêó äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ Dk(Q̄T ). Òðå-

áà ïîêàçàòè, ùî öåé ðîçâ'ÿçîê ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (5.13) òà ùî âií íàëå-

æèòü âàãîâîìó L1 -ïðîñòîðó Mk(QT ) .

Çà âëàñòèâîñòÿìè H -ôóíêöié Ôîêñà ([207], 2.2.2) G1(x, t) � íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ ïðè (x, t) 6= (0, 0) , à îòæå, G1(x− y, t) íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíà ïðè (x, t) ∈ QT i ïðàâà ÷àñòèíà (5.13) âèçíà÷åíà.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëîã òåîðåìè Ôóáiíi ([6, c. 59, ôîðìóëà (3.2)]), ôîðìóëó

ðîçâ'ÿçêó òà ëåìó 5.1, äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ X(Q̄T ) ìàòèìåìî∫
QT

u · L̂ψdxdt =
∫
QT

(
u0(y), G1(x− y, t)

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
(
u0(y),

∫
QT

G1(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)

=
(
u0(y),

T∫
0

f1−β(t)ψ(y, t)dt
)
.

Îòæå, ôóíêöiÿ (5.13) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (5.3) � ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(5.2).

Ùîá äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ (5.13) íàëåæèòü äî Mk(QT ) , äîñòàòíüî äîâåñ-

òè ñêií÷åííiñòü
∫
QT

%k(x, t)u(x, t)dxdt . Îñêiëüêè %k ∈ Dk(Q̄T ) , òî ç ëåìè 5.4

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ Ĉk,γ , ùî

|Dγ
y

∫
QT

ρk(x, t) ·G1(x− y, t)dxdt| ≤ Ĉk,γ ∀y ∈ Rn, |γ| ≤ s ≤ k +
α

β
. (5.14)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨,

(u0(y), G1(x− y, t)) =
∑
|γ|≤s

∫
B

Dγ
yG1(x− y, t)Fγ(y)dy, (x, t) ∈ QT , (5.15)

äå B = suppu0 , Fγ ∈ L1(B) , |γ| ≤ s .

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è (5.14) òà (5.15), ìàòèìåìî

|
∫
QT

%k(x, t)u(x, t)dxdt| ≤

≤
∑
|γ|≤s
|Dγ

y

∫
B

( ∫
QT

%k(x, t) ·G1(x− y, t)dxdt
)
| · |Fγ(y)|dy ≤

≤
∑
|γ|≤s

∫
B

Ĉk,γ · |Fγ(y)|dy < +∞ .

Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi â îêðåìèõ ïiäïðîñòîðàõ ïðîñòîðó D′ óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié äîñëiäæåíà â [56, 58, 102]. Öi ðåçóëüòàòè íàâîäèìî ó íàñòóïíèõ

ïiäðîçäiëàõ.
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5.2 Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ

áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ

1. Âñòàíîâëþ¹ìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó iç êëàñó Cα,β çàäà÷i Êîøi

Lregu ≡ Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u = F0(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn, (5.16)

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ ïîðÿäêó β ∈ (0, 1) çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, à ñàìå,

iñíóâàííÿ êëàñè÷íîãî çà ÷àñîâîþ çìiííîþ çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñå-

ëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Íàãàäà¹ìî, ùî iñíóâàííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨

Ãðiíà çà ïðèïóùåííÿ (Lα,β) âñòàíîâëåíî â [155], [182].

Iç ôîðìóëè (5.12) âèïëèâà¹, ùî çà ïðèïóùåííÿ iñíóâàííÿ çãîðòîê òà ïðè

âèêîíàííi óìîâè

(F0 ∗G0)(x, 0) = 0 (5.17)

ôóíêöiÿ

u(x, t) = F0(x, t) ∗G0(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT (5.18)

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

Lreg(F0 ∗G0 + u0 ∗G1) = F0 (5.19)

òà ¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.16).

Çà äîäàòêîâèõ óìîâ [183] ôóíêöiÿ (5.18) íàëåæèòü êëàñó Cα,β(QT ) .

Iç âðàõóâàííÿì ôîðìóëè (5.18) îäåðæó¹ìî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi (5.16)

ó âñié øêàëi ïðîñòîðiâ Hs,p(Rn) çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè.

Ëåìà 5.5. Ôóíêöi¨

gj(ξ, t, %) = (1 + |ξ|2)
%
2F [Gj](ξ, t), j = 0, 1

ïðè % ≤ α , êîæíîìó t ∈ (0, T ] íåïåðåðâíi òà îáìåæåíi çà çìiííèìè ξ ∈
Rn . Iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi cj = cj(p) , ùî äëÿ âñiõ p > 1 , ϕ ∈ Lp(Rn) ,∥∥F−1

[
gj(ξ, t, %)F [ϕ]

]∥∥
Lp(Rn)

≤ cjwj(t, %)
∥∥ϕ∥∥

Lp(Rn)
, t ∈ (0, T ], j = 0, 1,

(5.20)
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äå w0(t, %) = tβ−1 max
{

1, t−
β%
α

}
, w1(t, %) = max

{
1, t−

β%
α

}
äëÿ êîæíîãî t ∈

(0, T ] .

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî (íàïðèêëàä, [155]), ùî

F [G1](ξ, t) = Eβ,1

(
−a2|ξ|αtβ

)
, F [G0](ξ, t) = tβ−1Eβ,β

(
−a2|ξ|αtβ

)
,

äå Eβ,µ(z) =
∞∑
p=0

zp

Γ(pβ+µ) � ôóíêöiÿ Ìiòòàã-Ëåôôëåðà [29].

Ôóíêöiÿ Eβ,µ(−z) ( z > 0 ) íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà òà êîìïàêòíî ìî-

íîòîííà ïðè β ∈ (0, 1) . Ïðè µ ≥ β : (−1)k
(
d
dz

)k
Eβ,µ(−z) ≥ 0, k ∈ Z+ i

ïðàâèëüíà îöiíêà

Eβ,µ(−a2|ξ|αtβ) ≤ C

1 + a2|ξ|αtβ
, C = const > 0.

Îáìåæåíiñòü ôóíêöié gj(ξ, t, %) , j = 0, 1 çà çìiííèìè ξ ∈ Rn ïðè âåëèêèõ

çíà÷åííÿõ |ξ|αtβ âèïëèâà¹ ç îáìåæåíîñòi ôóíêöi¨(
1 + z2

)%
2

1 + a2zαtβ
=
z%
(
1 + 1

z2

)%
2

1 + a2zαtβ
≤ M1t

−β%α v
%
α

1 + a2v
(z = |ξ|, v = zαtβ, M1 = const > 0).

Çãiäíî ç [131, c. 24] (à òàêîæ [138, òåîðåìà 1.5 íà c. 276]), äëÿ äîâåäåííÿ

ïðàâèëüíîñòi îöiíîê (5.20), òîáòî, ùî ôóíêöi¨ gj(ξ, t, %) , j = 0, 1 ¹ ìóëüòè-

ïëiêàòîðàìè â Lp(Rn) çà çìiíííèìè ξ ∈ Rn , äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ

êîæíîãî ìóëüòèiíäåêñà l = (l1, . . . , ln) , êîìïîíåíòè li ÿêîãî íàáóâàþòü çíà-

÷åíü 0 àáî 1, äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn , t ∈ (0, T ] ïðàâèëüíi îöiíêè∣∣ξlDl
ξgj(ξ, t, %)

∣∣ ≤ cl,jvj(t, %), j = 0, 1, (5.21)

äå ξl = ξl11 · · · · · ξlnn , Dl
ξ = ∂|l|

∂ξ
l1
1 ...∂ξ

ln
n

, |l| = l1 + · · ·+ ln , vj(t, %) � äåÿêi ôóíêöi¨,

cl,j � äîäàòíi ñòàëi, j = 0, 1 .

Âiäîìå çîáðàæåííÿ [155, 207]

Eβ,µ(−a2|ξ|αtβ) = H1,1
1,2

(
a2|ξ|αtβ

∣∣∣ (0, 1)
(0, 1)(1− µ, β)

)
÷åðåç H-ôóíêöi¨ Ôîêñà [207].
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Äëÿ âêàçàííûõ ìóëüòèiíäåêñiâ l ìà¹ìî

Dl
ξH

m,r
p,q (a2|ξ|αtβ) =

(
1

|ξ|
d

d|ξ|

)|l|
Hm,r
p,q (a2|ξ|αtβ)ξl.

Çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî äèôåðåíöiþâàííÿ H-ôóíêöié, çíàõîäèìî(
1

|ξ|
d

d|ξ|

)k
H1,1

1,2

(
a2|ξ|αtβ

∣∣∣ (0, 1)
(0, 1)(1− µ, β)

)
=

(−1)k|ξ|−2kHk+1,1
k+1,k+2

(
a2|ξ|αtβ

∣∣∣ (0, 1)(0, α)(2, α) . . . (2k − 2, α)
(2k + 1, α) . . . (1, α)(0, 1)(1− µ, β)

)
.

Çàñòîñîâóþ÷è âiäîìó àñèìïòîòèêó H�ôóíêöi¨ ïðè |ξ|αtβ →∞ [207, òåîðåìà

1.7] òà ïðè |ξ|αtβ → 0 [207, òåîðåìà 1.11], çíàõîäèìî îöiíêè

∣∣ξlDl
ξH

1,1
1,2(a2|ξ|αtβ)

∣∣ ≤ Ĉl
1 + a2|ξ|αtβ

, Ĉl = const > 0.

Êðiì òîãî,

Dl
ξ

(
(1 + |ξ|2)

%
2Eβ,µ(−a2|ξ|αtβ)

)
=

l∑
k=0

Cl,γD
l−γ
ξ (1 + |ξ|2)

%
2Dγ

ξEβ,µ(−a2|ξ|αtβ),

ξjDξj

(
1 + |ξ|2

)%
2 = %ξ2

j

(
1 + |ξ|2

)%
2−1

=
%ξ2

j

(
1 + |ξ|2

)%
2

1 + |ξ|2
≤ %
(
1 + |ξ|2

)%
2 ,∣∣∣ξl−γDl−γ

ξ (1 + |ξ|2)
%
2

∣∣∣ ≤ ∣∣∣%(%
2
− 1
)
· · · · ·

(%
2
− |l − γ|

)∣∣∣ (1 + |ξ|2
)%

2

äëÿ âêàçàííûõ ìóëüòèiíäåêñiâ l, γ , äå Cl,γ = const > 0 . Â ðåçóëüòàòå îäåð-

æó¹ìî îöiíêè∣∣ξlDl
ξ

(
(1 + |ξ|2)

%
2Eβ,µ(−a2|ξ|αtβ)

)∣∣ ≤ Cl(1 + |ξ|2)%2
1 + a2|ξ|αtβ

, Cl = const > 0

i ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî ôóíêöi¨ gj , j = 0, 1 çàäîâîëüÿþòü (5.21) ç ôóíêöiÿìè

vj(t, %) = wj(t, %) , j = 0, 1 .

Ïðèìiòêà. Ôóíêöi¨ g0(ξ, t, %) äëÿ % < α , g1(ξ, t, α) äëÿ % ≤ α ïðè êîæ-

íîìó ξ ∈ Rn iíòåãðîâíi íà (0, T ) .

Äàëi ci ( i = 2, 3, . . . ) � äîäàòíi ñòàëi.
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Ëåìà 5.6. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β) , 1 < p < 1
β , r ∈ R , ϕ ∈

Hr,p(Rn) . Òîäi iñíó¹ çãîðòêà

(G1 ∗ϕ)(x, t) =

∫ t

0

G1(x, t− τ) ∗ϕ(x) dτ =

∫ t

0

G1(x, t− τ) dτ ∗ϕ(x), x ∈ Rn,

ÿêà íàëåæèòü ïðîñòîðó C
(
[0, T ];Hr+α,p(Rn)

)
òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó∥∥G1 ∗ ϕ

∥∥
C
(

[0,T ];Hr+α,p(Rn)
) ≤ c2

∥∥ϕ∥∥
Hr,p(Rn)

. (5.22)

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] íîðìó∥∥G1 ∗ ϕ
∥∥
Hr+α,p(Rn)

=
∥∥ϕ ∗G1

∥∥
Hr+α,p(Rn)

=
∥∥∥F−1

[(
1 + |ξ|2

) r+α
2 F [ϕ ∗G1]

]∥∥∥
Lp(Rn)

.

Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî∥∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F

[∫ t

0

ϕ(·) ∗G1(·, t− τ) dτ

]] ∥∥∥∥
Lp(Rn)

=

=

{∫
Rn

∣∣∣∣∫ t

0

F−1
[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F [ϕ(·) ∗G1(·, t− τ)]

]
dτ

∣∣∣∣p dx}1/p

≤

≤ t1−
1
p

{∫
Rn
dx

∫ t

0

∣∣∣F−1
[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F [ϕ(·) ∗G1(·, t− τ)]

]∣∣∣p dτ}1/p

.

Äëÿ âñiõ 0 ≤ τ < t ≤ T ìà¹ìî

h(·, t, τ) = F−1
[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F [ϕ(·) ∗G1(·, t− τ)]

]
=

= F−1
[(

1 + |ξ|2
)α

2F [G1](ξ, t− τ)
(
1 + |ξ|2

) r
2F [ϕ](ξ)

]
=

= F−1
[
g1(ξ, t− τ, α)F

[
F−1[

(
1 + |ξ|2

) r
2F [ϕ](ξ)]

]]
.

Çà ëåìîþ 5.5 ôóíêöiÿ g1(ξ, t− τ, α) � ìóëüòèïëiêàòîð â Lp(Rn) çà çìiííèìè

ξ . Çà óìîâîþ ëåìè F−1
[(

1 + |ξ|2
) r

2F [ϕ](ξ)
]
∈ Lp(Rn) . Òîìó∥∥h(·, t, τ)

∥∥
Lp(Rn)

≤ c1w1(t− τ, α)
∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

r
2F [ϕ](ξ)

] ∥∥
Lp(Rn)

.

Iç ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåíü∥∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F

[∫ t

0

ϕ(·) ∗G1(·, t− τ) dτ

]] ∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤
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≤ t1−
1
p

{∫ t

0

dτ

∫
Rn

∣∣h(x, t, τ)
∣∣p dx}1/p

≤

≤ c1t
1− 1

p

{∫ t

0

wp
1(t− τ, α)

∥∥F−1
[
(1 + |ξ|2)

r
2F [ϕ](ξ)

] ∥∥p
Lp(Rn)

dτ

}1/p

,

i ïðè p < 1/β (óìîâi iñíóâàííÿ iíòåãðàëó
∫ t

0 w
p
1(t − τ, α) dτ ) äëÿ âñiõ t ∈

[0, T ] , r ∈ R îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ çãîðòêè
∫ t

0 ϕ(·) ∗G1(·, t− τ) dτ â ïðîñòîði

Hr+α,p(Rn) òà îöiíêó∥∥∥∥∫ t

0

ϕ(·) ∗G1(·, t− τ) dτ

∥∥∥∥
Hr+α,p(Rn)

≤ c1t
1− 1

p

[∫ t

0

wp
1(t− τ, α) dτ

] 1
p

·
∥∥ϕ∥∥

Hr,p(Rn)
.

(5.23)

Îòîæ, ϕ ∗G1 ∈ C
(
[0, T ];Hr+α,p(Rn)

)
òà ïðàâèëüíà îöiíêà (5.22).

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β) , 1 < p < 1
β , s ∈ R ,

u0 ∈ Hs+α,p(Rn) , F0(x, t) = f1−β(t) ∗ f(x, t) , f ∈ C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
.

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = f(x, t) ∗G1(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT (5.24)

çàäà÷i (5.16), ïðè÷îìó u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà íàÿâíà íåðiâíiñòü êî-

åðöèòèâíîñòi∥∥u∥∥
Cα,β

(
[0,T ];Hs,p(Rn)

) ≤ b0

∥∥f∥∥
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
) + b1

∥∥u0

∥∥
Hs+α,p(Rn)

, (5.25)

äå b0, b1 � äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ . Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî iñíóâàííÿ çãîðòîê iç ôîðìóëè (5.18) ó

ïðîñòîði C
(
[0, T ];Hr+α,p(Rn)

)
.

Çà óìîâîþ òåîðåìè

(F0 ∗G0)(x, t) = (f1−β(t) ∗ f(x, t)) ∗G0(x, t) =

= f(x, t) ∗ (f1−β(t) ∗G0(x, t)) = (f ∗G1)(x, t),

ÿêùî îñòàííÿ çãîðòêà iñíó¹. �¨ iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 5.6 ïðè r = s òà

çàìiíi ϕ ∈ Hs,p(Rn) ôóíêöi¹þ f(x, τ) , (x, τ) ∈ QT êëàñó C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
.
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Â öüîìó âèïàäêó çàìiñòü íåðiâíîñòåé (5.23) îäåðæó¹ìî íåðiâíîñòi∥∥∥∥∫ t

0

f(·, τ) ∗G1(·, t− τ) dτ

∥∥∥∥
Hs+α,p(Rn)

≤

≤ c1t
1− 1

p

[∫ t

0

wp
1(t− τ, α) ·

∥∥f(·, τ)
∥∥p
Hs,p(Rn)

dτ

] 1
p

≤

≤ c1t
1− 1

p

[∫ t

0

wp
1(t− τ, α) · max

τ∈[0,T ]

∥∥f(·, τ)
∥∥p
Hs,p(Rn)

dτ

] 1
p

≤

≤ c1t
1− 1

p

[∫ t

0

wp
1(t− τ, α) dτ

] 1
p

·
∥∥f∥∥p

C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
),

çâiäêè äëÿ âñiõ s ∈ R , pβ < 1 âèïëèâà¹, ùî f ∗ G1 ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà îöiíêà ∥∥f ∗G1

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤ c4

∥∥f∥∥
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
). (5.26)

ßê ïðè äîâåäåííi ëåìè 5.6, ìà¹ìî

F−1
[
(1 + |ξ|2)

s+α
2 F [u0(·) ∗G1(·, t)]

]
=

= F−1
[
F [G1](ξ, t)

(
1 + |ξ|2

) s+α
2 F [u0](ξ)

]
=

= F−1
[
g1(ξ, t, 0)F

[
F−1[

(
1 + |ξ|2

) s+α
2 F [u0](ξ)]

]]
.

Çà ëåìîþ 5.5 ôóíêöiÿ g1(ξ, t, 0) � ìóëüòèïëiêàòîð â Lp(Rn) çà çìiííèìè ξ .

Çà óìîâîþ òåîðåìè F−1
[(

1 + |ξ|2
) s+α

2 F [u0](ξ)
]
∈ Lp(Rn) . Òîìó∥∥u0 ∗G1

∥∥
Hs+α,p(Rn)

=
∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s+α
2 F [u0(·) ∗G1(·, t)]

]∥∥∥
Lp(Rn)

≤

≤ c1w1(t, 0)
∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s+α
2 F [u0](ξ)

] ∥∥∥
Lp(Rn)

= c1 ‖u0‖Hs+αθ(Rn) .

Ìè âðàõóâàëè, ùî w1(t, 0) = 1 . Iç îäåðæàíèõ âèùå íåðiâíîñòåé äëÿ âñiõ

s ∈ R , p > 1 , t ∈ [0, T ] îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü∥∥u0 ∗G1

∥∥
Hs+α,p(Rn)

≤ c1 ‖u0‖Hs+α(Rn)

à îòæå, iñíóâàííÿ çãîðòêè u0 ∗G1 ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà îöiíêó∥∥u0 ∗G1

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤ c1

∥∥u0

∥∥
Hs+α,p(Rn)

. (5.27)
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Ç ôîðìóëè (5.18), ðiâíîñòi F0 ∗G0 = f ∗G1 , ç óðàõóâàííÿì îöiíîê (5.26),

(5.27), îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó (5.25) çàäà÷i (5.16) â êëàñi

C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà îöiíêó∥∥u∥∥

C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤ c1

∥∥u0

∥∥
Hs+α,p(Rn)

+ c4

∥∥f∥∥
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
). (5.28)

Òîìó ùî

F−1
[
(1 + |ξ|2)

s
2F [(−∆)α/2u]

]
= F−1

[(
1 + |ξ|2

) s
2 |ξ|αF [u]

]
=

= F−1

[
|ξ|α(

1 + |ξ|2
)α

2

(
1 + |ξ|2

) s+α
2 F [u]

]
,

çà äîâåäåíèì F−1
[
(1 + |ξ|2) s+α2 F [u]

]
∈ Lp(Rn) äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] , à

ôóíêöiÿ |ξ|α

(1+|ξ|2)
α
2
¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì â Lp(Rn) , òî äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ] ìà¹ìî∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s
2F [(−∆)α/2u]

]∥∥∥
Lp(Rn)

≤ c5

∥∥∥F−1
[
(1 + |ξ|2)

s+α
2 F [u]

]∥∥∥
Lp(Rn)

.

Ìè îäåðæàëè, ùî äëÿ ðîçâ'ÿçêó u (êëàñó C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
) çàäà÷i

(5.16) òàêîæ âèêîíàíà óìîâà (−∆)α/2u ∈ Cb
(
(0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà ïðàâèëüíà

îöiíêà ∥∥(−∆)α/2u
∥∥
Cb

(
(0,T ];Hs,p(Rn)

) ≤ c6

∥∥u∥∥
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
). (5.29)

Òîìó ùî ôóíêöiÿ F0 ∗G0 = f ∗G1 çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (5.17), çà ôîðìóëîþ

(5.19) îäåðæó¹ìî

Dβ
t u = −a2(−∆)α/2u+ F0 ∈ Cb

(
(0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà îöiíêó ∥∥Dβ

t u
∥∥
Cb

(
(0,T ];Hs,p(Rn)

) ≤
≤
∥∥a2(−∆)α/2u

∥∥
Cb

(
(0,T ];Hs,p(Rn)

) +
∥∥F0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
) ≤

≤
∥∥a2(−∆)α/2u

∥∥
Cb

(
(0,T ];Hs,p(Rn)

) + c7‖f‖
C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
).

Çâiäñè òà ç îöiíîê (5.28), (5.28) âèïëèâà¹ îöiíêà (5.24).

Òàê ìè ïîêàçàëè, ùî ðîçâ'ÿçîê (5.25) çàäà÷i (5.16) íàëåæèòü êëàñó

Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
.
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Ëåìà 5.7. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β) , 0 < θ < 1 , 1 < p < 1
1−βθ ,

r ∈ R , ϕ ∈ Hr+αθ,p(Rn) . Òîäi iñíó¹ çãîðòêà

(G0 ∗ϕ)(x, t) =

∫ t

0

G0(x, t− τ) ∗ϕ(x) dτ =

∫ t

0

G0(x, t− τ) dτ ∗ϕ(x), x ∈ Rn,

ÿêà íàëåæèòü ïðîñòîðó C
(
[0, T ];Hr+α,p(Rn)

)
i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó∥∥G0 ∗ ϕ

∥∥
C
(

[0,T ];Hr+α,p(Rn)
) ≤ c3

∥∥ϕ∥∥
Hr+αθ,p(Rn)

. (5.30)

Äîâåäåííÿ. Îöiíèìî äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] íîðìó∥∥G0 ∗ ϕ
∥∥
Hr+α,p(Rn)

=
∥∥ϕ ∗G0

∥∥
Hr+α,p(Rn)

=
∥∥∥F−1

[(
1 + |ξ|2

) r+α
2 F [ϕ ∗G0]

]∥∥∥
Lp(Rn)

.

Ç öi¹þ ìåòîþ, ÿê ïðè äîâåäåííi ïîïåðåäíüî¨ ëåìè 5.6, ðîçãëÿäà¹ìî∥∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F

[∫ t

0

ϕ(·) ∗G0(·, t− τ) dτ

]] ∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤

≤ t1−
1
p

{∫
Rn
dx

∫ t

0

∣∣∣F−1
[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F [ϕ(·) ∗G0(·, t− τ)]

]∣∣∣p dτ}1/p

.

Äëÿ âñiõ 0 ≤ τ < t ≤ T ìà¹ìî

h0(·, t, τ) = F−1
[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F [ϕ(·) ∗G0(·, t− τ)]

]
=

= F−1
[(

1 + |ξ|2
)α−αθ

2 F [G0](ξ, t− τ)
(
1 + |ξ|2

) r+αθ
2 F [ϕ](ξ)

]
=

= F−1
[
g0(ξ, t− τ, α− αθ)F

[
F−1[

(
1 + |ξ|2

) r+αθ
2 F [ϕ](ξ)]

]]
.

Çãiäíî ç ëåìîþ 5.5, ôóíêöiÿ g0(ξ, t−τ, α−αθ) � ìóëüòèïëiêàòîð â Lp(Rn) çà

çìiííèìè ξ . Çà óìîâîþ ëåìè F−1
[(

1 + |ξ|2
) r+αθ

2 F [ϕ](ξ)
]
∈ Lp(Rn) . Òîìó∥∥h0(·, t, τ)

∥∥
Lp(Rn)

≤ c0w0(t− τ, α− αθ)
∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

r+αθ
2 F [ϕ](ξ)

] ∥∥∥
Lp(Rn)

.

Ç ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåíü∥∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

r+α
2 F

[∫ t

0

ϕ(·) ∗G0(·, t− τ) dτ

]] ∥∥∥∥
Lp(Rn)

≤

≤ t1−
1
p

{∫ t

0

dτ

∫
Rn

∣∣h0(x, t, τ)
∣∣p dx}1/p

≤
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≤ c0t
1− 1

p

{∫ t

0

wp
0(t− τ, α− αθ)

∥∥∥F−1
[
(1 + |ξ|2)

r+αθ
2 F [ϕ](ξ)

] ∥∥∥p
Lp(Rn)

dτ

}1/p

,

i ïðè p(1 − βθ) < 1 (óìîâi iñíóâàííÿ iíòåãðàëó
∫ t

0 w
p
0(t − τ, α − αθ) dτ ) äëÿ

âñiõ t ∈ [0, T ] , r ∈ R îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ çãîðòêè
∫ t

0 ϕ(·) ∗G0(·, t− τ) dτ â

ïðîñòîði Hr+α,p(Rn) òà îöiíêó∥∥∥∥∫ t

0

ϕ(·) ∗G0(·, t− τ) dτ

∥∥∥∥
Hr+α,p(Rn)

≤

≤ c0t
1− 1

p

[∫ t

0

wp
0(t− τ, α) dτ

] 1
p

·
∥∥ϕ∥∥

Hr+αθ,p(Rn)
.

Îòîæ, ϕ ∗G0 ∈ C
(
[0, T ];Hr+α,p(Rn)

)
òà ïðàâèëüíà îöiíêà (5.30).

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé âèêîíàíå ïðèïóùåííÿ (Lα,β) , 0 < θ < 1 s ∈ R , p > 1

òà p(1 − βθ) < 1 , u0 ∈ Hs+α,p(Rn) , F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+αθ,p(Rn)

)
. Òîäi iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u(x, t) = F0(x, t) ∗G0(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT

çàäà÷i (5.16), ïðè÷îìó u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà∥∥u∥∥

Cα,β

(
[0,T ];Hs+α,p(Rn)

) ≤ k0

∥∥F0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+αθ,p(Rn)
) + k1

∥∥u0

∥∥
Hs+α,p(Rn)

,

äå k0 , k1 � äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.5 ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4 ç

òîþ ðiçíèöåþ, ùî äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ çãîðòêè F0 ∗ G0 â ïðîñòîði

C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ëåìà 5.7.

Çàóâàæèìî, ùî òåîðåìà 5.5 ïðàâèëüíà i äëÿ β = 1 < α . Â öüîìó âèïàäêó

F [G0](ξ, t) = F [G1](ξ, t) = E1,1(−a2|ξ|αt) = e−a
2|ξ|αt.

2. Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ïîøèðþ¹òüñÿ íà âèïàäîê ïðàâèõ ÷àñòèí çi çíà-

÷åííÿìè â óòî÷íåíèõ øêàëàõ ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ, ïîäiáíèõ äî

ââåäåíèõ òà âèâ÷åíèõ ó ïðàöÿõ Â.À. Ìèõàéëåöÿ òà À.À. Ìóðà÷à ãiëüáåðòî-

âèõ óòî÷íåíèõ ñîáîë¹âñüêèõ øêàë, òà íà ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.



191

Íåõàé 〈ξ〉 = (1 + |ξ|2) 1
2 , Φ � òàêèé êëàñ äîäàòíèõ ôóíêöié ϕ(z) , z ∈

[1,+∞) , ùî ôóíêöiÿ

µ(ξ) = 〈ξ〉s ϕ(〈ξ〉)

¹ âàãîâîþ äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ s ∈ R :

µ(ξ)

µ(η)
≤ c(1 + |ξ − η|)r, r > 0,

äå ñòàëà c íå çàëåæèòü âiä ξ òà η . Ïðèêëàäîì ôóíêöié êëàñó Φ ¹ êëàñ

SV âèçíà÷åíèõ íà äîäàòíié ïiâîñi [b,+∞) ïîâiëüíî çìiííèõ íà áåçìåæíî-

ñòi çà Êàðàìàòîþ [205] ôóíêöié ϕ(z) , òîáòî, çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 1.6 ([113],

c. 45), âèìiðíèõ çà Áîðåëåì íà [b0,+∞) äëÿ êîæíîãî b0 ≥ b ôóíêöié, ÿêi

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
t→+∞

ϕ(λz)

ϕ(z)
= 1 ∀λ > 0.

Ó [113], c. 61 ïîêàçàíî, ùî ïðè ϕ ∈ SV ôóíêöiÿ µ(ξ) = 〈ξ〉s ϕ(〈ξ〉) ¹ âàãîâîþ

iç r = |s|+ 1 äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ s ∈ R .

Íåõàé s ∈ R , p > 1 , ϕ ∈ Φ

Hs,ϕ,p(Rn) = {v ∈ S ′(Rn) :

||v||s,ϕ,p = ||F−1
[
〈ξ〉s ϕ(〈ξ〉)F [v]

]
||Lp(Rn) < +∞}

� óòî÷íåíà øêàëà ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðiâ

Õåðìàíäåðà-Âîë¹âi÷à-Ïàíåÿõà (äèâ. [8]), ÿêi ó âèïàäêó ϕ(z) ≡ 1 , z ∈ [b,+∞)

¹ ïðîñòîðàìè áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ,

C
(
[0, T ];Hs,ϕ,p(Rn)

)
=

= {v : ‖v‖
C
(

[0,T ];Hs,ϕ,p(Rn)
) = max

t∈[0,T ]

∥∥v(·, t)
∥∥
Hs,ϕ,p(Rn)

< +∞}

� ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié v : [0, T ] 3 t 7−→ v(·, t) ∈ Hs,ϕ,p(Rn),

Cα,β
(
[0, T ];Hs,ϕ,p(Rn)

)
= {v ∈ C

(
[0, T ];Hs+α,ϕ,p(Rn)

)
:

Dβ
t v, (−∆)α/2v ∈ Cb

(
(0, T ];Hs,ϕ,p(Rn)

)
},

‖v‖
Cα,β

(
[0,T ];Hs,ϕ,p(Rn)

) = max{‖v‖
C
(

[0,T ];Hs+α,ϕ,p(Rn)
),

‖(−∆)α/2v‖
Cb

(
(0,T ];Hs,ϕ,p(Rn)

), ‖Dβ
t v‖Cb

(
(0,T ];Hs,ϕ,p(Rn)

)}.
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Òåîðåìà 5.6. Íåõàé

β ∈ (0, 1), α > β, s ∈ R, ϕ ∈ Φ, θ ∈ (0, 1), 1 < p <
1

1− βθ
,

F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+αθ,ϕ,p(Rn)

)
, F1 ∈ Hs+α,ϕ,p(Rn).

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,ϕ,p(Rn)

)
çàäà÷i (5.16). Âií

âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (5.18) òà ïðàâèëüíi îöiíêè

||u||
C
(

[0,T ];Hs+α,ϕ,p(Rn)
) ≤

≤ C0||F0||
C
(

[0,T ];Hs+αθ,ϕ,p(Rn)
) + C||F1||Hs+α,ϕ,p(Rn),

||u||
Cα,β

(
[0,T ];Hs,ϕ,p(Rn)

) ≤
≤ b0||F0||

C
(

[0,T ];Hs+αθ,ϕ,p(Rn)
) + b1||F1||Hs+α,ϕ,p(Rn)

iç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè C0, C, b0, b1 .

Äîâåäåííÿ òåîðåìè àíàëîãi÷íå äî ïîïåðåäíüîãî òà íàâåäåíå ó [102].

5.3 Çàäà÷à Êîøi ó ïðîñòîðàõ òèïó S ′ òà çi çìiííèì

êîåôiöi¹íòîì

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹ìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ

ðiâíÿííÿ äðîáîâî¨ äèôóçi¨ çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè iç

ïðîñòîðiâ òèïó S ′ ïîâiëüíî çðîñòàþ÷èõ íà áåçìåæíîñòi óçàãàëüíåíèõ ôóíê-

öié.

1. Íåõàé QT = R× (0, T ] , DS(Q̄T ) � ïiäðîñòið òèõ ôóíêöié iç C∞,(0)(Q̄T ) ,

ÿêi çà çìiííîþ x íàëåæàòü ïðîñòîðó S(R) ,

(Lv)(x, t) ≡ f−β(t) ∗ v(x, t)− a(x, t)vxx(x, t),

(L̂v)(x, t) ≡ f−β(t)∗̂v(x, t)− a(x, t)vxx(x, t) ,

Lreg : (Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t)− a(x, t)vxx(x, t), (x, t) ∈ QT ,

XS(Q̄T ) = {ϕ ∈ DS(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ DS(Q̄T )}.

Âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó Êîøi

Lu = F0(x, t), (x, t) ∈ QT , u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. (5.31)
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Çà ïðèïóùåíü

(LK): β ∈ (0, 1) , a ∈ C∞(Q̄T ) òà inf
(y,τ)∈Q̄T

a(y, τ) = a0 > 0 ,

(LS): u0 ∈ S ′(R) , F0 ∈ X ′S(Q̄T )

ïiä ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.31) ðîçóìi¹ìî ôóíêöiþ u ∈ D′S(Q̄T ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹

òîòîæíiñòü

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t)) = (F0, ψ)+ (5.32)

+(u0(x),

T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ XS(Q̄T ).

Îçíà÷åííÿ 5.4. Âåêòîð-ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi (5.31) íàçèâà¹òüñÿ òà-

êà ïàðà ôóíêöié (G0(x, t, y, τ), G1(x, t, y, τ)) , ùî ïðè äîñòàòíüî ãëàäêèõ òà

ôiíiòíèõ F0 , u0 ôóíêöiÿ

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
R

G0(x, t, y, τ)F0(y, τ)dy +

∫
R

G1(x, t, y, 0)u0(y)dy, (x, t) ∈ QT

(5.33)

¹ êëàñè÷íèì (iç C2,β(QT ) ) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.31).

Íåõàé

(Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T∫
τ

dt
∫
R
G0(x, t, y, τ)ϕ(x, t)dx ,

(Ĝ1ϕ)(y) =
T∫
0

dt
∫
R
G1(x, t, y, 0)ϕ(x, t)dxdt , ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Ëåìà 5.8. Çà ïðèïóùåííÿ (LK)

Ĝ0 : DS(Q̄T )→ DS(Q̄T ) , Ĝ1 : DS(Q̄T )→ S(R) .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [48],

|G0(x, t, y, τ)| ≤ Ĉ0(t− τ)−β/2exp(−cr(x− y, t− τ)),

|G1(x, t, y, 0)| ≤ Ĉ1t
−1+β/2exp(−cr(x− y, t))

äå r(x− y, t− τ) =
(
|x−y|

(t−τ)β/2

) 1
2−β

, Ĉ0, Ĉ1, � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

Òîìó ùî ∂
∂yG0(x, t, y, τ) = − ∂

∂xG0(x, t, y, τ) +
(
∂
∂y + ∂

∂x

)
G0(x, t, y, τ) ,
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∂
∂τG0(x, t, y, τ) = − ∂

∂tG0(x− y, t− τ) +
(
∂
∂τ + ∂

∂t

)
G0(x, t, y, τ)

òà ïîäiáíî äëÿ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ, ϕ ∈ DS(Q̄T ) , òî äëÿ âñiõ γ̄

Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ) =∑
α≤γ,α0≤γ0

cα,γ
∫
QT

(
∂
∂y + ∂

∂x

)γ−α( ∂
∂τ + ∂

∂t

)γ0−α0G0(x, t, y, τ)Dᾱϕ(x, t) dx dt òà

Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, T ) = 0 ( cα,γ � äîäàòíi ñòàëi) çà óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi

iíòåãðàëiâ

vγ̄(y, τ) =

T∫
τ

∫
R

G0(x, t, y, τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt, (y, τ) ∈ Q̄T , ϕ ∈ DS(Q̄T ).

Ìè âðàõóâàëè, ùî ôóíêöi¨
(
∂
∂y + ∂

∂x

)γ−α( ∂
∂τ + ∂

∂t

)γ0−α0G0(x, t, y, τ) ìàþòü òàêi

æ îöiíêè, ÿê G0(x, t, y, τ) .

Ç ðiíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ôóíêöié ylvγ̄(y, τ) â QT äëÿ âñiõ ϕ ∈ DS(Q̄T ) ,

γ̄ , l âèïëèâà¹, ùî Ĝ0ϕ ∈ DS(QT ) . Ïîêàæåìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ

vγ̄(y, τ) òà ðiíîìiðíó îáìåæåíiñòü ôóíêöié ylvγ̄(y, τ) â QT äëÿ âñiõ γ̄ , l .

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ G0(x, t, y, τ) , ìàòèìåìî

|vγ̄(y, τ)| ≤
T∫
τ

∫
R
|G0(x, t, y, τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx ≤

≤ Ĉ0

T∫
τ

dt
∫
R

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)β/2

exp(−cr(x− y, t− τ))dx =

= 2Ĉ0(2− β)
T∫
τ

∞∫
0

|Dγ̄ϕ(y + z1−β2 (t− τ)β/2, t)|z−β2 exp(−cz)dz.

Çà îáìåæåíiñòþ ôóíêöié xlDγ̄ϕ(x, t) â QT äëÿ âñiõ ìóëüòèiíäåêñiâ γ̄ òà

l ∈ Z+ ìàòèìåìî |Dγ̄ϕ(x, t)| ≤ d0

(2d1+|x|)m , m ∈ Z+ . Òóò i äàëi ci, di , i ∈ Z+

� äîäàòíi ñòàëi. Òîäi

|ylDγ̄ϕ(y + z1−β2 (t− τ)β/2, t)| ≤ d0|y|l

(2d1 + |y + z1−β2 (t− τ)β/2|)m
≤ d0|y|l

(2d1 + |y|)m

i ïðè m ≥ l ìàòèìåìî îáìåæåíiñòü ôóíêöié ylvγ̄(y, τ) â QT äëÿ âñiõ γ̄ , l :

|ylvγ̄(y, τ)| ≤ c0

T∫
τ

( ∞∫
0

z−
β
2 exp(−cz)dz

)
dτ = c1. Ìè äîâåëè, ùî

Ĝ0 : DS(Q̄T )→ DS(Q̄T ) .
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Âðàõîâóþ÷è îöiíêè ôóíêöi¨ G1(x, t, y, 0) , òàê ñàìî ïîêàçó¹ìî, ùî

Ĝ1 : DS(Q̄T ) → S(R) . Ñïðàâäi, ðiâíîìiðíà îáìåæåíiñòü ôóíêöié

ylDγ
T∫
0

dt
∫
R
G1(x, t, y, 0)ϕ(x, t)dx âèïëèâà¹ ç ðiâíîìiðíî¨ îáìåæåíîñòi ôóíêöié

wγ,l(y, t) = yl
T∫

0

dt

∫
R

G1(x, t, y, 0)Dγϕ(x, t)dx ∀γ, l.

Ìà¹ìî |wγ,l(y, t)| ≤ Ĉ1|y|l
T∫
0

∫
R
t−1+β/2exp(−cr(x, y, t, 0))|Dγϕ(x, t)|dxdt,

à ¨õ îöiíêè ïðè ϕ ∈ DS(Q̄T ) îäåðæó¹ìî, ÿê âèùå.

Òåîðåìà 5.7. Çà ïðèïóùåíü (LK), (LS) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′S(Q̄T )

çàäà÷i (5.31). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) = (F0, Ĝ0ϕ) + (u0, Ĝ1ϕ) ∀ϕ ∈ DS(Q̄T ). (5.34)

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ëåì 5.8 òà 5.3 ìà¹ìî Ĝ0 : DS(Q̄T ) → XS(Q̄T ) ,

Ĝ1 : DS(Q̄T ) → S(R) . Îòîæ, ïðàâà ÷àñòèíà â ôîðìóëi (5.34) ìà¹ ñåíñ i íåþ

âèçíà÷åíî u ∈ D′S(Q̄T ) .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (5.34) ó òîòîæíiñòü (5.32), âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó

5.1, ïîêàçó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (5.34) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.31):

(u, L̂ψ) = (F, Ĝ0(L̂ψ)) + (u0, Ĝ1(L̂ψ)) =

= (F, ψ) + (u0(x),
T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ XS(Q̄T )

ßêùî u1, u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.31), òî ôóíêöiÿ u = u1−u2 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

(u, L̂ψ) = 0 ∀ψ ∈ XS(Q̄T ) .

Çãiäíî ç ëåìàìè 5.3, 5.8, äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ DS(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ

ψ ∈ XS(Q̄T ) , ùî L̂ψ = ϕ â QT . Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ òîòîæíîñòi (u, ϕ) = 0

äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ DS(Q̄T ) , òîáòî u = 0 â D′S(Q̄T ) . Òåîðåìà äîâåäåíà. 2
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2. Ó [12, ñ. 201] ââåäåíi ïðîñòîðè Sγ(R) (γ > 0) � ïiäïðîñòîðè ïðîñòîðó

S òàêèõ ôóíêöié φ(x) , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü íåðiâíîñòi

|φ(q)(x)| ≤ Cq exp{−a|x|
1
γ}, q = 0, 1, 2, . . .

ç äîäàòíèìè ñòàëèìè Cq = Cq(φ) òà a = a(φ) .

Ó [149, ñ. 164] îïèñàíî êëàñ Æåâðåÿ

Gγ = {φ(t) (t ∈ (0, T ]) : |φ(p)(t)| ≤ CBpppγ, p = 0, 1, 2, . . . },

ñòàëi C , B çàëåæàòü, ìîæëèâî, âiä φ.

Ôóíêöiÿ φ(t) = exp{−|t|−γ} (γ > 0) íàëåæèòü G1+ 1
γ
.

Íåõàé 0 < β < 1 , Zβ(R) = S 2−β
2

(R) ,

Zβ(Q̄T ) =

{
ϕ ∈ D(Q̄T ) :

∣∣∣∣( ∂

∂t

)p(
∂

∂x

)q
ϕ(x, t)

∣∣∣∣ ≤ Cp,q exp{−a|x|
2

2−β (T − t)−
β

2−β}, p, q = 0, 1, 2, . . .

}
,

ñòàëi Cp,q çàëåæàòü âiä ϕ , 0 < a = a(β) ≤ 2−β
2e � äåÿêà ñòàëà.

Ôóíêöi¨ ç Zβ(Q̄T ) ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòà x äëÿ êîæíîãî t ∈ [0, T ] íàëå-

æàòü ïðîñòîðó S 2−β
2

(R), à ÿê ôóíêöi¨ àðãóìåíòà (T − t) äëÿ êîæíîãî x ∈ R
� êëàñó Æåâðåÿ G 2

β
.

Ïðèïóùåííÿ (Z): g ∈ Z ′β(Q̄T ), u0 ∈ Z ′β(R), a(x, t) = 1.

Òåîðåìà 5.8. Çà ïðèïóùåííÿ (Z) ôóíêöiÿ u ∈ Z ′β(Q̄T ), çàäàíà ôîðìóëîþ

(u, ϕ) = (g(ξ, τ), (Ĝ0ϕ)(ξ, τ)) + (u0(ξ), (Ĝ1ϕ)(ξ)) ∀ϕ ∈ Zβ(Q̄T ),

¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (5.31).

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òåîðåìè

5.7 iç âèêîðèñòàííÿì çàìiñòü ëåìè 5.8 íàñòóïíî¨ ëåìè.

Ëåìà 5.9. Ĝβ : Zβ(Q̄T )→ Zβ(Q̄T ), Ĝ1 : Zβ(Q̄T )→ Zβ(R).
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Ëåìà äîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ ëåìè 5.8 iç çàñòîñóâàííÿì ëåìè 5.1

iç [150, ñ. 35], çà ÿêîþ

+∞∫
−∞

exp
{
−µ̃
[
|x|

2
2−β (T − t)−

β
2−β + |x− ξ|

2
2−β (t− τ)−

β
2−β

]}
(T−t)−

β
2 (t−τ)−

β
2 dx ≤

≤M(ε)(T − τ)−
β
2 exp

{
−µ̃(1− ε)|ξ|

2
2−β (T − τ)−

β
2−β

}
,

äå 0 < ε < 1 , M(ε) > 0 . Äîâåäåííÿ ëåìè 5.9 òà òåîðåìè 5.8 íàâåäåíî â [56].

5.4 Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèì êîåôiöi¹íòîì ó

ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ

Âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó Êîøi

Dβ
t u− a(x)uxx = F0(x, t), (x, t) ∈ QT , u(x, 0) = u0(x), x ∈ R (5.35)

ó êëàñàõ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(R)

)
çà íàñòóïíèõ ïðèïóùåíü.

Ïðèïóùåííÿ (LK1): a ∈ C∞(R) òà inf
x∈Ω̄

a(x) = a0 > 0 .

Ïðèïóùåííÿ (B): β ∈ (0, 1) , 0 < θ ≤ 1 , 1 < p < 1
1−βθ , s ∈ R ,

F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+2θ,p(R)

)
, F1 ∈ Hs+2,p(R) .

Íåõàé S ′ ∩ S � ïðîñòið óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié f(x, y) iç S ′(R × R) , ÿêi

íàëåæàòü S(R) ÿê ôóíêöi¨ äðóãîãî àðãóìåíòó (y ), òîáòî [6] (f(x, ·), ϕ(x)) ∈
S(R) äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ S(R) .

Îçíà÷åííÿ 5.5. Êîìïîçèöi¹þ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié F ∈ S ′(R) òà f ∈ S ′∩S
íàçèâà¹òüñÿ [60] óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ fF = F (y)of(·, y) iç S ′(R) , âèçíà÷åíà

ôîðìóëîþ

(ωF , ϕ) = (F (y), (ω(x, y)), ϕ(x)) ∀ϕ ∈ S(R).

Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ, òîáòî ëiíiéíiñòü i íåïåðåðâíiñòü ôóíêöiîíàëà ωF

ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. ßêùî ω(x, y) = ω1(x−y) , òî êîìïîçèöiÿ F (y)oω(x, y) =

F (y)oω1(x− y) = (F ∗ ω1)(x) ¹ çãîðòêîþ.



198

Îäåðæàíèé ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi ðîçâ'ÿçîê (5.34) çàäà÷i ìîæíà òàêîæ

ïîäàòè çà äîïîìîãîþ êîìïîçèöi¨ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié:

u(x, t) = F0(x, t) oG0(x, t) + u0(x) oG1(x, t), (x, t) ∈ QT , (5.36)

i ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ íà çàäàíi ôóíêöi¨ F0, u0 âií íàëåæèòü êëàñó

C2,β(QT ) òà çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó (5.35).

Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî çà òåîðåìîþ 5.7

L(F0 oG0) = F0, L(F1 oG1) = F1 · f1−β, Lreg(F1 oG1) = 0,

Lreg(F0 oG0) = F0 , ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (F0 oG0)(x, 0) = 0

(òîäi (F0 oG0)
(β)
t (x, t) = Dβ

t (F0 oG0)(x, t) ).

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (5.36) òà âëàñòèâîñòi êîìïîíåíò âåêòîð-

ôóíêöi¨ Ãðiíà, îäåðæèìî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ó âñié øêàëi ïðîñòîðiâ

Hs,p(R) çà ïðîñòîðîâîþ çìiííîþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç MS = MS(Rn) êëàñ ìóëüòèïëiêàòîðiâ ó S(Rn) : êëàñ òà-

êèõ ôóíêöié ψ(x) (x ∈ Rn ), ùî ψϕ ∈ S(Rn) äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ S(Rn) .

Çîêðåìà, êëàñ ϑM [7, c. 151] ôóíêöié ïîâiëüíîãî ðîñòó (ÿêi ðîñòóòü íà áåç-

ìåæíîñòi íå øâèäøå ïîëiíîìà â Rn ) íàëåæèòü MS(Rn) .

Ëåìà 5.10. ßêùî F ∈ S ′(Rn) , ω ∈ S ′ ∩ S , òî

F [F (y)oω(·, y)] = F (y)oF [ω(·, y)]. (5.37)

ßêùî äîäàòêîâî ∫
Rn

ω(x, y)ei(x,·)dx ∈MS(R) ∀y ∈ R,

äå (x, ξ) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê x, ξ ∈ Rn , i2 = −1 , òî

F [F (y)oω(x, y)] = F (y)oF [ω(x, y)] = Fx→ξ[ω(y + x, y)] Fx→ξ
[
F (x)

]
. (5.38)

Äîâåäåííÿ. Çà îçíà÷åííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié iç

S ′(Rn) , äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ S(Rn)

(F [F (y)oω(·, y)](ξ), ϕ(ξ)) = (F (y)oω(x, y),F [ϕ](x)) =
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=
(
F (y),

(
ω(x, y),F [ϕ](x)

))
=
(
F (y),

(
F [ω(·, y)](ξ, y), ϕ(ξ)

))
=

= (F (y)oF [ω(·, y)](ξ), ϕ(ξ)).

Çâiäñè îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü ôîðìóëè (5.37). Êðiì òîãî,(
Fx→ξ[ω(x, y)], ψ(ξ)

)
=
∫
Rn

( ∫
Rn
ω(x, y)ei(x−y,ξ)dx

)
ψ(ξ)ei(y,ξ)dξ

=
∫
Rn

( ∫
Rn
ω(y + x, y)ei(x,ξ)dx

)
ψ(ξ)ei(y,ξ)dξ

= Fξ→y
[
Fx→ξ[ω(y + x, y)] ψ(ξ)

]
∀ψ ∈ S(Rn).

Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ S(R)(
Fx→ξ[F (y) o ω(x, y)], ψ(ξ)

)
=
(
F (y),

(
Fx→ξ[ω(x, y)], ψ(ξ)

))
=
(
F (y),Fξ→y

[
Fx→ξ[ω(y + x, y)] ψ(ξ)

])
=
(
Fy→ξ[F (y)],Fx→ξ[ω(y + x, y)] ψ(ξ)

)
=
(
Fx→ξ[ω(y + x, y)] · Fx→ξ[F (x)], ψ(ξ)

)
.

Çà ïðèïóùåííÿ ëåìè Fx→ξ[ω(y + x, y)] = Fx→ξ[ω(x, y)]e−i(y,ξ) íàëå-

æèòü MS çà çìiííîþ ξ ∈ Rn , òîìó äîáóòîê

Fx→ξ[ω(y + x, y)] Fx→ξ[F (x)]

âèçíà÷åíèé ó S ′(Rn) . Îòîæ, ôîðìóëà (5.38) ïðàâèëüíà.

Òåîðåìà 5.9. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (LK1), (B). Òîäi iñíó¹ ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(R)

)
çàäà÷i (5.35). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìó-

ëîþ (5.36) òà ïðàâèëüíà îöiíêà

‖u‖
C2,β

(
[0,T ];Hs+2,p(R)

) ≤ b0‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(R)
) + b1‖F1‖Hs+2,p(R), (5.39)

äå b0, b1 � äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè

5.4 iç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ îïåðàöi¨ êîìïîçèöi¨,

âñòàíîâëåíî¨ â ëåìi 5.10, çàìiñòü âëàñòèâîñòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çãîðòêè ïðè
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äîâåäåííi òåîðåìè 5.4. Äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , ïîäiáíî äî äîâåäåííÿ ëåìè 5.7,

îá÷èñëþ¹ìî∥∥(F1 oG1)(·, t)
∥∥
Hs+2,p(R)

=
∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s+2
2 F [F1oG1](ξ, t)

] ∥∥
Lp(R)

=

=
∥∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s+2
2 F [G1(y + ·, t, y, 0)](ξ, y, t)F

[
F1(y)

]
(ξ, t)

] ∥∥∥
Lp(R)

.

Iç ïîáóäîâè òà âëàñòèâîñòåé âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà (äèâ., íàïðèêëàä, [48,

183, 155]) âèïëèâà¹, ùî

|F [G0(y + ·, t, y, 0)](ξ, y, t)| ≤ B̂0t
β−1Eβ,β(−a0|ξ|2tβ) ,

|F [G1(y + ·, t, y, 0)](ξ, y, t)| ≤ B̂1Eβ,1(−a0|ξ|2tβ)

ç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè B̂0, B̂1 .

Ìè áà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ â îöiíöi F [G1(y + ·, t, y, 0)] âiä y íå çàëåæèòü òà

îáìåæåíà â Q̄T . Òîìó ç ïîïåðåäíüî¨ ôîðìóëè îäåðæó¹ìî∥∥(F1 oG1)(·, t)
∥∥
Hs+2,p(R)

≤ B̂1

∥∥∥F−1
[
Eβ,1(−a0|ξ|2tβ)

]
F−1

[
(1 + |ξ|2) s+2θ

2 F
[
F1(y)

]
(ξ, t)

] ∥∥∥
Lp(R)

≤

≤ C‖F−1[(1 + |ξ|2) s+2
2 F [F1](ξ)] ‖Lp(R) = C‖F1‖Hs+2,p(R) ∀t ∈ [0, T ],

à îòæå, ∥∥F1 oG1

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(R)
) ≤ C‖F1‖Hs+2,p(R), C = const > 0.

Äëÿ t ∈ [0, T ] îöiíèìî íîðìó∥∥F0 oG0

∥∥
Hs+2,p(R)

=
∥∥F−1[(1 + |ξ|2)

s+2
2 F [F0 oG0]]

∥∥
Lp(R)

.

Ìà¹ìî ∥∥∥F−1
[
(1 + |ξ|2)

s+2
2 F
[ t∫

0

F0(·, τ) oG0(x, t, ·, τ)dτ
] ] ∥∥∥

Lp(R)
=

=
{∫

R

∣∣∣ t∫
0

F−1[(1 + |ξ|2)
s+2

2 F [F0(·, τ) oG0(x, t, ·, τ)]]dτ
∣∣∣p}1/p

.

Äëÿ âñiõ τ ∈ [0, T ]
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F−1
[
(1 + |ξ|2) s+2

2 F [F0(·, τ) oG0(x, t, ·, τ)]
]

=

= F−1
[
(1 + |ξ|2)1−θF [G0(y + ·, t, y, τ)](ξ, t, y, τ)F

[
(1 + |ξ|2) s+2θ

2 F0(y, τ)
]
(ξ, τ)

]
≤

≤ B̂0(t− τ)β−1F−1
[
(1 + |ξ|2)1−θEβ,β(−a0|ξ|2(t− τ)β)×

×F
[
F−1

[
(1 + |ξ|2) s+2θ

2 F [F0](ξ, τ)
] ]]

.

Çà ëåìîþ 5.5 ôóíêöiÿ (1+|ξ|2)1−θEβ,β(−a0|ξ|2(t−τ)β) = gβ,β(ξ, t−τ, 2−2θ)

¹ ìóëüòèïëiêàòîðîì â Lp(R) çà çìiííîþ ξ , à F−1[(1 + |ξ|2) s+2θ
2 F [F0](ξ, τ)] ∈

Lp(R) äëÿ âñiõ τ ∈ [0, T ] , i òîäi

‖h(·, t, τ)‖Lp(R) ≤ cβ(t−τ)β−1w(t−τ, 2−2θ)
∥∥F−1[(1+|ξ|2)

s+2θ
2 F [F0](ξ, τ)]

∥∥
Lp(R)

,

äå cβ � äîäàòíà ñòàëà,∥∥F0 oG0

∥∥
Hs+2,p(R)

≤

cβt
1− 1

p

{ t∫
0

(t − τ)p(β−1)wp(t − τ, 2 − 2θ) dτ
}1/p

‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(R)
) ≤

C0‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(R)
) , C0 = onst > 0. Çâiäñè∥∥F0 oG0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(R)
) ≤ C0‖F0‖

C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(R)
).

Îòîæ, çà ïðèïóùåííÿ ùîäî p äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] iñíó¹ êîìïîçèöiÿ

(F0 oG0)(x, t) =

t∫
0

F0(·, τ), oG0(·, t, τ)dτ

ó C2,β

(
[0, T ];Hs+2,p(R)

)
, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (F0 oG0)(x, 0) = 0 . Äàëi ïî-

âòîðþ¹ìî ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.4.

5.5 Çàäà÷à Êîøi ó âèïàäêó β ∈ (1, 2)

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹ìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi ç

äàíèìè � óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè iç ïðîñòîðiâ òèïó D′ äëÿ ðiâíÿííÿ (5.1)

ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ u(β)
t ïîðÿäêó β ∈ (1, 2) . Âèêîðèñòîâó-

¹ìî ïîçíà÷åííÿ ïiäðîçäiëó 5.1.
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5.5.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i, ôîðìóëà Ãðiíà òà âëàñòèâîñòi ñïðÿ-
æåíèõ îïåðàòîðiâ Ãðiíà

Ëåìà 5.11. Äëÿ v ∈ Cα,β(QT ) , ψ ∈ D(Q̄T ) ïðàâèëüíà ôîðìóëà Ãðiíà∫
QT

v(x, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

∫
QT

(Lregv)(x, t)ψ(x, t)dxdt− (5.40)

−
∫
Rn
v(x, 0)dx

T∫
0

f2−β(t)ψt(x, t)dt+
∫
Rn
vt(x, 0)dx

T∫
0

f2−β(t)ψ(x, t)dt .

Äîâåäåííÿ. Ïåðåòâîðèìî
∫
QT

(Lregv)(x, t)ψ(x, t)dxdt , iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíà-

ìè. Ìà¹ìî∫
QT

Dβ
t v(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫
QT

(
f2−β(t) ∗ vtt(x, t)

)
ψ(x, t)dxdt =

= 1
Γ(2−β)

∫
QT

( t∫
0

(t− τ)1−βvττ(x, τ)dτ
)
ψ(x, t)dxdt =

= 1
Γ(2−β)

∫
Rn
dx

T∫
0

( T∫
τ

(t− τ)1−βψ(x, t)dt
)
vττ(x, τ)dτ =

= 1
Γ(2−β)

∫
Rn
dx

T∫
0

( T−τ∫
0

η1−βψ(x, η + τ)dη
)
vττ(x, τ)dτ =

=
∫
Rn
dx

T∫
0

(
f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ)

)
vττ(x, τ)dτ =

=
∫
Rn

(
vτ(x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))

)∣∣∣τ=T

τ=0
dx−

−
∫
Rn
dx

T∫
0

(
vτ(x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))τdτ

)
dt =

= −
∫
Rn
vτ(x, 0)(f2−β∗̂ψ)(x, 0)dx+

∫
Rn
v(x, 0)(f2−β∗̂ψ)τ(x, 0)dx+

+
∫
Rn
dx

T∫
0

(
v(x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))ττdτ

)
dt =

= −
∫
Rn
vτ(x, 0)(f2−β∗̂ψ)(x, 0)dx−

∫
Rn
v(x, 0)(f1−β∗̂ψ)(x, 0)dx+

+
∫
Rn
dx

T∫
0

(
v(x, τ)(f−β(τ)∗̂ψ(x, τ))dτ

)
dt ,∫

QT

(−∆)α/2v(x, t)ψ(x, t)dxdt =
∫
QT

v(x, t)(−∆)α/2ψ(x, t)dxdt ,



203

çâiäêè é âèïëèâà¹ ïîòðiáíà ôîðìóëà.

Ïðèïóùåííÿ (L2): β ∈ (1, 2) , α 6= β , F1, F2 ∈ E ′(Rn) , F ∈ X ′(Q̄T ) .

Çà ïðèïóùåííÿ (L2) âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó Êîøi

(Lu)(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ Rn. (5.41)

Îçíà÷åííÿ 5.6. Ôóíêöiÿ u ∈ D′(Q̄T ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t)) =

= (F, ψ) +
2∑
j=1

(
Fj(x)× fj−β(t), ψ(x, t)

)
, ∀ψ ∈ X(Q̄T ), (5.42)

íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.41).

Çàóâàæèìî, ùî
(
Fj(x)× fj−β(t), ψ(x, t)

)
=
(
Fj(x),

(
fj−β(t), ψ(x, t)

))
,(

f2−α(τ), ψ(y, τ)
)

=
T∫
0

f2−α(τ)ψ(y, τ)dτ ,(
f1−α(τ), ψ(y, τ)

)
=
(
f ′2−α(τ), ψ(y, τ)

)
= −

(
f2−α(τ), ψτ(y, τ)

)
.

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó Ãðiíà, çàäà÷ó (5.41) ìîæíà ââàæàòè óçàãàëüíåííÿì

çàäà÷i Êîøi

Lregu = g0(x, t), (x, t) ∈ QT (5.43)

u(x, 0) = g1(x), ut(x, 0) = g2(x), x ∈ Rn (5.44)

ç ðåãóëÿðíèìè äàíèìè g0 , g1 , g2 . Ç îäåðæàíî¨ íèæ÷å òåîðåìè 5.10 ìîæíà

âèâåñòè, ùî ïðè äîñòàòíüî ãëàäêèõ òà ôiíiòíèõ F = g0 , F1 = g1 , F2 = g2 (íà-

ïðèêëàä, íåïåðåðâíié, îáìåæåíié òà ëîêàëüíî ãåëüäåðîâié çà ïðîñòîðîâèìè

çìííèìè g0 , ëîêàëüíî ãåëüäåðîâèõ g1 , g2 ) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷ (5.41) òà (5.43),

(5.44) çáiãàþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.7. Âåêòîð-ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i Êîøi (5.41) íàçèâà¹òüñÿ òà-

êà òðiéêà ôóíêöié (G0(x, t), G1(x, t), G2(x, t)) , ùî ïðè äîñòàòíüî ãëàäêèõ òà

ôiíiòíèõ g0 , g1 , g2 ôóíêöiÿ

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy+ (5.45)
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+
2∑
j=1

∫
Rn

Gj(x− y, t)gj(y)dy, (x, t) ∈ QT

¹ êëàñè÷íèì (iç Cα,β(QT ) ) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.43), (5.44).

Ç îçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà âèïëèâà¹, ùî

LG0(x, t) = δ(x, t) , (x, t) ∈ QT , LregGj(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , j = 1, 2 ,

G1(x, 0) = δ(x), (G2)t(x, 0) = δ(x), x ∈ Rn.

Òóò δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

Ëåìà 5.12. Äëÿ êîæíî¨ ψ ∈ X(Q̄T )

T∫
τ

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄T , (5.46)

∫
QT

Gj(x−y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =
(
fj−β(t), ψ(y, t)

)
, (y, t) ∈ Q̄T , j = 1, 2, (5.47)

Gj(x, t) = fj−β(t) ∗G0(x, t) ìàéæå âñþäè â QT , j = 1, 2. (5.48)

Äîâåäåííÿ.ßêùî ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (5.45) êëàñè÷íî¨ çàäà÷i Êîøi (5.43),

(5.44) â ôîðìóëó (5.40) (çàìiñòü ôóíêöi¨ v ), òî ïðè äîâiëüíié ψ ∈ X(Q̄T )

îäåðæèìî ∫
QT

( t∫
0

dτ
∫
Rn
G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt+

+
2∑
j=1

∫
QT

( ∫
Rn
Gj(x− y, t)gj(y)dy

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫
QT

g0(x, t)ψ(x, t)dxdt+
2∑
j=1

∫
Rn
gj(x)

(
fj−β(t), ψ(x, t)

)
dx ,

òîáòî
∫
QT

( T∫
τ

dt
∫
Rn
G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx

)
g0(y, τ)dydτ+

+
2∑
j=1

∫
Rn

( ∫
QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)
gj(y)dy =

=
∫
QT

ψ(y, τ)g0(y, τ)dydτ +
2∑
j=1

∫
Rn

(
fj−β(t), ψ(y, t)

)
gj(y)dy.
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Çà äîâiëüíiñòþ g0, g1, g2 îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü ôîðìóë (5.46), (5.47).

Äëÿ âèâåäåííÿ ôîðìóëè (5.48), âèêîðèñòîâóþ÷è (5.46) òà àíàëîã òåîðåìè

Ôóáiíi, îá÷èñëþ¹ìî(
fj−β(t), ψ(y, t)

)
=
(
fj−β(τ),

( T∫
τ

∫
Rn
G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dxdt

))
=

=
T∫
0

dt
∫
Rn

(
fj−β(τ), G0(x− y, t− τ)

)
(L̂ψ)(x, t)dx =

=
∫
QT

(
fj−β(t) ∗G0(x− y, t)

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt .

Çàìiíèâøè
(
fj−β(t), ψ(y, t)

)
çà ôîðìóëîþ (5.47), ìàòèìåìî∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =
∫
QT

(
fj−β(t) ∗G0(x− y, t)

)
(L̂ψ)(x, t)dxdt .

Çà ëåìîþ 5.3 äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ψ ∈ X(Q̄T ) , ùî L̂ψ = ϕ

â Q̄T . Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi∫
QT

(
Gj(x− y, t)− fj−β(t) ∗G0(x− y, t)

)
ϕ(x, t)dxdt = 0 ∀ϕ ∈ D(Q̄T ) , j = 1, 2 ,

à çâiäñè çà ëåìîþ Äþáóà-Ðåéìîíà ([6], c. 95) îäåðæó¹ìî ôîðìóëè (5.48).

Íåõàé (Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T∫
τ

∫
Rn
G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx ,

(Ĝjϕ)(y, τ) =
∫
QT

Gj(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt , ϕ ∈ D(Q̄T ) , j = 1, 2 .

Ëåìà 5.13. Ïðè β ∈ (1, 2) , α 6= β

Ĝ0 : D(Q̄T )→ C∞,(0)(Q̄T ) , Ĝj : D(Q̄T )→ C∞(Rn) , j = 1, 2 .

Äîâåäåííÿ. Çãîäíî ç [182],

G0(x, t) =
πn/2tβ−1

|x|n
H2,1

2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (β, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)
, (5.49)

äå Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)
�H-ôóíêöiÿ Ôîêñà ([207)]. Çà òåîðå-

ìîþ 1.1 [207] ïðè β 6= α (∆∗ 6= 0 ) ôóíêöiÿ G0 iñíó¹ äëÿ âñiõ x 6= 0 , t > 0 .

Ôóíêöi¨ Gj(x, t) , j = 1, 2 çíàõîäèìî, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëè (5.48) òà âëà-

ñòèâîñòi H -ôóíêöié Ôîêñà [207].

Ïåðåòâîðèìî ôóíêöiþ G0 çà âëàñòèâiñòþ 2.3 òà òåîðåìîþ 2.1 iç [207]:



206

G0(x, t) = πn/2tβ−1

|x|n H1,2
3,2

(
2αa2tβ

|x|α

∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (1− β, β)

)
=

= πn/2tβ−1

|x|n
∞∑
k=0

1
k!(1−

2αa2

|x|α )kH1,2
3,2

(
tβ
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1− β, β)

)
.

Çà òåîðåìîþ 2.7 iç [207] ïðî äðîáîâå äèôåðåíöiþâàííÿ H-ôóíêöié ïðè a∗ >

0 , σ min
1≤j≤m

[
Rebj
βj

] +Reω > −1 , % > 0

f%(z) ∗
[
zωHm,n

p,q

(
zσ
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)]
=

= zω+%Hm,n+1
p+1,q+1

(
zσ
∣∣∣(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (−ω − %, σ)

)
.

Îñêiëüêè 2 − β > 0 , òî âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò òà ôîðìóëó (5.48),

ìàòèìåìî

G2(x, t) = f2−β(t) ∗G0(x, t) =

= πn/2

|x|n
∞∑
k=0

1
k!(1−

2αa2

|x|α )k×

×f2−β(t) ∗
[
tβ−1H1,2

3,2

(
tβ
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1− β, β)

)]
=

= πn/2t
|x|n

∞∑
k=0

1
k!(1−

2αa2

|x|α )k×

×H1,3
4,3

(
tβ
∣∣∣(1− β, β) (0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)

(k, 1) (1− β, β) (−1, β)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 2.2 i çíîâó òåîðåìó 2.1 [207], îäåðæó¹ìî

G2(x, t) = πn/2t
|x|n

∞∑
k=0

1
k!(1−

2αa2

|x|α )kH1,2
3,2

(
tβ
∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (−1, β)

)
=

= πn/2t
|x|n H

1,2
3,2

(
2αa2tβ

|x|α

∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β)

)
.

Çà âëàñòèâiñòþ 2.3 çâiäñè îñòàòî÷íî ìàòèìåìî

G2(x, t) = πn/2t
|x|n H

2,1
2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (2, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)
.

Îñêiëüêè G1(x, t) = f1−β(t) ∗ G0(x, t) = f ′2−β(t) ∗ G0(x, t) = ∂
∂t(f2−β(t) ∗

G0(x, t)) = ∂
∂tG2(x, t) , òî ïîäiáíî äî ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåíü, àëå âèêîðè-

ñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 2.8 iç [207] ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ H -ôóíêöié çàìiñòü

òåîðåìè 2.7 iç [207], îäåðæó¹ìî
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G1(x, t) = πn/2

|x|n
∂
∂t

[
tH2,1

2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (2, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)]
=

= πn/2

|x|n
∂
∂t

[
tH1,2

3,2

(
2αa2tβ

|x|α

∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β)

)
=

= πn/2

|x|nH
1,3
4,3

(
2αa2tβ

|x|α

∣∣∣(−1, β) (0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β) (0, β)

)
=

= πn/2

|x|nH
1,2
3,2

(
2αa2tβ

|x|α

∣∣∣(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (0, β)

)
=

= πn/2

|x|nH
2,1
2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (1, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)
.

Îòæå,

Gj(x, t) =
πn/2tj−1

|x|n
H2,1

2,3

(
|x|α

2αa2tβ

∣∣∣(1, 1) (j, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)
, j = 1, 2.

(5.50)

Çàóâàæèìî, ùî âèãëÿä ôóíêöi¨ G1(x, t) çáiãà¹òüñÿ ç îäåðæàíèì ó [155] äëÿ

âèïàäêó β ∈ (0, 1) .

Äëÿ ôóíêöié G1, G2 ìà¹ìî a∗ = 2 − β , ∆∗ = α − β . Òîìó çà òåîðåìîþ

1.1 [207] ïðè β 6= α (∆∗ 6= 0 ) ôóíêöi¨ G1, G2 iñíóþòü äëÿ âñiõ x 6= 0 , t > 0 .

Ó [207] ïîáóäîâàíà àñèìïòîòèêà äëÿ H -ôóíêöié Ôîêñà. Âðàõîâóþ÷è, ùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.1.6) òà (1.3.2) iç [207], çà òåîðåìîþ 1.7 iç [207] îäåðæó¹ìî

îöiíêè

|G0(x, t)| ≤
C0t

β−1

|x|n
, |Gj(x, t)| ≤

Cjt
j−1

|x|n
, j = 1, 2 ïðè |x|α > tβ.

(5.51)

Çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè 1.12 [207] îäåðæó¹ìî îöiíêè ïðè |x|α < tβ :

|G0(x, t)| ≤
C∗0

t|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, ÿêùî α < n, (5.52)

|G0(x, t)| ≤
C∗0

t1−β+nβ/α
ln

tβ

|x|α
äëÿ α ≥ n, (5.53)

|Gj(x, t)| ≤
C∗j t

j−1−β

|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, ÿêùî α < n, j = 1, 2 (5.54)

|Gj(x, t)| ≤
C∗j

t1−j+nβ/α
ln

tβ

|x|α
äëÿ α ≥ n, j = 1, 2. (5.55)
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Òóò Cj, C
∗
j , j = 0, 1, 2 � ïåâíi äîäàòíi ñòàëi. Ó âèïàäêó (5.11) ïðàâèëüíi

òàêi æ îöiíêè áåç ëîãàðèôìiâ.

Ç îäåðæàíèõ âèùå îöiíîê âèïëèâà¹ iíòåãðîâíiñòü ôóíêöié Gj â QT , j =

0, 1, 2 , à çâiäñè � íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié (Ĝ0ϕ)(y, τ) â QT òà (Ĝjϕ)(y) â Rn ,

j = 1, 2 . Îñêiëüêè ∂
∂yi
Gj(x− y, t) = − ∂

∂xi
Gj(x− y, t) , i = 1, . . . , n , j = 0, 1, 2

i ïîäiáíî äëÿ ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ, ôóíêöiÿ ϕ ∈ D(Q̄T ) , òî äëÿ âñiõ γ

Dγ(Ĝjϕ)(y) =
∫
QT

Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dxdt

çà óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ

wj,γ(y) =
T∫
0

∫
Rn
Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dxdt , j = 0, 1, 2 , ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Çà öèõ óìîâ ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi îäåðæèìî, ùî Dγ(Ĝjϕ) ∈ C(Rn) äëÿ

äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó γ , à îòæå, Ĝjϕ ∈ C∞(Rn) ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Ïîêàæåìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ wjγ(y) äëÿ êîæíîãî γ .

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè (5.52), (5.54) ôóíêöié Gj(x−y, t) , j = 1, 2 , ôiíiòíiñòü

òà îáìåæåíiñòü ôóíêöié Dγϕ(x, t) â QT , ó âèïàäêó α < n ìàòèìåìî

|wj,γ(y)| ≤ |
T∫
0

dt
∫

x:|x−y|α<tβ
Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dx+ |

+
T∫
0

dt
∫

x:|x−y|α>tβ
Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dx| ≤

≤ dj,γ,0
T∫
0

[
tj−1−β ∫

x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n−α dx+ tj−1

∫
x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]
dt ≤

≤ dj,γ,1

[ T∫
0

tj−1−βdt
tβ/α∫
0

rα−1dr +
T∫
0

tj−1dt
+∞∫
tβ/α
|Dγϕ(x, t)|r−1dr

]
≤

≤ dj,γ,2
T∫
0

tj−1[1 + |lntβ/α|]dt < +∞ .

Òóò i äàëi dj,γ,k , j = 1, 2 , k = 0, 1, . . . � äîäàòíi ñòàëi.

Ó âèïàäêó α ≥ n ç âðàõóâàííÿì îöiíîê (5.53), (5.55), ìàòèìåìî

|wj,γ(y)| ≤ dj,γ,3
T∫
0

tj−1
[ ∫
x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|
tnβ/α

dx+
∫

x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]
dt ≤

≤ dj,γ,4
T∫
0

tj−1[1 + |lntβ/α|]dt < +∞ , j = 1, 2 .
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Ìè äîâåëè, ùî Ĝj : D(Q̄T )→ C∞(Rn) , j = 1, 2 .

Îñêiëüêè ∂
∂τG0(x− y, t− τ) = − ∂

∂tG0(x− y, t− τ) i ïîäiáíî äëÿ ïîõiäíèõ

âèùèõ ïîðÿäêiâ, ôóíêöiÿ ϕ ∈ D(Q̄T ) , òî äëÿ âñiõ γ̄

Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ) =
∫
QT

G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt òà Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, T ) = 0

çà óìîâè ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ

w0,γ̄(y, τ) =
T∫
τ

∫
Rn
G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt , ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Çà öi¹¨ óìîâè ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi îäåðæèìî, ùî Dγ̄(Ĝ0ϕ) ∈ C(QT ) äëÿ

äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó γ̄ , à îòæå, Ĝ0ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) .

Ïîêàæåìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü iíòåãðàëiâ w0,γ̄(y, τ) äëÿ êîæíîãî γ̄ .

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè (5.52), (5.54) ôóíêöi¨ G0(x − y, t − τ) , ôiíiòíiñòü òà

îáìåæåíiñòü ôóíêöié Dγ̄ϕ(x, t) â QT , ó âèïàäêó α < n ìàòèìåìî

|w0,γ̄(y, τ)| ≤
T∫
τ

[ ∫
x:|x−y|α<(t−τ)β

|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx+

+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β
|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx

]
dt ≤

≤ d0,γ̄,0

T∫
τ

[ ∫
x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)|x−y|n−αdx+

∫
x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|ndx

]
dt ≤

≤ d0,γ̄,1

[ T∫
τ

dt
t−τ

(t−τ)β/α∫
0

rα−1dr +
T∫
τ

1
(t−τ)1−βdt

+∞∫
(t−τ)β/α

|Dγ̄ϕ(x, t)|r−1dr
]
≤

≤ d0,γ̄,2

T∫
τ

(t− τ)β−1[1 + |ln(t− τ)β/α|]dt < +∞ .

Òóò i äàëi d0,γ̄,i , i = 0, 1, . . . � äîäàòíi ñòàëi.

Ó âèïàäêó α ≥ n , âðàõîâóþ÷è îöiíêè (5.53), (5.55), ïîäiáíî îäåðæó¹ìî

|w0,γ̄(y, τ)| ≤ d0,γ̄,3

T∫
τ

[ ∫
x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β(1−nα )dx+

+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|ndx

]
dt ≤

≤ d0,γ̄,4

T∫
τ

(t− τ)β−1[1 + |ln(t− τ)β/α|]dt < +∞ .

Ìè äîâåëè, ùî Ĝ0 : D(Q̄T )→ C∞,(0)(Q̄T ) . Ëåìà äîâåäåíà.
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5.5.2 Òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 5.10. Çà ïðèïóùåííÿ (L2) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q̄T ) çà-

äà÷i (5.41). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) = (F, Ĝ0ϕ) +
2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ) ∀ϕ ∈ D(Q̄T ). (5.56)

Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 5.13 Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ) , Ĝj : D(Q̄T ) →
C∞(Rn) , j = 1, 2 . Çà ëåìîþ 5.3 äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ψ ∈
X(Q̄T ) , ùî (L̂ψ)(x, t) = ϕ(x, t) , (x, t) ∈ QT . Òàêîþ ¹ ôóíêöiÿ

ψ(y, τ) =

T∫
τ

dt

∫
Rn

G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx.

Îòîæ, Ĝ0 : D(Q̄T ) → X(Q̄T ) , ïðàâà ÷àñòèíà â ôîðìóëi (5.56) ìà¹ ñåíñ i

ôîðìóëîþ (5.56) âèçíà÷åíî u ∈ D′(Q̄T ) .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (5.56) ó òîòîæíiñòü (5.42), âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó

5.13, ïîêàçó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (5.56) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.41):

(u, L̂ψ) = (F, Ĝ0(L̂ψ))QT +
2∑
j=1

(Fj, Ĝj(L̂ψ)) =

= (F, ψ) +
2∑
j=1

(
Fj(x)× fj−β(t), ψ(x, t)

)
∀ψ ∈ X(Q̄T ) .

ßêùî u1, u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.41), òî ôóíêöiÿ u = u1−u2 çàäîâîëüíÿ¹

óìîâó

(u, L̂ψ) = 0 ∀ψ ∈ X(Q̄T ) ,

à òîäi ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè 5.3 (u, ϕ) = 0 äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) , òîáòî

u = 0 â D′(Q̄T ) . Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèìiòêà. Ðåçóëüòàò òåîðåìè 5.10 ìîæíà ïîêðàùèòè: âèçíà÷èòè çàëåæ-

íiñòü õàðàêòåðó îñîáëèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðè t = 0 âiä îñîáëèâîñòåé

ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ òà ïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòåé óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

ó ïî÷àòêîâèõ óìîâàõ, ÿê öå çðîáëåíî ó âèïàäêó β ∈ (0, 1) .
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Ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ íà iíøi ðiâíÿííÿ ç äåêiëüêîìà äðîáîâèìè ïî-

õiäíèìè çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, ÿêùî ôóíêöiÿ Ãðiíà ìà¹ ïîäiáíi îöiíêè

(ç ïîëÿðíèìè îñîáëèâîñòÿìè). Ó íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåìî ïðèêëàä

òàêîãî ðiâíÿííÿ òà çíàéäåìî îöiíêè éîãî ôóíäàìåíòàëüíî¨ ôóíêöi¨.

5.6 Ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè

äðîáîâèìè ïîõiäíèìè

Ïîáóäîâi ôóíäàìåíòàëüíèõ ôóíêöié îïåðàòîðiâ iç ÷àñòèííèìè äðîáîâèìè

ïîõiäíèìè ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi [59, 121,182] òà iíøi. Ìè óçàãàëüíþ¹ìî ðåçóëüòàò

[182] íà âèïàäîê îäíîðiäíîãî åëiïòè÷íîãî îïåðàòîðà ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè

òà ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè (çàìiñòü îïåðàòîðà (−∆)
α
2 ó [182]). Îäåðæàíi ðå-

çóëüòàòè ìàþòü çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ òàêèõ ðiâ-

íÿíü, çîêðåìà, i ó ïðîñòîði óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ÿê, íàïðèêëàä, ó ïîïåðåä-

íiõ ïiäðîçäiëàõ òà ïðè äîñëiäæåííi äèôóçiéíèõ ïðîöåñiâ [155].

Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè

Au(x) = A(x, ∂)u(x) = (2π)−n
∫
Rn
a(x, ξ)(Fu)(ξ)ei(x,ξ)dξ =

= F−1
ξ→x[a(x, ξ)(Fx→ξu(ξ)], u ∈ D(Rn) ,

äå Fu� ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ôóíêöi¨ u , a(x, ξ) =
N∑
j=0

∑
|γ|=sj≤s

aγ(x)(−iξ)γ

(ñêîðî÷åíèé çàïèñ a(x, ξ) =
∑
|γ|≤s

aγ(x)(−iξ)γ ), γ = (γ1, . . . , γn), γi � íåâiä'-

¹ìíi ÷èñëà, ÿêi ìîæóòü áóòè äðîáîâèìè, |γ| = γ1 + · · · + γn , i2 = −1 ,

(−iξ)γ = (−iξ1)
γ1 · (−iξn)γn , aγ ∈ C∞(Rn) . Çàóâàæèìî, ùî

f−β(t)∗̂v(t) = f ′1−β(t)∗̂v(t) = −f1−β(t)∗̂v′(t) , v ∈ D(R) . Ìà¹ìî
1

(2π)n

∫
Rn

(−iξ)γ(Fu)(ξ)ei(x,ξ)dξ =

= 1
(2π)n

∫
Rn

∫
Rn

(−iξ)γei(x−y,ξ)u(y)dydξ = 1
(−2π)n

∫
Rn

∫
Rn

(−iξ)γei(t,ξ)u(x− t)dtdξ =

= 1
(−2π)n

∫
Rn

(−iξ)γ(ei(x,ξ) ∗ u(x))dξ = 1
(−2π)n

∫
Rn

(−iξ)αei(x,ξ)dξ ∗ u(x) =

(−1)nF−1[(−iξ)γ] ∗ u(x) = f−γ(x) ∗ u(x).

Îòæå,
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Au(x) =
∑
|γ|≤s

aγ(x)(f−γ(x) ∗ u(x)), u ∈ D(Rn).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ äîâiëüíèõ u, v ∈ D(Rn)∫
Auv̄dx =

∫ ∑
|γ|≤s

aγ(f−γ ∗ u)v̄dx =
∫ ∑
|γ|≤s

u(f−γ∗̂aγ v̄)dx .

à òîìó ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà A ìà¹ âèãëÿä

A∗v(x) =
∑
|γ|≤s

f−γ∗̂(aγ v̄) (A∗v(x) =
∑
|γ|≤s

f−γ∗̂(aγ v̄) , ÿêùî aγ � äiéñíî-

çíà÷íi ôóíêöi¨).

Ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ åëiïòè÷íèì â îáëàñòi

Ω ∈ Rn , ÿêùî iñíóþòü òàêi äîäàòíi ñòàëi C1, C2 , ùî

|a(x, ξ)| ≥ C1(1 + |ξ|)s ∀x ∈ Ω, |ξ| ≥ C2.

Âèêîðèñòà¹ìî ïåðåòâîðåííÿ Ðàäîíà çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè x1, . . . , xn

äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ω(x, t) = ωn(x, t) ðiâíÿííÿ

f−β(t) ∗ ω(x, t)−
n∑
j=1

bjf−α(xj) ∗ ω(x, t) = δ(x, t), (x, t) ∈ Rn+1 (5.57)

çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè bj, j = 1, . . . , n çà óìîâè

n∑
j=1

bjp
α
j ≥ C0 ∀p ∈ Rn, |p| = 1. (5.58)

Òóò δ(x, t) � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà.

Òåîðåìà 5.11. Ïðè α > β àáî α < β < 2 òà çà óìîâè (5.58) iñíó¹ ôóíäà-

ìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ωn ∈ D′(Rn+1) ðiâíÿííÿ (5.57) òà ïðàâèëüíi îöiíêè

|ωn(x, t)| ≤
C∗n

t|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, |x|α < tβ, (5.59)

|ωn(x, t)| ≤
Cn

t1−β|x|n
, |x|α > tβ. (5.60)

Ïðè α 6= n+2m
σ , m ∈ Z+, σ ∈ N â îöiíöi (5.59) ëîãàðèôìè ìîæíà îïóñòè-

òè.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé Σn � îäèíè÷íà ñôåðà â Rn , p ∈ Σn ,

ξ = (p, x) = p1x1 + · · ·+ pnxn , b2 = b2(p) =
n∑
j=1

bjp
α
j .

Çàóâàæèìî, ùî çà óìîâè (5.58) b2(p) ≥ C0 > 0 äëÿ âñiõ p ∈ Σn .

Øóêà¹ìî ôóíêöiþ ωn(x, t) ó âèãëÿäi

ωn(x, t) =

∫
Σn

ωp,n(ξ, t)dSp. (5.61)

Çà âëàñòèâiñòþ çãîðòêè
n∑
j=1

bjf−α(xj) ∗ ωp,n((p, x), t) =
n∑
j=1

bjp
α
j

(
f−α(ξ) ∗ ωp,n(ξ, t)

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî δ(x, t) = δ(x)·δ(t) , äëÿ δ(x) ïðàâèëüíå çîáðàæåííÿ ([149,

c. 103])

δ(x) = a0
n

∫
Σn

δ(n−1)(p1x1 + · · ·+ pnxn)dSp, a0
n =

(−1)
n−1

2

2(2π)n−1
, (5.62)

ïðè íåïàðíîìó n , à ïðè ïàðíîìó n

δ(x) = b0
n

∫
Σn

(p1x1 + · · ·+ pnxn)
−ndSp, b0

n =
(−1)

n
2

(2π)n
, (5.63)

äëÿ çíàõîäæåííÿ ωp,n îäåðæó¹ìî ðiâíÿííÿ

f−β(t) ∗ ωp,2k+1(ξ, t)− b2(p)f−α(ξ) ∗ ωp,2k+1(ξ, t) = a0
2k+1δ

(2k)(ξ) · δ(t), (5.64)

f−β(t) ∗ ωp,2k(ξ, t)− b2(p)f−α(ξ) ∗ ωp,2k(ξ, t) = b0
2kξ
−2k × δ(t), k ∈ Z+. (5.65)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [182], çíàõîäèìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê

Gp(ξ, t) ðiâíÿííÿ

f−β(t) ∗Gp(ξ, t)− b2(p)f−α(ξ) ∗Gp(ξ, t) = δ(ξ, t). (5.66)

Çà òåîðåìîþ ç [6], c. 142 ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (5.64) òà (5.65) ìàþòü âiäïîâiäíî

âèãëÿä

ωp,2k+1(ξ, t) = a0
2k+1Gp(ξ, t) ∗ δ(2k)(ξ)
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= a0
2k+1

d2k

dξ2k
Gp(ξ, t) = a0

2k+1

d2k

d|ξ|2k
Gp(|ξ|, t), (5.67)

ωp,2k(ξ, t) = b0
2kGp(ξ, t) ∗ ξ−2k, (5.68)

Çãiäíî ç [182],

Gp(ξ, t) = π−1/2tβ−1

|ξ| H2,1
2,3

(
|ξ|α

2αb2(p)tβ

∣∣∣(1, 1) (β, β)
(1, 1) (1/2, α/2) (1, α/2)

)
.

Äëÿ ôóíêöi¨ Gp ìà¹ìî a∗ = 2 − β , ∆∗ = α − β . Òîìó çà óìîâ òåîðåìè

ôóíêöiÿ Gp iñíó¹ äëÿ âñiõ ξ 6= 0 , t > 0 .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äèôåðåíöiþâàííÿ äëÿ H -ôóíêöié Ôîêñà ([207],

ñ. 33), ìàòèìåìî

ωp,2k+1(ξ, t)

=
a0

2k+1π
−1/2tβ−1

|ξ|2k+1 H3,1
3,4

(
|ξ|α

2αb2tβ

∣∣∣ (1, 1) (β, β) (1, α)
(2k + 1, α) (1, 1) (1/2, α/2) (1, α/2)

)
.

Ó [207] ïîáóäîâàíî àñèìïòîòèêó äëÿ H -ôóíêöié Ôîêñà. Âðàõîâóþ÷è, ùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.6) òà (1.3.2) iç [207], çà òåîðåìîþ 1.7 iç [207] îäåðæó¹ìî

îöiíêè:

|ωp,2k+1(ξ, t)| ≤
q2k+1

t1−β|ξ|2k+1
, |ξ|α > tβ,

à çà íàñëiäêîì 1.12.1 iç òåîðåìè 1.12 [207]

|ωp,2k+1(ξ, t)| ≤
q∗2k+1t

β−1

|ξ|2k+1

(|ξ|α
tβ

)min{1, 1
α}
ln

tβ

|ξ|α
, |ξ|α < tβ,

çâiäêè

|ωp,2k+1(ξ, t)| ≤
q∗2k+1

t|ξ|2k+1−α ln
tβ

|ξ|α
, α < 1

|ωp,2k+1(ξ, t)| ≤
q∗2k+1

t1−β(1− 1
α )|ξ|2k

ln
tβ

|ξ|α
, α ≥ 1.

Òóò i äàëi qi, q∗i , qi,j, q
∗
i,j � äîäàòíi ñòàëi.

Òåïåð çà ôîðìóëîþ (5.67) òà ç îäåðæàíèõ âèùå îöiíîê ôóíêöi¨ ωp,2k+1(ξ, t)

çíàõîäèìî îöiíêè øóêàíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Ó âèïàäêó α < 1

ìàòèìåìî

|ω2k+1(x, t)| ≤
q∗2k+1

t

∫
Σ2k+1∩{p:|ξ|α<tβ}

|ξ|−(2k+1−α)ln
tβ

|ξ|α
dpS+
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+
q2k+1

t1−β

∫
Σ2k+1∩{p:|ξ|α>tβ}

|ξ|−2k−1dpS = I1(x, t) + I2(x, t).

Çàóâàæèìî, ùî äðóãèé äîäàíîê âiäñóòíié ó âèïàäêó |x|α < tβ , îñêiëüêè

|ξ| = |x||cos(x, p)| ≤ |x| ïðè p ∈ Σ2k+1 .

Ó âèïàäêó |x|α > tβ ìà¹ìî

0 ≤ I2(x, t) = q2k+1

t1−β

∫
Σ2k+1∩{p:|ξ|α>tβ}

|ξ|−2k−1dpS ≤ q2k+1

t1−β+
β
α

∫
Σ2k+1

|ξ|−2kdpS = 0 .

Îñòàííÿ ðiâíiñòü îäåðæàíà íà ïiäñòàâi ôîðìóëè âïðàâè 10 iç [149, c. 105-

106], çà ÿêîþ
∫

Σ2k+1

ξ−2kdpS = 0 . Îòæå, I2(x, t) = 0 .

Âèêîíóþ÷è çàìiíó η = ξ

t
β
α

= p1
x1

t
β
α

+ · · ·+ pn
xn

t
β
α
, çíàõîäèìî

I1(x, t) = q∗2k+1αt
−1−(2k+1−α)βα

( ∫
Σ2k+1∩{p:|η|<1}

|η|−(2k+1−α)ln 1
|η|dpS

)
( x

t
β
α

) ≤

≤ q∗2k+1αt
−1−(2k+1−α)βα

( ∫
Σ2k+1

|η|−(2k+1−α)ln 1
|η|dpS

)
( x

t
β
α

) ≤ q∗2k+1,1

t|x|2k+1−α |ln tβ

|x|α | .

Ïðè |x|α < tβ îäåðæó¹ìî îöiíêó (5.59). Âðàõîâóþ÷è, ùî

|ln tβ

|x|α | = ln |x|
α

tβ
≤ C tβ

|x|α ïðè |x|α > tβ ,

ç ïîïåðåäíüî¨ îöiíêè îäåðæó¹ìî

|ω2k+1(x, t)| ≤
q∗2k+1,1

t|x|2k+1−α ln
|x|α

tβ
≤ C2k+1

t1−β|x|2k+1
,

à îòæå, îöiíêó (5.60).

Ïðè α ≥ 1 , çãiäíî ç ôîðìóëîþ (5.67) òà îöiíêàìè ôóíêöi¨ ωp,2k+1(ξ, t) ,

ïîäiáíî çíàõîäèìî

|ω2k+1(x, t)| ≤ q∗2k+1

∫
Σ2k+1∩{p:|ξ|α<tβ}

|ξ|−2k

t1−β(1− 1
α )
ln

tβ

|ξ|α
dpS+

+
q2k+1

t1−β

∫
Σ2k+1∩{p:|ξ|α>tβ}

|ξ|−2k−1dpS ≤

≤
q∗2k+1,1

t1−β(α−1
α )|x|2k

|ln tβ

|x|α
|+ q2k+1,1

t1−β+β
α

∫
Σ2k+1

ξ−2kdpS =
q∗2k+1,1

t1−β(α−1
α )|x|2k

|ln tβ

|x|α
|.
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Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî t−
β
α < |x|−1 ïðè |x|α > tβ , îäåðæó¹ìî îöiíêó

(5.59), à âðàõîâóþ÷è, ùî |ln tβ

|x|α | = ln |x|
α

tβ
≤ C tβ

|x|α ïðè |x|α > tβ , à ïðè α ≥ 1

ùå é tβ(1− 1
α ) < |x|α−1 ), îäåðæó¹ìî îöiíêó (5.60).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê n = 2k . Îñêiëüêè, çãiäíî ç ôîðìóëîþ (5.68),

ωp,2k(ξ, t) = b0
2kGp(ξ, t) ∗ ξ−2k =

= b0
2k[Gp(ξ, t) ∗ (θ(ξ)ξ−2k) +Gp(ξ, t) ∗ (θ(−ξ)ξ−2k)] =

= b0
2kΓ(1− 2k)[(f1−2k(·) ∗Gp(·, t))(ξ) + (f1−2k(·) ∗Gp(·, t))(−ξ)] =

= 2b0
2kΓ(1− 2k)δ(2k−1)(ξ) ∗Gp(ξ, t) = 2b0

2kΓ(1− 2k)
d2k−1

d|ξ|2k−1
Gp(|ξ|, t),

òî öåé âèïàäîê çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüîãî. Òåîðåìà äîâåäåíà.

5.7 Çàäà÷i â îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi äîâîäèìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çà-

äà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ β ∈ (0, 1) ó ïðîñòîðàõ óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó D′ òà äåÿêèõ ¨õíiõ ïiäïðîñòîðàõ.

5.7.1 Ïåðøà êðàéîâà çàäà÷à ó ïðîñòîði D′

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â RN , N ∈ N ,

S = ∂Ω � ìåæà îáëàñòi Ω (iç C∞ ), QT = Ω× (0, T ] , Q1T = ∂Ω× (0, T ] ,

(f, ϕ)0 � çíà÷åííÿ f ∈ D′(Q̄T ) íà îñíîâíié ôóíêöi¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) ,

(f, ϕ)1 � çíà÷åííÿ f ∈ D′(Q̄1T ) íà îñíîâíié ôóíêöi¨ ϕ ∈ D(Q̄1T ) ,

(f, ϕ)2 � çíà÷åííÿ f ∈ D′(Ω̄) íà îñíîâíié ôóíêöi¨ ϕ ∈ D(Ω̄) ,

C2,β(QT ) � êëàñ îáìåæåíèõ, äâi÷i íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ çà çìiííè-

ìè x ôóíêöié v(x, t) , (x, t) ∈ Q̄T , ðiâíèõ íóëþ ïðè t ≥ T òà ç íåïåðåðâíèìè

Dβ
t v(x, t) â QT . Çà ðiâíÿííÿì

u−β(t) ∗ u(x, t)− a2∆u(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ], a = const (5.69)

ââîäèìî îïåðàòîðè
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L̂ : (L̂v)(x, t) ≡ f−β(t)∗̂v(x, t)− a2∆v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D(Q̄T ) ,

L : (Lv)(x, t) ≡ f−β(t) ∗ v(x, t)− a2∆v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),

Lreg : (Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t)− a2∆v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ C2,β(QT )

òà ôóíêöiéíèé ïðîñòið

X(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ D(Q̄T ), ϕ
∣∣
Q̄1T

= 0} .

Áóäå äîâåäåíî, ùî X(Q̄T ) íåïîðîæíèé.

Ïðèïóùåííÿ (Lb) : β ∈ (0, 1) , F ∈ X ′(Q̄T ) , F1 ∈ D′(Q̄1T ) , F2 ∈ D′(Ω̄) .

Çà ïðèïóùåííÿ (Lb) âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó

u(x, t) = F1(x, t), (x, t) ∈ Q1T , u(x, 0) = F2(x), x ∈ Ω (5.70)

äëÿ ðiâíÿííÿ (5.69).

Îçíà÷åííÿ 5.8. Ôóíêöiÿ u ∈ D′(Q̄T ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t))0 = (F, ψ)0 + (F1, a
2∂ψ

∂ν
)1+

+(F2,

T∫
0

f1−β(t)ψ(·, t)dt)2 ∀ψ ∈ X(Q̄T ), (5.71)

íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.69), (5.70).

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ u ∈ C2,β(QT ) , ψ ∈ X(Q̄T ) ïðàâèëüíà ôîðìóëà Ãðiíà∫
QT

u(x, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

∫
QT

(Lregu)(x, t)ψ(x, t)dxdt+ (5.72)

+a2
T∫
0

dt
∫
∂Ω

u(x, t)∂ψ(x,t)
∂ν dS +

∫
Ω

u(x, 0)dx
T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt .

Âîíà äîâîäèòüñÿ, ÿê âiäïîâiäíà ôîðìóëà â ëåìi 5.11. Òóò ν(x)� îðò âíó-

òðiøíüî¨ íîðìàëi äî ïîâåðõíi ∂Ω ó òî÷öi x ∈ ∂Ω .

Çàäà÷ó (5.69), (5.70) ìîæíà ââàæàòè óçàãàëüíåííÿì çàäà÷i

Lregu = g0(x, t), (x, t) ∈ QT (5.73)
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u(x, t) = g1(x, t), (x, t) ∈ Q1T , u(x, 0) = g2(x), x ∈ Ω (5.74)

ç ðåãóëÿðíèìè äàíèìè g0 , g1 , g2 . Ç îäåðæàíî¨ íèæ÷å òåîðåìè 5.9 ìîæíà

âèâåñòè, ùî ïðè äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèõ F = g0 , F1 = g1 , F2 = g2 ðîçâ'ÿçêè

çàäà÷ (5.69), (5.70) òà (5.73), (5.74) çáiãàþòüñÿ.

Îçíà÷åííÿ 5.9. Âåêòîð-ôóíêöi¹þ Ãðiíà çàäà÷i (5.69), (5.70) íàçèâà¹òüñÿ òà-

êà òðiéêà ôóíêöié (G0(x, t), G1(x, t), G2(x, t)) , ùî ïðè äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèõ

g0 , g1 , g2 ôóíêöiÿ

u(x, t) =

t∫
0

dτ

∫
Ω

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy+ (5.75)

+
t∫

0

∫
Q1T

G1(x− y, t− τ)g1(y, τ)dSdτ +
∫
Ω

G2(x− y, t)g2(y)dy, (x, t) ∈ QT

¹ êëàñè÷íèì (iç C2,β(QT ) ) ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.73), (5.74).

Ç îçíà÷åííÿ 5.9 âèïëèâà¹, ùî

LG0(x, t) = δ(x, t) , (x, t) ∈ QT , äå δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà,

G0(x, t) = 0 , (x, t) ∈ Q1T ,

LregG1(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , G1(x, t) = δ(x, t), (x, t) ∈ Q1T ,

LregG2(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , G2(x, 0) = δ(x), x ∈ Ω.

Ââåäåìî ñïðÿæåíi îïåðàòîðè Ãðiíà çàäà÷i

(Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T∫
τ

∫
Ω

G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx ,

(Ĝ1ϕ)(y, τ) =
T∫
τ

∫
∂Ω

G1(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx ,

(Ĝ2ϕ)(y) =
T∫
0

∫
Ω

G2(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt , ϕ ∈ D(Q̄T )

òà âèâ÷èìî ¨õ âëàñòèâîñòi.

Ëåìà 5.14. Äëÿ êîæíî¨ ψ ∈ X(Q̄T )

(Ĝ0(L̂ψ))(y, τ) = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄T , (5.76)

(Ĝ1(L̂ψ))(y, τ) = a2∂ψ(y, t)

∂ν
, (y, t) ∈ Q̄1T , (5.77)
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(Ĝ2(L̂ψ))(y) =

T∫
0

f1−β(t)ψ(y, t)dt, y ∈ Ω. (5.78)

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (5.75) êëàñè÷íî¨ ïåðøî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i (5.73), (5.74) â ôîðìóëó (5.72), òî ïðè äîâiëüíié ψ ∈ X(Q̄T ) îäåðæèìî

∫
QT

( t∫
0

dτ
∫
Ω

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt+

∫
QT

( t∫
0

dτ
∫
∂Ω

G1(x− y, t− τ)g1(y, τ)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dSdt+

+
∫
QT

( ∫
Ω

G2(x− y, t)g2(y)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫
QT

g0(x, t)ψ(x, t)dxdt+ a2
∫
Q1T

g1(x, t)
∂ψ(x,t)
∂ν dSdt+

+
∫
QT

g2(x)f1−β(t)ψ(x, t)dxdt ,

òîáòî
∫
QT

( T∫
τ

dt
∫
Ω

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx
)
g0(y, τ)dydτ+

+
∫
Q1T

( T∫
τ

dt
∫
Ω

G1(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx
)
g1(y, τ)dSdτ+

+
∫
Ω

( ∫
QT

G2(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)
g2(y)dy =

=
∫
QT

g0(x, t)ψ(x, t)dxdt+ a2
∫
Q1T

g1(x, t)
∂ψ(x,t)
∂ν dSdt+

+
∫
QT

g2(x)f1−β(t)ψ(x, t)dxdt .

Çà äîâiëüíiñòþ g0, g1, g2 îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü ëåìè. 2

Ç ëåìè 5.14 îäåðæó¹ìî, ùî

G1(x, t) = a2 ∂G0(x,t)
∂ν , (x, t) ∈ Q1T .

G2(x, t) = f1−β(t) ∗G0(x, t) , (x, t) ∈ QT .

Òåîðåìà 5.12. Âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (5.69)�(5.70)

iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è îñòàííi ôîðìóëè, äîñòàòíüî äîâåñòè iñíóâàííÿ ãî-

ëîâíî¨ ôóíêö¨ Ãðiíà G0(x, t) . ßê ó [45], [183] äëÿ çàäà÷i Êîøi òà ó [36] äëÿ
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çàãàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷, iñíóâàííÿ G0(x, t) ìîæíà äîâåñòè

ìåòîäîì Ëåâi. �¨ iñíóâàííÿ ìîæíà òàêîæ äîâåñòè ìåòîäîì ðÿäiâ Ôóð'¹. Ñïðàâ-

äi, âèáèðàþ÷è ó ôîðìóëi Ãðiíà çà ôóíêöi¨ ψk ∈ X(Q̄T ) ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü

(L̂ψk)(y, t) = ϕk(x, t, y, τ) , äå ïîñëiäîâíiñòü ϕk(x, t, y, τ) (k → ∞ ) ¹ äåëüòà-

âèäíîþ, ïiñëÿ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó ïðè k →∞ îäåðæó¹ìî çîáðàæåííÿ (5.75)

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5.69)�(5.70), äå ÷åðåç G0(x, t, y, τ) ïîçíà÷åíî G0(x−y, t−τ)

(ãðàíèöþ ïîñëiäîâíîñòi ψk ó D′(RN) ), ÿêà ÿê ôóíêöiÿ (y, τ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i

(L̂y,τG0)(x, t, y, τ) = δ(x− y, t− τ), (x, t), (y, τ) ∈ QT , (5.79)

G0|y∈Q̄1
= 0, G0(x, t, y, T ) = 0.

Øóêà¹ìî G0 ó âèãëÿäi

G0(x, t, y, τ) =
∞∑
m=1

Sm(x, t, τ)ωm(y), (5.80)

äå ωm(y) � îðòîíîðìîâàíi âëàñíi ôóíêöi¨ ñòàöiîíàðíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

∆ωm + λmωm = 0, y ∈ Ω0, ω|Ω1
= 0.

Ïiäñòàâëÿþ÷è (5.80) ó ðiâíÿííÿ çàäà÷i (5.79), ìàòèìåìî
∞∑
m=1

[
f−β(τ)∗̂Sm(x, t, τ) + λma

2Sm(x, t, τ)
]
ωm(y) =

=
∞∑
m=1

(δ(x− y), ωm(y))ωm(y)δ(t− τ),

çâiäêè, âðàõîâóþ÷è, ùî (δ(x − y), ωm(y)) = ωm(x) , îäåðæó¹ìî çàäà÷i äëÿ

ôóíêöié Sm(x, t, τ) :

f−β(τ)∗̂Sm(x, t, τ) + λma
2Sm(x, t, τ) = ωm(x)δ(t− τ), (5.81)

Sm(x, t, T ) = 0, m = 1, 2, . . . .

Êîæíà ç çàäà÷ (5.81) çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëü-

òåððè

Sm(x, t, τ) + λma
2fβ(τ)∗̂Sm(x, t, τ) = fβ(t− τ)ωm(x). (5.82)
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Ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.82) ó âè-

ãëÿäi ðiâíîìiðíî çáiæíîãî ïðè x ∈ Q̄0, 0 ≤ τ < t ≤ T ðÿäó

Sm(x, t, τ) =
∞∑
p=0

(−a2λm)pf(p+1)β(t− τ)ωm(x) =

= (t− τ)β−1
∞∑
p=0

[−aλm(t− τ)β]p

Γ(pβ + β)
ωm(x) = (t− τ)β−1Eβ(−aλm(t− τ)β)ωm(x).

Òîäi ðiâíîìiðíà ïðè t > τ çáiæíiñòü ðÿäó (5.80) âèïëèâà¹ iç ðiâíîìiðíî¨

çáiæíèñòi ðÿäó

C

a2(t− τ)

∞∑
m=0

|ωm(x)ωm(y)|
λm

, x, y ∈ Q̄0, 0 ≤ τ < t ≤ T.

Ëåìà 5.15. Ĝ0 : D(Q̄T )→ C∞,(0)(Q̄T ) , Ĝ1 : D(Q̄T )→ C∞,(0)(Q̄1T ) ,

Ĝ2 : D(Q̄T )→ C∞(Ω̄) .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç [182] (ôîðìóëîþ (5.26) ïðè α = 2 ), ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê G(x, t) ðiâíÿííÿ

u
(β)
t − a2∆u = F (x, t), (x, t) ∈ QT . (5.83)

ïiñëÿ ñïðîùåííÿ çà âëàñòèâiñòþ 2.2 H -ôóíêöié Ôîêñà iç [207] ìà¹ âèãëÿä

G(x, t) =
π−N/2tβ−1

|x|N
H2,0

1,2

(
|x|2

4a2tβ

∣∣∣(β, β)
(1, 1) (N/2, 1)

)
. (5.84)

Çà òåîðåìîþ 1.1 [207] ôóíêöiÿ G iñíó¹ äëÿ âñiõ x 6= 0 , t > 0 . Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è âëàñòèâiñòü 2.8 [207] ïðî äèôåðåíöiþâàííÿ H -ôóíêöié Ôîêñà,

çíàõîäèìî

dG(x, t)

d|x|
= −π

−N/2tβ−1

|x|N+1
H3,0

2,3

(
|x|2

4a2tβ

∣∣∣ (β, β) (N, 2)
(N + 1, 2) (1, 1) (N/2, 1)

)
. (5.85)

Ó ïiäðîçäiëi 5.1 áóëî çíàéäåíî òà âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ

f1−β(t) ∗G(x, t) =
π−N/2

|x|N
H2,0

1,2

(
|x|2

4a2tβ

∣∣∣(1, β)
(1, 1) (N/2, 1)

)
. (5.86)
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Çà ìåòîäîì Ëåâi (ÿê öå áóëî ïîêàçàíî ó [45], [183], [48]) ôóíêöi¨ G0(x, t) ,

G1(x, t) , G2(x, t) òà ¨õíi ïîõiäíi ìàþòü òàêîãî æ âèãëÿäó îöiíêè, ÿê ôóíêöi¨

G(x, t) , ∂G(x,t)
∂ν , f1−β(t)∗G(x, t) òà ¨õíi ïîõiäíi, âiäïîâiäíî. Äàëi äîñëiäæåííÿ

ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ĝiϕ ( i = 0, 1, 2 ) íà D(Q̄T ) ïðîâîäèìî, ÿê ó [61, 56],

137, 183] òà ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi. Âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ

QT,ε(y, τ) = QT,ε = {(x, t) ∈ Q̄T : |x− y| < ε, 0 < t− τ < ε2/β} äëÿ êîæíî¨
òî÷êè (y, τ) ∈ Q̄T ,

Q1T,ε(y, τ) = Q1T,ε = {(x, t) ∈ Q̄T : |x − y| < ε, 0 < t − τ < ε2/β} äëÿ

êîæíî¨ òî÷êè (y, τ) ∈ Q̄1T ,

Q2T,ε(y) = QT,ε(y, 0) = Q2T,ε = {(x, t) ∈ Q̄T : |x− y| < ε, 0 < t < ε2/β} äëÿ
êîæíî¨ òî÷êè y ∈ Ω̄ .

Îñêiëüêè ôóíêöi¨ Gi(x, t) ( i = 0, 1, 2 ) ìàþòü òiëüêè òî÷êîâi îñîáëèâîñòi

â Q̄T , òî âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè, äîñëiäæåííÿ Dγ
y Ĝiϕ ïðè

ϕ ∈ D(Q̄T ) çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ∫
QT,ε

Gi(x− y, t− τ)Dγ
xϕ(x, t)dxdt, i = 0, 1,

∫
QT,ε

G2(x− y, t)Dγ
xϕ(x, t)dxdt

(5.87)

òà
∫

Q1T,ε

Mγ(x,Dx)Gi(x−y, t−τ)ϕ(x, t)dSdt , äå Mγ(x,Dx) � äèôåðåíöiàëüíi

îïåðàòîðè íà Q1T,ε ("äîòè÷íi"äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè) ïîðÿäêiâ ≤ |γ|−1 .

Äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð Mγ(x,Dx) íà ïîâåðõíi ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Mγ(x,Dx) = M0,γ(x,Dx)∆x +M1,γ(x,Dx)
∂

∂νx
+M2,γ(x,Dx) =

= M0,γ(x,Dx)(∆x −Dβ
t ) +M1,γ(x,Dx)

∂

∂νx
+M2,γ(x,Dx) +Dβ

t ,

äå M0,γ(x,Dx)� äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ïîðÿäêó |γ| , Mj,γ(x,Dx) � "äî-

òè÷íi"äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè) ïîðÿäêiâ |γ| − j , j = 1, 2 . Òîäi, âðàõîâóþ-

÷è, ùî (∆x −Dβ
t )Gi(x− y, t) = 0 , i = 0, 1, 2 ïðè x 6= y , t > 0 äîñëiäæåííÿ

ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ çâîäèòüñÿ äî äîñëiäæåííÿ∫
Q1T,ε

M1,γ(x,Dx)
∂Gi(x− y, t− τ)

∂νx
ϕ(x)dSdt = (5.88)
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∫
Q1T,ε

∂Gi(x− y, t− τ)

∂νx
M ∗

1,γ(x,Dx)ϕ(x, t)dSdt,

∫
Q1T,ε

M2,γ(x,Dx)Gi(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dSdt = (5.89)

∫
Q1T,ε

Gi(x− y, t)M ∗
2,γ(x,Dx)ϕ(x, t)dSdt, i = 1, 2, 3

( τ = 0 ïðè i = 2 ), äå M ∗
j,γ(x,Dx) � äèôåðåíöiàëüíi îïåðàòîðè, ñïðÿæåíi äî

Mj,γ(x,Dx) íà Q1T,ε (
∫

Q1T,ε

[Mj,γ(x,Dx)ψ(x, t)]ϕ(x, t)dSdt =

=
∫

Q1T,ε

ψ(x, t)[M ∗
j,γ(x,Dx)ϕ(x, t)]dSdt , t ∈ [0, T ] ), j = 1, 2 .

Çà âëàñòèâiñòþ äèôåðåíöiþâàííÿ H -ôóíêöié Ôîêñà îäåðæó¹ìî îöiíêó

|∂G2(x,t)
∂νx
| ≤ P2

π−N/2

|x|N+1

∣∣∣H3,0
2,3

(
|x|2

4a2tβ

∣∣∣ (1, β) (N, 2)
(N + 1, 2) (1, 1) (N/2, 1)

) ∣∣∣ ,
P2 = const > 0 .

Ó [207] ïîáóäîâàíà àñèìïòîòèêà äëÿ H -ôóíêöié Ôîêñà. Âðàõîâóþ÷è, ùî

âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1.1.6) òà (1.3.2) iç [207], a∗ = 2− β > 0 , äëÿ îäåðæàííÿ

îöiíîê H-ôóíêöié âèêîðèñòà¹ìî íàñëiäîê 1.10.2 iç [207], çà ÿêèì ïðè äiéñíèõ

z →∞ ∣∣∣Hq,0
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

) ∣∣∣ ≤ C|z|
µ+ 1

2
∆∗ e−h|z|

1
∆∗ ,

à ïðè äiéñíèõ z → 0∣∣∣H0,p
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

) ∣∣∣ ≤ C|z|−
µ+ 1

2
|∆∗| e−h|z|

− 1
|∆∗|

,

äå µ =
q∑
j=1

bj −
p∑
i=1

ai + p−q
2 , h = h(a, β) > 0 , C i äàëi Ci, C∗i , ci, c

∗
i ( i =

0, 1, 2, 3 )� äîäàòíi ñòàëi.

Çíàõîäèìî ∆∗ = 2− β ,
µ0 + 1

2 = N
2 + 1− β äëÿ ôóíêöi¨ G0 ,

µ1 + 1
2 = N+1

2 + 2− β äëÿ ôóíêöi¨ dG1(x,t)
d|x| ,

µ2 + 1
2 = N

2 äëÿ ôóíêöi¨ G2 ,

à òîäi çà íàñëiäêîì 1.10.2 iç [207] ïðè |x|2 > tβ
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|G0(x, t)| ≤ C0t
β−1

|x|N ·
(
|x|2
tβ

)N+2−2β
2(2−β)

e
−h
(
|x|2

tβ

) 1
2−β

≤ c0
t1−β |x|N ,

|G1(x, t)| ≤ C1t
β−1

|x|N+1 ·
(
|x|2
tβ

)(N+1
2 +2−β) 1

2−β
e
−h
(
|x|2

tβ

) 1
2−β

≤ c1
t1−β |x|N+1 ≤ c∗1

t|x|N−2 ,

|G2(x, t)| ≤ C2

|x|N ·
(
|x|2
tβ

) N
2(2−β)

e
−h
(
|x|2

tβ

) 1
2−β

≤ c2
|x|N

| ∂∂νxG2(x, t)| ≤ C3

|x|N+1 ·
(
|x|2
tβ

) N+1
2(2−β)

e
−h
(
|x|2

tβ

) 1
2−β

≤ c3
|x|N+1 .

Çà íàñëiäêîì ç òåîðåìè 1.12 [207] ïðè z → 0 äëÿ H-ôóíêöié ïðàâèëüíi

îöiíêè ∣∣∣Hm,n
p,q

(
z
∣∣∣(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

) ∣∣∣ ≤ C|z|%|logz|N∗−1 ,

äå % = min
1≤j≤m

Rebj
βj

, N ∗ � íàéáiëüøèé ïîðÿäîê ïîëþñiâ bjl =
−bj−l
βj

, 1 ≤ j ≤ m ,

l = 0, 1, . . . ôóíêöi¨ Γ(bj + βjs) .

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è, ùî ó âñiõ íàøèõ âèïàäêàõ % = min{1, N2 } , à îòæå,

% = 1 ïðè N ≥ 2 , % = 1/2 ïðè N = 1 , ó âèïàäêó ïðîñòèõ ïîëþñiâ bjl ïðè

|x|2 < tβ ìàòèìåìî îöiíêè:

|G0(x, t)| ≤ C∗0
t|x|N−2 , |∂G0(x,t)

∂|x| | ≤
C∗1

t|x|N−1 ,

|G2(x, t)| ≤ C∗2
tβ |x|N−2 , |∂G2(x,t)

∂|x| | ≤
C∗3

tβ |x|N−1 , N ≥ 2,

|G0(x, t)| ≤ C∗0

t1−
β
2

, |∂G1(x,t)
∂|x| | ≤

C∗1

t1−
β
2 |x|

,

|G2(x, t)| ≤ C∗2
tβ/2
, |∂G2(x,t)

∂|x| | ≤
C∗3

tβ/2|x| , N = 1.

Òåïåð îöiíèìî iíòåãðàëè (5.87)-(5.89), âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöi¨ Dγϕ(x, t) ,

M ∗
j,γ(x,D

′
x)ϕ(x, t) , j = 1, 2 íåïåðåðâíi é îáìåæåíi â Q̄T äëÿ âñiõ γ . Ó âè-

ïàäêó N ≥ 2 ìàòèìåìî

|
∫

QT,ε

G2(x− y, 0)Dγ
xϕ(x, t)dxdt| ≤

≤ C[
∫

(x,t)∈QT,ε:|x−y|2<tβ
|G2(x−y, t)|dxdt+

∫
(x,t)∈QT :|x−y|2>tβ

|G2(x−y, t)|dxdt] ≤
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≤ CC∗2

ε2/β∫
0

t−βdt
∫

x∈Ω:|x−y|2<tβ
|x− y|2−Ndx+

+CC2

ε2/β∫
0

dt
∫

x∈Ω:|x−y|2>tβ
|x− y|−Ndx] ≤

≤ c2

ε2/β∫
0

[t−β
tβ/2∫
0

rdr +
ε∫

tβ/2
r−1dr]dt ≤ c∗2

ε2/β∫
0

[tβ/2 + ln ε
tβ/2

]dt < +∞ ,

|
ε2/β∫
0

dt
∫
S

G2(x− y, t)M ∗
2,γ(x,Dx)ϕ(x, t)dx| ≤

≤ C
ε2/β∫
0

[
∫

x∈S:|x−y|2<tβ
|G2(x− y, t)|dS +

∫
x∈S:|x−y|2>tβ

|G2(x− y, t)|dS]dt ≤

≤ C
ε2/β∫
0

[C∗2 t
−β ∫

x∈S:|x−y|<tβ
|x− y|2−NdS +

∫
x∈S:|x−y|2>tβ

C2|x− y|−NdS]dt ≤

≤ c2

ε2/β∫
0

[tβ(N−3)/2 + (t−β/2 − ε−1)]dt <∞ ,

|
∫
QT

∂G2(x−y,t)
∂νx

Dγ
xϕ(x)dx| ≤ C[C∗3

ε2/β∫
0

[t−βdt
∫

x∈S:|x−y|2<tβ
|x− y|1−N+ε1dx+

+C3

∫
x∈S:|x−y|2>tβ

|x− y|−1−N+ε1dx]dt ≤

≤ c∗3

ε2/β∫
0

[t−β
tβ/2∫
0

rε1−1dr +
ε∫

tβ/2
rε1−3dr]dt ≤ c3

ε2/β∫
0

[t−β+ε1β/2 + εε1−2]dt < +∞ ,

äå ÷èñëî ε1 ∈ (0, 1) (âðàõîâàíî ãëàäêiñòü ïîâåðõíi S ).

Âèïàäîê N = 1 òà iíøi iíòåãðàëè îöiíþ¹ìî òàê ñàìî.

Çà âëàñòèâiñòþ çãîðòêè óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ òà îñíîâíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T )

∂
∂τ

T∫
τ

Gi(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dt = ∂
∂τ (Gi(x, τ)∗̂ϕ(x, τ) =

= Gi(x, τ)∗̂∂ϕ(x,τ)
∂τ =

∫
QT

Gi(x− y, t− τ) ∂
∂τϕ(x, t)dt , i = 0, 1 .

Òîìó

( ∂
∂τ )γ0

∫
QT

Gi(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dxdt =
∫
QT

Gi(x− y, t− τ)( ∂
∂τ )γ0ϕ(x, t)dxdt ,

i = 0, 1 , i òàêi iíòåãðàëè äîñëiäæóþòüñÿ ÿê ïîïåðåäíi, âðàõîâóþ÷è íåñêií-

÷åííó äèôåðåíöiéîâíiñòü ϕ â Q̄T . Ëåìó äîâåäåíî. 2
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Ëåìà 5.16. Äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ψ ∈ X(Q̄T ) , ùî

(L̂ψ)(x, t) = ϕ(x, t) , (x, t) ∈ QT .

Äîâåäåííÿ. ßê ó ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ ïîêàçó¹ìî, ùî øóêàíîþ ¹ ôóíêöiÿ

ψ(y, τ) =

T∫
τ

dt

∫
Ω

G0(x− y, t− τ)ϕ(x, t)dx.

Ñïðàâäi, çà ëåìîþ 5.15 ψ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) ïðè ϕ ∈ D(Q̄T ) . Îñêiëüêè

G0(x, t) = 0 ïðè x ∈ S , òî ψ|S = 0 , à òîäi

(L̂ψ)(y, τ) = L̂(G0(x− y, t− τ), ϕ(x, t)) = L̂(G0(x, t), ϕ(x+ y, t+ τ)) =

= (G0(x, t), (L̂ϕ)(x+ y, t+ τ)) = ((LG0)(x, t), ϕ(x+ y, t+ τ)) =

= (δ(x, t), ϕ(x+ y, t+ τ)) = ϕ(y, τ) , (y, τ) ∈ QT . Îòæå, ψ ∈ X(Q̄T ) . 2

Òåïåð iç ëåì 5.15, 5.16 âèïëèâà¹, ùî Ĝ0 : D(Q̄T )→ X(Q̄T ) .

Òåîðåìà 5.13. Çà ïðèïóùåííÿ (Lb) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q̄T )

çàäà÷i (5.69), (5.70). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ)0 = (F, Ĝ0ϕ)0 + (F1, Ĝ1ϕ)1 + (F2, Ĝ2ϕ)2 ∀ϕ ∈ D(Q̄T ). (5.90)

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi ëåì 5.15, 5.16

Ĝ0ϕ ∈ X(Q̄T ), Ĝ1ϕ ∈ C∞,(0)(Q1T ), Ĝ2ϕ ∈ D(Q̄2) ∀ϕ ∈ D(Q̄T ).

Îòîæ, ïðàâà ÷àñòèíà â ôîðìóëi (5.90) ìà¹ ñåíñ i ôîðìóëîþ (5.90) âèçíà÷åíî

u ∈ D′(Q̄T ) .

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (5.90) ó òîòîæíiñòü (5.71), âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó

5.14, ïîêàçó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ (5.90) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5.69), (5.70):

(u, L̂ψ)0 = (F, Ĝ0(L̂ψ))0 + (F1, Ĝ1(L̂ψ))1 + (F2, Ĝ2(L̂ψ))2 =

= (F, ψ)0 + (F1,
∂ψ
∂ν )1 + (F2(x),

T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt)2 ∀ψ ∈ X(Q̄T )

ßêùî u1, u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (5.69), (5.70), òî ôóíêöiÿ u = u1 − u2

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
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(u, L̂ψ)QT = 0 ∀ψ ∈ X(Q̄T ) .

Çà ëåìîþ 5.16 äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D(Q̄T ) iñíó¹ òàêà ôóíêöiÿ ψ ∈ X(Q̄T ) ,

ùî L̂ψ = ϕ â QT . Òîäi ç ïîïåðåäíüî¨ òîòîæíîñòi (u, ϕ)QT = 0 äëÿ êîæíî¨

ϕ ∈ D(Q̄T ) , òîáòî u = 0 â D′(Q̄T ) . Òåîðåìà äîâåäåíà. 2

Ðåçóëüòàò ïîøèðþ¹òüñÿ íà âèïàäîê ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè íåñêií÷åííî äè-

ôåðåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè.

5.7.2 Ðîçâ'ÿçîê çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ
ïîòåíöiàëiâ

Îäåðæàíî ðîçâ'ÿçíiñòü ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïî-

õiäíîþ çà ÷àñîì ó øêàëi ïðîñòîðiâ

C2,β

(
[0, T ];Hs,p(Ω)

)
=

{v ∈ C
(
[0, T ];Hs+2,p(Ω)

)
: Dβ

t v,∆v ∈ Cb
(
(0, T ];Hs,p(Ω)

)
} ,

‖v‖
C2,β

(
[0,T ];Hs,p(Ω)

) =

= max{‖v‖
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω)
), ‖∆v‖

Cb

(
(0,T ];Hs,p(Ω)

), ‖Dβ
t v‖Cb

(
(0,T ];Hs,p(Ω)

)} .
Âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó

Dβ
t u(x, t)− (∆u)(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ QT , (5.91)

u(x, t) = F1(x, t), (x, t) ∈ Q1T , u(x, 0) = F2(x), x ∈ Ω. (5.92)

ó êëàñàõ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(Ω)

)
çà íàñòóïíèõ ïðèïóùåíü.

Ïðèïóùåííÿ (Bb): β ∈ (0, 1] , θ ∈ (0, 1) , 1 < p < 1
1−βθ , s ∈ R ,

F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+2θ,p(Ω)

)
, F1 ∈ C

(
[0, T ];Bs+2θ+1− 1

p ,p(S)
)
, F2 ∈ Hs+2,p(Ω) .

Òåîðåìà 5.14. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèïóùåííÿ (Bb). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u ∈ C2,β

(
[0, T ];Hs+2,p(Ω)

)
çàäà÷i (5.91), (5.92). Âií âèçíà÷åíèé

ôîðìóëîþ

u = F0 ∗G0 + F1 ∗G1 + F2 ∗G2, (5.93)

òà ïðàâèëüíà îöiíêà

‖u‖
C2,β

(
[0,T ];Hs+2,p(Ω)

) ≤ (5.94)
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≤ b0‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(Ω)
) + b1‖F1‖

C
(

[0,T ];Bs+1+2θ,p(S)
) + b2‖F2‖Hs+2,p(Ω),

äå b0, b1, b2 � äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ. Iç ïîáóäîâè òà âëàñòèâîñòåé âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà

|F [G0](ξ, t)| ≤ Ĉ0t
β−1Eβ,β(−a2|ξ|2tβ) ,

|F [G1](ξ, t)| ≤ Ĉ1t
β−1(1 + |ξ|)Eβ,β(−a2|ξ|2tβ) ,

|F [G2](ξ, t)| ≤ Ĉ2Eβ,1(−a2|ξ|2tβ) .

Òîìó, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.5, çà äîïîìîãîþ ëåì 5.6, 5.7, ïðè s ≥ 0

çíàõîäèìî îöiíêè ∥∥F0 ∗G0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω)
) =

= max
t∈[0,T ]

inf

v(·,t)∈Hs+2,p(Rn):v

∣∣∣
Ω

=F0(·,t)

∥∥v ∗G0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Rn)
) ≤

≤ C0‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(Ω)
),∥∥F2 ∗G2

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2+2η,p(Ω)
) ≤ C‖F2‖Hs+2θ,p(Ω), äå C0, C � äîäàòíi ñòàëi.

Äëÿ äîâiëüíèõ θ1 ∈ (0, 1) , v ∈ C
(
[0, T ];Hs+2θ1,p(Rn)

)
ç íîñi¹ì

ó Q̄0 òà ñëiäàìè F1 ∈ C
(
[0, T ];Bs+2θ1− 1

p ,p(Ω1)
)
, ÿê âèùå, îäåðæó¹ìî∥∥(v oG1

)
(·, t)

∥∥
Hs+2,p(Ω)

≤ cβ,1t
1− 1

p

{ t∫
0

(t− τ)p(β−1)wp(t− τ, 3− 2θ1) dτ
}1/p ∥∥v∥∥

C
(

[0,T ];Hs+2θ1,p(Rn)
)

äå cβ,1 = const > 0 . Ïðè p(1− β(θ1 − 1
2)) < 1 iñíó¹ iíòåãðàë

t∫
0

(t− τ)p(β−1)wp(t− τ, 3− 2θ1)dτ

Îñêiëüêè p(1 − β(θ1 − 1
2)) = p(1 − βθ) ïðè θ1 = θ + 1

2 , òî äëÿ äîâiëüíèõ

θ ∈ (0, 1) ç ïîïåðåäíüî¨ îöiíêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü∥∥F1 oG1

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω)
) ≤ C1

∥∥F1

∥∥
C
(

[0,T ];Bs+2θ+1− 1
p ,p(Ω1)

), C1 = const > 0.

Îòîæ, âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó (5.93), ó âèïàäêó s ≥ 0 îäåðæó¹ìî îöiíêó

‖u‖
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω)
) ≤ (5.95)

≤ C0‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(Ω)
) + C1‖F1‖

C
(

[0,T ];Bs+1+2θ,p(S)
) + C‖F2‖Hs+2,p(Ω),
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äå C,C0, C1 � äîäàòíi ñòàëi.

Ó âèïàäêó s < 0 ïðîñòið Hs,p(Ω) ¹ ñïðÿæåíèì äî ïðîñòîðó H−s,p(Ω)

âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â L2(Ω) ,

|(v, ψ)| ≤ ‖v‖Hs,p(Ω) · ‖ψ‖H−s,p(Ω) ∀v ∈ Hs,p(Ω), ψ ∈ H−s,p(Ω)

i äëÿ s < 0 , äîâiëüíèõ ϕ ∈ H−s−2,p(Ω) , t ∈ [0, T ] ðîçãëÿíåìî

sup
ϕ∈H−s−2,p(Ω)

|(u, ϕ)QT |
‖ϕ(·, t)‖H−s−2,p(Ω)

≤

≤ sup
ϕ∈H−s−2,p(Ω)

[
|(F0, Ĝ0ϕ)0|+ |(F1, Ĝ1ϕ)1|+ |(F2, Ĝ2ϕ)2|

]
‖ϕ‖H−s−2,p(Ω)

≤

≤ sup
ϕ∈H−s−2,p(Ω)

) [
t∫

0

‖F0(·, τ)‖Hs+2θ,p(Ω) · ‖(Ĝ0ϕ)(·, t− τ)‖H−s−2θ,p(Ω)dτ

‖ϕ‖H−s−2,p(Ω)
+

+

t∫
0

‖F1(·, τ)‖
Bs+1− 1

p+2θ,p(S)
· ‖(Ĝ1ϕ(·, t− τ))‖

B−s+
1
p−2θ,p(S)

dτ

‖ϕ‖H−s−2,p(Ω)
+

+
‖F2‖Hs+2,p(Ω) · ‖Ĝ2ϕ‖H−s−2,p(Ω)

‖ϕ‖H−s−2,p(Ω)

]
.

Çàóâàæèìî, ùî Ĝjϕ = Ĝj∗̂ϕ , j = 0, 1, 2 . Çà äîâåäåíèì (â ëåìàõ 5.6,

5.7 âèêîðèñòîâóâàëèñü ñïiëüíi âëàñòèâîñòi äëÿ îïåðàöié ∗ òà ∗̂ ) ïðè ϕ ∈
H−s−2,p(Ω) , 0 ≤ τ < t ≤ T ìà¹ìî

‖(Ĝ0ϕ)(·, t− τ)‖H−s−2θ,p(Ω) ≤ c0‖ϕ‖H−s−2,p(Ω) ,

‖(Ĝ1ϕ)(·, t− τ)‖B−s−1−2θ,p(S) ≤ c1‖ϕ‖H−s−2,p(Ω) ,

‖(Ĝ2ϕ)(·, t)‖H−s−2,p(Ω) ≤ c2‖ϕ‖
H−s−2,p(Ω)

) , à çâiäñè

t∫
0

‖F0(·, τ)‖Hs+2θ,p(Ω) · ‖(Ĝ0ϕ)(·, t− τ)‖H−s−2θ,p(Ω)dτ ≤

≤ c3

t∫
0

(t− τ)β−1dτ‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(Ω)
)‖ϕ‖H−s−2,p(Ω) =

= c3t
β

β ‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(Ω)
)‖ϕ‖H−s−2,p(Ω) ,
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t∫
0

‖F1(·, τ)‖
Bs−

1
p+2θ,p(S)

· ‖(Ĝ1ϕ)(·, t− τ)‖
B−s+

1
p−2θ,p(S)

dτ ≤

≤ c4t
β

β ‖F1‖
C
(

[0,T ];Bs+1− 1
p+2θ,p(S)

)‖ϕ‖H−s−2,p(Ω) ,

‖F2‖Hs+2,p(Ω) · ‖Ĝ2ϕ‖H−s−2,p(Ω) ≤ c5‖F2‖Hs+2θ,p(Ω)‖ϕ‖H−s−2,p(Ω) .

Òóò i äàëi ci ( i = 0, 1, . . . 8 ) � äîäàòíi ñòàëi.

Òåïåð iç ïîïåðåäíiõ îöiíîê äëÿ äîâiëüíèõ t ∈ [0, T ] îäåðæó¹ìî

‖u‖
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω)
) = sup

ϕ∈H−s−2,p(Ω)
) |(u, ϕ)QT |
‖ϕ‖H−s−2,p(Ω)

≤

≤ c6‖F0‖
C
(

[0,T ];Hs+2θ,p(Ω)
) + c7‖F1‖

C
(

[0,T ];Bs+1− 1
p+2θ,p(S)

) + c8‖F2‖Hs+2,p(Ω).

Ìè ïîêàçàëè, ùî ïðè s < 0 ôóíêöiÿ (5.93) òàêîæ íàëåæèòü ïðîñòîðó

C
(
[0, T ];Hs+2,p(Ω)

)
òà çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü êîåðöèòèâíîñòi (5.95). Äàëi çà-

ëèøà¹òüñÿ ïîâòîðèòè ñõåìó äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.5. 2

Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ïðàâèëüíèé äëÿ ðiâíÿííÿ

Dβ
t u(x, t)− (Au)(x, t) = F0(x, t), (x, t) ∈ Q0,

ç åëiïòè÷íèì äèôåðåíöiàëüíèì îïåðàòîðîì A = A(x,D) ç íåñêií÷åííî äèôå-

ðåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè çà óìîâè iñíóâàííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà çàäà÷i.

Ïðè äîâåäåííi çàìiñòü ëåì 5.6, 5.7 ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ëåìó 5.10.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi, îäåðæàíî çîáðàæåííÿ çà äîïî-

ìîãîþ âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ Êîøi äëÿ ðiâíÿíü âèãëÿäó

u
(β)
t (x, t) + a2(−∆)α/2u(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ], a = const

ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè çà ÷àñîâîþ òà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè òà ïðàâèìè ÷à-

ñòèíàìè iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié D′ , âàãîâèõ ïðîñòîðiâ óçàãàëüíå-

íèõ ôóíêöié, à äëÿ òàêîãî æ ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ

çà ÷àñîì � òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü êëàñè÷íèõ çà ÷àñîì ðîçâ'ÿçêiâ çi

çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ. Ïðè α = 2 (òàêîæ ïðè çìií-

íîìó êîåôiöi¹íòi) â îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîðîâîìó âèïàäêó îäåðæàíî òåîðåìè

ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîði S ′

ïîâiëüíî çðîñòàþ÷èõ íà áåçìåæíîñòi óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié, ó ïðîñòîðàõ S ′γ ,

ó ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ

òà ïðàâèìè ÷àñòèíàìè iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié òèïó D′ , à äëÿ

ðiâíÿííÿ ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì îäåðæàíî òåîðåìó

iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi êëàñè÷íîãî çà ÷àñîì ðîçâ'ÿçêó íåîäíîðiäíî¨ êðàéîâî¨

çàäà÷i çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Çíàéäåíî îöiíêè ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ

u
(β)
t −

N∑
j=1

bju
(α)
xj

= F (x, t), (x, t) ∈ QT

ç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëëÿ u
(α)
xj i ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè bj ,

j = 1, N çà óìîâè
N∑
j=1

bjp
α
j ≥ C0 äëÿ âñiõ p ∈ RN , |p| = 1 . Îòîæ, íàçâàíi

âèùå ðåçóëüòàòè ìîæóòü áóòè ïîøèðåíi íà ðiâíÿííÿ òàêîãî âèãëÿäó.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî ó ñòàòòÿõ [58, 56, 62, 63, 64, 65, 89,

91, 102, 218].



Ðîçäië 6

Îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ

äèôóçiéíî-õâèëüîâèõ ðiâíÿíü

6.1 Îáåðíåíà êðàéîâà çàäà÷à ó êëàñi ãëàäêèõ ôóíêöié

Äîâîäèìî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó (u, a) îáåðíåíî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i

Dβ
t u− a(t)uxx = F0(x, t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ], (6.1)

a(t) > 0, t ∈ [0, T ],

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (6.2)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ [0, l] (6.3)

ut(x, 0) = F2(x), x ∈ [0, l], (6.4)

a(t)ux(0, t) = F3(t), t ∈ [0, T ], (6.5)

äå β ∈ (0, 2) , F0 -F3 � çàäàíi ôóíêöi¨, óìîâà (6.4) âiäñóòíÿ ó âèïàäêó β ∈
(0, 1] .

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó β = 1 òàêîãî òèïó îáåðíåíi êîåôiöi¹íòíi êðàéî-

âi çàäà÷i âèâ÷àëèñü ó [203] òà iíøèõ ïðàöÿõ, äå äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà

¹äèíîñòi. Ó [175] äîâåäåíà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ âèãëÿäó (6.1) iç íåâiäîìèìè u(x, t) , a = a(x) , β ∈ (0, 1) ïðè êðà-

éîâèõ óìîâàõ Íåéìàíà òà äîäàòêîâî çàäàíié u(0, t) . Îáåðíåíi êðàéîâi çàäà÷i

äëÿ ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ç iíøèìè íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè

òà ïàðàìåòðàìè âèâ÷àëèñü ó [243, 261] òà iíøèõ ïðàöÿõ.
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6.1.1 Çâåäåííÿ çàäà÷i äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

Íåõàé Q = (0, l)× (0, T ] , Ck
+[0, T ] � êëàñ ôóíêöié iç Ck[0, T ] , îáìåæåíèõ

çíèçó äîäàòíèì ÷èñëîì, k ∈ Z+ , C+[0, T ] = C0
+[0, T ] ,

Cβ(0, T ] = {v ∈ C(0, T ]| tβv ∈ C+[0, T ]} , v0 = inf
t∈(0,T ]

tβ|v(t)| > 0 ,

C2,β(Q) � êëàñ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié v(x, t) , (x, t) ∈ Q̄ , ðiâíèõ íóëþ ïðè

t ≥ T òà ç íåïåðåðâíèìè ôóíêöiÿìè vx, vxx , D
β
t v â Q .

Îçíà÷åííÿ 6.1. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.1)-(6.5) íàçèâà¹òüñÿ ïàðà ôóíêöié

(u, a) ∈Mβ := C2,β(Q)× C+[0, T ],

ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.1) â Q òà óìîâè (6.2)-(6.5).

Ââåäåìî îïåðàòîðè

L : (Lv)(x, t) ≡ v
(β)
t (x, t)− a(t)vxx(x, t), (x, t) ∈ Q, v ∈ D′(Q̄) ,

Lreg : (Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t)− a(t)vxx(x, t), (x, t) ∈ Q , v ∈ C2,β(Q) ,

L̂ : (L̂v)(x, t) ≡ f−β∗̂v(x, t)− a(t)vxx(x, t), (x, t) ∈ Q , v ∈ D(Q̄) .

òà ôóíêöiéíèé ïðîñòið

X(Q̄) = {v ∈ D(Q̄) : v(0, t) = v(l, t) = 0, t ∈ [0, T ]} .

Âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó Ãðiíà∫
Q

v(y, τ)(L̂ψ)(y, τ)dydτ =

∫
Q

(Lregv)(y, τ)ψ(y, τ)dydτ+ (6.6)

+
T∫
0

a(τ)[v(0, τ)ψy(0, τ)− v(l, τ)ψy(l, τ)]dτ+

+
l∫

0

v(y, 0)
(
f1−β(τ), ψ(y, τ)

)
dy +

l∫
0

vτ(y, 0)
(
f2−β(τ), ψ(y, τ)

)
dy ,

v ∈ C2,β(Q) , ψ ∈ X(Q̄) .

Íåõàé (G0(x, t, y, τ), G1(x, t, y, τ), G2(x, t, y, τ)) � âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà

ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.1)�(6.4) (ç âiäîìîþ ôóíêöi¹þ a(t) òà íóëüîâèìè

êðàéîâèìè óìîâàìè), òîáòî ïðè äîñòàòíüî ðåãóëÿðíèõ F0, F1, F2 ôóíêöiÿ

v(x, t) =

t∫
0

dτ

l∫
0

G0(x, t, y, τ)F0(y, τ)dy+ (6.7)
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+

∫
Ω

G1(x, t, y, 0)F1(y)dy +

∫
Ω

G2(x, t, y, 0)F2(y)dy, (x, t) ∈ Q̄0

¹ êëàñè÷íèì (iç C2,β(Q) ) ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i. Îñòàííié äîäàíîê ó ôîðìóëi

(6.7) âiäñóòíié, ÿêùî β ∈ (0, 1] .

Ç îçíà÷åííÿ âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà

(LG0)(x, t, y, τ) = δ(x− y, t− τ), (x, t), (y, τ) ∈ Q , äå δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ,

(LregGi)(x, t, y, 0) = 0, (x, t) ∈ Q, y ∈ (0, l), i = 1, 2,

Gi(0, t, y, 0) = Gi(l, t, y, 0) = 0 , (y, τ) ∈ Q , t ∈ [0, T ] i = 0, 1, 2 ,

G1(x, 0, y, 0) = δ(x− y), G1t(x, 0, y, 0) = 0,

G2(x, 0, y, 0) = 0, G2t(x, 0, y, 0) = δ(x− y), x, y ∈ [0, l].

Iç ïðèíöèïó ìàêñèìóìó [231] âèïëèâà¹ äîäàòíiñòü ôóíêöié G0(x, t, y, τ) ,

G1(x, t, y, 0) , G2(x, t, y, 0) ïðè (x, t) ∈ Q, (y, τ) ∈ Q̄ òà ∂G0(0,t,y,τ)
∂x ,

∂G1(0,t,y,0)
∂x , ∂G2(0,t,y,0)

∂x ïðè y ∈ [0, l] , t, τ ∈ [0, T ] .

Òåîðåìà 6.1. Ïðè a ∈ C+[0, T ] âåêòîð-ôóíêöiÿ Ãðiíà ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çà-

äà÷i (6.1)�(6.4) iñíó¹.

Äîâåäåííÿ. Òåîðåìà äîâîäèòüñÿ çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.12. Ãî-

ëîâíó ôóíêöiþ Ãðiíà G0(x, t, y, τ) øóêà¹ìî ó âèãëÿäi (5.80), äå ôóíêöi¨

Sm(x, t, τ) � ðîçâ'ÿçêè ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü Âîëüòåððè

Sm(x, t, τ) + λma(t)fβ(τ)∗̂Sm(x, t, τ) = fβ(t− τ)ωm(x). (6.8)

Ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (6.8) ó âèãëÿäi

ðiâíîìiðíî çáiæíèõ ïðè x ∈ Q̄, 0 ≤ τ < t ≤ T ðÿäiâ

Sm(x, t, τ) =
[
fβ(t− τ)+

+
∞∑
p=0

(−λm)pfβ(τ)∗̂
(
a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
. . . a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
a(τ)︸ ︷︷ ︸

p

fβ(t− τ)
)))))]

ωm(x).
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Îöiíèâøè ó âèðàçi äëÿ Sm(x, t, τ) ñóìó äâîõ ñóñiäíiõ äîäàíêiâ

λ2k
m fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
. . . a(τ)fβ(τ)∗̂

(
a(τ)︸ ︷︷ ︸

2k

fβ(t− τ)
))))

−λ2k+1
m fβ(τ)∗̂

(
a(τ)

(
fβ(τ)∗̂

(
. . . a(τ)fβ(τ)∗̂

(
a(τ)︸ ︷︷ ︸

2k+1

fβ(t− τ)
))))

≤

≤ λ2k
m

[
A2k

0 f(2k+1)β(t− τ)− λma2k+1
0 f(2k+2)β(t− τ)

]
≤

≤ λ2k
m

[
c2kf(2k+1)β(t− τ)− λmc2k+1f(2k+2)β(t− τ)

]
ïðè äåÿêîìó c < a0 = min

t∈[0,T ]
a(t) ≤ max

t∈[0,T ]
a(t) = A0 òà ïðè λm ≥ A2k

0 −c2k
a2k

0 −c2k
·

f(2k+1)β(t−τ)

f(2k+2)β(t−τ) = A2k
0 −c2k
a2k

0 −c2k
· Γ(2kβ+2β)

Γ(2kβ+β)(t−τ)β
, ïðè âåëèêèõ λm(t− τ)β ìàòèìåìî

|Sm(x, t, τ)| ≤ 2(t−τ)β−1Eβ(−cλm(t−τ)β)|ωm(x)|, x ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T.

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç [139, c. 67], Γ(pβ+2β)
Γ(pβ+β) = O((pβ)β) äëÿ âåëèêèõ p . Òóò

Eβ(x) = Eβ,1(x) .

Îòæå, ïðè a ∈ C+[0, T ] ìàòèìåìî àíàëîãi÷íó äî âèïàäêó ñòàëî¨ ôóíêöi¨ a

îöiíêó ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (6.8) ïðè âåëèêèõ λm(t− τ)β , à çâiäñè ðiâíîìiðíó

ïðè x, y ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T çáiæíiñòü ðÿäó äëÿ ôóíêöi¨ G0 . 2

Çíàéäåìî îöiíêè êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà, ¨õíiõ ïîõiäíèõ òà

¨õ çàëåæíiñòü âiä êîåôiöi¹íòà a(t) . Âèêîðèñòîâó¹ìî äàëi ïîçíà÷åííÿ

Gi(x, t, y, τ, a) çàìiñòü Gi(x, t, y, τ) , i = 0, 1, 2 . Íåõàé

[a(t)]−1 ≤ R äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] .

Ëåìà 6.1. Ïðàâèëüíi îöiíêè∣∣∣( ∂
∂x

)k
G0(x, t, y, τ, a)

∣∣∣ ≤ C∗kR
k+1

2 (t− τ)
β(1−k)

2 −1, |x− y|2 < 4(t− τ)β/R,∣∣∣( ∂
∂x

)kG0(x, t, y, τ, a)
∣∣∣ ≤ Ck(t− τ)β−1

|x− y|k+1
, |x− y|2 > 4(t− τ)β/R, k ∈ Z+,∣∣( ∂

∂x

)k
Gj(x, t, y, 0, a)

∣∣ ≤ ĈjkR
k+1

2 tj−1−(k+1)β2 , |x− y|2 < 4tβ/R,

∣∣( ∂
∂x

)k
Gj(x, t, y, 0, a)

∣∣ ≤ Ĉ∗jkt
j−1

|x− y|
(R|x|2

4tβ
) 1−j+k+ 1

2
2−β e−c

(
R|x|2

4tβ

) 1
2−β

≤
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≤ ĈjkR
− 1

2−β |x− y|−1− 2
2−β tj−1+ β

2−β , |x− y|2 > 4tβ/R, j = 1, 2, k ∈ N,

äå c = (2− β)ββ(2−β) , Ck, C
∗
k , Ĉjk, Ĉ

∗
jk ( j = 1, 2 , k ∈ Z+ )� äîäàòíi ñòàëi,

|Gi(x, t+∆t, y, τ, a)−Gi(x, t, y, τ, a)| ≤ Ai(x, t, y, τ, a)|∆t|γ, (x, t), (y, τ) ∈ Q̄0,

(6.9)

|∂Gi(0, t+ ∆t, y, τ, a)

∂x
− ∂Gi(0, t, y, τ, a)

∂x
| ≤ Bi(t, y, a)|∆t|γ, (6.10)

y ∈ [0, l], 0 ≤ τ < t ≤ T, äå 0 < γ < β , íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ Ai(x, t, y, τ, a)

òà Bi(t, y, τ, a) ìàþòü òàêi æ îöiíêè, ÿê Gi(x, t, y, τ, a) òà ∂Gi(0,t,y,τ,a)
∂x ,

i = 0, 1, 2 âiäïîâiäíî iç çàìiíîþ β íà β − γ .

Äîâåäåííÿ. Iç ðåçóëüòàòiâ [182] âèïëèâà¹, ùî ôóíäàìåíòàëüíà ôóíêöiÿ

G(x, t, a) îïåðàòîðà L çi ñòàëèì êîåôiöi¹íòîì a > 0 ìà¹ âèãëÿä (5.84):

G(x, t, a) =
π−1/2tβ−1

|x|
H2,0

1,2

(
|x|2

4atβ

∣∣∣(β, β)
(1, 1) (1/2, 1)

)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó äèôåðåíöiþâàííÿ H-ôóíêöié (âëàñòèâiñòü 2.8

iç [207]), ìàòèìåìî

(
∂

∂|x|
)kG(x, t, a) =

π−1/2tβ−1

|x|1+k
H2,1

2,3

(
x2

4atβ

∣∣∣(1, 2) (β, β)
(1, 1) (1/2, 1) (k + 1, 2)

)
(6.11)

= (−1)k
π−1/2tβ−1

|x|1+k
H3,0

2,3

(
x2

4atβ

∣∣∣ (β, β) (1, 2)
(k + 1, 2) (1, 1) (1/2, 1)

)
, k = 0, 1, . . . ,

çà ôîðìóëîþ äðîáîâîãî äèôåðåíöiþâàííÿ (òåîðåìà 2.7 iç [207])

fj−β(t) ∗G(x, t, a) =
π−1/2tj−1

|x|
H2,1

2,3

(
x2

4atβ

∣∣∣(1, 1) (j, β)
(1, 1) (1/2, 1) (1, 1)

)
= (6.12)

=
π−1/2tj−1

|x|
H2,0

1,2

(
x2

4atβ

∣∣∣ (j, β)
(1, 1) (1/2, 1)

)
, j = 1, 2,

à çâiäñè çíîâó çà âëàñòèâiñòþ 2.8 iç [207]

(
∂

∂|x|
)k
(
fj−β(t)∗G(x, t, a)

)
=
π−1/2tj−1

|x|
H2,1

2,3

(
x2

4atβ

∣∣∣(1, 2) (j, β)
(1, 1) (1/2, 1) (1 + k, 2)

)
,

j = 1, 2 .
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Çãiäíî ç ìåòîäîì Ëåâi, äëÿ ôóíêöié G0(x, t, y, τ, a) , Gi(x, t, y, 0, a) òà ¨õ

ïîõiäíèõ ïðàâèëüíi òàêi æ (ç iíøèìè ñòàëèìè) îöiíêè, ÿê äëÿ G(x − y, t −
τ, a(τ)) , fi−β(t) ∗ G(x − y, t, a(0)) , i = 1, 2 òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ, âiäïîâiäíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi H-ôóíêöié Ôîêñà (ÿê ó ïîïåðäíüîìó ðîçäiëi),

ìåòîä Ëåâi òà âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [9], çíàõîäèìî íàâåäåíi â ëåìi îöiíêè

êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíi ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.1 çîáðàæåííÿ ôóíêöié,

ìàòèìåìî

G0(x, t+ ∆t, y, τ, a)−G0(x, t, y, τ, a) =

=
∞∑
m=1

[Sm(x, t+ ∆t, τ, a)− Sm(x, t, τ, a)]ωm(y). (6.13)

Äëÿ ôóíêöié

Zm(x, t, τ,∆t, a) = Sm(x, t+ ∆t, τ, a)− Sm(x, t, τ, a)

îäåðæó¹ìî iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ

Zm(x, t, τ,∆t, a) + λmfβ(τ)∗̂(a(τ)Sm(x, t, τ,∆t, a)) =

= [fβ(t+ ∆t− τ)− fβ(t− τ)]ωm(x) (6.14)

âèãëÿäó (5.82). Îñêiëüêè

fβ(t+ ∆t− τ)− fβ(t− τ) = f−λ(t) ∗ [fβ+λ(t+ ∆t− τ)− fβ+λ(t− τ)],

ïðè 1 − β < λ < 1 ìà¹ìî β + λ − 1 = γ ∈ (0, 1) òà β − γ = 1 − λ > 0 , òî

âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü

|(t+ ∆t− τ)γ − (t− τ)γ| = (t− τ)γ|(1 +
∆t

t− τ
)γ − 1| ≤ |∆t|γ,

îäåðæó¹ìî

|fβ(t+ ∆t− τ)− fβ(t− τ)| ≤ f1−λ(t− τ)|∆t|γ = fβ−γ(t− τ)|∆t|γ.

ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.1, çíàõîäèìî ôóíêöi¨ Zm(x, t, y, τ,∆t, a) , ùî

ìàòèìóòü òàêi æ îöiíêè, ÿê ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿíü (6.8) iç çàìiíîþ β íà β −
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γ òà ìíîæíèêîì |∆t|γ . Âðàõîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (6.13), îäåðæó¹ìî îöiíêó

(6.9) ïðè i = 0 , äå ôóíêöiÿ A0 ìà¹ òàêó æ îöiíêó, ÿê G0(x, t, y, τ, a) , àëå iç

çàìiíîþ β íà β − γ . Iíøi îöiíêè â ëåìi îäåðæó¹ìî ç òàêèõ ñàìèõ ìiðêóâàíü
òà âðàõîâóþ÷è ëåìó 5.1.

Ââîäèìî îïåðàòîðè Ãðiíà

(G0ϕ)(x, t) =
t∫

0

dτ
l∫

0

G0(x, t, y, τ, a)ϕ(y, τ)dy , ϕ ∈ C2,β(Q) ,

(Giϕ)(x, t) =
l∫

0

Gi(x, t, y, 0, a)ϕ(y)dy , ϕ ∈ C[0, l] , i = 1, 2 .

Çàóâàæèìî, ùî ó [45,155] äîñëiäæåíî âëàñòèâîñòi òàêèõ îïåðàòîðiâ ó âè-

ïàäêó RN çàìiñòü (0, l) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêè êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà òà ¨õ ïîõiäíèõ,

ïðè ϕ ∈ C(Q̄) , t ∈ [0, T ] çíàõîäèìî

|
t∫

0

dτ

l∫
0

( ∂
∂x

)k
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(y, τ)dy| ≤

t∫
0

( ∫
y∈(0,l):|y−x|<2(t−τ)β/2/

√
R

∣∣∣( ∂
∂x

)k
G0(x, t, y, τ, a)

∣∣∣dy+

+

∫
y∈(0,l):|y−x|>2(t−τ)β/2/

√
R

∣∣∣( ∂
∂x

)k
G0(x, t, y, τ, a)

∣∣∣dy)dτ · ||ϕ||C(Q̄0) ≤

≤
t∫

0

( ∫
y∈(0,l):|y−x|<2(t−τ)β/2/

√
R

C∗kR
k+1

2 (t− τ)
β(1−k)

2 −1dy+

+

∫
y∈(0,l):|y−x|>2(t−τ)β/2/

√
R

Ck(t− τ)β−1

|y − x|k+1
dy
)
dτ · ||ϕ||C(Q̄0),

çâiäêè

|
t∫

0

dτ

l∫
0

G0(x, t, y, τ, a)ϕ(y, τ)dy| ≤ c0t
β/2(1 +

√
Rtβ/2) · ||ϕ||C(Q̄0),
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|
t∫

0

dτ

l∫
0

( ∂
∂x

)k
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(y, τ)dy| ≤ c∗k

t∫
0

R
k
2 (t−τ)

β(2−k)
2 −1dτ · ||ϕ||C(Q̄0) ≤

≤ ck
√
R
k
t(2−k)β2 · ||ϕ||C(Q̄0), ϕ ∈ C(Q)

i ïðè k ≤ 2 , ϕ ∈ C(Q̄) ôóíêöi¨
(
∂
∂x

)k
(G0ϕ)(x, t) , (x, t) ∈ Q̄ ¹ íåïåðåðâíèìè,

çîêðåìà ∣∣∣ ∂
∂x

(G0ϕ)(x, t)
∣∣∣ ≤ c1

√
Rt

β
2 · ||ϕ||C(Q̄), (x, t) ∈ Q̄. (6.15)

Ïðè ϕ ∈ C[0, l] , j = 1, 2 îöiíèìî

|
l∫

0

( ∂
∂x

)k
Gj(x, t, y, 0)ϕ(y)dy| ≤

[ x+ 2tβ/2√
R∫

x− 2tβ/2√
R

ĈjkR
k+1

2 tj−1−(k+1)β2dy+

+

∫
y∈(0,l):|y−x|> 2tβ/2√

R

Cjkt
j−1+ β

2−β

R
1

2−β |y − x|1+ 2
2−β
dy
]
· ||ϕ||C[0,l] ≤

≤ cjk[
√
R
k
tj−1−kβ2 + tj−1] · ||ϕ||C[0,l],

à îòæå, ïðè ϕ ∈ C[0, l] ìàòèìåìî Gjϕ ∈ C(Q̄) , j = 1, 2 , ∂
∂xG2ϕ ∈ C(Q̄) òà

ïðàâèëüíi îöiíêè∣∣∣ ∂
∂x

(G1ϕ)(x, t)
∣∣∣ ≤ c11[

√
Rt−

β
2 + 1] · ||ϕ||C[0,l], (x, t) ∈ Q, ϕ ∈ C[0, l], (6.16)∣∣∣ ∂

∂x
(G2ϕ)(x, t)

∣∣∣ ≤ c21

√
Rt1−

β
2 · ||ϕ||C[0,l], (x, t) ∈ Q̄, ϕ ∈ C[0, l]. (6.17)

Iíøi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà G0 âñòàíîâëåíi â [48], à îïåðàòîðiâ Gj , j = 1, 2 �

ó [9], çîêðåìà ïîêàçàíî, ùî ïðè ϕ ∈ C(Q̄) ôóíêöi¨ Gjϕ , j = 0, 1, 2 íàëåæàòü

êëàñó C2,β(Q) .

Ïðèïóùåííÿ (F0): F0 ∈ C(Q̄) , Fi ∈ C[0, l] , Fi(0) = Fi(l) = 0 ,

i = 1, 2 .

Iç íàâåäåíèõ âèùå îöiíîê, ðåçóëüòàòiâ [9, 48] òà ïðèíöèïó ìàêñèìóìó âè-

ïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü íàñòóïíî¨ òåîðåìè.
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Òåîðåìà 6.2. Çà óìîâ (F0), ïðè âiäîìié a ∈ C+[0, T ] iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

u ∈ C2,β(Q) çàäà÷i (6.1)�(6.4). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

u(x, t) =
(
G0F0

)
(x, t) +

(
G1F1)(x, t) +

(
G2F2)(x, t), (x, t) ∈ Q̄. (6.18)

Ïåðåéäåìî äî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i.

Ïðèïóùåííÿ (F): F3 ∈ Cβ/2(0, T ] òà inf
t∈(0,T ]

tβ/2|F3(t)| = b0 (> 0 ),

F0(x, t) > 0 , (x, t) ∈ Q0 , Fi(x) ≥ 0 , x ∈ [0, l] , i = 1, 2 ,

tβ/2F3(t) > 0, t ∈ [0, T ] ,

àáî

F0(x, t) < 0 , (x, t) ∈ Q0 , Fi(x) ≤ 0 , x ∈ [0, l] , i = 1, 2 ,

tβ/2F3(t) < 0, t ∈ [0, T ] ,

òàêîæ ||F1||C[0,l] := max
x∈[0,l]

|F1(x)| > 0 .

Çà ïðèïóùåíü (F0), (F) ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ (6.18) â óìîâó (6.5). Îäåðæó-

¹ìî

h(t) = tβ/2
∂

∂x

[(
G0F0

)
(0, t) +

(
G1F1

)
(0, t) +

(
G2F2

)
(0, t)

]
· [tβ/2F3(t)]

−1,

t ∈ [0, T ], (6.19)

äå h(t) = [a(t)]−1 .

Ðåçóëüòàòîì òåîðåìè 6.2, äîäàòíîñòi ôóíêöié ∂G0(0,t,y,τ,a)
∂x , ∂G1(0,t,y,0,a)

∂x ,
∂G2(0,t,y,0,a)

∂x ïðè y ∈ [0, l] , t, τ ∈ [0, T ] òà íàâåäåíèõ ìiðêóâàíü ¹ íàñòóïíà

ëåìà.

Ëåìà 6.2. Çà ïðèïóùåíü (F0), (F) ïàðà ôóíêöié (u, a) ∈ Mβ ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì çàäà÷i (6.1)-(6.5) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

h(t) = [a(t)]−1 , t ∈ [0, T ] ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.19).

6.1.2 Òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi

Òåîðåìà 6.3. Çà ïðèïóùåíü (F0), (F) ðîçâ'ÿçîê (u, a) ∈ Mβ çàäà÷i (6.1)-

(6.5) iñíó¹: ôóíêöiÿ u(x, t) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.18), a(t) = [h(t)]−1 , äå

h(t) � ðîçâ'ÿçîê îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (6.19).
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Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 6.2, äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çà-

äà÷i çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (6.19) ó êëàñi äîäàòíèõ íåïå-

ðåðâíèõ ôóíêöié íà [0, T ] . Äîâåäåìî ñïî÷àòêó ðîçâ'ÿçíiñòü ðiâíÿííÿ (6.19) ó

êëàñi

MR = {h ∈ C[0, T ] | ||h||C[0,T ] = max
t∈[0,T ]

|h(t)| ≤ R}

ïðè äåÿêîìó R > 0 . Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ïðèíöèï Øàóäåðà. Íà MR

ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

(Ph)(t) := tβ/2
[
∂
∂x

(
G0F0

)
(0, t)+

+ ∂
∂x

(
G1F1

)
(0, t) + ∂

∂x

(
G2F2

)
(0, t)

]
· [tβ/2F3(t)]

−1, t ∈ [0, T ].

Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî P : MR →MR .

Âèêîðèñòîâóþ÷è çíàéäåíi îöiíêè îïåðàòîðiâ Ãðiíà òà ¨õ ïîõiäíèõ, ïðè h ∈
MR , t ∈ [0, T ] ìàòèìåìî

|(Ph)(t)| ≤ b−1
0 tβ/2

[ t∫
0

dτ

l∫
0

∂G0(0, t, y, τ, 1/h)

∂x
· |F0(y, τ)|dy+

+

l∫
0

∂G1(0, t, y, 0, 1/h)

∂x
· |F1(y)|dy +

l∫
0

∂G2(0, t, y, 0, 1/h)

∂x
· |F2(y)|dy

]
≤

≤ b−1
0

[√
Rc∗0t

β||F0||C(Q̄) + c∗1

(√
R + tβ/2

)
||F1||C[0,l] + c∗2t

√
R||F2||C[0,l] ≤

≤ c1

√
R + c2,

äå ||F0||C(Q̄) := max
(x,t)∈Q̄

|F0(x, t)| , c∗i (i = 0, 1, 2), c1, c2 � äîäàòíi ÷èñëà.

Çà âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨ c1

√
R + c2 ïðè äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñëàõ c1, c2

iñíó¹ òàêå R0 = R0(c1, c2) > 0 , ùî äëÿ âñiõ R > R0 âèêîíó¹òüñÿ c1

√
R+ c2 <

R . Òîäi ïðè h ∈MR ìàòèìåìî ||Ph||C[0,T ] < R , à îòæå, P : MR →MR.

Îïåðàòîð P íåïåðåðâíèé íà MR . Ñïðàâäi, ïðè h1, h2 ∈MR , t ∈ [0, T ]

(Ph1)(t)− (Ph2)(t) =
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= tβ/2[tβ/2F3(t)]
−1

t∫
0

dτ

l∫
0

[∂G0(0, t, y, τ, 1/h1)

∂x
−

−∂G0(0, t, y, τ, 1/h2)

∂x

]
F0(y, τ)dy+

+[tβ/2F3(t)]
−1

l∫
0

tβ/2
[∂G1(0, t, y, 0, 1/h1)

∂x
− ∂G1(0, t, y, 0, 1/h2)

∂x

]
F1(y)dy+

+[tβ/2F3(t)]
−1

l∫
0

tβ/2
[∂G2(0, t, y, 0, 1/h1)

∂x
− ∂G2(0, t, y, 0, 1/h2)

∂x

]
F2(y)dy.

Çãiäíî ç ëåìîþ 6.1, ïiäiíòåãðàëüíi âèðàçè iíòåãðîâíi òà äîðiâíþþòü íóëþ

ïðè h1(t) = h2(t) . Òîìó çíà÷åííÿ |(Ph1)(t)−(Ph2)(t)| ìàëi äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]

ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ h1(t)− h2(t) , t ∈ [0, T ] .

Ïîäiáíî îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð P êîìïàêòíèé íà MR : âèùå áóëî âñòà-

íîâëåíî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ìíîæèíè {(Ph)(t), t ∈ [0, T ]} ïðè h ∈MR ,

êðiì òîãî, iç âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ Ãðiíà òà ëåìè 6.1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ äî-

âiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ δ = δ(ε) , òàêå ùî ïðè |∆t| < δ äëÿ äîâiëüíèõ h ∈MR ,

t ∈ [0, T ]

|(Ph)(t+ ∆t)− (Ph)(t)| < ε,

à îòæå, ìíîæèíà {(Ph)(t), t ∈ [0, T ]} ïðè h ∈MR îäíîñòàéíî íåïåðåðâíà.

Çãiäíî ç ïðèíöèïîì Øàóäåðà, iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê h ∈MR ðiâíÿííÿ (6.19).

Áóëî ïîêàçàíî ñêií÷åííiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè â (6.19) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] . Òîäi

çà óìîâ íà çàäàíi ôóíêöi¨

tβ/2 ∂
∂x

(
G1F1

)
(0, t) > 0 , tβ/2 ∂

∂x

(
GiFi

)
(0, t) ≥ 0 , i = 0, 2 , t ∈ [0, T ]

àáî tβ/2 ∂
∂x

(
G1F1

)
(0, t) < 0 , tβ/2 ∂

∂x

(
GiFi

)
(0, t) ≤ 0 , i = 0, 2 , t ∈ [0, T ] .

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òàêîæ óìîâè ùîäî ôóíêöi¨ F3 , îäåðæó¹ìî, ùî

(Ph)(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , h ∈ MR . Îòæå, âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (6.19),

äîäàòíiñòü ðîçâ'ÿçêó h(t) íà [0, T ] çàáåçïå÷ó¹òüñÿ óìîâàìè (F0), (F).
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Òåîðåìà 6.4. Ïðè F3 ∈ Cβ/2(0, T ] ðîçâ'ÿçîê (u, a) ∈ Mβ çàäà÷i (6.1)-(6.5)

¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî (u1, a1) , (u2, a2) ∈ Mβ � äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i, v =

u1 − u2 , a = a1 − a2 , òî

Dβ
t v − a1(t)vxx = a(t)u2xx, (x, t) ∈ Q, (6.20)

v(0, t) = v(l, t) = 0, v|t=0 = 0, (6.21)

a1(t)
∂v(0, t)

∂x
= − a(t)

a2(t)
F3(t), t ∈ (0, T ] (6.22)

òà äëÿ ôóíêöi¨ v , ÿê ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.20)-(6.21), ïðàâèëüíå

çîáðàæåííÿ

v(x, t) =

t∫
0

dτ

l∫
0

G0(x, t, y, τ, a1) · a(τ)u2yydy, (x, t) ∈ Q̄0. (6.23)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (6.23) â óìîâó (6.22), ìàòèìåìî

a1(t)

t∫
0

dτ

l∫
0

∂G0(0, t, y, τ, a1)

∂x
· a(τ)u2yydy = − a(t)

a2(t)
F3(t),

òîáòî

a(t) +

t∫
0

dτ

l∫
0

a1(t)a2(t)

F3(t)
· ∂G0(0, t, y, τ, a1)

∂x
· a(τ)u2yydy = 0, t ∈ [0, T ].

Îäåðæàëè, ùî çà ïðèïóùåííÿ òåîðåìè ôóíêöiÿ a(t) çàäîâîëüíÿ¹ ëiíiéíå

îäíîðiäíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó ç iíòåãðîâíèì ÿäðîì,

à îòæå, a(t) = 0 íà [0, T ] . Òîäi ç (6.23) îäåðæó¹ìî v(x, t) = 0 , (x, t) ∈ Q̄ .

2

Ïðèìiòêà. ßêùî ó ïðèïóùåííi (F0) äîäàòè óìîâó F1 ∈ C1[0, l] , à â óìîâi

(F) ââàæàòè F3 ∈ C0(0, T ] , òî òåîðåìà 6.3 çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ (òåïåð

âèêîðèñòîâó¹ìî, ùî

|
l∫

0

∂G1(x,t,y,0)
∂x ϕ(y)dy| = |

l∫
0

G1(x, t, y, 0)ϕ′(y)dy| ≤ d||F ′1||C[0,l] , d = const > 0 ).
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�äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i òàêîæ îäåðæó¹ìî çà ïðèïóùåííÿ F3 ∈ C0(0, T ] .

Ïðèìiòêà. Ðåçóëüòàò ïîøèðåíî àâòîðîì íà áàãàòîâèìiðíèé ïðîñòîðîâèé

âèïàäîê ó [90], äå äîâåäåíî òåîðåìó iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó (u, a)

îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i

Dβ
t u− a(t)∆u = F0(x, t), a(t) > 0, (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ],

u|∂Ω0
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω0 × (0, T ],

a(t)
∂u(x0, t)

∂νx0

= F1(t), t ∈ (0, T ],

u(x, 0) = F2(x), x ∈ Ω0.

Òóò x0 � äîâiëüíî çàäàíà òî÷êà íà Ω1 , νx � îðò âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî

ïîâåðõíi Ω1 â òî÷öi x ∈ Ω1 , F0 -F2 � çàäàíi ôóíêöi¨.

6.2 Ðåãóëÿðíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ êðàéîâèõ çàäà÷ ç óçàãàëü-

íåíèìè ôóíêöiÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ

Âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiéíèé ïðîñòið

D′C(Q̄) = {v ∈ D′(Q̄) : (v(·, t), ϕ(·)) ∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ D[0, l]}.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

u
(β)
t − a(t)uxx = F0(x)g(t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ] := Q (6.24)

ó âèïàäêó óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ F0 âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ïðè íåïåðåðâíié g(t)

ðîçâ'ÿçîê u(x, t) çàäà÷i ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, íåïåðåðâíîþ çà çìiííîþ t

â óçàãàëüíåíîìó ñåíñi � íàëåæèòü ïðîñòîðó D′C(Q̄0) . Öåé ðåçóëüòàò âèêîðè-

ñòîâóâà¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi äåÿêèõ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷

äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ ç çàäàíèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòè-

íàõ.

Ðîçãëÿäà¹ìî ïåðøó êðàéîâó çàäà÷ó

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ],
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u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ (0, l) (6.25)

äëÿ ðiâíÿííÿ (6.24) ïðè β ∈ (0, 2) (äðóãà ïî÷àòêîâà óìîâà âiäñóòíÿ ó âèïàäêó

β ∈ (0, 1] ) çà ïðèïóùåííÿ

(BF): a ∈ C∞+ [0, T ] , g ∈ C[0, T ] , Fj ∈ D′[0, l] , j = 0, 1, 2 .

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5.8, ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.24), (6.25) çà ïðèïóùåííÿ

(BF) ¹ ôóíêöiÿ u ∈ D′(Q) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(u, L̂ψ) =

T∫
0

g(t)(F0, ψ(·, t))dt+
2∑
j=1

(
Fj(x)× fj−β(t), ψ(·, t)

)
∀ψ ∈ X(Q̄)

(6.26)

Çà ëåìîþ 5.14 (äîâåäåííÿ ÿêî¨ îäíàêîâå ÿê äëÿ ñòàëîãî, òàê i äëÿ çìiííîãî

êîåôiöi¹íòà a(t) ) äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ X(Q̄)

(Ĝ0(L̂ψ))(y, τ) = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄0,

(Ĝj(L̂ψ))(y) =
(
fj−β(t), ψ(y, t)

)
, y ∈ [0, l], j = 1, 2, (6.27)

à çà ëåìîþ 5.15 ïðè a ∈ C∞+ [0, T ]

Ĝ0 : D(Q̄0)→ X(Q̄0), Ĝj : D(Q̄0)→ C∞[0, l], j = 1, 2. (6.28)

Çà òåîðåìîþ 5.13 çà ïðèïóùåííÿ (BF) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q)

çàäà÷i (6.24), (6.25), ÿêèé âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) = (F, Ĝ0ϕ) +
2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ) ∀ϕ ∈ D(Q̄). (6.29)

Ââåäåìî îïåðàòîðè

(Ĝ0ϕ)(y, t, τ) =
l∫

0

G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx ,

(Ĝjϕ)(y, t) =
l∫

0

Gj(x, t, y, 0, a)ϕ(x)dx , j = 1, 2 , ϕ ∈ D(Q̄) .

Ëåìà 6.3. Íåõàé a ∈ C∞+ [0, T ] , max
t∈[0,T ]

[a(t)]−1 ≤ R . Òîäi äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈

D[0, l] ïðàâèëüíi îöiíêè

|( ∂
∂y

)k(Ĝ0ϕ)(y, t, τ)| ≤ ck0

√
R||ϕ||Ck−1[0,l] · (t− τ)β/2−1,
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|( ∂
∂y

)k(Ĝjϕ)(y, t)| ≤ ckj||ϕ||Ck−1[0,l] ·
√
Rtj−1−β/2, j = 1, 2, (6.30)

à òàêîæ

|( ∂
∂y

)k(Ĝ0ϕ)(y, t, τ)| ≤ ck0||ϕ||Ck[0,l] · (t− τ)β−1,

|( ∂
∂y

)k(Ĝjϕ)(y, t)| ≤ ckj||ϕ||Ck[0,l] · tj−1, j = 1, 2, k ∈ Z+, (6.31)

ckj ( j = 0, 1, 2 , k = 0, 1, . . . ) � äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 6.1, ïðè ϕ ∈ C[0, l] äëÿ âñiõ

t ∈ [0, T ] çíàõîäèìî

|
l∫

0

( ∂
∂y

)k
G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx| ≤ c∗kR

k
2 ||ϕ||C[0,l] · (t− τ)

β(2−k)
2 −1, (y, τ) ∈ Q,

i ïðè k ≤ 1 , ϕ ∈ C[0, l] , y ∈ [0, l] , 0 ≤ τ < t ≤ T ôóíêöi¨
(
∂
∂y

)k
(G0ϕ)(y, t, τ)

¹ íåïåðåðâíèìè. Òàêîæ iç äîâåäåííÿ ëåìè 6.1

|
l∫

0

( ∂
∂y

)k
Gj(x, t, y, 0, a)ϕ(x)dx| ≤ c∗jk

√
R
k
tj−1−kβ2 ||ϕ||C[0,l],

à îòæå, ïðè ϕ ∈ C[0, l] ôóíêöi¨ (Gjϕ)(y, τ) íåïåðåðâíi â Q , j = 1, 2 . Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè ïðè k = 0 (k = 1 ) òà "ïåðåêèäàííÿ"ïîõiäíèõ

íà ôóíêöiþ ϕ , îäåðæó¹ìî îöiíêè (6.31) (âiäïîâiäíî (6.30)). Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6.5. Çà ïðèïóùåííÿ (BF) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′C(Q) çàäà÷i

(6.24), (6.25). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(u, ϕ) =

t∫
0

g(τ)(F0, Ĝ0ϕ)dτ +
2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ) ∀ϕ ∈ D[0, l], t ∈ [0, T ]. (6.32)

Äîâåäåííÿ. ßñíî, ùî óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ F (x, t) = F0(x) · g(t) íàëåæèòü

D′C(Q) ⊂ D′(Q) ( (F0(x) · g(t), ϕ(x)) = (F0, ϕ)g(t) äëÿ äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D[0, l] ¹

íåïåðåðâíîþ íà [0, T ] ïðè g ∈ C[0, T ] ). Òîìó çà òåîðåìîþ 5.13 iñíó¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′(Q) çàäà÷i (6.24), (6.25), âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (6.29).
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Óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨ â îáìåæåíié îáëàñòi ìàþòü ñêií÷åííi ïîðÿäêè ñèíãó-

ëÿðíîñòåé [149]: iñíóþòü òàêi öiëi ÷èñëà k0, k1, k2 òà ôóíêöi¨ g0k, g1k, g2k ∈
L1(0, l) , ùî

(Fj(y), ϕ(y)) =

kj∑
k=0

l∫
0

gjk(y)
( ∂
∂y

)k
ϕ(y)dy ∀ϕ ∈ D[0, l], j = 0, 1, 2. (6.33)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (6.33) òà ëåìó 6.3, ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî äëÿ

äîâiëüíî¨ ϕ ∈ D[0, l] ôóíêöi¨ ó ïðàâié ÷àñòèíi ôîðìóëè (6.32)

t∫
0

g(τ)(F0(y), (Ĝ0ϕ)(y, t, τ))dτ =

=

k0∑
k=0

t∫
0

g(τ)
[ l∫

0

g0k(y)
( ∂
∂y

)k
(Ĝ0ϕ)(y, t, τ)dy

]
dτ,

(Fj(y), (Ĝjϕ)(y, t)) =

kj∑
k=0

l∫
0

gjk(y)
( ∂
∂y

)k
(Ĝjϕ)(y, t)dy, j = 1, 2

íåïåðåðâíi íà [0, T ] , ïðè öüîìó ïðàâèëüíi îöiíêè

|
t∫

0

g(τ)(F0(y), (Ĝ0ϕ)(y, t, τ))dτ | ≤

≤
k0∑
k=0

ck||ϕ||Ck[0,l] ·
t∫

0

|g(τ)|
[ l∫

0

|g0k(y)|dy
]
(t− τ)β/2−1dτ ≤ b0

√
Rtβ/2,

|(Fj(y), (Ĝjϕ)(y, t))| ≤
kj∑
k=0

ckj||ϕ||Ck[0,l] · tj−1

l∫
0

|gjk(y)|dy = bjt
j−1, j = 1, 2,

bj , bkj � äîäàòíi ñòàëi. Îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà ó ôîðìóëi (6.32) âèçíà÷åíà òà

ôóíêöiÿ (6.32) íåïåðåðâíà çà çìiííîþ t ∈ [0, T ] .

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ (6.32) çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (6.26) i òîäi çà

îçíà÷åííÿì ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.24), (6.25). Çà ëåìîþ 6.3 ïðè äîâiëüíèõ
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0 ≤ τ < t ≤ T , ϕ ∈ D[0, l] ìà¹ìî Ĝjϕ ∈ D[0, l] , à òàêîæ Ĝj(L̂ψ) ∈ D[0, l]

äëÿ êîæíî¨ ψ ∈ X(Q) . Çãiäíî ç ôîðìóëîþ (6.32),

(u, L̂ψ) = (F0(y),

T∫
0

( t∫
0

g(τ)Ĝ0(L̂ψ)dτ
)
dt+

2∑
j=1

(Fj,

T∫
0

Ĝj(L̂ψ)dt) =

= (F0(y),

T∫
0

g(τ)(

T∫
τ

Ĝ0(L̂ψ)dt)dτ +
2∑
j=1

(Fj,

T∫
0

Ĝj(L̂ψ)dt) =

= (F0(y) · g(τ), Ĝ0(L̂ψ)(y, τ)) +
2∑
j=1

(Fj, Ĝj(L̂ψ)).

Ñêîðèñòàâøèñü ôîðìóëàìè (6.27), îäåðæó¹ìî

(u, L̂ψ) = (F0(y) · g(τ), ψ(y, τ)) +
2∑
j=1

(
Fj(x)× fj−β(t), ψ(x, t)

)
∀ψ ∈ X(Q̄),

òîáòî òîòîæíiñòü (6.26). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i äîâîäèòüñÿ, ÿê ó òåîðåìi

5.13. 2

Íàñëiäîê 6.1. 1) Çà óìîâ òåîðåìè 6.5 òàêîæ
(
∂
∂x

)k
u ∈ D′C(Q̄) , k ∈ Z+

äëÿ ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i.

2) ßêùî iñíó¹ g(β) ∈ C[0, T ] , òî çà óìîâ òåîðåìè 6.5 òàêîæ äëÿ

óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i u(β) ∈ D′C(Q̄) ó âêàçàíîìó âèùå ñåíñi:

(f−β(·) ∗ u(x, ·), ϕ(x)) ∈ C[0, T ] äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D(0, l) .

Ïðèìiòêà: Ðåçóëüòàòè ïîøèðþþòüñÿ íà áàãàòîâèìiðíèé ïðîñòîðîâèé âè-

ïàäîê.

6.3 Îáåðíåíi êðàéîâi çàäà÷i ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿ-

ìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ

Âñòàíîâëþ¹ìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü òðüîõ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷

äëÿ äèôóçiéíî-õâèëüîâîãî ðiâíÿííÿ ç çàäàíèìè óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè â

ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ïðÿìî¨ çàäà÷i.
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6.3.1 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷

ÇÀÄÀ×À 1 ïîëÿãà¹ â âèçíà÷åííi ïàðè ôóíêöié (u, a) : ðîçâ'ÿçêó u ïåðøî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.24), (6.25), äå Fj , j = 0, 1, 2 � çàäàíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨,

g(t) � çàäàíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ, òà íåâiäîìîãî êîåôiöi¹íòà a(t) > 0, t ∈
[0, T ] çà äîäàòêîâî¨ óìîâè

(a(t)ux(x, t), ϕ0(x)) = F3(t), t ∈ [0, T ] (6.34)

� çàäàíî çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ a(t)ux(x, t) íà äîâiëüíî çàäàíié ãëàä-

êié ôóíêöi¨ ϕ0(x) . Ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê β ∈ (0, 2) . Äðóãà ïî÷àòêîâà óìîâà

â (6.25) âiäñóòíÿ ó âèïàäêó β ∈ (0, 1] .

Ïðèïóùåííÿ:

(FF0) g ∈ C[0, T ] , Fj ∈ D′[0, l] , j = 0, 1, 2 ,

(FF1) F3 ∈ C+[0, T ] , ϕ0 ∈ D(0, l) .

Îçíà÷åííÿ 6.2. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 1 çà ïðèïóùåíü (FF0), (FF1) íàçèâà¹òüñÿ

ïàðà ôóíêöié (u, a) ∈Mβ := D′C(Q0)×C+[0, T ] , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

(6.26) òà óìîâó (6.34).

ÇÀÄÀ×À 2 ïîëÿãà¹ â çíàõîäæåííi ïàðè ôóíêöié (u, g) : ðîçâ'ÿçêó u çàäà-

÷i (6.24), (6.25), äå Fj , j = 0, 1, 2 � çàäàíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨, òà íåâiäîìî¨

íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g(t) çà äîäàòêîâî¨ óìîâè

(u(x, t), ϕ0(x)) = F4(t), t ∈ [0, T ]. (6.35)

Ïðèïóùåííÿ:

(FF2) a ∈ C∞+ [0, T ] , Fj ∈ D′[0, l] , j = 0, 1, 2 ,

F4 ∈ C1[0, T ] , F4(0)− (F1, ϕ0) = 0 , ϕ0 ∈ D(0, l) .

Îçíà÷åííÿ 6.3. Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 2 çà ïðèïóùåííÿ (FF2) íàçèâà¹òüñÿ ïàðà

ôóíêöié (u, g) ∈ M(Q) = M := D′C(Q̄0) × C[0, T ] , ùî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæ-

íiñòü (6.26) òà óìîâó (6.35).
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ÇÀÄÀ×À 3 ïîëÿãà¹ â âèçíà÷åííi ïàðè ôóíêöié (u, b) : ðîçâ'ÿçêó u ïåðøî¨

êðàéîâî¨ çàäà÷i

u
(β)
t − uxx − b(t)u = g(t)F0(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ], (6.36)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ],

u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ (0, l), (6.37)

òà íåâiäîìîãî ìîëîäøîãî êîåôiöi¹íòà b(t) çà óìîâè ïåðåâèçíà÷åííÿ

(u(·, t), ϕ0(·)) = F (t), t ∈ [0, T ], (6.38)

äå F0 , F1 , F2 � çàäàíi óçàãàëüíåíi ôóíêöi¨, g , F � çàäàíi íåïåðåðâíi ôóíêöi¨.

Äðóãà ïî÷àòêîâà óìîâà â (6.37) âiäñóòíÿ ó âèïàäêó β ∈ (0, 1] .

Ïðèïóùåííÿ (FF3):

F, F (β) ∈ C[0, T ] , F (t) 6= 0, t ∈ [0, T ] , ϕ0 ∈ D(0, l) .

Îçíà÷åííÿ 6.4. Ïàðà ôóíêöié (u, b) ∈ M(Q) := D′C(Q̄0) × C[0, T ] íàçèâà-

¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.36)-(6.38) çà ïðèïóùåíü (FF0), (FF3), ÿêùî âîíà

çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

T∫
0

(
u(·, t), (L̂ψ)(·, t)

)
dt =

T∫
0

g(t)
(
F0(·), ψ(·, t)

)
dt+

T∫
0

b(t)
(
u(·, t), ψ(·, t)

)
dt+

(6.39)

+
2∑
j=1

(
Fj(x)× fj−β(t), ψ(·, t)

)
∀ψ ∈ X(Q̄)

òà óìîâó (6.38).

Íåîáõiäíi óìîâè óçãîäæåííÿ äàíèõ

(F1, ϕ0) = F (0), (F2, ϕ0) = F ′(0). (6.40)

6.3.2 Ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷

1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ (FF0), (FF1) òà íàñòóïíå
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Ïðèïóùåííÿ (FF): ϕ0(x) ≥ 0 , x ∈ (0, l) , g(t) ≥ 0 , t ∈ [0, T ] , ïðàâèëü-

íà îäíà ç íàñòóïíèõ óìîâ:

1) (F0(y), ϕy(y, t)) > 0 , (Fj(y), ϕy(y, t)) ≥ 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , êîæíî¨

íåâiä'¹ìíî¨ ϕ ∈ D(Q̄0) , j = 1, 2 , F3(t) < 0 , t ∈ [0, T ] ,

2) (F0(y), ϕy(y, t)) < 0 , (Fj(y), ϕy(y, t)) ≤ 0 äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , êîæíî¨

íåâiä'¹ìíî¨ ϕ ∈ D(Q̄0) , j = 1, 2 , F3(t) > 0 , t ∈ [0, T ] .

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 6.5 çà ïðèïóùåííÿ (FF0) ïðè êîæíié âiäîìié a ∈
C∞+ [0, T ] iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′C(Q) çàäà÷i (6.24), (6.25), âií âèçíà-

÷åíèé ôîðìóëîþ (6.32).

Ïiäñòàâèìî ôóíêöiþ (6.32) â óìîâó (6.34). ßê ó 6.1, îäåðæó¹ìî

a(t)
[ t∫

0

g(τ)(F0, Ĝ0ϕ
′
0)(t, τ)dτ +

2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ
′
0)(t)

]
= −F3(t), t ∈ [0, T ]

çâiäêè

h(t) = −
[ t∫

0

g(τ)(F0, Ĝ0ϕ
′
0)(t, τ)dτ +

2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ
′
0)(t)

]
·
[
F3(t)

]−1

, t ∈ [0, T ],

(6.41)

äå h(t) = [a(t)]−1 . Çà âëàñòèâîñòÿìè êîìïîíåíò âåêòîð-ôóíêöi¨ Ãðiíà

(Ĝ0ϕ
′
0)(y, t, τ) =

l∫
0

G0(x, t, y, τ, a)ϕ′(x)dx =

= −
l∫

0

∂
∂xG0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx = ∂

∂y

l∫
0

G0(x, t, y, τ, a)ϕ(x)dx = ∂
∂y(Ĝ0ϕ0)(y, t, τ),

òàê ñàìî (Ĝjϕ
′
0)(y, t) = ∂

∂y(Ĝjϕ0)(y, t) , j = 1, 2 .

Òîìó ç äîäàòíîñòi ôóíêöié Gj(x, t, y, τ, a) , (x, t), (y, τ) ∈ Q , j = 0, 1, 2

ïðè íåâiä'¹ìíié ϕ0 îòðèìó¹ìî Ĝjϕ
′
0 ≥ 0 , j = 0, 1, 2 . Íàñëiäêîì öüîãî òà

òåîðåìè 6.5 ¹ íàñòóïíà ëåìà.

Ëåìà 6.4. Çà ïðèïóùåíü (FF0), (FF1), (FF) ïàðà ôóíêöié (u, a) ∈ Mβ ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 1 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîäàòíà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ

h(t) = [a(t)]−1 , t ∈ [0, T ] ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.41).
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Òåîðåìà 6.6. Çà ïðèïóùåíü (FF0), (FF1), (FF) ðîçâ'ÿçîê (u, a) ∈ Mβ çà-

äà÷i 1 iñíó¹: ôóíêöiÿ u(x, t) âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.32), a(t) = [h(t)]−1 , äå

h(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (6.41).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå ìiðêóâàííÿ, ïåðåòâîðåííÿ, ëåìó

6.4, äëÿ äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè ðîçâ'ÿç-

íiñòü ðiâíÿííÿ (6.41) ó êëàñi äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié h(t) , t ∈ [0, T ] .

Äîâåäåìî ñïî÷àòêó éîãî ðîçâ'ÿçíiñòü ó êëàñi

MR = {h ∈ C[0, T ] | ||h||C[0,T ] ≤ R}.

Âèêîðèñòà¹ìî ïðèíöèï Øàóäåðà. Íà MR ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð

(Ph)(t) := −
[
(F, Ĝ0ϕ

′
0)(t) +

2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ
′
0)(t)

]
·
[
F3(t)

]−1

, t ∈ [0, T ] .

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.5 çà ïðèïóùåííÿ (FF0) áóëè îäåðæàíi îöiíêè

|
t∫

0

g(τ)(F0(y), (Ĝ0ϕ)(y, t, τ))dτ | ≤ b0

√
Rtβ/2,

|(Fj(y), (Ĝ0ϕ)(y, t))| ≤ bjt
j−1, j = 1, 2,

bj , bkj � äîäàòíi ñòàëi, j = 0, 1, 2 . Òîäi ïðè h ∈MR , t ∈ [0, T ] îäåðæó¹ìî

|(Ph)(t)| ≤
[
b0

√
Rtβ/2 + b1 + b2t

]
·
[
F3(t)

]−1

≤ A
√
R +B,

äå A = [b0T
β/2]/ inf

t∈[0,T ]
|F3(t)| , B = [b1 + b2T ]/ inf

t∈[0,T ]
|F3(t)| . Çà âëàñòèâiñòþ

ôóíêöi¨ A
√
R + B ïðè äîâiëüíèõ äîäàòíèõ ÷èñëàõ A , B iñíó¹ òàêå R0 =

R0(A,B) > 0 , ùî äëÿ âñiõ R > R0 âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü A
√
R + B < R .

Ìè ïîêàçàëè, ùî äëÿ âñiõ R > R0 , h ∈MR

||Ph||C[0,T ] < R , à îòæå, P : MR →MR.

Îïåðàòîð P íåïåðåðâíèé íà MR . Ñïðàâäi, ïðè h1, h2 ∈MR

(Ph1)(t)− (Ph2)(t) =
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= [F3(t)]
−1

T∫
0

g(τ)
(
F0(y),

l∫
0

[G0(x, t, y, τ, 1/h1)−G0(x, t, y, τ, 1/h2)]ϕ0(x)dx
)
dτ

+
2∑
j=1

[F3(t)]
−1
(
Fj(y),

l∫
0

[Gj(x, t, y, 1/h1)−Gj(x, t, y, 1/h2)]ϕ0(x)dx
)
.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çîáðàæåííÿ (6.33) óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Fj , j = 0, 1, 2 ,

áà÷èìî, ùî ïiäiíòåãðàëüíi ôóíêöi¨ ìàþòü iíòåãðîâíi îñîáëèâîñòi òà äîðiâíþ-

þòü íóëþ ïðè h1 = h2 . Îòæå, çíà÷åííÿ |(Ph1)(t) − (Ph2)(t)| ìàëi äëÿ âñiõ

t ∈ [0, T ] ïðè ìàëèõ çíà÷åííÿõ |h1(t)− h2(t)| , t ∈ [0, T ] .

Ïîäiáíî îäåðæó¹ìî, ùî îïåðàòîð P êîìïàêòíèé íà MR : âèùå áóëî âñòà-

íîâëåíî ðiâíîìiðíó îáìåæåíiñòü ìíîæèíè {(Ph)(t), t ∈ [0, T ]} ïðè h ∈MR ,

¨¨ îäíîñòàéíà íåïåðåðâíiñòü âèïëèâà¹ ç ðiâíîìiðíî¨ çáiæíîñòi iíòåãðàëiâ ó âè-

ðàçi (Ph)(t+ ∆t)− (Ph)(t) ïðè h ∈MR òà ëåìè 6.3, çà ÿêîþ

|Gi(x, t+ ∆t, y, τ, a)−Gi(x, t, y, τ, a)| ≤Mi(x, t, y, τ, a)|∆t|γ, (x, t), (y, τ) ∈ Q,

äå 0 < γ < β , íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨ Mi(x, t, y, τ, a) ìàþòü òàêi æ îöiíêè, ÿê

Gi(x, t, y, τ, a) , i = 0, 1, 2 âiäïîâiäíî iç çàìiíîþ β íà β − γ .
Áóëî ïîêàçàíî ñêií÷åííiñòü ïðàâî¨ ÷àñòèíè â (6.41) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] .

Òàêîæ iç îöiíîê (6.31) òà äîäàòíîñòi ôóíêöié Gj(x, t, y, τ, 1/h) , (x, t) ∈

Q , y ∈ (0, l) , τ ∈ [0, T ] âèïëèâà¹, ùî çà óìîâ (FF)
t∫

0

g(τ)
(
F0, Ĝ0ϕ

′
0

)
dτ ,(

Fj, Ĝjϕ
′
0

)
(t) , j = 1, 2 , −F3(t) , t ∈ [0, T ] ¹ îäíîãî çíàêó òà îáèäâà ìíîæ-

íèêè ó (6.41) âiäìiííi âiä íóëÿ. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî (Ph)(t) > 0 äëÿ âñiõ

t ∈ [0, T ] , h ∈ MR . Îòæå, âðàõîâóþ÷è ðiâíÿííÿ (6.41), äîäàòíiñòü h(t) çà-

áåçïå÷ó¹òüñÿ óìîâàìè (FF0), (FF1), (FF).

Òåîðåìà 6.7. Çà óìîâè (FF1) ðîçâ'ÿçîê (u, a) ∈Mβ çàäà÷i 1 ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ. ßêùî (u1, a1) , (u2, a2) ∈ Mβ � äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i, v =

u1 − u2 , a = a1 − a2 , òî

v
(β)
t − a1(t)vxx = a(t)u2xx, (x, t) ∈ Q, (6.42)
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v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], v|t=0 = 0, x ∈ [0, l], (6.43)

a1(t)(vx(x, t), ϕ0(x)) = −a1(t)(v(x, t), ϕ′0(x)) =
a(t)

a2(t)
(a2(t)v2(x, t), ϕ

′
0(x)) =

= − a(t)

a2(t)
(a2(t)v2x(x, t), ϕ0(x)) = −a(t)F3(t)

a2(t)
, t ∈ [0, T ],

à îòæå,

a1(t)(v(x, t), ϕ′0(x)) =
a(t)F3(t)

a2(t)
, t ∈ [0, T ] ∀ϕ0 ∈ D(0, l). (6.44)

Äëÿ ôóíêöi¨ v , ÿê ðîçâ'ÿçêó ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i (6.42)-(6.43), ïðàâèëüíå

çîáðàæåííÿ

(v(·, t), ϕ(·)) =

t∫
0

a(τ)
(
u2yy(·, τ), (Ĝ0ϕ)(·, t, τ)

)
dτ ∀ϕ ∈ D[0, l], t ∈ [0, T ].

(6.45)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (6.45) â óìîâó (6.44), îäåðæó¹ìî

a1(t)

t∫
0

a(τ)
(
u2yy(y, τ), (Ĝ0ϕ

′
0)(y, t, τ)

)
dτ =

a(t)F3(t)

a2(t)
,

òîáòî

a(t)− a1(t)a2(t)

F3(t)
·

t∫
0

a(τ)
(
u2yy(y, τ), (Ĝ0ϕ

′
0)(y, t, τ)

)
dτ = 0, t ∈ [0, T ],

äå ó ïiäiíòåãðàëüíîìó âèðàçi ¹ çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ u2yy(·, τ) íà

(Ĝ0ϕ
′
0)(·, t, τ) äëÿ ôiêñîâàíèõ t, τ ∈ [0, T ] .

Çà òåîðåìîþ 6.5 òà íàñëiäêîì u2(y, τ) òà u2yy(y, τ) � íåïåðåðâíi â óçà-

ãàëüíåíîìó ñåíñi ôóíêöi¨ çìiííî¨ τ . ßê óçàãàëüíåíà ôóíêöiÿ â îáìåæåíié

îáëàñòi Q0 , u2yy(y, τ) ìà¹ ñêií÷åííèé ïîðÿäîê s òà c -ñèíãóëÿðíîñòi. Òîìó

ïðàâèëüíå çîáðàæåííÿ

(u2yy(y, τ), ϕ(y)) =

p∑
k=0

l∫
0

rk(y, τ)
( ∂
∂y

)k
ϕ(y)dy ∀ϕ ∈ D[0, l],
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äå rk ∈ C(Q0) , k = 0, 1, . . . p , çâiäêè

K(t, τ) =
(
u2yy(·, τ), (Ĝ0ϕ

′
0)(·, t, τ)

)
=

p∑
k=0

l∫
0

rk(y, τ)
( ∂
∂y

)k
(Ĝ0ϕ

′
0)(·, t, τ)dy.

Âèêîðèñòîâóþ÷è (6.31), çíàõîäèìî îöiíêó |K(t, τ)| ≤ C(t − τ)β−1 . Ìè îäåð-

æàëè, ùî ôóíêöiÿ a(t) çàäîâîëüíÿ¹ ëiíiéíå îäíîðiäíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿí-

íÿ Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó ç iíòåãðîâíèì ÿäðîì (çà óìîâè òåîðåìè), ÿêå

îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíå. Îòæå, a(t) = 0 , t ∈ [0, T ] . Òîäi ç (6.45) îäåðæó¹ìî

v(x, t) = 0 , (x, t) ∈ Q .

2. Ïåðåõîäèìî äî çàäà÷i 2. Ïiäñòàâèìî ðîçâ'ÿçîê (6.32) ïðÿìî¨ çàäà÷i â

óìîâó (6.35). Îäåðæó¹ìî

t∫
0

(F0, Ĝ0ϕ0)(t, τ)g(τ)dτ = F4(t)−
2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ0)(t), t ∈ [0, T ]. (6.46)

Öå ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè ïåðøîãî ðîäó ç iíòåãðîâíèì

ÿäðîì K0(t, τ) = (F0, Ĝ0ϕ0)(t, τ), ùî ìà¹ îöiíêó |K0(t, τ)| ≤ C(t− τ)β/2−1 =

CΓ(β/2)fβ/2(t−τ) . Óìîâà F4(0) =
2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ0)(0) = (F1, ϕ0) ¹ íåîáõiäíîþ

óìîâîþ éîãî ðîçâ'ÿçíîñòi ó C[0, T ] . Ïîäàìî ðiâíÿííÿ (6.46) ó âèãëÿäi

f1−β/2(t) ∗
t∫

0

(F0, Ĝ0ϕ0)(t, τ)g(τ)dτ = g4(t),

äå g4(t) = f1−β/2(t) ∗ [F4(t)−
2∑
j=1

(Fj, Ĝjϕ0)(t)] , çâiäêè îäåðæó¹ìî ðiâíîçíà÷íå

ðiâíÿííþ (6.46) ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè ïåðøîãî ðîäó

t∫
0

K1(t, τ)g(τ)dτ = g4(t),

ÿäðî ÿêîãî K1(t, τ) = f1−β/2(t) ∗ (F0, Ĝ0ϕ0)(t, τ) íåïåðåðâíå òà ìà¹ îöiíêó

|K1(t, τ)| ≤ Cf1−β/2(t) ∗ fβ/2(t− τ) = Cθ(t− τ),

C � äîäàòíà ñòàëà. Ïðè íåïåðåðâíié äèôåðåíöiéîâíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè g4(t)

ìàòèìåìî ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (5.14). Iç íàâåäåíèõ âèùå
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îöiíîê âèïëèâà¹, ùî f1−β/2 ∗ (Fj, Ĝjϕ0) ∈ C1[0, T ] . Òîäi çà óìîâè f1−β/2 ∗F4 ∈
C1[0, T ] (ÿêà âèêîíó¹òüñÿ ïðè F4 ∈ C1[0, l] ) îäåðæó¹ìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿç-

íiñòü ðiâíÿííÿ (5.14) ó êëàñi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà [0, T ] . Ïðèïóñêàþ÷è

iñíóâàííÿ äâîõ ðîçâ'ÿçêiâ (u1, g1) , (u2, g2) çàäà÷i, òàê ñàìî ïðèõîäèìî äî ëi-

íiéíîãî îäíîðiäíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè ïåðøîãî ðîäó ç ÿäðîì

K1(t, τ) ùîäî g1 − g2 , çâiäêè îäåðæó¹ìî g1(t) = g2(t) , à òîäi iç çîáðàæåííÿ

ôóíêöi¨ u1 − u2 , ùî òàêîæ u1 − u2 = 0 â Q̄ . Ìè äîâåëè íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 6.8. Çà ïðèïóùåííÿ (FF2) ïàðà (u, g) ∈ M , äå ôóíêöiÿ u çàäàíà

ôîðìóëîþ (6.32), g(t) � ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (6.46), ¹ ¹äèíèì

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 2.

Iíøèé øëÿõ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i 2 (çà äîïîìîãîþ çâåäåííÿ çàäà÷i äî ií-

òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó) íàâåäåíî ó íàñòóïíîìó ïiä-

ðîçäiëi.

3. Äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i 3 òàêîæ çàñòîñîâó¹ìî ìåòîä ôóíêöi¨

Ãðiíà òà òåîðåìó 6.5.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè β = 1 (òà ∂u
∂t çàìiñòü D1

tu , âiäïîâiäíî) îáåðíåíi êðà-

éîâi çàäà÷i ïðî çíàõîäæåííÿ ïàðè ôóíêöié (u, b) ïðè ãëàäêèõ äàíèõ ó ïðàâèõ

÷àñòèíàõ òà iíøèõ óìîâàõ ïåðåâèçíà÷åííÿ äîñëiäæóâàëèñü ó [203] òà iíøèõ

ðîáîòàõ, äå áóëè äîâåäåíi òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äíîñòi.

Ç òåîðåìè 6.5 âèïëèâà¹, ùî çà ïðèïóùåííÿ (FF0) ïðè âiäîìié b ∈ C[0, T ]

ðîçâ'ÿçîê u ∈ D′C(Q̄) çàäà÷i (6.36)�(6.37) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

(
u(·, t), ϕ(·)

)
=

t∫
0

b(τ)
(
u(·, t), (Ĝ0ϕ)(·, t, τ)

)
dτ + hϕ(t) ∀ϕ ∈ D[0, l], (6.47)

äå

hϕ(t) =

t∫
0

g(τ)
(
F0(·), (Ĝ0ϕ)(·, t, τ)

)
dτ +

2∑
j=1

(
Fj(·), (Ĝjϕ)(·, t)

)
, t ∈ [0, T ]

(6.48)

òà hϕ ∈ C[0, T ] äëÿ êîæíî¨ ϕ ∈ D[0, l] . Íàâïàêè, áóäü-ÿêèé ðîçâ'çîê u ∈
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D′C(Q̄) ðiâíÿííÿ (6.47) (ïðè âiäîìié b ∈ C[0, T ] ) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.36)�

(6.37). Ç ðiâíÿííÿ (6.36) îäåðæó¹ìî(
u

(β)
t (·, t), ϕ0(·)

)
=
(
u(·, t), ϕ′′0(·)

)
+ b(t)

(
u(·, t), ϕ0(·)

)
+ (F0, ϕ0)g(t).

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (6.38) òà ïðèïóùåííÿ (FF3), çíàõîäèìî âèðàç

b(t) =
[
F (β)(t)−

(
u(·, t), ϕ′′0(·)

)
− (F0, ϕ0)g(t)

]
[F (t)]−1, t ∈ [0, T ]. (6.49)

÷åðåç u . Ç òåîðåìè 6.5 i ïðèïóùåííÿ (FF3) âèïëèâà¹, ùî ïðàâà ÷àñòèíà (6.49)

¹ íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ íà [0, T ] . Ïîçíà÷èìî

r(u, t) =
[
F (β)(t)−

(
u(·, t), ϕ′′0(·)

)
− (F0, ϕ0)g(t)

]
[F (t)]−1, t ∈ (0, T ].

Ïiäñòàâëÿþ÷è r(u, t) â (6.47) çàìiñòü b(t) , îòðèìà¹ìî íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ

(
u(·, t), ϕ(·)

)
=

t∫
0

r(u, τ)
(
u(·, t), (Ĝ0ϕ)(·, t, τ)

)
dτ + hϕ(t)∀ϕ ∈ D[0, l], t ∈ [0, T ]

(6.50)

ùîäî íåâiäîìî¨ u ∈ D′C(Q̄) . Ìè çâåëè çàäà÷ó (6.36)�(6.38) äî ñèñòåìè (6.50),

(6.49). Ïðàâèëüíå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ, i ìè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé ðåçóëüòàò.

Ëåìà 6.5. Çà ïðèïóùåíü (FF0), (FF3) i (6.40) ïàðà ôóíêöié (u, b) ∈M(Q) ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i 3 òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ôóíêöiÿ u ∈ D′C(Q̄0) ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ (6.50), ôóíêöiÿ b ∈ C[0, T ] âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.49).

Òåîðåìà 6.9. Çà ïðèïóùåíü (FF0), (FF3) i (6.40) iñíó¹ T ∗ ∈ (0, T ] (âiäïî-

âiäíî Q∗ = (0, l) × (0, T ∗] ) i ðîçâ'ÿçîê (u, b) ∈ M(Q∗) = D′C(Q̄∗) × C[0, T ∗]

çàäà÷i (6.36)-(6.38): ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (6.50), b âèçíà÷åíà

çãiäíî ç (6.49).

Òåîðåìà 6.10. Çà óìîâè F ∈ C[0, T ] , F (t) 6= 0 , t ∈ [0, T ] ðîçâ'ÿçîê (u, b) ∈
M(Q) çàäà÷i (6.36)-(6.38) ¹äèíèé.

Äîâåäåííÿ òåîðåì 6.9 òà 6.10 íàâåäåíi ó [103]. Àâòîðó íàëåæèòü ôîðìó-

ëþâàííÿ çàäà÷i òà ìåòîäèêà äîâåäåííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçíîñòi. Öÿ ìåòîäèêà äåòàëüíî
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íàâåäåíà ó íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ ïðè äîñëiäæåííi òàêîãî êëàñó îáåðíåíèõ

çàäà÷ ç çàäàíèìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ïðÿìî¨ çàäà÷i ôóíêöiÿìè iç ïðîñòîðiâ

áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ.

Ïðèìiòêà. Ðîçãëÿíóòî çàäà÷i â îäíîâèìiðíîìó ïðîñòîðîâîìó âèïàäêó. ßê

ó âèïàäêó ãëàäêèõ äàíèõ [90], òàê ñàìî ìîæåìî ðîçãëÿäàòè âèïàäîê êðàéîâî¨

çàäà÷i â îáìåæåíié îáëàñòi Ω0 ⊂ Rn , n ≥ 2 , à òàêîæ îáåðíåíó çàäà÷ó Êîøi

u
(β)
t − A(x,D)u− b(t)u = g(t)F0(x), (x, t) ∈ Rn × (0, T ] := Q0 ,

u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ Rn,(
u(·, t), ϕ0(·)

)
= F (t), t ∈ [0, T ],

ùî ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ïàðè (u, b) ∈ D′C(Q̄0)× C[0, T ] ïðè çàäàíèõ ϕ0 ∈
D(Rn) , g, F ∈ C[0, T ] òà Fj ( j = 0, 1, 2 ) iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié

ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè â Rn . Òóò A(x,D) � åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð çi çìiííèìè íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè,

D′C(Q̄0) = {v ∈ D′(Q̄0))
∣∣(v(·, t), ϕ(·)

)
∈ C[0, T ] ∀ϕ ∈ D(Rn)} .

6.4 Îáåðíåíà êðàéîâà çàäà÷à ó ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ

ïîòåíöiàëiâ

Äîâåäåìî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü îáåðíåíî¨ çàäà÷i

Dβ
t u(x, t)− (Au)(x, t) = g(t)F0(x), (x, t) ∈ Ω0 × [0, T ], (6.51)

u(x, t) = F1(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω0 × [0, T ], (6.52)

u(x, 0) = F2(x), x ∈ Ω0, (6.53)

< u(·, t), ϕ0(·) >= Φ(t), t ∈ [0, T ], Ω0 ∈ Rn, (6.54)

ùî ïîëÿãà¹ ó âèçíà÷åííi ïàðè ôóíêöié (u, g) : óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó u

(êëàñè÷íîãî çà ÷àñîì iç çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòíöiàëiâ) òà

g ∈ C[0, T ] . Òóò β ∈ (0, 1] , A = A(x,D) � åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé

îïåðàòîð äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè,
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äëÿ ÿêîãî iñíó¹ ¹äèíà ãîëîâíà ôóíêöiÿ Ãðiíà ïðÿìî¨ çàäà÷i, çîêðåìà, A = ∆

(äèâ. òåîðåìó 5.12).

Ïðèïóùåííÿ:

(B) β ∈ (0, 1] , θ ∈ (0, 1) , 1 < p < 1
1−βθ , s ∈ R ,

F0 ∈ Hs+2θ,p(Ω0) , F1 ∈ C
(
[0, T ];Bs+2θ+1− 1

p ,p(Ω1)
)
, F2 ∈ Hs+2,p(Ω0) ;

(C) Φ, DβΦ ∈ C[0, T ] , ϕ0 ∈ Lp′(Ω0) , < F0, ϕ0 >6= 0 .

Ââàæà¹ìî ïðè v ∈ Hs,p(Ω0), ϕ0 ∈ Lp′(Ω0)

< v, ϕ0 >=

∫
Ω0

F−1
ξ→x

[
(1 + |ξ|2)

s
2Fz→ξ[v(z)]

]
ϕ0(x)dx.

Òîäi óìîâà (6.54) íàáóâà¹ âèãäÿëó∫
Ω0

F−1
ξ→x

[
(1 + |ξ|2)

s
2Fz→ξ[u(z, t)]

]
ϕ0(x)dx = Φ(t), t ∈ [0, T ]. (6.55)

Îçíà÷åííÿ 6.5. Ïàðà (u, g) ∈ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(Ω0)

)
× C[0, T ], ùî çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.51) i óìîâè (6.52), (6.53), (6.55), íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(6.51)�(6.54).

Iç (6.53) òà (6.55) âèïëèâà¹ íåîáõiäíà óìîâà óçãîäæåííÿ äàíèõ çàäà÷i

< F2, ϕ0 >= Φ(0). (6.56)

ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåì 5.14 òà 5.9 çà ïðèïóùåíü (B) òà g ∈ C[0, T ]

âñòàíîâëþ¹ìî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó u ∈ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(Ω0)

)
ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.51)�(6.53). Âií âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

u(x, t) =
(
g(τ)F0(y)

)
oG0(x, t, y, τ) + v0(x, t), (x, t) ∈ Q0, (6.57)

äå

v0(x, t) = F1(y, τ) oG1(x, t, y, τ) + F2(y) oG2(x, t, y, τ), (x, t) ∈ Q0, (6.58)

òà ïðàâèëüíà îöiíêà

‖u‖
C2,β

(
[0,T ];Hs,p(Ω0)

) ≤ b0‖g‖C[0,T ]‖F0‖Hs+2θ,p(Ω0)
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+b1‖F1‖
C
(

[0,T ];Bs+2θ+1− 1
p ,p(Ω1)

) + b2‖F2‖Hs+2,p(Ω0) (6.59)

ç äîäàòíèìè ñòàëèìè b0, b1, b2 .

Ç ðiâíÿííÿ (6.51) òà óìîâè (6.54)

DβΦ(t)− < (Au)(·, t), ϕ0(·) >= g(t) < F0, ϕ0 > .

Íåõàé

ru(t) =< (Au)(·, t), ϕ0(·) > .

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (C), çíàõîäèìî ôóíêöiþ

gu(t) =
DβΦ(t)− ru(t)
< F0, ϕ0 >

, t ∈ [0, T ]. (6.60)

Ëåìà 6.6. Çà ïðèïóùåííÿ (C) äëÿ âñiõ s ∈ R , u ∈ C
(
[0, T ];Hs+2,p(Ω0)

)
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.60) ôóíêöiÿ gu íàëåæèòü äî C[0, T ] i

|gu(t)| ≤
C2

∥∥u∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω0)
) + C3

| < F0, ϕ0 > |
, t ∈ [0, T ],

äå C2 = C2(ϕ0) = const > 0 , C3 = ‖DβΦ‖C[0,T ] .

Äîâåäåííÿ. ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåì 5.14 òà 5.9, äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] ,

v ∈ C
(
[0, T ];Hs+2,p(Rn)

)
òàêèõ, ùî v(x, t) = u(x, t) ïðè x ∈ Ω0 , s ≥ −2

çíàõîäèìî

| < (Av)(·, t), ϕ0(·) > |

≤ c3

∥∥F−1
[
|ξ|2(1 + |ξ|2) s2F [v]

]∥∥
Lp(Rn)

∥∥ϕ0

∥∥
Lp′(Rn)

≤ C2

∥∥F−1
[
(1 + |ξ|2) s+2

2 F [v]
]∥∥

Lp(Rn)
= C2

∥∥v(·, t)
∥∥
Hs+2,p(Rn)

,

i òàêó æ îöiíêó ìàòèìåìî ïðè s < −2 , à òîäi äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , u ∈
C
(
[0, T ];Hs+2,p(Ω0)

)
îäåðæó¹ìî

|ru(t)| = | < (Au)(·, t), ϕ0(·) > | ≤ C2

∥∥u∥∥
C
(

[0,T ];Hs+2,p(Ω0)
). 2

Òåîðåìà 6.11. Çà ïðèïóùåíü (B), (C) i (6.56) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

(u, g) ∈ C2,β

(
[0, T ];Hs,p(Ω0)

)
× C[0, T ] çàäà÷i (6.65)�(6.67): u âèçíà÷åíî

ôîðìóëàìè (6.57), (6.58),

g(t) =
DβΦ(t)− r(t)
< F0, ϕ0 >

, t ∈ [0, T ], (6.61)
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äå r(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

r(t) +

t∫
0

K(t, τ)r(τ)dτ = R(t), t ∈ [0, T ] (6.62)

ç iíòåãðîâíèì ÿäðîì

K(t, τ) =
< A(x,D)

(
F0(·) oG0(x, t, ·, τ)

)
, ϕ0(x) >

< F0, ϕ0 >
,

R(t) =< (Av0)(·, t), ϕ0(·) > +

t∫
0

K(t, τ)DβF (τ)dτ, t ∈ [0, T ].

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è gu(t) , âèçíà÷åíó ôîðìóëîþ (6.60) òà íåïåðåðâíîþ

çà ëåìîþ 6.6, ó (6.57) çàìiñòü g(t) , îäåðæó¹ìî

u(x, t) = v0(x, t)− 1
<F0,ϕ0>

(
ru(τ)F0(y)

)
oG0(x, t, y, τ)

+ 1
<F0,ϕ0>

(
DβΦ(τ)F0(y)

)
oG0(x, t, y, τ), (x, t) ∈ Q0.

Òîäi

< (Au)(x, t), ϕ0(x) >=< (Av0)(x, t), ϕ0(x) >

+

t∫
0

< A(x,D)
(
F0(·) oG0(x, t, ·, τ)

)
, ϕ0(x) >

[
DβΦ(τ)− ru(τ)

]
< F0, ϕ0 >

dτ,

òîáòî

ru(t) = −
t∫

0

K(t, τ)ru(τ)dτ +R(t), t ∈ [0, T ].

Îäåðæàëè ëiíiéíå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó (6.62) âiä-

íîñíî íåâiäîìî¨ r(t) = ru(t) . Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 5.14 i ëåìó 6.6, îäåðæó¹ìî,

ùî R ∈ C[0, T ] i ÿäðî K(t, τ) iíòåãðîâíå. Òîìó iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé

ðîçâ'ÿçîê r(t) öüîãî ðiâíÿííÿ. Ìàþ÷è r(t) , çíàõîäèìî g ∈ C[0, T ] çà ôîð-

ìóëîþ (6.61) òà u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Ω0)

)
çà ôîðìóëàìè (6.57), (6.58).

ßêùî (u1, g1) , (u2, g2) � äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (6.51)�(6.54), òî ïðè u =

u1 − u2 , g = g1 − g2 ìà¹ìî çàäà÷ó

Lregu(x, t) = g(t)F0(x), (x, t) ∈ QT ,
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u(x, 0) = 0, x ∈ R ,

< u(·, t), ϕ0(·) >= 0, t ∈ [0, T ].

ßê âèùå, çíàõîäèìî

g(t) = − r(t)

< F0, ϕ0 >
, t ∈ [0, T ], (6.63)

u(x, t) = − 1

< F0, ϕ0 >

t∫
0

F0(·) oG0(x, t, ·, τ)r(τ)dτ, (6.64)

äå r(t) � ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó

r(t) = −
t∫

0

K(t, τ)r(τ)dτ, t ∈ [0, T ].

Çà ¹äèíiñòþ ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ r(t) = 0 , t ∈ [0, T ] . Òîäi g(t) = 0 ,

t ∈ [0, T ] (çà (6.63)) òà u = 0 on Q0 (çãiäíî ç (6.64)).

6.5 Îáåðíåíi çàäà÷i Êîøi ó ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåí-

öiàëiâ

6.5.1 Çàäà÷à ïðî âiäíîâëåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ

Ïðèïóùåííÿ (LK2): β ∈ (0, 1] , a, b, c ∈ C∞(Q̄T ) , inf
(x,t)∈Q̄T

a(x, t) = a0 > 0 .

Ó öüîìó ïóíêòi ââàæà¹ìî QT = R× (0, T ] ,

(Av)(x, t) ≡ a(x, t)vxx(x, t) + b(x, t)vx(x, t) + c(x, t)v(x, t), (x, t) ∈ QT ,

âèðàç Âv ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî Av ,

(L̂v)(x, t) ≡ f−β(t)∗̂v(x, t)− (Âv)(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ DS(Q̄T ) ,

(Lv)(x, t) ≡ f−β(t) ∗ v(x, t)− (Av)(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),

(Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t)− (Av)(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ C2,β(QT ) ,

XS(Q̄T ) = {ϕ ∈ D(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ DS(Q̄T )} ,

íåïîðîæíèé çà ïðèïóùåíü (LK) òà X ′S(Q̄T ) � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ íà XS(Q̄T ) , ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç (f, ϕ) çíà÷åííÿ f ∈ X ′S(Q̄T ) íà

ϕ ∈ XS(Q̄T ) òàêîæ.
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Ó ðîçäiëi 5 áóëà âèâ÷åíà çàäà÷à Êîøi â D′S(Q̄T ) òà äåÿêèõ éîãî ïiäïðî-

ñòîðàõ.

Âèâ÷à¹ìî îáåðíåíó çàäà÷ó Êîøi

Lu(x, t) = g(t)F0(x), (x, t) ∈ QT , (6.65)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R, (6.66)(
u(·, t), ϕ0(·)

)
= F (t), t ∈ [0, T ] (6.67)

ïðè çàäàíèõ F ∈ C[0, T ] , F0, u0 iç ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié Øâàðöà

òà îñíîâíié ôóíêöi¨ ϕ0 .

Ïðèïóùåííÿ (LS2): F0 ∈ X ′S(Q̄T ) , u0 ∈ S ′(R) , F, F (β) ∈ C[0, T ] ,

ϕ0 ∈ S(R) , (F0, ϕ0) 6= 0 .

Íåõàé D′S,C(Q̄T ) = D′S(QT ) ∩ C[0, T ] .

Îçíà÷åííÿ 6.6. Ïàðà (u, g) ∈ D′S,C(Q̄T ) íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì îáåðíå-

íî¨ çàäà÷i (6.65)�(6.67), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (5.32) (iç F0(x)g(t)

çàìiñòü F0(x, t) ), òîáòî

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t)) = (F0, ψ) + (u0(x),
T∫
0

f1−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ XS(Q̄T ) ,

òà óìîâó (6.67).

Iç (6.66) i (6.67) îäåðæó¹ìî íåîáõiäíó óìîâó óçãîäæåííÿ äàíèõ

(u0, ϕ0) = F (0). (6.68)

Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ òåîðåìè 5.7, ïîêàçó¹ìî, ùî ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈
D′S,C(Q̄T ) çàäà÷i Êîøi (6.65), (6.66) ìà¹ âèãëÿä

u(x, t) =

t∫
0

g(τ)
(
F (·) oG0(x, t, ·, τ)

)
dτ (6.69)

+u0(·) oG1(x, t, ·, 0), (x, t) ∈ QT ,

äå
(
F0(·) oG0(x, t, ·, τ), ϕ(x)

)
=
(
F0(·), (Ĝ0ϕ)(·, t, τ)

)
, âiäïîâiäíî(

u0(·) oG1(x, t, ·, 0), ϕ(x)
)

=
(
u0(·), (Ĝ1ϕ)(·, t, 0)

)
∀ϕ ∈ S(R) .
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Òåîðåìà 6.12. Çà ïðèïóùåíü (LK2), (LS2) i (6.68) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-

çîê (u, g) ∈ D′S,C(Q̄T )× C[0, T ] çàäà÷i (6.65)�(6.67): u âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ

(6.69),

g(t) =
F (β)(t)− r(t)

(F0, ϕ0)
, t ∈ [0, T ], (6.70)

äå r(t) � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

r(t) +

t∫
0

K(t, τ)r(τ)dτ = R(t), t ∈ [0, T ] (6.71)

ç iíòåãðîâíèì ÿäðîì

K(t, τ) =

(
F0(y), (Ĝ0Âϕ0)(y, t, τ)

)
(F0, ϕ0)

,

R(t) =
(
u0(y), (Ĝ1Âϕ0)(y, t, 0)

)
+

t∫
0

K(t, τ)F (β)(τ)dτ, (x, t) ∈ QT .

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç (6.65) i (6.67),

F (β)(t)−
(
u(·, t), (Âϕ0)(·)

)
= g(t)(F0, ϕ0).

Òîäi çà óìîâè (LS2) âèçíà÷åíà íåïåðåðâíà g(t) , ÿêùî âiäîìà íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ
(
u(·, t), (Âϕ0)(·, t)

)
. Ïîçíà÷èìî

ru(t) =
(
u(·, t), (Âϕ0)(·, t)

)
, gu(t) =

F (β)(t)− ru(t)
(F0, ϕ0)

, t ∈ [0, T ]. (6.72)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ gu(t) â (6.69) çàìiñòü g(t) , çíàõîäèìî

u(x, t) =

t∫
0

[
F (β)(τ)− ru(τ)

]
F0(·) oG0(x, t, ·, τ)dτ

(F0, ϕ0)
+ v0(x, t),

òîáòî

u(x, t) = − 1

(F0, ϕ0)

t∫
0

ru(τ)F0(·) oG0(x, t, ·, τ)dτ+

+v0(x, t) +
1

(F0, ϕ0)

t∫
0

F (β)(τ)F0(·) oG0(x, t, ·, τ)dτ, (x, t) ∈ QT ,
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äå

v0(x, t) = u0(·) oG1(x, t, ·, 0), (x, t) ∈ QT .

Òîäi

(
u(x, t), (Âϕ0)(x, t)

)
= − 1

(F0, ϕ0)

t∫
0

ru(τ)
(
F0(y), (Ĝ0Âϕ0)(y, t, τ)

)
dτ

+(v0(x, t), (Âϕ0)(x, t))

+
1

(F0, ϕ0)

t∫
0

F (β)(τ)
(
F0(y), (Ĝ0Âϕ0)(y, t, τ)

)
dτ, t ∈ [0, T ],

òîáòî

ru(t) = −
t∫

0

K(t, τ)ru(τ)dτ +R(t), t ∈ [0, T ].

Äëÿ íåâiäîìî¨ r(t) = ru(t) ìè îäåðæàëè iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè

äðóãîãî ðîäó (6.71). ßê ó òåîðåìi 6.11 îäåðæó¹ìî, ùî R ∈ C[0, T ] òà ÿäðî

K(t, τ) iíòåãðîâíå. Òîìó iñíó¹ ¹äèíèé íåïåðåðâíèé ðîçâ'ÿçîê r(t) öüîãî ðiâ-

íÿííÿ. Ìàþ÷è r(t) , çíàõîäèìî íåïåðåðâíó g(t) çà ôîðìóëîþ (6.70), u(x, t)

� çãiäíî ç (6.69).

ßêùî (u1, g1) , (u2, g2) � äâà ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (6.65)�(6.67), òî ïðè u =

u1 − u2 , g = g1 − g2 îäåðæó¹ìî çàäà÷ó

Lu(x, t) = g(t)F0(x), (x, t) ∈ QT ,

u(x, 0) = 0, x ∈ R,(
u(·, t), ϕ0(·)

)
= 0, t ∈ [0, T ].

ßê âèùå, çíàõîäèìî

g(t) = − r(t)

(F0, ϕ0)
, t ∈ [0, T ], (6.73)

u(x, t) = − 1

(F0, ϕ0)

t∫
0

r(τ)F0(y) oG0(x, t, y, τ)dτ, (6.74)
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äå r(t) � ðîçâ'ÿçîê iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ Âîëüòåððè äðóãîãî ðîäó

r(t) = −
t∫

0

K(t, τ)r(τ)dτ, t ∈ [0, T ].

Çà ¹äèíiñòþ ðîçâ'ÿçêó öüîãî ðiâíÿííÿ r(t) = 0 , t ∈ [0, T ] . Òîäi g(t) = 0 ,

t ∈ [0, T ] (çãiäíî ç (6.73)) òà u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ QT (çãiäíî ç (6.74)).

6.5.2 Çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ìîëîäøîãî êîåôiöi¹íòà

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó

Lregu ≡ Dβ
t u+ a2(−∆)α/2u− b(t)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Rn × (0, T ], (6.75)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Rn, (6.76)

< u(·, t), ϕ0(·) >= F (t), t ∈ [0, T ], (6.77)

ÿêà ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ïàðè ôóíêöié

(u, b) ∈M := Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
× C[0, T ],

ùî çàäîâîëüíÿ¹ çàäà÷ó Êîøi (6.75), (6.76) òà óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ (6.77) ïðè

çàäàíèõ ϕ0 ∈ Lq(Rn) ( 1
q + 1

p = 1 ), F ∈ C[0, T ] i F0, u0 iç ïðîñòîðiâ áåñåëåâèõ

ïîòåíöiàëiâ. Íåîáõiäíà óìîâà óçãîäæåííÿ äàíèõ

< u0, ϕ0 >= F (0). (6.78)

Ïðèïóùåííÿ:

(F0) 0 < θ < 1 , s ∈ R , 1 < p < 1
1−βθ ,

F0 ∈ C
(
[0, T ];Hs+αθ,p(Rn)

)
, u0 ∈ Hs+α,p(Rn) ;

(F) F,DβF ∈ C[0, T ] , |F (t)| ≥ f = const > 0, t ∈ [0, T ] , ϕ0 ∈ Lq(Rn) .

Òåîðåìà 6.13. Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) , (F0), (F) òà (6.78) iñíó¹ T ∗ ∈ (0, T ]

(âiäïîâiäíî QT ∗ = Rn × (0, T ∗] ) i ðîçâ'ÿçîê (u, b) ∈ M(QT ∗) çàäà÷i (6.75)�

(6.77): ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

u(x, t) = hu(t)u(x, t)∗G0(x, t)+F0(x, t)∗G0(x, t)+u0(x)∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT ,

(6.79)
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b(t) = hu(t) = [F (t)]−1
[
DβF (t)+a2

∫
Rn

(
F−1

[
|ξ|α(1+|ξ|2) s2F [u]

])
(x, t)ϕ0(x)dx−

− < F0(·, t), ϕ0(·) >
]
, t ∈ [0, T ∗]. (6.80)

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 5.9, îäåðæó¹ìî, ùî ðîçâ'ÿçîê u ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
çàäà÷i (6.75)�(6.77) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

u(x, t) =
(
b(t)u(x, t)

)
∗G0(x, t)+F0(x, t)∗G0(x, t)+u0(x)∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT .

(6.81)

Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.13 âèêîðèñòîâó¹ìî ëåìó 5.7 òà íàñòóïíi ëåìè.

Ëåìà 6.7. ßêùî s ∈ R , 1 < p < 1
1−β , u ∈ C

(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
, b ∈ C[0, T ] ,

òî (bu) ∗G0 ∈ C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà ïðàâèëüíà îöiíêà∥∥((bu) ∗G0

)
(·, t)

∥∥
Hs,p(Rn)

≤ C1t
β
∥∥b∥∥

C[0,T ]
·
∥∥u∥∥

C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
), t ∈ [0, T ].

(6.82)

Òóò i äàëi ci, Ci ( i = 1, 2, . . . ) � äîäàòíi ñòàëi.

Äîâåäåííÿ. Áóëî âñòàíîâëåíî [48], ùî

F [G1](ξ, t) = Eβ,1

(
−a2|ξ|αtβ

)
, F [G0](ξ, t) = tβ−1Eβ,β

(
−a2|ξ|αtβ

)
.

Çà îçíà÷åííÿì íîðìè ∥∥((bu) ∗G0

)
(·, t)

∥∥
Hs,p(Rn)

=

=
[∫

Rn

∣∣F−1
[
(1 + |ξ|2)

s
2F
[∫ t

0

b(τ)
(
u(·, τ) ∗G0(·, t− τ)

)
dτ
]]∣∣pdx] 1

p ≤

≤ t1−
1
p

{∫
Rn
dx

∫ t

0

∣∣b(τ)F−1
[
(1 + |ξ|2)

s
2F [u(·, τ) ∗G0(·, t− τ)]

]∣∣p dτ}1/p

≤

≤ t1−
1
p

{∫ t

0

|b(τ)|pdτ
∫
Rn

∣∣F−1
[
(1 + |ξ|2)

s
2F
[
u(·, τ) ∗G0(·, t− τ)

]]∣∣p dx}1/p

i äëÿ âñiõ 0 ≤ τ < t ≤ T

g(·, t, τ) = F−1
[
(1 + |ξ|2)

s
2F [u(·, τ) ∗G0(·, t− τ)]

]
=

= F−1
[
F [G0](ξ, t− τ)

(
1 + |ξ|2

) s
2F [u](ξ, τ)

]
=
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= F−1
[
F [G0](ξ, t− τ)F

[
F−1[

(
1 + |ξ|2

) s
2F [u](ξ, τ)]

]]
.

Çà óìîâîþ ëåìè F−1
[(

1 + |ξ|2
) s

2F [u](ξ, τ)
]
∈ Lp(Rn) ïðè τ < t . Òîäi, âðà-

õîâóþ÷è ëåìó 5.4, îäåðæó¹ìî∥∥g(·, t, τ)
∥∥
Lp(Rn)

≤ c1(t− τ)β−1
∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s
2F [u](ξ, τ)

] ∥∥
Lp(Rn)

.

Iç ïîïåðåäíiõ ïåðåòâîðåíü

∥∥((bu) ∗G0

)
(·, t)

∥∥
Hs,p(Rn)

≤ t1−
1
p

{∫ t

0

|b(τ)|pdτ
∫
Rn

∣∣g(x, t, τ)
∣∣p dx}1/p

≤

≤ c1t
1− 1

p

{∫ t

0

|b(τ)|p(t− τ)p(β−1)
∥∥F−1

[
(1 + |ξ|2)

s
2F [u](ξ, τ)

] ∥∥p
Lp(Rn)

dτ

}1/p

,

òà ïðè p < 1
1−β (óìîâi iñíóâàííÿ iíòåãðàëó

∫ t
0 (t − τ)p(β−1) dτ ), äëÿ âñiõ t ∈

[0, T ] , s ∈ R çãîðòêà
∫ t

0 b(τ)u(·, τ) ∗G0(·, t− τ) dτ iñíó¹ â Hs,p(Rn) òà∥∥∥∥∫ t

0

b(τ)u(·, τ) ∗G0(·, t− τ) dτ

∥∥∥∥
Hs,p(Rn)

≤

≤ c1t
1− 1

p

[∫ t

0

(t− τ)p(β−1) dτ

] 1
p ∥∥b∥∥

C[0,T ]
·
∥∥u∥∥

C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
) =

= C1t
β
∥∥b∥∥

C[0,T ]
·
∥∥u∥∥

C
(

[0,T ];Hs,p(Rn)
).

Îòæå, (bu) ∗G0 ∈ C
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
òà ïðàâèëüíà îöiíêà (6.82). 2

Ïðèìiòêà. ßêùî u ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
, b ∈ C[0, T ] , òî íàñïðàâäi (bu)∗

G0 ∈ Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
. Äîâåäåííÿ öüîãî ôàêòó òàêå ñàìå, ÿê äîâåäåííÿ

âiäïîâiäíîãî òâåðäæåííÿ ó òåîðåìi 5.9.

Iç ðiâíÿííÿ (6.75) òà óìîâè (6.77) îäåðæó¹ìî

DβF (t) + a2 < (−∆)α/2u(·, t), ϕ0(·) > −b(t)F (t) =< F0(·, t), ϕ0(·) > .

Òîäi iç ðiâíîñòi

F−1
[
(1 + |ξ|2) s2F [(−∆)α/2u]

]
= F−1

[(
1 + |ξ|2

) s
2 |ξ|αF [u]

]
òà óìîâè (F) îäåðæó¹ìî âèðàç (6.80) äëÿ âèçíà÷åííÿ b(t) çà âiäîìîþ u .
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Ëåìà 6.8. Çà ïðèïóùåíü (F0), (F) äëÿ êîæíî¨ u ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ (6.80) ôóíêöiÿ b(t) ¹ íåïåðåðâíîþ íà [0, T ] òà çàäî-

âîëüíÿ¹ îöiíêó

|b(t)| ≤
C2

∥∥u∥∥
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) + C3

f
, t ∈ [0, T ],

äå C2 = C2(ϕ0) = const > 0 , C3 = ‖DβF− < F0(x, ·), ϕ0(x) > ‖C[0,T ] .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

F−1
[(

1 + |ξ|2
) s

2 |ξ|αF [u]
]

= F−1

[
|ξ|α(

1 + |ξ|2
)α

2

(
1 + |ξ|2

) s+α
2 F [u]

]
,

F−1
[
(1 + |ξ|2) s+α2 F [u]

]
∈ Lp(Rn) äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , ôóíêöiÿ |ξ|α

(1+|ξ|2)
α
2
¹ ìóëü-

òèïëiêàòîðîì ó Lp(Rn) , òî äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ]∥∥F−1
[
|ξ|α(1 + |ξ|2)

s
2F [u]

]∥∥
Lp(Rn)

≤ c2

∥∥∥F−1
[
(1 + |ξ|2)

s+α
2 F [u]

]∥∥∥
Lp(Rn)

.

Âñòàíîâèëè òâåðäæåííÿ ëåìè ïðè C2 = a2c2‖ϕ0‖Lq(Rn) .

Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 5.9, îäåðæó¹ìî, ùî çà ïðèïóùåííÿ (F0) ôóíêöiÿ

v0(x, t) = F0(x, t) ∗G0(x, t) + u0(x) ∗G1(x, t), (x, t) ∈ QT ,

íàëåæèòü äî Cα,β
(
[0, T ];Hs,p(Rn)

)
⊂ C

(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
òà∥∥v0(·, t)

∥∥
Hs+α,p(Rn)

≤
∥∥v0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤

c3

∥∥F0

∥∥
C
(

[0,T ];Hs+αθ,p(Rn)
) + c4

∥∥u0

∥∥
Hs+α,p(Rn)

:= K0 ∀t ∈ [0, T ]

iç äåÿêèìè äîäàòíèìè ñòàëèìè c3 , c4 . 2

Íàñòóïíó ëåìó îäåðæó¹ìî, ïiäñòàâëÿþ÷è (6.80) ó ðiâíÿííÿ (6.79), çàñòî-

ñîâóþ÷è ëåìè 5.4, 6.7, 6.8, âèùåíàâåäåíi ïðèìiòêó òà âëàñòèâiñòü ôóíêöi¨ v0 .

Ëåìà 6.9. Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) , (F0), (F) i (6.78) ïàðà ôóíêöié

(u, b) ∈ M ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.75)�(6.77) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

u ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.79), b(t) âèçíà÷åíà

ôîðìóëîþ (6.80).
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 6.13. Âðàõîâóþ÷è ëåìó 6.9, äîñòàòíüî äîâåñòè ðîçâ'ÿç-

íiñòü ðiâíÿííÿ (6.79) ó êëàñi C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
. Ïðè R = const > 0 âè-

çíà÷à¹ìî

MR = MR(QT ) = {v ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
| ‖v‖

C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤ R}

òà îïåðàòîð P íà MR :

(Pv)(x, t) = hv(t)v(x, t) ∗G0(x, t) + v0(x, t) ∀(x, t) ∈ QT , v ∈MR.

Òîäi ðiâíÿííÿ (6.79) íàáóâà¹ âèãëÿäó

u = Pu, u ∈MR.

Âèêîðèñòà¹ìî òåîðåìó Áàíàõà. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî iñíóâàííÿ t∗ ∈ (0, T ]

(i âiäïîâiäíî, Q∗ = Rn × (0, t∗] , M ∗
R = MR(Q∗) ), òàêèõ ùî P : M ∗

R →M ∗
R .

Íà ïiäñòàâi ëåì 6.7 i 6.8 hvv ∈ C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
, (hvv) ∗ G0 ∈

C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
. Êðiì òîãî, ïðè t ∈ [0, T ]

‖hv(t)v(·, t)‖Hs+α,p(Rn) ≤

≤ ‖hvv‖
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤ C1t

β
∥∥hv∥∥C[0,T ]

·
∥∥v∥∥

C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) ≤

≤ C1t
β

f

[
C2

∥∥v∥∥
C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
) + C3

]
·
∥∥v∥∥

C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
).

Çíà÷èòü, äëÿ âñiõ t ∈ [0, T ] , v ∈MR

‖(Pv)(·, t)‖Hs+α,p(Rn) ≤ C1t
β
∥∥hv∥∥C[0,T ]

·
∥∥v∥∥

C
(

[0,T ];Hs+α,p(Rn)
)+‖v0(·, t)‖Hs+α,p(Rn) ≤

≤ C1t
β

f

[
C2R + C3

]
·R +K0.

Äëÿ äîâåäåííÿ âèêîíàííÿ íåðiâíîñòi

max{d0t
βR2 +K0, 1} ≤ R ∀t ∈ [0, t∗]

ïðè äåÿêîìó t∗ > 0 , R ≥ max{1, K0} i d0 = C1(C2+C3)
f ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(s) = d0t
βs2 − s, s ≥ 0.
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Îñêiëüêè f ′(s) = 2d0t
βs − 1 i s0 = s0(t) = [2d0t

β]−1 ¹ òî÷êîþ ìiíi-

ìóìó ôóíêöi¨ f(s) , òî íåðiâíiñòü ‖Pv‖
C
(

[0,t∗];Hs+α,p(Rn)
) ≤ R äëÿ âñiõ

v ∈ M ∗
R âèêîíó¹òüñÿ ïðè R = s0 ≥ max{1, K0} , t ∈ [0, t∗] , ÿêùî

f(s0) ≤ −K0 i [2d0t
β]−1 ≥ max{1, K0} äëÿ âñiõ t ∈ [0, t∗] , òîáòî ÿêùî

4d0K0t
β ≤ 1 i 2 max{1, K0}d0t

β ≤ 1 äëÿ âñiõ t ∈ [0, t∗] . Çíàõîäèìî t∗ =

min{
[
4d0K0

]−1/β
,
[
2d0 max{1, K0}

]−1/β} i T ∗ = min{t∗, T} . Çãiäíî ç (6.78) i

(F) ìà¹ìî K0 > 0 . Iñíóâàííÿ ÷èñëà R = s0(t
∗) ≥ max{1, K0} òàêîãî, ùî

P : M ∗
R →M ∗

R , âñòàíîâëåíî.

Iç ëåì 6.7 i 6.8 âèïëèâà¹, ùî ïðè âñiõ t ∈ [0, t∗] , v1, v2 ∈MR

‖(Pv1)(·, t)− (Pv2)(·, t)‖Hs+α,p(Rn) =

= ‖[hv1
(t)v1(x, t)− hv2

(t)v2(x, t)] ∗G0(x, t)‖Hs+α,p(Rn) =

=
∥∥[hv1

(t)
(
v1(x, t)− v2(x, t)

)
+
(
hv1

(t)− hv2
(t)
)
v2(x, t)

]
∗G0(x, t)

∥∥
Hs+α,p(Rn)

≤

≤ C1t
β
[∥∥hv1

∥∥
C[0,T ∗]

·
∥∥v1 − v2

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
)+

+
∥∥hv1

− hv2

∥∥
C[0,T ∗]

·
∥∥v2

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
)] ≤

≤ C1t
β
[C2

∥∥v1

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
) + C3

f
·
∥∥v1 − v2

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
)+

+
C2

∥∥v1 − v2

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
)

f
·
∥∥v2

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
)] ≤

≤ C1t
β(2C2R + C3)

f

∥∥v1 − v2

∥∥
C
(

[0,T ∗];Hs+α,p(Rn)
).

Óìîâà
C1t

β(2C2R + C3)

f
< 1 ∀t ∈ (0, T ∗] (6.83)

âèêîíó¹òüñÿ iç R = s0(t
∗) = 1

2d0 max{1,K0}t∗β
= f

2C1(C2+C3) max{1,K0}t∗β
. Ñïðàâäi,

ïðè òàêèõ çíà÷åííÿõ t

C1t
β(2C2R+C3)

f ≤ C2

max{1,K0}(C2+C3) + C3

2 max{1,K0}(C2+C3) =

= 2C2+C3

2 max{1,K0}(C2+C3) <
1

max{1,K0} .

Âñòàíîâèëè (6.83). Îòîæ, îïåðàòîð P ñòèñíèé íà MR(Q∗) i çà òåîðåìîþ

Áàíàõà ðiâíÿííÿ (6.79) ðîçâ'ÿçíå â C
(
[0, T ∗];Hs+α,p(Rn)

)
.
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Òåîðåìà 6.14. Çà ïðèïóùåíü (Lα,β) òà F (t) 6= 0 , t ∈ [0, T ] ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(6.75)�(6.77) ¹äèíèé ïðè äîâiëüíîìó ñêií÷åííîìó T > 0 .

Äîâåäåííÿ. Ìàþ÷è äâà ðîçâ'ÿçêè (u1, b1), (u2, b2) ∈ M(QT ) çàäà÷i

(6.75)�(6.77) i ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ ó ðiâíÿííÿ (6.75), îäåðæó¹ìî

Dβ
t (u1 − u2) = a2(−∆)α/2(u1 − u2) + (b1 − b2)u1 + b2(u1 − u2),

à ïðè u = u1 − u2 , b = b1 − b2

Dβ
t u = a2(−∆)α/2u+ b2u+ bu1.

Ç ïî÷àòêîâî¨ óìîâè îäåðæó¹ìî

u(x, 0) = 0, x ∈ Rn.

Òîäi, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.13, îäåðæó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ u çàäîâîëüíÿ¹

ðiâíÿííÿ

u(x, t) =

t∫
0

G0(·, t− τ) ∗
(
b2(τ)u(·, τ) + b(τ)u1(·, τ)

)
dτ, (x, t) ∈ Q̄0

i íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C
(
[0, T ];Hs+α,p(Rn)

)
.

Çà óìîâîþ (6.77)

a2 < (−∆)α/2u(·, t), ϕ0 >= b(t)F (t), t ∈ [0, T ]. (6.84)

Òîäi u(x, t) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

u(·, t) =

t∫
0

b2(τ)
(
G0(·, t− τ) ∗ u(·, τ)

)
dτ+

+a2

t∫
0

G0(·, t− τ) ∗ u1(·, τ)

F (τ)

∫
Rn

(
F−1

[
(1 + |ξ|2)

s
2F [u]

])
(z, τ)ϕ0(z)dz, (·, t) ∈ Q̄T .

Çà ¹äèíiñòþ éîãî ðîçâ'ÿçêó u(x, t) = 0 , (x, t) ∈ Q0. Òîäi ç óìîâè (6.84)

âèïëèâà¹ b(t)F (t) = 0 , t ∈ [0, T ]. À òàê ÿê F (t) 6= 0 íà [0, T ] (çà ïðèïóùåííÿ

òåîðåìè), òî b(t) ≡ 0 , t ∈ [0, T ] . 2
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6.6 Îáåðíåíi çàäà÷i ç iíòåãðàëüíîþ çà ÷àñîì óìîâîþ

ïåðåâèçíà÷åííÿ

Äåÿêi îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ äðîáîâî¨ äèôóçi¨ ¹ êîðåêòíèìè íà âiäìi-

íó âiä òàêèõ çàäà÷ äëÿ çâè÷àéíîãî ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ (íàïðèêëàä, çàäà÷à çi

çâîðîòíèì ÷àñîì). Îãëÿä äåÿêèõ ðåçóëüòàòiâ ïî îáåðíåíèõ çàäà÷àõ äëÿ òà-

êîãî ðiâíÿííÿ çðîáëåíî ó [243], à ïîðiâíÿííÿ ç ðåçóëüòàòàìè äëÿ çâè÷àéíîãî

ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ � ó [204]. Ó äåÿêèõ ïðàöÿõ [153, 203] âèêîðèñòîâóþòü ií-

òåãðàëüíó çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè óìîâó ïåðåâèçíà÷åííÿ. �¨ óçàãàëüíåííÿ

áóëè âèêîðèñòàíi â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ.

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹ìî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíó çà-

ëåæíiñòü âiä äàíèõ ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i íà âiäíîâëåííÿ àáî

ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, àáî çàëåæíî¨ âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ó ðiâ-

íÿííi äðîáîâî¨ äèôóçi¨ ïðè iíòåãðàëüíié çà ÷àñîì óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ïðÿìi çàäà÷i ç iíòåãðàëüíîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ óìîâîþ

äëÿ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè âèâ÷àëèñü, çîêðåìà, ó [51, 122-124], à

îáåðíåíi çàäà÷i íà âèçíà÷åííÿ çàëåæíî¨ òiëüêè âiä ïðîñòîðîâî¨ çìiííî¨ êîìïî-

íåíòè ïðàâî¨ ÷àñòèíè â îäíîâèìiðíîìó ðiâíÿííi äðîáîâî¨ äèôóçi¨ ïðè iíøèõ

êðàéîâèõ äàíèõ ÷è óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ � ó [153, 175, 243, 282].

6.6.1 Çàäà÷à íà âiäíîâëåííÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ

Íåõàé Xk(x) = sin kx , k ∈ N , D′2π(R) � ïðîñòið ïåðiîäè÷íèõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié, òîáòî, òàêèõ v ∈ D′(R) , ùî [7, c. 120]

v(x+ 2π) = v(x) = −v(−x) ∀x ∈ R.

Ôîðìàëüíèé ðÿä
∞∑
k=1

vkXk(x), x ∈ R (6.85)

íàçèâà¹òüñÿ [7, c. 123] ðÿäîì Ôóð'¹ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ v ∈ D′2π(R) , à ÷èñëà

vk =
2

π
(v,Xk)2π =

2

π
(v, hXk)
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� ¨¨ êîåôiöi¹íòàìè Ôóð'¹. Òóò h(x) � òàêà ïàðíà ôóíêöiÿ ç D(R) , ùî: h(x) =

1 ïðè x ∈ (−π + ε, π − ε) , h(x) = 0 ïðè x ∈ R \ (−π, π) , 0 ≤ h(x) ≤ 1 .

Çàóâàæèìî, ùî ïðè v ∈ D′2π(R) ∩ L1,loc(R)

vk =
2

π

∫ π

0

v(x)Xk(x)dx

i òîäi ðÿä (6.85) ¹ êëàñè÷íèì ðÿäîì Ôóð'¹ ôóíêöi¨ v çà ñèñòåìîþ Xk , k ∈ N .

Âiäîìî [7, c. 123], ùî D′2π(R) ⊂ S ′(R) , ðÿä (6.85) äëÿ v ∈ D′2π(R) çáiãà¹òüñÿ

â S ′(R) äî v , à êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ (âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî) ìàþòü îöiíêè

|vk| ≤ C0(m)C(v,m)(1 + k)m ∀k ∈ N

äå m � ïåâíå ÷èñëî iç Z+ , C0(m) , C(v,m) � äîäàòíi ñòàëi, îäíi é òi æ äëÿ

âñiõ k ∈ N . ×èñëî m íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ v , ïðè

öüîìó C(v,m) =
( ∫

R(1 + x2)−m/2|v(x)|dx
)1/2

. Çàóâàæèìî, ùî ïîðÿäêîì

ðåãóëÿðíî¨ ïåðiîäè÷íî¨ óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ ¹ íåäîäàòíå ÷èñëî.

Íåõàé ïðè γ ∈ R

Hγ(R) = {v ∈ D′2π(R) : ‖v‖Hγ(R) = sup
k∈N
|vk|(1 + k)γ < +∞}

(ôóíêöiÿ ç Hγ(R) ìà¹ ïîðÿäîê −γ â ñåíñi íàâåäåíîãî âèùå îçíà÷åííÿ),

C
(
[0, T ];Hγ(R)

)
� ïðîñòið íåïåðåðâíèõ çà t ôóíêöié v(x, t) çi çíà÷åííÿìè

v(·, t) ∈ Hγ(R) , ‖v‖
C
(

[0,T ];Hγ(R)
) = max

t∈[0,T ]
‖v(·, t)‖Hγ(R) ,

C2,α

(
[0, T ];Hγ(R)

)
= {v ∈ C

(
[0, T ];H2+γ(R)

)
: Dαv ∈ Cb

(
(0, T ];Hγ(R)

)
} ,

‖v‖
C2,α

(
[0,T ];Hγ(R)

) = max{‖v‖
C
(

[0,T ];H2+γ(R)
), ‖Dαv‖

Cb

(
(0,T ];Hγ(R)

)} .
Çàóâàæèìî, ùî Hγ+ε(R) ⊂ Hγ(R) äëÿ âñiõ ε > 0 , γ ∈ R .

Âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó

Dα
t u− uxx = F0(x, t), (x, t) ∈ R× (0, T ], (6.86)

u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ R, (6.87)
t0∫

0

u(x, t)dt = Φ(x), x ∈ R, t0 ∈ (0, T ], (6.88)
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äå α ∈ (0, 1)∪ (1, 2) , F0 , F2 , Φ � çàäàíi ôóíêöi¨, T � çàäàíå äîäàòíå ÷èñëî,

F1 � íåâiäîìà ôóíêöiÿ. Äðóãà ïî÷àòêîâà óìîâà âiäñóòíÿ ïðè α ∈ (0, 1) .

Ïðèïóùåííÿ:

(F) γ ∈ R , θ ∈ (0, 1) , α ∈ (0, 1) ∪ (1, 2) , F0 ∈ C
(
[0, T ];Hγ+2+2θ(R)

)
,

F2 ∈ Hγ+2(R) (F0 ∈ C
(
[0, T ];Hγ+2(R)

)
, F2 = 0 ïðè α ∈ (0, 1) );

(Φ ) Φ ∈ Hγ+4(R) òà (ó âèïàäêó α ∈ (1, 2) ) Eα,2(−k2tα0 ) 6= 0 äëÿ âñiõ

k ∈ N .

Ïðèìiòêà. Ïðè α ∈ (0, 1] ìà¹ìî Eα,µ(−k2tα) > 0 äëÿ âñiõ t > 0 , µ ≥ α

[252]. Ïðè α ∈ (1, 2) ôóíêöi¨ Eα,1(−z) , Eα,2(−z) ìàþòü ñêií÷åííó êiëüêiñòü

äiéñíèõ äîäàòíèõ íóëiâ [252], à òîìó iñíó¹ òàêå t0 ∈ (0, T ] , ùî Eα,2(−k2tα0 ) 6= 0

äëÿ âñiõ k ∈ N .

Ðîçêëàäåìî ôóíêöi¨ F0(x, t), Fj(x), j ∈ {1, 2}, Φ(x) ó ôîðìàëüíi ðÿäè

Ôóð'¹ çà ñèñòåìîþ Xk(x) , k ∈ N :

F0(x, t) =
∞∑
k=1

F0k(t)Xk(x), (x, t) ∈ Q0,

Fj(x) =
∞∑
k=1

FjkXk(x), x ∈ R, j = 1, 2, (6.89)

Φ(x) =
∞∑
k=1

ΦkXk(x), x ∈ R.

Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.86)�(6.88) çà ïðèïóùåíü (F), (Φ ) ¹ ïàðà ôóíêöié

(u, F1) ∈Mα,γ := C2,α

(
[0, T ];Hγ(R)

)
×Hγ+2(R) ,

çàäàíèõ ðÿäàìè

u(x, t) =
∞∑
k=1

uk(t)Xk(x), (x, t) ∈ Q0 (6.90)

òà (6.89) ïðè j = 1 , i ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (6.86) â óçàãàëüíåíîìó

ñåíñi òà óìîâè (6.87), (6.88).

Ïiäñòàâëÿþ÷è ôóíêöiþ (6.90) â ðiâíÿííÿ (6.86) òà óìîâè (6.87), (6.88), äëÿ

çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ uk(t) îäåðæó¹ìî

Dαuk + k2uk = F0k(t), t ∈ (0, T ], uk(0) = F1k, u
′
k(0) = F2k, (6.91)
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t0∫
0

uk(t)dt = Φk, k ∈ N. (6.92)

Âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ ïîõiäíèìè Ðiìàíà-Ëióâiëÿ òà Êàïóòî-

Äæðáàøÿíà, çàïèñó¹ìî (6.91) ó âèãëÿäi

u
(α)
k + k2uk = F0k(t) + f1−α(t)F1k + f2−α(t)F2k, t ∈ (0, T ], k ∈ N. (6.93)

Îòîæ, ïàðè (uk(t), F1k) (k ∈ N ) êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i çàäî-

âîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ (6.93) òà óìîâè (6.92).

Òåîðåìà 6.15. Çà ïðèïóùåíü γ ∈ R ,

θ ∈ (0, 1) , F0 ∈ C
(
[0, T ];Hγ+2θ(R)

)
, Fj ∈ Hγ+2(R) , j = 1, 2, α ∈ (1, 2) ,

F0 ∈ C
(
[0, T ];Hγ(R)

)
, F1 ∈ Hγ+2(R) , F2 = 0 , ÿêùî α ∈ (0, 1]

iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ C2,α

(
[0, T ];Hγ(R)

)
ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.86),(6.87).

Âií çàäàíèé ôîðìóëîþ (6.90), äå

uk(t) = tα−1Eα,α(−k2tα) ∗ F0k(t)+ (6.94)

+F1kEα,1(−k2tα) + F2ktEα,2(−k2tα), t ∈ [0, T ], k ∈ N.

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä äàíèõ (F0, F1, F2 ) òà ïðàâèëüíà

íåðiâíiñòü êîåðöèòèâíîñòi

||u||
C2,α

(
[0,T ];Hγ(R)

) ≤ a0||F0||
C
(

[0,T ];Hγ+2θ(R)
) +

2∑
j=1

aj||Fj||Hγ+2(R), (6.95)

äå aj , j ∈ {0, 1, 2} � äîäàòíi ñòàëi, ùî âiä äàíèõ çàäà÷i íå çàëåæàòü. Ó

âèïàäêó α ∈ (0, 1] â íåðiâíîñòi (6.95) ââàæà¹ìî F2 = 0 òà θ = 0 .

Äîâåäåííÿ. Ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè (6.94)

ðiâíÿíü (6.93). �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó êîæíîãî ç ðiâíÿíü (6.93) âèïëèâà¹ ç âëà-

ñòèâîñòåé çãîðòêè â D′+(R) .

Ïîÿñíèìî íàëåæíiñòü ðÿäó (6.90) äî ïðîñòîðó C2,α

(
[0, T ];Hγ(R)

)
.

Íåõàé α ∈ (1, 2) , uk0(t) = tα−1Eα,α(−k2tα) ∗ F0k(t) . Òîäi, âðàõîâóþ÷è, ùî

Eα,µ(−x) ≤ rα,µ
1+x ïðè µ ≥ α , x ≥ 0 , äå rα,µ � äîäàòíi ñòàëi, îäåðæó¹ìî
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|uk0(t)| ≤ sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|
t∫

0

τα−1|Eα,α(−k2τα)|dτ ≤ rα,α sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|
t∫

0

τα−1dτ
1+k2τα

=
rα,α
αk2 sup

t∈(0,T ]

|F0k(t)|ln(1 + k2tα) ≤ rα,α
α sup

t∈(0,T ]

|F0k(t)|tsαk2s−2 ∀s > 0.

Ïðè s = θ , âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíîñòi

kγ ≤ c(γ)(1 + k)γ, c(γ) =

{
1, γ ≥ 0

2−γ, γ < 0
,

îäåðæó¹ìî

(1 + k)γ+2|uk0(t)| ≤ K0 sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|(1 + k)γ+2θ, t ∈ [0, T ], k ∈ N.

Òóò i äàëi Kj = Kj(α, γ) , j ∈ {0, 1, 2} � äîäàòíi ñòàëi.
Âðàõîâóþ÷è îáìåæåíiñòü Eα,j(−k2tα) , j = 1, 2 , îäåðæó¹ìî

tj−1|FjkEα,j(−k2tα)|(1+k)γ+2 ≤ Kj|Fjk|(1+k)γ+2, t ∈ [0, T ], j ∈ {1, 2}, k ∈ N.

Îòîæ, ôóíêöiÿ (6.90) íàëåæèòü C
(
[0, T ];Hγ(R)

)
òà ç (6.90) i (6.94) âèïëèâà¹

îöiíêà

||u||
C([0,T ];Hγ+2(R)

) ≤ â0||F0||
C
(

[0,T ];Hγ+2θ(R)
) +

2∑
j=1

âj||Fj||Hγ+2(R). (6.96)

Òóò âj, j ∈ {0, 1, 2} � äîäàòíi ñòàëi, ùî âiä äàíèõ çàäà÷i íå çàëåæàòü.
Òåïåð iç ðiâíÿíü ó (6.91) òà (6.94) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ ïîõi-

äíèõ Dαuk(t) , t ∈ (0, T ] é îöiíêè

|Dαuk(t)| ≤ k2|uk(t)|+ |F0k(t)|, k ∈ N,

||Dαu||
C([0,T ];Hγ(R)

) = max
t∈[0,T ]

sup
k∈N
|Dαuk(t)|(1 + k)γ ≤

≤ max
t∈[0,T ]

[
sup
k∈N

k2|uk(t)|(1 + k)γ + sup
k∈N
|F0k(t)|(1 + k)γ+2θ(1 + k)−2θ

]
≤

≤ ||u||
C([0,T ];Hγ+2(R)

) + ||F0||
C
(

[0,T ];Hγ+2θ(R)
).

Îäåðæàëè, ùî çà óìîâ òåîðåìè u ∈ C2,α([0, T ];Hγ(0, l)
)
, à iç âðàõóâàííÿì

(6.96) îäåðæó¹ìî îöiíêè (6.95).
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Ó âèïàäêó α ∈ (0, 1) ìà¹ìî Eα,µ(−x) > 0 ïðè x > 0 , µ ≥ α òà

T∫
0

τα−1Eα,α(−k2τα)dτ =

t∫
0

∞∑
p=0

(−1)pk2pτ pα+α−1dτ

Γ(pα + α)
=

=
∞∑
p=0

(−1)pk2pτ pα+α

Γ(pα + α + 1)
= Eα,α+1(−k2τα).

Òîäi |uk0(t)| ≤ K0 sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)| òà

(1 + k)γ+2|uk0(t)| ≤ K0 sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|(1 + k)γ+2, t ∈ [0, T ], k ∈ N.

�äèíiñòü òà íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä äàíèõ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âèïëèâà¹ ç

îöiíêè (6.95).

Òåîðåìà 6.16. Çà ïðèïóùåíü (F) i (Φ ) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u, F1) ∈
Mα,γ îáåðíåíî¨ çàäà÷i (6.86) � (6.88). Âií çàäàíèé ðÿäàìè Ôóð'¹ (6.90) òà

(6.89) ïðè j = 1 , äå uk(t) âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (6.94),

F1k =

Φk −
t0∫
0

[
tα−1Eα,α(−k2tα) ∗ F0k(t) + F2ktEα,2(−k2tα)

]
dt

t0∫
0

Eα,1(−k2tα)dt

, k ∈ N.

(6.97)

Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæíèòü âiä äàíèõ (F0, F2, Φ ) òà ïðàâèëüíà íå-

ðiâíiñòü êîåðöèòèâíîñòi

||u||
C2,α

(
[0,T ];Hγ(R)

) + ||F1||Hγ(R) ≤

≤ b0||F0||
C
(

[0,T ];Hγ+2+2θ(R)
) + b1||Φ||Hγ+4(R) + b2||F2||Hγ+2(R), (6.98)

äå bj , j ∈ {0, 1, 2} � äîäàòíi ñòàëi, ùî âiä äàíèõ çàäà÷i íå çàëåæàòü. Ó

âèïàäêó α ∈ (0, 1) â íåðiâíîñòi (6.98) ââàæà¹ìî F2 = 0 òà θ = 0 .

Äîâåäåííÿ. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 6.15 òà ôîðìóë (6.94) çàïèñó¹ìî óìîâè

(6.92) ÿê
t0∫
0

[
tα−1Eα,α(−k2tα) ∗ F0k(t) + F1kEα,1(−k2tα) + F2ktEα,2(−k2tα)

]
dt = Φk .
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Îòîæ, äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ F1k ìà¹ìî

F1k

t0∫
0

Eα,1(−k2tα)dt = (6.99)

= Φk −
t0∫

0

[
tα−1Eα,α(−k2tα) ∗ F0k(t) + F2ktEα,2(−k2tα)

]
dt, k ∈ N.

Çàóâàæèìî, ùî

t0∫
0

Eα,1(−k2tα)dt =
1

αk2/α

k2t0
α∫

0

Eα,1(−z)z
1
α−1dz =

=
1

αk2/α

k2t0
α∫

0

∞∑
p=0

(−1)pzp+
1
α−1dz

Γ(pα + 1)
=

1

k2/α

∞∑
p=0

(−1)pzp+
1
α

Γ(pα + 1)(pα + 1)

∣∣∣
z=k2t0

α
=

=
1

k2/α

∞∑
p=0

(−1)p(k2t0
α)p+

1
α

Γ(pα + 2)
= t0Eα,2(−k2t0

α), k ∈ N.

Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì (Φ ), iç (6.99) çíàõîäèìî âèïàçè (6.97) äëÿ íåâiäîìèõ

êîåôiöi¹íòiâ F1k , k ∈ N ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ F1(x) â ðÿä Ôóð'¹.

Ïîÿñíèìî íàëåæíiñòü îäåðæàíîãî ðîçâ'ÿçêó äî Mα,γ . Ïðè F0 ∈
C
(
[0, T ];Hγ+2θ(R)

)
ó äîâåäåííi òåîðåìè 6.15 îäåðæàëè îöiíêè

|uk0(t)| ≤ K0 sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|k2θ−2 ÿêùî α ∈ (1, 2),

|uk0(t)| ≤ K0 sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)| ÿêùî α ∈ (0, 1).

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöi¨ Eα,µ(−k2tα) (µ ∈ {1, α, 2} ) ìàþòü îäíàêîâó

àñèìïòîòèêó ïðè k → +∞ òà ôîðìóëè (6.97), îäåðæó¹ìî

(1 + k)γ+2|F1k| ≤
≤ c0

[
sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|(1 + k)γ+2θ+2 + |Φk|(1 + k)γ+2 + |F2k|(1 + k)γ+2
]
, α ∈ (1, 2),

(1 + k)γ+2|F1k| ≤
≤ c0

[
sup
t∈(0,T ]

|F0k(t)|(1 + k)γ+2 + |Φk|(1 + k)γ+2 + |F2k|(1 + k)γ+2
]
, α ∈ (0, 1) ,

k ∈ N , äå c0 � äîäàòíà ñòàëà.
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Îòîæ, çà ïðèïóùåíü òåîðåìè ôîðìóëàìè (6.89) ïðè j = 1 òà (6.97) âè-

çíà÷åíî F1 ∈ Hγ+2(R) . ßê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 6.15 îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü

êîåðöèòèâíîñòi (6.98). �äèíiñòü òà íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü âiä äàíèõ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i âèïëèâà¹ ç îöiíêè (6.98).

Ïðèìiòêà. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îäåðæàíà çà ñóòò¹âî ñëàáøèõ ïðè-

ïóùåíü, íiæ iñíóâàííÿ. Îäåðæàíèé ðåçóëüòàò ìîæíà ïåðåíåñòè íà âèïàäîê

êðàéîâî¨ çàäà÷i ç îäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè äëÿ ðiâíÿííÿ

Dα
t u− A(x,D)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Ω0 × (0, T ],

äå A(x,D) � åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç äðóãîãî ïîðÿäêó ç íåñêií-

÷åííî äèôåðåíöiéîâíèìè êîåôiöi¹íòàìè â îáìåæåíié îáëàñòi Ω0 ⊂ Rn òà

Xk(x) , k ∈ N � âëàñíi ôóíêöi¨ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ, ùî ìà¹

äîäàòíi âëàñíi çíà÷åííÿ, ââàæàþ÷è

Hγ(Ω0) = {v ∈ D′(Ω0) : ‖v‖Hγ(Ω0) = sup
k∈N
|vk|(1 + k)γ < +∞},

äå D(Ω0) � ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié iç êîìïàêòíèìè

íîñiÿìè â îáìåæåíié îáëàñòi Ω0 ⊂ Rn , n ∈ N .

6.6.2 Çàäà÷à ç íåâiäîìîþ ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

Âèâ÷à¹ìî çàäà÷ó

Dα
t u− uxx = F0(x), (x, t) ∈ QT := R× (0, T ], (6.100)

u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ R, (6.101)
t0∫

0

u(x, t)dt = Φ(x), x ∈ R, t0 ∈ (0, T ] (6.102)

äå α ∈ (0, 2) , F1 , F2 , Φ � çàäàíi ôóíêöi¨, T �çàäàíå ÷èñëî, u, F0 � íåâiäîìi

ôóíêöi¨. Äðóãà óìîâà â (6.101) âiäñóòíÿ ó âèïàäêó α ∈ (0, 1] .

Ïðèïóùåííÿ (D):

γ ∈ R , θ ∈ (0, 1) , Fj ∈ Hγ+2+2θ(R) , j = 1, 2 (F2 = 0 ïðè α ∈ (0, 1] );

Φ ∈ Hγ+4(R) , ÿêùî α ∈ (0, 1] , Φ ∈ Hγ+4+2θ(R) i êðiì òîãî,
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÷èñëî t0 ∈ (0, T ] ¹ òàêèì, ùî Eα,2(−k2tα0 ) 6= 1 äëÿ âñiõ k ∈ N .

Çàóâàæèìî, ùî 0 < Eα,µ(−k2tα) < 1 äëÿ âñiõ t > 0 , µ ≥ α ïðè α ∈ (0, 1]

(äèâ. [252]). Ïðè α ∈ (1, 2) , ôóíêöiÿ 1 − Eα,2(−z) ìà¹ ñêií÷åííó êiëüêiñòü

äiéñíèõ äîäàòíèõ íóëiâ [252], òîìó iñíó¹ òàêå t0 ∈ (0, T ] , ùî Eα,2(−k2tα0 ) 6= 1

äëÿ âñiõ k ∈ N .

ßê ó 6.6.1, ðîçêëàäà¹ìî Fj(x), j ∈ {0, 1, 2}, Φ(x) ó ôîðìàëüíi ðÿäè Ôóð'¹

çà ñèñòåìîþ Xk(x) , k ∈ N .

Îçíà÷åííÿ 6.7. Ïàðà (u, F0) ∈ Mα,γ,θ := C2,α

(
[0, T ];Hγ(R)

)
× Hγ+2θ(R)(

(u, F0) ∈ Mα,γ = Mα,γ,0 , ÿêùî α ∈ (0, 1]
)
, çàäàíà ðÿäàìè (6.90) òà (6.89)

ïðè j = 0 , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.100) â S ′(R) òà óìîâè (6.101), (6.102),

íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.100)�(6.102) çà ïðèïóùåííÿ (D).

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó

λ

t∫
0

τα−1Eα,α(−λτα)dτ = 1− Eα,1(−λtα) (6.103)

òà òåîðåìó 6.15 çíàõîäèìî

uk(t) = F0kk
−2
[
1− Eα,1(−k2tα)

]
+F1kEα,1(−k2tα) + F2ktEα,2(−k2tα), t ∈ [0, T ], k ∈ N.

(6.104)

Òåîðåìà 6.17. Çà ïðèïóùåííÿ (D) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u, F0) ∈ Mα,γ,θ

çàäà÷i (6.100) � (6.102). Âií çàäàíèé ðÿäàìè (6.90) òà (6.89) ïðè j = 0 , äå

uk(t) âèçíà÷åíi çãiäíî ç (6.104),

F0k =
[
Φk − F1kt0Eα,2(−k2tα0 )− F2kt

2
0Eα,3(−k2tα0 )

]
k2 G−1

k , k ∈ N, (6.105)

Gk = t0
[
1−Eα,2(−k2tα0 )

]
, k ∈ N . Ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä äàíèõ

F0, F2, Φ òà ñïðàâäæó¹ íàñòóïíó íåðiâíiñòü êîåðöèòèâíîñòi:

||u||
C2,α

(
[0,T ];Hγ(R)

) + ||F0||Hγ+2θ(R)

≤ b0||Φ||Hγ+2θ+4(R) +
2∑
j=1

bj||Fj||Hγ+2+2θ(R), α ∈ (1, 2),

||u||
C2,α

(
[0,T ];Hγ(R)

) + ||F0||Hγ(R) ≤ b0||Φ||Hγ+4(R) + b1||F1||Hγ+2(R), α ∈ (0, 1]

(6.106)
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äå bj , j ∈ {0, 1, 2} � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi âiä äàíèõ çàäà÷i íå çàëåæàòü.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó 6.15 òà ôîðìóëè (6.104), çàïèñó¹ìî

óìîâè (6.102)

F0kk
−2

t0∫
0

[
1− Eα,1(−λtα)

]
dt

+

t0∫
0

[
F1kEα,1(−k2tα) + F2ktEα,2(−k2tα)

]
dt = Φk, k ∈ N.

Ìà¹ìî
t0∫

0

Eα,1(−k2tα)dt = t0Eα,2(−k2t0
α), k ∈ N,

t0∫
0

tEα,2(−k2tα)dt =
1

αk4/α

k2t0
α∫

0

Eα,2(−z)z
2
α−1dz

=
1

k4/α

∞∑
p=0

(−1)p(k2t0
α)p+

2
α

Γ(pα + 3)
= t20Eα,3(−k2t0

α), k ∈ N.

Çâiäñè

F0kGk = k2
[
Φk − F1k

t0∫
0

[
Eα,1(−k2tα) + F2ktEα,2(−k2tα)

]
dt
]
, k ∈ N,

à ç âðàõóâàííÿì ïðèïóùåííÿ (D), çíàõîäèìî âèðàçè (6.105) äëÿ íåâiäîìèõ

êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ F0k , k ∈ N .

Ïîêàæåìî, ùî çíàéäåíèé ðîçâ'ÿçîê íàëåæèòü Mα,γ,θ . Îñêiëüêè

Eα,µ(−k2tα) (µ ∈ {α, 1, 2, 3} ) ìàþòü îäíàêîâèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè ïðè

âåëèêèõ k òà áåðó÷è äîóâàãè ôîðìóëè (6.105), îäåðæó¹ìî

(1 + k)γ+2θ|F0k| ≤ c0

[
|F1k|(1 + k)γ+2θ−2

+|F2k|(1 + k)γ+2θ−2 + |Φk|(1 + k)γ+2θ
]
(1 + k)4

= c0

[
|F1k|(1 + k)γ+2θ+2 + |F2k|(1 + k)γ+2θ+2 + |Φk|(1 + k)γ+4+2θ

]
, α ∈ (1, 2),
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(1 + k)γ|F0k| ≤ c0

[
|Φk|(1 + k)γ+4 + sup

t∈(0,T ]

|F1k|(1 + k)γ+2
]
, α ∈ (0, 1), k ∈ N,

äå c0 � äîäàòíà ñòàëà, à îòæå,

||F0||Hγ+2θ(R) ≤ c0

[ 2∑
j=1

||Fj||Hγ+2+2θ(R) + ||Φ||Hγ+4+2θ(R)

]
, α ∈ (1, 2),

||F0||Hγ(R) ≤ c0

[
||F1||Hγ+2(R) + ||Φ||Hγ+4(R)

]
, α ∈ (0, 1].

Iòàê, çà ïðèïóùåíü òåîðåìè, çíàõîäèìî F0 ∈ Hγ+2θ(R) (F0 ∈ Hγ(R) ïðè

α ∈ (0, 1] ). Âðàõîâóþ÷è îäåðæàíi îöiíêè òà îöiíêè (6.95), îäåðæó¹ìî (6.106).

6.6.3 Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê îáåðíåíî¨ çàäà÷i ç íåâiäîìîþ ïðàâîþ
÷àñòèíîþ

Íåõàé C̃2s+j(0, l) � êëàñ ôóíêöié F ∈ C2s+j−1[0, l] , ùî ìàþòü îáìåæåíó íà

(0, l) ïîõiäíó ïîðÿäêó 2s + j i òàêèõ, ùî F (0) = F (l) = F
′′
(0) = F

′′
(l) =

· · · = F (2s)(0) = F (2s)(l) = 0 , s ∈ Z+ , j ∈ {1, 2} ,
||v||C(Q) = sup

(x,t)∈Q
|v(x, t)| , ||v||Cr(0,l) = ||v||C̃r(0,l) = max

m=0,r
sup
x∈(0,l)

|v(m)(x)| ,

||v||C̃r(Q) = max
m=0,r

max
t∈[0,T ]

sup
(x,t)∈Q

|∂
mv(x,t)
∂xm |, r ∈ Z+ .

Âèâ÷à¹ìî îáåðíåíó êðàéîâó çàäà÷ó

Dα
t u− uxx = F0(x), (x, t) ∈ Q := (0, l)× (0, T ], (6.107)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ∈ [0, T ], (6.108)

u(x, 0) = F1(x), x ∈ [0, l], (6.109)
T∫

0

u(x, t)dt = F2(x), x ∈ [0, l], (6.110)

äå α ∈ (0, 1) , Fj , j ∈ {1, 2} � çàäàíi ôóíêöi¨.
Ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (6.107)-(6.110) ¹ ïàðà ôóíêöié (u, F0) ∈M := C2,α(Q̄)×

C̃1(0, l) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (6.107) â Q òà óìîâè (6.108)-(6.110).

Äëÿ iñíóâàííÿ òàêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íåîáõiäíî, ùîá F2(0) = F2(l) = 0.

Øóêà¹ìî ðîçâ'ÿçîê ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.107) � (6.109) ó âèãëÿäi ðÿäó Ôóð'¹

(6.90) çà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè Xk(x) = sin kπx
l , ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì
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çíà÷åííÿì λk =
(
kπ
l

)2
(k ∈ N ) âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i Øòóðìà-Ëióâiëÿ. Äàëi

÷åðåç Fjk ïîçíà÷à¹ìî êîåôiöi¹íòè ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ Fj(x) çà ñèñòåìîþ

Xk(x) , k ∈ N ,

Fj(x) =
∞∑
k=1

Fjk sin
kπx

l
, j ∈ {0, 1, 2}. (6.111)

Òåîðåìà 6.18. Íåõàé α ∈ (0, 1) , F1 ∈ C̃4(0, l) , F2 ∈ C̃6(0, l) . Òîäi iñíó¹

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (u, F0) ∈ M îáåðíåíî¨ çàäà÷i (6.107) � (6.110). Ôóíêöiÿ u

âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ (6.90), äå

uk(t) = F0k

t∫
0

τα−1Eα,α(−λkτα)dτ + F1kEα,1(−λktα), t ∈ (0, T ], k ∈ N.

(6.112)

ôóíêöiÿ F0 � ôîðìóëîþ (6.111) ïðè j = 0 , äå

F0k =
λk[F2k − TF1kEα,2(−λkT α)]

T [1− Eα,2(−λkT α)]
, k ∈ N. (6.113)

Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä äàíèõ F1, F2 òà ñïðàâäæóþòüñÿ

îöiíêè

||u||C(Q) + ||F0||C(0,l) ≤ a1||F1||C3(0,l) + a2||F2||C5(0,l), (6.114)

||uxx||C(Q) + ||Dα
t u||C(Q) + ||F0||C1(0,l) ≤ â1||F1||C4(0,l) + â2||F2||C6(0,l), (6.115)

äå aj, âj , j ∈ {1, 2} � äîäàòíi ñòàëi, ùî âiä äàíèõ çàäà÷i íå çàëåæàòü.

Äîâåäåííÿ. Ïðè F1 ∈ C̃1(0, l) òà âiäîìié F0 ∈ C̃1(0, l) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿ-

çîê u ∈ C2,α(Q̄) ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.107) � (6.109). Âií ìà¹ âèãëÿä (6.90), äå uk(t)

âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè (6.94), i ñïðàâäæó¹ îöiíêó

||u||C(Q) ≤ b0||F0||C(0,l) + b1||F1||C(0,l) (6.116)

iç äîäàòíèìè ñòàëèìè bj , j ∈ {0, 1} , ùî âiä Fj , j ∈ {0, 1} íå çàëåæàòü.
Ñïðàâäi, äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ôóíêöié uk(t) îäåðæó¹ìî çàäà÷i

Dαuk + λkuk = F0k, t ∈ (0, T ], uk(0) = F1k, k ∈ N.
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Çãiäíî ç [29, c. 128], âîíè ìàþòü ðîçâ'ÿçêè (6.94).

Ôóíêöi¨ Eα,µ(−x) ≥ 0 äëÿ âñiõ x ≥ 0 , µ ≥ α òà ìîíîòîííî ñïàäàþòü

[252], òîìó
t∫

0

τα−1Eα,α(−λkτα)dτ =
1−Eα,1(−λktα)

λk
> 0, t > 0 .

Ïðè F0 ∈ C[0, l] êîæíèé iç ïåðøèõ äîäàíêiâ ó ôîðìóëàõ (6.94) ìà¹ îöiíêó

|F0k

t∫
0

τα−1Eα,α(−λkτα)dτ | = |F0k|1−Eα,1(−λkτα)
λk

≤ C0

λk
, k ∈ N.

Ïðè F1 ∈ C[0, l] ìàòèìåìî |F1kEα,1(−λktα)| ≤ C1

1+λktα
, k ∈ N ,

Òóò i äàëi äîäàòíi ñòàëi C0, C1, C2 � îäíi é òi æ äëÿ âñiõ k ∈ N. Íà ïiä-

ñòàâi ôîðìóë (6.94) òà îäåðæàíèõ îöiíîê, ðÿä (6.90) ðiâíîìiðíî é àáñîëþ-

òíî çáiãà¹òüñÿ íà Q̄ òà ñïðàâäæó¹ îöiíêó (6.116). ßêùî æ Fj ∈ C̃1(0, l) , òî

|Fjk| =
∣∣∣2 l∫

0

F ′j(x) cos(λ
1/2
k x)dx

lλ
1/2
k

∣∣∣ ≤ C2

λ
1/2
k

, k ∈ N, j ∈ {0, 1}, i òîäi ïðîäèôåðåíöiéî-
âàíèé äâi÷i çà x ðÿä (6.90) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî òà àáñîëþòíî íà Q̄ , à íà

ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (6.107) îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ íåïåðåðâíî¨ ïîõiäíî¨ Dαu òà

îöiíêó

||uxx||C(Q) + ||Dα
t u||C(Q) ≤ b̂0||F0||C1(0,l) + b̂1||F1||C1(0,l) (6.117)

iç äîäàòíèìè ñòàëèìè b̂j , j ∈ {0, 1} , ùî âiä Fj , j ∈ {0, 1} íå çàëåæàòü.
Ïiäñòàâëÿ¹ìî ðîçâ'ÿçîê (6.90) ïðÿìî¨ çàäà÷i (6.107) � (6.109) â óìîâó ïå-

ðåâèçíà÷åííÿ (6.110). Îäåðæó¹ìî

F0k

T∫
0

( t∫
0

τα−1Eα,α(−λkτα)dτ
)
dt+ F1k

T∫
0

Eα,1(−λktα)dt = F2k, k ∈ N.

(6.118)

Îá÷èñëþ¹ìî
T∫
0

Eα,1(−λktα)dt = 1

αλ
1/α
k

λkT
α∫

0

Eα,1(−z)z
1
α−1dz = 1

αλ
1/α
k

λkT
α∫

0

∞∑
p=0

(−1)pzp+
1
α−1dz

Γ(pα+1) =

= 1

λ
1/α
k

∞∑
p=0

(−1)pzp+
1
α

Γ(pα+1)(pα+1)

∣∣∣
z=λkTα

= 1

λ
1/α
k

∞∑
p=0

(−1)p(λkT
α)p+

1
α

Γ(pα+2) = TEα,2(−λkT α) ,

i òîäi
T∫
0

( t∫
0

τα−1Eα,α(−λkτα)dτ
)
dt =

T [1−Eα,2(−λkTα)]
λk

> 0.
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Òåïåð iç ôîðìóë (6.118) çíàõîäèìî âèðàçè (6.113) äëÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi-

¹íòiâ F0k , k ∈ N ðîçâèíåííÿ ôóíêöi¨ F0(x) â ðÿä Ôóð'¹.

Îáãðóíòó¹ìî ðiâíîìiðíó çáiæíiñòü òàêîãî ðîçâèíåííÿ òà íàëåæíiñòü ñóìè

ðÿäó äî êëàñó C̃1(0, l) . Iç çîáðàæåííÿ Eα,µ(−λktα) çà äîïîìîãîþ H-ôóíêöié

Ôîêñà, âðàõîâóþ÷è îäíàêîâèé õàðàêòåð ïîâåäiíêè ôóíêöié Eα,µ(−λktα) (µ =

1, 2, α ) ïðè âåëèêèõ λk , îäåðæó¹ìî, ùî ïðè F1 ∈ C̃3(0, l) ðÿä

∞∑
k=1

F1kλkEα,2(−λktα)

1− Eα,2(−λkT α)
sin

kπx

l

ðiâíîìiðíî é àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ â Q̄ , à ïðè F1 ∈ C̃4(0, l) äîïóñêà¹ ïî-

÷ëåííå äèôåðåíöiþâàííÿ çà x . Ïðè F2 ∈ C̃5(0, l) ðÿä
∞∑
k=1

λkF2k

1−Eα,2(−λkTα) sin kπx
l

ðiâíîìiðíî é àáñîëþòíî çáiãà¹òüñÿ íà Q̄ , à ïðè F2 ∈ C̃6(0, l) äîïóñêà¹ ïî÷ëåí-

íå äèôåðåíöiþâàííÿ çà x . Îòîæ, çà óìîâ òåîðåìè ðÿäîì (6.111) ïðè j = 0

âèçíà÷åíà ôóíêöiÿ F0 ∈ C̃1(0, l) , à iç ôîðìóë (6.113) îäåðæó¹ìî îöiíêè

||F0||C(0,l) ≤ c1||F1||C3(0,l) + c2||F2||C5(0,l),

||F0||C1(0,l) ≤ ĉ1||F1||C4(0,l) + ĉ2||F2||C6(0,l),

äå cj, ĉj , j ∈ {1, 2} � äîäàòíi ñòàëi, ùî âiä äàíèõ çàäà÷i íå çàëåæàòü. Çâiäñè
òà ç îöiíîê (6.116), (6.117) âèïëèâàþòü ïîòðiíi îöiíêè (6.114), (6.115).

�äèíiñòü òà íåïåðåðâíà çàëåæíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i âiä äàíèõ âèïëèâà¹ ç

îäåðæàíèõ îöiíîê (6.114), (6.115).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Äîâåäåíî òåîðåìè ïðî îäíîçíà÷íå âèçíà÷åííÿ ïàðè ôóíêöié a ∈ C[0, T ] ,

a(t) > 0, t ∈ [0, T ] òà êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ

Dβ
t u− a(t)uxx = F (x, t), (x, t) ∈ Q = (0, l)× (0, T ]

ç ðåãóëÿðèçîâàíîþ ïîõiäíîþ Dβ
t u ïîðÿäêó β ∈ (0, 2) ïðè äîäàòêîâié óìîâi

a(t)ux(0, t) = F (t), t ∈ [0, T ] . Ðîçãëÿíóòî áàãàòîâèìiðíèé âèïàäîê òàêî¨

çàäà÷i.

Âñòàíîâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçîê u ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ

u
(β)
t − a(t)uxx = F0(x)g(t), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ]

ç ïîõiäíîþ u
(β)
t Ðiìàíà-Ëióâiëÿ ïðè óçàãàëüíåíié ôóíêöi¨ F0 òà íåïåðåðâíié

g(t) ¹ óçàãàëüíåíîþ ôóíêöi¹þ, íåïåðåðâíîþ çà çìiííîþ t â óçàãàëüíåíîìó

ñåíñi � íàëåæèòü D′C(Q̄) .

Öåé ðåçóëüòàò âèêîðèñòîâóâà¹òüñÿ äëÿ äîâåäåííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi äåÿêèõ

îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêîãî ðiâíÿííÿ ç çàäàíèìè óçàãàëüíåíèìè

ôóíêöiÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Âïåðøå äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷ ïðî âèçíà÷åííÿ ïàðè

ôóíêöié: ðîçâ'ÿçêó u ïåðøî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ

ïîõiäíîþ u
(β)
t ïîðÿäêó β ∈ (0, 2) , óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè F0 òà â ïî-

÷àòêîâèõ óìîâàõ, à òàêîæ íåâiäîìîãî ñòàðøîãî àáî ìîëîäøîãî êîåôiöi¹íòà,

àáî íåâiäîìî¨ êîìïîíåíòè ïðàâî¨ ÷àñòèíè ïðè âiäîìèõ çíà÷åííÿõ øóêàíî¨

óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ íà çàäàíié îñíîâíié ôóíêöi¨.

Ïðè iíòåãðàëüíié çà ÷àñîì óìîâi ïåðåâèçíà÷åííÿ âñòàíîâëåíî iñíóâàííÿ,

¹äèíiñòü òà íåïåðåðâíó çàëåæíiñòü âiä äàíèõ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó îáåðíå-

íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i íà âiäíîâëåííÿ ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, óçàãàëüíåíîãî, à òàêîæ

êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó îáåðíåíî¨ çàäà÷i íà âiäíîâëåííÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè ó ðiâ-

íÿííi äðîáîâî¨ äèôóçi¨.

Ðåçóëüòàòè öüîãî ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â [84, 90, 100, 101, 103, 214].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âñòàíîâëåííþ óìîâ iñíóâàííÿ òà ìàêñè-

ìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàì-

ìåðøòåéíà íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòî-

ðà, çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, òàêîæ ïðè

¨õ ëiíiéíèõ i íåëiíiéíèõ çáóðåííÿõ, ðîçâ'ÿçíîñòi ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷

äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè ó ïðîñòîðàõ ãëàäêèõ òà óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöié.

Â äèñåðòàöiéíié ðîáîòi îäåðæàíî òàêi íîâi ðåçóëüòàòè.

1. Îïèñàíî âëàñòèâîñòi ÷èñëåííÿ øèðîêèõ êëàñiâ ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòî-

ðiâ, ùî äiþòü íà áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ òà íà àïðîêñèìîâíèõ àëãåáðàõ Âiíå-

ðà àíàëiòè÷íèõ â îäèíè÷íié êóëi áàíàõîâîãî íåñêií÷åííîâèìiðíîãî ïðîñòîðó

ôóíêöié, ðîçâèíóòî ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü

iç äðîáîâèìè ïîõiäíèìè.

2. Íà áàçi âiäîìèõ òà îäåðæàíèõ âëàñòèâîñòåé ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ

ñåêòîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ çíàéäåíî íîâi äîñòàòíi óìîâè êëàñè÷íî¨ ðîçâ'ÿçíî-

ñòi òà ìàêñèìàëüíî¨ ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ:

à) íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ãàììåðøòåéíà

íà êîìïëåêñíèõ iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà;

á) çàäà÷i Êîøi äëÿ àáñòðàêòíèõ ëiíiéíèõ òà ïiâëiíiéíèõ ðiâíÿíü iç äðî-

áîâîþ ïîõiäíîþ;

â) íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà

÷àñîì.

3. Âèêîðèñòîâóþ÷è àíàëiòè÷íi âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëüíîãî ÷èñëåííÿ ñåê-

òîðiàëüíèõ îïåðàòîðiâ, ïîáóäîâàíî:

à) íîâèé ìåòîä íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ îïåðàòîðíî-

äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ, çáóðåíîãî íà êîìïëåêñíèõ

iíòåðïîëÿöiéíèõ øêàëàõ ñåêòîðiàëüíîãî îïåðàòîðà, áåç îáìåæåííÿ íà íîðìó

çáóðþþ÷îãî îïåðàòîðà;



289

á) íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷,

çáóðåíèõ ïñåâäîäèôåðåíöiàëüíèìè äîäàíêàìè, çà äîïîìîãîþ iòåðàöié îïåðà-

òîðiâ Ãðiíà íåçáóðåíèõ çàäà÷.

4. Âïåðøå äîñëiäæåíî óçàãàëüíåíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ ïiâëiíiéíèõ àáñòðàêòíèõ ðiâíÿíü çi çáóðåíîþ äðîáîâîþ ïîõiäíîþ.

5. Âïåðøå âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî

îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ ó âàãîâèõ ïðîñ-

òîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

6. Äîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâè-

ìè ïîõiäíèìè ÿê çà ÷àñîâîþ, òàê i çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè, íåîäíîðiäíèõ

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü iç äðîáîâîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì ó ïðîñòîðàõ óçà-

ãàëüíåíèõ ôóíêöié, çîêðåìà, îäåðæàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü

êëàñè÷íèõ çà ÷àñîì çi çíà÷åííÿìè â ïðîñòîðàõ áåñåëåâèõ ïîòåíöiàëiâ ðîçâ'ÿç-

êiâ òàêèõ çàäà÷.

7. Âïåðøå ñôîðìóëüîâàíî òà âñòàíîâëåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü äåÿêèõ

îáåðíåíèõ çàäà÷i Êîøi òà êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç

äðîáîâèìè ïîõiäíèìè, òàêîæ ïðè çàäàíèõ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ óçàãàëüíåíèõ

ôóíêöiÿõ.

Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöiéíî¨ ðîáîòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð. �õ ìîæíà

âèêîðèñòàòè â òåîði¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òà äîñëiäæåííi ðåãóëÿðíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ îïå-

ðàòîðíèõ òà äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü iç ÷àñòèííèìè òà äðîáîâèìè ïîõiäíè-

ìè, â òåîði¨ îáåðíåíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü, ïðè äîñëiäæåííi

ïðàêòè÷íèõ çàäà÷, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ ðîçãëÿíóòèìè â äèñåðòàöi¨ çàäà÷àìè, à

òàêîæ ó òåîði¨ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi çìiííèõ òà íåëi-

íiéíîìó àíàëiçi.
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