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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Цiлi функцiї мають застосування у ба-
гатьох роздiлах математики, а тому їхнє вивчення вiдiграє важли-
ву роль у розвитку цих галузей. Зокрема, важливим питанням є
дослiдження зв’язку мiж зростанням рiзних величин, якi характе-
ризують асимптотичне поводження цiлої (мероморфної) функцiї.
Ж. Валiрон одним з перших дослiдив зв’язок мiж регулярним зро-
станням функцiї та розподiлом її нулiв у випадку цiлої функцiї
додатного порядку з нулями, розташованими на одному променi.
Також серед перших науковцiв, якi займалися цим питанням, слiд
згадати таких вiдомих математикiв як Е. Борель, К. Вейєрштрасс,
Ж. Адамар, Е. Лiндельоф, Е. Тiтчмарш та iншi.

Їхнi результати стали поштовхом для створення в 30-их роках
минулого столiття Б. Я. Левiним та А. Пфлюгером незалежно один
вiд одного теорiї цiлих функцiй цiлком регулярного зростання (ц. р.
зр.). Клас цiлих функцiй ц. р. зр. охоплює практично всi вiдомi цiлi
функцiї, зокрема: цiлi тригонометричнi функцiї; експоненцiйнi мно-
гочлени; функцiї Бесселя та Мiттаг-Леффлера; перетворення Фур’є
скiнченних функцiй; функцiї експоненцiального типу з класу Lp; цiлi
розв’язки лiнiйного диференцiального рiвняння будь-якого порядку
з полiномiальними коефiцiєнтами; тощо. Тому було важливим вста-
новлення рiзних критерiїв належностi цiлих функцiй до цього класу.
Критерiй ц. р. зр. цiлої функцiї в залежностi вiд розподiлу її нулiв
за аргументами вказали Б. Я. Левiн та А. Пфлюгер; в термiнах ко-
ефiцiєнтiв Фур’є логарифма модуля цiлої функцiї — В. С. Азарiн; в
залежностi вiд поводження p-норми логарифма модуля цiлої функцiї
— А. А. Кондратюк.

Новий пiдхiд до теорiї цiлих функцiй ц. р. зр. дала створена
В. С. Азарiним теорiя граничних множин. Теорiя цiлих функцiй ц.
р. зр. скiнченного ненульового порядку була поширена на аналiтичнi
в пiвплощинi (А. П. Грiшин, М. В. Говоров), мероморфнi в площинi
(А. А. Кондратюк, Ю. П. Лапенко), субгармонiйнi та δ-субгармонiйнi
в просторi Rm функцiї (К. Г. Малютiн, Н. Садик, Я. В. Василькiв).

Знаходженням умов, за яких для цiлих функцiй правильнi дещо
тоншi асимптотичнi оцiнки в порiвняннi з цiлими функцiями ц. р.
зр., займалися П. З. Агранович, В. М. Логвиненко, Ю. I. Мельник,
Ю. I. Любарський, М. А. Субханкулов, М. М. Тян, Р. С. Юлмухаме-
тов, Б. М. Хабiбулiн, Б. В. Винницький, Р. В. Хаць та iншi. В цьо-
му напрямку також важливi результати отримали Я. В. Василькiв,
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А. А. Гольдберг, А. П. Грiшин, М. В. Заболоцький, О. Е. Єремен-
ко, А. А. Кондратюк, Й. В. Островський, Л. I. Ронкiн, М. Л. Содiн,
С. Ю. Фаворов та iншi.

Зв’язок мiж ц. р. зр. цiлих функцiй та асимптотичним поводжен-
ням характеристик їх логарифмiчних похiдних дослiдили А. А. Голь-
дберг i М. Е. Коренков (асимптотика логарифмiчної похiдної зовнi
виняткових множин); А. А. Гольдберг, М. Л. Содiн та М. М. Строчик
(асимптотика коефiцiєнтiв Фур’є логарифмiчної похiдної). Для меро-
морфних функцiй аналогiчнi питання дослiджували Я. В. Василькiв,
А. А. Кондратюк (зростання логарифмiчної похiдної, її коефiцiєнти
Фур’є та поводження логарифмiчної похiдної в Lp[0, 2π]-метрицi).

Виявляється, якщо для цiлих функцiй нульового порядку анало-
гiчно ввести поняття ц. р. зр., то отримана теорiя буде тривiальною.
В 90-их роках минулого столiття М. В. Заболоцький ввiв поняття
сильного регулярного зростання (с. р. зр.) для цiлих функцiй нульо-
вого порядку, яке володiє властивостями, подiбними до тих, якими
володiє поняття ц. р. зр. цiлих функцiй додатного порядку. Пiзнi-
ше М. В. Заболоцький та О. В. Костюк отримали зв’язки мiж с. р.
зр., розподiлом нулiв цiлої функцiї f за аргументами, асимптоти-
чною поведiнкою коефiцiєнтiв Фур’є ln f, регулярним зростанням в
Lp[0, 2π]-метрицi ln |f | та arg f. Питання зв’язку цих характеристик
цiлої функцiї нульового порядку з поводженням її логарифмiчної по-
хiдної залишались не дослiдженими.

Асимптотика та оцiнки логарифмiчної похiдної цiлих функцiй
зовнi виняткових множин вiдiграють важливу роль в рiзних галу-
зях математики. Так, добре вiдомою є роль леми про логарифмiчну
похiдну в доведеннi другої основної теореми теорiї розподiлу зна-
чень мероморфних функцiй; важливими в неванлiннiвськiй теорiї та
її застосуваннях до диференцiальних, функцiональних та рiзницевих
рiвнянь є оцiнка модуля логарифмiчної похiдної. Оцiнки логарифмi-
чної похiдної зовнi виняткових множин використовували у своїх до-
слiдженнях В. Хейман i Дж. Майлз для вивчення швидкостi зроста-
ння мероморфних функцiй та їх похiдних, О. Б. Скаскiв — похiдних
абсолютно збiжного у пiвплощинi ряду Дiрiхле, А. А. Гольдберг —
функцiй Мiттаг-Леффлера, М. М. Шеремета та його учнi — фун-
кцiй обмеженого iндексу та l-iндексу, В. Рудiн, I. Е. Чижиков i Л.
I. Коляса — субгармонiйних функцiй та iнш. Логарифмiчну похiдну
полiномiв, зокрема винятковi множини, на яких вона необмежена,
вивчали А. Макiнтайр, В. Фукс, В. Я. Ейдерман, Дж. М. Андерсон
та iнш.
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Тому дослiдження поводження логарифмiчної похiдної цiлих
функцiй повiльного зростання та її характеристик є актуальною за-
дачею.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Дисертацiйна робота виконана в рамках держбюджетних
науково-дослiдних тем кафедр математичного моделювання i мате-
матичного та функцiонального аналiзу Львiвського нацiонального
унiверситету iменi Iвана Франка "Новi методи комплексного та фун-
кцiонального аналiзу в теорiї мероморфних i субгармонiйних фун-
кцiй, теорiї операторiв та нелiнiйних динамiчних систем"(МА-107
Ф, номер держреєстрацiї 0112U001272, 2012-2014 рр.), "Iнварiантнi
функцiональнi пiдпростори в нелiнiйних однорiдних просторах та
оберненi задачi теорiї операторiв"(МА-06 Ф, номер держреєстрацiї
0115U003250, 2015-2017 рр.).

Мета i задачi дослiдження. Мета дисертацiйної роботи по-
лягає у встановленнi та дослiдженнi зв’язку мiж величинами, якi
характеризують асимптотичне поводження логарифмiчної похiдної
цiлої функцiї нульового порядку та розподiлом її нулiв.

Об’єктом дослiдження є цiлi функцiї нульового порядку та їх
логарифмiчна похiдна.

Предметом дослiдження є взаємозв’язки мiж поводженням
основних характеристик логарифмiчної похiдної цiлої функцiї ну-
льового порядку та розподiлом її нулiв.

У дисертацiйнiй роботi поставлено такi завдання:
— дослiдити взаємозв’язок мiж кутовою υ-щiльнiстю нулiв цiлої

функцiї нульового порядку та асимптотикою її логарифмiчної по-
хiдної F = zf ′/f ;

— одержати зв’язки мiж регулярним зростанням логарифмiчної по-
хiдної цiлої функцiї повiльного зростання, коефiцiєнтами Фур’є
F та зростанням F в Lp[0, 2π]-метрицi;

— видiлити пiдкласи цiлих функцiй нульового порядку, для яких
поводження характеристик логарифмiчної похiдної F рiвносиль-
не iснуванню кутової υ-щiльностi її нулiв.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач в
дисертацiйнiй роботi використовуються методи теорiї цiлих функцiй
та функцiй комплексної змiнної, зокрема метод рядiв Фур’є, методи
математичного i функцiонального аналiзу, а також деякi прийоми та
результати робiт А. А. Гольдберга, М. Е. Коренкова, Я. В. Василь-
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кiва та М. В. Заболоцького.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi одержанi в
дисертацiйнiй роботi науковi результати є новими. У роботi вперше
отримано:
— необхiднi умови iснування кутової υ-щiльностi нулiв цiлої фун-

кцiї нульового порядку в термiнах поводження її логарифмiчної
похiдної та показано, що цi умови не є достатнiми;

— зв’язки мiж регулярними поводженнями логарифмiчної похiдної
F , ї ї коефiцiєнтiв Фур’є та p-норми F в просторi Lp[0, 2π], 1 6
p < +∞, цiлої функцiї повiльного зростання;

— критерiї iснування кутової υ-щiльностi нулiв в деякому пiдкласi
цiлих функцiй f нульового порядку в термiнах асимптотично-
го поводження їх логарифмiчної похiдної F ; регулярного зроста-
ння коефiцiєнтiв Фур’є F ; збiжностi F за p-нормою в просторi
Lp[0, 2π].

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати дисертацiї мають теоретичний характер i є певним внеском
в теорiю аналiтичних функцiй. Вони можуть бути використанi у
подальших дослiдженнях в теорiї цiлих функцiй та її застосуваннях,
а також в iнших роздiлах сучасної математики.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi наведенi у робо-
тi результати отриманi автором самостiйно. У спiльних з науковим
керiвником публiкацiях М. В. Заболоцькому належить постановка
задач, деякi iдеї щодо їх розв’язання, загальне керiвництво роботою
та аналiз отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Усi основнi результати
дисертацiї доповiдались та обговорювались на: мiжнароднiй конфе-
ренцiї "Комплексний аналiз i сумiжнi питання"(Львiв, 23-28 вересня
2013 р.); всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми те-
орiї ймовiрностей та математичного аналiзу"(Ворохта, 25 лютого - 1
березня 2015 р.); мiжнароднiй математичнiй конференцiї iменi В. Я.
Скоробогатька (Дрогобич, 25-28 серпня 2015 р.); мiжнароднiй конфе-
ренцiї "Комплексний аналiз i сумiжнi питання"(Львiв, 30 березня - 4
липня 2016 р.); XVIII мiжнароднiй конференцiї з теорiї аналiтичних
функцiй i сумiжних тем (Холм, Польща, 26-29 липня 2016 р.).

Про результати дисертацiйної роботи також доповiдалося на се-
мiнарi з теорiї функцiй (Вюрцбург, Нiмеччина, керiвники — проф. O.
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Roth, проф. S. Ruscheweyh); Львiвському мiжвузiвському семiнарi з
теорiї аналiтичних функцiй (керiвники — проф. А. А. Кондратюк ,
проф. О. Б. Скаскiв); семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (Дрого-
бич, керiвник — проф. Б. В. Винницький); науковому семiнарi з теорiї
аналiтичних функцiй у Прикарпатському нацiональному унiверсите-
тi iменi Василя Стефаника (Iвано-Франкiвськ, керiвник — проф. П.
В. Фiлевич).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублi-
ковано в 14 наукових працях, з яких 5 ([1-5]) — у фахових виданнях
iз перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України (1
([3]) — без спiвавторiв, 2 ([1, 5]) — у наукових фахових виданнях, якi
включено до мiжнародної наукометричної бази даних "Scopus"), 5
([6-10]) — у матерiалах мiжнародних наукових конференцiй, 4 ([11-
14]) — у матерiалах всеукраїнських наукових конференцiй.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з пе-
релiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, висновкiв i списку
використаних джерел, який налiчує 88 найменувань. Загальний об-
сяг дисертацiї становить 112 сторiнок, обсяг списку використаних
джерел – 12 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтована актуальнiсть дисертацiйного дослiджен-
ня, визначенi мета, завдання та методи дослiджень, вказано науко-
ву новизну i практичне значення отриманих результатiв, наведено
форми апробацiї одержаних результатiв, описано особистий внесок
здобувача, кiлькiсть публiкацiй, структура i обсяг дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено необхiднi
означення та твердження, пов’язанi з тематикою дослiджень, подано
огляд лiтератури за темою дисертацiї та сформульовано основнi за-
дачi, розв’язанню яких присвячена дисертацiйна робота. У третьо-
му пiдроздiлi викладено основнi результати дисертацiйної роботи.

У другому роздiлi дисертацiї вивчаються зв’язки мiж iснува-
нням кутової υ-щiльностi нулiв цiлої функцiї нульового порядку f ,
регулярними поводженнями її логарифмiчної похiдної F , коефiцiєн-
тiв Фур’є F та збiжнiстю F в Lp[0, 2π]-метрицi.

Будемо говорити, що множина E ⊂ C має верхню µ-щiльнiсть,
1 < µ 6 2, якщо її можна покрити послiдовнiстю кругiв {z : |z−zj | <
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rj}, j = 1, 2, . . . , zj →∞, таких, що

Dµ(E) : = lim
r→+∞

r−µ
∑
|zj |6r

rµj = η, 0 6 η < +∞.

Сiм’ю таких множин позначимо Cµη .
Через Eδ позначимо сiм’ю вимiрних множин G⊂R+ таких, що

lim
r→+∞

mes(G ∩ [0, r])

r
6 δ, 0 6 δ < 1.

У випадку δ = 0 клас E0 позначатимемо через E0 i множини з цього
класу назвемо E0-множинами.

Нехай L клас додатних, неспадних, необмежених, неперервно ди-
ференцiйовних на R+ функцiй υ таких, що rυ′(r)/υ(r) → 0 при
r → +∞. Функцiї υ1, υ2 ∈ L будемо вважати еквiвалентними i отото-
жнювати, якщо υ1(r) ∼ υ2(r), r → +∞. Клас L спiвпадає з класом
повiльно зростаючих до +∞ функцiй l таких, що

l(2x) ∼ l(x), x→ +∞.

Нехай n(r, α, β) – кiлькiсть нулiв цiлої функцiї в секторi {z : |z| 6
r, α 6 arg z < β}, 0 6 α < β < 2π. Позначимо через H0(υ), υ ∈ L,
клас цiлих функцiй f нульового порядку, для яких

0 < lim
r→+∞

n(r)

υ(r)
< +∞,

n(r) = n(r, 0, 2π). Не втрачаючи загальностi, вважатимемо, що
f(0) = 1, υ(0) = 0.

Будемо говорити, що нулi функцiї f ∈ H0(υ) мають υ-щiльнiсть
(кутову υ-щiльнiсть), якщо iснує границя

∆: = lim
r→+∞

n(r)

υ(r)

(
∆(α, β) : = lim

r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)

для всiх α i β, що не належать деякiй не бiльш нiж злiченнiй множинi
з [0, 2π]) , 0 < ∆ < +∞.

Нехай F (z) = z
f ′(z)

f(z)
логарифмiчна похiдна цiлої функцiї нульо-
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вого порядку f вiдносно ln z, ck(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

F (reiϕ)e−ikϕdϕ, k ∈ Z,

ї ї коефiцiєнти Фур’є. Вони визначенi для r 6= |aj |, де (aj) послiдов-
нiсть нулiв f. Нехай Ω = {|an| : n ∈ N}, де (an) – послiдовнiсть нулiв
цiлої функцiї f, розташованих в порядку неспадання їх модулiв.

В пiдроздiлi 2.1 доведено апроксимацiйну теорему для логари-
фмiчної похiдної цiлих функцiй повiльного зростання, яка вiдiграє
важливу роль в наших дослiдженнях.
Теорема 2.1. Нехай υ ∈ L, f1, f2 ∈ H0(υ), послiдовностi нулiв (a1,k),
(a2,k) вiдповiдно функцiй f1, f2 мають υ-щiльнiсть, |a1,k| = |a2,k|,
| arg a1,k − arg a2,k| < δ. Тодi для будь-яких ε > 0, η > 0, 1 < µ 6 2
iснують δ > 0 i множина E, Dµ(E) < η, така, що

|F1(z)− F2(z)| < ευ(r), z /∈ E.

В пiдроздiлi 2.2 знайдено асимптотику логарифмiчної похiдної F
зовнi деякої Cα0 -множини, 1 < α 6 2, за умови, що нулi цiлої функцiї
f ∈ H0(υ) мають кутову υ-щiльнiсть.
Теорема 2.2. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi функцiї f мають
кутову υ-щiльнiсть. Тодi iснує множина E ∈ Cα0 , 1 < α 6 2, така,
що

F (reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E.

Доведення цiєї теореми проведено у три етапи. Спершу теорема
2.2 доводиться для цiлої функцiї f з вiд’ємними нулями, потiм це до-
ведення узагальнюється для f з нулями, розташованими на скiнчен-
нiй системi променiв. Перехiд до загального випадку розташування
нулiв здiйснюється за допомогою теореми 2.1.

В пiдроздiлi 2.3 дослiджується питання взаємозв’язкiв мiж ре-
гулярним поводженням логарифмiчної похiдної F, цiлої функцiї f
нульового порядку, регулярним поводженням коефiцiєнтiв Фур’є її
логарифмiчної похiдної та iснуванням кутової υ-щiльностi нулiв f.

Через lim∗
r→+∞

позначаємо прямування до границi по всiх r → +∞
за винятком тих, якi належать деякiй E0-множинi.
Теорема 2.3. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i iснує така множина E ∈
Cα0 , 1 < α 6 2, що

F (reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E.
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Тодi для k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0. (2.18)

З теорем 2.2, 2.3 отримуємо таке твердження.
Наслiдок 2.1. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi функцiї f мають
кутову υ-щiльнiсть. Тодi для k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0.

Питання зв’язку мiж коефiцiєнтами Фур’є ck(r, F ) та регуляр-
ним зростанням в Lp[0, 2π]-метрицi логарифмiчної похiдної F цiлої
функцiї нульового порядку дослiджено у пiдроздiлi 2.4. Основними
в цьому пiдроздiлi є наступнi твердження.
Теорема 2.4. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i для k ∈ Z \ {0} iснують
границi

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0.

Тодi iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для довiльного
p ∈ [1,+∞) ∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G.

Теорема 2.5. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i виконуються спiвiдношення
(2.18). Тодi iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для p ∈
[1,+∞) ∥∥∥∥F (reiϕ)

υ(r)
−∆

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G.

Виявляється, що на вiдмiну вiд цiлих функцiй додатного скiнчен-
ного порядку, для яких аналоги теорем 2.2–2.4 є критерiями, твер-
дження оберненi до теорем 2.2–2.4 неправильнi. В пiдроздiлi 2.5 по-
будовано приклад функцiї з класу H0(υ), нулi якої не мають кутової
υ-щiльностi.
Теорема 2.6. Для довiльної функцiї υ ∈ L iснують функцiя f ∈
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H0(υ) i множина E ∈ C2
0 такi, що

F (reiϕ) = n(r) + o(1), z = reiϕ →∞, z /∈ E;

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0;∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G, G ∈ Eδ, 0 < δ < 1

i нулi f не мають кутової υ-щiльностi.

В третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджується, за
яких умов, накладених на розподiл нулiв цiлої функцiї f , будуть пра-
вильнi й оберненi твердження до теорем 2.2–2.4. Виявляється, що у
випадку цiлої функцiї повiльного зростання для того, щоб отримати
результати, якi дадуть нам не лише необхiднi, а й достатнi умови для
iснування кутової υ-щiльностi нулiв f , потрiбно розглянути випадок
розташування нулiв на скiнченнiй системi променiв i дещо точнiшi
асимптотики характеристик логарифмiчної похiдної F.

Нехай Γm =
m⋃
j=1
{z : arg z = θj} =

m⋃
j=1

lθj , −π 6 θ1 < θ2 < . . . <

θm < π, — скiнченна система променiв. Розглянемо пiдклас цiлих
функцiй з класу H0(υ), нулi яких лежать на скiнченнiй системi про-
менiв Γm, i позначимо його H0(υ,Γm). Для υ̃ ∈ L приймемо

υ(r) =

r∫
0

υ̃(t)

t
dt,

υ(0) = 0.

Покладемо n(r, θj ; f) = n(r, θj) – кiлькiсть нулiв функцiї f ∈
H0(υ), що лежать на променi lθj = {z : arg z = θj}, модулi яких не
перевищують r, hj(θ) = (θ − π − θj), θj < θ < θj + 2π, а ĥj(θ) – її
перiодичне продовження з (θj , θj + 2π) на R, j = 1,m.

В пiдроздiлi 3.1 для цiлої функцiї з пiдкласу H0(υ,Γm) доведено
наступний аналог теореми 2.2.

Теорема 3.1. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm), для кожного j = 1,m

n(r, θj) = ∆jυ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, (3.1)
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∆ =
m∑
j=1

∆j , Hf (θ) =
m∑
j=1

∆j ĥj(θ), ∆j > 0. Тодi для θ 6= θj ,

F (reiθ) = ∆υ(r) + iHf (θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,

причому для довiльного δ > 0 останнє спiввiдношення виконується

рiвномiрно щодо θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ).

На основi цього твердження знайдено достатню умову iснування
кутової υ-щiльностi нулiв функцiї f ∈ H0(υ,Γm) в термiнах асимпто-
тики її логарифмiчної похiдної.
Теорема 3.2. Нехай G ∈ L1[0, 2π], ∆ > 0, υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i для
θ 6= θj

F (reiθ) = ∆υ(r) + iG(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, (3.6)

причому для довiльного δ > 0 спiввiдношення (3.6) виконується рiв-

номiрно щодо θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ). Тодi нулi f

мають кутову υ-щiльнiсть, причому для всiх α, β ∈ [−π, π) \
m⋃
j=1

θj

виконується

∆(α, β) =
1

2π
(G(α)−G(β) + ∆(β − α)) .

Зв’язок мiж кутовою υ-щiльнiстю нулiв цiлої функцiї з класу
H0(υ,Γm) i коефiцiєнтами Фур’є її логарифмiчної похiдної вивчає-
ться в пiдроздiлi 3.2. Основною теоремою цього пiдроздiлу є теорема
3.4, поштовхом до сформулювання якої стала теорема 3.3.
Теорема 3.3. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконуються спiввiдно-
шення (3.1). Тодi

lim
r→+∞

c0(r, F )−∆υ(r)

υ̃(r)
= 0, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= δk, k ∈ Z \ {0},

де δk = −1

k

m∑
j=1

∆je
−ikθj .

Теорема 3.4. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i для m послiдовних цiлих
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чисел k = k0, k0 +m− 1, k0 ∈ Z, iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= δk, k 6= 0.

Тодi нулi f мають кутову υ-щiльнiсть.
В пiдроздiлi 3.3 знайдено необхiднi та достатнi умови для iсну-

вання кутової υ-щiльностi нулiв функцiї f ∈ H0(υ,Γm) в термiнах
збiжностi її логарифмiчної похiдної за p-нормою в просторi Lp[0, 2π].
Теорема 3.5. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконуються спiввiдно-
шення (3.1). Тодi∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iHf (θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

де Hf (θ) =
m∑
j=1

∆j ĥj(θ), ∆ =
m∑
j=1

∆j .

Теорема 3.6. Нехай G ∈ L1[0, 2π], υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iG(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞.

Тодi нулi f мають кутову υ-щiльнiсть, причому
2π∫
0

G(θ)dθ = 0.

Оберненi твердження до теорем 2.3 i 2.4 роздiлу 2 без умови роз-
ташування нулiв на скiнченнiй системi променiв, як у теоремах 3.3,
3.5 роздiлу 3, можливi лише за умови розгляду деяких уточнених
спiввiдношень для k-тих коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, F ) та збiжностi F
в Lp[0, 2π]-метрицi. Цi твердження доведено в пiдроздiлi 3.4.
Теорема 3.7. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ), ∆ > 0 та iснує функцiя
G ∈ L1[0, 2π] така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= ck, k 6= 0. (3.21)
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Теорема 3.8. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) та iснують границi (3.21).
Тодi нулi f мають кутову υ-щiльнiсть.

З теорем 3.7 i 3.8 випливає наступне твердження.
Наслiдок 3.2. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ), ∆ > 0 та iснує функцiя
G ∈ L1[0, 2π] така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi нулi f мають кутову υ-щiльнiсть.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена розв’язанню ряду актуальних
задач теорiї цiлих функцiй, а саме: дослiдженню взаємозв’язкiв мiж
розподiлом нулiв цiлої функцiї нульового порядку i регулярним зро-
станням її логарифмiчної похiдної F та її основних характеристик,
серед яких коефiцiєнти Фур’є F i збiжнiсть F в Lp[0, 2π]-метрицi.

У роботi знайдено необхiднi умови iснування кутової υ-щiльностi
нулiв цiлої функцiї нульового порядку в термiнах поводження її ло-
гарифмiчної похiдної та показано, що цi умови не є достатнiми.

В дисертацiї дослiджено взаємозв’язки мiж регулярними пово-
дженнями логарифмiчної похiдної F , ї ї коефiцiєнтiв Фур’є та p-
норми F в просторi Lp[0, 2π], 1 6 p < +∞, цiлої функцiї повiльного
зростання. Зокрема, показано, що з асимптотики логарифмiчної по-
хiдної F зовнi деякої виняткової множини випливає регулярне пово-
дження її коефiцiєнтiв Фур’є. Встановлено, що регулярне поводжен-
ня коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, F ), k 6= 0, є достатньою умовою збiжностi
логарифмiчної похiдної F функцiї f ∈ H0(υ) за нормою простору
Lp[0, 2π], p > 1.

У роботi видiлено пiдклас цiлих функцiй f нульового порядку, в
якому отримано критерiї iснування кутової υ-щiльностi нулiв в тер-
мiнах асимптотичного поводження їх логарифмiчної похiдної F ; ре-
гулярного зростання коефiцiєнтiв Фур’є F ; збiжностi F за p-нормою
в просторi Lp[0, 2π]. Для цiлих функцiй цього пiдкласу встановлено
уточненi асимптотичнi спiввiдношення для логарифмiчної похiдної
та її коефiцiєнтiв Фур’є. Показано, що деякi з цих спiввiдношень та-
кож є достатнiми умовами iснування кутової υ-щiльностi нулiв для
всього класу цiлих функцiй нульового порядку.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер.
Вони можуть бути використанi для подальшого розвитку теорiї цi-
лих функцiй в рiзних напрямках.

Основнi результати дисертацiї є новими i носять завершений ха-
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рактер. При їх отриманнi використовувались методи комплексного
та математичного аналiзу, сучаснi методи теорiї цiлих функцiй.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується повними та
строгими доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у фахових
журналах i були оприлюдненi на багатьох мiжнародних наукових
конференцiях i спецiалiзованих наукових семiнарах.
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АНОТАЦIЯ

Мостова М.Р. Логарифмiчна похiдна близьких до полiномiв цi-
лих функцiй. — На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 — математичний ана-
лiз. — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
Львiв, 2016.

У дисертацiйнiй роботi дослiджено взаємозв’язки мiж розподi-
лом нулiв цiлої функцiї нульового порядку i регулярним поводжен-
ням таких характеристик її логарифмiчної похiдної, як асимптотика,
коефiцiєнти Фур’є, збiжнiсть в Lp[0; 2π]-метрицi. Зокрема, знайдено
необхiднi умови iснування кутової υ-щiльностi нулiв цiлої функцiї
нульового порядку в термiнах поводження її логарифмiчної похiдної
та показано, що цi умови не є достатнiми; доведено критерiї iсну-
вання кутової υ-щiльностi нулiв в деякому пiдкласi цiлих функцiй
нульового порядку в термiнах асимптотичного поводження їх лога-
рифмiчної похiдної F , регулярного зростання коефiцiєнтiв Фур’є F ,
збiжностi F за p-нормою в просторi Lp[0, 2π]; для всього класу цiлих
функцiй повiльного зростання отримано достатнi умови iснування
кутової υ-щiльностi нулiв в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є i збiжностi
в Lp[0, 2π]-метрицi логарифмiчної похiдної цих функцiй.

Ключовi слова: цiла функцiя, нульовий порядок, кутова щiль-
нiсть нулiв, логарифмiчна похiдна, коефiцiєнти Фур’є, регулярне зро-
стання в Lp[0, 2π]-метрицi.

ABSTRACT

Mostova M.R. The logarithmic derivative of entire functions that
close to polynomials. — On the rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical
Sciences degree on the speciality 01.01.01 — Mathematical Analysis. —
Ivan Franko Lviv National University, Lviv, 2016.

In the thesis the relationships between the distribution of zeros of
a zero-order entire function and regular behavior of such characteristics
of its logarithmic derivative as the asymptotic, the Fourier coefficients,
the convergence in Lp[0; 2π]-metric are investigated. In particular, the
necessary conditions for the existence of angular υ-density for zeros of
a zero-order entire function are found in terms of the behavior of its



16

logarithmic derivative and there are shown that these conditions are
not sufficient; criteria for the existence of angular υ-density for zeros in
some subclass of entire functions of order zero are proved in terms of the
asymptotic behavior of its logarithmic derivative F , regular growth of
the Fourier coefficients of F , convergence of F by p-norm in the space
Lp[0, 2π]; the sufficient conditions for the existence of angular υ-density
for zeros are obtained for the whole class of entire functions of slowly
growth in terms of the Fourier coefficients and convergence in Lp[0, 2π]-
metric of the logarithmic derivative of these functions.

Key words: entire function, zero order, angular density of zeros,
logarithmic derivative, Fourier coefficients, regular growth in Lp[0, 2π]-
metric.

АННОТАЦИЯ

Мостова М. Р. Логарифмическая производная близких к поли-
номов целых функций. – На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.01 — математический ана-
лиз. — Львовский национальный университет имени Ивана Франко,
Львов, 2016.

В диссертации исследуются свойства целых функций близких к
полиномов. В ней развязана такая задача, как установление связей
между регулярным поведением величин, характеризующих асимпто-
тическое поведение логарифмической производной, и регулярным
распределением аргументов нулей этих функций.

Диссертация состоит из списка условных обозначений, введения,
3 разделов разбитых на подразделы, выводов и списка используе-
мых источников. Объем диссертации составляет 112 страниц, список
используемых источников из 88 наименований — 12 страниц.

Во введении дано обоснование актуальности темы, указываются
цель и задачи исследования, научная новизна, практическое значе-
ние и апробация полученных результатов, количество публикаций.

В первом разделе приводится обзор результатов, имеющих непос-
редственное отношение к теме диссертационной работы и основных
результатов диссертации.

В разделе 2 для целых функций нулевого порядка, нули которых
имеют угловую плотность, получено асимптотику логарифмической
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производной, доказано существование регулярного роста коэффи-
циентов Фурье логарифмической производной, показано сходимость
логарифмической производной по норме пространства Lp[0, 2π] вне
некоторых исключительных множеств. В подразделе 2.1 получена
аппроксимационная теорема для логарифмической производной це-
лых функций медленного роста, которая играет важную роль в ис-
следовании связи между угловой плотностью нулей и асимптотикой
логарифмической производной. В подразделе 2.5 построен пример
целой функции нулевого порядка, логарифмическая производная ко-
торой эквивалентна счетной функции ее нулей вне некоторого мно-
жества и нули не имеют угловой плотности.

В разделе 3 исследуются достаточные условия существования
угловой плотности нулей целых функций медленного роста. В по-
дразделах 3.1–3.3 для целых функций нулевого порядка с нулями
на конечной системе лучей получены уточненные соотношения для
асимптотики логарифмической производной, регулярного роста ее
коэффициентов Фурье, сходимости логарифмической производной
по норме пространства Lp[0, 2π]. Также установлено, что с этих со-
отношений следует существование угловой плотности нулей целой
функции. В подразделе 3.4 доказывается, что некоторые уточненные
соотношения для коэффициентов Фурье, сходимости логарифмиче-
ской производной по норме пространства Lp[0, 2π] есть также и до-
статочными условиями для существования угловой плотности нулей
целой функций в более общем случае, а не только в случае размеще-
ния ее нулей на конечной системе лучей.

Ключевые слова: целая функция, нулевой порядок, угловая
плотность нулей, логарифмическая производная, коэффициенты Фу-
рье, сходимость в Lp[0, 2π]-метрике.


