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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Задачi з багатоточковими умовами за часовою змiн-
ною для еволюцiйних рiвнянь та їх систем активно дослiджуються з другої
половини XX-го столiття. Iнтерес до вивчення цих задач зумовлений потре-
бами загальної теорiї крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними
та їхнiми застосуваннями до потреб практики. У роботах А. Т. Асанової,
Ю. М. Березанського, В. М. Борок, П. М. Вабiщевича, Ю. М. Валiцького,
В. I. Горбачук, М. Л. Горбачука, В. В. Городецького, О. О. Дезiна, Я. M. Дрi-
ня, П. I. Каленюка, E. Кенне, Т. I. Кiгурадзе, I. Я. Кмiть, В. П. Лавренчука,
О. А. Макарова, В. А. Маловiчка, М. I. Матiйчука, Ю. О. Митропольського,
З. М. Нитребича, I. Д. Пукальського, В. К. Романка, О. Л. Скубачевського,
Л. В. Фардиголи, Дж. Шабровскi (J. Chabrovski), М. Й. Юрчука та iнших
авторiв розроблено методи дослiдження багатоточкових задач для рiвнянь iз
частинними похiдними з широких класiв. Цими авторами розглянуто випад-
ки коректно поставлених задач.

Проте багатоточковi задачi для диференцiальних рiвнянь iз частинними
похiдними є, назагал, некоректними за Адамаром, а їх розв’язнiсть у бага-
тьох випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв.

У роботах Б. Й. Пташника та його учнiв П. Б. Василишина, В. С. Iлькiва,
I. С. Клюс, Л. I. Комарницької, Б. О. Салиги, Л. П. Силюги, М. М. Си-
мотюка, П. I. Штабалюка використано метричний пiдхiд для дослiдження
умовно коректних задач з багатоточковими умовами за видiленою змiнною
для лiнiйних гiперболiчних та безтипних рiвнянь, а також для деяких кла-
сiв параболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Було доведено метричнi
твердження про оцiнки знизу малих знаменникiв, що виникають при побу-
довi розв’язкiв розглядуваних задач, з яких випливає коректнiсть задач для
майже всiх (стосовно мiри Лебега) параметрiв задачi.

В той же час задачi з локальними багатоточковими умовами за часовою
змiнною для параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь зi змiнними коефiцiєнта-
ми є слабо дослiдженими. Встановлення умов коректної розв’язностi таких
задач є предметом дослiджень даної дисертацiйної роботи.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Резуль-

тати дисертацiї отриманi в рамках виконання держбюджетної теми „Дослi-
дження коректностi, побудова та вивчення властивостей розв’язкiв лiнiйних
i нелiнiйних крайових задач для некласичних еволюцiйних рiвнянь“ (номер
держреєстрацiї № 0110U004817) вiддiлу математичної фiзики Iнституту при-
кладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
та проекту № 41.1/004 „Розподiли нулiв полiномiв i гладких функцiй та їх
застосування при дослiдженнi умовно коректних крайових задач математи-
чної фiзики“ (номер держреєстрацiї № 0111U006625) Державного фонду
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фундаментальних дослiджень України.
Мета i задачi дослiдження. Метою роботи є дослiдження коректно-

стi задач iз локальними багатоточковими умовами за часовою змiнною та
певними умовами (перiодичностi, типу Дiрiхле) за просторовими змiнними
для лiнiйних параболiчних рiвнянь та систем зi змiнними коефiцiєнтами в
обмежених цилiндричних областях. Задачами дослiдження є:

1) встановити умови iснування, єдиностi та неперервної залежностi вiд
вихiдних даних розв’язкiв двоточкових задач для параболiчних за Петров-
ським рiвнянь та систем рiвнянь другого порядку за часовою змiнною зi
змiнними за просторовими координатами коефiцiєнтами;

2) знайти умови коректностi багатоточкової задачi з простими вузлами
iнтерполяцiї для параболiчних за Петровським рiвнянь вищих порядкiв за
часовою змiнною та 2~b-параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя за однiєю
з просторових змiнних;

3) встановити умови коректної розв’язностi багатоточкової задачi з кра-
тними вузлами iнтерполяцiї для параболiчних рiвнянь iз факторизованим
оператором з коефiцiєнтами, залежними як вiд часової, так i вiд просторо-
вих змiнних;

4) знайти умови коректностi задач з багатоточковими умовами, якi мiстять
дiю диференцiальних виразiв за просторовими змiнними на значення невiдо-
мої функцiї та її похiдних у вузлах iнтерполяцiї, для параболiчних рiвнянь i
систем рiвнянь вищих порядкiв за часовою змiнною;

5) довести метричнi теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi
виникають при побудовi розв’язкiв розглядуваних задач.

Об’єкт дослiдження: задачi з багатоточковими умовами за часовою змiн-
ною для лiнiйних параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь зi змiнними коефi-
цiєнтами.

Предмет дослiдження: умови однозначної розв’язностi багатоточкових за-
дач для лiнiйних параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь зi змiнними коефi-
цiєнтами та побудова їх розв’язкiв.

Методи дослiдження: методи функцiонального аналiзу, теорiї диференцi-
альних рiвнянь, алгебри та метричної теорiї чисел.
Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi отри-

мано такi новi результати:
1) встановлено умови коректностi двоточкової задачi для параболiчних за

Петровським рiвнянь другого порядку за часовою змiнною з операторами
Штурма-Лiувiлля за просторовими змiнними; доведено, що такi умови ви-
конуються для довiльних фiксованих вузлiв iнтерполяцiї та для майже всiх
(стосовно мiри Гаусдорфа) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвнянь;

2) встановлено однозначну розв’язнiсть багатоточкової задачi з простими
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вузлами для параболiчних за Петровським рiвнянь вищих порядкiв за ча-
совою змiнною з операторами Штурма-Лiувiлля за просторовими змiнними
та для 2~b-параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя за однiєю iз просторо-
вих змiнних; доведено, що умови розв’язностi виконуються для майже всiх
(стосовно мiри Лебега) векторiв, компоненти яких є вузлами iнтерполяцiї;

3) знайдено умови коректностi багатоточкової задачi для параболiчних за
Петровським рiвнянь коефiцiєнти яких залежать вiд просторових змiнних,
а також для параболiчних рiвнянь iз факторизованим оператором з коефiцi-
єнтами залежними як вiд часової, так i вiд просторових змiнних; доведено
метричнi теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають при
побудовi розв’язкiв цих задач;

4) встановлено умови коректностi двоточкової задачi для параболiчних за
Петровським систем другого порядку за часовою змiнною та багатоточкової
задачi для систем вищих порядкiв за часовою змiнною i доведено, що такi
умови виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, скла-
дених iз коефiцiєнтiв систем, коефiцiєнтiв багатоточкових умов та значень
вузлiв iнтерполяцiї;

5) для всiх розглянутих задач побудовано зображення розв’язкiв у виглядi
рядiв Фур’є за системами вiдповiдних функцiй.
Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї ма-

ють теоретичний характер. Їх можна застосувати при подальшому вивченнi
задач з багатоточковими умовами для лiнiйних i нелiнiйних параболiчних
рiвнянь та їх систем, а також при дослiдженнi конкретних задач практики,
що моделюються розглянутими задачами.
Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї отрима-

нi автором самостiйно. У спiльних iз науковим керiвником роботах [1–4]
Б. Й. Пташнику належить постановка задач, обговорення та аналiз отрима-
них результатiв. У спiльних роботах [5, 8] iз М. М. Симотюком спiвавтору
належить iдея доведення метричних теорем.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень доповiдались

та обговорювалися на: Дванадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iме-
нi академiка М. Кравчука (Київ, 2008 р.); Третiй мiжнароднiй конферен-
цiї молодих математикiв з диференцiальних рiвнянь та їхнiх застосувань,
присвяченiй Ярославовi Лопатинському (Львiв, 2010 р.); Мiжнароднiй мате-
матичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька (Дрогобич, 2015 р.); Мiж-
народнiй науковiй конференцiї „Сучаснi проблеми механiки та математи-
ки“ (Львiв, 2013 р.); Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ,
2015 р.); Четвертiй Всеукраїнськiй науковiй конференцiї „Нелiнiйнi пробле-
ми аналiзу“ (Iвано-Франкiвськ, 2008 р.); Конференцiї молодих учених iз су-
часних проблем механiки i математики iменi академiка Я. С. Пiдстригача
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(Львiв, 2009 р.); Одинадцятiй вiдкритiй науковiй конференцiї професорсько-
викладацького складу IПМФН Нацiонального унiверситету „Львiвська по-
лiтехнiка“ (Львiв, 2013 р.); Всеукраїнськiй науковiй конференцiї „Сучаснi
проблеми теорiї ймовiрностей та математичного аналiзу“ (Iвано-Франкiвськ,
2013 р.); засiданнях наукового семiнару iм. В. Я. Скоробогатька Iнститу-
ту прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН
України (керiвники: член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Б. Й. Пташник,
д.ф.-м.н. В. О. Пелих; Львiв, 2008–2012, 2014, 2016 рр.); засiданнях Львiв-
ського мiського семiнару з диференцiальних рiвнянь (керiвники: д.ф.-м.н.,
проф. М. I. Iванчов, д.ф.-м.н., проф. П. I. Каленюк, член-кор. НАН України,
д.ф.-м.н., проф. Б. Й. Пташник; Львiв, 2010, 2016 рр.); засiданнi науково-
го семiнару кафедри диференцiальних рiвнянь Чернiвецького нацiонального
унiверситету iменi Юрiя Федьковича (керiвники: д.ф.-м.н., проф. М. I. Ма-
тiйчук, д.ф.-м.н., проф. I. Д. Пукальський; Чернiвцi, 2016 р.).
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 8 статтях [1–8]

(з яких 2 — без спiвавторiв) у фахових наукових журналах; з них 3 статтi
[2–4] — у виданнях України, якi включенi до мiжнародних наукометричних
баз, а також додатково висвiтлено у 10 тезах [9–18] наукових конференцiй.
Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох

роздiлiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг дисертацiї складає
153 сторiнки, основний текст — 136 сторiнок. Список використаних джерел
налiчує 137 найменувань i розташований на 17 сторiнках.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Надалi використовуватимемо такi позначення: Rp(Cp) (p > 1) — p-вимiрний
дiйсний (комплексний) простiр; Zp — множина точок iз Rp з цiлими коорди-
натами; Np — множина точок iз Rp з натуральних координатами; x = (x1, . . . ,

xp) ∈ Rp; dx = dx1 · · · dxp; ∂x =
(

∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xp

)
; ∂t = ∂

∂t; s = (s1, . . . , sp) ∈ Zp+,
|s| = s1 + · · · + sp; k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp, |k| = |k1| + · · · + |kp|; b ∈ N; Cm

n , 1 ≤
m ≤ n, — кiлькiсть комбiнацiй з n елементiв по m; Jσ(t), σ ∈ R, — функцiя
Бесселя першого роду порядку σ; Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p; Πp = {x ∈
Rp

+ : xr ∈ [0, π], r ∈ {1, . . . , p}}; G ⊂ Rp — обмежена однозв’язна область, ∂G
— межа областi G, G — замикання областi G; Qp

T = (0, T )×G; Σ = [0, T ]×∂G;
Dp
T = (0, T )×Πp; X = {Xk(x) : k ∈ Kp} — повна ортонормована система фун-

кцiй вiд p змiнних x1, . . . , xp, де Kp спiвпадає з Zp або з Np; ηk = (ηk1, . . . , ηkp)
— вектор iз дiйсними компонентами, |ηk| = |ηk1|+. . .+|ηkp|, k ∈ Kp; w(α, β) :=
w(α, β, ηk) = |ηk|α exp(β|ηk|), α, β ∈ R; EX

w(α,β), α, β ∈ R, — простiр, одержа-
ний поповненням простору скiнченних сум ϕ(x) =

∑
k∈Kp

ϕkXk(x), за нормою



5∥∥∥ϕ;EX
w(α,β)

∥∥∥ =
√ ∑

k∈Kp

|ϕk|2w2(α, β, ηk), де ϕk ∈ C; Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)
, n ∈ Z+,

— простiр функцiй u(t, x) =
∑
k∈Kp

uk(t)Xk(x), uk(t) ∈ Cn([0, T ]), таких, що

для кожного фiксованого t ∈ [0, T ] похiднi ∂jtu(t, x) :=
∑
k∈Kp

u
(j)
k (t)Xk(x),

j ∈ {0, 1, . . . , n}, належать до простору EX
w(α,β) i є неперервними за t в нормi

цього простору∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)∥∥∥ =
n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∂jtu(t, ·);EX
w(α,β)

∥∥∥ ;

E
X,m
w(α,β), α, β ∈ R, m ∈ N, — простiр вектор-функцiй ~ϕ(x)=col(ϕ1(x),. . . ,ϕm(x))

таких, що ϕq∈EX
w(α,β), q∈{1,. . .,m}, iз нормою

∥∥∥~ϕ;E
X,m
w(α,β)

∥∥∥= max
1≤q≤m

∥∥∥ϕq;EX
w(α,β)

∥∥∥ ;

Cn
(

[0, T ];E
X,m
w(α,β)

)
, n ∈ Z+, — простiр вектор-функцiй ~u(t, x)=col(u1(t, x),. . .,

um(t, x)) таких, що uq ∈ Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)
, q ∈ {1, . . . ,m}, iз нормою∥∥∥~u;Cn

(
[0, T ];E

X,m
w(α,β)

)∥∥∥ = max
1≤q≤m

∥∥∥uq;Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)∥∥∥; Cn,%(G) — клас ви-

значених в G функцiй, похiднi n-го порядку яких задовольняють в G умову
Ґельдера з показником %, 0 < % < 1; An,% — клас замкнених областей, для
яких функцiї, що задають у локальних координатах рiвняння межових по-
верхонь цих областей, належать до класу Cn,%(G).

У вступi дисертацiйної роботи розкрито сутнiсть i стан наукової пробле-
ми, обґрунтовано актуальнiсть теми, сформульовано мету i задачi дослiдже-
ння, вказано наукову новизну та апробацiю одержаних результатiв.

У першому роздiлi дисертацiї подано короткий огляд праць, якi стосую-
ться задач з багатоточковими умовами за видiленою змiнною для рiвнянь та
систем рiвнянь iз частинними похiдними. Детальнiше висвiтлено роботи, якi
є близькими до тематики дисертацiї.

У другому роздiлi наведено деякi допомiжнi твердження з метричної те-
орiї чисел, а також iз теорiї мiри та розмiрностi Гаусдорфа. Показано, як
за допомогою апарату подiлених рiзниць будується фундаментальна система
розв’язкiв звичайного лiнiйного диференцiального рiвняння та встановлено
ряд властивостей цiєї системи. Викладено загальну методику дослiдження
задач дисертацiї та проаналiзовано структуру розв’язкiв цих задач.

У роздiлi 3 встановлено коректну розв’язнiсть задач з багатоточкови-
ми умовами за часовою змiнною та певними умовами (перiодичностi, типу
Дiрiхле) за просторовими змiнними для лiнiйних параболiчних рiвнянь зi
змiнними коефiцiєнтами.
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У пiдроздiлi 3.1 в областi Dp
T розглянуто задачу

2∏
q=1

(
∂t +

p∑
j=1

aqjL
b
j + Aq(L1, . . . , Lp)

)
u(t, x) = 0, (1)

u(t1, x) = ϕ1(x), u(t2, x) = ϕ2(x), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, (2)

Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=0

=Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=π

= 0, m ∈{0, 1,. . ., 2b− 1}, j ∈{1,. . . ,p}, (3)

де aqj > 0, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈ {1, 2}, Aq(L1, . . . , Lp) :=
∑
|s|<b

Aq
sL

s1
1 . . . L

sp
p , Aq

s ∈ C,

q ∈ {1, 2}; Lj := −∂xj
(
pj(xj)∂xj

)
+ qj(xj), pj(xj) ∈ C4b−1([0, π]), pj(xj) ≥ p0,j >

0, qj(xj) ∈ C4b−2([0, π]), qj(xj) > 0, xj ∈ [0, π], j ∈ {1 . . . , p}.
Нехай λkj , Xkj(xj), kj ∈ N, j ∈ {1, . . . , p}, — власнi значення та вла-

снi функцiї вiдповiдної задачi LjX(xj) = λX(xj), X(0) = X(π) = 0, j ∈
{1, . . . , p}; λk = (λk1, . . . , λkp), k ∈ Np; X1 := {Xk1(x1) · · ·Xkp(xp), k ∈ Np};
w1(α, ~β) := w1(α, ~β;λk) = (λbk1 + . . . + λbkp)

α exp(β1λ
b
k1

+ . . . + βpλ
b
kp

), де α ∈ R,

~β = (β1, . . . , βp) ∈ Rp; µq(k) := −
p∑
j=1

aqjλ
b
kj
− Aq(λk1, . . . , λkp), q ∈ {1, 2};

M := {k ∈ Np : µ1(k) = µ2(k)};

∆1(k,~t ) :=

{
eµ1(k)t2+µ2(k)t1

[
e(µ2(k)−µ1(k))(t2−t1) − 1

]
, якщо k ∈ Np \M,

(t2 − t1)eµ1(k)(t1+t2), якщо k ∈M,

де ~t = (t1, t2).
Теорема 3.1. Для єдиностi розв’язку задачi (1) — (3) у шкалi про-

сторiв C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
, де α ∈ R, ~β ∈ Rp, необхiдно i досить, щоб

виконувалась умова

∀k ∈ Np \M, ∀ ` ∈ Z : (µ2(k)− µ1(k))(t2 − t1) 6= 2πi`. (4)

Теорема 3.2. Нехай справджується умова (4) та iснують ω ∈ R i
~ν = (ν1, . . . , νp) ∈ Rp такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
k ∈ Np \M виконується нерiвнiсть

|∆1(k,~t )| > (λbk1 + . . .+ λbkp)
−ω exp (−ν1λ

b
k1
− . . .− νpλbkp). (5)

Якщо ϕ1, ϕ2 ∈ EX1

w1(α0,~β0)
, де α0 = α + ω + 2, ~β0 = ~β + ~ν − ~φt1, ~φ= (φ1,. . ., φp),

0 < φj < min{a1
j , a

2
j}, j ∈ {1, . . . , p}, то iснує єдиний розв’язок задачi (1)

— (3) з простору C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
. Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥∥u;C2

(
[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)∥∥∥ ≤ C5

(∥∥∥ϕ1;E
X1

w1(α0,~β0)

∥∥∥+
∥∥∥ϕ2;E

X1

w1(α0,~β0)

∥∥∥) .
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У теоремi 3.3 встановлено ефект пiдвищення (зi зростанням часу t) глад-
костi за змiнними x1, . . . , xp розв’язку u(t, x) задачi (1) — (3), а в теоремi 3.4
описано задачi вигляду (1) — (3), для яких оцiнка (5) виконується для всiх
векторiв k ∈ Np.

Позначимо: sj := (0, . . . , 0, b− 1︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . , 0), j ∈ {1, . . . , p}, — мультиiндекс

довжини p, на j-ому мiсцi якого стоїть число b − 1, а на рештi мiсць —
нулi; yj := Im(A1

sj
− A2

sj
), j ∈ {1, . . . , p}, ~y = (y1, . . . , yp); ~ξ = (ξ1, . . . , ξp),

ξj = max{a1
j , a

2
j}, j ∈ {1, . . . , p}.

Теорема 3.5. Нехай ρ ∈ (p − 1; p]. Для довiльних фiксованих t1, t2 i для
майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа) векторiв ~y ∈ Rp нерiвнiсть (5)
виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np при
ω > ω1, ~ν = ~ξ(t1 + t2), де ω1 = p/(2b)+1−1/b

ρ−p+1 − b−1
b .

У пiдроздiлi 3.2.1 у паралелепiпедi Dp
T розглянуто задачу з умовами (3)

та багатоточковими умовами

u(tj, x) = ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, 0 ≤ t1 < . . . < tn ≤ T, (6)

для параболiчного за Петровським рiвняння

W (∂t, L1, . . . , Lp)u :=
n∑

s0=0

∑
bs0+|s|=bn

As0,s∂
s0
t L

s1
1 . . .L

sp
p u(t, x) = f(t, x), (7)

де As0,s ∈ C, An,(0) = 1, Lj, j ∈ {1, . . . , p}, — диференцiальнi вирази, означенi
в пiдроздiлi 3.1. Тут система функцiй X1 та послiдовнiсть {λk, k ∈ Np}, є
такими, як в пiдроздiлi 3.1, а w2(α, β) := w2(α, β;λk) = |λk|α exp(β|λk|b), де
α, β ∈ R.

Позначимо: µ1(k), . . . , µl(k)(k) — коренi рiвняння W (µ, λk1, . . . , λkp) = 0 з
кратностями n1(k), . . . , nl(k)(k) вiдповiдно, n1(k)+ . . .+nl(k)(k) = n, якi справ-
джують оцiнку Reµq(k)≤−δ1|λk|b, δ1 > 0;
uk,q,rq(t) := R

(n1(k),...,nq−1(k),rq)

(µ1(k),...,µq−1(k),µq(k))[exp(µt)], rq ∈ {1, . . . , nq(k)}, q ∈ {1, . . . , l(k)},
— подiлена рiзниця порядку n1(k) + . . . + nq−1(k) + rq за набором коренiв
µ1(k), . . . , µq−1(k), µq(k) з кратностями n1(k), . . . , nq−1(k), rq−1 вiдповiдно, вiд

функцiї exp(µt); ∆2(k,~t ) := det
∥∥uk,q,rq(tj)∥∥q∈{1,...,l(k)}

j∈{1,...,n}, rq∈{1,...,nq(k)} , k ∈ Np, де
~t = (t1, . . . , tn).

Встановлено (теорема 3.6), що для єдиностi розв’язку задачi (3), (6), (7)

у шкалi просторiв Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
, де α, β ∈ R, необхiдно i досить, щоб

виконувалась умова
∀k ∈ Np ∆2(k,~t ) 6= 0. (8)

Наведено приклади задач вигляду (3), (6), (7), для яких виконується або
порушується умова (8).
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Теорема 3.7. Нехай справджується умова (8) та iснують сталi ω, ν ∈
R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np виконує-
ться нерiвнiсть

|∆2(k,~t )| > |λk|−ω exp(−ν|λk|b). (9)

Якщо f ∈C
(

[0, T ];EX1

w2(α0,β1)

)
, ϕj ∈EX1

w2(α0,β2), j ∈ {1,. . ., n}, де α0 = α + ω +

bn, β1 = β + ν + (T − nt1)δ1, β2 = β + ν − (n − 1)δ1t1, то iснує єдиний
розв’язок задачi (3), (6), (7) iз простору Cn

(
[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
. Цей розв’язок

неперервно залежить вiд функцiй f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}.
Доведено (теорема 3.9), що оцiнка (9) виконується для майже всiх (сто-

совно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n для всiх (крiм скiнченної кiлько-
стi) векторiв k ∈ Np при ω > n(n − 1)(p + 2b)/4, ν = nδ2T , де
δ2 = sup

k∈Np

max
q∈{1,...,l(k)}

{|Reµq(k)|/|λk|b}.

У пiдроздiлi 3.2.2 в областi DpT = (0, T )×Ωp−1×(0, `), для 2~b-параболiчного
рiвняння

W (∂t, ∂x′,Bσ)u := ∂nt u(t, x)+
n−1∑
s0=0

∑
2bs0+|s|∗=2bn

As0,s∂
s0
t ∂

s1
x1
. . . ∂sp−1xp−1

Bspσ u(t, x) = f(t, x),

(10)
дослiджено задачу з умовами (6) та умовами 2π-перiодичностi за змiнними
x′ = (x1, . . . , xp−1), а за координатою xp — з умовою

∥∥u(t, x′, 0);C([0, T ];EX′

w′(α,β))
∥∥<∞, ∂2m+1

xp
u(t, x)

∣∣∣∣
xp=0

= 0,

m ∈ {0, 1,. . ., nbp − 2}, Bqσu(t, x)
∣∣
xp=`

= 0, q ∈ {0, 1, . . . , nbp − 1},
(11)

де ~b = (b1, . . . , bp) ∈ Np, p ≥ 2, — заданий вектор, b — найменше спiльне кра-

тне чисел b1, . . . , bp, qj = b/bj, j ∈ {1, . . . , p}, |s|∗ :=
p−1∑
j=1

sjqj + 2spqp; As0,s ∈ C,

Bσ= ∂2
xp

+ 2σ+1
xp
∂xp — оператор Бесселя порядку σ, σ≥−1/2; X′ :={exp(ik′, x′),

k′∈Zp−1}; w′(α, β)=
(
k2b1

1 + . . .+ k
2bp−1
p−1

)α
exp

(
β(k2b1

1 + . . .+ k
2bp−1
p−1 )

)
, α, β ∈ R.

Нехай jσ(t) := 2σΓ(σ + 1)Jσ(t)/tσ — нормована функцiя Бесселя, θkp —
коренi рiвняння jσ(

√
λ`) = 0; λk := (k′, λkp) = (k1, . . . , kp−1, λkp), k ∈ Zp−1 × N,

де λkp = (θkp/`)
2; ‖λ2~b

k ‖ = k2b1
1 + . . .+ k

2bp−1
p−1 + λ

bp
kp
;

X2 =
{

exp(ik′, x′)jσ(
√
λkpxp)/‖jσ(

√
λkpxp)‖, k ∈ Zp−1 × N

}
, де ‖jσ(

√
λkpxp)‖2 =

(2π)p−1
∫ `

0 x
2σ+1
p j2

σ(
√
λkpxp)dxp; w3(α, β) := w3(α, β;λk) = ‖λ2~b

k ‖α exp(β‖λ2~b
k ‖), де

α, β ∈ R; µ1(k), . . . , µl(k)(k) — коренi рiвняння W (µ, ik1, . . . , ikp−1, λkp) = 0 з
кратностями n1(k), . . . , nl(k)(k) вiдповiдно, n1(k)+ . . .+nl(k)(k) = n, якi справ-

джують оцiнку Reµq(k) ≤ −δ3‖λ2~b
k ‖, k ∈ Zp−1 × N, δ3 > 0; b̃ = min

j∈{1,...,n}
{bj};
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δ4 = sup
k∈Zp−1×N

max
q∈{1,...,l(k)}

{|Reµq(k)|/‖λ2~b
k ‖}.

Для задачi (6), (10), (11) встановлено умови єдиностi розв’язку (тео-

рема 3.10) та доведено iснування розв’язку з простору Cn
(

[0, T ];EX2

w3(α,β)

)
для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n, якщо

f ∈ C
(

[0, T ];EX2

w3(α0,β1)

)
, ϕj ∈ EX2

w3(α0,β2), j ∈ {1, . . . , n}, де α0 > α + n + n(n −
1)(1 + p/(2b̃))/2, β1 = β + δ3T + n(δ4T − δ3t1), β2 = β + ν + nδ4T − (n− 1)δ3t1
(наслiдок 3.6).

У пiдроздiлi 3.2.3 в областi Qp
T для параболiчного за Петровським рiвнян-

ня

W (∂t, L)u := ∂nt u(t, x) +
n−1∑
r=0

Ar∂
r
tL

b(n−r)u(t, x) = f(t, x), (12)

розглянуто задачу з умовами

Vj (∂t, L)u(t, x)
∣∣
t=tj

=ϕj(x), j ∈ {1,. . ., n}, 0 ≤ t1 <. . .< tn ≤ T, (13)

Lmu(t, x)
∣∣∣
Σ

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , (ψ − 1)}, ψ = max{M, bn}, (14)

де Ar ∈ C, L — самоспряжений в G, G ∈ A2ψ,%, диференцiальний вираз iз
дiйснозначними коефiцiєнтами

L := −
p∑

i,j=1

∂xi
(
pij(x)∂xj

)
+ q(x), (15)

в якому pij(x) ∈ C2ψ−1,%(G), pij(x) > 0, x ∈ G, i, j ∈ {1, . . . , p}, q(x) ∈

C2ψ−2,%(G), 0 < % < 1, q(x) ≥ 0, x ∈ G; Vj (∂t, L) =
Nj∑
r=0

ajr(L)∂rt , a
j
r(L) =

M∑
i=0

ajr,iL
i, 0 ≤ Nj ≤ n− 1, M ∈ N, ajr,i ∈ C, ajNj ,M

6= 0, j ∈ {1, . . . , n}.

Тут та в усiх наступних пiдроздiлах {λk, k ∈ N}, — послiдовнiсть власних
значень задачi LX = λX, X

∣∣
∂G

= 0, (що є додатними) яким вiдповiдає
система власних функцiй X3 := {Xk(x), k ∈ N}; w4(α, β) := w4(α, β, λk) =
λαk exp (βλbk).

Нехай для кожного k ∈ N рiвняння W (µ, λk) = 0 має попарно рiзнi ко-
ренi µ1(k), . . . , µn(k), якi задовольняють нерiвнiсть Reµq(k) ≤ −δ5λ

b
k, q ∈

{1, . . . , n}, δ5 > 0. Систему функцiй {uk,1(t), . . . , uk,n(t), k ∈ N} побудує-
мо, використовуючи технiку подiлених рiзниць, як це було зроблено у пiд-
роздiлi 3.2.1. Позначимо: ∆3(k,~t ) := det ‖Vj (µq(k), λk)uk,q(tj)‖j,q∈{1,...,n}, де
~t = (t1, . . . , tn); N0 = (N1 + . . .+Nn)b+ nM ; δ6 = sup

k∈N
max

q∈{1,...,n}
{|Reµq(k)|/λbk}.
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Встановлено (теорема 3.14), що для єдиностi розв’язку задачi (12) — (14)

в класi Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
необхiдно й досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ N ∆3(k,~t ) 6= 0. (16)

Теорема 3.15. Нехай виконується умова (16) та iснують сталi ω, ν ∈ R
такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N виконується
нерiвнiсть

|∆3(k,~t )| > λ−ωk exp(−νλbk). (17)

Якщо f ∈C
(

[0, T ];EX3

w4(α1,β1)

)
, ϕj ∈EX3

w4(α2,β2), j ∈ {1, . . . , n}, де α1 = α + ω +

N0 + nb, α2 = α + ω + nb + N0 −M − bmax
j=1,n
{Nj}, β1 = β + ν + (T − nt1)δ5,

β2 = β+ ν− (n− 1)δ5t1, то iснує єдиний розв’язок задачi (12) — (14) з про-
стору Cn

(
[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
. Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй

f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}.
Доведено (теорема 3.16), що для довiльних фiксованих коефiцiєнтiв рiвня-

ння (12) та умов (13) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв
~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть (17) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)
натуральних k при ω > n(n − 1)(p + 2b)/4 − (N1 + . . . + Nn) − n(M − 1) i
ν = nδ6T .

У пiдроздiлi 3.4 в областi Qp
T для рiвняння з факторизованим параболi-

чним оператором

n∏
q=1

(∂t + aq(t)L)u(t, x)=f(t, x), (t, x) ∈ Qp
T , (18)

розглянуто задачу з багатоточковими умовами за часовою змiнною у випадку
кратних вузлiв iнтерполяцiї

Vj,qj [u] := ∂
qj−1
t u(t, x)

∣∣∣
t=tj

= ϕj,qj(x), qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, (19)

2 ≤ l ≤ n, r1 + · · ·+ rl = n, 0 ≤ t1 < . . . < tl ≤ T,

та умовами (14), де aq(t) ∈ Cn−q([0, T ]), aq(t) > 0, aq(t) 6= aj(t), q 6= j, t ∈
[0, T ], q, j ∈ {1, . . . , n}; оператори (∂t + aq(t)L), q ∈ {1, . . . , n}, у рiвняннi (18)
дiють на функцiю u у порядку зростання iндекса q; L — самоспряжений в
G, G ∈ A2n,%, диференцiальний вираз, заданий формулою (15), в якiй pij(x) ∈
C2n−1,%(G), pij(x) > 0, x ∈ G, i, j ∈ {1, . . . , p}, q(x) ∈ C2n−2,%(G), 0 < % < 1,
q(x) ≥ 0.

Запровадимо такi позначення: I0(t) = 0, t ∈ [0, T ], Iq(t) = −
t∫

0

aq(τ)dτ ,

q ∈ {1, . . . , n}, Θj,k(t) = exp((Ij(t)−Ij−1(t))λk), j ∈ {1, . . . , n}; uk,1(t) = Θ1,k(t),
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uk,2(t) = Θ1,k(t)
t∫

0

Θ2,k(ξ1)dξ1, uk,3(t) = Θ1,k(t)
t∫

0

(
Θ2,k(ξ1)

ξ1∫
0

Θ3,k(ξ2)dξ2

)
dξ1,

. . . , uk,n(t) = Θ1,k(t)
t∫

0

Θ2,k(ξ1) × . . .

(
ξn−2∫
0

Θn,k(ξn−1)dξn−1

)
. . . dξ1; w5(α, β) :=

w5(α, β;λk) = λαk exp(βλk), де α, β ∈ R, {λk, k ∈ N}, — послiдовнiсть iз пiд-

роздiлу 3.2.3; A1 = max
1≤j≤n−1

{
max
t∈[0,T ]

∫ t
0 (aj(τ)− aj+1(τ))dτ

}
, A2 = max

t∈[0,T ]

∫ t
0 an(τ)dτ ;

∆4(k,~t ) :=det
∥∥u(qj−1)

k,r (tj)
∥∥r∈{1,...,n}
qj∈{1,...,rj},j∈{1,...,l}

, ~t = (t1, . . . , tl).

Теорема 3.18. Нехай iснують сталi ω, ν ∈ R такi, що для всiх (крiм
скiнченної кiлькостi) натуральних k виконується нерiвнiсть

|∆4(k,~t )| > λ−ωk exp(−νλk). (20)

Якщо f ∈C
(

[0, T ];EX3

w5(α1,β1)

)
, ϕj,qj ∈E

X3

w5(α1,β2), qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l},
де α1 = α + ω + n +

∑l
j=1C

2
rj
, β1 = β + ν + n(n − 1)A1/2, β2 = β1 +

(n − 1)A1 + A2, то iснує єдиний розв’язок задачi (14), (18), (19) iз про-
стору Cn

(
[0, T ];EX3

w5(α,β)

)
. Цей розв’язок неперервно залежить вiд функцiй

f та ϕj,qj , qj ∈ {1,. . . , rj}, j ∈ {1,. . . , l}.
У випадку, коли в рiвняннi (14) aq(t) = a(t) + γq, q ∈ {1, . . . , n}, де

a(t) > 0, t ∈ [0, T ], 0 < ρ1 ≤ γ1 < . . . < γn ≤ ρ2, встановлено (теорема
3.19), що оцiнка (20) виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в
Rn) векторiв (γ1, . . . , γn) ∈ [ρ1, ρ2]

n для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) на-

туральних k при ω > n(n − 1)(p + 2)/4 −
l∑

j=1

C2
rj
−

l∑
m=2

rm(r1 + . . . + rm−1),

ν =
l∑

j=1

rj

(
ρ2tj +

∫ tj
0 a(τ)dτ

)
.

У четвертому роздiлi результати роздiлу 3 частково поширено на випадок
параболiчних за Петровським систем рiвнянь зi змiнними за просторовими
координатами коефiцiєнтами.

У пiдроздiлi 4.1 в областi Qp
T для параболiчної за Петровським системи

рiвнянь

W (∂t, L) ~u :=∂2
t ~u+

(
a1

11(L) a1
12(L)

a1
21(L) a1

22(L)

)
∂t~u+

(
a0

11(L) a0
12(L)

a0
21(L) a0

22(L)

)
~u=~0, (21)

розглянуто задачу з умовами

~u(t1, x) = ~ϕ1(x), ~u(t2, x) = ~ϕ2(x), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T, (22)

Lm~u(t, x)
∣∣
Σ

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , 2b− 1}, (23)
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де armj(L) :=
(2−r)b∑
q=0

ar,qmjL
q, ar,qmj ∈ C, m, j ∈ {1, 2}, r ∈ {0, 1}, ~u(t, x) = col(u1(t, x),

u2(t, x)), ~ϕq(x) = col(ϕ1
q(x), ϕ2

q(x)), q ∈ {1, 2}, L — диференцiальний вираз,
визначений формулою (15). Будемо вважати, що для системи (21) вико-
нуються умови: A1) рiвняння det ‖W (µ, λk)‖ = 0 має попарно рiзнi коренi
µ1(k), . . . , µ4(k), якi задовольняють нерiвнiсть Reµq(k) ≤ −δ7λ

b
k, q ∈{1, . . . , 4},

δ7 > 0; A2) для кожного q ∈ {1, . . . , 4} вектори ~hq,k = col
(
h1
q,k, h

2
q,k

)
, де

h1
q,k := µ2

q(k)+
b∑

r=0
a1,r

22 λ
r
kµq(k)+

2b∑
r=0

a0,r
22 λ

r
k, h

2
q,k(k) := −

b∑
r=0

a1,r
21 λ

r
kµq(k)−

2b∑
r=0

a0,r
12 λ

r
k,

є ненульовими.
Теорема 4.1. Нехай виконуються умови A1), A2). Для єдиностi розв’яз-

ку задачi (21) — (23) у шкалi просторiв C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
, де α, β ∈ R,

необхiдно i досить, щоб справджувалась умова

∀k ∈ N ∆5(k,~t ) 6= 0, (24)

де ∆5(k,~t ) := det
∥∥∥~hq,k exp(µq(k)tj)

∥∥∥q∈{1,...,4}
j∈{1,2}

.

Наведено приклади задач вигляду (21) — (23), коли умова (24) виконує-
ться або порушується.

Теорема 4.2. Нехай виконується умова (24) i нехай для системи (21)
справджуються умови A1) i A2), та iснують сталi ω, ν ∈ R такi, що для
всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ N виконується нерiвнiсть

|∆5(k,~t )| > λ−ωk exp(−νλbk). (25)

Якщо ~ϕ1, ~ϕ2 ∈ E
X3,2
w4(α0,β0), де α0 = α + ω + 10b, β0 = β + ν − δ7(2t1 + t2), то

iснує єдиний розв’язок задачi (21) — (23) з простору C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
.

Цей розв’язок неперервно залежить вiд вектор-функцiй ~ϕ1, ~ϕ2.

Якщо виконуються умови теореми 4.2, то для кожного фiксованого t∗ ∈
[0, T ] вектор-функцiя ~u(t∗, x) за змiнною x належить до простору E

X3,2
w4(α,β+δ7t∗)

.
Оцiнка (25) метричного характеру встановлена для задачi (21) — (23) у

випадку систем (21), для яких виконуються певнi оцiнки знизу на функцiї
H2(k) та S2(k), де H2(k) := det‖ ~H1(k),. . ., ~H4(k)‖, ~Hq(k) = col(~hq,k, µq(k)~hq,k),
S2(k) :=

∏
(i1,i2)6=(j1,j2)

(µi1(k) + µi2(k)− µj1(k)− µj2(k))2, 1 ≤ i1 < i2 ≤ 4,

1 ≤ j1 < j2 ≤ 4.
Теорема 4.3. Нехай iснують такi сталi γ1, γ2 ∈ R, що для всiх (крiм

скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N виконуються нерiвностi

|H2(k)| > λ−γ1k , |S2(k)| > λ−γ2k . (26)

Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t2 ∈ (t1;T ] (при до-
вiльно фiксованому t1 ∈ [0, T )) нерiвнiсть (25) виконується для всiх (крiм
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скiнченної кiлькостi) натуральних k, якщо ω > 5p/2 + γ1 + γ2/2 + 17b та
ν = 2δ8(T + t1), де δ8 = sup

k∈N
max

q∈{1,...,4}
{|Reµq(k)|/λbk}.

Нехай ~Y1 = col(Y1, . . . , Yθ) := col(ar,qrmj : m, j ∈ {1, 2}, r ∈ {0, 1}, qr ∈
{0, 1, . . . , (2− r)b}) — вектор, складений iз усiх коефiцiєнтiв системи (21).

Встановлено (теореми 4.4, 4.5), що для майже всiх (стосовно мiри Лебега
в C12b+8) векторiв ~Y1 нерiвностi (26) виконуються для всiх (крiм скiнченної
кiлькостi) чисел k ∈ N при γ1 > 15p/2, γ2 > 3p.

У пiдроздiлi 4.2 в областi Qp
T розглянуто задачу: знайти вектор-функцiю

~u(t, x), яка є розв’язком системи рiвнянь

W (∂t, L) ~u := ∂nt ~u(t, x) +
n−1∑
r=0

Ar(L)∂rt ~u(t, x) = ~0, (27)

i справджує умови

Vq(∂t, L)[~u] :=

Nq∑
r=0

Bq
r(L)∂rt ~u(t, x)

∣∣∣∣
t=tq

= ~ϕq(x), 0 ≤Nq ≤n−1, q ∈ {1,. . ., n}, (28)

Lr~u(t, x)
∣∣
Σ

= ~0, r ∈ {0, 1, . . . , (max{nb,M} − 1)}, (29)

де Ar(L) = ‖ari,j(L)‖mi,j=1, r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, ari,j(L) =
(n−r)b∑
q=0

ar,qi,jL
q, ar,qi,j ∈

C, i, j ∈ {1, . . . ,m}, ~u(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x)); Bq
r(L) = ‖br,qi,j (L)‖mi,j=1,

br,qi,j (L) =
M∑
s=0

br,q,si,j Ls, br,q,si,j ∈ C, M ∈ N, ~ϕq(x) = col(ϕ1
q(x), . . . , ϕmq (x)), q ∈

{1, . . . , n}; L — той самий диференцiальний вираз, що i в задачi (12) — (14).
Будемо вважати, що для системи (27) виконуються умови: A3) рiвнян-

ня det ‖W (µ, λk)‖ = 0 має попарно рiзнi коренi µ1(k), . . . , µmn(k), якi задо-
вольняють нерiвнiсть Reµq(k) ≤ −δ9λ

b
k, q ∈ {1, . . . ,mn}, δ9 > 0; A4) для

кожного q ∈ {1, . . . ,mn} вектори ~hq,k = col
(
h1
q,k, . . . , h

m
q,k

)
, є ненульовими,

де вектор ~hq,k — це перший стовпець матрицi W ∗(µq(k), λk), приєднаної до
матрицi W (µq(k), λk), q ∈ {1, . . . ,mn}.

Позначимо:

∆6(k,~t ) := det ‖Vq(µ`(k), λk)~h`,k exp(µ`(k)tq)‖`∈{1,...,mn}q∈{1,...,n} ,

N = bn(m − 1)(mn − 1) + bm(N1 + . . . + Nn) − b min
q∈{1,...,n}

{Nq} + M(mn − 1),

β1 = mδ9(t1 + . . .+ tn)− δ9tn.
Теорема 4.7. Нехай для системи (27) справджуються умови A3) i A4),

∆6(k) 6= 0, ∀k ∈ N, та iснують сталi ω, ν ∈ R такi, що для всiх (крiм
скiнченної кiлькостi) k ∈ N виконується нерiвнiсть

|∆6(k,~t )| > λ−ωk exp(−νλbk). (30)
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Якщо ~ϕq ∈ E
X3,m
w4(α0,β0), q ∈ {1, . . . , n}, де α0 = α+ω+bnm+N , β0 = β+ν−β1, то

iснує єдиний розв’язок задачi (27) — (29) з простору Cn
(

[0, T ];E
X3,m
w4(α0,β0)

)
.

Цей розв’язок неперервно залежить вiд вектор-функцiй ~ϕq, q ∈ {1, . . . , n}.

Позначимо: ~Y2 := col(aq,rqi,j , i, j ∈ {1, . . . ,m}, q ∈ {0, . . . , n−1}, rq ∈ {0, 1, . . . ,
(n− q)b}) — вектор розмiру θ = m2n((n+ 1)b+ 2)/2, складений з усiх коефi-

цiєнтiв системи (27); ~Z := col
(
b
Nq,q,M
i,i : q ∈ {1, . . . , n}, i ∈ {1, . . . ,m}

)
;

Hm(k) := det ‖ ~H1(k), . . . , ~Hmn(k)‖, ~Hl(k) = col(~hl,k, µl(k)~hl,k . . . , µ
n−1
l (k)~hl,k),

Sm(k) :=
∏

(j1,...,jm)6=(i1,...,im)

(µj1(k) + . . .+ µjm(k)− µi1(k)− . . .− µim(k))2 ,

де 1 ≤ j1<. . .<jm ≤mn, 1 ≤ i1<. . .<im ≤mn; δ10 =sup
k∈N

max
q=1,mn

{|Reµq(k)|/λbk}.

Встановлено (теореми 4.8, 4.9), що для майже всiх (стосовно мiри Лебега
в Cθ) векторiв ~Y2 нерiвностi

|Hm(k)| > λ−γ1k , |Sm(k)| > λ−γ2k (31)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N при
γ1 > m2np(2mn− n− 1)/8, γ2 > mpCm

mn(C
m
mn − 1)/4.

Теорема 4.10. Нехай для системи (27) справджуються умови (31). То-
дi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cmn) векторiв ~Z i для майже
всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0;T ]n нерiвнiсть (30) вико-
нується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k при ω > ω1,
ν = mnδ10T, де ω1 = ω1(m,n, b, p, γ1, γ2,M,N1, . . . , Nn).

Вибiр коефiцiєнтiв при найстарших похiдних в умовах (28) в якостi па-
раметрiв метричної теореми 4.10 зумовлений кращою (порiвняно з вибором
iнших параметрiв) оцiнкою в теоремi 4.10.

Iз теорем 4.7 — 4.10 випливає твердження про коректну розв’язнiсть зада-
чi (27) — (29) для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз
коефiцiєнтiв системи (27), коефiцiєнтiв багатоточкових умов (28) та значень
вузлiв iнтерполяцiї t1, . . . , tn (наслiдок 4.2).

ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню в обмежених цилiндричних
областях задач iз локальними багатоточковими умовами за часовою змiнною
та певними умовами (перiодичностi, типу Дiрiхле) за просторовими змiнни-
ми для лiнiйних параболiчних рiвнянь та систем рiвнянь зi змiнними коефi-
цiєнтами. Такi задачi, в загальному випадку, є умовно коректними, а їхня
розв’язнiсть пов’язана з проблемою малих знаменникiв.
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Одержано такi новi результати:
1) встановлено умови коректностi двоточкової задачi для параболiчних за

Петровським рiвнянь другого порядку за часовою змiнною з операторами
Штурма-Лiувiлля за просторовими координатами; доведено, що такi умови
виконуються для довiльних фiксованих вузлiв iнтерполяцiї i для майже всiх
(стосовно мiри Гаусдорфа) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвнянь;

2) для параболiчних за Петровським рiвнянь вищих порядкiв з оператора-
ми Штурма-Лiувiлля за просторовими координатами та для 2~b-параболiчних
рiвнянь з оператором Бесселя за однiєю з просторових змiнних встановлено
однозначну розв’язнiсть багатоточкової задачi з простими вузлами для май-
же всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз вузлiв iнтерполяцiї;

3) знайдено умови коректної розв’язностi багатоточкових задач для па-
раболiчних за Петровським рiвнянь коефiцiєнти яких залежать вiд просто-
рових змiнних, а також для параболiчних рiвнянь iз факторизованим опе-
ратором iз коефiцiєнтами, залежними як вiд часової, так i вiд просторових
змiнних; доведено метричнi теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв,
якi виниклають при побудовi розв’язкiв;

4) встановлено умови коректної розв’язностi двоточкової задачi для па-
раболiчних за Петровським систем другого порядку за часовою змiнною та
багатоточкової задачi для систем вищих порядкiв за часовою змiнною i дове-
дено, що такi умови виконуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега) ве-
кторiв, складених iз коефiцiєнтiв систем, коефiцiєнтiв багатоточкових умов
та значень вузлiв iнтерполяцiї;

5) для всiх розглянутих задач побудовано зображення розв’язкiв у виглядi
рядiв Фур’є за системами вiдповiдних функцiй.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер. Їх можна застосува-
ти у подальших дослiдженнях задач з багатоточковими умовами за часом
для лiнiйних i нелiнiйних параболiчних рiвнянь та систем рiвнянь, а також
при дослiдженнi конкретних задач практики, якi моделюються розглянутими
задачами.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.02— диференцiальнi рiвняння. —Львiвський на-
цiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2017.

У дисертацiйнiй роботi розглянуто задачi з багатоточковими умовами за
часовою змiнною та певними умовами (перiодичностi, типу Дiрiхле) за про-
сторовими змiнними для лiнiйних параболiчних рiвнянь та систем рiвнянь
зi змiнними коефiцiєнтами. Встановлено умови коректностi та побудовано
явнi формули для розв’язкiв цих задач. Доведено новi метричнi теореми про
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оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникли при дослiдженнi розгляну-
тих у дисертацiї задач. Видiлено частковi випадки задач, в яких вiдсутня
проблема малих знаменникiв.
Ключовi слова: параболiчнi рiвняння, багатоточковi умови, подiленi рi-

зницi, функцiя Ґрiна, малi знаменники, мiра Лебега, мiра Гаусдорфа.

АННОТАЦИЯ

Тымкив И. Р. Многоточечные задачи для линейных параболических
уравнений с переменными коэффициентами.—На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математиче-
ских наук по специальности 01.01.02 — дифференциальные уравнения. —
Львовский национальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2017.

В диссертационной работе рассмотрены задачи с многоточечными услови-
ями по временной переменной и определенными условиями (периодичности,
типа Дирихле) по пространственным переменным для линейных параболиче-
ских уравнений и систем уравнений с переменными коэффициентами. Уста-
новлены условия корректности и построены явные формулы для решений
этих задач. Доказано новые метрические теоремы об оценках снизу малых
знаменателей, которые возникли при исследовании рассмотренных в диссер-
тации задач. Выделены частные случаи задач, в которых отсутствует про-
блема малых знаменателей.
Ключевые слова: параболические уравнения, многоточечные условия, ра-

зделенные разности, функция Грина, малые знаменатели, мера Лебега, мера
Хаусдорфа.

ABSTRACT

Tymkiv I. R. Multipoint problems for linear parabolic equations with
variable coefficients. — On the rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-
ences degree on the speciality 01.01.02—Differential equations. — Ivan Franko
National University of Lviv, Lviv, 2017.

The thesis deals with the research of the problems in bounded cylindrical
domains with local multipoint conditions on time variable and certain conditions
in the other variables (conditions of periodicity, conditions of Dirichlet type) for
linear parabolic equations and systems of equations with variable coefficients.
In general case these problems are conditionally correct and their solvability is
related to the problem of small denominators.

The following new results have been obtained:
— the correctness conditions of two-point problem for Petrovskii parabolic

equations of second order on time with Sturm-Liouville operators on spatial
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coordinates are established; it is proved that these conditions are fulfilled for
an arbitrary fixed interpolation nodes and almost for all (with respect to the
Hausdorff measure) vectors composed of equation coefficients;

— the unique solvability of multipoint problem with simple nodes for Petro-
vskii parabolic equations of a high order with Sturm-Liouville operators on
spatial coordinates and for 2~b-parabolic equations with Bessel operator on one
of the spatial variables is established for almost all (with respect to Lebesgue
measure) vectors, which consist of interpolation nodes;

— the conditions of correct solvability of multipoint problems for Petrovskii
parabolic equations with variables on spatial coordinates of coefficients, and also
for factorized parabolic operator with coefficients depended on time and spatial
variables are established; metric theorems about lower-bound estimate of small
denominators to these problems are proved;

— the conditions of correct solvability of two-point problem for Petrovskii
parabolic systems of second order on time and problems with multipoint conditi-
ons for the systems of high order are established; it is proved that this conditions
are performed for almost all (with respect to the Lebesgue measure) vectors
composed of coefficients of systems, coefficients of multipoint conditions and
values of interpolation nodes;

— explicit formulas for solutions in form of Fourier series based on systems
of orthogonal functions of considered problems are constructed.

The thesis results are of theoretical importance. They can be applied in
further researches of problems with multipoint conditions on time for linear and
nonlinear parabolic equations and systems of equations, and also in the study of
specific problems of practice which are modelled by considered problems.
Key words: parabolic equations, multipoint conditions, divided differences,

Green’s function, small denominators, Lebesgue measure, Hausdorff measure.


