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Перелiк умовних позначень

N, Z, R, C — множини натуральних, цiлих, дiйсних i комплексних

чисел вiдповiдно;

R+ — множина невiд’ємних дiйсних чисел;

Ω = {|an| : n ∈ N}, (an) – послiдовнiсть нулiв цiлої функцiї f, розта-

шованих в порядку неспадання їх модулiв;

C, C1, C2, . . . — деякi додатнi сталi;

a+ :=

{
a, a ≥ 0,
0, a < 0;

n(r) = n(r, 0, f) =
∑
|aj |≤r

1 — лiчильна функцiя нулiв aj цiлої функцiї

f , f(0) 6= 0 ;

N(r) = N(r, 0, f) =
r∫

0

n(t)

t
dt — усереднена лiчильна функцiя нулiв f,

f(0) 6= 0 ;

n(r, α, β; f) = n(r, α, β) — кiлькiсть нулiв цiлої функцiї f, якi лежать

в секторi {z: |z|≤r, α≤arg z<β}, 0 ≤ α < β < 2π ;

nk(r) =
∑
|aj |≤r

e−ikαj , k ∈ Z, де aj = |aj|eiαj – нулi цiлої функцiї f,

f(0) 6= 0 ;

Nk(r) =
r∫

0

nk(t)

t
dt , k ∈ Z ;

F (z) = zf ′(z)/f(z) — логарифмiчна похiдна функцiї f ;
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ck(r,Φ) =
1

2π

2π∫
0

Φ(reiϕ)e−ikϕdϕ , k ∈ Z, r > 0 — коефiцiєнти Фур’є

Φ(reiϕ) як функцiї вiд ϕ ;

ρ(r) — уточнений порядок;

λ(r) — нульовий уточнений порядок;

H+(ρ(r)) — клас цiлих функцiй f додатного порядку ρ, ρ(r) — уто-

чнений порядок f ;

H∗+(ρ(r)) — клас цiлих функцiй ц. р. зр. вiдносно V (r) = rρ(r) ;

υ — функцiя зростання, тобто υ ≥ 0, зростаюча до +∞, неперервна

на R+;

L — клас неперервно-диференцiйовних функцiй зростання υ , для

яких
rυ′(r)

υ(r)
→ 0, r → +∞ ;

H0(υ) — клас цiлих функцiй f нульового порядку, для яких

0 < lim
r→+∞

n(r)

υ(r)
< +∞ ;

H∗0(υ) — клас цiлих функцiй с. р. зр.;

Cα
0 — сiм’я множин E ⊂ C, якi можна покрити послiдовнiстю кругiв

{z : |z − zj| < rj}, j = 1, 2, . . . таких, що
∑
|zj |≤r

rαj = o(rα), r → +∞,

0 < α ≤ 2 ; C1
0 = C0 ;

Eδ — сiм’я вимiрних множин G⊂R+ таких, що lim
r→+∞

mes(G ∩ [0, r])

r
≤

δ, 0 ≤ δ < 1 ; E0 = E0;

lim∗
z→∞

означає прямування до границi при z → ∞, z не належать

деякiй C0 -множинi;
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lim∗
r→+∞

означає прямування до границi при r → +∞, r не належать

деякiй E0 -множинi;

∆(α, β) : = lim
r→+∞

n(r, α, β)/υ(r), υ(r) ∈ L ;

||g||p =

{
1

2π

2π∫
0

|g(θ)|pdθ
} 1

p

— норма функцiї g в просторi Lp[0, 2π] ;

Γm =
m⋃
j=1

lθj – скiнченна система променiв lθj ={z : arg z=θj}, −π ≤

θ1 < . . . < θm < π ;

H0(υ,Γm) — клас цiлих функцiй f нульового порядку з нулями на

скiнченнiй системi променiв Γm , H0(υ,Γm) ⊂ H0(υ) ;

n(r, θj; f) = n(r, θj) – кiлькiсть нулiв цiлої функцiї f, якi лежать на

променi lθj , модулi яких не перевищують r .

Крiм наведених вище, у вiдповiдних роздiлах вводимо деякi додатковi

позначення.



Вступ

Актуальнiсть теми. Цiлi функцiї мають застосування у багатьох роз-

дiлах математики, а тому їхнє вивчення вiдiграє важливу роль у розви-

тку цих галузей. Зокрема, важливим питанням є дослiдження зв’язку мiж

зростанням рiзних величин, якi характеризують асимптотичне поводження

цiлої (мероморфної) функцiї. Ж. Валiрон одним з перших дослiдив зв’язок

мiж регулярним зростанням функцiї та розподiлом її нулiв у випадку цiлої

функцiї додатного порядку з нулями, розташованими на одному променi.

Також серед перших науковцiв, якi займалися цим питанням, слiд згада-

ти таких вiдомих математикiв як Е. Борель, К. Вейєрштрасс, Ж. Адамар,

Е. Лiндельоф, Е. Тiтчмарш та iншi.

Їхнi результати стали поштовхом для створення в 30-их роках минуло-

го столiття Б. Я. Левiним та А. Пфлюгером незалежно один вiд одного

теорiї цiлих функцiй цiлком регулярного зростання (ц. р. зр.). Клас цiлих

функцiй ц. р. зр. охоплює практично всi вiдомi цiлi функцiї, зокрема: цi-

лi тригонометричнi функцiї; експоненцiйнi многочлени; функцiї Бесселя та

Мiттаг-Леффлера; перетворення Фур’є скiнченних функцiй; функцiї експо-

ненцiального типу з класу Lp ; цiлi розв’язки лiнiйного диференцiального

рiвняння будь-якого порядку з полiномiальними коефiцiєнтами; тощо. Тому

було важливим встановлення рiзних критерiїв належностi цiлих функцiй

до цього класу. Критерiй ц. р. зр. цiлої функцiї в залежностi вiд розподiлу

її нулiв за аргументами вказали Б. Я. Левiн та А. Пфлюгер; в термiнах
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коефiцiєнтiв Фур’є логарифма модуля цiлої функцiї — В. С. Азарiн; в зале-

жностi вiд поводження p-норми логарифма модуля цiлої функцiї — А. А.

Кондратюк.

Новий пiдхiд до теорiї цiлих функцiй ц. р. зр. дала створена В. С. Азарi-

ним теорiя граничних множин. Теорiя цiлих функцiй ц. р. зр. скiнченного

ненульового порядку була поширена на аналiтичнi в пiвплощинi (А. П.

Грiшин, М. В. Говоров), мероморфнi в площинi (А. А. Кондратюк, Ю. П.

Лапенко), субгармонiйнi та δ -субгармонiйнi в просторi Rm функцiї (К. Г.

Малютiн, Н. Садик, Я. В. Василькiв).

Знаходженням умов, за яких для цiлих функцiй правильнi дещо тоншi

асимптотичнi оцiнки в порiвняннi з цiлими функцiями ц. р. зр., займа-

лися П. З. Агранович, В. М. Логвиненко, Ю. I. Мельник, Ю. I Любар-

ський, М. А. Субханкулов, М. М. Тян, Р. С. Юлмухаметов, Б. М. Хабiбулiн,

Б. В. Винницький, Р. В. Хаць та iншi. В цьому напрямку також важли-

вi результати отримали Я. В. Василькiв, А. А. Гольдберг, А. П. Грiшин,

М. В. Заболоцький, О. Е. Єременко, А. А. Кондратюк, Й. В. Островський,

Л. I. Ронкiн, М. Л. Содiн, С. Ю. Фаворов та iншi.

Зв’язок мiж ц. р. зр. цiлих функцiй та асимптотичним поводженням

характеристик їх логарифмiчних похiдних дослiдили А. А. Гольдберг i

М. Е. Коренков (асимптотика логарифмiчної похiдної зовнi виняткових

множин); А. А. Гольдберг, М. Л. Содiн та М. М. Строчик (асимптотика

коефiцiєнтiв Фур’є логарифмiчної похiдної). Для мероморфних функцiй

аналогiчнi питання дослiджували Я. В. Василькiв, А. А. Кондратюк (зро-

стання логарифмiчної похiдної, її коефiцiєнти Фур’є та поводження лога-

рифмiчної похiдної в Lp[0, 2π] -метрицi).

Виявляється, якщо для цiлих функцiй нульового порядку аналогiчно

ввести поняття ц. р. зр., то отримана теорiя буде тривiальною. В 90-их
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роках минулого столiття М. В. Заболоцький ввiв поняття сильного регу-

лярного зростання (с. р. зр.) для цiлих функцiй нульового порядку, яке

володiє властивостями, подiбними до тих, якими володiє поняття ц. р. зр.

цiлих функцiй додатного порядку. Пiзнiше М. В. Заболоцький та О. В.

Костюк отримали зв’язки мiж с. р. зр., розподiлом нулiв цiлої функцiї f

за аргументами, асимптотичною поведiнкою коефiцiєнтiв Фур’є ln f, ре-

гулярним зростанням в Lp[0, 2π] -метрицi ln |f | та arg f. Питання зв’язку

цих характеристик цiлої функцiї нульового порядку з поводженням її ло-

гарифмiчної похiдної залишались не дослiдженими.

Асимптотика та оцiнки логарифмiчної похiдної цiлих функцiй зовнi ви-

няткових множин вiдiграють важливу роль в рiзних галузях математики.

Так, добре вiдомою є роль леми про логарифмiчну похiдну в доведеннi дру-

гої основної теореми теорiї розподiлу значень мероморфних функцiй; ва-

жливими в неванлiннiвськiй теорiї та її застосуваннях до диференцiальних,

функцiональних та рiзницевих рiвнянь є оцiнка модуля логарифмiчної по-

хiдної. Використовували у своїх дослiдженнях оцiнку логарифмiчної похi-

дної зовнi виняткових множин при дослiдженнi функцiй Мiттаг-Леффлера

(А. А. Гольдберг), функцiй обмеженого iндексу та l-iндексу (М. М. Шере-

мета та його учнi), субгармонiйних функцiй (М. Л. Содiн, I. Е. Чижиков,

Л. I. Коляса) та iнш. Логарифмiчну похiдну полiномiв, зокрема винятковi

множини, на яких вона необмежена, вивчали А. Макiнтайр, В. Фукс, В. Я.

Ейдерман, Дж. М. Андерсон та iнш.

Тому дослiдження поводження логарифмiчної похiдної цiлих функцiй

повiльного зростання та її характеристик є актуальною задачею.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Дисертацiйна робота виконана в рамках держбюджетних науково-

дослiдних тем кафедр математичного моделювання i математичного та
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функцiонального аналiзу Львiвського нацiонального унiверситету iменi

Iвана Франка "Новi методи комплексного та функцiонального аналiзу в

теорiї мероморфних i субгармонiйних функцiй, теорiї операторiв та нелi-

нiйних динамiчних систем"(МА-107 Ф, номер держреєстрацiї 0112U001272,

2012-2014 рр.), "Iнварiантнi функцiональнi пiдпростори в нелiнiйних одно-

рiдних просторах та оберненi задачi теорiї операторiв"(МА-06 Ф, номер

держреєстрацiї 0115U003250, 2015-2017 рр.).

Мета i задачi дослiдження. Мета дисертацiйної роботи полягає у

встановленнi та дослiдженнi зв’язку мiж величинами, якi характеризують

асимптотичне поводження логарифмiчної похiдної цiлої функцiї нульового

порядку, та розподiлом її нулiв.

Об’єктом дослiдження є цiлi функцiї нульового порядку та їх логари-

фмiчна похiдна.

Предметом дослiдження є взаємозв’язки мiж поводженням основних

характеристик логарифмiчної похiдної цiлої функцiї нульового порядку та

розподiлом її нулiв.

У дисертацiйнiй роботi поставлено такi завдання:

- дослiдити взаємозв’язок мiж кутовою υ -щiльнiстю нулiв цiлої функцiї

нульового порядку та асимптотикою її логарифмiчної похiдної F =

zf ′/f ;

- одержати зв’язки мiж регулярним зростанням логарифмiчної похiдної

цiлої функцiї повiльного зростання, коефiцiєнтами Фур’є F та зроста-

нням F в Lp[0, 2π] -метрицi;

- видiлити пiдкласи цiлих функцiй нульового порядку, для яких пово-

дження характеристик логарифмiчної похiдної F рiвносильне iсну-

ванню кутової υ -щiльностi її нулiв.
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Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач в дисер-

тацiйнiй роботi використовуються методи теорiї цiлих функцiй та функцiй

комплексної змiнної, зокрема метод рядiв Фур’є, методи математичного i

функцiонального аналiзу, а також деякi прийоми та результати робiт А. А.

Гольдберга, М. Е. Коренкова, Я. В. Василькiва та М. В. Заболоцького.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi одержанi науковi

результати дисертацiї є новими. У роботi вперше отримано:

- необхiднi умови iснування кутової υ -щiльностi нулiв цiлої функцiї ну-

льового порядку в термiнах поводження її логарифмiчної похiдної та

показано, що цi умови не є достатнiми;

- зв’язки мiж регулярними поводженнями логарифмiчної похiдної F , ї ї

коефiцiєнтiв Фур’є та p -норми F в просторi Lp[0, 2π], 1 ≤ p < +∞,

цiлої функцiї повiльного зростання;

- критерiї iснування кутової υ -щiльностi нулiв в деякому пiдкласi цiлих

функцiй f нульового порядку в термiнах асимптотичного поводжен-

ня їх логарифмiчної похiдної F ; регулярного зростання коефiцiєнтiв

Фур’є F ; збiжностi F за p -нормою в просторi Lp[0, 2π] .

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi резуль-

тати дисертацiї мають теоретичний характер i є певним внеском в теорiю

аналiтичних функцiй. Вони можуть бути використанi у подальших дослi-

дженнях в теорiї цiлих функцiй та її застосуваннях, а також в iнших роз-

дiлах сучасної математики.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi наведенi у роботi ре-

зультати отриманi автором самостiйно. У спiльних з науковим керiвником

публiкацiях М. В. Заболоцькому належить постановка задач, деякi iдеї що-
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до їх розв’язання, загальне керiвництво роботою та аналiз отриманих ре-

зультатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Усi основнi результати дисер-

тацiї доповiдались та обговорювались на: мiжнароднiй конференцiї "Ком-

плексний аналiз i сумiжнi питання"(Львiв, 23-28 вересня 2013 р.); всеукра-

їнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та ма-

тематичного аналiзу"(Ворохта, 25 лютого - 1 березня 2015 р.); мiжнароднiй

математичнiй конференцiї iменi В. Я. Скоробогатька (Дрогобич, 25-28 сер-

пня 2015 р.); мiжнароднiй конференцiї "Комплексний аналiз i сумiжнi пи-

тання"(Львiв, 30 березня - 4 липня 2016 р.); XVIII мiжнароднiй конференцiї

з теорiї аналiтичних функцiй i сумiжних тем (Холм, Польща, 26-29 липня

2016 р.).

Про результати дисертацiйної роботи також доповiдалося на семiнарi з

теорiї функцiй (Вюрцбург, Нiмеччина, керiвники — проф. O. Roth, проф.

S. Ruscheweyh); Львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних

функцiй (керiвники — проф. А. А. Кондратюк , проф. О. Б. Скаскiв); се-

мiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (Дрогобич, керiвник — проф. Б. В.

Винницький); науковому семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у При-

карпатському нацiональному унiверситетi iменi Василя Стефаника (Iвано-

Франкiвськ, керiвник — проф. П. В. Фiлевич).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано

в 14 наукових працях, з яких 5 ([75-79]) — у фахових виданнях iз перелiку,

затвердженого Мiнiстерством освiти i науки України (1 ([77]) — без спiвав-

торiв, 2 ([75, 79]) — у наукових фахових виданнях, якi включено до мiж-

народної наукометричної бази даних "Scopus"), 5 ([80-84]) — у матерiалах

мiжнародних наукових конференцiй, 4 ([85-88]) — у матерiалах всеукраїн-

ських наукових конференцiй.
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Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з пере-

лiку умовних позначень, вступу, трьох роздiлiв, подiлених на пiдроздiли,

висновкiв i списку використаних джерел, який налiчує 88 найменувань. За-

гальний обсяг дисертацiї — 112 сторiнок, обсяг списку використаних джерел

— 12 сторiнок.



Роздiл 1

Огляд лiтератури за темою та основнi
результати дисертацiї

1.1 Основнi означення та термiнологiя

Дослiдження взаємозв’язку мiж зростанням цiлої функцiї f та розпо-

дiлом її нулiв є однiєю з головних задач теорiї аналiтичних функцiй. Нага-

даємо, що цiлою функцiєю називають функцiю f аналiтичну в усiй ком-

плекснiй площинi C .

Основними величинами, якi характеризують розподiл нулiв an = |an|eiαn

цiлої функцiї f, є їхня лiчильна функцiя

n(r) = n(r, 0, 2π) =
∑
|an|≤r

1;

усереднена (неванлiннова) лiчильна функцiя нулiв

N(r) = N(r, 0, f) =

∫ r

0

n(t)− n(0)

t
dt+ n(0) ln r;

лiчильна функцiя нулiв n(r, α, β) в секторi {z : |z| ≤ r, α < arg z ≤ β};

лiчильнi функцiї аргументiв нулiв f (f(0) 6= 0)

nk(r) =
∑
|an|≤r

e−ikαn

та їхнi усереднення

Nk(r) =

∫ r

0

nk(t)

t
dt, k ∈ Z.

14
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Зауважимо, що n(r) = n0(r), N(r) = N0(r) не залежать вiд аргументiв

нулiв функцiї f, на вiдмiну вiд функцiй n(r, α, β), nk(r), Nk(r), k 6= 0.

Зростання цiлої функцiї f описують поводженням максимума модуля

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| ≤ r},

її логарифма модуля ln |f(reiϕ)|, аргумента arg f(reiϕ), а, отже, i логари-

фма ln f(reiϕ), логарифмiчної похiдної F (z) = z
f ′(z)

f(z)
функцiї f та ко-

ефiцiєнтiв Фур’є ck(r, ln |f |), ck(r, arg f), ck(r, ln f), ck(r, F ) вiдповiдних

функцiй.

Тут пiд arg f розумiємо однозначну вiтку многозначної функцiї Arg f,

яку визначаємо наступним чином. Нехай f — цiла трансцендентна фун-

кцiя, тобто функцiя, яка не є полiномом. Не зменшуючи загальностi, вва-

жатимемо, що f(0) = 1. Тодi за теоремою Вейєрштрасса (див., наприклад,

[1, с. 26])

f(z) = eg(z)
∏
aj 6=0

E

(
z

aj
, pj − 1

)
,

де g(z)– цiла функцiя, (aj)– послiдовнiсть нулiв функцiї f, (pj)– послiдов-

нiсть натуральних чисел така, що ряд
∑
aj 6=0

(r/|aj|)pj є збiжним для кожного

r ∈ [0,+∞) i первинний множник Вейєрштрасса

E(u, p) =


1− u, p = 0,

(1− u) exp

(
p∑

k=1

uk

k

)
, p ≥ 1.

Для заданої таким чином функцiї f визначимо функцiю argE(u, p) в пло-

щинi u з розрiзом вздовж променя [1,+∞) так, щоб вона дорiвнювала −π

на верхнiй межi розрiзу, i продовжимо її на всю розрiзану площину за непе-

рервнiстю. Таким чином, визначена функцiя lnE(u, p), а отже, i логарифм

довiльної цiлої функцiї.
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Дане означення ln f еквiвалентне наступному

ln f(z) =

∫ z

0

f ′(w)

f(w)
dw, z ∈ G := C \

∞⋃
j=1

{z : |z| ≥ |aj|, arg z = arg aj},

якщо довизначити функцiю ln f на берегах розрiзiв областi G за непе-

рервнiстю. Тут iнтеграл береться вздовж довiльної кривої з областi G з

початком в точцi 0 i кiнцем в точцi z (зокрема, вздовж вiдрiзку [0, z] ).

Порядком цiлої функцiї f називається число

ρ = ρ[f ] = lim
r→+∞

ln+ ln+M(r, f)

ln r
.

У випадку 0 < ρ <∞ тип цiлої функцiї f визначається за формулою

σ = σ[f ] = lim
r→∞

lnM(r, f)

rρ
.

Якщо σ = 0 , то цiлу функцiю f називають функцiєю мiнiмального ти-

пу, якщо 0 < σ <∞ — нормального типу i якщо σ =∞ — максимального.

Для того, щоб ввести поняття типу для цiлої функцiї нульового i нескiн-

ченного порядкiв, вводять поняття уточненого порядку цiлої функцiї f.

Функцiя ρ(r) називається уточненим порядком (див., наприклад, [2, с.

69]), якщо вона задовольняє такi умови:

1) ρ(r) — невiд’ємна, неперервно диференцiйовна на [0,+∞) функцiя;

2) ρ(r)→ ρ ≥ 0 при r → +∞ ;

3) rρ′(r) ln r → 0 при r → +∞ .

У випадку ρ = 0 додатково вимагатимемо, щоб функцiя rρ(r) монотонно

зростала до +∞ при r → +∞.

Уточненим порядком функцiї ψ : [0,+∞)→ [0,+∞) називають уточне-

ний порядок ρ(r), якщо

0 < lim
r→+∞

ψ(r)

rρ(r)
< +∞.
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Уточнений порядок ρ(r) називатимемо уточненим порядком цiлої функцiї

f , якщо ρ(r) є уточненим порядком lnM(r, f), тобто

0 < lim
r→+∞

lnM(r, f)

rρ(r)
< +∞.

Зауважимо, що кожна цiла функцiя скiнченного порядку є цiлою функцiєю

деякого уточненого порядку (див., наприклад, [3]).

Через λ(r) позначаємо нульовий уточнений порядок лiчильної функцiї

нулiв n(r) цiлої функцiї нульового порядку

0 < lim
r→+∞

n(r)

rλ(r)
< +∞.

Нагадаємо означення цiлої функцiї цiлком регулярного зростання (ц. р.

зр.). Позначимо через H+(ρ(r)) клас цiлих функцiй f додатного порядку

ρ, ρ(r) — уточнений порядок f, V (r) = rρ(r).

Множину D ⊂ C будемо називати Cα
0 -множиною (0 < α ≤ 2) i писати

D ∈ Cα
0 , якщо її можна покрити послiдовнiстю кругiв {z : |z − zk| < rk}

таких, що ∑
|zk|≤r

rαk = o(rα), r → +∞.

Клас C1
0 позначатимемо C0.

Через Eδ позначимо сiм’ю вимiрних множин G⊂R+ таких, що

lim
r→+∞

mes(G ∩ [0, r])

r
≤ δ, 0 ≤ δ < 1.

У випадку δ = 0 клас E0 позначатимемо через E0 i множини з цього класу

назвемо E0 -множинами.

Нехай lim∗
z→∞

означає, що z = reiϕ → ∞, z /∈ E , де E — деяка C1
0 -

множина.

Цiла функцiя f ∈ H+(ρ(r)) називається функцiєю ц. р. зр. ([4, c. 183]),

якщо для всiх ϕ ∈ [0, 2π] iснує границя

lim∗
z→∞

ln |f(reiϕ)|
V (r)

= hf(ϕ).
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Те, що в означеннi ц. р. зр. потрiбно виключати з розгляду деяку виняткову

множину, випливає з можливої наявностi нулiв у функцiї f. Клас цiлих

функцiй ц. р. зр. позначимо H∗+(ρ(r)) .

Множина нулiв цiлої функцiї f ∈ H+(ρ(r)) має кутову щiльнiсть [4, c.

118-119], якщо величина

∆(α, β) = lim
r→∞

n(r, α, β)

V (r)
(1.1)

iснує для всiх α, β за винятком, можливо, деякої злiченної кiлькостi їхнiх

значень. Рiвнiсть ∆(β)−∆(α) = ∆(α, β) визначає при кожному фiксова-

ному α з точнiстю до сталого доданку неспадну функцiю ∆(β).

Промiнь lθ = {z : arg z = θ} називаємо звичайним для цiлої функцiї

нульового порядку, якщо виконується умова

lim
h→0

lim
r→∞

n(r, θ − h, θ + h)

rλ(r)
= 0.

Всi iншi променi називаємо винятковими. З монотонностi функцiї ∆(β)

випливає, що якщо нулi цiлої функцiї f мають кутову щiльнiсть вiдносно

rλ(r), то множина виняткових променiв f не бiльш нiж злiченна.

Цiла функцiя f нульового порядку має сильно регулярне зростання (с.

р. зр.) на звичайному променi lθ = {z : arg z = θ}, якщо iснує границя

lim∗
r→+∞

ln f(reiθ)−N(r)

rλ(r)
= Hf(θ).

Тут lim∗
r→+∞

означає прямування до границi при r → +∞, r не належать

деякiй E0 -множинi. Функцiю f називаємо функцiєю c. р. зр., якщо вона

є функцiєю c. р. зр. на всiх звичайних променях lθ, −π ≤ θ < π .

Коефiцiєнти Фур’є функцiй ln |f |, ln f та F (z) = zf ′(z)/f(z) визнача-

ються за формулами

ck(r, ln |f |) =
1

2π

2π∫
0

ln |f(reiϕ)|e−ikϕdϕ, k ∈ Z,



19

ck(r, ln f) =
1

2π

2π∫
0

ln f(reiϕ)e−ikϕdϕ, k ∈ Z,

ck(r, F ) =
1

2π

2π∫
0

F (reiϕ)e−ikϕdϕ, k ∈ Z,

якi були вiдповiдно введенi Й. Йенсеном [5], А. А. Кондратюком [6, с. 10] i

Д. Таунсендом [7].

Пiд функцiєю зростання ϕ будемо розумiти невiд’ємну, зростаючу до

+∞, неперервну на R+ функцiю, ϕ(0) = 0. Функцiї ϕ i ϕ̃ такi, що ϕ(r) ∼

ϕ̃(r), r → +∞, вважатимемо еквiвалентними i будемо ототожнювати.

Нагадаємо, що повiльно зростаючою функцiєю називаємо функцiю зро-

стання ϕ таку, що

ϕ(2r)/ϕ(r)→ 1, r → +∞.

Клас таких функцiй позначимо через L0 . За теоремою Карамати ϕ ∈ L0

тодi i лише тодi, коли ϕ можна зобразити у виглядi

ϕ(r) = ϕ0(r)exp

{∫ r

0

δ(t)

t
dt

}
,

де ϕ0 i δ — неперервнi на [0,+∞) функцiї, ϕ0(t)→ a > 0, δ(t)→ 0 при

t→ +∞.

Позначимо через L клас неперервно-диференцiйовних функцiй зроста-

ння υ , для яких rυ′(r)/υ(r) → 0 при r → +∞ . Легко бачити (див.,

наприклад, [8, с. 15]), що L ⊂ L0 i для довiльної повiльно зростаючої до

+∞ функцiї iснує еквiвалентна функцiя з класу L.

Через H0(υ) позначимо клас цiлих функцiй f нульового порядку, нулi

яких задовольняють умову

lim
r→+∞

n(r)

υ(r)
< +∞, υ ∈ L.
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Означення кутової υ -щiльностi нулiв f ∈ H0(υ) запроваджуємо так

само, як в (1.1) покладаючи υ(r) замiсть V (r) .

1.2 Огляд лiтератури за темою та вибiр напрямкiв
дослiджень

Метод рядiв Фур’є для вивчення асимптотичних властивостей логари-

фма модуля цiлих i мероморфних функцiй почали систематично засто-

совувати з 60-х рокiв минулого столiття А. Рубел, Б. Тейлор, Д. Майлз,

Д. Шiа та iнш. [9-12]. Перевага цього методу полягає в тому, що вiн дозво-

ляє вивчати функцiї, якi мають нерегулярне зростання, а також функцiї

нескiнченного порядку. Метод рядiв Фур’є є ефективним засобом дослiдже-

ння фундаментальних задач загальної теорiї аналiтичних та мероморфних

функцiй, неванлiннової теорiї розподiлу значень, теорiї цiлих та меромор-

фних функцiй цiлком регулярного зростання.

В 1927 р. Н. I. Ахiєзер [13] отримав зображення коефiцiєнтiв Фур’є ло-

гарифма модуля цiлої функцiї ck(r, ln |f |) через послiдовнiсть її нулiв (aj),

а саме

ck(r, ln |f |) =
1

2
γkr

k +
1

2k

∑
|aj |≤r

[(
r

aj

)k
−
(
aj
r

)k]
,

c0(r, ln |f |) = N(r), c−k(r, ln |f |) = ck(r, ln |f |), k ∈ N,

де γk — коефiцiєнти розвинення

ln f(z) =
+∞∑
k=0

γkz
k

в деякому околi нуля, i дав їх застосування до нового доведення теореми

Лiндельофа про тип цiлої функцiї цiлого порядку.

Аналогiчнi формули для ck(r, ln f) та ck(r, F ) були отриманi А. А. Кон-

дратюком в [6, с. 11] та Д. Таунсендом в [7]. Ґрунтуючись на формулах для
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ck(r, F ) А. А. Кондратюк та Р. З. Калинець в [14] встановили для ck(r, ln f)

так званi прямi

c0(r, ln f) = N(r),

ck(r, ln f) = rk
r∫

0

nk(t)

tk+1
dt, k ∈ Z \ {0},

та оберненi формули

Nk(r) = ck(r, ln f)− k
r∫

0

ck(t, ln f)

t
dt, k ∈ Z.

Подальший розвиток методу рядiв Фур’є для повних логарифмiв цiлих

i мероморфних функцiй та їх логарифмiчних похiдних дав Б. Я. Василькiв

[15 – 17]. Зокрема, вiн отримав прямi та оберненi формули для ck(r, F ),

встановив критерiї ц. р. зр. цiлої функцiї додатного порядку в термiнах

коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, ln f), ck(r, F ), регулярного поводження p -норм

ln f та F в Lp[0, 2π] -метрицi.

Цiлi та мероморфнi функцiї f, для яких величини n(r, 0, f), N(r, 0, f),

lnM(r, f) є повiльно зростаючими функцiями, володiють цiкавими i спе-

цифiчними властивостями i часто є екстремальними у багатьох задачах

теорiї розподiлу значень. Дослiдженню цих функцiй присвячено багато ро-

бiт (див., наприклад, [18– 24]). Зауважимо, що порядок цiлих функцiй, у

яких одна з вищенаведених характеристик є повiльно зростаючою, дорiв-

нює нулю.

Ж. Валiрон в 1914 р. дослiдив взаємозв’язок мiж ln f та лiчильною

функцiєю n(r) нулiв f, розташованих на одному променi [25]. Цей зв’язок

описує наступна теорема.

Теорема 1.1. Нехай f(z) — цiла функцiя нецiлого додатного порядку ρ,

ρ(r) — її уточнений порядок, всi нулi f вiд’ємнi i ∆ ∈ (0,∞) . Якщо
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n(r) ∼ ∆rρ(r), r →∞, то для довiльного δ > 0

ln f(reiθ) ∼ π∆

sin πρ
eiρθrρ(r) (r →∞)

рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ].

Навпаки, якщо f(z) — цiла функцiя нецiлого додатного порядку ρ з

вiд’ємними нулями i

ln |f(r)| ∼ π∆

sin πρ
rρ(r) (r →∞),

то n(r) ∼ ∆rρ(r), r →∞.

Простiше доведення цiєї теореми дав Е. Тiтчмарш в [26]. Теореми, в

яких знаходять асимптотику функцiї ln f(z) за вiдомою асимптотикою

функцiї n(r), називають теоремами типу Валiрона, а оберненi теореми —

типу Валiрона-Тiтчмарша.

Знаходженням умов, за яких для цiлих функцiй правильнi дещо тон-

шi асимптотичнi оцiнки, займалися П. З. Агранович, В. М. Логвиненко,

Ю. I. Мельник, Ю. I. Любарський, М. А. Субханкулов, М. М. Тян, Р. С.

Юлмухаметов, Б. М. Хабiбулiн, Б. В. Винницький, Р. В. Хаць та iншi.

Так, наприклад [27, 28], В. М. Логвиненко довiв теореми типу Валiрона та

Валiрона-Тiтчмарша у випадку двочленної асимптотики:

n(t) = ∆tρ(t) + ∆1t
ρ1(t) + o(tρ1(t)), t→∞

i

ln f(reiθ) =
π∆

sin πρ
eiρθrρ(r) +

π∆1

sin πρ1
eiρ1θrρ1(r) + o(rρ1(r)), r →∞,

де ∆ ∈ (0,+∞), ∆1 ∈ R, ρ(r), ρ1(r) — уточненi порядки, ρ(r) → ρ,

ρ1(r)→ ρ1 при r →∞, [ρ] < ρ1 < ρ.

В [18] М. В. Заболоцький довiв теореми типу Валiрона та Валiрона-

Тiтчмарша для цiлих трансциндентних функцiй нульового порядку. Зокре-

ма, з результатiв роботи [18] випливає таке твердження.
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Теорема 1.2. Нехай f — цiла функцiя нульового порядку з вiд’ємними

нулями такими, що

n(r) = ∆rλ(r) + o(rλ(r)), r →∞, 0 < ∆ < +∞.

Тодi для θ, −π < θ < π,

ln f(reiθ) = N(r) + i∆θrλ(r) + o(rλ(r)), r →∞,

причому величина Hf(r, θ) прямує до i∆θ при r →∞ рiвномiрно вiдно-

сно θ в будь-якому кутi {z : arg z ∈ [−π + δ, π − δ]}, δ > 0.

Виходячи з теореми 1.1, в 1936-42 роках Б. Я. Левiн та А. Пфлюгер

незалежно один вiд одного побудували теорiю цiлих функцiй цiлком ре-

гулярного зростання (ц. р. зр.), яка встановлює зв’язок мiж аргументами

нулiв цiлої функцiї f i регулярнiстю зростання ln |f | . В 1998 р. М. В.

Заболоцький, враховуючи теорему 1.2, ввiв поняття сильного регулярно-

го зростання (с. р. зр.) для функцiй класу H0(υ), яке дає взаємозв’язок

мiж регулярним зростанням логарифма цiлої функцiї ln f та розподiлом

її нулiв.

Зупинимось спочатку на властивостях функцiй класу H∗+(ρ(r)), тобто

цiлих функцiй додатного порядку ц. р. зр. Теорiя цих функцiй детально

викладена в монографiї Б. Левiна [4]. Клас функцiй ц. р. зр. H∗+(ρ(r)) є

досить широким, оскiльки до нього належать майже всi вiдомi на сьогоднi

цiлi функцiї, зокрема: цiлi тригонометричнi функцiї; експоненцiйнi много-

члени; функцiї Бесселя та Мiттаг-Леффлера; перетворення Фур’є скiнчен-

них функцiй; функцiї експоненцiального типу з класу Lp ; цiлi розв’язки

лiнiйного диференцiального рiвняння будь-якого порядку з полiномiальни-

ми коефiцiєнтами; тощо.

Знайдено багато необхiдних i достатнiх умов належностi цiлої функцiї

до класу H∗+(ρ(r)) . Одним з основних серед цих результатiв є критерiй ц. р.
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зр. в термiнах розподiлу нулiв. Для спрощення наведемо основну теорему

теорiї цiлих функцiй ц. р. зр. у випадку її нецiлого порядку.

Теорема 1.3. ([4, c. 205]). Для того, щоб цiла функцiя f нецiлого порядку

ρ ∈ (0,+∞) була функцiєю ц. р. зр., необхiдно i достатньо, щоб множина

її нулiв мала кутову щiльнiсть, причому

hf(ϕ) =
π

sin πρ

∫ ϕ+2π

ϕ

cos ρ(ϕ− ψ − π)d∆(ψ).

Виявляється, якщо f є функцiєю ц. р. зр., то регулярно зростає не

тiльки ln |f | , а й arg f , а отже, ln f (див. [4, c. 125]).

В. С. Азарiн отримав критерiй ц. р. зр. в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є

[29] i граничних множин [30].

Теорема 1.4. ([29]). Для того, щоб цiла функцiя f ∈ H+(ρ(r)) була фун-

кцiєю ц. р. зр., необхiдно i достатньо, щоб для всiх k ∈ Z iснували границi

lim
r→+∞

ck(r, ln |f |)
V (r)

= ck, ck ∈ C,

причому hf(ϕ) =
+∞∑

k=−∞
cke

ikϕ.

Для доведення цiєї теореми В. С. Азарiн використав такий результат

А. А. Гольдберга.

Теорема 1.5. ([29]). Для того, щоб f ∈ H∗+(ρ(r)) порядку ρ ∈ (0,+∞)

була функцiєю ц. р. зр., необхiдно i достатньо, щоб для кожних α, β ∈

[0, 2π] iснувала границя

lim
r→+∞

1

V (r)

∫ β

α

ln |f(reiϕ)|dϕ.

А. А. Кондратюк використав останню умову для означення ц. р. зр.

мероморфних функцiй додатного порядку. Використовуючи метод рядiв
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Фур’є, вiн (див. [6]) побудував теорiю мероморфних функцiй ц. р. зр. вiдно-

сно функцiй зростання λ таких, що λ(2r) = O(λ(r)) при r →∞ , зокрема

отримав аналог теореми В. С. Азарiна [29] та дослiдив зростання ln |f | за

p -нормою простору Lp[0, 2π] .

Нехай ‖ · ‖p− норма в просторi Lp[0, 2π]. З результатiв А. А. Кондра-

тюка ([6, c. 78]) випливає такий критерiй ц. р. зр.

Теорема 1.6. Якщо f ∈ H∗+(ρ(r)), то для кожного 1 ≤ p < +∞ викону-

ється

lim
r→+∞

∥∥∥∥ ln |f(reiϕ)|
V (r)

− hf(ϕ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Навпаки, якщо f ∈ H+(ρ(r)), iснують число p ∈ [1,+∞) i функцiя h̃ ∈

Lp[0, 2π] такi, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥ ln |f(reiϕ)|
V (r)

− h̃(ϕ)

∥∥∥∥
p

= 0,

то f ∈ H∗+(ρ(r)) i h̃(ϕ) = hf(ϕ) майже скрiзь на [0, 2π].

Асимптотична поведiнка основних характеристик логарифмiчної похi-

дної мероморфних та цiлих функцiй додатного порядку ц. р. зр. вивчалась

А. А. Гольдбергом, М. Е. Коренковим, М. Л. Содiним, М. М. Строчиком.

Зауважимо, що в якостi виняткових множин в цих дослiдженнях виступа-

ють Cα
0 -множини з α ∈ (1, 2]. При цьому встановлено [31], що при вивченнi

асимптотики логарифмiчної похiдної α = 1 брати вже не можна.

В [31] А. А. Гольдберг та М. Е. Коренков знайшли асимптотичнi зо-

браження для логарифмiчної похiдної F (z) = zf ′(z)/f(z) функцiй f ∈

H∗+(ρ(r)). З їхнiх результатiв випливає таке твердження

Теорема 1.7. Якщо f ∈ H∗+(ρ(r)), то iснують множина E ∈ C2
0 i фун-

кцiя H ∈ L1(0, 2π) такi, що

F (z) = H(ϕ)V (r) + o (V (r)) , r →∞, z = reiϕ ∈ C \ E.



26

В [32] А. А. Гольдберг, М. Л. Содiн, М. М. Строчик дослiдили зв’язок

мiж ц. р. зр. мероморфних функцiй додатного порядку, регулярним по-

водженням логарифмiчної похiдної F та її коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, F ). З

їхнiх результатiв випливає обернене твердження до теореми 1.7 та критерiй

належностi функцiй класу H∗+(ρ(r)) в термiнах коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, F )

логарифмiчної похiдної.

Теорема 1.8. Якщо f ∈ H+(ρ(r)) та iснують функцiя H ∈ L1[0, 2π],

множина E ∈ C2
0 такi, що

F (z) = H(ϕ)V (r) + o (V (r)) , z →∞, z ∈ C \ E,

то f ∈ H∗+(ρ(r)).

Теорема 1.9. Функцiя f ∈ H∗+(ρ(r)) тодi i лише тодi, коли для всiх

цiлих k iснують границi

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

V (r)
= dk.

Асимптотиче поводження логарифмiчної похiдної мероморфних фун-

кцiй ц. р. зр. в Lp[0, 2π] -метрицi дослiдив Я. В. Василькiв [15, 16]. З його

результатiв випливає такий критерiй.

Теорема 1.10. Для того, щоб f ∈ H∗+(ρ(r)), необхiдно i досить, щоб

iснували функцiя g ∈L1[0, 2π] i множина G ∈ Eη, 0 < η < 1, такi, що

для довiльного p ∈ [1,+∞)∥∥∥∥F (reiϕ)

rρ(r)
− g(ϕ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G.

Я. В. Василькiв також описав асимптотичну поведiнку p -тих iнтеграль-

них середнiх (1 ≤ p < +∞) та середнiх за площею повних логарифмiв i

логарифмiчних похiдних мероморфних функцiй ц. р. зр. у розумiннi А. А.

Кондратюка [17].
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Теорiя цiлих функцiй ц. р. зр. ненульового порядку була поширена на

канонiчнi добутки Нафталевича-Цудзi з єдиною точкою скупчення нулiв

(М. А. Гiрник [40, 41], Р. С. Галоян [42]) та на аналiтичнi в пiвплощинi

(А. П. Грiшин [33]-[36], М. В. Говоров [37], А. I. Хейфiц [38, 39]), меромор-

фнi в площинi (А. А. Кондратюк [6], Ю. П. Лапенко [43]), субгармонiйнi

та δ -субгармонiйнi в просторi Rm (Я. В. Василькiв [44]), δ -субгармонiйнi

в пiвплощинi (К. Г. Малютiн i Н. Садик [45]) функцiї. Ряд важливих ре-

зультатiв в певних класах функцiй ц. р. зр. отримали П. З. Агранович,

В. С. Азарiн, Л. I. Ронкiн, I. Ф. Красiчков-Терновський, В. М. Логвинен-

ко, В. С. Бойчук, С. Ю. Фаворов, Н. М. Черних, С. К. Балашов, Г. Опитц,

Л. Груман, К. Кизельман, А. Ю. Рашковський, С. I. Тарасюк, Р. Сигурдсон

та iншi.

Теорiя функцiй ц. р. зр. застосовується в багатьох роздiлах сучасного

комплексного аналiзу, серед яких аналiтична теорiя диференцiальних рiв-

нянь, теорiя краєвих задач Рiмана, теорiя майже перiодичних функцiй,

iнтерполяцiя цiлих функцiй, зображення функцiй рядами звичайних i уза-

гальнених експонент, розв’язнiсть рiвнянь типу згортки в рiзних класах

аналiтичних функцiй, а також опосередковано у рядi задач теоретичної та

радiофiзики, тощо.

Якщо для цiлих функцiй нульового порядку аналогiчно ввести поняття

ц. р. зр., то f буде функцiєю ц. р. зр. тодi i лише тодi, коли f має ц. р.зр.

хоча б на одному променi, причому ([46, c. 72], [47])

hf(θ) = lim∗
z→∞

ln |f(reiθ)|
V (r)

= lim
r→∞

N(r)

V (r)
= K, 0 < K < +∞.

З останнього спiввiдношення бачимо, що ц. р. зр. цiлої функцiї нульового

порядку не залежить вiд аргументiв її нулiв, а лише вiд їхнiх модулiв.

Якщо порядок цiлої функцiї f дорiвнює нулю, її уточнений порядок
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ρ(r) вже не є уточненим порядком лiчильної функцiї її нулiв n(r) . В [47]

показано, що в цьому випадку n(r) = o(V (r)) , r → ∞, а отже, нулi

f завжди матимуть кутову щiльнiсть вiдносно функцiї порiвняння V (r)

(∆(α, β) = 0 для всiх α i β , 0 ≤ α < β < 2π ).

В 1998 роцi М. В. Заболоцький для цiлих функцiй нульового порядку

вводить нове поняття "сильно регулярне зростання", яке володiє властиво-

стями подiбними до властивостей функцiй ц. р. зр. Клас цiлих функцiй с.

р. зр. позначимо через H∗0(υ), υ ∈ L. З результатiв роботи [19] випливає

наступний критерiй с. р. зр.

Теорема 1.11. Нехай f ∈ H0(υ) i нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

Тодi f ∈ H∗0(υ) , причому для всiх звичайних променiв lθ

Hf(θ) = i

θ∫
θ−2π

(θ − ψ − π)d∆(ψ).

Навпаки, якщо f ∈ H∗0(υ(r)) i нулi f лежать на скiнченнiй системi

променiв Γm , то множина нулiв f має кутову υ -щiльнiсть.

Те, що в загальному випадку iз с. р. зр. не випливає iснування кутової

υ -щiльностi нулiв показано в [48]. Достатнi умови для iснуванння кутової

щiльностi нулiв цiлої функцiї с. р. зр. знайдено в [49].

М. В. Заболоцький разом з О. В. Костюк дослiдили зв’язок мiж с. р.

зр. цiлих функцiй нульового порядку, розподiлом нулiв цiлої функцiї f за

аргументами, асимптотичною поведiнкою коефiцiєнтiв Фур’є ln f, регуляр-

ним зростанням в Lp[0, 2π] -метрицi ln |f | та arg f ([48–52]).

Приймемо

δk = lim
r→+∞

nk(r)

υ(r)
, k ∈ Z,

G(θ, f) = i
∑
k 6=0

δk
k
eikθ, v1(r) =

∫ r

0

v(t)

t
dt.
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Неважко показати, що функцiя G(θ, f) дiйснозначна, а саме маємо

G(θ, f) = −2
+∞∑
k=1

Im(δke
ikθ)

k
.

Теорема 1.12. Нехай f ∈ H0(υ), υ ∈ L i нулi f мають кутову υ -

щiльнiсть. Тодi iснують границi

lim
r→+∞

ck(r, ln f)

υ(r)
= lk, k ∈ Z \ {0}, (1.2)

lim
r→+∞

c0(r, ln f)

υ1(r)
= l0. (1.3)

Навпаки, якщо f ∈ H0(υ), υ ∈ L, iснують границi (1.2), (1.3) i нулi f

лежать на одному променi, то нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

Теорема 1.13. Нехай f ∈ H0(υ), υ ∈ L i нулi f мають кутову υ -

щiльнiсть. Тодi для всiх p ∈ [1,+∞)∥∥∥∥ ln f(reiθ)−N(r)

v(r)
− iG(θ, f)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, (1.4)

lim
r→+∞

N(r)

v1(r)
= ∆0. (1.5)

Навпаки, якщо f ∈ H0(υ), υ ∈ L, iснують число b0 ∈ R i функцiя

H ∈ Lp[0, 2π] такi, що виконуються (1.4), (1.5) з G = H, ∆0 = b0, i нулi

f лежать на одному променi, то нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

Теорема 1.14. Якщо f ∈ H0(υ), υ ∈ L i для деяких числа p ∈ [1,+∞)

та функцiї H ∈ Lp[0, 2π] виконується (1.4) з G = H , то
2π∫
0

H(θ)dθ = 0

i для всiх k ∈ Z\{0} iснують границi

lim
r→+∞

Nk(r)

v1(r)
= ∆k.

З теорем 1.11-1.14 бачимо, що на вiдмiну вiд функцiй класу H∗+(ρ(r))

(див. теореми 1.3, 1.4, 1.6), регулярнi поводження характеристик ln f,



30

ck(r, ln f) функцiй класу H0(υ) в загальному випадку не є рiвносильними

iснуванню кутової υ -щiльностi їх нулiв. Якщо обмежитися деякою пiдмно-

жиною функцiй зростання υ ∈ L i деяким пiдкласом класу H0(υ), то в

[50–53] отримано повнi аналоги теорем 1.3, 1.4, 1.6.

Нехай L∧ ⊂ L— множина функцiй зростання υ ∈ L така, що
rυ′(r)

υ(r)
↘

0, r → +∞, H0(υ,Γm) ⊂ H0(υ) — клас функцiй f ∈ H0(υ) з нулями на

скiнченнiй системi променiв Γm , де Γm =
m⋃
j=1

lθj , −π ≤ θ1 < . . . < θm < π .

З результатiв робiт [50, 51, 53] отримуємо таке твердження.

Теорема 1.15. Нехай f ∈ H0(υ,Γm), υ ∈ L∧ . Наступнi твердження

еквiвалентнi:

1) f ∈ H∗0(υ),

2) нулi f мають кутову υ -щiльнiсть;

3) iснують границi (1.2), (1.3);

4) для довiльного p ∈ [1,+∞)∥∥∥∥ ln |f(reiθ)|
v1(r)

− δ0

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

∥∥∥∥arg f(reiθ)

v(r)
−G(θ, f)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞.

Питання взаємозв’язку поводження основних характеристик логарифмi-

чної похiдної цiлої функцiї f ∈ H0(υ), υ ∈ L, та iснування кутової υ -

щiльностi нулiв f досi залишалося не дослiдженим.

Асимптотика та оцiнки логарифмiчної похiдної цiлих функцiй зовнi ви-

няткових множин вiдiграють важливу роль в рiзних галузях математики.

Так, добре вiдомою є роль леми про логарифмiчну похiдну в доведеннi

другої основної теореми теорiї розподiлу значень мероморфних функцiй
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([2]). Вперше доведена ще Р. Неванлiнною, через своє широке застосуван-

ня сьогоднi ця лема має багато уточнень (див., наприклад, [54, 55]). Оцiнки

логарифмiчної похiдної зовнi виняткових множин використовували у своїх

дослiдженнях В. Хейман i Дж. Майлз ([56]), А. З. Мохонько i Л. I. Ко-

ляса ([57]) для вивчення швидкостi зростання мероморфних функцiй та їх

похiдних, О. Б. Скаскiв ([58]) — похiдних абсолютно збiжного у пiвпло-

щинi ряду Дiрiхле, А. А. Гольдберг ([59]) — функцiй Мiттаг-Леффлера,

М. М. Шеремета та його учнi ([60]) — функцiй обмеженого iндексу та l-

iндексу, В. Рудiн ([61]), I. Е. Чижиков i Л. I. Коляса ([62]) — субгармонiй-

них функцiй та iнш. Логарифмiчну похiдну полiномiв, зокрема винятковi

множини, на яких вона необмежена, вивчали А. Макiнтайр i В. Фукс ([63]),

В. Я. Ейдерман i Дж. М. Андерсон ([64, 65]) та iнш.

Оцiнка логарифмiчної похiдної мероморфних функцiй займає централь-

не мiсце не лише в неванлiннiвськiй теорiї розподiлу значень, а й в аналi-

тичнiй теорiї диференцiальних рiвнянь ([66–70]). Встановлено, що розв’яз-

ки деяких диференцiальних рiвнянь, коефiцiєнтами яких є мероморфними

функцiями, часто теж є мероморфними. Тому, щоб отримати про них певну

iнформацiю, не знаходячи при цьому розв’язку рiвняння у явному виглядi,

простiше дослiдити поводження їхнiх логарифмiчних похiдних. Найчастiше

такi оцiнки застосовуються для визначення кiлькостi розв’язкiв диферен-

цiального рiвняння або оцiнки порядкiв цих розв’язкiв. Тому дослiдження

поводження логарифмiчної похiдної цiлих функцiй повiльного зростання

та її характеристик є актуальною задачею.

В дисертацiйнiй роботi дослiджено взаємозв’язки мiж основними хара-

ктеристиками логарифмiчної похiдної та iснуванням кутової υ -щiльностi

нулiв функцiї класу H0(υ), зокрема отримано аналоги теорем 1.7–1.10.

Сформулюємо дослiджуванi задачi:



32

1) дослiдити взаємозв’язок мiж кутовою υ -щiльнiстю нулiв цiлої функцiї

нульового порядку та асимптотикою її логарифмiчної похiдної F =

zf ′/f ;

2) одержати зв’язки мiж регулярним зростанням логарифмiчної похiдної

цiлої функцiї повiльного зростання, коефiцiєнтами Фур’є F та зроста-

нням F в Lp[0, 2π] -метрицi;

3) видiлити пiдкласи цiлих функцiй нульового порядку, для яких пово-

дження характеристик логарифмiчної похiдної F рiвносильне iсну-

ванню кутової υ -щiльностi її нулiв.

1.3 Основнi результати дисертацiї

В цьому пiдроздiлi нумерацiя теорем, наслiдкiв i формул є така сама,

як надалi в роздiлах 2 i 3 вiдповiдно.

В роботi дослiджуються властивостi цiлих функцiй близьких до полiно-

мiв. Зокрема, розв’язано таку актуальну задачу, як встановлення зв’язкiв

мiж регулярним поводженням величин, якi характеризують асимптотичне

поводження логарифмiчної похiдної, i розподiлом аргументiв нулiв таких

функцiй.

Нехай f — цiла функцiя нульового порядку, υ ∈ L . Не втрачаючи

загальностi, вважатимемо, що f(0) = 1 , υ(0) = 0.

Будемо говорити, що нулi функцiї f ∈ H0(υ) мають υ -щiльнiсть (ку-

тову υ -щiльнiсть), якщо iснує границя

∆: = lim
r→+∞

n(r)

υ(r)

(
∆(α, β) : = lim

r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)

для всiх α i β , що не належать деякiй не бiльш нiж злiченнiй множинi з

[0, 2π]) , 0 < ∆ < +∞ .
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Нехай F (z) = z
f ′(z)

f(z)
логарифмiчна похiдна цiлої функцiї нульового

порядку f.

У другому роздiлi дисертацiї вивчаються зв’язки мiж iснуванням куто-

вої υ -щiльностi нулiв цiлої функцiї нульового порядку f, асимптотикою

її логарифмiчної похiдної F , коефiцiєнтами Фур’є F та збiжнiстю F в

Lp[0, 2π] -метрицi. Роздiл 2 складається з п’яти пiдроздiлiв i висновкiв.

В пiдроздiлi 2.2 знайдено асимптотику логарифмiчної похiдної F зовнi

деякої Cα
0 -множини, 1 < α ≤ 2, за умови, що нулi цiлої функцiї f ∈ H0(υ)

мають кутову υ -щiльнiсть.

Теорема 2.2. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi функцiї f мають кутову

υ -щiльнiсть. Тодi iснує множина E ∈ Cα
0 , 1 < α ≤ 2, така, що

F (reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E. (2.9)

Доведення цiєї теореми проведено у три етапи. Спершу теорема 2.2 до-

водиться для цiлої функцiї f з вiд’ємними нулями, потiм це доведення

узагальнюється для f з нулями, розташованими на скiнченнiй системi про-

менiв. Перехiд до загального випадку розташування нулiв здiйснюється за

допомогою апроксимацiйної теореми, яка є основним результатом пiдроз-

дiлу 2.1.

Теорема 2.1. Нехай υ ∈ L, f1, f2 ∈ H0(υ) , послiдовностi нулiв (a1,k),

(a2,k) вiдповiдно функцiй f1 , f2 мають υ -щiльнiсть, |a1,k| = |a2,k|,

| arg a1,k − arg a2,k| < δ . Тодi для будь-яких ε > 0, η > 0, 1 < µ ≤ 2

iснують δ > 0 i множина E, Dµ(E) < η , така, що

|F1(z)− F2(z)| < ευ(r), z /∈ E. (2.1)

В пiдроздiлi 2.3 дослiджується питання взаємозв’язку мiж регулярним

розподiлом нулiв цiлої функцiї нульового порядку та регулярним поводже-

нням коефiцiєнтiв Фур’є її логарифмiчної похiдної.
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Теорема 2.3. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) та iснує така множина E ∈ Cα
0 ,

1 < α ≤ 2, що

F (reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E.

Тодi для k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0. (2.18)

З теорем 2.2, 2.3 отримуємо таке твердження.

Наслiдок 2.1. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi функцiї f мають кутову

υ -щiльнiсть. Тодi для k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0.

Питання зв’язку мiж коефiцiєнтами Фур’є ck(r, F ) та регулярним зро-

станням в Lp[0, 2π] -метрицi логарифмiчної похiдної F цiлої функцiї нульо-

вого порядку дослiджено у пiдроздiлi 2.4. Основними в цьому пiдроздiлi є

наступнi твердження.

Теорема 2.4. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i для k ∈ Z\{0} iснують границi

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0.

Тодi iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для довiльного p ∈

[1,+∞) ∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G.

Теорема 2.5. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i виконуються спiвiдношення

(2.18). Тодi iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для p ∈ [1,+∞)∥∥∥∥F (reiϕ)

υ(r)
−∆

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G.

Виявляється, що на вiдмiну вiд цiлих функцiй додатного скiнченного

порядку, для яких теореми 1.7–1.10 є критерiями, твердження оберненi до
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теорем 2.2–2.4 неправильнi. В пiдроздiлi 2.5 побудовано загальний приклад

функцiї з класу H0(υ), нулi якої не мають кутової υ -щiльностi.

Теорема 2.6. Для довiльної функцiї υ ∈ L iснують функцiя f ∈ H0(υ) i

множина E ∈ C2
0 такi, що

F (reiϕ) = n(r) + o(1), z = reiϕ →∞, z /∈ E;

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0;∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G, G ∈ E1,

i нулi f не мають кутової υ -щiльностi.

Виникає питання, за яких умов, накладених на розподiл нулiв цiлої фун-

кцiї f , будуть правильнi й оберненi твердження до теорем 2.2–2.4. Вiдпо-

вiдь на це питання отримано в третьому роздiлi дисертацiйної роботи. Ви-

являється, що у випадку цiлої функцiї повiльного зростання для того, щоб

отримати результати, якi дадуть нам не лише необхiднi, а й достатнi умови

для iснування кутової υ -щiльностi нулiв f , потрiбно розглянути випадок

розташування нулiв на скiнченнiй системi променiв i дещо точнiшi асим-

птотики характеристик логарифмiчної похiдної F. Роздiл 3 складається з

п’яти пiдроздiлiв i висновкiв.

Нехай Γm =
m⋃
j=1

{z : arg z= θj} =
m⋃
j=1

lθj , −π ≤ θ1 < θ2 < . . . < θm < π,

— скiнченна система променiв. Розглянемо пiдклас цiлих функцiй з класу

H0(υ), нулi яких лежать на скiнченнiй системi променiв Γm, i позначимо

його H0(υ,Γm). Для υ̃ ∈ L приймемо

υ(r) =

r∫
0

υ̃(t)

t
dt,

υ(0) = 0.

Покладемо n(r, θj; f) = n(r, θj) – кiлькiсть нулiв функцiї f ∈ H0(υ), що

лежать на променi lθj = {z : arg z = θj}, модулi яких не перевищують r ,
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hj(θ) = (θ−π− θj), θj < θ < θj + 2π, а ĥj(θ) – її перiодичне продовження

з (θj, θj + 2π) на R, j = 1,m.

В пiдроздiлi 3.1 для цiлої функцiї з пiдкласу H0(υ,Γm) доведено насту-

пний аналог теореми 2.2

Теорема 3.1. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm), для кожного j = 1,m

n(r, θj) = ∆jυ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, (3.1)

∆ =
m∑
j=1

∆j, Hf(θ) =
m∑
j=1

∆jĥj(θ), ∆j ≥ 0. Тодi для θ 6= θj,

F (reiθ) = ∆υ(r) + iHf(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,

причому для довiльного δ > 0 останнє спiввiдношення виконується рiв-

номiрно щодо θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ).

На основi цього твердження знайдено достатню умову iснування куто-

вої υ -щiльностi нулiв функцiї f ∈ H0(υ,Γm) в термiнах асимптотики її

логарифмiчної похiдної.

Теорема 3.2. Нехай G ∈ L1[0, 2π], ∆ > 0, υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i для

θ 6= θj

F (reiθ) = ∆υ(r) + iG(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, (3.6)

причому для довiльного δ > 0 спiввiдношення (3.6) виконується рiвно-

мiрно щодо θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ). Тодi нулi f мають

кутову υ -щiльнiсть, причому для всiх α, β ∈ [−π, π)\
m⋃
j=1

θj виконується

∆(α, β) =
1

2π
(G(α)−G(β) + ∆(β − α)) . (3.7)

Зв’язок мiж кутовою υ -щiльнiстю нулiв цiлої функцiї з класу H0(υ,Γm)

i коефiцiєнтами Фур’є її логарифмiчної похiдної вивчається в пiдроздiлi 3.2.

Основною теоремою цього пiдроздiлу є теорема 3.4, поштовхом до сфор-

мулювання якої стала теорема 3.3. Нехай Ω = {|an| : n ∈ N}, де (an) –
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послiдовнiсть нулiв цiлої функцiї f, розташованих в порядку неспадання

їх модулiв.

Теорема 3.3. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконуються спiввiдношення

(3.1). Тодi

lim
r→+∞

c0(r, F )−∆υ(r)

υ̃(r)
= 0, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= δk, k ∈ Z \ {0},

де δk = −1

k

m∑
j=1

∆je
−ikθj .

Теорема 3.4. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i для m послiдовних цiлих

чисел k = k0, k0 +m− 1, k0 ∈ Z, iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= δk, k 6= 0. (3.12)

Тодi нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

В пiдроздiлi 3.3 знайдено необхiднi та достатнi умови для iснування ку-

тової υ -щiльностi нулiв функцiї f ∈ H0(υ,Γm) в термiнах збiжностi її

логарифмiчної похiдної за p -нормою в просторi Lp[0, 2π] .

Теорема 3.5. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконуються спiввiдношення

(3.1). Тодi ∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iHf(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, (3.17)

де Hf(θ) =
m∑
j=1

∆jĥj(θ), ∆ =
m∑
j=1

∆j.

Теорема 3.6. Нехай G ∈ L1[0, 2π], υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iG(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞. (3.20)

Тодi нулi f мають кутову υ -щiльнiсть, причому
2π∫
0

G(θ)dθ = 0.

Оберненi твердження до теорем 2.3 i 2.4 роздiлу 2 без умови розташу-

вання нулiв на скiнченнiй системi променiв, як у теоремах 3.3, 3.5 роздiлу

3, можливi лише за умови розгляду деяких уточнених спiввiдношень для
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k -тих коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, F ) та збiжностi F в Lp[0, 2π] -метрицi. Цi

твердження доведено в пiдроздiлi 3.4.

Теорема 3.7. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ), ∆ > 0 та iснує функцiя G ∈

L1[0, 2π] така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= ck, k 6= 0. (3.21)

Теорема 3.8. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) та iснують границi (3.21). Тодi

нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

З теорем 3.7 i 3.8 випливає наступне твердження.

Наслiдок 3.2. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ), ∆ > 0 та iснує функцiя

G ∈ L1[0, 2π] така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

Науковi результати, отриманi в дисертацiйнiй роботi, мають форму кри-

терiїв. Усi вони є новими i можуть бути використанi для подальшого роз-

витку теорiї цiлих функцiй.



Роздiл 2

Асимптотика, коефiцiєнти Фур’є,
збiжнiсть в Lp[0, 2π]-метрицi
логарифмiчної похiдної та кутова
щiльнiсть нулiв цiлих функцiй
нульового порядку

В роздiлi 2 ми вивчаємо зв’язки мiж iснуванням кутової щiльностi нулiв

цiлої функцiї нульового порядку i такими характеристиками її логарифмi-

чної похiдної, як асимптотичне поводження, коефiцiєнти Фур’є, збiжнiсть

в Lp[0, 2π] -метрицi. Також в цьому роздiлi отримано апроксимацiйну тео-

рему для функцiї F, яка вiдiграє важливу роль у наших дослiдженнях, i

побудовано приклад цiлої функцiї нульового порядку, який iлюструє отри-

манi результати.

2.1 Апроксимацiйна теорема для логарифмiчної
похiдної цiлих функцiй нульового порядку

В даному пiдроздiлi ми доведемо апроксимацiйну теорему для логари-

фмiчної похiдної цiлої функцiї нульового порядку, яка вiдiграє важливу

роль в наших дослiдженнях. Зокрема, при знаходженнi асимптотики лога-

рифмiчної похiдної цiлої функцiї f за умови iснування кутової щiльностi

її нулiв, спочатку розглядаємо f з нулями на скiнченнiй системi променiв.

39
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Перехiд до загального випадку розташування нулiв цiлої функцiї здiйсню-

ємо за допомогою цiєї апроксимацiйної теореми.

Нехай L – клас додатних, неспадних, необмежених, неперервно дифе-

ренцiйовних на R+ функцiй υ таких, що rυ′(r)/υ(r) → 0 при r → +∞.

Не зменшуючи загальностi вважаємо, що υ(r) = 0 при 0 ≤ r ≤ 1. Фун-

кцiї υ1, υ2 ∈ L будемо вважати еквiвалентними i ототожнювати, якщо

υ1(r) ∼ υ2(r), r → +∞. Клас L спiвпадає з класом повiльно зростаю-

чих до +∞ функцiй l таких, що

l(2x) ∼ l(x), x→ +∞.

Позначимо через H0(υ), υ ∈ L , клас цiлих функцiй f нульового по-

рядку, для яких

0 < lim
r→+∞

n(r)

υ(r)
< +∞.

Нехай n(r, α, β) – кiлькiсть нулiв цiлої функцiї в секторi {z : |z| ≤ r, α ≤

arg z < β}, 0 ≤ α < β < 2π.

Будемо говорити, що нулi функцiї f ∈ H0(υ) мають υ -щiльнiсть (ку-

тову υ -щiльнiсть), якщо iснує границя

∆: = lim
r→+∞

n(r)

υ(r)

(
∆(α, β) : = lim

r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)

для всiх α i β , що не належать деякiй не бiльш нiж злiченнiй множинi з

[0, 2π]) , 0 < ∆ < +∞ .

Вважаємо, що множина E ⊂ C має верхню µ -щiльнiсть, 1 < µ ≤

2 , якщо її можна покрити послiдовнiстю кругiв {z : |z − zj| < rj}, j =

1, 2, . . . , zj →∞, таких, що

Dµ(E) : = lim
r→+∞

r−µ
∑
|zj |≤r

rµj = η, 0 ≤ η < +∞.

Сiм’ю таких множин позначимо Cµ
η .
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Ми отримали такий аналог леми 1 з [31] для логарифмiчної похiдної

F (z) = z
f ′(z)

f(z)
цiлої функцiї нульового порядку f, який сформулюємо у

виглядi теореми.

Теорема 2.1. Нехай υ ∈ L, f1, f2 ∈ H0(υ) , послiдовностi нулiв (a1,k),

(a2,k) вiдповiдно функцiй f1 , f2 мають υ -щiльнiсть, |a1,k| = |a2,k|,

| arg a1,k − arg a2,k| < δ . Тодi для будь-яких ε > 0, η > 0, 1 < µ ≤ 2

iснують δ > 0 i множина E, Dµ(E) < η , така, що

|F1(z)− F2(z)| < ευ(r), z /∈ E. (2.1)

При доведеннi цiєї теореми будемо використовувати такий аналог леми

Картана.

Лема 2.1. ([63]). Якщо bj ∈ C, 1 ≤ j ≤ n, 1 < µ ≤ 2, H > 0, то

зовнi деякої системи не бiльше нiж n кругiв з радiусами rk таких, що∑
k

rµk ≤ (2H)µ i кожний круг мiстить хоча б одну точку bj , виконується

нерiвнiсть
n∑
j=1

1

|z − bj|
≤ µ

µ− 1

n

H
.

Доведення теореми 2.1. Нехай ε > 0, η > 0, 1 < µ ≤ 2 заданi

довiльнi числа, n(r) = n(r, 0, f1) = n(r, 0, f2) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

ξ(r) = sup
t≥r

n(2t)− n(t/2)

υ(t)
, υ ∈ L.

Очевидно, що ξ(r)↘ 0 при r → +∞. Виберемо δ > 0, r0 > 0 такi, що

6δ∆ < ε/3,

8µ/(µ− 1) (ξ(r0))
1−1/(2µ) < ε/6,

64µ
√
ξ(r0) < η.
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Приймемо для j = 1, 2

fj(z) =
+∞∏
k=1

(
1− z

aj,k

)
,

де 0 < |aj,1| ≤ |aj,2| ≤ . . . ≤ |aj,n| → +∞, n → +∞, i ряд
+∞∑
k=1

1

|aj,k|ε
—

збiжний для довiльного ε > 0. Тодi (|z| = r, j = 1, 2)

Fj(z) = z
f ′j(z)

f(z)
= z

+∞∑
k=1

1

z − aj,k
= z

∑
|aj,k|<r/2

1

z − aj,k
+ z

∑
|aj,k|>2r

1

z − aj,k
+

+z
∑

r/2≤|aj,k|≤2r

1

z − aj,k
. (2.2)

Покладемо

F
(1)
j

(
z,
r

2

)
= z

∑
|aj,k|<r/2

1

z − aj,k
,

F
(2)
j (z, 2r) = z

∑
|aj,k|>2r

1

z − aj,k
,

F
(3)
j

(
z,
r

2
, 2r
)

= z
∑

r/2≤|aj,k|≤2r

1

z − aj,k
.

Оцiнимо спершу |F (1)
j (z, r/2)| i |F (2)

j (z, 2r)|. Нехай |arg a1,k − arg a2,k| =

|ϕ1,k − ϕ2,k| < δ, |a1,k| = |a2,k|, aj,k = |aj,k|eiϕj,k, j = 1, 2. При |aj,k| < r/2,

маємо

|a1,k − a2,k| = |a1,k| · | cosϕ1,k − cosϕ2,k + i(sinϕ1,k − sinϕ2,k)| =

= 2|a1,k| · | sin
ϕ1,k − ϕ2,k

2
| · | − sin

ϕ1,k + ϕ2,k

2
+ i cos

ϕ1,k + ϕ2,k

2
| =

= 2|a1,k| · | sin
ϕ1,k − ϕ2,k

2
| < 2|a1,k| ·

∣∣∣∣ϕ1,k − ϕ2,k

2

∣∣∣∣ = |a1,k| · |ϕ1,k−ϕ2,k| < δr/2,

arg aj,k = ϕj,k, j = 1, 2. Тому∣∣∣F (1)
1

(
z,
r

2

)
− F (1)

2

(
z,
r

2

)∣∣∣ ≤ r
∑

|aj,k|<r/2

|a1,k − a2,k|
(r − |a1,k|)(r − |a2,k|)

<

< r
∑

|aj,k|<r/2

δr

2(r − |a1,k|)2
< 2δn

(r
2

)
< 4δ∆υ(r) <

ε

3
υ(r), r ≥ r0. (2.3)
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При |aj,k| > 2r аналогiчно отримуємо |a1,k− a2,k| ≤ |a1,k| · |ϕ1,k−ϕ2,k| <

|a1,k|δ i ∣∣∣F (2)
1 (z, 2r)− F (2)

2 (z, 2r)
∣∣∣ ≤ r

∑
|aj,k|>2r

|a1,k − a2,k|
(|a1,k| − r)(|a2,k| − r)

≤

≤ r

+∞∫
2r

tδ

(t− r)2
dn(t) = δr

+∞∫
2r

dn(t)

t(1− r/t)2
≤ 4δr

+∞∫
2r

dn(t)

t
=

= −2δn(2r) + 4δr

+∞∫
2r

n(t)

t2
dt < 5δ∆r

+∞∫
2r

υ(t)

t2
dt ≤

≤ 5δ∆r
υ(2r)√

2r

+∞∫
2r

t−3/2dt = 5δ∆υ(2r) ≤ 6δ∆υ(r) <
ε

3
υ(r), r ≥ r0, (2.4)

оскiльки υ(r)/
√
r ↘ 0 при r → +∞ .

Позначимо через (ak) послiдовнiсть, яка мiстить всi члени послiдовно-

стей (a1,k) i (a2,k), а, отже, її лiчильною функцiєю буде 2n(r). Маємо∣∣∣F (3)
1

(
z,
r

2
, 2r
)
− F (3)

2

(
z,
r

2
, 2r
)∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣F (3)

1

(
z,
r

2
, 2r
)∣∣∣+

∣∣∣F (3)
2

(
z,
r

2
, 2r
)∣∣∣ ≤ r

∑
r/2≤|ak|≤2r

1

|z − ak|
. (2.5)

Покладемо ψ(z, r) =
∑

r/2≤|ak|≤2r

1

|z − ak|
. Для оцiнки ψ(z, r) скориста-

ємося лемою 2.1. Нехай Rj = 22j, j = 0, 1, 2, . . . , Kj = {z : Rj/2 <

|z| < 2Rj}, nj = 2n(2Rj) − 2n(Rj/2), Hj = Rjξ
1/(2µ)(r0). Очевидно,

що {z : 1 < |z| < +∞} = {z : |z| < r0} ∪
+∞⋃
j=j0

Kj, де j0 ∈ N таке, що

22j0−1 < r0 ≤ 22j0 = Rj0. Оскiльки

nj ≤ 2ξ(Rj)υ(Rj),

то зовнi деякої системи кругiв Cjν = {z : |z − zjν| < rjν}, 1 ≤ ν ≤ sj,

sj∑
ν=1

rµjν ≤ (4Hj)
µ = (4Rj)

µξ1/2(r0)
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для j ≥ j0 правильна оцiнка

ψ(z, Rj) ≤
µ

µ− 1

nj
Hj
≤ µ

µ− 1

2ξ(Rj)υ(Rj)

ξ1/2µ(r0)Rj
≤ µ

µ− 1

2υ(Rj)

Rj
ξ1−1/(2µ)(Rj).

Позначимо E =
(⋃+∞

j=j0

⋃sj
ν=1Cjν

)⋃
{z : |z| < r0}. Нехай r0 ≤ Rm ≤ r <

Rm+1. Тодi Rm+1/4 ≤ r ≤ 4Rm i

rµ0 +
m+1∑
j=j0

sj∑
ν=1

rµjν ≤ rµ0 +
m+1∑
j=j0

(
4ξ1/(2µ) (r0)Rj

)µ
≤ rµ0 +4µξ1/2 (r0)

22µ(m+2) − 1

22µ − 1
=

= rµ0 + 4µξ1/2 (r0)
Rµ
m+12

2µ − 1

22µ − 1
< rµ0 + 4µξ1/2 (r0)

Rµ
m+12

2µ

3
<

< rµ0 + 4µξ1/2 (r0)
24µrµ

3
= rµ0 +

64µ

3
ξ1/2 (r0) r

µ < rµ0 +
η

3
rµ,

а, отже, Dµ(E) < lim
r→+∞

r−µ
(η

3
rµ + rµ0

)
=
η

3
< η.

Далi,

ψ(z,Rm) ≤ µ

µ− 1

2υ(Rm)

Rm
ξ1−1/(2µ)(Rm) <

<
µ

µ− 1

8υ(r)

r
ξ1−1/(2µ) (r0) <

ε

6

υ(r)

r
(2.6)

i, аналогiчно,

ψ(z,Rm+1) ≤
µ

µ− 1

2υ(Rm+1)

Rm+1
ξ1−1/(2µ)(Rm+1) <

<
µ

µ− 1

8υ(r)

r
ξ1−1/(2µ) (r0) <

ε

6

υ(r)

r
. (2.7)

Враховуючи, що ψ(z, r) ≤ ψ(z,Rm) + ψ(z,Rm+1), з (2.5) та (2.6), (2.7)

маємо ∣∣∣F (3)
1

(
z,
r

2
, 2r
)
− F (3)

2

(
z,
r

2
, 2r
)∣∣∣ < ε

3
υ(r), z /∈ E. (2.8)

Взявши до уваги (2.2)-(2.4), (2.8) отримуємо (2.1), а саме

|F1(z)− F2(z)| ≤
∣∣∣F (1)

1

(
z,
r

2

)
− F (1)

2

(
z,
r

2

)∣∣∣+
∣∣∣F (2)

1 (z, 2r)− F (2)
2 (z, 2r)

∣∣∣+
+
∣∣∣F (3)

1

(
z,
r

2
, 2r
)
− F (3)

2

(
z,
r

2
, 2r
)∣∣∣ < ε

3
υ(r) +

ε

3
υ(r) +

ε

3
υ(r) = ευ(r)

для всiх z /∈ E, що доводить теорему 2.1.
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2.2 Асимптотика логарифмiчної похiдної та кутова υ -
щiльнiсть нулiв цiлих функцiй повiльного зроста-
ння

В цьому пiдроздiлi ми знайдемо асимптотику логарифмiчної похiдної

F (z) = zf ′(z)/f(z) функцiй класу H0(υ) за умови, що нулi цiлої функцiї

f мають кутову υ -щiльнiсть.

Теорема 2.2. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi функцiї f мають кутову

υ -щiльнiсть. Тодi iснує множина E ∈ Cµ
0 , 1 < µ ≤ 2, така, що

F (reiϕ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E. (2.9)

Для доведення цiєї теореми нам будуть потрiбнi такi леми.

Лема 2.2. Нехай α – довiльна зростаюча на [0,+∞) функцiя така, що
α(r)√
r

спадає до нуля при r → +∞. Тодi для довiльної локально iнтегровної

на [0,+∞) функцiї β такої, що β(r) → 0 при r → +∞, i для z =

reiθ,−π < θ < π,

+∞∫
0

α(t)β(t)

(t+ z)2
dt = o

(
α(r)

r

)
, r → +∞,

причому ця оцiнка рiвномiрна вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ], 0 < δ < 1.

Доведення. Нехай 0 < δ < 1, 0 < ε < 1 — довiльнi числа. Тодi iснує

r0 > 1 таке, що для всiх r ≥ r0

|β(r)| < ε

4
sin2 δ

2
.

Для z = reiθ, θ ∈ [−π + δ, π − δ], маємо (див., наприклад, [2, с. 92])

|t+ z| ≥ (t+ r) sin
δ

2
.
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Враховуючи, що
α(r)√
r

монотонно спадає до нуля при r → +∞ для r ≥ r0

отримуємо ∣∣∣∣∣∣
+∞∫
r

α(t)β(t)

(t+ z)2
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε

4

+∞∫
r

α(t)

(t+ r)2
dt ≤ ε

4

+∞∫
r

α(t)

t2
dt =

=
ε

4

α(r)√
r

+∞∫
r

t−3/2dt <
ε

2

α(r)

r
.

Далi ∣∣∣∣∣∣
r∫

0

α(t)β(t)

(t+ z)2
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
r0∫

0

|α(t)β(t)|
|t+ z|2

dt+

r∫
r0

|α(t)β(t)|
|t+ z|2

dt = I1 + I2.

Покладемо r1 = 4Cr0/ε sin2 δ

2
, де C – стала така, що |β(r)| ≤ C для всiх

r ≥ 0. Тодi для r > r1 маємо

I1 ≤
C

sin2 δ
2

r0∫
0

α(t)

(t+ r)2
dt ≤ Cα(r0)

r2 sin2 δ
2

r0 <
εα(r0)

4r
,

i

I2 ≤
r∫

r0

ε sin2 δ
2α(t)

4 sin2 δ
2(t+ r)2

dt ≤ εα(r)

4r2
(r − r0) <

εα(r)

4r
,

тобто ∣∣∣∣∣∣
r∫

0

α(t)β(t)

(t+ z)2
dt

∣∣∣∣∣∣ < I1 + I2 <
ε

2

α(r)

r
.

Отже, ∣∣∣∣∣∣
+∞∫
0

α(t)β(t)

(t+ z)2
dt

∣∣∣∣∣∣ < ε
α(r)

r
,

що доводить лему 2.2.

Зауваження 2.1. Лема 2.2 використовується в роботi [71], але наведена

там без доведення.
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Покладемо ak(r) =
r∫

0

υ′(t)tk+1dt, bk(r) =
+∞∫
r

t−k−1υ′(t)dt, υ ∈ L.

Лема 2.3. Нехай υ ∈ L, 0 < ε < 1,

ak(r, ε) =

(1−ε)r∫
0

υ′(t)tk+1dt,

bk(r, ε) =

+∞∫
(1+ε)r

t−k−1υ′(t)dt.

Тодi для довiльного −π < θ < π виконується

lim
ε→0

+∞∑
k=0

(−1)ke−iθ(k+1)ak(r, ε)

rk+1
=

+∞∑
k=0

(−1)ke−iθ(k+1)ak(r)

rk+1
, (2.10)

lim
ε→0

+∞∑
k=0

(−1)keiθ(k+1)bk(r, ε)

r−(k+1)
=

+∞∑
k=0

(−1)keiθ(k+1) bk(r)

r−(k+1)
. (2.11)

Доведення. Доведення цiєї леми подiбне до доведення леми 2 з [18]. Пока-

жемо, що в (2.10), (2.11) можливi граничнi переходи пiд знаком суми. Для

цього достатньо показати, що вiдповiднi ряди в (2.10) i (2.11) збiгаються

рiвномiрно вiдносно 0 < ε < 1.

Завдяки тому, що υ ∈ L, маємо rυ′(r) = ε(r)υ(r), r → +∞, де

ε(r) ≥ 0, ε(r) → 0 при r → +∞. Приймемо νk(θ) = (−1)ke−iθ(k+1) i

для довiльного n ∈ N отримуємо∣∣∣∣∣
n∑
k=0

νk(θ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣e−iθ1− (−1)n+1e−iθ(n+1)

1 + e−iθ

∣∣∣∣ ≤ 2√
2(1 + cos θ)

≤

≤
√

2√
1− cos δ

=
1

sin δ/2
,

де −π + δ ≤ θ ≤ π − δ, δ > 0 .

Далi, прийнявши υ′(r) = max{υ′(t) : 0 ≤ t ≤ r}, маємо

sup
0<ε<1

ak(r, ε)

rk+1
=
ak(r)

rk+1
=

1

rk+1

r∫
0

υ′(t)tk+1dt ≤ υ′(r)

rk+1

r∫
0

tk+1dt =
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=
rυ′(r)

k + 2
→ 0, k → +∞,

тобто ak(r, ε) рiвномiрно вiдносно ε ∈ (0, 1) прямує до 0 при k → +∞.

Оскiльки υ′(t) ≥ 0 на [0,+∞), то

ak+1(r, ε)

rk+2
− ak(r, ε)

rk+1
=

1

rk+1

(1−ε)r∫
0

υ′(t)tk+1

(
t

r
− 1

)
dt < 0,

тобто,
ak(r, ε)

rk+1
монотонно спадає при k → +∞. За ознакою Дiрiхле ряд

+∞∑
k=0

νk(θ)
ak(r, ε)

rk+1
рiвномiрно збiгається вiдносно 0 < ε < 1.

Аналогiчно показуємо рiвномiрну збiжнiсть вiдносно ε ∈ (0, 1) ряду
+∞∑
k=0

νk(θ)
bk(r, ε)

r−(k+1)
, що доводить лему 2.3.

Покладемо

Σ1 :=
+∞∑
k=0

(−1)ke−iθ(k+1)ak(r)

rk+1
,

Σ2 :=
+∞∑
k=0

(−1)keiθ(k+1)bk(r)r
k+1.

Лема 2.4. Нехай υ ∈ L. Тодi для довiльного −π < θ < π

Σ1 = o(υ(r)), Σ2 = o(υ(r)), r → +∞, (2.12)

причому (2.12) виконується рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ], 0 <

δ < 1.

Доведення. Оскiльки υ ∈ L, то υ′(r) = ε(r)υ(r)/r, де ε(r) ≥ 0, i

ε(r)→ 0 при r → +∞. Маємо

|Σ1| =

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

(−1)ke−iθ(k+1)r−k−1

 r/2∫
0

υ′(t)tk+1dt+

r∫
r/2

υ′(t)tk+1dt


∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

(−1)ke−iθ(k+1)r−k−1

r/2∫
0

υ(t)ε(t)tkdt

∣∣∣∣∣∣∣+
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+

∣∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

(−1)ke−iθ(k+1)r−k−1

r∫
r/2

υ(t)ε(t)tkdt

∣∣∣∣∣∣∣ = Σ′1 + Σ′′1.

Далi,

Σ′1 ≤
+∞∑
k=0

r−k−1

r/2∫
0

υ(t)|ε(t)|tkdt ≤

≤ υ(r)

r

(
+∞∑
k=0

1

2k

) r/2∫
0

|ε(t)|dt = o(υ(r)), r → +∞,

оскiльки

lim
r→+∞

r/2∫
0

|ε(t)|dt

r
= 0.

Переходимо до оцiнки Σ′′1. Покладемо ε(r) = sup{ε(t) :
r

2
≤ t ≤ r},

uk(r) =
1

rk+1

r∫
r/2

υ(t)ε(t)tkdt, νk(θ) = (−1)ke−iθ(k+1). Тодi, як i при доведеннi

леми 2.3, показуємо, що послiдовнiсть (uk(r))
+∞
k=0 спадна i uk(r)→ 0, k →

+∞, а ∣∣∣∣∣
n∑
k=0

νk(θ)

∣∣∣∣∣ ≤ 1

sin δ
2

для всiх n ≥ 0 i θ ∈ [−π + δ, π − δ]. Отже, за ознакою Дiрiхле ряд
+∞∑
k=0

uk(r)νk(θ) рiвномiрно збiгається вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ]. За не-

рiвнiстю Абеля маємо для довiльного n ∈ N

|Sn(r, θ)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

uk(r)νk(θ)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
n∑
k=0

νk(θ)

∣∣∣∣∣ (u0(r) + 2un(r)) ≤

≤ 1

sin δ
2

(
υ(r)ε(r)

2
+2

υ(r)ε(r)

rn+1(n+ 1)

(
rn+1− r

n+1

2n+1

))
≤ υ(r)ε(r)

sin δ
2

(
1

2
+

2

n+ 1

)
.

Звiдси рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ]

Σ′′1 = lim
n→+∞

Sn(r, θ) = o(υ(r)), r → +∞,

а отже, Σ1 = o(υ(r)), r → +∞.
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Аналогiчно доводимо, що Σ2 = o(υ(r)), r → +∞. Маємо

|Σ2| ≤

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

(−1)keiθ(k+1)rk+1

2r∫
r

υ(t)ε(t)

tk+2
dt

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣
+∞∑
k=0

(−1)keiθ(k+1)rk+1

+∞∫
2r

υ(t)ε(t)

tk+2
dt

∣∣∣∣∣∣ = Σ′2 + Σ′′2.

Оскiльки υ(r)/
√
r ↘ 0 при r → +∞, то

Σ′′2 ≤
υ(2r)√

2r

+∞∑
k=0

rk+1

+∞∫
2r

|ε(t)|
tk+3/2

dt ≤ υ(2r)

r

(
+∞∑
k=0

1

2k+2

) +∞∫
2r

|ε(t)|dt = o(υ(r)),

бо
1

r

+∞∫
2r

|ε(t)|dt = o(1), r → +∞.

Покладемо ε̃(r) = sup{ε(t) : r ≤ t ≤ 2r}, wk(r) = rk+1
2r∫
r

υ(t)ε(t)

tk+2
dt,

νk(θ) = (−1)keiθ(k+1). Тодi послiдовнiсть (wk(r))
+∞
k=0 спадна i wk(r) → 0,

k→+∞. Тому, за ознакою Дiрiхле ряд
+∞∑
k=0

wk(r)νk(θ) рiвномiрно збiгається

вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ]. За нерiвнiстю Абеля маємо

|Sn(r, θ)| ≤
υ(2r)ε̃(r)

sin δ
2

(
1+2

rn+1

(n+ 1)

(
1

rn+1
− 1

2n+1rn+1

))
≤

≤ υ(2r)ε̃(r)

sin δ
2

(
1+

2

n+ 1

)
.

Звiдси рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π + δ, π − δ]

Σ′2 = lim
n→+∞

Sn(r, θ) = o(υ(r)), r → +∞,

i, отже, Σ2 = o(υ(r)), r → +∞. Лему 2.4 доведено повнiстю.

Доведення теореми 2.2. Припустимо спочатку, що нулi функцiї f ∈

H0(υ), υ ∈ L, вiд’ємнi. Нехай (−ak) — послiдовнiсть нулiв f , де 0 < a1 ≤

a2 ≤ . . . ≤ ak ≤ . . .→ +∞. Оскiльки f – цiла функцiя нульового порядку,

то ряд
+∞∑
k=0

1

ak
збiжний i f можна зобразити у виглядi

f(z) =
+∞∏
k=1

(
1 +

z

ak

)
.
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Тому

ln f(z) =
+∞∑
k=1

ln

(
1 +

z

ak

)
,

z ∈ C \ (−∞,−a1], i

F (z) = z
f ′(z)

f(z)
= z

+∞∑
k=1

1

z + ak
= z

+∞∫
0

1

z + t
dn(t) = z

+∞∫
0

n(t)dt

(z + t)2
.

Враховуючи, що за умовою теореми (∆ > 0)

n(r) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

отримуємо

F (z) = z

+∞∫
0

n(t)−∆υ(t)

(z + t)2
dt+ z∆

+∞∫
0

υ(t)

(z + t)2
dt = I1(z) + I2(z). (2.13)

Маємо n(t)−∆υ(t) = β(t)υ(t), де β(t)→ 0 при t→ +∞. Тодi за лемою

2.2 для z = reiθ рiвномiрно вiдносно θ, −π + δ ≤ θ ≤ π − δ, 0 < δ < 1,

отримуємо (α(t) = υ(t))

I1(z) = z

+∞∫
0

α(t)β(t)

(z + t)2
dt = o(υ(r)), r → +∞. (2.14)

Далi,

I2(z) = ∆z

+∞∫
0

υ(t)

(z + t)2
dt = ∆z

r∫
0

υ(t)

(z + t)2
dt+ ∆z

+∞∫
r

υ(t)

(z + t)2
dt =

=
∆

z

r∫
0

υ(t)

(1 + t/z)2
dt+ ∆z

+∞∫
r

υ(t)

t2(1 + z/t)2
dt = I ′2(z) + I ′′2 (z).

Використовуючи розвинення

1

(x+ 1)2
=

+∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)xk, −1 < x < 1,
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отримуємо (0 < ε < 1)

I ′2(z) =
∆

z
lim
ε→0+

(1−ε)r∫
0

+∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

(
t

z

)k
υ(t)dt =

= ∆ lim
ε→0+

+∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)

zk+1

(1−ε)r∫
0

υ(t)tkdt,

i, аналогiчно,

I ′′2 (z) = ∆ lim
ε→0+

+∞∑
k=0

(−1)k(k + 1)zk+1

+∞∫
(1+ε)r

υ(t)

tk+2
dt.

Оскiльки
(1−ε)r∫

0

υ(t)tkdt =
υ((1− ε)r)((1− ε)r)k+1

k + 1
− 1

k + 1

(1−ε)r∫
0

υ′(t)tk+1dt =

=
υ((1− ε)r)((1− ε)r)k+1

k + 1
− 1

k + 1
ak(r, ε),

+∞∫
(1+ε)r

υ(t)

tk+2
dt =

υ((1 + ε)r)

(k + 1)((1 + ε)r)k+1
+

1

k + 1

+∞∫
(1+ε)r

υ′(t)

tk+1
dt =

=
υ((1 + ε)r)

(k + 1)((1 + ε)r)k+1
+

1

k + 1
bk(r, ε),

то за лемою 2.3 маємо

I ′2(z) = ∆ lim
ε→0+

(
+∞∑
k=0

(−1)k

e(k+1)iθ
υ((1− ε)r)(1− ε)k+1 −

+∞∑
k=0

(−1)k

zk+1
ak(r, ε)

)
=

= ∆υ(r) lim
ε→0+

(
1− ε
eiθ
· 1

1 + (1− ε)e−iθ

)
−∆

+∞∑
k=0

(−1)k

zk+1
ak(r) =

= ∆υ(r)
1

1 + eiθ
−∆Σ1,

I ′′2 (z) = ∆ lim
ε→0+

(
+∞∑
k=0

(−1)kυ((1 + ε)r)e(k+1)iθ

(1 + ε)k+1
+

+∞∑
k=0

(−1)kzk+1bk(r, ε)

)
=
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= ∆υ(r) lim
ε→0+

(
eiθ

1 + ε
· 1

1 + (1 + ε)−1eiθ

)
+ ∆

+∞∑
k=0

(−1)kzk+1bk(r) =

= ∆υ(r)
eiθ

1 + eiθ
+ ∆Σ2.

За лемою 2.4 Σ1 = o(υ(r)), Σ2 = o(υ(r)), r → +∞, рiвномiрно вiдносно

θ, θ ∈ [−π + δ, π − δ], тому

I2(z) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞.

З (2.13), (2.14) та останньої рiвностi мaємо

F (z) = ∆υ(r) + o(υ(r)), z →∞.

У випадку, коли всi нулi f розташованi на скiнченнiй системi променiв

Γk =
k⋃
j=1

{z : arg z = θj}, 0 ≤ θ1 < θ2 < . . . < θm < 2π, ми отримуємо

F (reiθ) = n(r) + o(υ(r)), r → +∞, θ 6= θj, j = 1, k, (2.15)

причому (2.15) виконується рiвномiрно вiдносно θ ∈ [−π, π)\
m⋃
j=1

{θ : |θ −

θj| ≤ γ}, де γ > 0 деяке мале число. Перехiд до загального випадку

здiйснюємо використовуючи теорему 2.1.

Приймемо ε = εn = 1/n, η = ηn = 2−(n+1), (ak) – послiдовнiсть нулiв

f ∈ H0(υ), 1 < µ ≤ 2. За теоремою 2.1 iснують δ = δn > 0 , що для

системи променiв (ψj)
m
j=0 , 0 = ψ0 < ψ1 < . . . < ψm < 2π таких, що

|ψj+1 − ψj| < δn, j = 0,m− 1, i мероморфної функцiї

F1,n(z) = z
+∞∑
k=1

1

(z − a′k)

з полюсами a′k , |a′k| = |ak|, arg a′k = ψj, j = 0, 1, . . . ,m, для ψj ≤ arg ak <

ψj+1, iснує така система кругiв C ′n, Dµ(C ′n) < ηn/4, зовнi якої

|F (z)− F1,n(z)| < εn
4
υ(r).



54

Для z = reiϕ, r ≥ r′n рiвномiрно вiдносно ϕ ∈ [0, 2π], |ϕ − ψj| ≥ γ, де

γ > 0 достатньо мале число, з асимптотичної формули (2.15) отримуємо,

що

|F1,n(z)− n(r)| < εn
4
υ(r).

Тому

|F (z)− n(r)| ≤ |F (z)− F1,n(z)|+ |F1,n(z)− n(r)| < εn
2
υ(r), (2.16)

для r ≥ rn = r′n, ϕ ∈ [0, 2π], |ϕ− ψj| ≥ γ, 0 ≤ j ≤ m− 1, z /∈ C ′n.

Будуємо F2,n з полюсами a′′k , |a′′k| = |ak|, arg a′′k = ψ′j для ψ′j ≤ arg ak <

ψ′j+1 , що лежать на системi променiв
(
ψ′j
)
, 0 = ψ′0 < ψ′1 < . . . ψ′s < 2π ,

таких, що |ψ′j+1 − ψ′j| < δn, j = 0, s− 1,(
s−1⋃
j=1

{ϕ : |ϕ− ψ′j| < γ}

)⋂(
m−1⋃
j=1

{ϕ : |ϕ− ψj| < γ}

)
= ∅.

Тодi, як i в попередньому випадку, iснує система кругiв C ′′n, Dµ(C ′′n) <

ηn/4, зовнi якої виконується (2.16) для r ≥ r′′n, ϕ ∈ [0, 2π], |ϕ − ψ′j| ≥ γ,

0 ≤ j ≤ s− 1. А, отже, (2.16) виконується рiвномiрно вiдносно ϕ ∈ [0, 2π],

r ≥ rn = max{r′n, r′′n}, z /∈ Cn = C ′n
⋃
C ′′n, Dµ(Cn) < ηn/2.

Нехай

Cn =
+∞⋃
j=1

Cnj, Cnj = {z : |z − znj| < rnj}.

При всiх достатньо великих r∑
|znj |≤r

rµnj < rµηn/2 ≤ rµ/8.

Тодi, для достатньо великих j маємо rµnj < |znj|µ/4 i rnj < |znj|/2 . Вибе-

ремо послiдовнiсть (Rk)
+∞
k=1 таку, що Rk+1 > (k + 1)Rk, k = 1, 2, . . . . Для

r ≥ Rn, z /∈ Cn виконується (2.16), позначимо

E =
+∞⋃
n=1

⋃
Rn≤|znj |<Rn+3

{z : |z − znj| < rnj} =
+∞⋃
s=1

{z : |z − zs| < rs}.
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Далi, аналогiчно як в [31], показуємо, що Dµ(E) = 0 i виконується (2.9)

рiвномiрно вiдносно ϕ ∈ [0, 2π). Дiйсно, оскiльки Rn+3 > 2Rn+2, Rn+1 >

2Rn, то Cnj ∩ {z : Rn+1 ≤ |z| < Rn+2} = ∅, якщо |znj| ≥ Rn+3 або

|znj| < Rn. Тому при Rn+1 ≤ r < Rn+2 для z /∈ E виконується нерiвнiсть

(2.16) рiвномiрно вiдносно ϕ ∈ [0, 2π). Оскiльки εn → 0 при n → +∞,

то при r → +∞ спiввiдношення (2.9) виконується рiвномiрно вiдносно

ϕ ∈ [0, 2π). Залишилося показати, що Dµ(E) = 0.

Якщо Rn ≤ r < Rn+1, то∑
|zs|<r

rµs =
n−3∑
k=1

∑
Rk<|zkj |<Rk+3

rµkj +
n∑

k=n−2

∑
Rk<|zkj |<r

rµkj ≤
n−3∑
k=1

ηk
2
Rµ
k+3+

+
1

2
(ηn−2 + ηn−1 + ηn)r

µ <

n−4∑
k=1

ηk
2
Rµ
k+3 +

ηn−3

2
Rµ
n + 3

ηn−2

2
rµ <

1

2

(
Rn

n

)µ
·

·
n−4∑
k=1

2−k−1 + 2−n+2Rµ
n + 3 · 2−n+1rµ =

1

2

(
Rn

n

)µ(
1

2
− 1

2n−3

)
+ 2−n+2Rµ

n+

+3 · 2−n+1rµ < rµ
(

1

4nµ
+ 2−n+2 + 3 · 2−n+1

)
= rµ

(
1

4nµ
+

10

2n

)
.

Отже,

r−µ
∑
|zs|<r

rµs <
1

4nµ
+

10

2n
.

Спрямувавши в останнiй нерiвностi r, n до +∞ отримуємо Dµ(E) = 0,

що й доводить теорему 2.2.

2.3 Асимптотика логарифмiчної похiдної цiлої
функцiї та її коефiцiєнти Фур’є

В цьому пiдроздiлi встановлено зв’язок мiж асимптотикою логарифмi-

чної похiдної цiлої функцiї нульового порядку та регулярним поводженням

її коефiцiєнтiв Фур’є, який описує така теорема.
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Теорема 2.3. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) та iснує така множина E ∈ Cµ
0 ,

1 < µ ≤ 2, що (0 < ∆ < +∞)

F (reiϕ) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞, reiϕ /∈ E. (2.17)

Тодi для k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0. (2.18)

Зауваження 2.2. Нагадаємо, що lim∗
r→+∞

означає, що r → +∞, r /∈ D, D

— E0 -множина.

Для доведення цiєї теореми нам будуть потрiбнi такi твердження.

Лема 2.5. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) . Тодi∣∣∣∣f ′(reiϕ)

f(reiϕ)

∣∣∣∣ ≤ C
υ(r)

r
+

∑
r
2≤|an|≤2r

1

|z − an|
,

де (an) -нулi f, 0 < C < +∞ – стала.

Доведення. Нехай 0 < |a1| ≤ |a2| ≤ · · · ≤ |an| ≤ · · · → +∞ нулi f ,

∆ = lim
r→+∞

n(r)/υ(r), 0 < ∆ < +∞. Тодi f(z) =
+∞∏
n=1

(
1− z

an

)
i

∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=1

1

z − an

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=1

1

|z − an|
=

=
∑

r
2≤|an|≤2r

1

|z − an|
+
∑
|an|≤ r2

1

|z − an|
+
∑
|an|≥2r

1

|z − an|
= Σ1 + Σ2 + Σ3.

Для Σ2 маємо

Σ2 ≤
∑
|an|≤ r2

1

r − |an|
=

r/2∫
0

dn(t)

r − t
≤ 2

r

r/2∫
0

dn(t) ≤ 2

r
n
(r

2

)
<

3∆υ(r)

r
.

Далi оцiнимо Σ3. Оскiльки υ(r)/
√
r ↘ 0, r → +∞, то

Σ3 ≤
∑
|an|≥2r

1

|an| − r
=

+∞∫
2r

dn(t)

t− r
=

n(t)

t− r

∣∣∣∣+∞
2r

+

+∞∫
2r

n(t)

(t− r)2
dt ≤
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≤
+∞∫
2r

n(t)

t2
1

(1− r/t)2
dt ≤ 4

+∞∫
2r

n(t)

t2
dt ≤ 5∆

+∞∫
2r

υ(t)

t2
dt ≤

≤ 5∆
υ(2r)√

2r

+∞∫
2r

t−
3
2dt ≤ 10∆

υ(2r)

r
≤ 11∆

υ(r)

r
.

З оцiнок Σ2 i Σ3 отримуємо∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣≤Σ1 + 14∆
υ(r)

r
,

що доводить лему 2.5.

Лема 2.6. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) , E(t) — пiдмножина [0, 2π] , мiра

якої не перевищує θ, 0 < θ ≤ 2π . Тодi
r∫

r/2

dt

∫
E(t)

∣∣∣∣f ′(teiϕ)

f(teiϕ)

∣∣∣∣ dϕ ≤ Cυ(r)

(
θ

2
+
θ

2
ln(1 +

2

θ
)

)
.

Доведення. Доведення леми 2.6 подiбне до доведення леми 4 з [19]. При

r/2 ≤ |an| для ϕ ∈ [0, π] маємо

|z − |an|| =
∣∣reiϕ − |an|∣∣ =

√
r2 + |an|2 − 2r|an| cosϕ =

=

√
(r − |an|)2 + 4r|an| sin2 ϕ

2
≥ 1√

2

(
|r − |an||+ 2

√
r|an| sin

ϕ

2

)
≥

≥ 1√
2

(
|r − |an||+

√
2r sin

ϕ

2

)
≥ 1√

2

(
|r − |an||+

√
2rϕ

π

)
≥

≥ 1

π
(|r − |an||+ rϕ) .

Звiдси (див., наприклад, [2, c. 56])

∫
E(t)

dϕ

|reiϕ − an|
≤

θ/2∫
−θ/2

dϕ

|reiϕ − |an||
≤ 2

π

θ/2∫
0

dϕ

|r − |an||+ rϕ
=

=
2

πr
ln

(
1 +

rθ

2 |r − |an||

)
.
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З цiєї нерiвностi i твердження леми 2.5 отримуємо∫
E(t)

∣∣∣∣f ′(teiϕ)

f(teiϕ)

∣∣∣∣ dϕ ≤ C
υ(r)

r
θ +

∑
r
2≤|an|≤2r

2

πr
ln

(
1 +

rθ

2 |r − |an||

)
.

Далi,
r∫

r/2

dt

∫
E(t)

∣∣∣∣f ′(teiϕ)

f(teiϕ)

∣∣∣∣ dϕ ≤ Cυ(r)θ ln 2 +
2

π
I, (2.19)

де

I=

r∫
r/2

1

t

∑
t
2≤|an|≤2t

ln

(
1+

tθ

2 |t−|an||

)
dt=

r∫
r/2

dt

t

2t∫
t/2

ln

(
1+

tθ

2 |t−τ |

)
dn(τ) =

=

r/2∫
r/4

dn(τ)

2τ∫
τ/2

1

t
ln

(
1 +

tθ

2 |t− τ |

)
dt+

2r∫
r/2

dn(τ)

r∫
τ/2

1

t
ln

(
1 +

tθ

2 |t− τ |

)
dt =

= I1 + I2.

Спершу обчислимо I1 . При r/4 ≤ τ ≤ r/2

2τ∫
τ/2

1

t
ln

(
1 +

tθ

2 |t− τ |

)
dt =

=

τ∫
τ/2

1

t
ln

(
1 +

tθ

2(τ − t)

)
dt+

2τ∫
τ

1

t
ln

(
1 +

tθ

2(t− τ)

)
dt =

=

1∫
0

ln

(
1 +

θ

2u

)
du

u+ 1
+

1/2∫
0

ln

(
1 +

θ

2u

)
du

1− u
≤

≤
1∫

0

ln

(
1 +

θ

2u

)
du+ 2

1/2∫
0

ln

(
1 +

θ

2u

)
du ≤

≤ 3

1∫
0

ln

(
1 +

θ

2u

)
du ≤ 6

θ

2
ln

(
1 +

2

θ

)
.
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Отже,

I1 ≤ 6
θ

2
ln

(
1 +

2

θ

)
(n (r/2)− n (r/4)) .

Якщо r/2 ≤ τ ≤ 2r, маємо
r∫

τ/2

1

t
ln

(
1 +

tθ

2 |t− τ |

)
dt ≤

r∫
r/4

1

t
ln

(
1 +

tθ

2 |t− r/2|

)
dt ≤

≤ 4

r

r/2∫
r/4

ln

(
1 +

tθ

2 (r/2− t)

)
dt+

4

r

r∫
r/2

ln

(
1 +

tθ

2 (t− r/2)

)
dt ≤

≤ 4

r

r/2∫
0

ln

(
1 +

tθ

2 (r/2− t)

)
dt+

4

r

r/2∫
0

ln

(
1 +

θ(r − t)
2 (r/2− t)

)
dt ≤

≤ 8

r

r/2∫
0

ln

(
1 +

θr

2 (r/2− t)

)
dt ≤ 8θ ln

(
1 +

1

θ

)
≤ 16

θ

2
ln

(
1 +

2

θ

)
.

Отже,

I2 ≤ 16
θ

2
ln

(
1 +

2

θ

)(
n(2r)− n

(r
2

))
.

Звiдси

I = I1 + I2 ≤ 16n(2r)
θ

2
· ln
(

1 +
2

θ

)
.

Враховуючи, що n(r) ≤ Cυ(r), υ(2r) ∼ υ(r), r → +∞, i (2.19) отримуємо

твердження леми.

Доведення теореми 2.3. Нехай E ∈ Cα
0 , 1 < α ≤ 2, — множина,

зовнi якої виконується (2.17), θr = {ϕ ∈ [0, 2π] : reiϕ ∈ E}, θ(r) — мiра θr .

Тодi E ∈ C2
0 i

2n∫
2n−1

θ(t)t dt = η4
n2

2n, де ηn → 0, n→ +∞. Нехай

Mn = {t : 2n−1≤ t≤2n, θ(t) > η2
n},

Ln =

t : 2n−1≤ t≤2n,

∫
θt

|F (teiϕ)|dϕ≥η−1
n υ(2n)

(
η2
n

2
+
η2
n

2
ln

(
1+

2

η2
n

)) ,
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де ηn → 0, n→ +∞. Аналогiчно, як в [32], отримуємо η4
n2

2n ≥
∫
Mn

θ(t)tdt ≥

η2
n2

n−1mes Mn , звiдки mes Mn ≤ 2n+1η2
n . За лемою 2.6

Cυ(2n+1)

(
η2
n

2
+
η2
n

2
ln

(
1 +

2

η2
n

))
≥

∫
Ln\Mn

dt

t

∫
θt

|F (teiϕ)|dϕ ≥

≥ η−1
n υ(2n)

(
η2
n

2
+
η2
n

2
ln

(
1 +

2

η2
n

))
2−nmes (Ln \Mn),

звiдки mes (Ln \Mn) ≤ C2nηn . Отже, mes (Ln ∪Mn) = o(2n), n → +∞ .

Покладемо D = {|an| : n ∈ N} ∪ {
+∞⋃
n=1

(Ln ∪Mn)} . Очевидно, що D — E0 -

множина. При r /∈ D маємо

ck(r, F ) =
1

2π

∫
[0,2π]\θr

(∆υ(r) + o(υ(r)))e−ikϕdϕ+
1

2π

∫
θr

F (reiϕ)e−ikϕdϕ =

= ∆υ(r)sk + o(υ(r)) +
1

2π

∫
θr

(
F (reiϕ)−∆υ(r)

)
e−ikϕdϕ, r → +∞, (2.20)

де sk = 0 для k 6= 0 , s0 = 1 . Оскiльки для r ∈ [2n−1, 2n] \D виконується

θ(r) ≤ η2
n , то θ(r)→ 0 при r → +∞, r /∈ D . Тому

∆

2π
υ(r)

∣∣∣∣∣∣
∫
θr

e−ikϕdϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∆

2π
υ(r)θ(r) = o(υ(r)), r → +∞, r /∈ D. (2.21)

При r ∈ [2n−1, 2n] \D маємо також∣∣∣∣∣∣ 1

2π

∫
θr

F (reiϕ)e−ikϕdϕ

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1

2π

∫
θr

|F (reiϕ)|dϕ ≤

≤ η−1
n υ(2n)

(
η2
n

2
+
η2
n

2
ln(1 +

2

η2
n

)

)
= υ(2n)

(
ηn
2

+
ηn
2

ln(1 +
2

η2
n

)

)
=

= o(υ(r)), r → +∞. (2.22)

З (2.20)-(2.22) отримуємо

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= lim

r→+∞

n(r)

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0,

що доводить теорему 2.3.

З теорем 2.2, 2.3 отримуємо таке твердження.
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Наслiдок 2.1. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i нулi функцiї f мають кутову

υ -щiльнiсть. Тодi для k ∈ Z iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim∗

r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0.

2.4 Коефiцiєнти Фур’є та збiжнiсть в Lp[0, 2π] -метрицi
логарифмiчної похiдної цiлих функцiй

В цьому пiдроздiлi буде встановлено зв’язок мiж коефiцiєнтами Фур’є

та регулярним зростанням в Lp[0, 2π] -метрицi логарифмiчної похiдної цiлої

функцiї нульового порядку. Отриманi результати сформулюємо у виглядi

теорем 2.4 та 2.5.

Теорема 2.4. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i для k ∈ Z\{0} iснують границi

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0.

Тодi iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для довiльного p ∈

[1,+∞) ∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G. (2.23)

Теорема 2.5. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) i виконуються спiвiдношення

(2.18). Тодi iснує множина G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, така, що для p ∈ [1,+∞)∥∥∥∥F (reiϕ)

υ(r)
−∆

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G.

Для доведення теореми 2.4 нам потрiбно кiлька допомiжних тверджень.

Спершу знайдемо зображення коефiцiєнтiв Фур’є функцiї F через лi-

чильну функцiю нулiв n(r). Нехай ak = rke
iαk — нулi функцiї f ∈ H0(υ) .

Покладемо

nk(r) =
∑
|aj |≤r

e−ikαj , k ∈ Z.
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Лема 2.7. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) . Тодi

ck(r, F ) = nk(r)− krk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt, k ∈ N, (2.24)

ck(r, F ) = nk(r) + krk
r∫

0

nk(t)

tk+1
dt, k = −1,−2, . . . , (2.25)

c0(r, F ) = n0(r) = n(r), (2.26)

|ck(r, F )| ≤ Kυ(r), k ∈ Z, (2.27)

де K > 0— деяка стала.

Доведення. Нехай ln f(z) =
+∞∑
k=1

γkz
k — розвинення в деякому околi

точки z = 0 . Враховуючи, [6, с. 60], що для цiлої функцiї порядку ρ ≥ 0

маємо (γk = 0 для k ≤ 0 )

γk = −1

k

+∞∑
j=1

1

akj
, k ≥ [ρ] + 1,

з формул (див., наприклад, [17])

ck(r, F ) = kγkr
k +

∑
|aj |≤r

(
r

aj

)k
, k ∈ Z,

iнтегруванням частинами отримуємо спiввiдношення (2.24)-(2.26), а саме:

ck(r, F ) = −krk
+∞∫
0

nk(t)

tk+1
dt+ rk

r∫
0

dnk(t)

tk
=

= −krk
+∞∫
0

nk(t)

tk+1
dt+ rk

nk(r)
rk

+ k

r∫
0

nk(t)

tk+1
dt

 =

= nk(r)− krk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt для k ≥ 1;
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i, аналогiчно, для k ≤ −1

ck(r, F ) = krk
+∞∫
0

nk(t)

tk+1
dt− rk

+∞∫
r

dnk(t)

tk
dt =

= krk
+∞∫
0

nk(t)

tk+1
dt− rk

−nk(r)
rk

+ k

+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt

 =

= nk(r) + krk
r∫

0

nk(t)

tk+1
dt.

Оскiльки |nk(r)| ≤ n(r) ≤ Kυ(r),

|k|rk
r∫

0

υ(t)

tk+1
dt ≤ |k|rkυ(r)

r∫
0

t−k−1dt ≤ Kυ(r) для k ≤ −1,

krk
+∞∫
r

υ(t)

tk+1
dt ≤ krk

υ(r)√
r

+∞∫
r

t−k−
1
2dt ≤ Kυ(r) для k ≥ 1,

то з (2.24)-(2.26) отримуємо (2.27).

Зауваження 2.3. За умов леми 2.7 та з формул ([17])

ck(r,Re F ) =
1

2
kγkr

k +
1

2

∑
|aj |≤r

((
r

aj

)k
+

(
aj
r

)k)
,

ck(r, Im F ) =
1

2i
kγkr

k +
1

2i

∑
|aj |≤r

((
r

aj

)k
−
(
aj
r

)k)
, k ≥ 1

подiбним чином можна отримати наступнi зображення:

ck(r,Re F ) = nk(r)−
1

2
krk

+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt− 1

2
kr−k

r∫
0

tk−1nk(t) dt, k ∈ N,

ck(r,Re F ) = nk(r)+
1

2
krk

r∫
0

nk(t)

tk+1
dt+

1

2
kr−k

+∞∫
r

tk−1nk(t) dt, k=−1,−2, . . . ,
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ck(r, Im F ) = − 1

2i
krk

+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt+

1

2i
kr−k

r∫
0

tk−1nk(t) dt, k ∈ N,

ck(r, Im F ) =
1

2i
krk

r∫
0

nk(t)

tk+1
dt− 1

2i
kr−k

+∞∫
r

tk−1nk(t) dt, k = −1,−2, . . . .

Лема 2.8. Нехай 1 < γ ≤ 2, υ ∈ L, f ∈ H0(υ) . Тодi iснує множина

G∈Eγ−1 така, що для |k| ≥ 2

|ck(r, F )| ≤ Kυ(r)

(
1

γ|k|
+

1

|k|(γ − 1)

)
, r /∈ G.

Зауваження 2.4. При доведеннi леми 2.8 використовуємо методику

Я. В. Василькiва, яку вiн застосував в [17] при доведеннi теореми 1.

Доведення. Нехай k ∈ N, 1 < γ ≤ 2, 0 < r < +∞. Вiдомо, що (див.

доведення леми 2.7)

ck(r, F ) = kγkr
k +

∑
|aj |≤r

(
r

aj

)k
, k 6= 0, γk = −1

k

+∞∑
j=1

1

akj
.

Звiдси

ck(r, F ) = krk

(
−1

k

+∞∑
j=1

1

akj

)
+
∑
|aj |≤r

(
r

aj

)k
= −rk

∑
|aj |>r

1

akj
.

Розглянемо рiзницю

ck(r, F )− γ−kck(γr, F ) = −rk
∑
|aj |>r

1

akj
+ γ−k(γr)k

∑
|aj |>γr

1

akj
= −rk

∑
r<|aj |≤γr

1

akj
.

Звiдси i з (2.27)

|ck(r, F )| ≤ |ck(γr, F )|
γk

+ rk

∣∣∣∣∣∣
∑

r<|aj |≤γr

1

akj

∣∣∣∣∣∣ ≤ Kυ(γr)

γk
+ rk

∣∣∣∣∣∣
∑

r<|aj |≤γr

1

akj

∣∣∣∣∣∣ .
Позначимо dµ(t) =

( ∑
|aj |≤γr

δ(t− |aj|)

)
dt дискретну мiру, а через

M(dµ)(t) = sup
t∈I

µ(I)/mes{I} — максимальну функцiю Гардi-Лiттвуда, де



65

δ(x) — мiра Дiрака, I — довiльний iнтервал з R+ . Нехай

E1 = {t ∈ [0, γr] : M(dµ)(t) > η}, де η =
4n(γr, f)

(γ − 1)γr
.

З [72, с. 37] вiдомо, що

mes{E1} = mes{t ∈ [0, γr] : M(dµ)(t) > η} ≤ 2

η

∫
R+

dµ(t) =
2

η
n(γr, f) =

=
1

2
(γ − 1)γr.

Верхня лiнiйна щiльнiсть

d(E1) = lim
r→+∞

mes (E1 ∩ [0, r])/r ≤ 1

2
(γ − 1), 1 < γ ≤ 2.

Позначимо µr(x) =
∫

|r−t|≤x
dµ(t). Тодi

Σ1 = rk

∣∣∣∣∣∣
∑

r<|aj |≤γr

1

akj

∣∣∣∣∣∣ ≤ rk
γr∫
r

dµ(t)

tk
= rk

γr∫
r

dµ(t)

(t− r + r)k
≤

≤ rk
(γ−1)r∫

0

dµr(x)

(x+ r)k
=

(γ−1)r∫
0

dµr(x)

(1 + x/r)k
.

Оскiльки для r /∈ E1 µr(x) ≤ ηx, то для довiльного k ≥ 2

(γ−1)r∫
0

dµr(x)

(1 + x/r)k
≤

(γ−1)r∫
0

dµr(x)

(1 + µr(x)/(ηr))k
=

n(γr,f)∫
0

dy

(1 + y/(ηr))k
=

=
ηr

1− k

((
1 +

n(γr, f)

ηr

)1−k
− 1

)
=

=
4n(γr, f)

(1− k)γ(γ − 1)

((
1 +

γ(γ − 1)

4

)1−k
− 1

)
.

Тодi, для r /∈ E1, d(E1) ≤ 1/2 (γ − 1), 1 < γ ≤ 2, k ≥ 2 маємо

|ck(r, F )| ≤ Kυ(γr)

γk
+

4n(γr, f)

(1− k)γ(γ − 1)

((
1 +

γ(γ − 1)

4

)1−k
− 1

)
. (2.28)
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Для k ≤ −2, 1 < γ ≤ 2 розглянемо

ck(r, F )− γ−|k|ck
(
r

γ
, F

)
= r−|k|

∑
r
γ<|aj |≤r

a
|k|
j .

Звiдси

|ck(r, F )| ≤

∣∣∣∣ck (rγ , F
)∣∣∣∣

γ|k|
+ r−|k|

∣∣∣∣∣∣
∑

r
γ<|aj |≤r

a
|k|
j

∣∣∣∣∣∣ ≤
Kυ

(
r

γ

)
γ|k|

+ r−|k|

∣∣∣∣∣∣
∑

r
γ<|aj |≤r

a
|k|
j

∣∣∣∣∣∣ .
Аналогiчно, як i в попередньому випадку позначимо

dµ∗(t) =

∑
|aj |≤r

δ(t− |aj|)

 dt, µ∗r(x) =

∫
|r−t|≤x

dµ∗(t),

E2 = {t ∈ [0, r] : M(dµ∗)(t) > θ}, де θ =
4n(γr, f)

(γ − 1)r
.

Тодi

mes{E2} = mes{t ∈ [0, r] : M(dµ∗)(t) > θ} ≤ 2

θ

∫
R+

dµ∗(t) ≤ 1

2
(γ − 1)r,

тобто d(E2) ≤ (γ − 1)/2, 1 < γ ≤ 2. Для r /∈ E2

Σ2 =r−|k|

∣∣∣∣∣∣
∑

r
γ<|aj |≤r

a
|k|
j

∣∣∣∣∣∣≤r−|k|
r(1−1/γ)∫

0

(r − x)|k|dµ∗r(x)≤

≤
r(1−1/γ)∫

0

(
1− µ∗r(x)

θr

)|k|
dµ∗r(x) ≤

n(γr,f)∫
0

(
1− y

θr

)|k|
dy =

=
4n(γr, f)

(γ − 1)(|k|+ 1)

(
1−

(
1− γ − 1

4

)|k|+1
)
.

Отже, маємо

|ck(r, F )| ≤ Kυ(r/γ)

γ|k|
+

4n(γr, f)

(γ − 1)(|k|+ 1)

(
1−

(
1− γ − 1

4

)|k|+1
)
. (2.29)
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Позначимо E = E1 ∪ E2. Тодi з (2.28) i (2.29) отримуємо

|ck(r, F )| ≤ Kυ(γr)

γk
+

4n(γr, f)

(1− k)γ(γ − 1)

((
1 +

γ(γ − 1)

4

)1−k
− 1

)
≤

≤ Kυ(r)

(
1

γ|k|
+

1

|k|(γ − 1)

)
.

Лема 2.9. (Теорема Хаусдорф-Юнг)[73, с. 76]. Нехай
1

p
+

1

q
= 1, 1 < p ≤ 2.

Якщо f ∈ Lp[0, 2π], то(
+∞∑

k=−∞

|ck(f)|q
)1/q

≤
(

1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|pdt
)1/p

.

Якщо (
+∞∑

k=−∞

|ck|p
)1/p

<∞,

то iснує функцiя f ∈ Lq[0, 2π], для якої ck = ck(f), k ∈ Z, i(
1

2π

∫ 2π

0

|f(t)|qdt
)1/q

≤

(
+∞∑

k=−∞

|ck|p
)1/p

= ‖ck‖lp.

Доведення теореми 2.4. За лемою 2.8 для 1 < γ < 2, δ = γ − 1

маємо

|ck(r, F )| ≤ Kυ(r)

(
1

γ|k|
+

1

|k|(γ − 1)

)
, |k| ≥ 2, r /∈ G′, G′ ∈ Eδ.

Отже, послiдовнiсть
(
ck(r, F )

υ(r)

)k=+∞

k=−∞
належить простору lq при q>1, r /∈

G′ . Далi ck(r, F−n(r))= ck(r, F ) для k 6= 0, c0(r, F−n(r))=0 i за лемою

2.9 при p ≥ 2,
1

p
+

1

q
= 1,

∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

≤

∑
k 6=0

∣∣∣∣ck(r, F )

υ(r)

∣∣∣∣q


1
q

.
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Оскiльки ряд в правiй частинi попередньої нерiвностi рiвномiрно збiжний

на [0,+∞) \G′ та iснує E0 -множина D така, що для k 6= 0 виконується

ck(r, F )/υ(r)→ 0, r → +∞, r /∈ D, то∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G, G = (G′ ∪D) ∈ Eδ.

За нерiвнiстю Гельдера ‖ · ‖p ≤ ‖ · ‖2 для 1 ≤ p < 2 i тому останнє

спiвiдношення виконується для p ∈ [1,+∞) , що доводить теорему 2.4.

Доведення теореми 2.5. Завдяки нерiвностi трикутника для p -норм

маємо ∥∥∥∥F (reiϕ)

υ(r)
−∆

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

+

∥∥∥∥n(r)

υ(r)
−∆

∥∥∥∥
p

.

Оскiльки за теоремою 2.4∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, при r → +∞, r /∈ G, G ∈ Eδ, 0 < δ < 1,

i n(r) = c0(r, F ) ∼ ∆υ(r), r → +∞, з останньої нерiвностi отримуємо

твердження теореми.

Зауваження 2.5. В [52] наведено приклад цiлої функцiї f ∈ H0(υ), υ ∈

L, такої, що nk(r) = o(1), r → +∞, для довiльних k ∈ Z \ {0} i не iснує

границя lim
r→+∞

n0(r)/υ(r). З формул (2.24)–(2.26) леми 2.7 отримуємо, що

ck(r, F ) = o(1), r → +∞, k ∈ Z \ {0}. Звiдси бачимо, що iснує функцiя

f ∈ H0(υ), яка задовольняє умову теореми 2.4.

2.5 Один приклад цiлої функцiї з класу H0(υ)

Виявляється, що на вiдмiну вiд функцiй класу H∗+(ρ(r)) в загальному

випадку для f ∈ H0(υ) оберненi твердження до теорем 2.2–2.4 не правиль-

нi. В цьому пiдроздiлi побудовано приклад функцiї з класу H0(υ), для якої

виконуються умови (2.9), (2.18), (2.23) теорем 2.2–2.4 вiдповiдно i нулi не

мають кутової υ -щiльностi.
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Теорема 2.6. Для довiльної функцiї υ ∈ L iснують функцiя f ∈ H0(υ) i

множина E ∈ C2
0 такi, що

F (reiϕ) = n(r) + o(1), z = reiϕ →∞, z /∈ E; (2.30)

lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k 6= 0; (2.31)∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G, G ∈ Eδ, 0 < δ < 1, (2.32)

i нулi f не мають кутової υ -щiльностi.

Для доведення цiєї теореми нам потрiбний наступний наслiдок з теореми

Теплiца [74, c. 326], який сформулюємо у виглядi леми.

Лема 2.10. Нехай заданi двi послiдовностi xl i yl, l = 1, 2, . . . n, такi,

що xn → 0, yn → 0 при n → +∞ та iснує K таке, що для довiльного

n ∈ N

|y1|+ |y2|+ . . .+ |yn| ≤ K (K = const).

Тодi

zn = x1yn + x2yn−1 + . . .+ xny1 → 0, n→ +∞.

Доведення теореми 2.6. Нехай υ — довiльна функцiя з класу L .

Виберемо послiдовнiсть дiйсних чисел rk таку, що rk ↗ +∞ при k → +∞

i

υ(r1) = 1, rk+1 > 2rk, υ(rk) ∈ N.

Приймемо m1 = υ(r1) = 1, mk = υ(rk)− υ(rk−1), k ≥ 2,

υ(rk) > (k + 1)υ(rk−1). (2.33)

Нехай

f(z) =
+∞∏
k=1

(
1−

(
z

rk

)mk
)
.
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Оскiльки

mk = υ(rk)− υ(rk−1) > kυ(rk−1) > k

i для довiльного R > 0

(R/rk)
mk < (1/2)k, k ≥ k0,

то ряд
+∞∑
k=1

(
z

rk

)mk

— абсолютно i рiвномiрно збiжний в крузi {z : |z| ≤ R} ,

а отже, i ряд
+∞∏
k=1

(
1−

(
z

rk

)mk
)

— рiвномiрно збiжний, тому f(z) — цiла

функцiя.

Нехай rn ≤ r < rn+1 . Тодi

n(r) =
n∑
k=1

mk = υ(r1) +
n∑
k=2

(υ(rk)− υ(rk−1)) = υ(rn) ≤ υ(r)

i для всiх α i β, 0 ≤ α < β < 2π, маємо

n(r, α, β) = (1 + o(1))
β − α

2π

∑
rk≤r

mk = (1 + o(1))
β − α

2π
υ(rn), r → +∞.

Звiдси, завдяки (2.33), отримуємо, що

lim
r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)
= lim

n→+∞

n(rn, α, β)

υ(rn)
=
β − α

2π
,

lim
r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)
= lim

n→+∞

n(rn+1 − 0, α, β)

υ(rn+1)
=
β − α

2π
lim

n→+∞

υ(rn)

υ(rn+1)
= 0.

Отже, нулi f не мають кутової υ -щiльностi.

Легко бачити, що

F (z) =
+∞∑
k=1

(−mk)(z/rk)
mk

1− (z/rk)mk
=

n∑
k=1

mk

1− (rk/z)mk
+

+∞∑
k=n+1

mk(z/rk)
mk

(z/rk)mk − 1
=

=
n∑
k=1

mk +
n∑
k=1

mk(rk/z)mk

1− (rk/z)mk
+

+∞∑
k=n+1

mk(z/rk)
mk

(z/rk)mk − 1
.

Звiдси для rn ≤ |z| = r < rn+1

|F (z)− n(r)| ≤

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

mk(rk/z)mk

1− (rk/z)mk

∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=n+1

mk(z/rk)
mk

(z/rk)mk − 1

∣∣∣∣∣ =

= |Σ1|+ |Σ2| . (2.34)
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Далi, для rn
(
1 + 1/

√
mn

)
≤ |z| ≤ rn+1

(
1− 1/

√
mn+1

)
, маємо(

rn
|z|

)mn

≤
(

1 +
1
√
mn

)−mn

≤ 2−
√
mn,(

|z|
rn+1

)mn+1

≤
(

1− 1
√
mn+1

)mn+1

≤ 2−
√
mn+1.

Тодi ∣∣∣∣ 1

1− (rn/|z|)mn

∣∣∣∣ < 1

1− 2−
√
mn

< 2,∣∣∣∣ 1

(|z|/rn+1)
mn+1 − 1

∣∣∣∣ ≤ 1

1− 1/2−
√
mn+1

< 2.

Для k ≤ n− 1 правильнi наступнi оцiнки:(
rk
|z|

)mk

≤
(
rn−1

rn

)mk

≤
(

1

2

)mk

≤ 1

2
,

rk
rn

=
rk
rk+1

· rk+1

rk+2
· . . . · rn−1

rn
≤
(

1

2

)n−k
.

Отже,

|Σ1| ≤
n−1∑
k=1

mk(rk/r)
mk

|1− (rk/z)mk|
+mn

(rn
r

)mn
∣∣∣1− (rn

z

)mn
∣∣∣−1

≤
n−1∑
k=1

mk(rk/rn)
mk

1− (rk/rn)mk
+

+2mn

(
1 +

1
√
mn

)−mn

≤ 2
n−1∑
k=1

mk(rk/rn)
mk + 2

mn

e
√
mn

≤ 2
n−1∑
k=1

mk2
(k−n)mk + o(1), n→ +∞.

Розглянемо суму з правої частини отриманої рiвностi. Маємо
n−1∑
k=1

mk2
(k−n)mk =

m1

2(n−1)m1
+

m2

2(n−2)m2
+ · · ·+ mn−2

22mn−2
+
mn−1

2mn−1
=

=
m1

2m1

1

2(n−2)m1
+
m2

2m2

1

2(n−3)m2
+ · · ·+ mn−2

2mn−2

1

2mn−2
+
mn−1

2mn−1
.

Покладемо xl = ml/2
ml, yl = 1/2(l−1)mn−l. Оскiльки xl → 0, yl → 0 при

l→ +∞ i для довiльного l ∈ N

|y1|+ |y2|+ . . .+ |yl| ≤ 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2l
≤ 2,
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то з леми 2.10 маємо
n−1∑
k=1

mk2
(k−n)mk =

n−1∑
k=1

xkyn−k = o(1), n→ +∞.

Отже,

|Σ1| = o(1), n→ +∞. (2.35)

Далi, аналогiчно до оцiнки |Σ1| , отримуємо

|Σ2| ≤
+∞∑

k=n+2

mk(r/rk)
mk

|(z/rk)mk − 1|
+mn+1

(
r

rn+1

)mn+1
∣∣∣∣( z

rn+1

)mn+1

− 1

∣∣∣∣−1

<

<
+∞∑

k=n+2

mk(rn+1/rk)
mk

1− (rn+1/rk)mk
+ 2mn+1

(
1− 1
√
mn+1

)mn+1

≤

≤ 2
+∞∑

k=n+2

mk

2(k−n)mk
+ 2

mn+1

e
√
mn+1

= o(1), n→ +∞. (2.36)

Отже, з (2.34)-(2.36) для z /∈ E =
+∞⋃
k=1

(
rk − rk/

√
mk, rk + rk/

√
mk

)
F (reiϕ) = n(r) + o(1), z = reiϕ →∞.

Покажемо далi, що E ∈ C2
0 . Дiйсно, для rn ≤ r ≤ rn+1/2 маємо

mes2 (E ∩ C(r)) ≤
n∑
k=1

(
r2
k(1 +

1
√
mk

)2 − r2
k

)
=

n∑
k=1

(
2
r2
k√
mk

+
r2
k

mk

)
≤

≤ 3r2
n

n∑
k=1

(rk/rn)
2

√
mk

≤ 3r2
n∑
k=1

2(k−n)2

√
mk

.

Поклавши xl = 1/
√
ml , yl = 1/4l, за лемою 2.10 отримуємо

mes2 (E ∩ C(r)) = o(r2), r → +∞.

Аналогiчно, для rn+1/2 ≤ r ≤ rn+1

mes2 (E ∩ C(r)) ≤
n+1∑
k=1

(
r2
k(1 +

1
√
mk

)2 − r2
k

)
≤ 3r2

n+1

n+1∑
k=1

(rk/rn+1)
2

√
mk

≤
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≤ 12r2
n+1∑
k=1

2(k−n−1)2

√
mk

= o(r2), r → +∞.

Отже, з останнiх двох спiввiдношень

mes2 (E ∩ C(r)) = o(r2), r → +∞.

Нехай

aj = r1e
2πi
m1
j, j = 1,m1,

am1+j = r2e
2πi
m2
j, j = 1,m2, . . . ,

am1+m2+...+mn−1+j = rne
2πi
mn

j, j = 1,mn,

послiдовностi нулiв f . Вiдомо, що e
2πi
n s+e

2πi
n 2s+· · ·+e 2πi

n ns = 0, |s| < n, для

довiльного s ∈ Z+ . Для k ∈ Z \ {0} вибираємо таке найменше натуральне

число j0 , що mj0 > |k|. Тодi для r > rj0

|nk(r)| =

∣∣∣∣∣∣
∑
|aj |≤r

e−ikαj

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∑
rj≤rj0

e−ikαj

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
rj≤rj0

1 ≤ n(rj0) = υ(rj0).

Отже, nk(r)/υ(r)→ 0, r → +∞. Для k > 0 завдяки (2.24) маємо

|ck(r, F )| =

∣∣∣∣∣∣nk(r)− krk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤ υ(rj0)

∣∣∣∣∣∣1− krk
+∞∫
r

dt

tk+1

∣∣∣∣∣∣ =

= υ(rj0)|1 + rkt−k
∣∣+∞
r
| = O(υ(rj0)), r → +∞,

i, аналогiчно, для k < 0 з (2.25) отримуємо

|ck(r, F )| =

∣∣∣∣∣∣nk(r) + krk
r∫

0

nk(t)

tk+1
dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ υ(rj0)

∣∣∣1− rkt−k
∣∣r
0

∣∣∣ = O(υ(rj0)), r → +∞,

тобто виконується (2.31). Спiввiдношення (2.32) випливає з теореми 2.4.
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2.6 Висновки до роздiлу 2

В роздiлi 2 знайдено необхiднi умови iснування кутової υ -щiльностi ну-

лiв цiлої функцiї нульового порядку в термiнах поводження її логарифмi-

чної похiдної та показано, що цi умови не є достатнiми.

В пiдроздiлi 2.1 доведено апроксимацiйну теорему для логарифмiчних

похiдних функцiй f ∈ H0(υ), υ ∈ L, яка вiдiграє важливу роль у знахо-

дженнi асимптотики F = zf ′/f зовнi деякої Cα
0 -множини, 1 < α ≤ 2.

В пiдроздiлi 2.2. за умови iснування кутової υ -щiльностi нулiв функцiї

f ∈ H0(υ) встановлена асимптотика її логарифмiчної похiдної.

В пiдроздiлi 2.3 показано, що з асимптотики логарифмiчної похiдної

функцiї f з класу H0(υ) випливає регулярне поводження коефiцiєнтiв

Фур’є ck(r, F ). Як наслiдок з результатiв пiдроздiлiв 2.2 i 2.3 отримано,

що iснування кутової υ -щiльностi нулiв цiлої функцiї f ∈ H0(υ) є доста-

тньою умовою регулярного зростання ck(r, F ).

Зв’язки мiж коефiцiєнтами Фур’є логарифмiчної похiдної цiлої фун-

кцiї та збiжнiстю F за p -нормою в просторi Lp[0, 2π] ; мiж кутовою υ -

щiльнiстю нулiв f та p -нормою її логарифмiчної похiдної в просторi

Lp[0, 2π] знайдено в пiдроздiлi 2.4.

В пiдроздiлi 2.5 побудовано приклад цiлої функцiї f ∈ H0(υ), для якої

виконуються знайденi в попереднiх пiдроздiлах необхiднi умови iснування

кутової υ -щiльностi її нулiв, а саме:

1) F (reiϕ) = n(r) + o(1), z = reiϕ →∞, z /∈ E, E ∈ C2
0 ;

2) iснують границi lim∗
r→+∞

ck(r, F )

υ(r)
= 0, k ∈ Z \ {0};

3)
∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ(r)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G, G ∈ Eδ, 0 < δ < 1,

i нулi f не мають кутової υ -щiльностi.



Роздiл 3

Критерiї iснування кутової
υ -щiльностi нулiв цiлих функцiй,
близьких до полiномiв, з нулями на
скiнченнiй системi променiв

В теоремах 2.2-2.4 роздiлу 2 спiввiдношення (2.9), (2.18), (2.23) є необ-

хiдними умовами для iснування кутової υ -щiльностi, але не достатнiми.

Виникає питання, за яких умов на функцiю f ∈ H0(υ) iз асимптотики,

регулярного зростання коефiцiєнтiв Фур’є i збiжностi в Lp[0, 2π] -метрицi

логарифмiчної похiдної F випливатиме iснування кутової υ -щiльностi ну-

лiв функцiї f . Зазначимо, що у випадку цiлої функцiї нецiлого порядку

iснування кутової щiльностi її нулiв еквiвалентне одному iз спiввiдношеннь

1)([31, 32]) (g ∈ L1[0, 2π] , E∈Cα
0 , 1 < α ≤ 2, )

F (z) = g(ϕ)rρ(r) + o(rρ(r)), z = reiϕ →∞, z /∈ E;

2)([32])

lim
r→+∞,r /∈D

ck(r, F )

rρ(r)
= dk, для всiх k ∈ Z;

3) ([17])∥∥∥∥F (reiθ)

rρ(r)
− g(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞, r /∈ G, G ∈ Eη, 0 < η < 1,

де p ∈ [1,+∞), g∈L1[0, 2π] .
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В цьому роздiлi буде видiлено пiдклас цiлих функцiй f класу H0(υ),

для яких з асимптотики, регулярного зростання коефiцiєнтiв Фур’є i збi-

жностi в Lp[0, 2π] -метрицi логарифмiчної похiдної F випливає iснування

кутової υ -щiльностi нулiв f.

3.1 Асимптотика логарифмiчної похiдної цiлих фун-
кцiй з нулями на скiнченнiй системi променiв i
кутова υ -щiльнiсть їхнiх нулiв

Позначимо через Γm =
m⋃
j=1

{z : arg z = θj} =
m⋃
j=1

lθj , −π ≤ θ1 < θ2 <

. . . < θm < π, скiнченну систему променiв, H0(υ,Γm) – пiдклас цiлих

функцiй з класу H0(υ), нулi яких лежать на скiнченнiй системi променiв

Γm, n(r, θj; f) = n(r, θj) – кiлькiсть нулiв функцiї f ∈ H0(υ), що лежать

на променi lθj = {z : arg z = θj}, модулi яких не перевищують r . Нехай

hj(θ) = (θ−π− θj), θj < θ < θj + 2π, а ĥj(θ) – її перiодичне продовження

з (θj, θj + 2π) на R, j = 1,m. Для υ̃ ∈ L приймемо

υ(r) =

r∫
0

υ̃(t)

t
dt,

υ(0) = 0. Легко бачити, що υ ∈ L i υ̃(r) = o(υ(r)), r → +∞. Справдi,

застосовуючи правило Лопiталя, отримуємо

υ(2r)

υ(r)
∼ υ̃(2r)/2r · 2

υ̃(r)/r
=
υ̃(2r)

υ̃(r)
→ 1, r → +∞

υ̃(r)

υ(r)
=

υ̃(r)
r∫

0

υ̃(t)/tdt

∼ rυ̃′(r)

υ̃(r)
→ 0, r → +∞.

Нехай l̃θj = {z : arg z = θj, |z| ≥ rj > 0}, де rj – найменший модуль

нуля, що лежить на променi lθj , j = 1,m, D = C \

(
m⋃
j=1

l̃θj

)
– однозв’я-

зна область. Через ln f позначимо однозначну вiтку багатозначної функцiї
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Ln f = ln |f(z)| + iArg f(z), в областi D таку, що ln f(0) = 0. Легко ба-

чити, що

ln f(z) =

z∫
0

f ′(w)

f(w)
dw, z ∈ D,

де iнтеграл береться вздовж вiдрiзка [0, z].

Для того, щоб знайти достатнi умови для iснування кутової υ -щiльностi

нулiв цiлої функцiї з класу H0(υ,Γm) спершу сформулюємо i доведемо

теорему, аналогiчну до теореми 2.2.

Теорема 3.1. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i для кожного j = 1,m

n(r, θj) = ∆jυ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, (3.1)

∆ =
m∑
j=1

∆j, Hf(θ) =
m∑
j=1

∆jĥj(θ), ∆j ≥ 0. Тодi для θ 6= θj,

F (reiθ) = ∆υ(r) + iHf(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,

причому для довiльного δ > 0 останнє спiввiдношення виконується рiв-

номiрно щодо θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ).

Для доведення цiєї теореми використаємо наступну лему. Покладемо

ak(r) =

r∫
0

tkυ̃(t)dt, bk(r) =

+∞∫
r

t−k−2υ̃(t)dt, υ̃ ∈ L.

Лема 3.1. Нехай υ̃ ∈ L,

Σ1 = −
+∞∑
k=0

(−1)kak(r)

zk+1
,

Σ2 =
+∞∑
k=0

(−1)kzk+1bk(r).

Тодi для z = reiθ,−π < θ < π

Σ1 + Σ2 = iθυ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,
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причому останнє спiввiдношення виконується рiвномiрно вiдносно θ на

[−π + δ, π − δ], 0 < δ < 1.

Доведення. Оскiльки υ̃ ∈ L, то (υ̃(t))′ = ε(t)υ̃(t)/t, де ε(t) → 0 при

t→ +∞. Тому

ak(r) =

r∫
0

tkυ̃(t)dt =
rk+1

k + 1
υ̃(r)− 1

k + 1

r∫
0

ε(t)υ̃(t)tkdt,

bk(r) =

+∞∫
r

t−k−2υ̃(t)dt =
υ̃(r)

(k + 1)rk+1
+

1

k + 1

+∞∫
r

ε(t)υ̃(t)t−k−2dt

i, завдяки лемi 2.4, рiвномiрно вiдносно θ на [−π + δ, π − δ], 0 < δ < 1,

+∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)zk+1

r∫
0

ε(t)υ̃(t)tkdt = o(υ̃(r)),

+∞∑
k=0

(−1)kzk+1

k + 1

+∞∫
r

ε(t)υ̃(t)

tk+2
dt = o(υ̃(r)), r → +∞,

Звiдси отримуємо

Σ1 + Σ2 =
+∞∑
k=0

(−1)k

k + 1

(
eiθ(k+1) − e−iθ(k+1)

)
υ̃(r) + o(υ̃(r)) = (ln(1 + eiθ)−

− ln(1 + e−iθ))υ̃(r) + o(υ̃(r)) = iθυ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞.

Доведення теореми 3.1. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ) , нулi f розташо-

ванi на вiд’ємному променi l−π, тобто

f(z) =
+∞∏
k=1

(
1 +

z

ak

)
,

де 0 < ak ↗ +∞ i для довiльного ε > 0 ряд
+∞∑
k=1

1

|ak|ε
збiжний. Як i в

доведеннi теореми 2.2, якщо n(r,−π) = n(r) = υ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,
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то для z = reiθ, −π < θ < π,

F (z)=z
f ′(z)

f(z)
=z

+∞∑
k=1

1

z + ak
=z

+∞∫
0

n(t)− υ(t)

(z + t)2
dt+z

+∞∫
0

υ(t)

(z + t)2
dt =

=I1+I2. (3.2)

Завдяки умовi (3.1) та лемi 2.2 для z = reiθ, −π < θ < π, маємо

I1 = z

+∞∫
0

β(t)υ̃(t)

(z + t)2
dt = o(υ̃(r)), r → +∞, (3.3)

де β(r) = (n(r)− υ(r))/υ̃(r)→ 0, r → +∞.

Подiбно, як у доведеннi теореми 2.2, отримуємо

I2 = z

r∫
0

υ(t)

(z + t)2
dt+ z

+∞∫
r

υ(t)

(z + t)2
dt =

=
1

1 + eiθ
υ(r) +

eiθ

1 + eiθ
υ(r) + Σ1 + Σ2 = υ(r) + Σ1 + Σ2, (3.4)

де Σ1 = −
+∞∑
k=0

(−1)kak(r)

zk+1
, Σ2 =

+∞∑
k=0

(−1)kzk+1bk(r).

Завдяки лемi 3.1 i спiввiдношенням (3.2)-(3.4) маємо

F (z) = υ(r) + iθυ̃(r) + o(υ̃(r)), z →∞, −π < θ < π, (3.5)

причому для довiльного δ > 0 останнє спiввiдношення виконується рiвно-

мiрно щодо θ ∈ [−π + δ, π − δ].

У випадку, коли нулi f лежать на променi lθj = {z : arg z = θj}, −π <

θj < π, для θj < θ < 2π + θj

n(r, θj) = ∆jυ(r) + o(υ̃(r)), ∆j > 0, r → +∞.

Розглянемо функцiю

F (reiθ) = reiθ
+∞∑
k=1

1

reiθ − |ak|eiθj
= reiθ

+∞∑
k=1

1

reiθ + |ak|eiθjeiπ
=
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= rei(θ−θj−π)
+∞∑
k=1

1

rei(θ−θj−π) + |ak|
.

З (3.5) отримуємо

F (reiθ) = ∆jυ(r) + i∆j(θ − θj − π)υ̃(r) + o(υ̃(r)) =

= ∆jυ(r) + i∆jhj(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), z →∞,

рiвномiрно вiдносно θ ∈ [θj + δ, θj + 2π − δ], 0 < δ < 1.

Нехай f задовольняє умови теореми 3.1, тобто нулi f розташованi на

скiнченнiй системi променiв Γm i виконується (3.1). Зобразимо f у виглядi

добутку f = f1 · . . . ·fm, де fj – цiла функцiя з нулями на променi lθj , j =

1,m. Тодi для z ∈ D маємо ln f(z) = ln f1(z)+. . .+ln fm(z) i використавши

останнє спiввiдношення для θ ∈ [−π, π) \
m⋃
j=1

θj отримуємо

F (reiθ) = reiθ
m∑
j=1

f ′j(re
iθ)

fj(reiθ)
= ∆υ(r) + i

m∑
j=1

∆jĥj(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)) =

= ∆υ(r) + iHf(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞,

причому для довiльного δ > 0 останнє спiввiдношення виконується рiв-

номiрно вiдносно θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ). Теорему 3.1

доведено повнiстю.

Теорема 3.2. Нехай G ∈ L1[0, 2π], ∆ > 0, υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i

F (reiθ) = ∆υ(r) + iG(θ)υ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, (3.6)

причому для довiльного δ > 0 спiввiдношення (3.6) виконується рiвно-

мiрно щодо θ на множинi [−π, π) \
m⋃
j=1

(θj − δ, θj + δ). Тодi нулi f мають

кутову υ -щiльнiсть, причому для всiх α, β ∈ [−π, π)\
m⋃
j=1

θj виконується

∆(α, β) =
1

2π
(G(α)−G(β) + ∆(β − α)) . (3.7)
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Щоб довести цю теорему, нам потрiбна наступна лема, яка випливає з

результатiв роботи [19].

Лема 3.2. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ), 0 < δ < 1. Тодi iснує E0 -множина

E така, що

r

θ+δ∫
θ−δ

∣∣∣∣f ′(reiϕ)

f(reiϕ)

∣∣∣∣ dϕ = O(υ(r))

(
δ + δ ln(1 +

1

δ
)

)
, r → +∞, r /∈ E.

Доведення теореми 3.2. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm). Покла-

демо Sr(α, β) = {z : |z| ≤ r, α ≤ arg z ≤ β}, −π ≤ θ1 < . . . <

θk0−1 < α < θk0 < . . . < θl0 < β < θl0+1 < . . . < θm < π, r /∈ Ω,

∂S+
r (α, β) = Ir(α)

⋃
Cr(α, β)

⋃
I−r (β) — додатна орiєнтацiя межi сектора

Sr(α, β), де

Ir(α) = {z1(t) = teiα, 0 ≤ t ≤ r}, Ir(β) = {z2(t) = teiβ, 0 ≤ t ≤ r},

Cr(α, β) = {z3(t) = reit, α ≤ t ≤ β}.

Тодi

n(r, α, β) =
1

2πi

∫
∂S+

r (α,β)

f ′(z)

f(z)
dz =

1

2πi

 ∫
Ir(α)

f ′(z)

f(z)
dz +

∫
I−r (β)

f ′(z)

f(z)
dz

+

+
1

2πi

∫
Cr(α,β)

f ′(z)

f(z)
dz. (3.8)

За умови (3.6) теореми 3.2 отримуємо (υ̃(t) = tυ′(t))∫
Ir(α)

f ′(z)

f(z)
dz =

r∫
0

f ′(teiα)

f(teiα)
eiαdt =

r∫
0

1

t
F (teiα)dt =

= ∆

r∫
0

υ(t)

t
dt+ i

r∫
0

(G(α)υ′(t) + o(υ′(t))) dt =

= ∆

r∫
0

υ(t)

t
dt+ iG(α)υ(r) + o(υ(r)), r → +∞, (3.9)
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i, аналогiчно, ∫
I−r (β)

f ′(z)

f(z)
dz = −

r∫
0

f ′(teiβ)

f(teiβ)
eiβdt =

= −∆

r∫
0

υ(t)

t
dt− iG(β)υ(r) + o(υ(r)), r → +∞. (3.10)

Нехай 0 < δ < min

{
θk0 − α

2
,
β − θl0

2
,
θj+1 − θj

2

}
, де j = k0, l0 − 1. Тодi

∫
Cr(α,β)

f ′(z)

f(z)
dz =

θk0−δ∫
α

f ′(reit)

f(reit)
ireitdt+

l0−1∑
j=k0

θj+1−δ∫
θj+δ

f ′(reit)

f(reit)
ireitdt+

+

l0∑
j=k0

θj+δ∫
θj−δ

f ′(reit)

f(reit)
ireitdt+

β∫
θl0+δ

f ′(reit)

f(reit)
ireitdt.

Покладемо

Σ1 =

θk0−δ∫
α

F (reit)dt+

l0−1∑
j=k0

θj+1−δ∫
θj+δ

F (reit)dt+

β∫
θl0+δ

F (reit)dt,

Σ2 =

l0∑
j=k0

θj+δ∫
θj−δ

F (reit)dt.

Далi, з (3.6)

Σ1 =

 θk0−δ∫
α

+

l0−1∑
j=k0

θj+1−δ∫
θj+δ

+

β∫
θl0+δ

 (∆υ(r) + iG(t)υ̃(r) + o(υ̃(r)))dt =

= (∆υ(r) + o(υ̃(r))

 θk0−δ∫
α

dt+

l0−1∑
j=k0

θj+1−δ∫
θj+δ

dt+

β∫
θl0+δ

dt

+

+iυ̃(r)

 θk0−δ∫
α

G(t)dt+

l0−1∑
j=k0

θj+1−δ∫
θj+δ

G(t)dt+

β∫
θl0+δ

G(t)dt

 =



83

= (∆υ(r) + o(υ̃(r))

θk0−δ−α+

l0−1∑
j=k0

(θj+1−θj−2δ)+β−θl0−δ

+ o(υ(r)) =

= ∆(β − α− 2δ(l0 − k0 + 1))υ(r) + o(υ(r)), r → +∞.

За лемою 3.2 iснує така E0 -множина Ej , що для 0 < δ < 1∣∣∣∣∣∣∣
θj+δ∫
θj−δ

f ′(reit)

f(reit)
reitdt

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ r

θj+δ∫
θj−δ

∣∣∣∣f ′(reit)f(reit)

∣∣∣∣ dt = O (υ(r))

(
δ + δ ln(1 +

1

δ
)

)
,

r → +∞, r /∈ Ej, j = k0, l0, а отже,

Σ2 = O (υ(r))

(
δ + δ ln(1 +

1

δ
)

)
, r → +∞, r /∈ E =

l0⋃
j=k0

Ej.

Таким чином,∫
Cr(α,β)

f ′(z)

f(z)
dz = iΣ1 + iΣ2 = i∆(β − α− 2δ(l0 − k0 + 1))υ(r)+

+O (υ(r))

(
δ + δ ln(1 +

1

δ
)

)
+ o(υ(r)), r → +∞, r /∈ E, (3.11)

де E – деяка E0 -множина.

З (3.8)-(3.11), спрямувавши δ до нуля, отримуємо

n(r, α, β) =
1

2π
(G(α)−G(β) + ∆(β − α)) υ(r) + o(υ(r)), r → +∞, r /∈ E.

Залишилося показати, що нулi f мають кутову υ -щiльнiсть для до-

вiльного r → +∞. Справдi, нехай r ∈ E. Тодi iснують r′, r′′ такi, що

r/2 < r′ < r < r′′ < 2r, r′ /∈ E, r′′ /∈ E. Оскiльки

n(r′, α, β)

υ(r′)

υ(r′)

υ(r)
≤ n(r, α, β)

υ(r)
≤ n(r′′, α, β)

υ(r′′)

υ(r′′)

υ(r)
,

υ(r′) ∼ υ(r′′) ∼ υ(r), r → +∞, то

lim
r→+∞

n(r, α, β)

υ(r)
=

1

2π
(G(α)−G(β) + ∆(β − α)) = ∆(α, β),



84

що доводить теорему 3.2.

Для G(θ) = Hf(θ) =
m∑
j=1

∆jĥj(θ), ∆j ≥ 0 з теореми 3.2 отримуємо

наслiдок.

Наслiдок 3.1. За умов теореми 3.2 з G(θ) = Hf(θ), ∆ =
m∑
j=1

∆j нулi f

мають кутову υ -щiльнiсть i

∆(α, β) =

l0∑
j=k0

∆j,

де −π ≤ θ1 < . . . < θk0−1 < α < θk0 < . . . < θl0 < β < θl0+1 < . . . < θm < π.

Доведення. Оскiльки за умовою наслiдку 3.2 виконуються всi умови тео-

реми 3.2, то нулi f ∈ H0(υ,Γm) мають кутову υ -щiльнiсть i справедливе

спiввiдношення (3.7).

Для θ ∈ [−π, π) маємо

ĥj(α) =

{
α− θj − π, 1 ≤ j ≤ k0 − 1,

α− θj + π, k0 ≤ j ≤ m,

ĥj(β) =

{
β − θj − π, 1 ≤ j ≤ l0,

β − θj + π, l0 + 1 ≤ j ≤ m.

Звiдси, завдяки (3.7)

∆(α, β) =
1

2π

m∑
j=1

∆j(ĥj(α)− ĥj(β) + (β − α)) =
1

2π
(

k0−1∑
j=1

∆j(α− θj − π)+

+
m∑

j=k0

∆j(α−θj+π)−
l0∑
j=1

∆j(β−θj−π)−
m∑

j=l0+1

∆j(β−θj+π)+∆(β−α)) =

=
1

2π

k0−1∑
j=1

∆j(α−β)+

l0∑
j=k0

∆j(α−β+2π)+
m∑

j=l0+1

∆j(α−β)−∆(α−β)

=

=
1

2π

∆(α− β) + 2π

l0∑
j=k0

∆j −∆(α− β)

 =

l0∑
j=k0

∆j.
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3.2 Коефiцiєнти Фур’є логарифмiчної похiдної та
iснування кутової υ -щiльностi нулiв функцiй з
класу H0(υ,Γm)

В цьому пiдроздiлi буде розглянуто зв’язок мiж кутовою υ -щiльнiстю

нулiв цiлої функцiї з класу H0(υ,Γm) i коефiцiєнтами Фур’є її логарифмi-

чної похiдної. Нехай an = |an|eiθn нулi f ∈ H0(υ,Γm), Ω = {|an| : n ∈ N},

ck(r,Φ), k ∈ Z коефiцiєнти Фур’є функцiї Φ(reiθ), як функцiї, що за-

лежить вiд θ, тобто ck(r,Φ) =
1

2π

2π∫
0

Φ(reiθ)e−ikθ, r > 0. Приймемо

nk(r) =
∑
|an|≤r

e−ikθn, k ∈ Z.

Теорема 3.3. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконуються спiввiдношення

(3.1). Тодi

lim
r→+∞

c0(r, F )−∆υ(r)

υ̃(r)
= 0, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= δk, k ∈ Z \ {0},

де δk = −1

k

m∑
j=1

∆je
−ikθj .

Для доведення цiєї теореми ми використаємо наступнi твердження, якi

сформулюємо у виглядi лем.

Лема 3.3. Нехай υ ∈ L. Тодi для k ∈ N

rk
+∞∫
r

υ(t)

tk+1
dt =

1

k
υ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

r−k
r∫

0

υ(t)

t−k+1
dt =

1

k
υ(r) + o(υ(r)), r → +∞.

Доведення. Завдяки [8, с. 63-64] для k ∈ N отримуємо

rk
+∞∫
r

υ(t)

tk+1
dt = rkυ(r)

+∞∫
r

dt

tk+1
+ o(υ(r)) = rkυ(r)

1

krk
+ o(υ(r)) =
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=
1

k
υ(r) + o(υ(r)) r → +∞,

i, аналогiчно, з [8, с. 65-66] маємо

r−k
r∫

0

υ(t)

t−k+1
dt = r−kυ(r)

r∫
0

dt

t−k+1
+ o(υ(r)) = r−kυ(r)

rk

k
+ o(υ(r)) =

=
1

k
υ(r) + o(υ(r)), r → +∞.

Лема 3.4. Нехай υ ∈ L, ε(t) – локально iнтегровна на [1,+∞), ε(t)→ 0

при t→ +∞. Тодi для k ∈ N

rk
+∞∫
r

ε(t)υ(t)

tk+1
dt = o(υ(r)), r → +∞,

r−k
r∫

0

ε(t)υ(t)

t−k+1
dt = o(υ(r)), r → +∞.

Доведення. За правилом Лопiталя

lim
r→+∞

+∞∫
r

ε(t)υ(t)/tk+1dt

r−kυ(r)
= lim

r→+∞

−ε(r)υ(r)/rk+1

−kr−k−1υ(r) + r−kυ′(r)
=

= lim
r→+∞

−ε(r)υ(r)

−kυ(r) + rυ′(r)
= lim

r→+∞

−ε(r)
−k + rυ′(r)/υ(r)

= 0.

Аналогiчно,

lim
r→+∞

r∫
0

ε(t)υ(t)/t−k+1dt

rkυ(r)
= lim

r→+∞

ε(r)υ(r)/r−k+1

krk−1υ(r) + rkυ′(r)
=

= lim
r→+∞

ε(r)

k + rυ′(r)/υ(r)
= 0.

Доведення теореми 3.3. Нехай виконується (3.1). Тодi

nk(r)=
m∑
j=1

e−ikθjn(r, θj)=

(
m∑
j=1

∆je
−ikθj

)
υ(r)+o(υ̃(r))=−kδkυ(r)+o(υ̃(r)),
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n0(r) = n(r) = ∆υ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞.

Далi, для k > 0 i r /∈ Ω завдяки спiввiдношенню (2.24) та лемi 3.4 маємо

ck(r, F ) = nk(r)− krk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt = −kδkυ(r) + o(υ̃(r)) + k2δkr

k·

·
+∞∫
r

υ(t) + o(υ̃(t))

tk+1
dt = −kδkυ(r) + k2δkr

k

υ(r)

krk
+

+∞∫
r

tυ′(t)

ktk+1
dt

+ o(υ̃(r)) =

= kδkr
k

+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt+ o(υ̃(r)), r → +∞.

З останнього спiввiдношення i леми 3.3 отримуємо для k > 0

ck(r, F ) = δkυ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞, r /∈ Ω.

Завдяки спiввiдношенню (2.26)

lim
r→+∞

c0(r, F )−∆υ(r)

υ̃(r)
= lim

r→+∞

n(r)−∆υ(r)

υ̃(r)
= 0.

Аналогiчно, для k < 0

ck(r, F ) = nk(r) + krk
r∫

0

nk(t)

tk+1
dt = −kδkυ(r) + o(υ̃(r))− k2δkr

k·

·
r∫

0

υ(t) + o(υ̃(t))

tk+1
dt = −kδkυ(r)−k2δkr

k

−υ(r)

krk
+

r∫
0

tυ′(t)

ktk+1
dt

+o(υ̃(r)) =

= −kδkrk
+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt+ o(υ̃(r)) = δkυ̃(r) + o(υ̃(r)), r → +∞.

Теорему 3.3 доведено.

Теорема 3.4. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i для m послiдовних цiлих

чисел k = k0, k0 +m− 1, k0 ∈ Z, iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= δk, k 6= 0. (3.12)

Тодi нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.
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Для доведення теореми 3.4 будемо використовувати такi твердження

Лема 3.5. [51]. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) . Тодi

ck(r, ln f) = −rk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt, k ∈ N,

ck(r, ln f) = rk
r∫

1

nk(t)

tk+1
dt, k ∈ Z−.

Для невiд’ємної локально iнтегровної на [1,+∞) функцiї γ приймемо

Ik(r; γ) =


−rk

+∞∫
r

γ(t)

tk+1
dt, k ∈ N,

rk
r∫

1

γ(t)

tk+1
dt, k = −1,−2, . . . ,

Jk(r; γ1, . . . , γm) =
m∑
p=1

akpIk(r; γp), k ∈ Z \ {0},

J0(r; γ1, . . . , γm) =
m∑
p=1

γp(r),

де akp ∈ C, a0p = 1, p = 1,m.

Лема 3.6. Нехай I={k1, k2, . . . , km} ⊂ Z, Jk(r; γ1, . . . , γm) такi як вище,

i матриця A = (akp), k ∈ I, 1 ≤ p ≤ m, є невиродженою. Тодi iснують

bkp ∈ C такi, що в точках неперервностi γp виконується

γp(r) =
∑
k∈I

bkpJ̃k(r; γ1, . . . , γm), p = 1,m,

де J̃k(r; γ1, . . . , γm)= rJ ′k(r; γ1, . . . , γm)− kJk(r; γ1, . . . , γm), k ∈ I.

Доведення. Оскiльки для k ∈ Z \ {0}

I ′k(r; γ) =


−krk−1

+∞∫
r

γ(t)

tk+1
dt+

γ(r)

r
, k ∈ N,

krk−1
r∫

1

γ(t)

tk+1
dt+

γ(r)

r
, k = −1,−2, . . . ,

=
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=
1

r
(kIk(r; γ) + γ(r)),

то

rJ ′k(r; γ1, . . . , γm)=
m∑
p=1

akp(kIk(r; γp)+γp(r))=kJk(r; γ1, . . . , γm)+
m∑
p=1

akpγp(r).

Звiдси i означення J0(r; γ1, . . . , γm)

m∑
p=1

akpγp(r) = rJ ′k(r; γ1, . . . , γm)− kJk(r; γ1, . . . , γm) =

= J̃k(r; γ1, . . . , γm), k ∈ I,

де a0p = 1, p = 1,m, J̃0(r; γ1, . . . , γm)=J0(r; γ1, . . . , γm).

Оскiльки detA 6= 0, то, обчисливши bkp за правилом Крамера, отриму-

ємо твердження леми 3.6.

Легко бачити, що правильне таке твердження.

Лема 3.7. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm). Для того, щоб нулi f мали

кутову υ -щiльнiсть необхiдно i досить, щоб iснували границi

lim
r→+∞

n(r, θj)

υ(r)
= ∆j, j = 1,m.

Доведення теореми 3.4. Не зменшуючи загальностi вважаємо, що

умови теореми виконуються для k0 = 0.

За лемою 3.5 у випадку розташування нулiв на скiнченнiй системi про-

менiв Γm маємо

c0(r, F ) =
m∑
j=1

n(r, θj) = J0(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)),

ck(r, ln f) = −rk
+∞∫
r

nk(t)

tk+1
dt = −rk

m∑
j=1

e−ikθj

+∞∫
r

n(t, θj)

tk+1
dt =

=
m∑
j=1

e−ikθjIk(r;n(r, θj))=Jk(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)), k=1,m−1. (3.13)
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Оскiльки

detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 . . . 1

e−iθ1 e−iθ2 . . . e−iθm

. . . .

e−i(m−1)θ1 e−i(m−1)θ2 . . . e−i(m−1)θm

∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

то за лемою 3.6 (γj(r) = n(r, θj), j = 1,m ) отримуємо

n(r, θj) =
m−1∑
k=0

bkjJ̃k(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)), bkj ∈ C, r /∈ Ω. (3.14)

Оскiльки для коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, ln f) функцiї ln f правильнi рiв-

ностi (див., наприклад, [15, c. 43])

ck(r, ln f) =

r∫
0

ck(t, F )

t
dt, k ∈ Z,

то

ck(r, F ) = rc′k(r, ln f), r /∈ Ω (3.15)

i з умов (3.12) отримуємо (k = 1,m− 1 )

lim
r→+∞

ck(r, ln f)

υ(r)
= lim
r→+∞

r∫
0

ck(t, F )/tdt

r∫
0

υ̃(t)/tdt

= lim
r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
=δk. (3.16)

Завдяки умовам (3.13), (3.15) маємо (k = 1,m− 1)

J̃k(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)) = rJ ′k(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm))−

−kJk(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)) = ck(r, F )− kck(r, ln f).

З (3.16) та спiввiдношення υ̃(r) = o(υ(r)), r → +∞, отримуємо

J̃k(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)) = −(1 + o(1))kδkυ(r) + (1 + o(1))δkυ̃(r) =

= −kδkυ(r) + o(υ(r)), r → +∞, r /∈ Ω.
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З означення J̃0(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)) та (3.12) маємо

J̃0(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)) = J0(r;n(r, θ1), . . . , n(r, θm)) = c0(r, F ) =

= ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞, r /∈ Ω.

Звiдси i з (3.14) отримуємо, що для j = 1,m iснують границi

lim
r→+∞,r /∈Ω

n(r, θj)

υ(r)
= ∆j.

З неперервностi функцiй n(r, θj)/υ(r) на [0,+∞) \ Ω отримуємо, що для

всiх j = 1,m iснують границi

lim
r→+∞

n(r, θj)

υ(r)
= ∆j.

З леми 3.7 випливає, що нулi f мають кутову υ -щiльнiсть. Теорему 3.4

доведено.

3.3 Зв’язок мiж збiжнiстю в Lp[0, 2π] -метрицi логари-
фмiчної похiдної та iснуванням кутової υ -щiльно-
стi нулiв цiлих функцiй нульового порядку

В цьому пiдроздiлi для цiлих функцiй f з класу H0(υ,Γm) буде зна-

йдено зв’язок мiж iснуванням кутової υ -щiльностi нулiв f та збiжнiстю в

Lp[0, 2π] -метрицi її логарифмiчної похiдної.

Теорема 3.5. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконуються спiввiдношення

(3.1). Тодi∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iHf(θ)

∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
− iHf(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

(3.17)

де Hf(θ) =
m∑
j=1

∆jĥj(θ), ∆ =
m∑
j=1

∆j.

Для доведення цiєї теореми ми використаємо такi твердження.
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Лема 3.8. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i виконується спiввiдношення

(3.1). Тодi iснує r0 > 0 таке, що для k ∈ Z \ {0} виконується

|ck(r, F )| ≤ 8∆

|k|
υ̃(r), r ≥ r0,

де ∆ =
m∑
j=1

∆j.

Доведення. Оскiльки nk(r) =
m∑
j=1

e−ikθjn(r, θj), то завдяки спiввiдношен-

ням (j = 1,m)

n(r, θj) = ∆jυ(r) + εj(r)υ̃(r), εj(r)→ 0 при r → +∞,

маємо

nk(r) = ∆̃kυ(r) + ε(r; k)υ̃(r), r → +∞,

де ∆̃k =
m∑
j=1

∆je
−ikθj , ε(r; k) =

m∑
j=1

εj(r)e
−ikθj .

З цього спiввiдношення i з (2.24) отримуємо для k ∈ Z \ {0}

|ck(r, F )| ≤

∣∣∣∣∣∣∆̃kυ(r)− krk∆̃k

+∞∫
r

υ(t)

tk+1
dt

∣∣∣∣∣∣+ |ε(r; k)|υ̃(r)+

+krk|∆̃k|
+∞∫
r

|ε(t; k)|υ(t)

tk+1
dt. (3.18)

Оскiльки

krk∆̃k

+∞∫
r

υ(t)

tk+1
dt = ∆̃kkr

k

 υ(t)

−ktk

∣∣∣∣+∞
r

+
1

k

+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt

 =

= ∆̃kυ(r) + ∆̃kr
k

+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt,

то з (3.18) маємо

|ck(r, F )| ≤ ∆rk
+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt+ ε(r)υ̃(r) + ε∗(r)krk

+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt,
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де ε(r) =
m∑
j=1

|εj(r)| → 0, ε∗(r) = sup{ε(t) : t ≥ r} ↘ 0 при r → +∞.

Враховуючи, що

rk
+∞∫
r

υ̃(t)

tk+1
dt ≤ 6υ(r)

k
,

з останнього спiввiдношення отримуємо

|ck(r, F )| ≤ 6∆

k
υ̃(r) + ε(r)υ̃(r) + 6ε∗(r)υ̃(r), r ≥ r0.

Звiдси випливає твердження леми 3.8.

Доведення теореми 3.5. Маємо

b0 := c0(Hf) =
1

2π

m∑
j=1

∆j

2π∫
0

ĥj(θ)dθ =
1

2π

m∑
j=1

∆j

θj+2π∫
θj

(θ − θj − π)dθ = 0,

bk := ck(Hf) =
1

2π

m∑
j=1

∆j

2π∫
0

ĥj(θ)e
−ikθdθ =

=
1

2π

m∑
j=1

∆j

θj+2π∫
θj

(θ − θj − π)e−ikθdθ =
1

2π

m∑
j=1

∆j
θ − θj − π
−ik

e−ikθ
∣∣∣∣θj+2π

θj

=

=
i

k

m∑
j=1

∆je
−ikθj =

i∆̃k

k
, k 6= 0. (3.19)

Звiдси одержуємо, що |bk| ≤
∆

|k|
, k 6= 0. Оскiльки за лемою 3.8 |ck(r, F )| ≤

8∆

|k|
υ̃(r), то послiдовнiсть

(
ck(r, F )

υ̃(r)
− ibk

)
k 6=0

належить до простору lq

при q > 1, r ≥ r0. Далi, ck(r, F − n(r)) = ck(r, F ) для k 6= 0 i тому за

лемою 2.9 для p ≥ 2,
1

p
+

1

q
= 1 маємо

∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iHf(θ)

∥∥∥∥
p

≤

∑
k 6=0

∣∣∣∣ck(r, F )

υ̃(r)
− ibk

∣∣∣∣q


1
q

.
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Оскiльки отриманий ряд рiвномiрно збiжний для всiх r ≥ r0, то здiйснив-

ши граничний перехiд при r → +∞ в останньому спiввiдношеннi, завдяки

лемi 3.8 та (3.19) отримуємо∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iHf(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

для p ≥ 2. За нерiвнiстю Гельдера ‖ · ‖p ≤ ‖ · ‖2 для 1 ≤ p < 2 i тому

твердження теореми 3.5 правильне i для 1 ≤ p < 2. Отже, теорему 3.5

доведено повнiстю.

Теорема 3.6. Нехай G ∈ L1[0, 2π], υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ,Γm) i∥∥∥∥F (reiθ)− n(r)

υ̃(r)
− iG(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞. (3.20)

Тодi нулi f мають кутову υ -щiльнiсть, причому
2π∫
0

G(θ)dθ = 0.

Доведення. Позначимо через gk коефiцiєнти Фур’є функцiї G , тобто gk =

ck(G). Для k 6= 0 справедлива рiвнiсть ck(r, F − n(r)) = ck(r, F ), а отже,∣∣∣∣ck(r, F )

υ̃(r)
− igk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ck(r, F − n(r))

υ̃(r)
− igk

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣ 1

2π

2π∫
0

(
F (reiθ)−n(r)

υ̃(r)
−iG(θ)

)
e−ikθdθ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

2π

2π∫
0

∣∣∣∣F (reiθ)−n(r)

υ̃(r)
−iG(θ)

∣∣∣∣ dθ ≤
≤
∥∥∥∥F (reiϕ)− n(r)

υ̃(r)
− iG(θ)

∥∥∥∥
p

.

Завдяки (3.20) з останнього спiввiдношення отримуємо

lim
r→+∞

ck(r, F )

υ̃(r)
= igk.
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Для k = 0 виконується c0(r, F − n(r)) = c0(r, F ) − n(r) = 0. Звiдси

отримуємо, що g0 = 0, тобто

2π∫
0

G(θ)dθ = 0.

Отже, завдяки теоремi 3.4 нулi функцiї f мають кутову υ -щiльнiсть.

3.4 Достатнi умови iснування кутової υ -щiльностi ну-
лiв цiлих функцiй в термiнах регулярного пово-
дження в Lp[0, 2π] -метрицi їх логарифмiчної похi-
дної та коефiцiєнтiв Фур’є

В роздiлi 2 для функцiй f з класу H0(υ), υ ∈ L, нулi яких мають

кутову υ -щiльнiсть, отримано асимптотику логарифмiчної похiдної (див.

теорема 2.2), доведено iснування регулярного зростання коефiцiєнтiв Фур’є

логарифмiчної похiдної (див. теорема 2.3), показано збiжнiсть F за нор-

мою простору Lp[0, 2π], p ≥ 1 (див. теорема 2.4) зовнi виняткових мно-

жин. В пiдроздiлах 3.1–3.3 для цiлих функцiй нульового порядку з нулями

на скiнченнiй системi променiв, тобто функцiй з класу H0(υ,Γm), одер-

жано уточненi спiввiдношення асимптотики логарифмiчної похiдної (див.

теорема 3.1), регулярного зростання ck(r, F ) (див. теорема 3.3), збiжностi

логарифмiчної похiдної за нормою простору Lp[0, 2π], p ≥ 1 (див. теорема

3.5), якi виконуються для всiх z ∈ C \ Γm. З цих уточнених спiввiдно-

шень для характеристик F випливає iснування кутової υ -щiльностi нулiв

функцiй f ∈ H0(υ,Γm) (див. теореми 3.2, 3.4, 3.6).

В цьому пiдроздiлi показано, що уточненi спiввiдношення для ck(r, F )

та збiжностi в Lp[0, 2π] -метрицi F є достатнiми умовами для iснування

кутової υ -щiльностi нулiв f для всього класу H0(υ).
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Теорема 3.7. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ), ∆ > 0 та iснує функцiя G ∈

L1[0, 2π] така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi iснують границi

lim
r→+∞

c0(r, F )

υ(r)
= ∆, lim

r→+∞,r /∈Ω

ck(r, F )

υ̃(r)
= ck, k 6= 0. (3.21)

Доведення. Нехай gk коефiцiєнти Фур’є функцiї G . Тодi, як i при дове-

деннi теореми 3.6, отримуємо∣∣∣∣ck(r, F −∆υ(r))

υ̃(r)
− gk

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥F (reiϕ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
1

≤

≤
∥∥∥∥F (reiϕ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

.

Для k ∈ Z\{0} маємо ck(r, F (z)−∆υ(r)) = ck(r, F ) i тому з умов теореми

3.7 та останньої нерiвностi отримуємо∣∣∣∣ck(r, F )

υ̃(r)
− gk

∣∣∣∣ ≤ ∥∥∥∥F (reiϕ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

→ 0, r → +∞,

що рiвносильне iснуванню границь

lim
r→+∞

ck(r, F )

υ̃(r)
= gk.

Для k = 0 маємо c0(r, F (z)−∆υ(r)) = c0(r, F )−∆υ(r) i тому отримуємо

lim
r→+∞

c0(r, F )−∆υ(r)

υ̃(r)
= g0.

Враховуючи, що υ̃(r) = o(υ(r)), r → +∞, з останнього спiввiдношення

отримуємо

c0(r, F ) = ∆υ(r) + g0υ̃(r) + o(υ̃(r)) = ∆υ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

що доводить теорему 3.7.
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Теорема 3.8. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ) та iснують границi (3.21). Тодi

нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

Для доведення цiєї теореми використаємо таку лему.

Лема 3.9. Нехай υ ∈ L, f ∈ H0(υ). Для того, щоб нулi f мали кутову

υ -щiльнiсть необхiдно i досить, щоб iснували границi

lim
r→+∞

nk(r)

υ(r)
= δk, k ∈ Z.

Твердження цiєї леми неважко отримати з теореми Каратеодорi-Левi

(див., наприклад, [6, c. 98]).

Доведення теореми 3.8. Нехай ck(r, ln f) коефiцiєнти Фур’є функцiї

ln f. Оскiльки υ̃(r) = rυ′(r), (див., наприклад, [15, с. 43])

ck(r, ln f) =

r∫
0

ck(t, F )

t
dt,

то завдяки (3.21)

ck(r, ln f) = ck

r∫
0

υ′(t)dt+

r∫
0

ε(t)υ′(t)dt = ckυ(r) + o(υ(r)), r → +∞,

де ε(r)→ 0 при r → +∞.

Далi, враховуючи спiввiдношення
ck(r, F )

υ(r)
→ 0 при r → +∞, k 6=

0 i спiввiдношення ck(r, F ) = nk(r) + kck(r, ln f) (див., наприклад, [15])

отримуємо

nk(r)

υ(r)
=
ck(r, F )

υ(r)
− kck(r, ln f)

υ(r)
→ −kck, r → +∞, k 6= 0.

Оскiльки c0(r, F ) = n0(r), то
n0(r)

υ(r)
→ ∆ при r → +∞. За лемою 3.9 нулi

f ∈ H0(υ) мають кутову υ -щiльнiсть.

З теорем 3.7 i 3.8 випливає наступне твердження.
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Наслiдок 3.2. Нехай υ̃ ∈ L, f ∈ H0(υ), ∆ > 0 та iснує функцiя G ∈

L1[0, 2π] така, що

lim
r→+∞

∥∥∥∥F (reiθ)−∆υ(r)

υ̃(r)
−G(θ)

∥∥∥∥
p

= 0.

Тодi нулi f мають кутову υ -щiльнiсть.

3.5 Висновки до роздiлу 3

В роздiлi 3 розглянуто клас цiлих функцiй з нулями на скiнченнiй систе-

мi променiв H0(υ,Γm), який є пiдкласом класу H0(υ). Для f ∈ H0(υ,Γm)

за умови iснування "покращеної" кутової υ -щiльностi нулiв функцiї f, а

саме

n(r, θj) = ∆jυ(r) + o(υ̃(r)), r → +∞ j = 1,m,

отриманi спiввiдношення для асимптотики F, коефiцiєнтiв ck(r, F ), збi-

жностi F в Lp[0, 2π] -метрицi, якi уточнюють аналогiчнi твердження для

функцiй f класу H0(υ).

Показано, що цi отриманi спiввiдношення, якi задають регулярнiсть зро-

стання F, ck(r, F ) i збiжнiсть F в Lp[0, 2π] -метрицi є достатнiми умовами

для iснування кутової υ -щiльностi нулiв функцiї f з H0(υ,Γm).

В пiдроздiлi 3.4 вказанi достатнi умови iснування кутової υ -щiльностi

нулiв для функцiй f з класу H0(υ) в термiнах регулярного поводження

коефiцiєнтiв Фур’є їх логарифмiчних похiдних та збiжностi F за p -нормою

в просторi Lp[0, 2π].



Висновки

Дисертацiйна робота присвячена розв’язанню ряду актуальних задач

теорiї цiлих функцiй, а саме: дослiдженню взаємозв’язкiв мiж розподiлом

нулiв цiлої функцiї нульового порядку i регулярним зростанням її логари-

фмiчної похiдної F та її основних характеристик, серед яких коефiцiєнти

Фур’є F i збiжнiсть F в Lp[0, 2π] -метрицi.

У роботi знайдено необхiднi умови iснування кутової υ -щiльностi нулiв

цiлої функцiї нульового порядку в термiнах поводження її логарифмiчної

похiдної та показано, що цi умови не є достатнiми.

В дисертацiї дослiджено взаємозв’язки мiж регулярними поводженнями

логарифмiчної похiдної F , ї ї коефiцiєнтiв Фур’є та p-норми F в просторi

Lp[0, 2π] , 1 ≤ p < +∞ , цiлої функцiї повiльного зростання. Зокрема, пока-

зано, що з асимптотики логарифмiчної похiдної F зовнi деякої виняткової

множини випливає регулярне поводження її коефiцiєнтiв Фур’є. Встанов-

лено, що регулярне поводження коефiцiєнтiв Фур’є ck(r, F ), k 6= 0, є до-

статньою умовою збiжностi логарифмiчної похiдної F функцiї f ∈ H0(υ)

за нормою простору Lp[0, 2π], p ≥ 1.

У роботi видiлено пiдклас цiлих функцiй f нульового порядку, в якому

отримано критерiї iснування кутової υ -щiльностi нулiв в термiнах асимпто-

тичного поводження їх логарифмiчної похiдної F ; регулярного зростання

коефiцiєнтiв Фур’є F ; збiжностi F за p -нормою в просторi Lp[0, 2π] . Для

цiлої функцiї цього пiдкласу встановлено уточненi асимптотичнi спiввiдно-
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шення для логарифмiчної похiдної та її коефiцiєнтiв Фур’є. Показано, що

деякi з цих спiввiдношень також є достатнiми умовами iснування кутової

υ -щiльностi нулiв для всього класу цiлих функцiй нульового порядку.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер. Вони мо-

жуть бути використанi для подальшого розвитку теорiї цiлих функцiй в

рiзних напрямках.

Основнi результати дисертацiї є новими i носять завершений характер.

При їх отриманнi використовувались методи комплексного та математи-

чного аналiзу, сучаснi методи теорiї цiлих функцiй.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується повними та стро-

гими доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у фахових журналах

i були оприлюдненi на багатьох мiжнародних наукових конференцiях i спе-

цiалiзованих наукових семiнарах.
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