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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N — множина натуральних чисел;

Z — множина цiлих чисел;

R — множина дiйсних чисел;

R+ — множина невiд’ємних дiйсних чисел;

Q — множина рацiональних чисел;

C — множина комплексних чисел;

Rp (Cp) — p-вимiрний дiйсний (комплексний) простiр;

Zp (Zp+) — множина точок з Rp, якi мають цiлi (невiд’ємнi цiлi) коорди-

нати;

{y ∈ Y : P (y)} — пiдмножина елементiв з Y , що мають властивiсть P (y);

x = (x1, . . . , xp) — довiльна точка з простору Rp;

(t, x) = (t, x1, . . . , xp), де t ∈ R, x ∈ Rp; dx = dx1 · · · dxp;
k = (k1, . . . , kp) ∈ Zp; |k| = |k1|+ . . .+ |kp|; (k, x) = k1x1 + . . .+ kpxp;

Ωp — p-вимiрний тор (R/2πZ)p, p ∈ N;

G ⊂ Rp — обмежена однозв’язна область, ∂G — межа областi G;

G — замикання областi G; Σ := [0, T ]× ∂G;
Πp = {x ∈ Rp

+ : xr ∈ [0, π], r ∈ {1, . . . , p}};
Up(ρ) = {(z1, . . . , zp) ∈ Cp : max

j∈{1,...,p}
|zj| 6 ρ}, ρ > 0;

Bp
T = {(t, x) : t ∈ (0, T ), x ∈ Rp}; Qp

T = (0, T )×G; Dp
T = (0, T )× Πp;

mesPM — мiра Лебега в просторi P множини M ⊂ P;

Cm
n — кiлькiсть комбiнацiй з n елементiв по m;

sgn z =


1, z > 0;

0, z = 0;

−1, z < 0;

z ∈ R;
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δjr — символ Кронекера: δjr =

 1, j = r;

0, j 6= r;

C(mn;m) — множина всiх наборiв ω = (i1, . . . , im), складених з m цiлих

чисел i1,. . . ,im таких, що 1 6 i1 < . . . < im 6 mn; на множинi C(mn;m)

введемо бiнарне вiдношення ≺ за правилом (i1,. . ., im) ≺ (j1,. . ., jm), якщо

перша вiдмiнна вiд нуля серед рiзниць j1 − i1, . . . , jm − im є додатною;

Cj, j = 1, 2, . . ., — додатнi сталi, якi не залежать вiд k;

X = {Xk(x) : k ∈ Kp} — повна ортонормована система функцiй вiд p

змiнних x1, . . . , xp, де Kp спiвпадає з Zp або з Np;

ηk = (ηk1, . . . , ηkp) — вектор iз дiйсними компонентами, |ηk|= |ηk1| +. . .+
|ηkp|, k ∈ Kp; w(α, β) := w(α, β, k) = |ηk|α exp(β|ηk|), α, β ∈ R;

T nX =

{
ϕ(x) =

∑
k∈Kp,|k|6n

ϕkXk(x) : ϕk ∈ C, |k| 6 n

}
, n ∈ Z+;

TX =
⋃
n∈N T nX — простiр функцiй збiжнiсть у якому визначається

таким чином [25]: послiдовнiсть{
ϕm(x) =

∑
k

ϕmk Xk(x) : m ∈ N

}
⊂ TX

збiгається до ϕ(x) =
∑
k

ϕkXk(x) ∈ TX, якщо:

1) iснує N ∈ N таке, що ϕm(x) ∈ T NX для всiх m ∈ N,

2) для кожного k ∈ Kp ∃ lim
m→∞

ϕmk = ϕk;

T ′X — простiр функцiй f(x) =
∑

k∈Kp fkXk(x), який спiвпадає з про-

стором усiх антилiнiйних неперервних функцiоналiв на TX;
Cn ([0, T ] ; TX) (Cn ([0, T ] ; T ′X)), n ∈ Z+, T > 0, — простiр таких

функцiй u (t, x) =
∑
k∈Kp

uk(t)Xk(x), uk ∈ Cn([0, T ]), k ∈ Kp, що при ко-

жному фiксованому t ∈ [0, T ] похiднi ∂ju/∂tj :=
∑
k∈Kp

u
(j)
k (t)Xk(x), j ∈

{0, 1, . . . , n}, належать простору TX (T ′X);

EX
w(α,β), α, β ∈ R, — простiр, одержаний поповненням простору TX за
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нормою ∥∥∥ϕ;EX
w(α,β)

∥∥∥ =

√∑
k∈Kp

|ϕk|2w2(α, β), ϕk ∈ C;

Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)
,n ∈ Z+, — простiр функцiй u(t, x) =

∑
k∈Kp

uk(t)Xk(x),

uk(t) ∈ Cn[0, T ], таких, що для кожного фiксованого t ∈ [0, T ] похiднi

∂ju/∂tj =
∑
k∈Kp

u
(j)
k (t)Xk(x), j ∈ {0, 1, . . . , n}, належать до простору EX

w(α,β)

i є неперервними за t в нормi цього простору∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)∥∥∥ =
n∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂ju(t, ·)
∂tj

;EX
w(α,β)

∥∥∥∥ ;

E
X,m
w(α,β), α, β ∈R, m ∈ N, — простiр вектор-функцiй ~ϕ(x) =col(ϕ1(x),. . .,

ϕm(x)) таких, що ϕq ∈ EX
w(α,β), q ∈ {1, . . . ,m}, iз нормою∥∥∥~ϕ;E
X,m
w(α,β)

∥∥∥ = max
16q6m

∥∥∥ϕq;EX
w(α,β)

∥∥∥ ;

Cn
(

[0, T ];E
X,m
w(α,β)

)
, n ∈ Z+, — простiр вектор-функцiй ~u(t, x) =

col(u1(t, x),. . ., um(t, x)) таких, що uq ∈ Cn
(
[0, T ];EX

w(α,β)

)
, q ∈ {1,. . .,m},

iз нормою∥∥∥~u;Cn
(

[0, T ];E
X,m
w(α,β)

)∥∥∥= max
16q6m

∥∥∥uq;Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)∥∥∥ ;

C(q,m)(Qp
T ), q < m, — банахiв простiр функцiй u(t, x), (t, x) ∈ Qp

T ,

якi в областi Qp
T є q раз неперервно диференцiйовними за t та m раз

неперервно диференцiйовними за сукупнiстю змiнних t та x,∥∥∥u;C(q,m)(Qp
T )
∥∥∥ =

∑
06s06q

∑
06s0+|s|6m

max
(t,x)∈QpT

∣∣∣∣ ∂s0+|s|u(t, x)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

∣∣∣∣ ;
Cn,%(G) — клас визначених в G функцiй, похiднi n-го порядку яких

задовольняють в G умову Ґельдера з показником %, 0 < % < 1; An,% —

клас замкнених областей, для яких функцiї, що задають у локальних

координатах рiвняння межових поверхонь цих областей, належать до

класу Cn,%(G).
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Задачi з багатоточковими умовами за часовою

змiнною для еволюцiйних рiвнянь активно дослiджуються з другої по-

ловини XX-го столiття. Iнтерес до цих задач зумовлений потребами за-

гальної теорiї крайових задач для рiвнянь iз частинними похiдними та

їхнiми застосуваннями до потреб практики. У роботах А. Т. Асанової,

Ю. М. Березанського, В. М. Борок, П. М. Вабiщевича, Ю. М. Валiцько-

го, М. Л. Горбачука, В. В. Городецького, О. О. Дезiна, Я. M. Дрiня,

П. I. Каленюка, E. Кенне, Т. I. Кiгурадзе, I. Я. Кмiть, В. П. Лаврен-

чука, О. А. Макарова, В. А. Маловiчка, М. I. Матiйчука, А. Х. Ма-

мяна, Ю. О. Митропольського, З. М. Нитребича, I. Д. Пукальського,

В. К. Романка, О. Л. Скубачевського, Л. В. Фардиголи, Дж. Шабровскi

(J. Chabrovski), М. Й. Юрчука та iнших авторiв було розроблено методи

дослiдження двоточкових та багатоточкових задач для рiвнянь iз частин-

ними похiдними з багатьох класiв. Цими авторами розглянуто випадки

коректно поставлених задач. Проте багатоточковi задачi для диферен-

цiальних рiвнянь iз частинними похiдними є, назагал, некоректними за

Адамаром, а їх розв’язнiсть у багатьох випадках пов’язана з проблемою

малих знаменникiв.

У роботах Б. Й. Пташника та його учнiв В. С. Iлькiва, П. Б. Васи-

лишина, I. С. Клюс, Л. I. Комарницької, Б. О. Салиги, Л. П. Силюги,

М. М. Симотюка, П. I. Штабалюка використано метричний пiдхiд для

дослiдження умовно коректних задач з багатоточковими умовами за ви-

дiленою змiнною для лiнiйних гiперболiчних та безтипних рiвнянь, а

також для деяких класiв параболiчних рiвнянь зi сталими коефiцiєнта-

ми. Доведено метричнi твердження про оцiнки знизу малих знаменникiв,



8

що виникають при побудовi розв’язкiв розглядуваних ними задач, з яких

випливає розв’язнiсть задач для майже всiх (стосовно мiри Лебега) па-

раметрiв задачi.

В той же час задачi з локальними багатоточковими умовами для па-

раболiчних рiвнянь i систем рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами є слабо

дослiдженими. Встановлення умов коректної розв’язностi таких задач є

предметом дослiджень даної дисертацiйної роботи.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ре-

зультати дисертацiї отриманi в рамках виконання держбюджетної теми

„Дослiдження коректностi, побудова та вивчення властивостей розв’яз-

кiв лiнiйних i нелiнiйних крайових задач для некласичних еволюцiй-

них рiвнянь“ (номер держреєстрацiї № 0110U004817) вiддiлу мате-

матичної фiзики Iнституту прикладних проблем механiки i математики

iм. Я. С. Пiдстригача НАН України та проекту № 41.1/004 „Розподiли

нулiв полiномiв i гладких функцiй та їх застосування при дослiдженнi

умовно коректних крайових задач математичної фiзики“ (номер держ-

реєстрацiї № 0111U006625) Державного фонду фундаментальних дослi-

джень України.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є до-

слiдження коректностi задач iз локальними багатоточковими умовами

за часовою змiнною та певними умовами (перiодичностi, умовами типу

умов Дiрiхле, та iн.) за просторовими змiнними для лiнiйних парабо-

лiчних рiвнянь та їх систем зi змiнними коефiцiєнтами в обмежених

цилiндричних областях. Задачами дослiдження є:

1) встановити умови iснування, єдиностi та неперервної залежно-

стi вiд вихiдних даних розв’язкiв двоточкових задач для параболiчних

за Петровським рiвнянь та систем рiвнянь другого порядку за часовою

змiнною зi змiнними за просторовими координатами коефiцiєнтами;
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2) знайти умови коректностi багатоточкової задачi з простими вузла-

ми iнтерполяцiї для параболiчних за Петровським рiвнянь вищих поряд-

кiв за часовою змiнною та 2~b-параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя

за однiєю з просторових змiнних;

3) встановити умови коректної розв’язностi багатоточкової задачi з

кратними вузлами iнтерполяцiї для параболiчних рiвнянь iз факторизо-

ваним оператором з коефiцiєнтами, залежними як вiд часової, так i вiд

просторових змiнних;

4) знайти умови коректностi задач з багатоточковими умовами, якi

мiстять дiю диференцiальних виразiв за просторовими змiнними на зна-

чення невiдомої функцiї та її похiдних у вузлах iнтерполяцiї, для пара-

болiчних рiвнянь i систем рiвнянь вищих порядкiв за часовою змiнною;

5) довести метричнi теореми про оцiнки знизу малих знаменникiв,

якi виникають при побудовi розв’язкiв розглядуваних задач.

Об’єкт дослiдження: задачi з локальними багатоточковими умо-

вами за часовою змiнною для лiнiйних параболiчних рiвнянь i систем

рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

Предмет дослiдження: умови однозначної розв’язностi багатото-

чкових задач для лiнiйних параболiчних рiвнянь i систем рiвнянь зi

змiнними коефiцiєнтами та побудова їх розв’язкiв.

Методи дослiдження: методи функцiонального аналiзу, теорiї ди-

ференцiальних рiвнянь, алгебри та метричної теорiї чисел.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi

отримано такi новi результати:

1) встановлено умови коректностi двоточкової задачi для параболi-

чних за Петровським рiвнянь другого порядку за часовою змiнною з

операторами Штурма-Лiувiлля за просторовими змiнними; доведено, що

такi умови виконуються для довiльних фiксованих вузлiв iнтерполяцiї та
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для майже всiх (стосовно мiри Гаусдорфа) векторiв, складених iз коефi-

цiєнтiв рiвнянь;

2) встановлено однозначну розв’язнiсть багатоточкової задачi з про-

стими вузлами для параболiчних за Петровським рiвнянь вищих поряд-

кiв за часовою змiнною з операторами Штурма-Лiувiлля за просторови-

ми змiнними та для 2~b-параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя за

однiєю iз просторових змiнних; доведено, що умови розв’язностi викону-

ються для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, компоненти яких

є вузлами iнтерполяцiї;

3) знайдено умови коректностi багатоточкової задачi для параболi-

чних за Петровським рiвнянь коефiцiєнти яких залежать вiд просто-

рових змiнних, а також для параболiчних рiвнянь iз факторизованим

оператором з коефiцiєнтами залежними як вiд часової, так i вiд про-

сторових змiнних; доведено метричнi теореми про оцiнки знизу малих

знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язкiв цих задач;

4) встановлено умови коректностi двоточкової задачi для параболi-

чних за Петровським систем другого порядку за часовою змiнною та

багатоточкової задачi для систем вищих порядкiв за часовою змiнною

i доведено, що такi умови виконуються для майже всiх (стосовно мiри

Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв систем, коефiцiєнтiв багато-

точкових умов та значень вузлiв iнтерполяцiї;

5) для всiх розглянутих задач побудовано зображення розв’язкiв у

виглядi рядiв Фур’є за системами вiдповiдних функцiй.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-

цiї мають теоретичний характер. Їх можна застосовувати при подальшо-

му вивченi задач з багатоточковими умовами для лiнiйних та нелiнiйних

параболiчних рiвнянь i їх систем, а також при дослiдженнi конкретних

задач практики, що моделюються розглянутими задачами.
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Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї отри-

манi автором самостiйно. У спiльних iз науковим керiвником роботах

[78–81] Б. Й. Пташнику належить постановка задач, обговорення та

аналiз отриманих результатiв. У спiльних роботах [96, 133] iз М. М.

Симотюком спiвавтору належить iдея доведення метричних теорем.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень допо-

вiдались та обговорювалися на:

— Дванадцятiй мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка

М. Кравчука (Київ, 2008 р.);

— Третiй мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв з диферен-

цiальних рiвнянь та їхнiх застосувань, присвяченiй Ярославовi Лопатин-

ському (Львiв, 2010 р.);

— Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька

(Дрогобич, 2015 р.);

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї „Сучаснi проблеми механiки та

математики“ (Львiв, 2013 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї молодих математикiв (Київ, 2015 р.);

— Четвертiй Всеукраїнськiй науковiй конференцiї „Нелiнiйнi пробле-

ми аналiзу“ (Iвано-Франкiвськ, 2008 р.);

— Конференцiї молодих учених iз сучасних проблем механiки i мате-

матики iменi академiка Я. С. Пiдстригача (Львiв, 2009 р.);

— Одинадцятiй вiдкритiй науковiй конференцiї професорсько-виклада-

цького складу IПМФН Нацiонального унiверситету „Львiвська полiте-

хнiка“ (Львiв, 2013 р.);

— Науковiй конференцiї, присвяченiй 100-рiччю вiд дня народження

К. М. Фiшмана та М. К. Фаге (Чернiвцi, 2015 р.)

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї „Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу“ (Ворохта, 2013 р.);
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— засiданнях наукового семiнару iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту

прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН

України (керiвники: член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Б. Й. Пташ-

ник, д.ф.-м.н. В. О. Пелих; Львiв, 2008–2012, 2014, 2016 рр.);

— засiданнях Львiвського мiського семiнару з диференцiальних рiв-

нянь (керiвники: д.ф.-м.н., проф. М. I. Iванчов, д.ф.-м.н., проф. П. I. Ка-

ленюк, член-кор. НАН України, д.ф.-м.н., проф. Б. Й. Пташник; Львiв,

2010, 2016 рр.);

— засiданнi наукового семiнару кафедри диференцiальних рiвнянь

Чернiвецького нацiонального унiверситету iменi Юрiя Федьковича (ке-

рiвники — д.ф.-м.н., проф. М. I. Матiйчук, д.ф.-м.н., проф. I. Д. Пу-

кальський; Чернiвцi, 2016 р.);

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 8 стат-

тях [78–81, 96, 104, 105, 133] (яких 2 — без спiвавторiв) у фахових на-

укових журналах; з них 3 статтi [79–81] — у виданнях України, якi

включенi до мiжнародних наукометричних баз, а також додатково висвi-

тлено у 10 тезах [82,97–100,106–109,134] наукових конференцiй.

Структура i об’єм роботи. Дисертацiя складається з перелiку умов-

них позначень, вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв, списку використа-

них джерел i має обсяг 153 сторiнки. Список використаних джерел на-

лiчує 137 найменувань та займає 17 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Задачi з багатоточковими умовами за часовою змiнною для диферен-

цiальних рiвнянь iз частинними похiдними та диференцiально-оператор-

них рiвнянь займають важливе мiсце серед некласичних задач i активно

дослiджуються впродовж останнiх десятирiч. Постановка таких задач

аналогiчна до постановки багатоточкової задачi для звичайних диферен-

цiальних рiвнянь, яка у найпростiшому випадку полягає у знаходженнi

розв’язку y(t) рiвняння

Wn(y) := y(n) + a1(t)y
(n−1) + . . .+ an−1(t)y

′ + an(t)y = f(t), (1.1)

який проходить через n заданих точок (tj, Aj), j ∈ {1, . . . , n}, n > 2,

тобто задовольняє умови

y(tj) = Aj, j ∈ {1, . . . , n}, a 6 t1 < . . . < tn 6 b, (1.2)

де a1(t), . . . , an(t), f(t) — неперервнi на [a, b] функцiї. Приклад задачi

(1.1), (1.2) вiдомий ще iз робiт Кошi (задача про визначення траєкторiї

комети за трьома спостереженнями).

Задачi з багатоточковими умовами (1.2), а також їх узагальнення-

ми для диференцiальних рiвнянь вивчались у роботах Ш. Валле Пуссе-

на [137], I. Т. Кiгурадзе [41], А. Ю. Лучки [52,53], М. А. Наймарка [60],

О. Нiколеттi [127], М. Пiконе [128], Г. Пойя [129], Ю. В. Покорно-

го [65, 66], А. М. Самойленка, М. Й. Ронто [90], В. Я. Скоробогать-

ка [101], Я. Д. Тамаркiна [103], Ф. Хартмана [124] та iнших авторiв

(див. бiблiографiю в [10, 70]). У цих роботах встановленi умови iснува-

ння єдиного розв’язку таких задач, побудованi функцiї Ґрiна, вивченi їх
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властивостi, встановлено зв’язок розв’язностi багатоточкової задачi для

диференцiального оператора iз можливiстю його розкладу у композицiю

диференцiальних операторiв першого порядку з дiйсними коефiцiєнтами,

описанi методи наближеного розв’язування багатоточкових задач.

Вперше аналог задачi (1.1), (1.2) для рiвнянь iз частинними похiд-

ними був поставлений у 1963 роцi професором В. Я. Скоробогатьком в

такому формулюваннi: в областi Bp
T для лiнiйного нестацiонарного рiв-

няння порядку n за часом

Wn

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
u(t, x) = f(t, x) (1.3)

знайти розв’язок, який задовольняє умови

u(tj, x) = ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, 0 6 t1 < . . . < tn 6 T. (1.4)

Задача (1.3), (1.4) полягає у знаходженнi процесу, що описується рiвня-

нням (1.3) для промiжку часу 0 6 t 6 T , коли вiдомi стани (фотографiї)

для n фiксованих моментiв часу t = tj ∈ [0, T ].

Першi дослiдження задачi (1.3), (1.4) проведенi професором Пташни-

ком Б. Й. показали [68,69] (див. також [10,70]), що ця задача, взагалi,

не є коректною за Адамаром (порушується умова єдиностi розв’язку),

якщо на розв’язок не накладати додатковi умови; при цьому (навiть за

умов єдиностi) iснування розв’язку в багатьох випадках пов’язане з про-

блемою малих знаменникiв, для розв’язання якої природним виявився

метричний пiдхiд.

У роботах В. М. Борок та її учнiв [3, 12, 13, 112, 125] в областi

Bp
T дослiджено задачi з локальними та нелокальними багатоточкови-

ми умовами за часовою змiнною для лiнiйних еволюцiйних рiвнянь та

систем рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. Встановлено класи єдиностi

та класи коректної розв’язностi розглядуваних задач. Зокрема, у працi
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В. М. Борок [12] дослiджено двоточкову задачу

∂2u(t, x)

∂t2
+ P

(
∂

∂x

)
∂u(t, x)

∂t
+Q

(
∂

∂x

)
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Bp

T , (1.5)

u(x, 0) = u0(x), u(x, T ) = uT (x), x ∈ Rp, (1.6)

де P (s), Q(s) – полiноми вiд s1, . . . , sp з комплексними коефiцiєнтами. В

залежностi вiд властивостей полiномiв P (s) та Q(s) встановлено умови

коректної розв’язностi задачi (1.5), (1.6). В. М. Борок та М. А. Перель-

ман [13] для системи рiвнянь першого порядку за часом

∂~u(t, x)

∂t
− P (Dx)~u(t, x) = 0, (t, x) ∈ [T0, T ]× Rp, (1.7)

вивчали задачу з локальними багатоточковими умовами

uiq(T1, x) = 0, q ∈ {1, . . . , n1};ujq(T2, x) = 0, q ∈ {1, . . . , n2}; . . . ; (1.8)

ulq(Tl, x) = 0, q ∈ {1,. . ., nl}, n1+n2+. . .+nl = n, 0 6 T0 < T1 <. . .< Tl 6 T,

де ~u(t, x) = (u1(t, x), . . . , un(t, x)), P (ξ), ξ = (ξ1, . . . , ξp) – матриця розмiру

n × n, елементи якої є многочленами зi сталими комплексними коефi-

цiєнтами. Встановлено такi умови на поведiнку при ‖x‖ → ∞ розв’язку

~u(t, x) при яких задача (1.7), (1.8) має лише тривiальний розв’язок. За-

дачi з нелокальними багатоточковими умовами

n∑
k=1

l∑
q=1

ai,k+(q−1)nuk(Tq, x) = 0, i ∈ {1, . . . , n}, (1.9)

де ранг матрицi A = ‖aij‖ i∈{1,...,n};
j∈{1,...,nl}

дорiвнює n, для системи (1.7) дослi-

джено у роботi [3]. Питання про iснування коректної нелокальної двото-

чкової задачi для системи (1.7) дослiджувалось у роботах [55, 56]. Для

рiвнянь вигляду (1.7) у працi [112] вивчалась задача з нелокальними

двоточковими умовами, якi мiстять диференцiальнi оператори в умовах,
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а в працi – [125] задача з iнтегральними багатоточковими умовами ви-

гляду
N−1∑
k=0

tk+1∫
tk

Pk

(
∂

∂x

)
u(t, x)dt = u0(x), x ∈ R,

де Pk(s) – многочлени з комплексними коефiцiєнтами, такi що,

P0(s)PN−1(s)
N−1∏
k=1

(Pk−1(s)− Pk(s)) 6= 0, 0 = t0 < t1 < . . . < tN = T .

С. В. Гадецька у працi [23] встановила, що коректна розв’язнiсть

задачi з багатоточковими умовами для одного класу навантажених ево-

люцiйних рiвнянь в смузi B1
T залежить вiд арифметичної природи чисел

t1, . . . , tN , i не залежить вiд алгебричних властивостей коефiцiєнтiв рiв-

няння.

П. I. Каленюк разом iз учнями [38] розробили операцiйний метод (на-

званий диференцiально-символьним), що грунтується на узагальненiй

схемi вiдокремлення змiнних, i застосували його, зокрема, до розв’язан-

ня в областi Bp
T задач iз локальними багатоточковими умовами для ево-

люцiйних рiвнянь та систем рiвнянь [37, 39, 43]. Метод дає можливiсть

видiлити класи функцiй, в яких задача має єдиний розв’язок, а також

конструктивно побудувати розв’язок у виглядi збiжних рядiв. У пра-

цi [43] диференцiально-символьний метод застосовано при дослiдженнi

в областi Bp
T задачi

n∏
q=1

(
∂

∂t
−

p∑
j=1

λj,q
∂

∂xj
− bq

)
u(t, x) = 0,

u(tj, x) = ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, 0 6 t1 < . . . < tn 6 T, (1.10)

де λj,q, bq ∈ R. Встановлення умов iснування тривiального та нетривiаль-

ного розв’язку задачi з однорiдними двоточковими умовами для одно-

рiдної системи другого порядку за часом i нескiнченного порядку за

просторовими змiнними здiйснено у роботi [39].
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У роботах [62, 63] З. М. Нитребич описав i обгрунтував процедуру

граничного переходу вiд розв’язку багатоточкової задачi для рiвнянь iз

частинними похiдними до розв’язку задачi Кошi для цього ж рiвняння.

Нелокальнi двоточковi та багатоточковi крайовi задачi для параболi-

чних рiвнянь та систем рiвнянь в необмежених областях дослiджувались

Матiйчуком М. I. та його учнями [48,54,57]. Зокрема, у роботах [48,57]

в безмежному шарi (0, T )× Rn розглянуто задачу

∂u

∂t
−
∑
|k|62b

AkD
k
xu = f(t, x), (1.11)

µu(0, x)− u(T, x) = ϕ(x), (1.12)

Ak ∈ C, µ ∈ R. Для задачi (1.11), (1.12) побудовано розв’язок у виглядi

суми iнтеграла Пуассона та об’ємного потенцiалу, встановлено умови

коректностi цiєї задачi, якщо рiвняння справджує умову параболiчностi.

У роботi [54] Лучко В. М. для параболiчного рiвняння високого порядку

∂nu

∂tn
−

n−1∑
j=0

∑
2bj+|k|62bn

Aj,k(t)D
j
tD

k
xu = f(t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Rp,

розглянув задачу з умовами

∂j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=0

− µ∂
j−1u(t, x)

∂tj−1

∣∣∣∣
t=T

= ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, x ∈ Rp,

де – f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}, — функцiї, якi допускають перетворення

Фур’є. Для цiєї задачi доведено теорему iснування класичного розв’язку

i дослiджено його властивостi.

У роботi [123] Ж. Шабровскi (Chabrovski J.) в цилiндричнiй областi

(0, T )×G, де G — обмежена область в Rn, з межею ∂G, для параболiчного

рiвняння

∂u

∂t
−

n∑
i,j=1

ai,j(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

n∑
i=1

bi(t, x)
∂u

∂xi
− c(t, x)u = f(t, x), (1.13)
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вивчав задачу з умовами

u(0, x) +
m∑
r=1

βr(x)u(tr, x) = ϕ(x), 0 < t1 < . . . < tm 6 T, (1.14)

u(t, x)
∣∣
Σ

= ψ(x), Σ = ∂G× [0, T ], (1.15)

ai,j, bi, c, β – неперервно диференцiйовнi функцiї, ai,j > a0 > 0, i, j ∈
{1, . . . , n}. За допомогою принципу максимуму доведено теореми iсну-

вання та єдиностi класичного розв’язку задачi (1.13) — (1.15). Якщо у

рiвняннi (1.13) коефiцiєнти мають довiльний степеневий порядок виро-

дження за часовою та просторовими змiнними, то таку задачу (1.13) —

(1.15) дослiджував I. Д. Пукальський [85, 86]. Ним встановлено необ-

хiднi та достатнi умови iснування оптимального розв’язку системи, що

описується задачею (1.13) — (1.15). Вiдзначимо, що задача (1.13) —

(1.15) для одновимiрного та багатовимiрного рiвняння в паралелепiпедi

[0, 1]n+1 дослiджувалась у роботi [119].

Задачу з нелокальними багатоточковими умовами за просторовою

змiнною для параболiчної системи другого порядку в прямокутнику до-

слiджено у роботi [126]. При встановленнi умов коректної розв’язностi

цiєї задачi здiйснено перехiд до системи iнтегральних рiвнянь Вольтерра

другого роду.

У працi [130] розглянуто задачу з умовами Дiрiхле та нелокальними

умовами для двовимiрного виродженого параболiчного рiвняння з пара-

метром

xnym
∂u

∂t
= ym

∂2u

∂x2
+ xn

∂2u

∂y2
− λxnymu = 0, (t, x, y) ∈ [0, 1]3 (1.16)

u(0, x, y)− αu(1, x, y) = 0, (x, y) ∈ [0, 1]2, (1.17)

де m,n > 0, λ, α ∈ C. Розв’язок цiєї задачi побудовано у виглядi ряду

Фур’є за системою функцiй Бесселя та встановлено умови iснування та

єдиностi розв’язку задачi.
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У прямокутнику Π = (0, T ) × (0, ω) А. Т. Асанова [4, 118] дослi-

джувала двоточкову та багатоточкову задачу для системи квазiлiнiйних

гiперболiчних рiвнянь

∂2~u

∂x∂t
= A(t, x)

∂~u

∂x
+ f

(
t, x, ~u,

∂~u

∂t

)
, (1.18)

m∑
j=0

Pj(x)~u(tj, x) = ϕ(x), ~u(t, 0) = ψ(t), (1.19)

де ~u(t, x) = col(u1(t, x), . . . , un(t, x)), A(t, x), Pj(x) – матрицi розмiрностi

n × n з неперервними в Π та [0, ω] елементами, ϕ та ψ гладкi вектор-

функцiї. Для задачi (1.18) — (1.19) встановлено достатнi умови однозна-

чної розв’язностi. Ю. О. Митропольський та Л. Б. Урманчева [58] для

системи (1.18) вивчали задачу з нелокальними двоточковими умовами.

Для диференцiально-операторних рiвнянь задачi з двоточковими та

багатоточковими умовами вивчалися в роботах С. А. Абдо, М. Е. Бенуа-

ра, М. Й. Юрчука [1,2,5], Ю. М. Валiцького [15–17], [136], М. Л. Гор-

бачука [25], В. В. Городецького, Я. М. Дрiня, О. В. Мартинюк [26, 27],

О. О. Дезiна [29, 30], В. К. Романка [87, 88]. Зокрема, в гiльбертовому

просторi H для рiвняння

dnU

dtn
+ A1

dn−1U

dtn−1
+ . . .+ An−1

dU

dt
+ AnU = 0,

Ю. М. Валiцький у працях [15, 16] дослiджував коректну розв’язнiсть

задачi з умовами

U(ti) = Φi, i ∈ {0, 1, . . . , n}, 0 = t0 < t1 < . . . < tn−1 = T,

де Ai, i ∈ {1, . . . , n}, — лiнiйнi (взагалi, необмеженi) оператори в H,

якi мають спiльне спектральне зображення, Φi, i ∈ {1, . . . , n}, — заданi

елементи простору H, U(t) — шукана функцiя, яка набуває значень в

просторi H. Узагальнення цих результатiв на випадок багатоточкових
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умов з кратними вузлами

U(t1) = Φ
(1)
0 , . . . , U (k1)(t1) = Φ

(1)
k1
, . . . , U(tl) = Φ

(l)
0 , . . . , U

(kl)(tl) = Φ
(l)
kl
,

де t1 < . . . < tl, k1 + 1 + k2 + 1 + . . .+ kl + 1 = n, здiйснено у роботi [17].

О. О. Дезiн дослiджував [30] розв’язнi розширення диференцiаль-

них операторiв, породжених загальною диференцiальною операцiєю зi

сталими коефiцiєнтами. Вiн показав, що для постановки коректної (у

визначеному сенсi) крайової задачi необхiдно використовувати поряд з

локальними i нелокальнi умови. Подальший розвиток дослiджень О. О.

Дезiна продовжено у працях В. К. Романка [87, 88], в яких, зокрема,

встановлено умови iснування та єдиностi узагальненого розв’язку не-

локальної задачi для диференцiально-операторних рiвнянь другого та

високого порядку.

Для еволюцiйних рiвнянь першого порядку за змiнною t В. В. Горо-

децький та Я. М. Дрiнь [27] у просторах узагальнених функцiй вивчали

задачу
∂u

∂t
+ Au = 0, (0, T ]× R, (1.20)

αu(0, ·)−
m∑
q=1

αqu(tq, ·) = f, (1.21)

де A– псевдодиренцiальний оператор, який дiє у просторах перiодичних

функцiй, {α, α1, . . . , αn} ⊂ (0,∞), α >
m∑
q=1

αq, 0 < t1 < . . . < tn 6 T . Для

задачi (1.20), (1.21) побудовано фундаментальний розв’язок, дослiджено

його властивостi та встановлено коректну розв’язнiсть, коли функцiя

f є перiодичним ультрарозподiлом, який ототожнюється з певним фор-

мальним тригонометричним рядом. У працi [26] вивчалась задача (1.20),

(1.21), в якiй A =
n∑
r=1

Ar, де Ar– псевдобесселевi оператори зi змiнними

символами.

Двоточковi та триточковi задачi з iнтегральною умовою за просто-

ровою змiнною для параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя дослi-
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джувались методом енергетичних нерiвностей у роботах М. Е. Бенуара,

М. Й. Юрчука [5], А. В. Картинника [40], А. Бузiанi (А. Bouziani) [122].

У роботах М. I. Iванчова [33, 34] встановлено умови iснування та

єдиностi розв’язку обернених задач знаходження залежних вiд часу ко-

ефiцiєнта i вiльного члена у параболiчному рiвняннi другого порядку у

випадку, коли крайовi умови i умови перевизначення є нелокальними.

Зазначимо, що в бiльшостi iз згаданих робiт у рiзних аспектах до-

слiджувались задачi з багатоточковими умовами за видiленою змiнною

для диференцiальних та диференцiально-операторних рiвнянь, перева-

жно видiлено випадки коректно поставлених задач шляхом накладання

додаткових обмежень, що забезпечують вiдокремленiсть вiд нуля спе-

ктра задачi.

Однак багаточковi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними, вза-

галi, є некоректними, а їх розв’язнiсть у випадку обмеженої областi по-

в’язана з проблемою малих знаменникiв i є нестiйкою стосовно малих

змiн коефiцiєнтiв задачi та параметрiв областi. З математичної точки

зору ця проблема проявляється в тому, що в розв’язки задач, якi зо-

бражуються рядами Фур’є за системою ортогональних функцiй, входить

нескiнченна кiлькiсть членiв iз коефiцiєнтами, знаменники яких можуть

як завгодно швидко прямувати до нуля, що зумовлює розбiжнiсть цих

рядiв [10,28,70].

Для розв’язання проблеми малих знаменникiв природним виявився

метричний пiдхiд, який вперше був використаний Д. Боржином i Р. Даф-

фiном [121] при дослiдженнi задачi Дiрiхле для рiвняння коливання

струни в прямокутнику. Пiзнiше А. М. Колмогоров [45] запропонував

метричну концепцiю i в усiй повнотi застосував її до задачi про рухи на

торi та в теорiї динамiчних систем. Iдея метричного пiдходу полягала в

наступному:

1) враховується той факт, що малi знаменники (якi у вказаних зада-



22

чах мали вигляд (ω, k) = ω1k1 + · · · + ωpkp, ω ∈ Rp, k ∈ Zp) для майже

всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв ω задовольняють оцiнки

|(ω, k)| > C(ω)|k|−δ, C(ω) > 0, δ > p; (1.22)

2) аналiз збiжностi рядiв з малими знаменниками проводиться не для

всiх векторiв ω, а лише для тих, що задовольняють оцiнки (1.22).

У роботах Б. Й. Пташника та його учнiв П. Б. Василишина, В. С. Iль-

кiва, I. С. Клюс, Л. I. Комарницької, Б. О. Салиги, Л. П. Силюги,

М. М. Симотюка, П. I. Штабалюка [7,9–11,18–20,36,42,44,46,47,49,68–

71, 73–77, 83, 84, 91–95, 117] за допомогою метричного пiдходу встанов-

лено коректну розв’язнiсть задач з багаточковими умовами за часовою

змiнною та умовами (перiодичностi, типу Дiрiхле) за просторовими змiн-

ними для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, компоненти яких

виражаються через параметри задач. Значне мiсце у вказаних роботах

займає аналiз оцiнок знизу малих знаменникiв, якi виникають при по-

будовi розв’язкiв задач.

Зупинимось детальнiше на роботах, якi близько примикають до да-

ного дослiдження.

Задачi з умовами (1.4) та загальнiшими умовами

n−1∑
r=0

ar
∂ru(t, x)

∂tr

∣∣∣∣
t=tj

= ϕj(x), j ∈ {1, . . . , n}, 0 6 t1 < . . . < tn 6 T, (1.23)

де ar ∈ C, r ∈ {1, . . . , n − 1}, a0 6= 0, для гiперболiчного за Петровським

рiвняння∑
|ŝ|=n

Aŝ
∂nu(t, x)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Ωp, (1.24)

в якому Aŝ ∈ R, An,(0) = 1, вивчались у працях [7, 83], [70, гл. 5].

За умов єдиноснi, розв’язок задачi (1.23), (1.24) iснує для майже всiх

векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвняння (1.24), коефiцiєнтiв умов



23

(1.23) i для майже всiх (t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n, якщо f є неперервною за t

та разом з функцiями ϕj, j ∈ {1, . . . , n}, достатньо гладкими за x. Анало-
гiчнi результати отримано при дослiдженнi задачi (1.4), (1.24) в областi

Bp
T , коли розв’язок шукається у класi функцiй, майже перiодичних за

просторовими змiнними [70,84].

У роботах [70, 74] у паралелепiпедi Dp
T дослiджено коректну розв’я-

знiсть задачi з умовами (1.23) та умовами типу Дiрiхле за просторовими

змiннними для рiвняння∑
|ŝ|62n

Aŝ

(
∂

∂t

)s0
Ls11 · · ·Lspp u(t, x) = 0,

Aŝ ∈ C, An,(0) 6= 0, Lj := − d
dxj

(
pj(xj)

d
dxj

)
+ qj(xj), j ∈ {1, . . . , p}, —

диференцiальнi вирази з досить гладкими коефiцєнтами. Цi результати

поширено [18] в областi Qp
T на задачу з умовами (1.23) та умовами

типу Дiрiхле за просторовими координатами для сторого гiперболiчного

рiвняння
n∑
s=0

As

(
∂

∂t

)s0
Ln−su(t, x) = 0, (1.25)

де L := −
∑p

i,j=1
∂
∂xi

(
pij(x) ∂

∂xj

)
+ q(x), — диференцiальний вираз iз до-

сить гладкими коефiцiєнтами, As ∈ R, An 6= 0, а також для загаль-

нiшого, нiж (1.25), безтипного рiвняння, збуреного нелiнiйним iнтегро-

диференцiальним доданком [19]. У працях [20,77] дослiджено двоточко-

вi задачi для одного класу гiперболiчних систем рiвнянь друго порядку зi

сталими та змiнними коефiцiєнтами та задачi з рiвновiддаленими вузла-

ми для факторизованих систем рiвнянь четвертого та шостого порядкiв.

Багатоточковi задачi для систем високого порядку розглядались, однак

питання про оцiнки знизу малих знаменникiв, якi виникають у цих за-

дачах не вивчалось.

У працях [91,92] задачi з умовами (1.4) в областi (0, T )×Ωp вивчались
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для параболiчного за Шиловим рiвняння

n∑
s0=0

∑
|s|6q

Aŝ
∂nu(t, x)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= f(t, x), (1.26)

Aŝ ∈ C, а також для рiвномiрно параболiчного за Петровським рiвняння

n∏
q=1

(
∂

∂t
+

p∑
i,j=1

aqi,j(t)
∂2

∂xixj
+

p∑
i=1

bqi (t)
∂

∂xi
+ cq(t)

)
u(t, x) = 0, (1.27)

коефiцiєнти якого є достатньо гладкими комплексними функцiями аргу-

мента t. На вiдмiну вiд багатоточкових задач для гiперболiчних рiвнянь,

де малi знаменники оцiнювались знизу для майже всiх параметрiв за-

дачi виразами |k|−ω, ω > 0, k ∈ Zp \ {0}, а класичний розв’язок задачi

iснує, якщо вихiднi данi належать вiдповiдним просторам Соболєва, при

дослiдженнi багатоточкових задач для параболiчних та безтипних рiв-

нянь i систем рiвнянь виникають малi знаменники складнiшої структу-

ри, якi оцiнюються знизу виразами |k|−ω exp(−δ|k|γ), k ∈ Z\{(0)}, ω, δ, γ
– додатнi числа; це вимагає для iснування класичного розв’язку задачi,

щоб правi частини рiвнянь i умов належали до вужчих класiв функцiй,

зокрема до просторiв C
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)
та EX

w(α,β).

У працi [75] дослiджено задачу з умовами (1.4) для безтипних, неi-

зотропних стосовно дифенцiювання за змiнними t та x, рiвнянь iз час-

тинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами

∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
j=0

An−j

(
∂

∂x

)
∂ju(t, x)

∂tj
= f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )×Ωp, (1.28)

де Aq(ξ) := Aq(ξ1, . . . , ξp) — многочлен iз комплексними коефiцiєнта-

ми, степiнь якого за сукупнiстю змiнних ξ1, . . . , ξp не перевищує Nq,

q ∈ {1, . . . , n}. У цiй роботi, запропоновано новий метод (порiвняно з

методом П. I. Штабалюка див. [117]) доведення теорем про оцiнки зни-

зу малих знаменникiв. Для побудови розв’язку задачi використано нор-
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мальнi фундаментальнi системи розв’язкiв вiдповiдних звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь, що дозволило уникнути тих малих знаменникiв,

що є рiзницями коренiв характеристичних рiвнянь. Цi результати поши-

рено [94] на системи рiвнянь вигляду (1.28), а також на багатоточкову

задачу з кратними вузлами [76] для рiвняння (1.28).

У працях [44, 46, 47] дослiджено задачi з умовами (1.4) та (1.23)

для рiвнянь високих порядкiв зi сталими та змiнними коефiцiєнтами,

не розв’язаних вiдносно старшої похiдної за часом (рiвнянь типу Собо-

лєва). Розглянуто лiнiйнi рiвняння, а також аналогiчнi рiвняння, збуре-

нi нелiнiйним iнтегро-диференцiальним виразом. При дослiдженнi цих

задач виникли новi малi знаменники складної нелiнiйної структури, а

також рiзноманiтнi аспекти стосовно їх розв’язностi, пов’язанi з розгля-

дом рiзних спiввiдношень мiж порядками диференцiальних виразiв (за

просторовими змiнними) при старшiй та молодших похiдних за часом

розглядуваних рiвнянь.

Ряд праць присвячено дослiдженню задач з умовами (1.4) та (1.23)

для лiнiйних рiвнянь iз псевдодиференцiальними (за змiнними x1, . . . , xp)

операторами зi сталими та змiнними за t символами в областях (0, T )×Ωp

[95] та Bp
T [36,72]. Нелокальнi багатоточковi задачi для рiвнянь з псев-

додиференцiальними операторами вивчались у роботах [89, 135]. Наве-

дений огляд вказує на рiзноманiтнiсть напрямкiв дослiдження задач з

багатоточковими умовами для рiвнянь iз частинними похiдними.

Дана дисертацiя продовжує вказаний напрямок дослiджень i присвя-

чена вивченню в обмежених цилiндричних областях задач з локальними

багатоточковими умовами за часовою змiнною для лiнiйних параболi-

чних рiвнянь та систем рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами. Результати

дисертацiї є новими, їх можна квалiфiкувати як доповнення i розвиток

згаданих вище дослiджень.
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Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi дисертацiї наведено короткий огляд результатiв

дослiджень задач з багатоточковими умовами для рiвнянь та систем рiв-

нянь iз частинними похiдними та диференцiально-операторних рiвнянь,

з якого видно актуальнiсть вивчення таких задач та важливiсть їх до-

слiдження. Детальнiше висвiтлено роботи, якi є близькими до тематики

дисертацiї.



27

РОЗДIЛ 2

МЕТОДИКА ДОСЛIДЖЕННЯ ТА ДОПОМIЖНI ТВЕРДЖЕННЯ

У даному роздiлi описано допомiжнi твердження з теорiї диферен-

цiальних рiвнянь, теорiї чисел, мiри та розмiрностi Гаусдорфа, теорiї

функцiй, використаних при вивченнi задач з багатоточковими умовами

для параболiчних рiвнянь та систем рiвнянь розглянутих у дисертацiї.

2.1. Вiдомостi з метричної теорiї чисел

Наведемо означення мiри та розмiрностi Гаусдорфа [8], якi викори-

стовуються у роботi.

Означення 2.1. ρ-мiрою Гаусдорфа множини M ⊂ Rp (позначає-

ться через dimρM) називається границя (скiнченна або нескiнченна)

dimρM = lim
δ→0

inf
∞∑
j=1

(diamSj)
ρ,

де точна нижня грань береться за всiма покриттями множини M

кулями Sj, j = 1, 2, . . ., такими, що M ⊂
∞⋃
j=1

Sj i дiаметр кожної кулi

Sj не перевищує δ: diamSj 6 δ.

Означення 2.2. Дiйсне число β таке, що

1)∀ρ : β < ρ 6 p dimρM = 0,

2)∀ρ : 0 < ρ < β dimρM =∞, називається розмiрнiстю Гаусдорфа

множини M ⊂ Rp.

Надалi нам знадобляться такi твердження про наближення дiйсних

чисел рацiональними дробами.
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Теорема 2.1 (Лiувiль, [102]). Якщо ξ — дiйсне алгебричне число

степеня d, d > 2, то iснує стала c(ξ) > 0 така, що для всiх рацiо-

нальних чисел m/k виконується нерiвнiсть∣∣∣ξ − m

k

∣∣∣ > c(ξ)

|k|d
.

Теорема 2.2 (Рот, [132]). Нехай ξ — дiйсне алгебричне число сте-

пеня d, d > 2. Тодi для довiльного δ > 0 нерiвнiсть∣∣∣ξ − m

k

∣∣∣ < 1

|k|2+δ
.

має тiльки скiнченну кiлькiсть розв’язкiв у рацiональних чиселах

m/k.

Теорема 2.3 (Хiнчин, [114]). Для довiльної додатної функцiї g :

N→ R+ iснує таке iррацiональне число ξ0, що нерiвнiсть∣∣∣ξ0 −
m

k

∣∣∣ < g(k)

виконується для нескiнченної кiлькостi пар (k,m) ∈ N× Z.

Теорема 2.4 (Борель, [120]). Для кожного δ > 0 множина тих

дiйсних чисел ξ, для яких нерiвнiсть∣∣∣ξ − m

k

∣∣∣ 6 1

|k|2+δ

виконується для всiх (крiм, можливо, скiнченної кiлькостi) рацiо-

нальних чисел m/k, є множиною повної мiри Лебега на прямiй.

Теорема 2.5 (Ярнiк – Безiкович, [116]). Для кожного δ > 0 роз-

мiрнiсть Гаусдорфа множини тих дiйсних чисел ξ, для яких нерiв-

нiсть ∣∣∣ξ − m

k

∣∣∣ 6 1

|k|2+δ

виконується для нескiнченної кiлькостi рацiональних чисел m/k, до-

рiвнює 2
2+δ .
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Лема 2.1 (Борель-Кантеллi, [102]). Нехай {Am}∞m=1 – послiдов-

нiсть вимiрних (за мiрою Лебега) множин з Rp таких, що

∞∑
m=1

mesRpAm <∞.

Тодi мiра Лебега в Rp множини тих точок, якi потрапляють до не-

скiнченної кiлькостi множин даної послiдовностi, дорiвнює нулю.

Теорема 2.6 ( [8]). Множина M ⊂ Rp має нульову ρ-мiру Гаусдор-

фа тодi i тiльки тодi, коли iснує покриття кулями {Sj}∞j=1 множини

M таке, що
∞∑
j=1

(diamSj)ρ <∞,

i таке, що кожна точка множини M належить до нескiнченної кiль-

костi куль Sj.

Лема 2.2 ( [93]). Нехай для квазiмногочлена y(t) =
m∑
i=1

pi(t) exp(zit),

в якому всi zi ∈ C, i ∈ {1, . . . ,m}, — є рiзними, pi(t) — многочлен з

комплексними коефiцiєнтами степеня ni − 1, ni ∈ N, i ∈ {1, . . . ,m},
справджується умова

∀t ∈ [a, b] |y(n)(t) + a1y
(n−1)(t) + . . .+ any(t)| > δ1 > 0,

де ai, i ∈ {1, . . . , n}, — деякi комплекснi числа. Тодi для довiльного

ε ∈ (0, ε1), ε1 = δ1/((2n+ 2)An), A = 1 + max
i∈{1,...,n}

|ai|1/i,

mesR{t ∈ [a, b] : |y(t)|<ε}6 C1N(ε/δ1)
1/n, (2.1)

де N = 1 + max
i∈{1,...,m}

|zi|, C1 =C1(n, b− a, n1, . . . , nm).

Якщо ж квазiмногочлен y(t) є дiйсним квазiмногочленом, то для

довiльного ε ∈ (0, 2ε1) справджується оцiнка

mesR{t ∈ [a, b] : |y(t)|<ε}6 C2(ε/δ1)
1/n.
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Лема 2.3 ( [94]). Нехай F (y1, . . . , yn) — вiдмiннний вiд тотожно-

го нуля многочлен змiнних y1, . . . , yn i нехай αsy
s1
1 . . . ysnn , αs ∈ R\{0},

s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn+, — старший член (тобто одночлен, який стоїть

на першому мiсцi при лексикографiчному [111, c. 284] впорядкуван-

нi доданкiв многочлена F (y1, . . . , yn)). Тодi для довiльного ε, ρ > 0 та

s 6= (0)

mesCn{~y ∈ Un(ρ) : |F (y1, . . . , yn)| < ε}6 C3(s, ρ)ε2/(s1+...,sn), (2.2)

а для довiльних ε ∈ (0, 1), ρ > 0, та s = (0)

mesCn{~y ∈ Un(ρ) : |F (y1, . . . , yn)| < ε} = 0.

2.2. Подiленi рiзницi аналiтичних функцiй

Нехай функцiя f(z) є аналiтичною в областi Q, яка мiстить наймен-

шу опуклу оболонку точок z1, . . . , zn ∈ C.

Запровадимо рекурентно поняття подiленої рiзницi (n−1)-го порядку

за набором простих точок z1, . . . , zn для функцiї f .

Означення 2.3 ( [24]). Подiленою рiзницею R(zj ,zq)[f ] першого по-

рядку для функцiї f за набором з двох точок (zj, zq), j 6= q, j, q ∈
{1, . . . , n}, називаємо вираз

R(zj ,zq)[f ] =
f(zq)− f(zj)

zq − zj
. (2.3)

Подiленою рiзницею порядку (n−1), n > 3, за набором простих точок

z1, . . . , zn для функцiї f(z) називаємо вираз

R(z1,...,zn)[f ]=
R(z1,...,zn−2,zn)[f ]−R(z1,...,zn−1)[f ]

zn − zn−1
. (2.4)

Iз формул (2.3) та (2.4) отримуємо таке зображення подiленої рiзницi

порядку (n − 1) за набором простих точок z1, . . . , zn вiд функцiї f(z)
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через подiленi рiзницi порядкiв (n− 2), (n− 3), . . . , 1:

R(z1,...,zn)[f ] =
n−1∑
j=1

R(z1,...,zn−j)[f ]∏j
i=1(zn − zn−i)

+
f(zn)∏j

i=1(zn − zn−i)
. (2.5)

Означимо поняття подiленої рiзницi за набором кратних точок z1,. . ., zl

з кратностями n1, . . . , nl, вiдповiдно, де n1 + . . .+nl = n, вiд функцiї f(z).

Означення 2.4 ( [24]). Подiленою рiзницею порядку (nj−1) в точцi

zj, j ∈ {1, . . . , l}, iз кратнiстю nj вiд функцiї f(z) називаємо вираз

R
(nj)

(zj)
[f ] =

1

(nj − 1)!

(
d

dz

)nj−1

f(z)

∣∣∣∣
z=zj

.

Подiленою рiзницею порядку (q + r − 1) за набором (q − 1) простих

точок z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zq, j ∈ {1, . . . , q}, та однiєї кратної точки

zj з кратнiстю r, r ∈ {1, . . . , nj}, вiд функцiї f(z) називаємо вираз

R
(1,...,1,r,1,...,1)
(z1,...,zj−1,zj ,zj+1,...,zq)

[f ] =
1

(r − 1)!

(
∂

∂zj

)r−1

R(z1,...,zq)[f ].

Подiленою рiзницею порядку (n− 1) за набором точок z1, . . . , zl, l 6 n,

з кратностями n1, . . . , nl вiд функцiї f(z) називаємо вираз

R
(n1,...,nl)
(z1,...,zl)

[f ] =
R

(n1,...,nl−1−1,nl)
(z1,...,zl−1,zl)

[f ]−R(n1,...,nl−1,nl−1)
(z1,...,zl−1,zl)

[f ]

zl − zl−1
. (2.6)

Надалi використаємо твердження, яке випливає з формул (2.4), (2.6).

Твердження 2.1. Якщо функцiя f(z) є аналiтичною в областi Q,

то справедливими [72, с. 196] є формули

R
(n1,...,nl)
(z1,...,zl)

[f ] =
l∑

j=1

nj−1∑
q=0

(
∂qzf(z)∂

nj−q−1
z

l∏
i=1,i 6=j

(z − zi)−ni
)∣∣∣

z=zj

q!(nj − q − 1)!
, (2.7)

або

R
(n1,...,nl)
(z1,...,zl)

[f ] =
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=

1∫
0

ζ1∫
0

. . .

ζl−2∫
0

φ(ζ1,. . ., ζl−1)∂
n−1
z f(z)

∣∣∣
z=z1+

l∑
j=2

(zj−zj−1)ζj−1
dζl−1 . . . dζ1, (2.8)

де φ(ζ1,. . ., ζl−1) = (1−ζ1)n1−1

(n1−1)!

l−1∏
i=1

(ζj−1−ζj)nj−1
(nj−1)!

ζ
nl−1
l−1

(nl−1)!.

Розглянемо лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння

W (d/dt)y(t) := y(n)(t) + a1y
(n−1)(t) +. . .+ any(t) = f(t), (2.9)

де aj ∈ C, j ∈ {1, . . . , n}, f ∈ C([0, T ]), i для цього рiвняння побудуємо

фундаментальну систему розв’язкiв, побудовану за подiленими рiзниця-

ми експонент. Нехай µ1, . . . , µl – коренi рiвняння

µn + a1µ
n−1 + . . .+ anµ = 0 (2.10)

з кратностями n1, . . . , nl, вiдповiдно. Тодi функцiї trq−1 exp(µqt), rq ∈
{1,. . . , nq}, q ∈ {1, . . . , l}, — утворюють фундаментальну систему розв’яз-

кiв рiвняння (2.9).

Побудуємо систему функцiй{
yq,rq(t) :=R

(n1,...,nq−1,rq)

(µ1,...,µq−1,µq)
[exp(µt)], rq ∈ {1, . . . , nq}, q ∈ {1, . . . , l}

}
, (2.11)

t ∈ R, де кожна функцiя з яких є подiленою рiзницею порядку χq,rq =

n1 + . . . + nq−1 + rq − 1 за набором коренiв µ1, . . . , µq−1, µq з кратностями

n1, . . . , nq−1, rq вiд функцiї exp(µt).

Надалi нам знадобляться оцiнки зверху функцiй yq,rq(t), rq∈{1,. . ., nq},
q ∈ {1,. . . ,l}, та їх похiдних.

Лема 2.4. Для кожного t > 0, виконуються оцiнки∣∣∣∣ds0yq,rq(t)dts0

∣∣∣∣ 6C4µ̃
s0 exp

(
max
q=1,l
{Reµq}t

)
, (2.12)

де µ̃ = max
q=1,l
{1, |µq|}, rq ∈ {1,. . . , nq}, q ∈ {1,. . . ,l}, s0 ∈ {0, 1, . . . , n}.
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Доведення. Для того, щоб встановити нерiвностi (2.12), використає-

мо формули (2.11) та iнтегральнi зображення (2.8), подiлених рiзниць,

одержуємо

y1,r1(t) = tr1−1 exp(µ1t)/(r1 − 1)!, r1 ∈ {1, . . . , n1},

yq,rq(t) =

1∫
0

ζ1∫
0

. . .

ζq−2∫
0

φ(ζ1,. . ., ζq−1)t
χq,rq−1×

× exp

((
µ1 +

q∑
j=2

(µj − µj−1)ζj−1

)
t

)
dζl−1 . . . dζ1,

(2.13)

де rq ∈ {1,. . . , nq}, q ∈ {2,. . . , l}, t ∈ [0, T ]. На пiдставi формули Лейбнiца

для обчислення похiдної добутку, iз (2.13) отримуємо

ds0y1,r1(t)

dts0
=

s0∑
j=0

Cj
s0

(tr1−1)(j)µs0−j1

exp(µ1t)

(r1 − 1)!
, r1 ∈ {1, . . . , n1},

ds0yq,rq(t)

dts0
=

1∫
0

ζ1∫
0

. . .

ζq−2∫
0

φ(ζ1,. . ., ζq−1)

s0∑
j=0

Cj
s0

(tχq,rq−1)(j)×

×µs0−j exp(µt)

∣∣∣∣
µ=µ1+

q∑
j=2

(µj−µj−1)ζj−1

dζq−1 . . . dζ1,

(2.14)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, rq ∈ {1,. . . , nq}, q ∈ {2,. . . , l}, t ∈ [0, T ]. Вiдзначимо,

що для довiльних точок симплекса, 0 6 ζq−1 6 ζq−2 6 . . . 6 ζ1 6 1,

q ∈ {2, . . . , l}, виконуються нерiвностi∣∣∣∣µ1 +

q∑
j=2

(µj − µj−1)ζj−1

∣∣∣∣ 6 |µ1|(1− ζ1) + |µ2|(ζ1 − ζ2) + . . .+

+|µq−1|(ζq−2 − ζq−1) + |µq|ζq−1 6 µ̃, q ∈ {2, . . . , l}, (2.15)

Reµ1 +

q∑
j=2

(Reµj − Reµj−1)ζj−1 6 max
j=1,l
{Reµj}, q ∈ {2, . . . , l}. (2.16)

Iз формул (2.14) на пiдставi оцiнок (2.15), (2.16) для довiльного t > 0



34

встановлюємо ∣∣∣∣ds0y1,r1(t)

dts0

∣∣∣∣6C5µ̃
s0 exp(Reµ1t),∣∣∣∣ds0yq,rq(t)dts0

∣∣∣∣6C6µ̃
s0 exp

(
max
q=1,l
{Reµq}t

)
,

де rq ∈ {1,. . . , nq}, q ∈ {2,. . . ,l}, s0 ∈ {0, 1, . . . , n}.
Iз одержаних оцiнок випливає твердження леми. ♦

Твердження 2.2. Функцiї yq,rq(t), rq ∈ {1, . . . , nq
}
, q ∈ {1, . . . , l},

утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (2.9). Врон-

скiан вiд цих функцiй визначається формулою

V (y1,1(t), . . . , yl,nl(t)) = exp((n1µ1 + . . .+ nlµl)t). (2.17)

Доведення. Доведемо спочатку, що функцiї yq,rq(t), rq ∈ {1, . . . , nq
}
,

q ∈ {1, . . . , l}, є розв’язками рiвняння (2.9). Iз формул (2.7), (2.11) отри-

муємо

yq,rq(t)=

q−1∑
j=1

nj−1∑
s=0

ts exp(µjt)∂
nj−s−1
µj

(
q−1∏

i=1,i6=j
(µj − µi)−ni(µj − µq)−rq

)
s!(nj − s− 1)!

+

+

rq−1∑
s=0

ts exp(µqt)∂
rq−s−1
µq

(
q−1∏

i=1,i 6=j
(µq − µi)−rq

)
s!(rq − s− 1)!

, (2.18)

rq ∈ {1,. . . , nq}, q ∈ {1,. . . , l}, t ∈ [0, T ]. Оскiльки функцiї ts exp(µqt),

s ∈ {1,. . . , nq}, q ∈ {1,. . . , l}, є розв’язками рiвняння (2.9) то лiнiйнi ком-
бiнацiї цих функцiй, якi мiстяться у формулах (2.18), також справджу-

ють це рiвняння. Визначник Вронського вiд функцiй y1,1(t), . . . , yl,nl(t)

обчислимо у випадку l = n, а помiм здiйснимо граничний перехiд. На

пiдставi формул (2.5), (2.11) отримуємо

yq(t) = −
q−1∑
j=1

yq−1(t)∏j
i=1(µq − µq−i)

+
exp(µqt)∏j

i=1(µq − µq−i)
, q ∈ {2, . . . , n}. (2.19)
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Виконуючи елементарнi перетворення над стовпцями у визначнику

V (y1(t), . . . , yn(t)), отримуємо

V (y1(t), . . . , yn(t)) =
V (exp(µ1t), . . . , exp(µnt))∏

16j<q6n
(µq − µj)

= exp((µ1 + . . .+ µn)t).

Iз отриманої формули випливає рiвнiсть (2.17). ♦

2.3. Загальна постановка задач дисертацiї та схема їх

дослiдження

Бiльшiсть розглянутих у дисертацiйнiй роботi задач об’єднанi такою

спiльною постановкою: в областi Qp
T знайти розв’язок рiвняння (системи)

W (∂/∂t,L)u :=
∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
r=0

∑
br+|s|6bn

Ar,sLs
∂ru(t, x)

∂tr
= f(t, x), (2.20)

який за змiнною t задовольняє багатоточковi умови

Vj[u] :=

Nj∑
q=0

aq(L)
∂qu(t, x)

∂tq

∣∣∣∣
t=tj

=ϕj(x), 0 6 Nj 6 n−1, j ∈{1,. . ., n}, (2.21)

та деякi умови за змiнними x (умови типу умов Дiрiхле, умови перiо-

дичностi), де L — диференцiальний вираз зi змiнними за просторовими

координатами коефiцiєнтами, 0 6 t1 <. . .< tn 6 T.

Нехай ηk, k ∈ Kp,— послiдовнiсть власних значень, а X = {Xk(x), k ∈
Kp} — сукупнiсть власних функцiй задачi на власнi значення для опе-

ратора L.

Означення 2.5. Розв’язком задачi (2.20), (2.21) з простору

Cn([0, T ];T ′X) називатимемо ряд

u(t, x) =
∑
k∈Kp

uk(t)Xk(x),
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де, кожен коефiцiєнт uk(t) ∈ Cn([0, T ]), задовольняє задачу

dnuk(t)

dtn
+

n−1∑
r=0

∑
br+|s|6bn

Ar,sη
s
k

druk(t)

dtr
= fk(t), (2.22)

Vj[uk] :=

Nj∑
q=0

aq(ηk)
dquk(t)

dtq

∣∣∣∣
t=tj

= ϕj,k, j ∈ {1, . . . , n}, (2.23)

в якiй fk(t), ϕj,k, k ∈ Kp, — коефiцiєнти Фур’є функцiй f та ϕj,

j ∈ {1, . . . , n}, за системою X.

Нехай функцiї uk,q(t), q ∈{1,. . ., n}, утворюють фундаментальну сис-

тему розв’язкiв однорiдного рiвняння, яке вiдповiдає рiвнянню (2.22),

а

∆(k,~t ) = det ‖Vj[uk,q]‖j,q∈{1,...,n} , ~t = (t1, . . . , tn), (2.24)

є характеристичним визначником задачi (2.22), (2.23).

Твердження 2.3. Для єдиностi розв’язку задачi (2.20), (2.21) у про-

сторi Cn ([0, T ]; T ′X) необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Kp ∆(k,~t ) 6= 0. (2.25)

Доведення проводиться за схемою доведення теореми 3.1 у [70, c.

39]. ♦

Якщо виконується умова (2.25) то розв’язок задачi (2.20), (2.21) зо-

бражується формальним рядом

u(t, x) =
∑
k∈Kp

( T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ +
n∑

j,q=1

∆j,q(k,~t )

∆(k,~t )
ϕj,kuk,q(t)

)
Xk(x), (2.26)

де Gk(t, τ) — функцiя Грiна задачi (2.22), (2.23), ∆j,q(k,~t ) — алгебричне

доповнення елемента j-го рядка та q-го стовбця у визначнику ∆(k,~t ).

Iз твердження 2.3 та теореми 6.2 з [25, c. 111] (згiдно з якою до-

вiльний ряд вигляду (2.26) у просторi T ′X є збiжним) отримуємо таке

твердження.
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Твердження 2.4. Нехай виконується умова (2.25). Якщо f ∈
C([0, T ];TX) (C([0, T ];T ′X)) та ϕj ∈ TX, (T ′X), j ∈ {1, . . . , n}, то iснує єди-
ний розв’язок задачi (2.20), (2.21) з простору Cn ([0, T ];TX)

(Cn ([0, T ];T ′X)). Цей розв’язок зображується формулою (2.26).

Вiдзначимо, що твердження 2.3 та 2.4 справедливi для всiх задач, якi

розглядаються в дисертацiї.

Збiжнiсть ряду (2.26) в шкалi просторiв Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)
, α, β ∈ R,

у багатьох випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв, оскiльки

вирази |∆(k,~t )|, k ∈ Kp, будучи вiдмiнними вiд нуля, можуть ставати

як завгодно малими для нескiнченної кiлькостi векторiв k ∈ Kp; це й

спричиняє розбiжнiсть ряду (2.26).

Для забезпечення збiжностi ряду (2.26) в просторi Cn
(

[0, T ];EX
w(α,β)

)
,

α, β ∈ R, у теоремi iснування розв’язку задачi, крiм певних умов на

функцiї f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}, аксiоматично накладається оцiнка

|∆(k,~t )| > |ηk|−ω exp(−ν|ηk|b), ω, ν ∈ R. (2.27)

Важливим завданням дисертацiї є дослiдження питання про можливiсть

виконання нерiвностi (2.27). Для встановлення оцiнки (2.27) використо-

вується метричний пiдхiд [70, 102] та методи метричної теорiї дiофан-

тових наближень. Iз доведених тверджень метричного характеру та тео-

реми iснування випливає однозначна розв’язнiсть багатоточкової задачi

для майже всiх (стосовно мiри Лебега, Гаусдорфа) векторiв, складених

iз коефiцiєнтiв рiвняння (системи), коефiцiєнтiв умов та значень вузлiв

iнтерполяцiї.



38

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї за допомогою апарату подiлених рiзниць

побудовано фундаментальну систему розв’язкiв звичайного диференцi-

ального рiвняння та встановлено ряд властивостей цiєї системи. На-

ведено деякi допомiжнi твердження з метричної теорiї чисел, мiри та

розмiрностi Гаусдорфа. Викладено загальну методику дослiдження задач

дисертацiї та проаналiзовано структуру розв’язкiв цих задач.
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РОЗДIЛ 3

ЗАДАЧI З ЛОКАЛЬНИМИ БАГАТОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ ЗА

ЧАСОВОЮ ЗМIННОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

Третiй роздiл дисертацiї присвячено встановленню умов однозначної

розв’язностi задач iз багатоточковими умовами за часовою змiнною та

певними умовами (перiодичностi, типу Дiрiхле, та iн.) за просторовими

змiнними для лiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

3.1. Задача з двоточковими умовами для рiвнянь другого

порядку

У цьому пiдроздiлi встановлено коректну розв’язнiсть двоточкової

задачi для факторизованого параболiчного за Петровським оператора зi

змiнними за просторовими координатами коефiцiєнтами i доведено, що

такi умови виконуються для майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа)

векторiв, складених iз коефiцiєнтiв рiвняння.

В областi Dp
T розглянемо задачу

2∏
q=1

(
∂

∂t
+

p∑
j=1

aqjL
b
j + Aq(L1, . . . , Lp)

)
u(t, x) = 0, (t, x)∈ Dp

T , (3.1)

u(t1, x) = ϕ1(x), u(t2, x) = ϕ2(x), 0 6 t1 < t2 6 T, x ∈ Πp, (3.2)

Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=0

=Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=π

= 0, m ∈{0, 1,. . ., 2b−1}, j ∈{1,. . . ,p}, (3.3)

де aqj > 0, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈ {1, 2},

Aq(L1, . . . , Lp) =
∑
|s|<b

Aq
sL

s1
1 . . . L

sp
p , Aq

s ∈ C, q ∈ {1, 2},
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Lj := − ∂

∂xj

(
pj(xj)

∂

∂xj

)
+ qj(xj), j ∈ {1, . . . , p}, (3.4)

у яких pj∈C4b−1([0, π]), qj∈C4b−2([0, π]), pj>p0,j > 0, qj > 0, j∈{1,. . ., p}.
Нехай λkj , та Xkj(xj), kj ∈ N, j ∈ {1, . . . , p}, власнi значення та власнi

функцiї такої задачi:

LjX(xj) = λX(xj), X(0) = X(π) = 0. (3.5)

Вiдомо [64], що для кожного j, j ∈ {1, . . . , p}, власнi функцiї задачi (3.5)
утворюють повну ортонормовану в L2(0, π) систему (нормованi умовою∫ π

0 |Xkj(xj)|2dxj = 1) i, за накладених на pj(xj) i qj(xj) умов, для всiх

kj ∈ N виконуються оцiнки

c0k
2
j 6 λkj 6 c1k

2
j , (3.6)

max
06xj6π

∣∣∣X(r)
kj

(xj)
∣∣∣ 6 c2λ

r/2
kj
, r ∈ {0, 1, . . . , 2b}, kj ∈ N, j ∈ {1, . . . , p}, (3.7)

де c0, c1, c2 = c2(r) — додатнi сталi.

Позначимо: λk = (λk1, . . . , λkp), k ∈ Np; X1 = {Xk1(x1) · · ·Xkp(xp), k ∈
Np}; w1(α, ~β) := w1(α, ~β;λk) = (λbk1 + . . .+ λbkp)

α exp(β1λ
b
k1

+ . . .+ βpλ
b
kp

), де

α ∈ R, ~β = (β1, . . . , βp) ∈ Rp; |λbk| = λbk1 + . . .+ λbkp.

Розв’язок задачi (3.1) — (3.3) з простору C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
, α ∈ R,

~β ∈ Rp, шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Np

uk(t)Xk1(x1) · · ·Xkp(xp). (3.8)

Кожна функцiя uk(t), k ∈ Np, є розв’язком двоточкової задачi
2∏
q=1

(
d

dt
+

p∑
j=1

aqjλ
b
kj

+ Aq(λk1, . . . , λkp)

)
uk(t) = 0, (3.9)

uk(t1) = ϕ1k, uk(t2) = ϕ2k, (3.10)

де ϕ1k, ϕ2k, k ∈ Np, — коефiцiєнти Фур’є функцiй ϕ1 та ϕ2 за системою

X1. НехайM = {k ∈ Np : µ1(k) = µ2(k)}, де

µq(k) = −
p∑
j=1

aqjλ
b
kj
− Aq(λk1, . . . , λkp), q ∈ {1, 2}, k ∈ Np. (3.11)
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Розв’язок задачi (3.9), (3.10) визначається рiвностями

uk(t) = D1(k) exp(µ1(k)t) +D2(k) exp(µ2(k)t), якщо k ∈ Np \M, (3.12)

uk(t) = D3(k) exp(µ1(k)t) +D4(k)t exp(µ1(k)t), якщо k ∈M,

де сталi Dj(k), j ∈ {1, . . . , 4}, справджують такi системи лiнiйних рiв-

нянь D1(k) exp(µ1(k)t1) +D2(k) exp(µ2(k)t1) = ϕ1k,

D1(k) exp(µ1(k)t2) + C2(k) exp(µ2(k)t2) = ϕ2k,
якщо k ∈ Np \M,

(3.13) D3(k) exp(µ1(k)t1) +D4(k)t1 exp(µ1(k)t1) = ϕ1k,

D3(k) exp(µ1(k)t2) +D4(k)t2 exp(µ1(k)t2) = ϕ2k,
якщо k ∈M.

Позначимо:

∆(k,~t ) = exp(µ1(k)t2 + µ2(k)t1)×

× [exp((µ2(k)− µ1(k))(t2 − t1))− 1] , якщо k ∈ Np \M, (3.14)

∆(k,~t ) = (t2 − t1) exp(µ1(k)(t1 + t2)), якщо k ∈M.

При дослiдженнi питання про єдинiсть розв’язку задачi (3.1) — (3.3)

розглянемо також однорiднi двоточковi умови

u(t1, x) = 0, u(t2, x) = 0. (3.15)

Теорема 3.1. Для єдиностi розв’язку задачi (3.1) — (3.3) у просто-

рi C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
, α ∈ R, ~β ∈ Rp, необхiдно i досить, щоб викону-

валась умова

∀k ∈ Np \M ∀ ` ∈ Z (µ2(k)− µ1(k))(t2 − t1) 6= 2πi`. (3.16)

Доведення. Необхiднiсть. Якщо для деякого вектора k̂ ∈ Np \ M
умова (3.16) не виконується, то ∆(k̂,~t ) = 0. При цьому iснують нетри-

вiальнi розв’язки uk̂(t) = D1(k̂) exp(µ1(k̂)t) + D2(k̂) exp(µ2(k̂)t) рiвняння
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(3.9), якi задовольняють умови uk̂(t1) = 0, uk̂(t2) = 0. Коефiцiєнти D1(k̂)

та D2(k̂) визначаються iз системи рiвнянь D1(k̂) exp(µ1(k̂)t1) +D2(k̂) exp(µ2(k̂)t1) = 0,

D1(k̂) exp(µ1(k̂)t2) +D2(k̂) exp(µ2(k̂)t2) = 0.

Тодi однорiдна задача (3.1), (3.3), (3.15) має нетривiальнi розв’язки ви-

гляду u(t, x) = uk̂(t)Xk̂1
(x1)· · ·Xk̂p

(xp), а розв’язок неоднорiдної задачi

(3.1) — (3.3) якщо вiн iснує не буде єдиним.

Достатнiсть. Припустимо, що задача (3.1) — (3.3) має два рi-

знi розв’язки u1, u2 ∈ C2
(
[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
. Розглянемо функцiю ũ(t, x) =

u1(t, x)− u2(t, x). Дана функцiя належить до простору C2
(
[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
i є нетривiальним розв’язком задачi (3.1), (3.3), (3.15). Для кожного

коефiцiєнта Фур’є ũk(t), k ∈ Np, функцiї ũ(t, x) справедливi зображен-

ня вигляду (3.12) в яких сталi D1(k) та D2(k) є розв’язками однорiдної

системи рiвнянь, яка вiдповiдає системi (3.13). Згiдно з умовою теоре-

ми, визначник ∆(k,~t ), k ∈ Np, цiєї системи є вiдмiнним вiд нуля. Тому

D1(k) = 0, D2(k) = 0, k ∈ Np, а отже ũk(t) ≡ 0, k ∈ Np. Звiдси отримуємо,

що ũ(t, x) ≡ 0, всупереч припущенню. ♦

Iз теореми 3.1 та формул (3.11) випливає наслiдок.

Наслiдок 3.1. Для єдиностi розв’язку задачi (3.1) — (3.3) у про-

сторi C2
(
[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
, α ∈ R, ~β ∈ Rp, необхiдно i досить, щоб для

кожного (k1, . . . , kp) ∈ Np \M та кожного ` ∈ Z не виконувалася хоча

б одна з рiвностей
p∑
j=1

(a1
j − a2

j)λ
b
kj

+
∑
|s|<b

Re(A1
s − A2

s)λ
s1
k1
. . . λ

sp
kp

= 0,

∑
|s|<b

Im(A1
s − A2

s)λ
s1
k1
. . . λ

sp
kp

= 2π`/(t2 − t1).

Наведемо приклад задачi для якої виконується або порушується умо-

ва єдиностi (3.16).
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Приклад 3.1. Для задачi(
∂

∂t
+ a

∂4

∂x4
+ ia1

∂2

∂x2

)(
∂

∂t
+ a

∂4

∂x4
+ ia2

∂2

∂x2

)
u(t, x)= 0, (t, x)∈D1

T , (3.17)

u(0, x) = 0, u(T, x) = 0, x ∈ (0, π), (3.18)

∂2mu(t, x)

∂x2m

∣∣∣
x=0

=
∂2mu(t, x)

∂x2m

∣∣∣
x=π

= 0, m ∈ {0, 1}, (3.19)

де a > 0, a1, a2 ∈ R, a1 6= a2, L = −∂2/∂x2, b = 2, визначник ∆(k,~t ),

k ∈ N, обчислюється за формулою

∆(k,~t ) =

exp((−ak4 + ia1k
2)T )(exp(i(a2 − a1)k

2T )− 1), якщо k 6= 0,

T, якщо k = 0.

Оскiльки |∆(k,~t )| = 2 exp(−ak4T )| sin(a2 − a1)k
2T/2|, k 6= 0, то задача

(3.17) — (3.19) може мати в просторi C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,β)

)
, X1 = {sin(kx),

k ∈ N}, w1(α, β) = w1(α, β; k) = k2α exp(βk2), α, β ∈ R, тiльки нульовий

розв’язок, якщо число (a2 − a1)T/π є iррацiональним.

Надалi вважатимемо, що справджується умова (3.16). Тодi для ко-

жного k ∈ Np iснує розв’язок задачi (3.9), (3.10), який зображується

формулою

uk(t) =
1

∆(k,~t )
[(exp(µ2(k)t2 + µ1(k)t)− exp(µ1(k)t2 + µ2(k)t))ϕ1k+

+(exp(µ1(k)t1 + µ2(k)t)− exp(µ2(k)t1 + µ2(k)t))ϕ2k], якщо k ∈ Np \M,

(3.20)

uk(t) =
1

∆(k,~t )

[
(t2 − t)eµ1(k)(t2+t)ϕ1k + (t− t1)eµ1(k)(t1+t)ϕ2k

]
, якщо k ∈M.

Iз рiвностей (3.8), (3.20) випливає формальне зображення розв’язку за-

дачi (3.1) — (3.3) у виглядi ряду

u(t, x)=
∑
k∈M

uk(t)Xk1(x1)· · ·Xkp(xp)+
∑

k∈Np\M

uk(t)Xk1(x1)· · ·Xkp(xp). (3.21)
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Вiдповiдь на питання про збiжнiсть ряду (3.21) у просторах

C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
, взагалi кажучи, пов’язана з проблемою малих зна-

менникiв, оскiльки величина |∆(k,~t )| будучи вiдмiнною вiд нуля, може

набувати як завгодно малих значень для нескiнченної кiлькостi векторiв

k ∈ Np. Покажемо це на прикладi двоточкової задачi для параболiчного

рiвняння.

Приклад 3.2. В областi (0, T )× Ω1 розглянемо задачу
(
∂
∂t − a1

∂2

∂x2 + d1
∂
∂x

)(
∂
∂t − a2

∂2

∂x2 − d2
∂
∂x

)
u = 0,

u(0, x) = 0, u(t1, x) = ϕ(x), 0 < t1 < T,
(3.22)

де aj > 0, dj ∈ R, j ∈ {1, 2}. Легко перевiрити, що при θ = (d1+d2)t1
π /∈ Q,

розв’язок цiєї задачi зображується рядом

u(t, x) =
∑

k∈Z\{0}

(e(−a1k2−id1k)t − e(−a2k2+id2k)t)ϕk
e(−a2k2+id2k)t1(e((a2−a1)k2−i(d2+d1)k)t1 − 1)

eikx. (3.23)

Розглянемо два випадки задачi (3.22), коли a1 = a2, i a1 < a2. Тодi у

першому випадку задачi (3.22) iз теореми 2.3 випливає, що iснує таке

число t1 > 0, t1 /∈ π
d1+d2

Q, i нескiнченна множина K ненульових цiлих

чисел k, що нерiвнiсть sin((d1 + d2)t1k/2) < exp(−|k|2|k|) виконується для
всiх чисел k ∈ K. Оскiльки |e−i(d2+d1)kt1 − 1| = 2| sin((d2 + d1)kt1/2)|, то
для довiльних α, α0, β, β0 ∈ R i функцiї ϕ ∈ EX1

w1(α0,β0), де w1(α0, β0) =

(1 + |k|)−α0 exp(−β0|k|2), вигляду

ϕ(x) =
∑

k∈Z\{0}

ϕke
ikx, ϕk=(1 + |k|)−α0−1−ε exp(−β0|k|2),

отримуємо, що∥∥∥u(t, x);C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,β)

)∥∥∥ > ∥∥∥∂tu(t, x)|t=0;E
X1

w1(α,β)

∥∥∥ >
>

√√√√ ∑
k∈Z\{0}

(|d1| − |d2|)2k2|ϕk|2e2a2t1k2

sin2((d1 + d2)t1k/2)
(1 + |k|)2αe2βk2 >
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> C1

√∑
k∈K

(1 + |k|)2α−2α0−2εe2(β−β0+a2t1)k2e2|k|2|k| = +∞,

якими б небули числа α, α0, β, β0 ∈ R. Отже iснує таке число t1 > 0 i

така функцiя ϕ ∈ EX1

w1(α0,β0), для яких розв’язок вiдповiдної задачi – ряд

(3.23) не належить до простору C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,β)

)
. Для того, щоб ряд

(3.23) при деяких α, β ∈ R належав до простору C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,β)

)
(при

умовi, що функцiя ϕ належить до простору EX1

w1(α0,β0) при деяких α0, β0),

якщо число t1 є таким, для якого iснували б сталi C2 > 0, ω, ν ∈ R, для

яких нерiвнiсть

| sin((d1 + d2)t1k/2)| > C2(1 + |k|)−ω exp(−νk2) (3.24)

виконувалась б для вciх чисел k ∈ Z. Справдi, в цьому випадку для

довiльних α, β ∈ R таких, що α 6 α0 − ω − 4, β = β0 − ν − a2t1, для

функцiї u, зображеної рядом (3.23), виконується нерiвнiсть

∥∥∥u;C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,β)

)∥∥∥ 6 C3

√√√√ ∑
k∈Z\{0}

|k|8|ϕk|2e2a2t1k2

sin2((d1 + d2)t1k/2)
(1 + |k|)2αe2βk2 6

6 C4

√ ∑
k∈Z\{0}

|ϕk|2(1 + |k|)2(α+ω+4)e2(β+ν+a2t1)k2 = C4

∥∥∥ϕ;EX1

w1(α0,β0)

∥∥∥ . (3.25)
Вiдзначимо, що вiдповiдь на питання про виконання нерiвностi (3.24)

можна пов’язати з арифметичними властивостями числа t1. Оскiльки

для всiх z ∈ [−π/2;π/2] виконується нерiвнiсть | sin z| > 2
π |z|, то

| sin((d1+d2)t1k/2)|= | sin((d1+d2)t1k/2−πm(k))|>2|k|
∣∣∣∣(d1 + d2)t1

2π
−m(k)

k

∣∣∣∣ ,
де m(k) ∈ Z, −π

2 < (d1 + d2)t1k/2 − πm(k) 6 π
2 . Таким, чином нерiв-

нiсть (3.24) випливає з нерiвностi
∣∣∣ (d1+d2)t1

2π − m(k)
k

∣∣∣ > 2C2

(1+|k|)ω−1 exp(νk2) , а

ця нерiвнiсть характеризує наскiльки добре число (d1+d2)t1
2π наближається

рацiональним дробом m(k)
k .
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Iз нерiвностi (3.25) та теореми Ярнiка-Безiковича про наближення

дiйсних чисел рацiональними дробами (теореми 2.5) випливає таке твер-

дження про розв’язнiсть задачi (3.22).

Твердження 3.1. Якщо ϕ ∈ EX1

w1(α0,β0), то при ω > 3 для всiх чисел t1

(крiм, можливо, множини, розмiрнiсть Гаусдорфа якої не перевищує
2

ω−1) iснує єдиний розв’язок задачi (3.22) з простору

C2
(
[0, T ];EX1

w1(α0−ω−2,β0−a2T )

)
. Цей розв’язок зображується формулою

(3.23) i неперервно залежить вiд функцiї ϕ.

Розглянемо другий випадок задачi (3.22), коли a1 < a2. Тодi очеви-

дно, що нерiвнiсть |e(a2−a1)k2−i(d2+d1)k)t1 − 1| > |1− e(a2−a1)t1k
2| > 1

2 викону-

ється для всiх цiлих чисел k, |k| >
√

ln 2
(a2−a1)t1

+ 1, бо для таких чисел k,

e(a2−a1)t1k
2

6 1
2. У цьому випадку, коли a1 6= a2, в задачi (3.22) вiдсутня

проблема малих знаменникiв i справедливе таке твердження.

Твердження 3.2. Нехай в задачi (3.22) a1 < a2 i ϕ ∈EX1

w1(α0,β0). Тодi

iснує єдиний розв’язок задачi (3.22) з простору C2
(
[0, T ];EX1

w1(α0−4,β0−a2t1)

)
.

Цей розв’язок зображується формулою (3.23) i неперервно залежить

вiд функцiї ϕ.

Перейдемо до встановлення достатнiх умов iснування єдиного розв’яз-

ку задачi (3.1) — (3.3).

Теорема 3.2. Нехай справджується умова (3.16) та iснують ω ∈ R

i ~ν = (ν1, . . . , νp) ∈ Rp такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)

векторiв k ∈ Np виконується нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > (λbk1 + . . .+ λbkp)
−ω exp(−ν1λ

b
k1
− . . .− νpλbkp). (3.26)

Якщо ϕ1, ϕ2 ∈ EX1

w1(α0,~β0)
, де α0 = α+ω+2, ~β0 = ~β+~ν−~δt1, ~δ = (δ1, . . . , δp),

0 < δj < min{a1
j , a

2
j}, j ∈ {1, . . . , p}, то iснує єдиний розв’язок задачi

(3.1) — (3.3) з простору C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
. Цей розв’язок зображує-
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ться формулою (3.21), причому виконується нерiвнiсть∥∥∥u;C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)∥∥∥ 6 C5

(∥∥∥ϕ1;E
X1

w1(α0,~β0)

∥∥∥+
∥∥∥ϕ2;E

X1

w1(α0,~β0)

∥∥∥) .
Доведення. Для доведення теореми встановимо оцiнки для коренiв µq(k),

q ∈ {1, 2}, та їх дiйсних частин. Iз рiвностей (3.11) випливає, що

−(~ξ, λbk) 6 Reµq(k) 6 −(~δ, λbk), q ∈ {1, 2}, k ∈ Np, (3.27)

|µq(k)| 6 C6|λbk|, q ∈ {1, 2}, k ∈ Np, (3.28)

де ~ξ = (ξ1, . . . , ξp), ξj > max{a1
j , a

2
j}, j ∈ {1, . . . , p}, C6 > max

j∈{1,...,p}
{ξj}. Тодi

iз оцiнок (3.27), (3.28) отримуємо, що для кожного t > 0 справджуються

нерiвностi

|(tjeµq(k)t)(r)|6C7|λbk|rexp(−~δt, λbk), j∈{0, 1}, q∈{1, 2}, r∈{0, 1, 2}. (3.29)

На пiдставi оцiнок (3.26), (3.29) iз формули (3.20) отримуємо, що

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(r)
k (t)

∣∣∣ 6 C8

2∑
q=1

|ϕqk||λbk|r+ω exp(~ν − ~δt1, λbk), r∈{0, 1, 2}, k ∈ Np.

Отже,∥∥∥u;C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)∥∥∥ 6 2∑
r=0

(∑
k∈Np

max
t∈[0,T ]

|u(r)
k (t)|2|λbk|2α exp(2~β, λbk)

)1/2

6

6C9

2∑
q=1

(∑
k∈Np
|ϕqk|2|λbk|2(α+ω+2) exp

(
2(~β + ~ν − ~δt1), λbk

))1/2

=

= C9

2∑
q=1

∥∥∥ϕq;EX1

w1(α0,~β0)

∥∥∥ . (3.30)

Iз оцiнки (3.30) випливає доведення теореми. ♦

Теорема 3.3. Якщо виконуються умови теореми 3.2, то для ко-

жного фiксованого t∗ ∈ [0, T ] функцiя u(t∗, x) за змiнними x1, . . . , xp

належить до простору EX1

w1(α,~β+~δt∗)
.
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Доведення. Iз формули (3.20) на пiдставi оцiнок (3.26), (3.29) отримуємо,

що для кожного фiксованого t∗ ∈ [0, T ]

|uk(t∗)| 6 C10

2∑
q=1

|ϕqk||λbk|ω exp(~ν − ~δ(t1 + t∗), λ
b
k), k ∈ Np. (3.31)

На пiдставi нерiвностi (3.31) та умов теореми 3.2 знаходимо, що для

кожного фiксованого t∗ ∈ [0, T ]

∥∥∥u(t∗, ·);EX1

w1(α,~β+~δt∗)

∥∥∥6C11

√√√√ 2∑
q=1

∑
k∈Np
|ϕqk|2|λbk|2(α+ω) exp

(
2(~β + ~ν − ~δt1), λbk

)
6

6 C12

(∥∥∥ϕ1;E
X1

w1(α0,~β0)

∥∥∥+
∥∥∥ϕ2;E

X1

w1(α0,~β0)

∥∥∥) .
Зауваження 3.1. На вiдмiну вiд безтипних та гiперболiчних рiв-

нянь для параболiчного рiвняння (3.1) зi зростанням часу t пiдвищує-

ться гладкiсть розв’язку двоточкової задачi u(t, x) порiвняно з гладкiстю

функцiй ϕ1, ϕ2 за просторовими змiнними (x1, . . . , xp).

Наступне твердження описує рiвняння (3.1), для яких виконується

оцiнка (3.26) з належно вибраними показниками ω ∈ R i ~ν = (ν1, . . . , νp) ∈
Rp.

Теорема 3.4. Нехай для кожного j ∈ {1, . . . , p} справджується не-

рiвнiсть

a1
j > a2

j . (3.32)

Якщо ω = 0, ~ν = ~ξ(t1 + t2) +~η(t1− t2), де ~η = (η1, . . . , ηp), 0 < ηj < a1
j −a2

j ,

j ∈ {1, . . . , p}, то оцiнка (3.26) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) векторiв k ∈ Np.

Доведення. З нерiвностей (3.32) отримуємо, що для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) векторiв k ∈ Np виконується нерiвнiсть

Re (µ2(k)− µ1(k)) > (~η, λbk). (3.33)



49

Iз оцiнки (3.33) випливає, що множина M є не бiльш нiж скiнченною.

Нехай

N =

 max
k∈M
|λk|, M 6= ∅,

0, M = ∅.

Тодi для всiх k ∈ Np таких, що |λk| > N , визначник ∆(k,~t ) обчислюється

за формулою (3.14). Оскiльки для довiльного z ∈ C такого, що Re z >

ζ > 0, виконується нерiвнiсть

| exp(z)− 1| > exp(ζ)− 1,

то з формули (3.14) на пiдставi оцiнки (3.33) дiстаємо, що

|∆(k,~t )| > exp(Re(µ1(k)t2 + µ2(k)t1))
∣∣exp((~η, λbk)(t2 − t1))− 1

∣∣ , (3.34)

якщо |λk| > N . Враховуючи, що exp(ζ)− 1 > 1
2 exp(ζ) для всiх ζ > 1, та

оцiнки (3.27), отримуємо, що нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > exp(−~ξ(t1 + t2)− ~η(t1 − t2), λbk)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np. Теоре-

му доведено. ♦

Дослiдимо питання про можливiсть виконання оцiнки (3.26).

Позначимо: sj = (0, . . . , 0, b− 1︸ ︷︷ ︸
j

, 0, . . . , 0), j ∈ {1, . . . , p}, — мультиiн-

декс довжини p, на j-ому мiсцi якого знаходиться b−1, а на рештi мiсць

— нулi;

yj = Im(A1
sj
− A2

sj
), j ∈ {1, . . . , p}, ~y = (y1, . . . , yp);

Π = [c1, d1]× . . .× [cp, dp], cj, dj ∈ R, cj < dj, j ∈ {1, . . . , p}.

Теорема 3.5. Нехай ρ ∈ (p− 1; p]. Для майже всiх (стосовно ρ-мiри

Гаусдорфа) векторiв ~y ∈ Π нерiвнiсть (3.26) виконується для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np при ω > ω1, ~ν = ~ξ(t1 + t2),

де ~ξ – вектор з оцiнок (3.27),

ω1 =
p/(2b) + 1− 1/b

ρ− p+ 1
− b− 1

b
.
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Доведення. Нехай

F (λk) =
∑
|s|<b

Im(A1
s − A2

s)λ
s1
k1
. . . λ

sp
kp
−

p∑
j=1

yjλ
b−1
kj
.

Позначимо через V ω(λk,m) множину тих векторiв ~y ∈ Π, для яких не-

рiвнiсть∣∣∣∣ p∑
j=1

yjλ
b−1
kj
τ + F (λk)τ −m

∣∣∣∣ < |λbk|−ω, τ = (t2 − t1)/π, (3.35)

виконується для фiксованих k ∈ Np i m ∈ Z, а через V ω — множи-

ну тих векторiв ~y ∈ Π, якi належать до нескiнченної кiлькостi множин

V ω
q (λk,m), k ∈ Np, m ∈ Z. Очевидно, що iснує стала C13 =

C13(p, b, c1, . . . , cp, d1, . . . , dp) > 0 така, що для всiх m ∈ Z, |m| > C13|λb−1
k |,

множина V ω(λk,m) є порожньою.

Розглянемо тепер випадок, коли |m| 6 C13|λb−1
k | = M(λk). Нехай

λkj0 = max
j∈{1,...,p}

{λkj}, i нехай V ω(λk,m, y1, . . . , yj0−1, yj0+1, . . . , yp)={yj0 ∈ R :

(y1, . . . , yp) ∈ V ω(λk,m)}. Якщо V ω(λk,m) 6= ∅, то iснують y1, . . . , yj0−1,

yj0+1, . . . , yp такi, що V ω(λk,m, y1, . . . , yj0−1, yj0+1, . . . , yp) є не порожнiм iн-

тервалом радiуса
(
τ |λbk|ωλb−1

kj0

)−1

. Тодi множину V ω(λk,m) можна покри-

ти кулями Sr(λk,m), r ∈ {1, . . . , J(λk)}, радiуса
(
τ |λbk|ωλb−1

kj0

)−1

, кiлькiсть

J(λk) яких не перевищує C14

(
|λbk|ωλb−1

kj0

)p−1

. Зауважимо, що при ω > ω1

правильними є включення

V ω =
∞⋂
K=0

⋃
|λk|>K

⋃
06|m|6M(λk)

V ω(λk,m) ⊂

⊂
∞⋂
K=0

⋃
|λk|>K

⋃
06|m|6M(λk)

J(λk)⋃
r=1

Sr(λk,m). (3.36)

Тому кожна точка з множини V ω належить до нескiнченної кiлькостi

куль Sr(λk,m), r ∈ {1, . . . , J(λk)}, 0 6 |m| 6 M(λk), k ∈ Np. Iз (3.36) на
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пiдставi оцiнок (3.6) отримуємо

∑
k∈Np

∑
06|m|6M(λk)

J(λk)∑
r=1

(diamSr(λk,m))ρ =
∑
k∈Np

∑
06|m|6M(λk)

J(λk)∑
r=1

(
1

τ |λbk|ωλ
b−1
kj0

)ρ
6

6 C15

∑
k∈Np

1

|λk|(ωb+b−1)(ρ−p+1)−b+1
6 C16

∑
k∈Np

1

|k|2((ωb+b−1)(ρ−p+1)−b+1)
. (3.37)

При ω > p/(2b)+1−1/b
ρ−p+1 − b−1

b ряд (3.37) збiгається, тодi за теоремою 2.6

ρ-мiра Гаусдорфа множини V ω дорiвнює нулевi. Для завершення доведе-

ння теореми залишається врахувати, що

|∆(k,~t )| > exp(Reµ1(k)t2 + Reµ2(k)t1)×

× |sin (Im(µ2(k)− µ1(k))(t2 − t1))| , k ∈ Np \M, (3.38)

а також те, що

|sin (Im(µ2(k)−µ1(k))(t2 − t1))|>
2

π
|Im(µ2(k)− µ1(k))(t2 − t1)−mπ| =

= 2

∣∣∣∣∣∣
∑
|s|<b

Im(A1
s − A2

s)τλ
s1
k1
. . . λ

sp
kp
−m

∣∣∣∣∣∣ , (3.39)

де цiле число m є таким, що

−1/2 6
∑
|s|<b

Im(A1
s − A2

s)τλ
s1
k1
. . . λ

sp
kp
−m < 1/2.

На пiдставi оцiнок (3.27), (3.38) та (3.39) отримуємо, що для майже всiх

(стосовно ρ-мiри Гаусдорфа) векторiв ~y ∈ Π нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > |λbk|−(p/(2b)+1−1/b)/(ρ−p+1)+(b−1)/b exp(−~ξ(t1 + t2), λ
b
k)

виконується (для всiх крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np. Теоре-

му доведено. ♦

Нехай H~ν
ω, ω ∈ R, ~ν ∈ Rp, — множина тих векторiв ~y ∈ Π, для

яких виконується оцiнка (3.26). Iз теореми 3.5 випливає наслiдок про

розмiрнiсть Гаусдорфа множини Π\H~ν
ω.



52

Наслiдок 3.2. Для довiльного ω > p
2b розмiрнiсть Гаусдорфа мно-

жин Π \H~ν
ω, не перевищує p− 1 + p/(2b)+1−1/b

ω+1−1/b , якщо ~ν = ~ξ(t1 + t2).

З теорем 3.2 — 3.5 випливають такi твердження про коректну розв’я-

знiсть задачi (3.1) — (3.3).

Наслiдок 3.3. Нехай виконуються нерiвностi (3.32). Якщо ϕ1, ϕ2 ∈
EX1

w1(α1,~β1)
, де α1 = α + 2, ~β1 = ~β + ~ξ(t1 + t2) + ~η(t1 − t2) − ~δt1, то iснує

єдиний розв’язок задачi (3.1) — (3.3) з простору C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
.

Цей розв’язок зображується рядом (3.21) i неперервно залежить вiд

функцiй ϕ1, ϕ2.

Наслiдок 3.4. Нехай ρ ∈ (p− 1; p]. Якщо ϕ1, ϕ2 ∈ EX1

w1(α0,~β0)
, де

α0 = α +
p/(2b) + 1− 1/b

ρ− p+ 1
+

1

b
+ 1 + ε, ~β0 = ~β − ~δt1 + ~ξ(t1 + t2), ε > 0,

то для майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа) векторiв ~y ∈ Π у

просторi C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)
iснує єдиний розв’язок задачi (3.1) — (3.3).

Цей розв’язок справджує нерiвнiсть

∥∥∥u;C2
(

[0, T ];EX1

w1(α,~β)

)∥∥∥ 6 C17

2∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX1

w1(α0,~β0)

∥∥∥ .
Зауваження 3.2. У попереднiх дослiдженнях багатоточкових задач

для гiперболiчних та безтипних рiвнянь встановлено, що оцiнки типу

(3.26) виконуються:

1) для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз коефi-

цiєнтiв рiвнянь та вузлiв iнтерполяцiї t1, . . . , tn (див. [19,92,117]);

2) для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз вузлiв

iнтерполяцiї t1, . . . , tn для довiльних фiксованих коефiцiєнтiв рiвнянь

(див. [75]). У теоремi 3.5 доведено, що оцiнка (3.26) виконується для

майже всiх (стосовно ρ-мiри Гаусдорфа) векторiв, складених iз коефiцi-

єнтiв рiвняння (3.1).
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3.2. Задача з багатоточковими умовами для рiвнянь вищих

порядкiв (випадок простих вузлiв)

У пiдпунктах 3.2.1 та 3.2.2 дослiджено багатоточковi задачi для па-

раболiчних за Петровським рiвнянь високого порядку з операторами

Штурма-Лiувiлля та 2~b-параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя за

однiєю з просторових змiнних. Побудовано розв’язки задач за система-

ми ортогональних функцiй. Встановлено умови коректної розв’язностi

цих задач для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз

вузлiв iнтерполяцiї.

3.2.1. Рiвняння з операторами Штурма-Лiувiлля за просторови-

ми змiнними. В паралелепiпедi Dp
T розглянемо задачу

W

(
∂

∂t
, ~L

)
u :=

n∑
s0=0

∑
bs0+|s|=bn

As0,s

(
∂

∂t

)s0
Ls11 . . . L

sp
p u(t, x)= f(t, x), (3.40)

u(tj, x) = ϕj(x), j ∈ {1,. . ., n}, 0 6 t1 < t2 < . . . < tn 6 T, (3.41)

Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=0

=Lmj u(t, x)
∣∣∣
xj=π

=0,m ∈{0, 1,. . ., bn−1}, j ∈{1,. . . ,p}, (3.42)

де As0,s ∈ C, An,(0) = 1, Lj, j ∈ {1, . . . , p}, — диференцiальнi вирази

означенi формулами (3.4), коефiцiєнти яких справджують такi умови

гладкостi: pj ∈ C2bn−1([0, π]), qj ∈ C2bn−2([0, π]), j ∈ {1, . . . , p}.
Припустимо, що рiвняння (3.40) є рiвномiрно параболiчним за Пе-

тровським в областi Dp
T .

У цьому пiдроздiлi система функцiй X1 та послiдовнiсть {λk, k ∈ Np},
є такими, як в пiдроздiлi 3.1, а w2(α, β) := w2(α, β;λk) = |λk|α exp(β|λk|b),
де |λk| = λk1 + . . .+ λkp, α, β ∈ R.

Розв’язок задачi (3.40) — (3.42) з простору Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
, α ∈ R,

β ∈ R, шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
k∈Np

uk(t)Xk1(x1)· · ·Xkp(xp). (3.43)
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Кожен коефiцiєнт uk(t), k ∈ Np, ряду (3.43) визначаємо рiвнiстю

uk(t) = vk(t) + hk(t),

де функцiя vk(t), k ∈ Np, є розв’язком задачi

dnvk(t)

dtn
+

n−1∑
s0=0

∑
bs0+|s|=bn

As0,sλ
s1
k1
. . . λ

sp
kp

ds0vk(t)

dts0
= fk(t), (3.44)

vk(tj) = 0, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ Np, (3.45)

де fk(t) =
∫
Πp

f(t, x)Xk1(x1)· · ·Xkp(xp)dx, а функцiя hk(t), k ∈ Np, є розв’яз-

ком задачi

dnhk(t)

dtn
+

n−1∑
s0=0

∑
bs0+|s|=bn

As0,sλ
s1
k1
. . . λ

sp
kp

ds0hk(t)

dts0
= 0, (3.46)

hk(tj) = ϕjk, j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ Np, (3.47)

де ϕjk =
∫
Πp

ϕj(x)Xk1(x1)· · ·Xkp(xp)dx, j ∈ {1, . . . , n}.

Нехай µ1(k), . . . , µl(k)(k) — рiзнi коренi рiвняння

µn +
n−1∑
s0=0

∑
bs0+|s|=bn

As0,sλ
s1
k1
. . . λ

sp
kp
µs0 = 0 (3.48)

з кратностями n1(k), . . . , nl(k)(k) вiдповiдно, n1(k) + . . . + nl(k)(k) = n. Зi

структури рiвняння (3.48), згiдно з [110, с.102], випливають оцiнки

|µj(k)| 6 C1|λk|b, j ∈ {1, . . . , l(k)}, k ∈ Np. (3.49)

Iз параболiчностi рiвняння (3.40) випливає, що µ-коренi рiвняння (3.48)

справджують оцiнки

Reµj(k) 6 −δ1|λk|b, δ1 > 0, j ∈ {1, . . . , l(k)}. (3.50)

Користуючись означенням 2.4 побудуємо сукупнiсть функцiй

uk,q,rq(t) := R
(n1(k),...,nq−1(k),rq)

(µ1(k),...,µq−1(k),µq(k))[exp(µt)], k ∈ Np, (3.51)
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rq ∈ {1, . . . , nq(k)}, q ∈ {1, . . . , l(k)}, t ∈ R, кожна з яких є подiленою рi-

зницею порядку n1(k)+ . . .+nq−1(k)+rq−1 за набором коренiв µ1(k), . . .,

µq−1(k), µq(k), з кратностями n1(k), . . . , nq−1(k), rq, вiд функцiї exp(µt). Цi

функцiї, утворюють фундаментальну систему розв’язкiв рiвняння (3.46).

Вибiр так побудованих функцiй uk,q,rq(t), rq∈{1,. . ., nq(k)}, q∈ {1,. . . , l(k)},
спрощує обгрунтування розв’язностi задачi (3.40) — (3.42).

Тодi розв’язок задачi (3.46), (3.47) зображується формулою

hk(t) =

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

Cqrq(k)uk,q,rq(t),

де сталi Cqrq(k), rq ∈ {1, . . . , nq(k)}, q ∈ {1, . . . , l(k)}, визначаються зi
системи рiвнянь

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

Cqrq(k)uk,q,rq(tj) = ϕjk, j ∈ {1, . . . , n},

визначник якої

∆(k,~t ) = det
∥∥uk,q,rq(tj)∥∥q∈{1,...,l(k)}

j∈{1,...,n}, rq∈{1,...,nq(k)} . (3.52)

Зауважимо, що визначник (3.52) збiгається з характеристичним визна-

чником задачi (3.45), (3.46). Враховуючи формули (2.7), (3.51), (3.52)

отримуємо

∆(k,~t )=
∏

16i<j6l(k)

(µj(k)−µi(k))−ni(k)nj(k)×

× det

∥∥∥∥∥ t
rq−1
j

(rq − 1)!
exp(µq(k)tj)

∥∥∥∥∥
q∈{1,...,l(k)}

j∈{1,...,n}, rq∈{1,...,nq(k)}

.

(3.53)

Вiдомо [103], що задача (3.40) — (3.42) не може мати двох рiзних

розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли вiдповiдна їй однорiдна задача має

лише тривiальний розв’язок.
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Теорема 3.6. Для єдиностi розв’язку задачi (3.40) — (3.42) у про-

сторi Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
необхiдно i досить, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Np det

∥∥∥∥∥ t
rq−1
j

(rq − 1)!
exp(µq(k)tj)

∥∥∥∥∥
q∈{1,...,l(k)}

j∈{1,...,n}, rq∈{1,...,nq(k)}

6= 0. (3.54)

Доведення. Проводиться за схемою доведення теореми 3.1 iз ураху-

ванням формули (3.53). ♦

Зауваження 3.3. Якщо для кожного вектора k ∈ Np всi µq(k) ∈ R, то

за теоремою Пойя [129] (див. також вправу 8.3 у [113, c. 87]) про єди-

нiсть розв’язку багатоточкової задачi для звичайного диференцiального

оператора, який розкладається у композицiю диференцiальних опера-

торiв першого порядку з дiйсними коефiцiєнтами, випливає, що умова

(3.54) виконується для довiльних t1,. . . ,tn, таких, що 06 t1 <. . . < tn6T .

Наведемо приклади багатоточкових задач для параболiчних рiвнянь

для яких виконується, або порушується умова єдиностi (3.54).

Нехай вираз W
(
∂/∂t, ~L

)
у рiвняннi (3.40) має вигляд

W
(
∂/∂t, ~L

)
u =

n∏
q=1

(∂/∂t+Rq(~L))u(t, x) = 0, (t, x) ∈ Dp
T , (3.55)

де Rq(~L) =
p∑
r=1

aq,rL
b
r+
∑
|s|<b

Aq,sL
s1
1 . . . L

sp
p , Reaq,r > 0, r ∈{1, . . . , p}, Aq,s ∈C.

Приклад 3.3. Для рiвняння (3.55) розглянемо задачу з умовами

(3.41), (3.42), у яких

tj = (j − 1)t0, j ∈ {1, . . . , n}, 0 < t0 6 T/(n− 1). (3.56)

Для цiєї задачi визначник (3.53) обчислюється за формулою

∆(k, t0)= t
σ(k)
0 exp(ρ(k)t0)×

×
∏

16q<j6l(k)

[
exp(−Rq(λk)t0)−exp(−Rj(λk)t0)

Rq(λk)−Rj(λk)

]nj(k)nq(k)

,
(3.57)
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де σ(k) =
l(k)∑
q=1

nq(k)(nq(k)−1)
2 , ρ(k) =

l(k)∑
q=1

nq(k)(nq(k)−1)Rq(λk)
2 . З теореми 3.6 та

формули (3.57) випливає, що для єдиностi розв’язку задачi (3.41), (3.42),

(3.55), (3.56) необхiдно i досить, щоб для кожного k ∈ Np та кожного

` ∈ Z виконувались умови:

p∑
r=1

Re(aq,r−aj,r)λbkr +
∑
|s|<b

Re(Aq,s − Aj,s)λ
s1
k1
. . . λ

sp
kp
6= 0, 1 6 q < j 6 l(k),

або

p∑
r=1

Im(aq,r−aj,r)λbkr +
∑
|s|<b

Im(Aq,s − Aj,s)λ
s1
k1
. . .λ

sp
kp
6= 2π`

t0
, 1 6 q < j 6 l(k).

Зокрема, якщо в цiй задачi p = 1, Rq(~L) = −(a + icq)∂
2/∂x2, q ∈

{1, . . . , n}, a > 0, cq ∈ R, то у цьому випадку умова (3.54) виконується,

якщо всi числа (cq − cj)t0/π, 1 6 q < j 6 l(k), є iррацiональними.

Приклад 3.4. Нехай у рiвняннi (3.55) Rq(~L) = qR(~L), q ∈ {1, . . . , n},
де R(~L) =

p∑
r=1

arL
b
r +

∑
|s|<b

AsL
s1
1 . . . L

sp
p , Rear > 0, As ∈ C. Тодi визначник

(3.53) обчислюється за формулою

∆(k,~t )=exp(−(t1 + . . .+ tn)R(λk))
∏

16q<j6n

exp(−R(λk)tj)− exp(−R(λk)tq)

(j − q)R(λk)
.

Для єдиностi розв’язку задачi (3.41), (3.42), (3.55) у просторi

Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
необхiдно i досить, щоб виконувались умови

R(λk)(tq − tj) 6= 2πi`, 1 6 q < j 6 n, k ∈ Np, ` ∈ Z.

Нехай виконується умова (3.54). Тодi для кожного k ∈ Np iснує єди-

ний розв’язок задачi (3.44), (3.47), який зображується формулою

uk(t) =

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ +

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

n∑
j=1

∆j,q,rq(k,~t )

∆(k,~t )
ϕjkuk,q,rq(t), (3.58)
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де ∆j,q,rq(k,~t ) — алгебричне доповнення елемента uk,q,rq(tj) у визначнику

(3.52), а Gk(t, τ) — функцiя Ґрiна [60,70,103] задачi (3.45), (3.46).

У кожнiй iз областей Kj = {(t, τ) : 0 6 t 6 T, tj < τ < tj+1},
j ∈ {0, 1, . . . , n}, t0 = 0, tn+1 = T , функцiя Gk(t, τ), збiгається, вiдповiдно,

з функцiєю

Gk,j(t, τ)=
sgn(t−τ)

2
uk,l(k),nl(k)(t− τ) +

j∑
m=1

(−1)m+1Fkm(t, τ)−

−
n∑

m=j+1

(−1)m+1Fkm(t, τ), j ∈ {0, 1, . . . , n},
(3.59)

де

Fkm(t, τ) =
1

2

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

∆m,q,rq(k,~t )

∆(k,~t )
uk,q,rq(t)uk,l(k),nl(k)(tm − τ). (3.60)

На вiдрiзках прямих τ= tj, j ∈{0, 1,. . ., n}, доозначуємо функцiю Gk(t, τ)

за неперервнiстю по τ справа, а при τ = T — за неперервнiстю злiва.

На основi формул (3.43), (3.58) одержуємо формальне зображення

розв’язку задачi (3.40) — (3.42) у виглядi ряду

u(t, x)=
∑
k∈Np

( T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ+

+

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

n∑
j=1

∆j,q,rq(k,~t )

∆(k,~t )
ϕjkuk,q,rq(t)

)
Xk1(x1)· · ·Xkp(xp).

(3.61)

Збiжнiсть ряду (3.61) у просторах Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
, взагалi кажу-

чи, пов’язана з проблемою малих знаменникiв, на що вказує такий при-

клад.

Приклад 3.5. В областi D2
T розглянемо задачу

∂2u
∂t2 − 2 ∂

∂t

(
∂2

∂x21
+ ∂2

∂x22

)
u+

(
∂4

∂x41
+ 2 ∂4

∂x21∂x
2
2

+ ∂4

∂x42

)
u+ ∂2

∂x22
u = 0,

u(0, x) = 0, u(T, x) = ϕ(x), x = (x1, x2) ∈ (0, π)2,
∂2mu(t,x)
∂x2mq

∣∣∣
xq=0

= ∂2mu(t,x)
∂x2mq

∣∣∣
xq=π

= 0, m ∈ {0, 1}, q ∈ {1, 2}.
(3.62)
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Якщо число T/π /∈ Q, то розв’язок цiєї задачi можна зобразити у виглядi

формального ряду

u(t, x)=
∑

(k1,k2)∈N2

(e−(k21+k22+ik2)t − e−(k21+k22−ik2)t)ϕk

e−(k21+k22+ik2)T (e2ik2T − 1)
sin(k1x1) sin(k2x2). (3.63)

Оскiльки |e2ik2T−1| = 2| sin(k2T )| = 2| sin(k2T−πm(k2))| 6 2πk2

∣∣∣Tπ − m(k2)
k2

∣∣∣,
де m(k2) ∈ Z, −π/2 < k2T − πm(k2) 6 π/2, то за теоремою Хiнчина (тео-

рема 2.3) випливає, що iснує таке число T > 0, T/π /∈ Q, що нерiвнiсть∣∣∣Tπ − m
k2

∣∣∣ < exp(−k2k22 )
2πk2

має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у натуральних

числах k2 i цiлих m. Для вибраного у такий спосiб числа T/π нерiвнiсть

|e2ik2T − 1| 6 exp(−kk22 )

виконується для нескiнченної множини K натуральних чисел k2. Нехай

функцiя ϕ ∈ EX1

w2(α0,β0), де X1 = {sin(k1x1) sin(k2x2)/(2π), (k1, k2) ∈ N2},
w2(α0, β0) = (k2

1 + k2
2)α0 exp(β0(k

2
1 + k2

2)), α0, β0 ∈ R, в задачi (3.62) i має

вигляд

ϕ(x) =
1

2π

∑
(k1,k2)∈N2

ϕk sin(k1x1) sin(k2x2), ϕk=(k2
1+k2

2)−α0−1 exp(−β0(k
2
1+k2

2)).

Тодi для функцiї u(t, x) зображеної рядом (3.63) дiстанемо, що∥∥∥u(t, x);C2
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)∥∥∥ > ∥∥∥∂tu(t, x)|t=0;E
X1

w2(α,β)

∥∥∥ =

=

√√√√ ∞∑
k1=1

∞∑
k2=1

|ik2ϕk|2e2T (k21+k22)

|e2ik2T − 1|2
(k2

1 + k2
2)2α exp(2β(k2

1 + k2
2)) >

>

√√√√ ∞∑
k1=1

∑
k2∈K

(k2
1 + k2

2)2α−2α0e2|k2||k2|+2(β+T−β0)(k21+k22) = +∞,

якими б небули числа α, α0, β, β0 ∈ R. Таким чином, iснує таке число T >

0 i функцiя ϕ, що ϕ ∈ EX1

w2(α0,β0), а розв’язок задачi (3.62) не належить до

шкали просторiв C2
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
.
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Ряд (3.63) при деяких α, β∈R належить до простору C2
(
[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
(при умовi, що функцiя ϕ належить до простору EX1

w2(α0,β0) при деяких

α0, β0), якщо число T є таким, для якого iснували б сталi C2 > 0,

ω, ν ∈ R, для яких нерiвнiсть

|e2ik2T − 1| > C2k
−ω
2 exp(−νk2

2) (3.64)

виконувалась б для вciх натуральних чисел k2. Справдi, в цьому випадку

для довiльних α, β ∈ R таких, що α 6 α0 − ω − 4, β = β0 − ν − T , для
функцiї u(t, x), зображеної рядом (3.63), виконується нерiвнiсть∥∥∥u;C2

(
[0, T ];EX1

w2(α,β)

)∥∥∥ 6 C3

√√√√ ∑
(k1,k2)∈N2

(1 + |k|)8|ϕk|2e2T (k21+k22)

|e2ik2T − 1|2
w2

2(α, β) 6

6 C3

√ ∑
(k1,k2)∈N2

|ϕk|2(k2
1 + k2

1)2(α+ω+4) exp(2(β + T )(k2
1 + k2

1)) =

= C3‖ϕ;EX1

w2(α0,β0)‖.

(3.65)

Iз нерiвностi (3.65) та теорем Рота, Бореля про наближення дiйсних

чисел рацiональними дробами (теореми 2.2, 2.4 ) випливають такi твер-

дження про розв’язнiсть задачi (3.62).

Твердження 3.3. Нехай в задачi (3.62) ϕ ∈ EX1

w2(α0,β0), а число T має

вигляд T = πξ, де ξ — дiйсне алгебричне число степеня не нижчого

вiд 2 (наприклад ξ = 3
√

5). Тодi iснує єдиний розв’язок цiєї задачi з

простору C2
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
, де α = α0 − 5 − ε, β = β0 − T , ε > 0.

Цей розв’язок зображується рядом (3.63) i неперервно залежить вiд

функцiї ϕ (наслiдок з теореми Рота).

Твердження 3.4. Якщо ϕ ∈ EX1

w2(α0,β0), то для майже всiх (стосовно

мiри Лебега на прямiй) чисел T в просторi C2
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
, де α =

α0 − 5 − ε, β = β0 − T , ε > 0, iснує єдиний зображуваний рядом (3.63)

розв’язок задачi (3.62), який неперервно залежить вiд функцiї ϕ ∈
EX1

w2(α0,β0) (наслiдок з теореми Бореля).
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Встановимо достатнi умови iснування розв’язку задачi (3.40) — (3.42).

Теорема 3.7. Нехай справджується умова (3.54), та iснують сталi

ω, ν ∈ R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np

виконується нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > |λk|−ω exp(−ν|λk|b). (3.66)

Якщо f ∈ C
(

[0, T ];EX1

w2(α0,β1)

)
, ϕj ∈ EX1

w2(α0,β2), j ∈ {1,. . ., n}, де α0 =

α + ω + bn, β1 = β + ν + (T − nt1)δ1, β2 = β + ν − (n − 1)δ1t1, то iснує

єдиний розв’язок задачi (3.40) — (3.42) iз простору Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
.

Цей розв’язок зображується формулою (3.61), причому∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)∥∥∥6C4

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX1

w2(α0,β1)

)∥∥∥+
n∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX1

w2(α0,β2)

∥∥∥) .
Доведення. Iз твердження леми 2.4 на пiдставi оцiнок (3.49), (3.50)

знаходимо, що

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(s0)
k,q,rq

(t)
∣∣∣ 6 C5|λk|bs0, s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, (3.67)

де q ∈{1, . . . , l(k)}, rq ∈{1,. . . , nq(k)}. Оскiльки ∆j,q,rq(k,~t ), j ∈{1, . . . , n},
q ∈{1, . . . , l(k)}, rq ∈{1,. . . , nq(k)}, є алгебричним доповненням елемента

uk,q,rq(tj) у визначнику ∆(k,~t ), то, враховуючи оцiнки (3.67), встановлю-

ємо

|∆j,q,rq(k,~t )|6 (n− 1)!(C5)
n−1 exp{−(n− 1)δ1t1|λk|b}, (3.68)

де j ∈{1, . . . , n}, q ∈{1, . . . , l(k)}, rq ∈{1,. . . , nq(k)}. Згiдно властивостей
функцiї Грiна, отримуємо

ds0

dts0

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ =
n∑
j=0

tj+1∫
tj

∂s0Gk,j(t, τ)

∂ts0
fk(τ)dτ + δs0,nfk(t), (3.69)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, а δs0,n – символ Кронекера.



62

Iз формул (3.59), (3.60), (3.69) на пiдставi оцiнок (3.66) — (3.68)

отримуємо

max
06t6T

∣∣∣∣ ds0dts0

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣6C6fk|λk|bs0exp{(ν +(T − nt1)δ1)|λk|b}, (3.70)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, fk = max
06t6T

|fk(t)|. Враховуючи нерiвностi (3.66) —

(3.68), та (3.70) iз формули (3.58) встановлюємо, що

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(s0)
k (t)

∣∣∣ 6 C7fk|λk|bs0 exp{(ν + (T − nt1)δ1)|λk|b}+

+C8

n∑
j=1

|ϕjk||λk|bs0 exp{(ν − (n− 1)δ1t1)|λk|b},

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}. Отже∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)∥∥∥6 n∑
s0=0

√∑
k∈Np

max
t∈[0,T ]

|u(s0)
k (t)|2|λk|2α exp(2β|λk|b) 6

6 C9

√∑
k∈Np

f
2

k|λk|2α+2bn exp{2(β + ν + (T − nt1)δ1)|λk|b}+

+C10

n∑
j=1

√∑
k∈Np
|ϕjk|2|λk|2α+2bn exp{2(β + ν − (n− 1)δ1t1)|λk|b} 6

6 C11

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX1

w2(α0,β1)

)∥∥∥+
n∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX1

w2(α0,β2)

∥∥∥) .
З отриманої нерiвностi випливає твердження теореми. ♦

Зауваження 3.4. Якщо в теоремi 3.7 α > n + p/2, то справедливе

вкладення просторiв Cn([0, T ];EX1

w2(α,β)) ⊂ C(n,2bn)(Dp
T ), а розв’язок задачi

(3.40) — (3.42) є класичним.

Наведемо приклади задач для яких виконується нерiвнiсть (3.66).

Приклад 3.6. Розглянемо задачу з умовами (3.41), (3.42) для рiвня-

ння(
∂

∂t
+ a1L

b
1 + . . .+ apL

b
p

)n
u(t, x) = 0, aj > 0, j ∈ {1, . . . , p}, (t, x) ∈ Dp

T .
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Для цiєї задачi визначник (3.53) обчислюється за формулою

∆(k,~t ) = C12 exp(−(a1λ
b
k1

+ . . .+ apλ
b
kp

)(t1 + . . .+ tn)), (3.71)

де C12 =
n−1∏
r=1

(r!)−1
∏

16q<j6n
(tj−tq). Легко бачити, що для визначника (3.71)

нерiвнiсть (3.66) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел

k ∈ N, при ω = 0, ν = a(t1 + . . .+ tn), де a = max
16j6p

{aj}.

Встановимо твердження про виконання нерiвностi (3.66) для бiльш

загальних параболiчних рiвнянь.

Теорема 3.8. Нехай рiвняння (3.40) має вигляд (3.55), де

−ReR1(λk) < . . . < −ReRn(λk) 6 −δ̃|λk|b, k ∈ Np, δ̃ < min
16q6n

min
16r6p

{aq,r}.

Тодi нерiвнiсть (3.66) виконується для всiх (крiм скiнченної кiль-

костi) векторiв k ∈ Np, якщо ω > n(n − 1)b/2, ν = ã(t1 + . . . + tn),

ã = max
16q6n

max
16r6p

{aq,r}.

Доведення. Для задачi (3.41), (3.42), (3.55) визначник ∆(k,~t ), k ∈ N,

зображується формулою

∆(k,~t ) =
∏

16q<j6n

∆1(k,~t )

(Rq(λk)−Rj(λk))
, (3.72)

де ∆1(k,~t ) = det ‖ exp(−Rq(λk)tj)‖j,q∈{1,...,n}. Використаємо таку власти-

вiсть дiйсних чисел, доведення якої можна знайти в [22]: якщо дiйснi чи-

сла x1, . . . , xn, y1, . . . , yn ∈ R є такими, що x1 < . . . < xn, y1 < . . . < yn, то

для довiльної перестановки (i1, . . . , in) ∈ Jn, (i1, . . . , in) 6= (1, . . . , n) (тут

Jn– симетрична група всiх перестановок елементiв множини {1, . . . , n})
виконується нерiвнiсть

x1y1 + . . .+ xnyn > xi1y1 + . . .+ xinyn.

Згiдно з наведеною властивiстю та умовою теореми, для всiх (i1, . . . , in) ∈
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Jn, (i1, . . . , in) 6= (1, . . . , n), нерiвнiсть

exp(−(ReR1(λk)t1 +. . .+ ReRn(λk)tn)) >

> 2(n!− 1) exp(−(ReRi1(λk)t1+. . .+ ReRin(λk)tn))
(3.73)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Np. Оче-

видно, що

|∆1(k,~t )| >

∣∣∣∣∣ exp(−(ReR1(λk)t1 +. . .+ ReRn(λk)tn))−

−

∣∣∣∣∣ ∑
$=(i1,...,in)∈Jn,
(i1,...,in)6=(1,...,n)

(−1)inv$ exp(−(Ri1(λk)t1+. . .+Rin(λk)tn))

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣. (3.74)

Iз оцiнок (3.73) випливає, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векто-

рiв k ∈ Np виконується нерiвнiсть∣∣∣∣∣ ∑
$(i1,...,in)∈Jn,

(i1,...,in) 6=(1,...,n)

(−1)inv$ exp(−(Ri1(λk)t1+. . .+Rin(λk)tn))

∣∣∣∣∣6
6

1

2
exp(−(ReR1(λk)t1 +. . .+ ReRn(λk)tn)).

Враховуючи нерiвнiсть (3.74) отримуємо

|∆1(k,~t )| > 1

2
exp(−(ReR1(λk)t1 +. . .+ ReRn(λk)tn)) >

>
1

2
exp(−ã(t1 + . . .+ tn)|λk|b).

(3.75)

Iз формули (3.72) на пiдставi оцiнок (3.75), та того, що |Rq(λk)−Rj(λk)| 6
C13|λk|b, 1 6 q < j 6 n, отримуємо твердження теореми. ♦

Вияснимо можливiсть виконання нерiвностi (3.66). Позначимо:

m0 = 0, mr(k) = n1(k) + . . .+ nr(k), r ∈ {1, . . . , l(k)};

gq(t, k) = tq−mj−1(k)−1/((q −mj−1(k)− 1)!) exp(µj(k)t), q ∈ {1, . . . , n};

Pq(µ, k)=(µ−µ1(k))n1(k)· · ·(µ−µj−1(k))nj−1(k)(µ−µj(k))q−mj−1(k), q∈{1,. . ., n};
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Zq(k) = 1, q ∈ {1, . . . , n1(k)};

Zq(k) = (µj(k)−µ1(k))n1(k) · · · (µj(k)−µj−1(k))nj−1(k), q ∈ {n1(k)+1,. . ., n};

де iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови mj−1(k) < q 6 mj(k);

δ2 = sup
k∈Np

max
q∈{1,...,l(k)}

{|Reµq(k)|/|λk|b};

Υ(k;~t ) = det ‖gq(tj, k)‖j,q∈{1,...,n};

Υq(k; t1, . . . , tq) = det ‖gr(tj, k)‖j,r∈{1,...,q}, q ∈ {1, . . . , n}.

Теорема 3.9. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векто-

рiв ~t ∈ [0, T ]n i для довiльних фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (3.40)

нерiвнiсть (3.66) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) ве-

кторiв k ∈ Np при ω > n(n− 1)(p/2 + b)/2, ν = nδ2T .

Доведення. Згiдно з лемою Бореля-Кантеллi (див. лему 2.1) для до-

ведення теореми досить встановити, що при ω > n(n − 1)(p/2 + b)/2,

ν = nδ2T ряд∑
k∈Np

mesRn{~t ∈ [0, T ]n : |∆(k,~t )| < |λk|−ω exp(−ν|λk|b)} (3.76)

є збiжним. Для цього вiдзначимо, що з формули (3.53) випливає

∆(k,~t ) = Υ(k;~t )
n∏
q=1
Z−1
q (k). Тому ряд (3.76) збiгається тодi, коли збi-

жним є ряд ∑
k∈Np

mesRn A(k), (3.77)

де A(k) = {~t ∈ [0, T ]n : |Υ(k;~t )| < |λk|−ω exp(−ν|λk|b)
∏n

q=1 Zq(k)}. Вста-
новимо збiжнiсть ряду (3.77). Зауважимо, що виконується включення

A(k) ⊂
n⋃
q=2

Aq(k), k ∈ Np, (3.78)

де Aq(k) = {~t ∈ [0, T ]n : |Υq(k; t1,. . . , tq)| < νq(k), |Υq−1(k; t1,. . . , tq−1)| >
νq−1(k)}, а числа νq(k), q ∈ {1, . . . , n}, визначаються рiвностями

νq(k) = |λk|−q(q−1)(p/2+b)/2−εq exp(−qδ2T |λk|b)
q∏
j=1

|Zj(k)|,
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де 0 < ε1 < . . . < εn = ω − n(n− 1)(p/2 + b)/2. На пiдставi (3.78) та ади-

тивностi мiри Лебега випливає, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi)

векторiв k ∈ Np

mesRn A(k) 6
n∑
q=2

mesRn Aq(k). (3.79)

Згiдно з теоремою Фубiнi [31, c. 119], для кожного q, q ∈ {2, . . . , n},

mesRn Aq(k)=

∫
[0,T ]n−1

mesRAq(k; t1,. . ., tq−1, tq+1,. . ., tn)dt1. . .dtq−1dtq+1. . .dtn,

(3.80)

де Aq(k; t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , tn) = {tq ∈ [0, T ] : ~t ∈ Aq(k)}. Застосуємо ле-
му 2.2 для оцiнки зверху мiр Лебега множин Aq(k; t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , tn),

q ∈ {2, . . . , n}. Для цього зауважимо, що функцiя Υq(k; t1, . . . , tq) як

функцiя змiнної tq (при фiксованих t1, . . . , tq−1) є квазiмногочленом, мо-

дулi показникiв експонент якого не перевищують C1T |λk|b. Крiм того, з

розвинення визначника Υq(k; t1, . . . , tq), за елементами останнього рядка

випливають рiвностi

Pq−1

(
∂

∂tq
,k

)
Υq(k; t1,. . ., tq)=exp(µj(k)tq)Zq(k)Υq−1(k; t1,. . ., tq−1), (3.81)

де q ∈ {2, . . . , n}, а iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови

mj−1(k) < q 6 mj(k).

Якщо ~t ∈ Aq(k), q ∈ {2, . . . , n}, то з формул (3.81) та означення

множин Aq(k), випливає, що

∀tq∈ [0, T ]

∣∣∣∣Pq−1

(
∂

∂tq
, k

)
Υq(k; t1,. . ., tq)

∣∣∣∣> νq−1(k)|Zq(k)|
exp(δ2T |λk|b)

. (3.82)

Очевидно, що для кожного q, q ∈ {2, . . . , n}, степiнь многочлена Pq−1(β, k)

за змiнною β дорiвнює q − 1, а модуль коефiцiєнта при βq−j−1, j ∈
{0, 1,. . ., q − 1}, в цьому многочленi, не перевищує C14|λk|bj, де C14 =

C14(n,C1). Тому з оцiнок (3.82) та леми 2.2 отримуємо, що

mesRAq(k; t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , tn) 6 C15|λk|b q−1

√
νq(k) exp(δ2T |λk|b)
νq−1(k)|Zq(k)|

6
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6 C16|λk|−p/2−ε, q ∈ {2, . . . , n}, (3.83)

де ε = min
q=2,n
{(εq − εq−1)/(q − 1)}. На пiдставi (3.6), (3.80), (3.83) маємо

mesRn Aq(k) 6 C16T
n−1|λk|−p/2−ε 6 C17|k|−p−2ε, q ∈ {2, . . . , n}. (3.84)

З нерiвностей (3.79), (3.84) випливає збiжнiсть ряду (3.77). ♦

З теорем 3.7, 3.9 випливає таке твердження про розв’язнiсть задачi

(3.40) — (3.42) для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв

~t ∈ [0, T ]n.

Наслiдок 3.5. Нехай f ∈ C
(

[0, T ];EX1

w2(α0,β1)

)
, ϕj ∈ EX1

w2(α0,β2), j ∈
{1,. . ., n}, де α0 =α+n((n−1)p/4+(n+1)b/2), β1 = β+δ1T+n(δ2T−δ1t1),

β2 = β + nδ2T − (n − 1)δ1t1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в

Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n iснує єдиний розв’язок задачi (3.40) — (3.42) iз

простору Cn
(

[0, T ];EX1

w2(α,β)

)
. Цей розв’язок зображується формулою

(3.61) i неперервно залежить вiд функцiй f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}.
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3.2.2. Рiвняння з оператором Бесселя за однiєю з просторових

змiнних. Нехай ~b = (b1, . . . , bp) ∈ Np, p > 2, — заданий вектор, b

— найменше спiльне кратне чисел b1, . . . , bp, qj := b/bj, j ∈ {1, . . . , p};

s = (s1, . . . , sp) := (s′, sp) ∈ Zp+, |s|∗ =
p−1∑
j=1

sjqj + 2spqp, |s′| = s1 + . . .+ sp−1,

|s| = |s′| + sp; k = (k1, . . . , kp) := (k′, kp), k′ ∈ Zp−1, kp ∈ N, |k′| =

|k1| + . . . + |kp−1|; X′ = {exp (ik′, x′), k′ ∈ Zp−1}; w′(α, β) := w′(α, β; k′) =(
k2b1

1 + . . .+ k
2bp−1
p−1

)α
exp

(
β(k2b1

1 + . . .+ k
2bp−1
p−1 )

)
, α, β ∈ R; DpT = {(t, x) :

t ∈ (0, T ), x = (x′, xp) ∈ Op
`}, де O

p
` = Ωp−1 × (0, `).

В областi DpT розглянемо задачу про знаходження розв’язку рiвняння

∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
s0=0

∑
2bs0+|s|∗=2bn

As0,s
∂s0+|s′|Bspσ u(t, x)

∂ts0∂xs11 . . . ∂x
sp−1
p−1

= f(t, x), (3.85)

який справджує багатоточковi умови (3.41), та умови 2π-перiодичностi

за змiнними x1, . . . , xp−1, а за змiнною xp умови
∥∥u(t, x′, 0);C([0, T ];EX′

w′(α,β))
∥∥<∞, ∂2m+1u(t,x)

∂x2m+1
p

∣∣∣∣
xp=0

= 0,

m∈{0, 1,. . ., nbp − 2}, Bqσu(t, x)
∣∣
xp=`

= 0, q∈{0, 1,. . ., nbp − 1},
(3.86)

де As0,s ∈ C;

Bσ = − ∂2

∂x2
p

− 2σ + 1

xp

∂

∂xp

— оператор Бесселя порядку σ, σ>−1/2, Bqσu =Bσ(Bq−1
σ u), q ∈{1,. . . ,nbp},

B0
σu = u. Вважаємо, що рiвняння (3.85) є 2~b-параболiчним в областi DpT .
Вiдомо [51], що задача

BσJ(xp) + λJ(xp) = 0, |J(0)| <∞, J(`) = 0

має повну ортонормовану в ваговому просторi L2((0, `);x
2σ+1
p ) систему

власних функцiй {jν
(√

λkpxp)/‖jσ(
√
λkpxp)‖, kp ∈ N} i множину власних

значень {λkp = (θkp/`)
2, kp ∈ N}, де ‖jσ(

√
λkpxp)‖2 =

∫ `
0 x

2σ+1
p j2

σ(
√
λkpxp)dxp,
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а θkp, kp ∈ N,— коренi рiвняння jσ(θ`) = 0; при цьому справджуються

оцiнки

C1k
2
p 6 λkp 6 C2k

2
p, 0 < C1 < C2, kp ∈ N. (3.87)

Враховуючи твердження леми з працi [64, c. 217] випливає, що си-

стема функцiй X2 = {exp(ik′, x′)jν
(√

λkpxp
)
/((2π)p−1‖jσ(

√
λkpxp)‖), k ∈

Zp−1 ×N} є повною i ортонормованою у ваговому просторi L2(Op
` ;x

2σ+1
p ).

У цьому пiдроздiлi λk = (k′, λkp) = (k1, . . . , kp−1, λkp), k ∈ Zp−1 × N;

‖λ2~b
k ‖ = k2b1

1 +. . .+k
2bp−1
p−1 +λ

bp
kp
; w3(α, β) := w3(α, β;λk) = ‖λ2~b

k ‖α exp(β‖λ2~b
k ‖),

де α, β ∈ R.

Нехай

f(t, x) =
∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

fk(t) exp(ik′, x′)jσ

(√
λkpxp

)
,

ϕj(x) =
∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

ϕjk exp(ik′, x′)jσ
(√

λkpxp), j ∈ {1, . . . , n},

де

fk(t)=(2π)−p+1
∥∥∥jσ (√λkpxp

)∥∥∥−2
∫
Op`

f(t, x) exp(−(ik′, x′))jσ
(√

λkpxp)x
2σ+1
p dx,

ϕjk = (2π)−p+1
∥∥∥jσ (√λkpxp

)∥∥∥−2
∫
Op`

ϕj(x) exp(−(ik′, x′))jσ
(√

λkpxp)x
2σ+1
p dx.

Розв’язок задачi (3.41), (3.85), (3.86) з простору Cn
(

[0, T ];EX2

w3(α,β)

)
,

α, β ∈ R, шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

uk(t) exp(ik′, x′)jσ

(√
λkpxp

)
. (3.88)

Кожна функцiя uk(t), k ∈ Zp−1 × N, є, вiдповiдно, розв’язком багатото-

чкової задачi

dnuk(t)

dtn
+
n−1∑
s0=0

∑
2bs0+|s|∗=2bn

As0,s(ik1)
s1. . .(ikp−1)

sp−1(λkp)
sp
ds0uk(t)

dts0
=fk(t), (3.89)
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uk(tj) = ϕjk, j ∈ {1, . . . , n}. (3.90)

Позначимо через µ1(k), . . . , µl(k)(k) рiзнi коренi рiвняння (яке є характе-

ристичним для (3.89))

µn +
n−1∑
s0=0

∑
2bs0+|s|∗=2bn

As0,s(ik1)
s1 . . . (ikp−1)

sp−1(λkp)
spµs0 = 0 (3.91)

з кратностями n1(k), . . . , nl(k)(k) вiдповiдно, n1(k)+ . . .+nl(k)(k) = n. Для

цих коренiв справедливi оцiнки

|µq(k)|6C3‖λ2~b
k ‖, k ∈ Zp−1 × N, q ∈ {1, . . . , l(k)}, (3.92)

де C3 = 2 max
m∈{1,...,n}

(
max
|s|∗=2bm

|An−m,s|
)1/m

. Iз означення 2~b-параболiчностi

[32] рiвняння (3.85) випливає, що µ-коренi рiвняння (3.91) справджують

оцiнки

Reµq(k) 6 −δ1‖λ2~b
k ‖, δ1 > 0, k ∈ Zp−1 × N, q ∈ {1, . . . , l(k)}. (3.93)

Враховуючи, що |Reµq(k)| 6 |µq(k)|, q ∈ {1, . . . , l(k)}, на пiдставi оцiнок
(3.92) отримуємо, що величина δ2 = sup

k∈Zp−1×N
max

q∈{1,...,l(k)}
{|Reµq(k)|/‖λ2~b

k ‖} є

скiнченною. Тому виконуються нерiвностi

| exp(µq(k)t)| =exp

(
−|Reµq(k)|t
‖λ2~b

k ‖
‖λ2~b

k ‖
)
> exp(−δ2T‖λ2~b

k ‖), (3.94)

де t ∈ [0, T ], k ∈ Zp−1 × N, q ∈ {1,. . ., l(k)}.
Фундаментальну систему uk,q,rq(t), rq ∈ {1, . . . , nq(k)}, q ∈ {1, . . . , l(k)},

розв’язкiв рiвняння (3.89) побудуємо за формулою (3.51). Характеристи-

чний визначник задачi (3.89), (3.90) є таким:

∆(k,~t )= det
∥∥uk,q,rq(tj)∥∥q∈{1,...,l(k)}

j∈{1,...,n}, rq∈{1,...,nq(k)} . (3.95)

Теорема 3.10. Для єдиностi розв’язку задачi (3.41), (3.85), (3.86)

у просторi Cn
(

[0, T ];EX2

w3(α,β)

)
необхiдно i досить, щоб виконувалась

умова

∀k ∈ Zp−1 × N ∆(k,~t ) 6= 0. (3.96)
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Запишемо умову єдиностi (3.96) розв’язку задачi (3.41), (3.85), (3.86)

коли виконуються спiввiношення (3.56). У цьому випадку

∆(k, t0)= t
σ(k)
0 exp(ρ(k)t0)

∏
16q<j6l(k)

[
exp(µj(k)t0)− exp(µq(k)t0)

µq(k)− µj(k)

]nj(k)nq(k)

,

(3.97)

де σ(k) =
l(k)∑
q=1

nq(k)(nq(k)−1)
2 , ρ(k) =

l(k)∑
q=1

nq(k)(nq(k)−1)µq(k)
2 , а умова єдиностi

(3.96) виконується, якщо кожне рiвняння

µj(k)− µq(k) = 2πi`/t0, 1 6 q < j 6 l(k),

немає розв’язкiв у цiлих числах k1, . . . , kp−1, `, та kp ∈ N.

Надалi вважатимемо, що справджується умова (3.96). Тодi для ко-

жного k ∈ Zp−1 ×N iснує розв’язок задачi (3.89), (3.90), який зображує-

ться формулою

uk(t) =

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ +

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

n∑
j=1

∆j,q,rq(k,~t )

∆(k,~t )
ϕjkuk,q,rq(t), (3.98)

де ∆j,q,rq(k,~t ) — алгебричне доповнення елемента uk,q,rq(tj) у визначнику

∆(k,~t ), Gk(t, τ) — функцiя Ґрiна задачi (3.89), (3.90), яка визначена в

квадратi {(t, τ) : 0 6 t 6 T, 0 6 τ 6 T} i в областi Kj = {(t, τ) : 0 6

t 6 T, tj < τ < tj+1}, j ∈ {0, 1, . . . , n}, t0 = 0, tn+1 = T , збiгається,

вiдповiдно, з функцiєю

Gk,j(t, τ) =
sgn(t− τ)

2
uk,l(k),nl(k)(t− τ) +

j∑
m=1

(−1)m+1Fkm(t, τ)−

−
n∑

m=j+1

(−1)m+1Fkm(t, τ), j ∈ {0, 1, . . . , n}, (3.99)

Fkm(t, τ) =
1

2

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

∆m,q,rq(k,~t )

∆(k,~t )
uk,q,rq(t)uk,l(k),nl(k)(tm − τ). (3.100)
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При τ = tj, j ∈ {0, 1, . . . , n}, доозначуємо функцiю Gk(t, τ) за неперерв-

нiстю по τ справа, а при τ = T — за неперервнiстю злiва.

На основi формул (3.88), (3.98) формальний розв’язок задачi (3.41),

(3.85), (3.86) зображується формулою

u(t, x) =
∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

( T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ+

+

l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

n∑
j=1

∆j,q,rq(k,~t )

∆(k,~t )
ϕjkuk,q,rq(t)

)
exp(ik′, x′)jσ

(√
λkpxp).

(3.101)

Збiжнiсть ряду (3.101), взагалi, пов’язана з проблемою малих знамен-

никiв, оскiльки |∆(k,~t )|, будучи вiдмiнним вiд нуля, може набувати як

завгодно малих значень для нескiнченної кiлькостi k ∈ Zp−1 × N.

Приклад 3.7. Для задачi

3∏
q=1

(
∂
∂t + ∂4

∂x41
+ Bσ + q ∂

∂x1

)
u(t, x) = 0,

u(0, x) = 0, u(t1, x) = ϕ(x), u(2t1, x) = 0, 0 < t1 6 T,

|u(t, x)
∣∣
x2=0
| <∞, ∂

2m+1u(t,x)

∂x2m+1
2

∣∣∣
x2=0

=Bqσ
∣∣∣
x2=`

= 0, m∈{0, 1}, q∈{0, 1, 2},

де (t, x) ∈ D2
T , безпосереднiм пiдрахунком отримуємо, що при (k1, k2) ∈

Z2\{0}

|∆(k, t1)| =
8e−3(k41+λk2)t1

|k1|4
| sin3(k1t1/2)|| cos(k1t1/2)| 6

6
8πe−3k41t1

|k1|4
| sin(k1t1/2−mπ)| 6 e−3k41t1

|k1|3

∣∣∣∣ t12π
− m

k1

∣∣∣∣ ,
де m — таке цiле число, що −1/2 < k1t1/2 − mπ 6 1/2. За теоре-

мою про iснування iррацiональних чисел, якi як завгодно добре набли-

жаються рацiональними (теорема 2.3), для довiльної додатньої функцiї

g : N → R+ знайдеться таке iррацiональне число t1
2π , для якого нерiв-

нiсть
∣∣∣ t12π −

m
k1

∣∣∣ < e3k41t1|k1|3g(|k1|), має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у
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цiлих числах k1,m. Для вибраного у такий спосiб числа t1
2π нерiвнiсть

|∆(k, t1)|<g(|k1|) має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв у цiлих числах k1.

Теорема 3.11. Нехай справджується умова (3.96) та iснують ста-

лi ω, ν ∈ R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв

k ∈ Zp−1 × N виконується нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > ‖λ2~b
k ‖−ω exp(−ν‖λ2~b

k ‖). (3.102)

Якщо f ∈ C
(

[0, T ];EX2

w3(α0,β1)

)
, ϕj ∈ EX2

w3(α0,β2), j ∈ {1, . . . , n}, де α0 =

α+ω+n, β1 = β+(T −nt1)δ1, β2 = β+ν− (n−1)δ1t1, то iснує єдиний

розв’язок задачi (3.41), (3.85), (3.86) з простору Cn
(

[0, T ];EX2

w3(α,β)

)
.

Цей розв’язок зображується формулою (3.101) i неперервно залежить

вiд функцiй f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}.

Доведення. Iз формули (3.98) отримуємо∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX2

w3(α,β)

)∥∥∥ =
n∑

s0=0

( ∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

max
06t6T

|u(s0)
k (t)|2w2

3(α, β)

) 1
2

6

6C4

n∑
s0=0

( ∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

( l(k)∑
q=1

nq(k)∑
rq=1

n∑
j=1

|∆j,q,rq(k,~t )|2|ϕjk|2

|∆(k,~t )|2
max
06t6T

|u(s0)
k,q,rq

(t)|2+

+ max
06t6T

∣∣∣∣ ds0dts0

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣2)w2
3(α, β)

) 1
2

. (3.103)

Оцiнемо тепер зверху модулi величин ∆j,q,rq(k,~t ), u
(s0)
k,q,rq

(t),

ds0
dts0

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ . Iз твердження леми 2.4 на пiдставi оцiнок (3.92),

(3.93) одержуємо

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(s0)
k,q,rq

(t)
∣∣∣ 6 C5‖λ2~b

k ‖s0, s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, (3.104)

де q ∈{1, . . . , l(k)}, rq ∈{1,. . . , nq(k)}. На пiдставi оцiнок (3.93) та (3.104)
отримуємо

|∆j,q,rq(k,~t )|6 C6 exp(−(n− 1)δ1t1‖λ2~b
k ‖), (3.105)
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де j ∈{1, . . . , n}, q ∈{1, . . . , l(k)}, rq ∈{1,. . . , nq(k)}, C6 = (n− 1)!(C5)
n−1.

Iз формул (3.99), (3.100) на пiдставi оцiнок (3.102), (3.104), (3.105) зна-

ходимо

max
06t6T

∣∣∣∣ ds0dts0

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣6
6 C7fk‖λ2~b

k ‖s0+ω exp((ν + Tδ1 − (n− 1)t1δ1)‖λ2~b
k ‖),

(3.106)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, fk = max
06t6T

|fk(t)|. Враховуючи оцiнки (3.102), (3.104)
— (3.106) iз (3.103) отримуємо∥∥∥u;Cn

(
[0, T ];EX2

w3(α,β)

)∥∥∥6
6 C8

√√√√∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

f
2

k‖λ2~b
k ‖2(α+ω+n) exp(2(ν + Tδ1 − (n− 1)t1δ1)‖λ2~b

k ‖)+

+C9

n∑
j=1

√√√√∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

|ϕjk|2‖λ2~b
k ‖α+ω+n exp((ν − (n− 1)t1δ1)‖λ2~b

k ‖) 6

6 C10

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX2

w3(α0,β1)

)∥∥∥+
n∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX2

w3(α0,β2)

∥∥∥) .
Iз останньої нерiвностi випливає доведення теореми. ♦

Зауваження 3.5. Якщо виконуються умови теореми 3.11, то для ко-

жного фiксованого t∗ ∈ [0, T ] функцiя u(t∗, x) за змiнними x1, . . . , xp на-

лежить до простору EX2

w3(α,β+δ1t∗)
.

Дослiдимо питання про можливiсть виконання нерiвностi (3.102). По-

значимо: b̃ = min
j∈{1,...,p}

{bj}; mr(k) = n1(k) + . . . + nr(k), r ∈ {1, . . . , l(k)},

m0(k) = 0;

Zq(k) = 1, q ∈ {1, . . . , n1(k)},

Zq(k)=(µj(k)−µ1(k))n1(k) · · · (µj(k)−µj−1(k))nj−1(k), q ∈ {n1(k) + 1, . . . , n};

gq(t, k) = exp(µj(k)t)tq−mj−1(k)−1/((q −mj−1(k)− 1)!), q ∈ {1, . . . , n};
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Pq(β, k) =

j−1∏
s=1

(β − µs(k))ns(k)(β − µj(k))q−mj−1(k), q ∈ {1, . . . , n},

де iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови mj−1(k) < q 6 mj(k);

Υ(k,~t ) = det
∥∥gr(tj, k)

∥∥r∈{1,...,n}
j∈{1,...,n} , ~τq = (t1, . . . , tq), q ∈ {1, . . . , n}, причому

~τn = ~t, Υq(k, ~τq ) = det
∥∥gr(tj, k)

∥∥r∈{1,...,q}
j∈{1,...,q}.

Теорема 3.12. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векто-

рiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть (3.102) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) векторiв k ∈ Zp−1 × N при ω > n(n − 1)(1 + p/(2b̃))/2 i

ν = nδ2T .

Доведення. Згiдно з лемою Бореля-Кантеллi, для доведення теореми

досить показати, що при ω = n(n−1)(1+p/(2b̃))/2+ε , ε > 0 i ν = nδ2T ,

ряд ∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

mesRnW
ν
ω (k), (3.107)

де W ν
ω (k) = {~t ∈ [0, T ]n : |∆(k,~t )| < ‖λ2~b

k ‖−ω exp(−ν‖λ2~b
k ‖)}, є збiжним.

Розглянемо множини

V (k) = {~t ∈ [0, T ]n : |Υ(k,~t )| < νn(k)},

Vq(k)={~t ∈ [0, T ]n : |Υq(k, ~τq )|< νq(k), |Υq−1(k, ~τq−1 )|> νq−1(k)},

де q ∈ {2, . . . , n}, а числа νq(k) визначаються рiвностями

νq(k) = ‖λ2~b
k ‖−q(q−1)(1+p/(2b̃))/2−ε(q−1)/(n−1) exp(−qδ2T‖λ2~b

k ‖)
q∏
j=1

|Zj(k)|.

Iз формул (2.7), (3.51), (3.95) випливає, що ∆(k,~t )=Υ(k,~t )
n∏
j=1

Z−1
j (k),

k ∈ Zp−1×N. Тому ряд (3.107) збiгається тодi i тiльки тодi, коли збiжним
є ряд ∑

|k′|>0

∞∑
kp=1

mesRn V (k). (3.108)



76

Встановимо збiжнiсть ряду (3.108). Зауважимо, що

V (k) ⊂
n⋃
q=2

Vq(k), k ∈ Zp−1 × N. (3.109)

На пiдставi (3.109) та адитивностi мiри Лебега випливає, що

mesRn V (k) 6
n∑
q=2

mesRn Vq(k). (3.110)

Оцiнемо спочатку зверху мiри Лебега множин Vq(k; t1,. . ., tq−1, tq+1,. . ., tn)

= {tq ∈ [0, T ] : ~t ∈ Vq(k)}, q ∈ {2, . . . , n}. Для цього використаємо лему

2.2. Зауважимо, що функцiя Υq(k, ~τq ), q ∈ {2, . . . , n}, як функцiя змiн-

ної tq (при фiксованих t1, . . . , tq−1 ) є квазiмногочленом, модулi показни-

кiв експонент якого не перевищують C3T‖λ2~b
k ‖; крiм того, з розвинення

визначника Υq(k, ~τq ), q ∈ {2, . . . , n}, за елементами останнього рядка

випливають такi рiвностi:

Pq−1(∂/∂tq,k)Υq(k, ~τq )=exp(µj(k)tq)Υq−1(k, ~τq−1 )Zq(k), (3.111)

де q ∈ {2, . . . , n}, а iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови

mj−1(k) < q 6 mj(k). Якщо ~t ∈ Vq(k), q ∈ {2, . . . , n}, то з формул (3.111)
на пiдставi оцiнок (3.94) та означення множин Vq(k), отримуємо

∀tq ∈ [0, T ] |Pq−1(∂/∂tq, k)Υq(k, ~τq )| > ν1(k)νq−1(k)|Zq(k)|, (3.112)

де q ∈ {2, . . . , n}. Очевидно, що для кожного q ∈ {2, . . . , n}, степiнь
многочлена Pq−1(β, k) за змiнною β дорiвнює q − 1, а модуль коефiцiєн-

та при βq−j−1, j ∈ {0, 1, . . . , q − 1}, в цьому многочленi, не перевищує

C12‖λ2~b
k ‖j, де C12 = C12(n,C3). Тому з оцiнок (3.112) на пiдставi леми 2.2

отримуємо, що

mesR Vq(k; t1,. . ., tq−1, tq+1,. . ., tn) 6 C13‖λ2~b
k ‖ q−1

√
νq(k)

ν1(k)νq−1(k)|Zq(k)|
6
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6 C13‖λ2~b
k ‖−p/(2b̃)−ε̃, q ∈ {2, . . . , n}, (3.113)

де C13 = C13(n, T ), ε̃ = ε/(n− 1)2 > 0. Iнтегруючи оцiнки (3.113) за змiн-

ними t1,. . ., tq−1, tq+1,. . ., tn та враховуючи нерiвнiсть (3.110) отримуємо

mesRn V (k) 6
n∑
q=2

mesRn Vq(k) 6 (n− 1)C13T
n−1‖λ2~b

k ‖−p/(2b̃)−ε̃. (3.114)

Оскiльки, згiдно з оцiнками (3.87) 1

‖λ2~bk ‖
6 C14

(1+|k|)2b̃
, де C14 = C14(C1, p),

то на пiдставi (3.114) одержуємо, що ряд (3.108) мажорується збiжним

числовим рядом (n − 1)C13C14T
n−1

∑
|k′|>0

∞∑
kp=1

(1 + |k|)−(p+2b̃ε̃). Теорему дове-

дено. ♦

Теорема 3.12 не дає вiдповiдi на питання про виконання оцiнки

(3.102) для визначника (3.97), бо множина тих векторiв (t1, . . . , tn) ∈
[0, T ]n, для яких виконується спiввiдношення (3.56), де t0 ∈ (0, T/(n−1)],

є одновимiрною i має нульову n-вимiрну мiру Лебега. Щоб встановити

метричнi оцiнки знизу для визначника (3.97) використаємо допомiжне

твердження.

Лема 3.1. Нехай Φ(λk) — обмежена послiдовнiсть дiйсних чисел.

Тодi нерiвнiсть∣∣∣∣∣Φ(λk)−
am

‖λ2~b
k ‖

∣∣∣∣∣ > 1

‖λ2~b
k ‖p/(2b̃)+1+ε1

, ε1 > 0,

справджується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел a > 0

для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв (k′,m, kp) ∈ Zp × N.

Доведення здiйснюється за схемою доведення леми 2.4 iз [70, c. 17].

Теорема 3.13. Для визначника (3.97) нерiвнiсть (3.102) виконує-

ться для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t0 ∈ (0, T/(n−1)]

для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp−1 × N при ω >

n2(p/(2b̃) + 1), ν = (n2 + n/2)δ2T .
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Доведення. Для того, щоб оцiнити знизу визначник (3.97), оцiнемо

знизу кожен з множникiв у формулi (3.97). Iз оцiнок (3.92), випливає,

що |µq(k) − µj(k)| 6 2C3‖λ2~b
k ‖, 1 6 j < q 6 l(k). Оскiльки для кожного

z ∈ C виконується нерiвнiсть |ez−1| > eRez| sin(Imz)|, то на пiдставi леми
3.1 та оцiнок (3.94) отримуємо∣∣∣∣exp(µj(k)t0)− exp(µq(k)t0)

µq(k)− µj(k)

∣∣∣∣>C15
exp(Reµj(k)t0)

‖λ2~b
k ‖

| sin(Im(µj(k)−µq(k))t0)|>

> C15
exp(−δ2t0‖λ2~b

k ‖)
‖λ2~b

k ‖
|Im(µj(k)− µq(k))t0 −mπ| > C15t0 exp(−δ2t0‖λ2~b

k ‖)×

×

∣∣∣∣∣Im(µj(k)− µq(k))

π‖λ2~b
k ‖

− m

t0‖λ2~b
k ‖

∣∣∣∣∣ > C16
exp(−δ2T/(n− 1)‖λ2~b

k ‖)
‖λ2~b

k ‖p/(2b̃)+1+ε
, (3.115)

де 1 6 j < q 6 l(k). Iз нерiвностей (3.94) та (3.115) випливає, що

для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв k ∈ Zp−1 × N виконуються

оцiнки

exp(ρ(k)t0) > exp(−nδ2T‖λ2~b
k ‖/2),

∏
16j<q6l(k)

∣∣∣∣exp(µj(k)t0)− exp(µq(k)t0)

µq(k)− µj(k)

∣∣∣∣nj(k)nq(k)

>C17

exp
(
−n2δ2T

(n−1)‖λ
2~b
k ‖
)

‖λ2~b
k ‖n

2(p/(2b̃)+1+ε)
,

з яких на пiдставi формули (3.97) випливає твердження теореми. ♦

Приклад 3.8. У деяких випадках нерiвнiсть (3.102) справджується

для довiльного вектора ~t ∈ [0, T ]n. Покажемо це на прикладi задачi з

умовами (3.41), (3.86) для рiвняння(
∂

∂t
+

p−1∑
r=1

(−1)br
∂2br

∂x2br
r

+ Bbpσ
)n
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ DpT . (3.116)

Для задачi (3.41), (3.86), (3.116)

∆(k,~t ) =
n−1∏
r=1

(r!)−1
∏

16q<r6n

(tr − tq) exp(−(t1 + . . .+ tn)‖λ2~b
k ‖).
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Легко бачити, що в цьому випадку нерiвнiсть (3.102) справджується

для всiх векторiв k ∈ Zp−1 × N i довiльного ~t ∈ [0, T ]n при ω = 0 i

ν = t1 + . . .+ tn.

З теорем 3.11, 3.12 випливає таке твердження.

Наслiдок 3.6. Нехай f ∈ C
(

[0, T ];EX2

w3(α0,β1)

)
, ϕj ∈ EX2

w3(α0,β2), j ∈
{1, . . . , n}, де α0 > α+n+n(n−1)(1+p/(2b̃))/2, β1 = β+δ1T+n(δ2T−δ1t1),

β2 = β+nδ2T −(n−1)δ1t1. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn)

векторiв ~t ∈ [0, T ]n iснує єдиний розв’язок задачi (3.41), (3.85), (3.86)

з простору Cn
(

[0, T ];EX2

w3(α,β)

)
. Цей розв’язок справджує нерiвнiсть∥∥∥u;Cn

(
[0, T ];EX2

w3(α,β)

)∥∥∥6 C18

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX2

w3(α0,β1)

)∥∥∥+
n∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX2

w3(α0,β2)

∥∥∥).
Зауваження 3.6. Отриманi в даному пiдроздiлi результати можна

поширити i на параболiчнi рiвняння з операторами Бесселя за декiлькома

просторовими змiнними.

Зауваження 3.7. Результати пiдроздiлiв 3.2.1 та 3.2.2 є розвитком

i уточненням (на випадок параболiчних рiвнянь) результатiв, отрима-

них ранiше при дослiдженнi багатоточкових задач з простими вузлами

iнтерполяцiї для еволюцiйних рiвнянь iз частинними похiдними. Уто-

чнення полягає у тому, що для параболiчних за Петровським та 2~b-

параболiчних рiвнянь: 1) встановлено ефект пiдвищення гладкостi (за

просторовими змiнними) розв’язку багатоточкової задачi зi зростанням

часу t; 2) вiдслiдковано гладкiсть розв’язку за кожною iз просторових

змiнних x1, . . . , xp.
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3.2.3. Рiвняння з елiптичним оператором, що дiє за всiма про-

сторовими змiнними. У даному пiдроздiлi дисертацiї дослiджено за-

дачу з багатоточковими умовами, якi мiстять дiю диференцiальних вира-

зiв за просторовими координатами на значення невiдомої функцiї та її по-

хiдних у вузлах iнтерполяцiї для параболiчних за Петровським рiвнянь

зi змiнними за просторовими координатами коефiцiєнтами. Багаточковi

умови цiєї задачi узагальнюють умови (3.41) та багатоточковi умови з

робiт [18, 70]. У результатi дослiдження даної задачi виникають малi

знаменники складної нелiнiйної структури, для яких враховуючи умову

параболiчностi рiвняння вперше встановлено оцiнки знизу для майже

всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз вузлiв iнтерполяцiї.

В областi Qp
T розглянемо задачу

W

(
∂

∂t
, L

)
u :=

∂nu(t, x)

∂tn
+

n−1∑
r=0

ArL
b(n−r)∂

ru(t, x)

∂tr
= f(t, x), (3.117)

Nj∑
r=0

ajr(L)
∂ru(t, x)

∂tr

∣∣∣
t=tj

= ϕj(x), 0 6 Nj 6 n−1, j ∈ {1, . . . , n}, (3.118)

Lmu(t, x)
∣∣∣
Σ

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , (θ − 1)}, θ = max{bn,M}, (3.119)

де Ar ∈ C, L — самоспряжений в G ∈ A2θ,% диференцiальний вираз iз

дiйснозначними коефiцiєнтами

L := −
p∑

i,j=1

∂

∂xi

(
pij(x)

∂

∂xj

)
+ q(x), (3.120)

в якому pij(x) = pji(x) ∈ C2θ−1,%(G), pij(x) > 0, i, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈

C2θ−2,%(G), 0 < % < 1, q(x) > 0, x ∈ G; ajr(L) =
M∑
i=0

ajr,iL
i, ajr,i ∈ C,

M ∈ N, ajNj ,M 6= 0, j ∈ {1, . . . , n}. Нехай рiвняння (3.117) є рiвномiрно

параболiчним за Петровським в областi Qp
T .

У цьому пiдроздiлi та в усiх наступних пiдроздiлах позначимо через

{λk, k ∈ N}, — послiдовнiсть власних значень задачi LX =λX, X
∣∣
∂G

= 0,
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(що є додатними) яким вiдповiдає повна ортонормована система власних

функцiй X3 = {Xk(x), k ∈ N}; w4(α, β) := w4(α, β;λk) = λαk exp (βλbk).

Вiдзначимо, що для елементiв послiдовностi λk, k ∈ N справджуються

оцiнки [35]

C1k
2/p 6 λk 6 C2k

2/p, k ∈ N, 0 < C1 < C2. (3.121)

Розв’язок задачi (3.117) — (3.119) з простору Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
,

α, β ∈ R, шукаємо у виглядi ряду

u(t, x) =
∞∑
k=1

uk(t)Xk(x). (3.122)

Кожна функцiя uk(t), k ∈ N, є розв’язком задачi

dnuk(t)

dtn
+

n−1∑
r=0

Arλ
b(n−r)
k

druk(t)

dtr
= fk(t), (3.123)

Nj∑
r=0

ajr(λk)
druk(t)

dtr

∣∣∣
t=tj

= ϕj,k, j ∈ {1, . . . , n}. (3.124)

Нехай µ1(k), . . . , µn(k) — коренi рiвняння

µn +
n−1∑
r=0

Arλ
b(n−r)
k µr = 0. (3.125)

Для прорстоти викладу вважатимемо, що для кожного k ∈ N, всi µq(k),

q ∈ {1, . . . , n}, є попарно рiзними. Зi структури рiвняння (3.125), згiдно

з [110, с. 102], випливають оцiнки

|µq(k)| 6 C3λ
b
k, q ∈ {1, . . . , n}, k ∈ N. (3.126)

Iз параболiчностi рiвняння (3.117) випливає, що µ-коренi рiвняння (3.125)

справджують оцiнки

Reµq(k) 6 −δ1λ
b
k, δ1 > 0, q ∈ {1, . . . , n}. (3.127)
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Характеристичний визначник задачi (3.123), (3.124) є таким:

∆(k,~t ) = det

∥∥∥∥∥∥
Nj∑
r=0

ajr(λk)
druk,q(t)

dtr

∣∣∣
t=tj

∥∥∥∥∥∥
j,q∈{1,...,n}

, (3.128)

де кожна функцiя uk,q(t) = R(µ1(k),...,µq(k))[exp(µt)], q ∈ {1, . . . , n}, є подiле-
ною рiзницею порядку (q−1) за набором простих коренiв µ1(k), . . . , µq(k)

вiд функцiї exp(µt). Враховуючи формули (2.7), (3.128) визначник ∆(k,~t )

можна подати у виглядi

∆(k,~t )=
∏

16j<q6n

1

µq(k)− µj(k)
Υ(k,~t ), (3.129)

де Υ(k,~t ) = det

∥∥∥∥∥ Nj∑r=0
ajr(λk)µ

r
q(k) exp(µq(k)tj)

∥∥∥∥∥
j,q∈{1,...,n}

.

Теорема 3.14. Для єдиностi розв’язку задачi (3.117) — (3.119)

у просторi Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
необхiдно i досить, щоб виконувалась

умова

∀k ∈ N Υ(k,~t ) 6= 0. (3.130)

Розглянемо питання про iснування розв’язку задачi (3.117) — (3.119).

Надалi вважатимемо, що виконується умова (3.130). Тодi для кожного

натурального k ∈ N розв’язок задачi (3.123), (3.124) визначається фор-

мулою

uk(t) =

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ +
n∑

j,q=1

∆j,q(k,~t )

∆(k,~t )
ϕjkuk,q(t), (3.131)

де ∆j,q(k,~t ) — алгебричне доповнення елемента
Nj∑
r=0

ajr(λk)
druk,q(t)
dtr

∣∣∣
t=tj

у

визначнику (3.128), а Gk(t, τ) функцiя Ґрiна задачi (3.123), (3.124).

У кожнiй iз областей Kj = {(t, τ) : 0 6 t 6 T, tj < τ < tj+1},
j ∈ {0, 1, . . . , n}, t0 = 0, tn+1 = T , функцiя Gk(t, τ), збiгається, вiдповiдно,
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з функцiєю Gk,j(t, τ), яка визначається формулою (3.59) у якiй

Fkm(t, τ) =
1

2

n∑
q=1

∆m,q(k,~t )

∆(k,~t )
uk,q(t)

(
Nm∑
r=0

amr (λk)
druk,n(tm − τ)

dtr

)
. (3.132)

На пiдставi формул (3.122), (3.131) формальний розв’язок задачi (3.117)

— (3.119) зображується рядом

u(t, x)=
∞∑
k=1

( T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ +
n∑

j,q=1

∆j,q(k,~t )

∆(k,~t )
ϕjkuk,q(t)

)
Xk(x). (3.133)

Позначимо: N0 = (N1 + . . .+Nn)b+ nM , N = N0 − bmax
j=1,n
{Nj} −M .

Теорема 3.15. Нехай справджується умова (3.130) та iснують

сталi ω, ν ∈ R такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) нату-

ральних k виконується нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > λ−ωk exp(−νλbk). (3.134)

Якщо f ∈ C
(

[0, T ];EX3

w4(α1,β1)

)
, ϕj ∈ EX3

w4(α2,β2), j ∈ {1, . . . , n}, де α1 =

α + ω + N0 + nb, β1 = β + ν + (T − nt1)δ1, α2 = α + ω + N + nb, β2 =

β + ν − (n− 1)δ1t1, то iснує єдиний розв’язок задачi (3.117) — (3.119)

з простору Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
. Цей розв’язок зображується формулою

(3.133) i неперервно залежить вiд функцiй f та ϕj, j ∈ {1, . . . , n}.

Доведення. Враховуючи лему 2.4 та оцiнки (3.126), (3.127) знаходи-

мо, що

max
t∈[0,T ]

∣∣∣u(s0)
k,q (t)

∣∣∣ 6 C4λ
bs0
k , s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, (3.135)∣∣∣∣∣∣

Nj∑
r=0

ajr(λk)
druk,q(t)

dtr

∣∣∣∣
t=tj

∣∣∣∣∣∣6
Nj∑
r=0

M∑
i=0

|ajr,i|λ
i
k

∣∣∣∣∣druk,q(t)dtr

∣∣∣∣
t=tj

∣∣∣∣∣ 6
6 C5w4(Njb+M,−δ1t1;λk), j ∈ {1, . . . , n}.

(3.136)

З огляду на (3.128) i (3.136) отримуємо

|∆j,q(k,~t )| 6 C6w4(N,−(n− 1)δ1t1;λk), j, q ∈ {1, . . . , n}. (3.137)
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Iз формул (3.59), (3.132) на пiдставi нерiвностей (3.134) — (3.137) вста-

новлюємо

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣∣ d
s0

dts0

T∫
0

Gk(t, τ)fk(τ)dτ

∣∣∣∣∣∣6C7f̃kw4(ω +N0 + s0b, ν + (T − nt1)δ1;λk),

(3.138)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, f̃k = max
06t6T

|fk(t)|. Iз формули (3.133) на пiдставi

оцiнок (3.134) — (3.138) дiстанемо

∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)∥∥∥ 6 n∑
s0=0

√√√√ ∞∑
k=1

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ds0uk(t)dts0

∣∣∣∣2w2
4(α, β;λk) 6

6C8

√√√√ ∞∑
k=1

f̃ 2
kω

2
4(α + ω +N0 + nb, β + ν + (T − nt1)δ1;λk)+

+C9

n∑
j=1

√√√√ ∞∑
k=1

|ϕjk|2ω2
4(α + ω +N + nb, β + ν − (n− 1)t1δ1;λk) 6

6 C10

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX3

w4(α1,β1)

)∥∥∥+
n∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX3

w4(α2,β2)

∥∥∥) .
Iз встановлених оцiнок випливає твердження теореми. ♦

Збiжнiсть ряду (3.133) у просторах Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
, α, β ∈ R, по-

в’язана iз можливiстю виконання оцiнок (3.134). Для з’ясування питання

про їх виконання встановимо допомiжне твердження.

Позначимо: Zj(k) =
Nj∑
r=0

ajr(λk)(µj(k))r, j ∈ {1, . . . , n},

C11 = (δ1)
n(M−1)

n∏
j=1

|ajNj ,M |, C12 = M max
06j6n

(
Nj max

06r6Nj ,
06i6M−1

{|ajr,i/a
j
Nj ,M
|}
)
.

Лема 3.2. Для довiльних фiксованих ajr,i, r∈{0, 1, . . . , Nj}, j∈{1,. . .,
n}, i ∈ {0, 1, . . . ,M}, нерiвнiсть

n∏
j=1

|Zj(k)| > C11λ
b(N1+...+Nn)+n(M−1)
k (3.139)

виконується для всiх k ∈ N, таких, що λk > (1 + 1/δ1)
1/b + C12.
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Доведення. Очевидно, що

|Zj(k)| = |ajNj ,M |

∣∣∣∣∣∣λMk (µj(k))Nj +

Nj∑
r=0

M−1∑
i=0

ajr,i

ajNj ,M
λik(µj(k))r

∣∣∣∣∣∣ >
> |ajNj ,M |

∣∣∣∣∣∣λMk |µj(k)|Nj −
Nj∑
r=0

M−1∑
i=0

∣∣∣∣∣ a
j
r,i

ajNj ,M

∣∣∣∣∣λik|µj(k)|r
∣∣∣∣∣∣ , j ∈ {1, . . . , n}.

(3.140)

Iз параболiчностi рiвняня (3.117) (див. нерiвностi (3.127)) випливає, що

|µj(k)| > |Reµj(k)| > δ1λ
b
k, j ∈ {1, . . . , n}. (3.141)

Якщо λk >
(

1 + 1
δ1

)1/b

, то |µj(k)| > 1, j ∈ {1, . . . , n}, i виконуються
оцiнки

Nj∑
r=0

M−1∑
i=0

∣∣∣∣∣ a
j
r,i

ajNj ,M

∣∣∣∣∣λik|µj(k)|r 6 C12|µj(k)|NjλM−1
k . (3.142)

На пiдставi нерiвностей (3.140) — (3.142) встановлюємо, що для всiх

λk >
(

1 + 1
δ1

)1/b

+ C12, справджуються оцiнки

|Zj(k)|> |ajNj ,M ||µj(k)|NjλM−1
k |λk − C12|>

> (δ1)
Nj |ajNj ,M |λ

bNj+M−1
k , j ∈ {1, . . . , n}.

(3.143)

Перемножаючи нерiвностi (3.143) отримуємо твердження леми. ♦

Теорема 3.16. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векто-

рiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть (3.134) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) чисел k ∈ N при ω > n(n − 1)(p + 2b)/4 − b(N1 + . . . + Nn) −
n(M − 1) i ν = nδ2T , δ2 = sup

k∈N
max

q∈{1,...,n}
{|Reµq(k)|/λbk}.

Доведення. Враховуючи формулу (3.129) доведемо спочатку, що при

ω0 > n(n− 1)(p+ 2b)/4, оцiнка

|Υ(k,~t )| > λ−ω0

k exp(−nδ2Tλ
b
k)

n∏
q=1

|Pq(µq(k), k)||Zq(k)|, (3.144)
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виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈
[0, T ]n, для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k, де P1(µ, k) =

1, Pq(µ, k) =
q−1∏
j=1

(µ − µj(k)), q ∈ {2, . . . , n}. З огляду на лему Бореля

Кантеллi [102] для цього досить довести, що збiжним є ряд
∞∑
k=1

mesRnF (k), (3.145)

де F (k) — множина тих векторiв ~t ∈ [0, T ]n, для яких нерiвнiсть, проти-

лежна до нерiвностi (3.144), виконується при фiксованому k ∈ N. Щоб

встановити збiжнiсть ряду (3.145), доведемо, що для всiх k ∈ N викону-

ється оцiнка

mesRnF (k) 6 C13k
−1−ε, ε > 0.

Для цього запровадимо позначення: Υq(k, t1, . . . , tq) — визначник, який

отримується з визначника Υ(k,~t ) викреслюванням останнiх n− q рядкiв
та останнiх n−q стовбцiв, q ∈ {1, . . . , n}; зрозумiло, що Υn(k, t1, . . . , tn) =

Υ(k,~t ), Υ1(k, t1) = Z1(k) exp(µ1(k)t1). Для кожного k ∈ N розглянемо

множини:

Fq(k)={~t ∈ [0, T ]n : |Υq(k, t1,. . ., tq)|<νq(k),

|Υq−1(k, t1,. . . ,tq−1)| >νq−1(k)}, q ∈ {2, . . . , n},

де числа νq(k), q ∈ {2, . . . , n}, визначаються таким чином:

νq(k) = λ
−q(q−1)(p+2b)/4−qε/n
k exp(−qδ2Tλ

b
k)

q∏
j=1

|Pj(µj(k), k)||Zj(k)|, ε > 0.

Легко перевiрити, що F (k) ⊂
⋃n
q=2 Fq(k). Тому

mesRnF (k) 6
n∑
q=2

mesRnFq(k). (3.146)

За теоремою Фубiнi

mesRnFq(k) =

∫
[0,T ]n−1

Fq(k, ~τq)d~τq, q ∈ {2, . . . , n}, (3.147)
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де ~τq = (t1, . . . , tq−1, tq+1, . . . , tn), d~τq = dt1, . . . , dtq−1, dtq+1, . . . , dtn, Fq(k, ~τq)

= {tq ∈ [0, T ] : ~t ∈ Fq(k)}, q ∈ {2, . . . , n}.
Оцiнимо зверху мiри Лебега множин Fq(k, ~τq), q ∈ {2, . . . , n}. Для

цього розкладемо визначник Υq(k, t1,. . ., tq) за елементами останнього

рядка i до отриманої рiвностi застосуємо диференцiальний вираз

Pq

(
∂
∂tq
, k
)
, одержимо

Pq

(
∂

∂tq
, k

)
Υq(k, t1,. . ., tq) = Pq(µq(k), k)Zq(k)×

× exp(µq(k)tq)Υq−1(k, t1,. . ., tq−1), q ∈ {2, . . . , n}.
(3.148)

Зазначимо, що функцiя Υq(k, t1,. . ., tq), q ∈ {2, . . . , n}, як функцiя змiнної
tq (при фiксованих t1,. . ., tq−1), є квазiмногочленом, модулi показникiв

експонент якого не перевищують C3Tλ
b
k. Якщо ~t ∈ Fq(k), q ∈ {2, . . . , n},

то з формул (3.148) та означення множин Fq(k) випливає, що

∀tq ∈ [0, T ]

∣∣∣∣Pq ( ∂

∂tq
, k

)
Υq(k, t1,. . ., tq)

∣∣∣∣ > |Pq(µq(k), k)|×

×|Zq(k)| exp(−δ2Tλ
b
k)νq−1(k), q ∈ {2, . . . , n}.

(3.149)

Крiм того, для кожного q, q ∈ {2, . . . , n}, степiнь многочлена Pq(µ, k)

за змiнною µ дорiвнює q − 1, а модуль коефiцiєнта при µq−j−1, j ∈
{0, 1, . . . , q− 1}, в цьому многочленi, не перевищує C14λ

bj
k . Тому з оцiнок

(3.149) на пiдставi твердження леми 2.2 встановлюємо

mesRFq(k, ~τq) 6 C15λ
b
k

(
νq(k) exp(δ2Tλ

b
k)

νq−1(k)|Pq(µq(k), k)||Zq(k)|

) 1
q−1

6

6 C15λ
−p2−

ε
n(q−1)

k , q ∈ {2, . . . , n}, k ∈ N.
(3.150)

На пiдставi (3.121), (3.146), (3.147) i (3.150) отримуємо

mesRF (k) 6 C16k
−1−ε0, k ∈ N, (3.151)

де ε0 = 2ε
pn(n−1). Iз оцiнок (3.151) випливає збiжнiсть ряду (3.145). З

наведених мiркувань та формули (3.129) випливає, що при ω0 > n(n −
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1)(p+ 2b)/4 нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > λ−ω0

k exp(−nδ2Tλ
b
k)

n∏
q=1

|Zq(k)| (3.152)

виконується для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈
[0, T ]n, для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k. Враховуючи

оцiнки (3.139), (3.152) отримуємо твердження теореми. ♦

Iз результатiв, встановлених в теоремах 3.15, 3.16, випливає таке

твердження.

Наслiдок 3.7. Якщо f ∈ C
(

[0, T ];EX3

w4(α1,β1)

)
, ϕj ∈ EX3

w4(α2,β2), j ∈
{1, . . . , n}, де α1 = α + n(b + 1 + (n − 1)(p + 2b)/4), β1 = β + nTδ2 +

(T−nt1)δ1, α2 = α+n(n−1)(p+2b)/4−bmax
j=1,n
{Nj}−M+n, β2 =β+nTδ2−

(n−1)t1δ1, то для довiльних фiксованих коефiцiєнтiв рiвняння (3.117)

та умов (3.118) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векто-

рiв ~t∈ [0, T ]n iснує єдиний розв’язок задачi (3.117) — (3.119) з просто-

ру Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)
. Цей розв’язок зображується формулою (3.133),

причому∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX3

w4(α,β)

)∥∥∥6 C17

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX3

w4(α1,β1)

)∥∥∥+
n∑
j=1

∥∥∥ϕj;EX3

w4(α2,β2)

∥∥∥).
Зауваження 3.8. Отриманi в пiдроздiлi 3.2 результати можна поши-

рити i на параболiчнi рiвняння бiльш загального вигляду, якi мiстять

молодшi доданки.



89

3.3. Задача з багатоточковими умовами для параболiчних

рiвнянь з факторизованим оператором (випадок кратних

вузлiв)

Багатоточкову задачу з кратними вузлами для параболiчних рiвнянь з

факторизованим оператором з коефiцiєнтами залежними як вiд часової,

так i вiд просторових змiнних дослiджено у даному пiдроздiлi.

В областi Qp
T , розглянемо задачу

W

(
∂

∂t
, L

)
u :=

(
∂

∂t
+ an(t)L

)
· · ·
(
∂

∂t
+ a1(t)L

)
u(t, x)=f(t, x), (3.153)

Vj,qj [u] :=
∂qj−1u(t, x)

∂tqj−1

∣∣∣
t=tj

= ϕj,qj(x), (3.154)

qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, 2 6 l 6 n, 0 6 t1 < . . . < tl 6 T,

Lmu(t, x)
∣∣∣
Σ

= 0, m ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, (3.155)

де aq(t) ∈ Cn−q([0, T ]), aq(t) > 0, aq(t) 6= aj(t), q 6= j, t ∈ [0, T ], q, j ∈
{1, . . . , n}; r1 + · · · + rl = n. Оператори (∂/∂t + aj(t)L), j ∈ {1, . . . , n},
у рiвняннi (3.153) дiють на функцiю u у порядку зростання iндексу

j. Припустимо, що для диференцiального виразу L, який визначений

формулою (3.120), виконуються умови pij ∈ C2n−1,%(G), pij(x) > 0, i, j ∈
{1, . . . , p}, q ∈ C2n−2,%(G), q(x) > 0, x ∈ G, G ∈ A2n,%, 0 < % < 1.

Задача з умовами (3.154) для гiперболiчного рiвняння з однiєю про-

сторовою змiнною дослiджувалась у роботi [9], а для неiзотропних дифе-

ренцiальних рiвнянь iз частинними похiдними зi сталими коефiцiєнтами

у працi [76]. Встановлено, що умови iснування єдиного розв’язку задачi

з кратними вузлами для безтипних рiвнянь з частинними похiдними ви-

конуються для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, складених

iз коефiцiєнтiв рiвнянь та значень вузлiв iнтерполяцiї.

Розв’язок задачi (3.153) — (3.155) з простору Cn
(

[0, T ];EX3

w5(α,β)

)
, де

w5(α, β) := w5(α, β;λk) = λαk exp(βλk), α, β ∈ R, шукаємо у виглядi ряду
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(3.122). Кожна функцiя uk(t), k ∈ N, є розв’язком задачi

(d/dt+ an(t)λk) · · · (d/dt+ a1(t)λk)uk(t) = fk(t), (3.156)

u
(qj−1)
k (tj) = ϕj,qj ,k, qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, (3.157)

де fk(t) =
∫
G

f(t, x)Xk(x)dx, ϕj,qj ,k =
∫
G

ϕj,qj(x)Xk(x)dx, qj ∈ {1, . . . , rj},

j ∈ {1, . . . , l}.
Розглянемо вiдповiдну до (3.156), (3.157) однорiдну задачу

(d/dt+ an(t)λk) · · · (d/dt+ a1(t)λk)uk(t) = 0, (3.158)

u
(qj−1)
k (tj) = 0, qj ∈ {1, . . . , nj}, j ∈ {1, . . . , l}. (3.159)

Позначимо: I0(t) := 0, Iq(t) = −
t∫

0

aq(τ)dτ , q ∈ {1, . . . , n}, Θj,k(t) =

exp((Ij(t)− Ij−1(t))λk), j ∈ {1, . . . , n}.
Вiдомо [70], що функцiї

uk,1(t) = Θ1,k(t),

uk,2(t) = Θ1,k(t)
t∫

0

Θ2,k(ξ1)dξ1,

uk,3(t) = Θ1,k(t)
t∫

0

(
Θ2,k(ξ1)

ξ1∫
0

Θ3,k(ξ2)dξ2

)
dξ1,

...

uk,n(t) = Θ1,k(t)
t∫

0

Θ2,k(ξ1)× . . .

(
ξn−2∫
0

Θn,k(ξn−1)dξn−1

)
. . . dξ1,

(3.160)

утворюють на вiдрiзку [0, T ] фундаментальну систему розв’язкiв рiвня-

ння (3.158). Характеристичний визначник задачi (3.158), (3.159) зобра-

жується формулою

∆(k,~t ) = det
∥∥u(qj−1)

k,r (tj)
∥∥r∈{1,...,n}
qj∈{1,...,rj},j∈{1,...,l}

, ~t = (t1, . . . , tl).

Теорема 3.17. Для довiльного вектора ~t ∈ [0, T ]l задача (3.153) —

(3.155) не може мати двох рiзних розв’язкiв iз простору

Cn
(
[0, T ];EX3

w5(α,β)

)
.
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Доведення. Припустимо, що iснують два рiзнi розв’язки u1(t, x) та

u2(t, x) задачi (3.153) — (3.155) з простору Cn
(
[0, T ];EX3

w5(α,β)

)
. Тодi фун-

кцiя ũ(t, x)=u1(t, x)−u2(t, x), яка належить до простору Cn
(
[0, T ];EX3

w5(α,β)

)
є розв’язком однорiдної задачi, яка вiдповiдає задачi (3.153) — (3.154) i

зображується рядом Фур’є вигляду (3.122). При цьому функцiї Wũ(t, x)

та Vj,qj [ũ(t, x)], qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, також розвиваються в ряди

Фур’є за системою функцiй X3, i цi ряди збiгаються з рядами, одержа-

ними формальним застосуванням операторiв W та Vj,qj , qj ∈ {1, . . . , rj},
j ∈ {1, . . . , l}, до ряду (3.122). Iз рiвностей Парсеваля для функцiй

Wũ(t, x) та Vj,qj [ũ(t, x)], qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, випливає, що
для кожного k ∈ N ũk(t) є розв’язком задачi (3.158), (3.159). Оскiльки

W (d/dt, λk) є композицiєю диференцiальних виразiв першого порядку з

дiйсними коефiцiєнтами, то згiдно теореми В. Я. Скоробогатька [70, c.

31] ũk(t) ≡ 0 для кожного k ∈ N. Iз рiвностей Парсеваля для функцiї

ũ(t, x) та неперервностi ũ(t, x) в Q
p
T випливає, що ũ(t, x) ≡ 0, тобто

u1(t, x) = u2(t, x). ♦

Для кожного k ∈ N розв’язок задачi (3.156), (3.157) зображується

формулою

uk(t) = Hk(t) +
n∑
r=1

Cr(k)uk,r(t), (3.161)

де

Hk(t) = Θ1,k(t)

t∫
0

Θ2,k(ξ1)

( ξ1∫
0

Θ3,k(ξ2)×. . .×
ξn−2∫
0

Θn,k(ξn−1)×

(ξn−1∫
0

fk(ξn) exp{−In(ξn)λk}dξn
)
dξn−1. . .dξ2

)
dξ1, (3.162)

функцiї uk,r(t) визначенi формулами (3.160), а коефiцiєнти Cr(k), r ∈
{1,. . ., n}, визначаються iз системи алгебричних рiвнянь

n∑
r=1

Cr(k)u
(qj−1)
k,r (tj)=ϕj,qj ,k−Vj,qj [Hk(t)], qj∈{1,. . ., rj}, j∈{1,. . ., l}, (3.163)
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визначник якої збiгається з визначником ∆(k,~t ). Розв’язуючи систему

(3.163) за правилом Крамера, одержуємо

Cr(k) =
l∑

j=1

rj∑
qj=1

∆j,qj ,r(k,~t )

∆(k,~t )

(
ϕj,qj ,k − Vj,qj [Hk(t)]), r ∈ {1, . . . , n},

де ∆j,qj ,r(k,~t ), qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, r ∈ {1, . . . , n}, — алгебричне

доповнення елемента u(qj−1)
k,r (tj) у визначнику ∆(k,~t ). Пiдставляючи зна-

йденi значення для Cr(k), r ∈ {1, . . . , n}, у формулу (3.161) отримаємо

формальне зображення розв’язку задачi (3.153) — (3.155) у виглядi ряду

u(t, x) =
∞∑
k=1

(
Hk(t) +

n∑
r=1

l∑
j=1

rj∑
qj=1

∆j,qj ,r(k,~t )

∆(k,~t )
ϕj,qj ,k uk,r(t)−

−
n∑
r=1

l∑
j=1

rj∑
qj=1

∆j,qj ,r(k,~t )

∆(k,~t )
Vj,qj [Hk(t)]uk,r(t)

)
Xk(x). (3.164)

Позначимо: A1 = max
16j6n

{
max
t∈[0,T ]

t∫
0

(aj(τ)− aj−1(τ))dτ

}
, A2 = max

t∈[0,T ]

t∫
0

an(τ)dτ ,

d =
l∑

j=1

C2
rj
.

Теорема 3.18. Нехай iснують сталi ω,ν ∈ R такi, що для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N виконується нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > λ−ωk exp(−νλk). (3.165)

Якщо f ∈ C
(

[0, T ];EX3

w5(α1,β1)

)
, ϕj,qj ∈ EX3

w5(α1,β2), qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈
{1, . . . , l}, де α1 = α + ω + d + n, β1 = β + ν + n(n − 1)A1/2,

β2 = β1 + (n − 1)A1 + A2, то iснує єдиний розв’язок задачi (3.153)

— (3.155) з простору Cn
(

[0, T ];EX3

w5(α,β)

)
. Цей розв’язок неперервно за-

лежить вiд функцiй f та ϕj,qj , qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l} .

Доведення. Iз формул (3.160), (3.162) встановлюємо, що

max
t∈[0,T ]

∣∣u(s0)
k,r (t)

∣∣ 6 C1w5(s0, (r − 1)A1;λk), r ∈ {1, . . . , n}, (3.166)
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max
t∈[0,T ]

∣∣H(s0)
k (t)

∣∣ 6 C2f̃kw5(s0, (n− 1)A1 + A2;λk), (3.167)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, f̃k = max
t∈[0,T ]

|fk(t)|. Iз оцiнок (3.166) отримуємо

∣∣∆j,qj ,r(k,~t )
∣∣6 (C1)

n−1(n− 1)!w5(d, (n(n− 1)/2− r + 1)A1;λk), (3.168)

qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}, r ∈ {1, . . . , n}.

Iз формули (3.164) на пiдставi оцiнок (3.165) – (3.168) знаходимо∥∥∥u;Cn
(

[0, T ];EX3

w5(α,β)

)∥∥∥ 6
6C3

√√√√ ∞∑
k=1

f̃k
2
w2

5(α1, β1;λk) + C4

l∑
j=1

rj∑
qj=1

√√√√ ∞∑
k=1

|ϕj,qj ,k|2w2
5(α1, β2;λk) 6

6 C5

(∥∥∥f ;C
(

[0, T ];EX3

w5(α1,β1)

)∥∥∥+
l∑

j=1

rj∑
qj=1

∥∥∥ϕj,qj ;EX3

w5(α1,β2)

∥∥∥).
Отже, норма функцiї u є скiнченною i неперервно залежить вiд f , та

ϕj,qj , qj ∈ {1, . . . , rj}, j ∈ {1, . . . , l}. ♦
Розглянемо питання про можливiсть виконання нерiвностi (3.165) для

задачi (3.153) — (3.155).

Нехай у рiвняннi (3.153) коефiцiєнти ar(t) є такими

ar(t) = a(t) + γr, r ∈ {1, . . . , n}, 0 < ρ1 6 γ1 < γ2 < . . . < γn 6 ρ2, (3.169)

де a(t) ∈ Cn−1([0, T ]), a(t) > 0, t ∈ [0, T ], тодi функцiї (3.160) визнача-

ються формулами

uk,1(t) = exp{−(γ1t+ I(t))λk}, I(t) =

t∫
0

a(τ)dτ,

uk,r(t) = λ−r+1
k

r−1∏
j=1

(γj − γr)−1 exp{−(γrt+ I(t))λk}, r ∈ {2, . . . , n}. (3.170)
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Iз формул (3.170) випливає, що характеристичний визначник задачi

(3.158), (3.159), (3.169) визначається рiвнiстю

∆(k,~t )=
∆̃(k,~γ )

(−λk)n(n−1)/2−d exp

{
−λk

l∑
j=1

rjI(tj)

} ∏
16r<q6n

(γq − γr)−1, (3.171)

де ∆̃(k,~γ ) = det
∥∥γqj−1

r exp(−γrtjλk)
∥∥r∈{1,...,n}
qj∈{1,...,rj},j∈{1,...,l}

, ~γ = (γ1, . . . , γn).

Позначимо: m0 = 0, mj = r1 + . . .+ rj, j ∈ {1, . . . , l}, Φ =
l∑

j=2

rjmj−1,

gq(t, k) = γq−mj−1−1
q exp(−γqtλk), q ∈ {1, . . . , n},

Pq(γ, k) =

j−1∏
s=1

(γ + tsλk)
rs(γ + tjλk)

q−mj−1, q ∈ {1, . . . , n},

Tm = (t1 − tm)r1 . . . (tm−1 − tm)rm−1,m ∈ {2, . . . , l},

де iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови mj−1 < q 6 mj.

Теорема 3.19. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векто-

рiв ~γ ∈ [ρ1, ρ2]
n i для довiльних фiксованих (t1, . . . , tl) ∈ [0, T ]l, нерiв-

нiсть (3.165) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ N

при ω > n(n− 1)(p+ 2)/4− Φ− d, ν =
l∑

j=1

rj(ρ2tj + I(tj)).

Доведення. Доведемо спочатку, що при ω1 > n(n − 1)p/4 − Φ, ν1 =

ρ2(r1t1 + . . .+ rltl) нерiвнiсть

|∆̃(k,~γ )| > λ−ω1

k exp(−ν1λk)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N. Для цього

використаємо лему Бореля-Кантеллi [102] (див. пiдроздiл 2) i покажемо,

що збiжним є ряд
∞∑
k=1

mesRnA(k) (3.172)

де A(k) = {~γ ∈ [ρ1, ρ2]
n : |∆̃(k,~γ )| 6 λ−ω1

k exp(−ν1λk)}. Для кожного

k ∈ N, розглянемо такi множини:

Aq(k) = {~γ ∈ [ρ1, ρ2]
n : |∆̃q(k,~γq )| < νq(k), |∆̃q−1(k,~γq−1 )| > νq−1(k)},
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де ~γq = (γ1, . . . , γq), ∆̃q(k,~γq ), q ∈ {1, . . . , n}, — визначник, який отриму-

ється з визначника ∆̃(k,~γ) викреслюванням останнiх (n − q) рядкiв та

останнiх (n− q) стовпцiв, а νq(k) числа, якi зображуються формулами

νq(k)= (q−mj−1−1)!Tjλ
mj−1−(q−1)p/2−qε/n
k exp(−ρ2tjλk)νq−1(k), q∈ {2,. . ., n},

де ε > 0, а iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови mj−1 < q 6

mj. Вiдзначимо, що A(k) ⊂
n⋃
q=2

Aq(k). Тому для доведення збiжностi ряду

(3.172) оцiнемо зверху Лебеговi мiри множин Aq(k), k ∈ N. Для цього

визначник ∆̃q(k,~γq), q ∈ {2, . . . , n}, розвинемо за елементами останнього

стовпця, а до одержаного розвинення застосуємо диференцiальний вираз

Pq−1

(
∂
∂γq
, k
)
. У результатi дiстанемо спiввiдношення

Pq−1

(
∂

∂γq
, k

)
∆̃q(k,~γq) = (q−mj−1− 1)!Tjλ

mj−1
k exp(−γqtjλk)∆̃q−1(k,~γq−1),

де q ∈ {2, . . . , n}, а iндекс j = j(q) однозначно визначається з умови

mj−1 < q 6 mj. Якщо вектор ~γ ∈ Aq(k), q ∈ {2, . . . , n}, то виконується

оцiнка∣∣∣∣Pq−1

(
∂

∂γq
, k

)
∆̃q(k,~γq)

∣∣∣∣ > C6λ
mj−1
k exp(−ρ2tjλk)νq−1(k). (3.173)

На пiдставi другого твердження леми 2.2 та оцiнок (3.173) встановлює-

мо, що

mesRAq(k, γ1, . . . , γq−1, γq+1, . . . , γn) 6

6 C7

(
νq(k)

λ
mj−1
k exp(−ρ2tjλk)νq−1(k)

) 1
q−1

6 C8λ
−p/2−ε̃
k ,

(3.174)

де Aq(k, γ1,. . ., γq−1, γq+1,. . ., γn) = {γq ∈ [ρ1, ρ2] : ~γ ∈ Aq(k)}, q∈ {2, . . . , n},
ε̃ = ε/(n2 − n). Iнтегруючи оцiнки (3.174) за змiнними γ1,. . ., γq−1,

γq+1,. . ., γn, отримуємо

mesRnAq(k) 6 C9λ
−p/2−ε̃
k . (3.175)
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Iз нерiвностей (3.175) на пiдставi оцiнок (3.121) встановлюємо, що ряд

(3.172) мажорується збiжним числовим рядом C10

∞∑
k=1

k−1−2ε̃/p, що й по-

трiбно було встановити. ♦

Зауваження 3.9. Новизна результатiв, отриманих у пiдроздiлi 3.3,

полягає у тому, що:

1) багатоточковi задачi з кратними вузлами для рiвнянь зi змiнними

за t коефiцiєнтами не вивчались; досить повнi дослiдження таких задач

стосуються тiльки рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами [9,76];

2) для загальних рiвнянь зi змiнними за t коефiцiєнтами детально

дослiджено тiльки задачi з простими вузлами iнтерполяцiї [70,91,95].
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Висновки до роздiлу 3

Третiй роздiл дисертацiї присвячено встановленню умов коректної

розв’язностi (у вiдповiдних функцiональних просторах) задач з локаль-

ними багатоточковими умовами за часовою змiнною та певними умовами

(перiодичностi, типу Дiрiхле) за просторовими координатами для лiнiй-

них параболiчних рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами.

У загальному випадку розв’язнiсть таких задач пов’язана з пробле-

мою малих знаменникiв, для оцiнки знизу яких використано метричний

пiдхiд [70, 102, 114]. Внаслiдок застосування метричного пiдходу отри-

мано результати про розв’язнiсть задач для майже всiх (стосовно мiри

Лебега, Гаусдорфа) параметрiв задач — коефiцiєнтiв рiвнянь, або зна-

чень вузлiв iнтерполяцiї. Розглянуто частковi випадки багатоточкових

задач в яких вiдсутня проблема малих знаменникiв, та наведено прикла-

ди, якi iлюструють основний теоретичний матерiал.

Основнi результати роздiлу опублiковано в роботах [78–81,104,133].
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РОЗДIЛ 4

ЗАДАЧI З ЛОКАЛЬНИМИ БАГАТОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ ЗА

ЧАСОВОЮ ЗМIННОЮ ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

РIВНЯНЬ

У цьому роздiлi дисертацiї дослiджується двоточкова задача для па-

раболiчних за Петровським систем другого порядку за часом та задача

з багатоточковими умовами для параболiчних за Петровським систем

вищого порядку зi змiнними за просторовими координатами коефiцiєн-

тами.

4.1. Cистеми рiвнянь другого порядку

У пiдроздiлi 4.1 встановлено умови коректної розв’язностi задачi з

локальними двоточковими умовами для лiнiйних параболiчних систем

другого порядку за часом зi змiнними за просторовими координатами

коефiцiєнтами. Доведено, що такi умови виконуються для майже всiх

(стосовно мiри Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв систем та

значення правого вузла iнтерполяцiї.

В областi Qp
T розглянемо задачу

W

(
∂

∂t
, L

)
~u :=

∂2~u

∂t2
+

a1
11(L) a1

12(L)

a1
21(L) a1

22(L)

 ∂~u

∂t
+

a0
11(L) a0

12(L)

a0
21(L) a0

22(L)

 ~u=~0, (4.1)

~u(t1, x) = ~ϕ1(x), ~u(t2, x) = ~ϕ2(x), 0 6 t1 < t2 6 T, (4.2)

Lm~u(t, x)
∣∣
Σ

= ~0, m ∈ {0, 1, . . . , 2b− 1}, (4.3)

де armj(L) =
(2−r)b∑
q=0

ar,qmjL
q, ar,qmj ∈ C, m, j ∈ {1, 2}, r ∈ {0, 1}, ~u(t, x) =

col(u1(t, x), u2(t, x)), ~ϕq(x) = col(ϕ1
q(x), ϕ2

q(x)), q ∈ {1, 2}, L — диференцi-



99

альний вираз, визначений формулою (3.120). Нехай для виразу L вико-

нуються умови pij ∈ C4b−1,%(G), pij > 0, i, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈ C4b−2,%(G),

q(x) > 0, x ∈ G, G ∈ A4b,%, 0 < % < 1.

Будемо вважати, що для системи (4.1) виконуються умови:

A1) рiвняння

det ‖W (µ, λk)‖ = 0 (4.4)

має попарно рiзнi коренi µ1(k), . . . , µ4(k), якi задовольняють нерiвностi

Reµq(k) 6 −δ1λ
b
k, q ∈ {1, . . . , 4}, δ1 > 0; (4.5)

A2) для кожного q ∈ {1, . . . , 4} вектори ~hq,k = col
(
h1
q,k, h

2
q,k

)
є нену-

льовими, координати цих векторiв визначаються рiвностями

h1
q,k = µ2

q(k)+
b∑

r=0

a1,r
22 λ

r
kµq(k)+

2b∑
r=0

a0,r
22 λ

r
k,

h2
q,k(k) = −

b∑
r=0

a1,r
21 λ

r
kµq(k)−

2b∑
r=0

a0,r
12 λ

r
k.

(4.6)

Легко перевiрити, що вектор ~hq,k — це перший стовпець матрицi, при-

єднаної до матрицi W (µq(k), λk), q ∈ {1, . . . , 4}, цей вектор є розв’язком

системи алгебричних рiвнянь

W (µq(k), λk)~h = ~0, q ∈ {1, . . . , 4}.

Розв’язок задачi (4.1) — (4.3) з простору C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
, α, β ∈ R,

шукаємо у виглядi ряду

~u(t, x) =
∞∑
k=1

~uk(t)Xk(x). (4.7)

Кожна вектор-функцiя ~uk(t), k ∈ N, є розв’язком задачi

d2~uk(t)

dt2
+

a1
11(λk) a1

12(λk)

a1
21(λk) a1

22(λk)

 d~uk(t)

dt
+

a0
11(λk) a0

12(λk)

a0
21(λk) a0

22(λk)

 ~uk(t) = ~0, (4.8)
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~uk(t1) = ~ϕ1k ~uk(t2) = ~ϕ2k, (4.9)

де ~ϕjk = col(ϕ1
jk, ϕ

2
jk), k ∈ N, — коефiцiєнти Фур’є вектор-функцiї ~ϕj за

системою X3, j ∈ {1, 2}.
Для кожного k ∈ N розв’язок задачi (4.8), (4.9) зображується форму-

лою

~uk(t) =
4∑
q=1

Cq(k)~hq,k exp(µq(k)t), (4.10)

де сталi Cq(k), q ∈ {1, . . . , 4}, знаходимо iз системи алгебричних рiвнянь

4∑
q=1

Cq(k)hrq,k exp(µq(k)tj) = ϕrjk, j ∈ {1, 2}, r ∈ {1, 2}. (4.11)

Визначник ∆(k,~t ), k ∈ N, системи (4.11) спiвпадає з характеристичним

визначником задачi (4.8), (4.9) i має такий вигляд:

∆(k,~t ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

h1
1,k exp(µ1(k)t1) . . . h1

4,k exp(µ4(k)t1)

h2
1,k exp(µ1(k)t1) . . . h2

4,k exp(µ4(k)t1)

h1
1,k exp(µ1(k)t2) . . . h1

4,k exp(µ4(k)t2)

h2
1,k exp(µ1(k)t2) . . . h2

4,k exp(µ4(k)t2)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. (4.12)

Для встановлення умов єдиностi розв’язку задачi (4.1) — (4.3) розгля-

немо однорiднi умови

~u(t1, x) = 0, ~u(t2, x) = 0. (4.13)

Теорема 4.1. Нехай для системи (4.1) виконуються умови A1),

A2). Для єдиностi розв’язку задачi (4.1) — (4.3) у шкалi просторiв

C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
, α, β ∈ R, необхiдно i досить, щоб справджувалась

умова

∀k ∈ N ∆(k,~t ) 6= 0. (4.14)

Доведення. Необхiднiсть. Якщо ∆(k̂,~t ) = 0 для деякого k̂ ∈ N то

при k = k̂ система (4.11) в якiй ϕrjk = 0, j, r ∈ {1, 2} має нетривiальний
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розв’язок Cq(k̂), q ∈ {1, . . . , 4}. Тому вектор-функцiя

~u(t, x) =
4∑
q=1

Cq(k̂)~hq,k̂ exp(µq(k̂)t)Xk̂(x)

належить до простору C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
i є ненульовим розв’язком за-

дачi (4.1), (4.3), (4.13). Тому розв’язок задачi (4.1) — (4.3), якщо вiн

iснує, не буде єдиним.

Достатнiсть. Припустимо, що задача (4.1) — (4.3) має два рi-

знi розв’язки ~u1, ~u2 ∈ C2
(
[0, T ];E

X3,2
w4(α,β)

)
. Тодi вектор-функцiя ~u(t, x) =

~u1(t, x)− ~u2(t, x) є ненульовим розв’язком задачi (4.1), (4.3), (4.13). Для

коефiцiєнтiв Фур’є ~uk(t), k ∈ N, функцiї ~u(t, x) справедливi зображення

вигляду (4.10) в яких сталi Cq(k), q ∈ {1, . . . , 4} є розв’язками лiнiйної

однорiдної системи рiвнянь, з ненульовим, згiдно умови теореми визна-

чником ∆(k,~t ). Тому Cq(k) = 0, q ∈ {1, . . . , 4}, а отже ~uk(t) ≡ 0, k ∈ N.

Звiдси отримуємо, що ~u(t, x) ≡ 0, всупереч припущенню. ♦

Наведемо приклади задач, якi демонструють виконання або поруше-

ння умови (4.14).

Приклад 4.1. Розглянемо систему

∂2~u

∂t2
+

a1(L) + a2(L) 0

a5(L) a3(L) + a4(L)

 ∂~u

∂t
+

+

a1(L)a2(L) 0

a5(L)a1(L) a3(L)a4(L)

 ~u=~0,

(4.15)

де aq(L) =
b∑

r=0
arqL

r, Re abq > 0, q ∈ {1, . . . , 4}. Припустимо, що виконує-

ться умова

∀k ∈ N a5,k 6= 0, aq,k 6= ar,k, q, r ∈ {1, . . . , 4}, q 6= r, (4.16)

де aq,k := aq(λk) =
b∑

r=0
arqλ

r
k, q ∈ {1, . . . , 5}. У цьому випадку легко об-

числити, що коренi рiвняння (4.4) мають вигляд µq(k) = −aq,k, q ∈
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{1, . . . , 4}, а вектори ~hq,k = col(h1
q,k, h

2
q,k) визначаються формулами

h1
q,k = (a3,k − aq,k)(a4,k − aq,k), h2

q,k = a5,k(a1,k − aq,k), q ∈ {1, . . . , 4}.

Iз нерiвностей (4.16) випливає, що для системи (4.15) умови A1) та A2)

виконуються.

Для задачi (4.2), (4.3), (4.15) при t1 = 0, t2 = T , визначник (4.12) є

таким:

∆(k, T ) = −(a5,k)
2

2∏
l=1

2∏
q=1

(a2+l,k − aq,k)3−q exp(−(a2,k + a4,k)T )×

× (exp((a2,k − a1,k)T )− 1) (exp((a4,k − a3,k)T )− 1) .

(4.17)

Таким чином, умова (4.14) виконується тодi i тiльки тодi, коли справ-

джуються нерiвностi

∀k ∈ N, ∀mq ∈ Z,
b∑

r=0

(ar1+q − arq)λrk 6= 2πimq/T, q ∈ {1, 3}.

Зокрема, якщо у системi (4.15) p = b = 1, L = −∂2/∂x2, a1(L) = (1 +

i)∂2/∂x2, a2(L) = (1−i)∂2/∂x2, a3(L) = (2+i)∂2/∂x2, a4(L) = (2−i)∂2/∂x2,

a5(L) = ∂2/∂x2, то

∆(k, T ) = −5(1 + 2i)k16 exp((−3− 2i)Tk2)(exp(2iTk2)− 1)2.

Оскiльки |∆(k, T )| = 20
√

5k16 exp(−3Tk2) sin2(Tk2), то умова (4.14) ви-

конується тодi i тiльки тодi, коли число T/π є iррацiональним.

Надалi вважатимемо, що справджується умова (4.14). Тодi для ко-

жного натурального k iснує єдиний розв’язок ~uk(t) задачi (4.8), (4.9),

який зображується формулою

~uk(t) =
4∑

j,q=1

∆j,q(k,~t )

∆(k,~t )
exp(µq(k)t)ψj,k~hq,k, (4.18)

де (ψ1,k, . . . , ψ4,k) = (ϕ1
1,k, ϕ

2
1,k, ϕ

1
2,k, ϕ

2
2,k), ∆j,q(k,~t ), j, q ∈ {1, . . . , 4}, —

алгебричне доповнення елемента, що стоїть на перетинi j-го рядка та
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q-го стовпця у визначнику ∆(k,~t ). Iз формул (4.18) випливає формальне

зображення розв’язку задачi (4.1) — (4.3) у виглядi ряду Фур’є

~u(t, x) =
∞∑
k=1

4∑
j,q=1

∆j,q(k,~t )

∆(k,~t )
exp(µq(k)t)ψj,k~hq,kXk(x). (4.19)

Питання про iснування розв’язку задачi (4.1) — (4.3) в шкалi просторiв

C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
пов’язане з проблемою малих знаменникiв, оскiльки

вираз |∆(k,~t )|, будучи вiдмiнним вiд нуля, може набувати як завгодно

малих значень для нескiнченної кiлькостi натуральних k.

Теорема 4.2. Нехай виконується умова (4.14) i нехай для системи

(4.1) справджуються умови A1) i A2), та iснують сталi γ, ν ∈ R такi,

що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ N виконується нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > λ−γk exp(−νλbk). (4.20)

Якщо ~ϕ1, ~ϕ2 ∈ E
X3,2
w4(α0,β0), де α0 = α+ γ + 10b, β0 = β + ν − δ1(2t1 + t2), то

iснує єдиний розв’язок задачi (4.1) — (4.3) з простору C2
(
[0, T ];E

X3,2
w4(α,β)

)
.

Цей розв’язок зображується формулою (4.19), причому∥∥∥~u;C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)∥∥∥ 6 C1

2∑
j=1

∥∥∥~ϕj;EX3,2
w4(α0,β0)

∥∥∥ , C1 = C1(n,m, T, a
r,q
mj).

Доведення. Встановимо оцiнки зверху для коренiв рiвняння (4.4).

Для цього зауважимо, що рiвняння (4.4) має вигляд

µ4 +R1kµ
3 +R2kµ

2 +R3kµ+R4k = 0, (4.21)

коефiцiєнти якого визначаються формулами

R1k=
b∑

q=0

(a1,q
1,1+a1,q

2,2)λ
q
k, R2k=

2b∑
q=0

(
a2,q

1,1 + a2,q
2,2

)
λqk+

b∑
l,j=0

(
a1,l

1,2a
1,j
2,2 − a

1,l
1,2a

1,j
2,1

)
λl+jk ,

R3k =
b∑

q=0

2b∑
j=0

(
a1,q

2,2a
2,j
1,1 + a1,q

1,1a
2,j
2,2 − a

1,q
1,2a

2,j
2,1 − a

1,q
2,1a

2,j
1,2

)
λq+jk ,

R4k =
2b∑

q,j=0

(
a2,q

1,1a
2,j
2,2 − a

2,q
1,2a

2,j
2,1

)
λq+jk .

(4.22)
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Iз формул (4.22), отримуємо, що |Rjk| 6 C2λ
jb
k , j ∈ {1, . . . , 4}. Тодi згiдно

з [110, с. 102], для коренiв µq(k) рiвняння (4.21) випливають оцiнки

|µq(k)| 6 2 max
j∈{1,...,4}

(Rjk)
1
j 6 C3λ

b
k, q ∈ {1, . . . , 4}. (4.23)

Iз формул (4.6) на пiдставi оцiнок (4.23) для компонент векторiв ~hq,k

одержуємо

|hrq,k| 6 C4λ
2b
k , r ∈ {1, 2}, q ∈ {1, . . . , 4}. (4.24)

З огляду на (4.5), (4.12) i (4.24) отримуємо

|∆j,q(k,~t )| 6 C5w4(6b,−δ1(2t1 + t2);λk), j, q ∈ {1, . . . , 4}. (4.25)

Iз формули (4.18) на пiдставi оцiнок (4.20), (4.23) — (4.25) встановлюємо

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ds0urk(t)dts0

∣∣∣∣ 6 4∑
j,q=1

|∆j,q(k,~t )|
|∆(k,~t )|

|ψj,khrq,k||µq(k)|s0 max
t∈[0,T ]

{exp(Reµq(k)t)} 6

6 C6w4(γ + (8 + s0)b, ν − δ1(2t1 + t2);λk)
2∑
j=1

(|ϕ1
jk|+|ϕ2

jk|), (4.26)

де s0 ∈ {0, 1, 2}, r ∈ {1, 2}. Отже∥∥∥~u;C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)∥∥∥ 6
6 C7

2∑
j=1

( ∞∑
k=1

(|ϕ1
jk|2+|ϕ2

jk|2)w2
4(α + γ + 10b; β + ν − δ1(2t1 + t2))

) 1
2

=

= C7

2∑
j=1

∥∥∥~ϕj;EX3,2
w4(α,β)

∥∥∥ .
З отриманої нерiвностi випливає твердження теореми. ♦

Справедливе зауваження про уточнення теореми iснування розв’язку

задачi (4.1) — (4.3).

Зауваження 4.1. За умов теореми 4.2 для довiльного фiксованого

t∗ ∈ [0, T ] вектор-функцiя ~u(t∗, x) (як функцiя змiнної x) належить до

простору E
X3,2
w4(α,β+δ1t∗)

.
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Наведемо приклади двоточкових задач, для яких виконується нерiв-

нiсть (4.20). Для цього використаємо наступне твердження.

Лема 4.1. Для довiльних фiксованих ρq ∈ C, q ∈ {0, 1, . . . , n},ρn 6= 0,

нерiвнiсть ∣∣∣∣∣
n∑
q=0

ρqλ
q
k

∣∣∣∣∣ > |ρn|2
λnk ,

виконується для всiх k ∈ N, k > (2Θ + 1)p/2 /(C2)
p/2, Θ = max

q∈{1,...,n}

∣∣∣ρn−qρn

∣∣∣,
де C2 — стала з оцiнок (3.121).

Доведення. Оскiльки ρn 6= 0, тодi очевидно, що∣∣∣∣∣
n∑
q=0

ρqλ
q
k

∣∣∣∣∣ = |ρn|λnk

∣∣∣∣∣1 +
n∑
q=1

ρn−q
ρnλ

q
k

∣∣∣∣∣ > |ρn|λnk
∣∣∣∣∣1−

∣∣∣∣∣
n∑
q=1

ρn−q
ρnλ

q
k

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ . (4.27)

На пiдставi оцiнок (3.121) i нерiвностей∣∣∣∣∣
n∑
q=1

ρn−q
ρnλ

q
k

∣∣∣∣∣ 6 Θ
n∑
q=1

1

λqk
6 Θ

∞∑
q=1

1

λqk
=

Θ

λk − 1
<

1

2
, при λk > 2Θ + 1,

iз (4.27) отримуємо твердження леми. ♦

Приклад 4.2. Розглянемо систему

∂2~u(t, x)

∂t2
+

a1(L) + a2(L) a6(L)

a5(L) a3(L) + a4(L)

∂~u(t, x)

∂t
+

+

a1(L)a2(L) a6(L)a2(L)

a5(L)a1(L) a3(L)a4(L) + a5(L)a6(L)

 ~u(t, x)=~0, (t, x) ∈ Qp
T ,

(4.28)

де aq(L) =
b∑

r=0
arqL

r, Re abq > 0, q ∈ {1, . . . , 4}. Припустимо, що aq,k =

b∑
r=0

arqλ
r
k, q ∈ {1, . . . , 4}, справджують умову (4.16), i aq,k 6= 0, q ∈ {5, 6},

∀k ∈ N. Для цiєї системи µq(k) = −aq,k, q ∈ {1, . . . , 4}, а вектори ~hq,k =

col(h1
q,k, h

2
q,k), q ∈{1,. . ., 4}, визначаються формулами

h1
q,k=(a3,k − aq,k)(a4,k − aq,k) + a5,ka6,k, h

2
q,k=a5,k(a1,k − aq,k). (4.29)
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Оскiльки для довiльного натурального k

h1
q,k = µ2

q(k) + (a3,k + a4,k)µq(k) + a3,ka4,k + a5,ka6,k 6= 0, q ∈ {1, . . . , 4},

то для системи (4.28) справджуються умови A1) та A2).

Твердження 4.1. Нехай для коефiцiєнтiв системи (4.28) виконую-

ться умови

0 < Re ab1<. . .<Re ab4< δ2,

abq 6= 0, q ∈ {5, 6}, (ab3 − ab1)(ab4 − ab1) 6= −ab5ab6.
(4.30)

Для задачi (4.2), (4.3), (4.28) нерiвнiсть (4.20) виконується для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N при γ > −8b, ν = 2δ2(t1 + t2).

Доведення. Розкриваючи визначник ∆(k,~t ) за мiнорами перших двох

рядкiв отримуємо

∆(k,~t )=
∑

ω=(i1,i2)∈C(4;2)

(−1)3+i1+i2hω(k)hσ(ω)(k)×

× exp(−(ai1,k + ai2,k)t1 − (aj1,k + aj2,k)t2),

(4.31)

де набiр σ(ω)– однозначно визначається за набором ω = (i1, i2) ∈ C(4; 2),

умовою ω ∩ σ(ω) = ∅. Iз формули (4.31) отримуємо

|∆(k,~t )|>exp(−Re(a3,k + a4,k)t1 − Re(a1,k + a2,k)t2)|hω0
(k)||hσ0(k)|−

−

∣∣∣∣∣ ∑
ω∈C(4;2)\ω0

hω(k)hσ(ω)(k) exp((a3,k+a4,k−ai1,k−ai2,k)t1)×

× exp((a1,k + a2,k − aj1,k − aj2,k)t2)

∣∣∣∣∣,
(4.32)

де ω0 = {3, 4}, σ0 = {1, 2}. Iз формул (4.29) на пiдставi леми 4.1 та умов

(4.30) отримуємо

|hω0
(k)||hσ0(k)|= |(a5,k)

3a6,k|×

×|(a1,k−a2,k)(a3,k−a4,k)((a3,k−a1,k)(a4,k−a1,k)+a5,ka6,k)| > C8λ
8b
k . (4.33)



107

На пiдставi оцiнок (4.30) випливає, що для довiльних наборiв ω, σ ∈
C(4; 2), ω 6= ω0, σ 6= σ0, виконується умова

lim
k 7→∞

exp((a3,k + a4,k − ai1,k − ai2,k)t1 + (a1,k + a2,k − aj1,k − aj2,k)t2) = 0.

Звiдси, дiснанемо, що ∃K1 > 0 таке, що для всiх k ∈ N, k > K1 викону-

ється оцiнка∣∣∣∣ ∑
ω∈C(4;2)\ω0

hω(k)hσ(ω)(k) exp((a3,k + a4,k − ai1,k − ai2,k)t1)×

× exp((a1,k + a2,k − aj1,k − aj2,k)t2)
∣∣∣∣ 6 1

2
|hω0

(k)||hσ0(k)|.

Отже на пiдставi оцiнок (4.30), (4.32) та (4.33) отримуємо

|∆(k,~t )| > 1

2
exp(−Re(a3,k + a4,k)t1 − Re(a1,k + a2,k)t2)×

×|hω0
(k)||hσ0(k)| > λ8b

k exp(−2δ2(t1 + t2)λ
b
k).

Теорему доведено.♦

Зауваження 4.2. Оцiнки отриманi в тверженнi 4.1 означають, що

для деяких двоточкових задач для систем параболiчних рiвнянь другого

порядку вiдсутня проблема малих знаменникiв.

Дослiдимо питання про можливiсть виконання оцiнки (4.20). Для

цього введемо такi позначення:

δ3 = sup
k∈N

max
q∈{1,...,4}

{|Reµq(k)|/λbk}; setω = {i1, i2}; для набору ω = (i1, i2) ∈

C(4; 2) введемо такий набiр σ(ω) = (j1, j2) ∈ C(4; 2), що setω ∩ setσ(ω) =

∅;Mω(k) = µi1(k)+µi2(k), ω = (i1, i2) ∈ C(4; 2); ~Hq(k) = col(~hq,k, µq(k)~hq,k),

q ∈ {1, . . . , 4};
H2(k) = det ‖ ~H1(k), . . . , ~H4(k)‖; (4.34)

S2(k) =
∏
σ≺ω,

σ,ω∈C(4;2)

(Mσ(k)−Mω(k))2 . (4.35)



108

Теорема 4.3. Нехай iснують такi сталi γ1 i γ2, що для всiх (крiм

скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N виконуються нерiвностi

|H2(k)| > λ−γ1k , (4.36)

|S2(k)| > λ−γ2k . (4.37)

Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t2 ∈ (t1;T ] (при

довiльному фiксованому t1 ∈ [0, T )) нерiвнiсть (4.20) виконується для

всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k, якщо γ > 5p/2 + γ1 +

γ2/2 + 17b та ν = 2δ3(T + t1).

Доведення. Нехай F ν
γ (k) = {t2 ∈ (t1, T ] : |∆(k,~t )| 6 ν(k)}, k ∈ N, де

ν(k) = w4(−5p/2 − γ1 − γ2/2 − 17b − ε0,−2δ4(T + t1);λk), ε0 > 0. Згiдно

з лемою Бореля-Кантеллi для доведення теореми досить перевiрити, що

ряд
∞∑
k=1

mesRF ν
γ (k), (4.38)

є збiжними. Спочатку доведемо, що iснують такi попарно неперетиннi

набори ω1 i ω2 ∈ C(4; 2) для яких нерiвностi

|hω1
(k)||hω2

(k)| > C9λ
−γ1−2b
k , (4.39)∏

σ∈C(4;2),
σ 6=ω2

|Mω2
(k)−Mσ(k)| > C10λ

−γ2/2−10b
k , (4.40)

виконуються для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N.

Дiйсно, за теоремою Лапласа про обчислення визначникiв, розкла-

демо визначник H2(k) за мiнорами перших двох рядкiв i враховуючи

нерiвностi (4.36) дiстанемо

λ−γ1k < |H2(k)| =

∣∣∣∣∣∣
∑

ω∈C(4;2)

(−1)i1+i2+1hω(k)hσ(ω)(k)µj1(k)µj2(k)

∣∣∣∣∣∣ 6
6

∑
ω∈C(4;2)

|hω(k)||hσ(ω)(k)||µj1(k)||µj2(k)|, (4.41)
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де σ(ω) = (j1, j2). Сума в правiй частинi нерiвностi (4.41) мiстить 6

доданкiв, тому знайдуться такi два неперетиннi набори ω1, ω2 ∈ C(4; 2),

що∑
ω∈C(4;2)

|hω(k)hσ(ω)(k)||µj1(k)µj2(k)|66|hω1
(k)||hω2

(k)||µq1(k)µq2(k)|, (4.42)

де ω2 = (q1, q2). Iз нерiвностей (4.23), (4.41) та (4.42) випливає, що

λ−γ1k 6 6|hω1
(k)||hω2

(k)||µq1(k)||µq2(k)| 6 6(C3)
2λ2b

k |hω1
(k)||hω2

(k)|,

тобто |hω1
(k)||hω2

(k)| > 1
6(C3)2λ

−γ1−2b
k .

Для доведення нерiвностi (4.40) використаємо, те, що на пiдставi

формули (4.35) функцiю S2(k) можна записати у виглядi

S2(k) =
∏

σ∈C(4;2),
σ 6=ω2

(Mω2
(k)−Mσ(k))2

∏
(σ,ω)∈I2

(Mσ(k)−Mω(k))2, (4.43)

де I1 = {(σ, ω2) : σ ∈ C(4; 2), σ ≺ ω2} ∪ {(ω2, ω) : ω ∈ C(4; 2), ω2 ≺ ω},
I2 = {(σ, ω) : σ ≺ ω, (σ, ω) /∈ I1}. Оскiльки множина I2 складається з 10

елементiв, то на пiдставi оцiнок (4.23) одержуємо∏
(σ,ω)∈I2

|Mσ(k)−Mω(k)|2 6 (4C3)
20λ20b

k . (4.44)

Iз формули (4.43), на пiдставi оцiнок (4.37), (4.44) отримуємо, що нерiв-

нiсть ∏
σ∈C(4;2),
σ 6=ω2

|Mω2
(k)−Mσ(k)|2 > 1

(4C3)20
λ−γ2−20b
k

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k, а отже

й нерiвнiсть
∏

σ∈C(4;2),σ 6=ω2

|Mω2
(k) −Mσ(k)| > 1

(4C3)10λ
−γ2/2−10b
k виконується

для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N.

Для доведення збiжностi ряду (4.38) оцiнемо зверху Лебеговi мiри

множин F ν
γ (k), k ∈ N. Для цього використаємо теорему Лапласа про
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обчислення визначникiв та розкладемо ∆(k,~t ) за мiнорами перших двох

рядкiв, отримаємо

∆(k,~t )=
∑

ω=(i1,i2),
ω∈C(4;2)

(−1)i1+i2+1hω(k)hσ(ω)(k) exp(Mω(k)t1 +Mσ(ω)(k)t2). (4.45)

Запровадимо диференцiальний вираз п’ятого порядку

Pω2
(d/dt2, k) =

∏
σ∈C(4;2),
σ 6=ω2

(
d

dt2
−Mσ(k)

)
,

де ω2 ∈ C(4; 2) набiр для якого виконуються оцiнки (4.39), (4.40). Засто-

суємо диференцiальний вираз Pω2
(d/dt2, k) до обидвох частин рiвностi

(4.45) отримуємо

Pω2

(
d

dt2
, k

)
∆(k,~t )=hω1

(k)hω2
(k)Pω2

(Mω2
(k), k)exp(Mω1

(k)t1+Mω2
(k)t2).

(4.46)

Оскiльки для довiльного фiксованого t1 ∈ [0, T ) i довiльного t2 ∈
(t1, T ] виконуються нерiвнiстi

| exp(Mω1
(k)t1 +Mω2

(k)t2)| > exp(−2δ3(T + t1)λ
b
k),

то iз рiвностi (4.46), на пiдставi оцiнок (4.39), (4.40) отримуємо, що для

довiльного t2 ∈ (t1, T ] нерiвнiсть∣∣Pω2
(d/dt2, k)∆(k,~t )

∣∣ > C11w4(−γ1/2− γ2 − 12b,−2δ3(T + t1);λk) (4.47)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k.

Для оцiнки зверху мiр Лебега множин F ν
γ (k), k ∈ N, використаємо

лему 2.2. Для цього зауважимо, що iз формули (4.45) випливає, що для

довiльного фiксованого t1 ∈ [0, T ) визначник ∆(k,~t ) є квазiмногочленом

змiнної t2, модулi показникiв експонент якого не перевищують 2C3Tλ
b
k.

Степiнь многочлена Pω2
(µ, k) за змiнною µ дорiвнює 5, а модуль коефi-

цiєнта при похiднiй
(

d
dt2

)5−j
, j ∈ {0, 1, . . . , 5}, у виразi Pω2

(d/dt2, k) не
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перевищує C12λ
jb
k , тодi iз оцiнок (4.47) та леми 2.2 отримуємо

mesRF ν
γ (k)6C13

(
λbkν(k)

w4(−γ1/2−γ2−12b,−2δ3(T + t1);λk)

) 1
5

6C13λ
−p2−

ε0
5

k .

(4.48)

Iз оцiнок (3.121), (4.48) випливає, що ряд (4.38) мажорується збiжним

числовим рядом C13(C1)
−p2−

ε0
5

∞∑
k=1

k−1− 2ε0
5p . Теорему доведено. ♦

Наведемо приклад параболiчної системи для якої виконуються умови

(4.36), (4.37).

Приклад 4.3. Для системи (4.28) функцiя S2(k) зображується фор-

мулою

S2(k) =
∏
σ≺ω,

σ,ω∈C(4;2)

(
b∑

r=0

(arj1 + arj2 − a
r
i1
− ari2)λ

r
k

)2

. (4.49)

Припустимо, що

∀ω, σ ∈ C(4; 2) abj1+a
b
j2
6= abi1+a

b
i2
,

b∑
r=0

(arj1+a
r
j2
−ari1−a

r
i2

)λrk 6= 0, ∀k ∈ N,

тодi iз формули (4.49) на пiдставi леми 4.1 отримуємо, що для всiх (крiм

скiнченної кiлькостi) натуральних k виконується нерiвнiсть |S2(k)| >
C14λ

30b
k , тобто оцiнка (4.37) справджується при γ2 > −30b. Iз формул

(4.29), (4.34) знаходимо, що

H2(k) = (a5,k)
2 (a5,ka6,k + (a3,k − a1,k)(a4,k − a1,k))

∏
16j<q64

(aq,k − aj,k).

На пiдставi леми 4.1 та умов (4.30), отримуємо, що нерiвнiсть |H2(k)|>
C15λ

10b
k виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N.

Щоб зясувати питання про можливiсть виконання нерiвностей (4.36),

(4.37) для системи параболiчних рiвнянь (4.1) доведемо наступне твер-

дження. Позначимо:

F (z1, . . . , zn, λ) =
∑
|s|6m

fs(λ)zs11 . . . zsnn , s = (s1, . . . , sn) ∈ Zn+, m ∈ N, (4.50)
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де

fs(λ) =

χ(s)∑
j=0

fj,sλ
j, fj,s ∈ Z, χ(s) 6 N1, N1 ∈ N. (4.51)

Лема 4.2. Якщо iснує точка (z1, . . . , zn) ∈ Cn така, що

∀k ∈ N F (z1, . . . , zn, λk) 6≡ 0, (4.52)

то iснує вектор s(k) = (s1(k), . . . , sn(k)) ∈ Zn+, |s(k)| 6 m, та стала

K2 > 0 такi, що:

1) доданок fs(k)(λk)z
s1(k)
1 . . . z

sn(k)
n є старшим стосовно лексикогра-

фiчного впорядкування доданкiв у F (z1, . . . , zn, λk);

2) для всiх k ∈ N, k > K2, виконується нерiвнiсть∣∣fs(k)(λk)
∣∣ > 1. (4.53)

Доведення. З умови (4.52) випливає, що в сумi (4.50) при λ = λk

хоча б один з доданкiв є вiдмiнним вiд нуля, тому для довiльного k ∈ N

знайдеться вектор s(k) = (s1(k), . . . , sn(k)) ∈ Zn+, |s(k)| 6 m, такий, що

fs(k)(λk) 6= 0, (4.54)

iнакше не виконується умова (4.52). Не обмежуючи загальностi мiрку-

вань, можна вважати, що вектор s(k) є таким, що доданок

fs(k)(λk)z
s1(k)
1 . . . z

sn(k)
n є старшим стосовно лексикографiчного впорядкува-

ння доданкiв [111, c. 284]. Многочлен fs(k)(λ) як функцiя однiєї змiнної

λ вiдмiнний вiд тотожного нуля, бо при λ = λk значення fs(k)(λk) цього

многочлена вiдмiнне вiд нуля (див. формулу (4.54)). Таким чином,

fs(k)(λ) =

N(s(k))∑
j=0

fj,s(k)λ
j,

де N(s(k)) 6 χ(s(k)) 6 N1, причому старший коефiцiєнт fN(s(k)),s(k) є цi-

лим числом, вiдмiнним вiд нуля. Якщо λ > 1+2N1ξ, де ξ = max
06j6χ(s),
|s|6m

|fj,s| ∈
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N, то виконується оцiнка∣∣∣∣∣∣
N(s(k))−1∑

j=0

fj,s(k)λ
j

∣∣∣∣∣∣ 6 N1ξλ
N(s(k))−1. (4.55)

З оцiнки (4.55) та нерiвностi трикутника випливає, що для всiх λ >

1 + 2N1ξ виконується оцiнка

∣∣fs(k)(λ)
∣∣ > ∣∣∣fN(s(k)),s(k)λ

N(s(k))
∣∣∣−
∣∣∣∣∣∣
N(s(k))−1∑

j=0

fj,s(k)λ
j

∣∣∣∣∣∣ >
> λN(s(k)) −N1ξλ

N(s(k))−1 > N1ξλ
N(s(k))−1 > 1. (4.56)

Тодi iз (3.121) та (4.56) отримуємо, що для всiх k > K2, K2 = (1 +

2N1ξ)
p/2/(C1)

p/2, виконується нерiвнiсть

|fs(k)(λk)| > 1. (4.57)

Iз (4.57) випливає твердження леми. ♦

Встановимо, що для майже всiх (стосовно мiри Лебега) систем рiв-

нянь (4.1) виконуються умови (4.36), (4.37). Нехай ~Y = col(Y1, . . . , Yθ) :=

col(ar,qrmj : m, j ∈ {1, 2}, r ∈ {0, 1}, qr ∈ {0, 1, . . . , (2 − r)b}) — вектор роз-

мiру θ = 12b + 8, складений з коефiцiєнтiв системи (4.1); U θ(ρ) = {~Y =

(Y1, . . . , Yθ) ∈ Cθ : max
j∈{1,...,θ}

|Yj| 6 ρ}, ρ > 0; Ũ θ(ρ) — множина тих векто-

рiв ~Y0 = col(0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
8b+4

, a1,b
11 , . . . , a

1,b
22 , 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

4b−4

, a0,2b
11 , . . . , a0,2b

22 ) ∈ U θ(ρ) для яких:

1) a0,2b
11 = a1a2, a

0,2b
22 = a3a4, a

1,b
11 = a1 + a2, a

1,b
11 = a3 + a4, де aq > 0, q ∈

{1, . . . , 4}, aq 6= ar, q 6= r, 2) a0,2b
21 = ρ, ρ > 0, 3) a1,b

12 = a0,2b
12 = a1,b

21 = 0.

Теорема 4.4. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cθ) векторiв
~Y ∈ U θ(ρ) нерiвнiсть (4.36) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) натуральних k при γ1 > 3p.

Доведення. Iз формул (4.6), (4.34) та елементарних властивостей

визначника випливає, що функцiю H2(k), k ∈ N, можна записати у ви-
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глядi

H2(k) =
∑

q=(q1,...,q4)
q1+...+q468

vq(k)µq11 (k) . . . µq44 (k),

де vq(k), q = (q1, . . . , q4), — многочлени вiд Y1, . . . , Yθ, степiнь яких не

перевищує 4. Таким чином

H2
2(k) =

∑
q=(q1,...,q4)
q1+...+q4616

ṽq(k)µq11 (k) . . . µq44 (k),

де ṽq(k), q = (q1, . . . , q4), — многочлени вiд Y1, . . . , Yθ, степiнь яких не

перевищує 8.

Iз формули (4.34) випливає, що функцiя H2
2(k) є симетричним много-

членом вiд коренiв µ1(k), . . . , µ4(k) степеня 16. Тодi на пiдставi основної

теореми теорiї симетричних многочленiв [111, c. 285] функцiю H2
2(k)

можна подати у виглядi

H2
2(k) =

∑
m=(m1,...,m4)

m1+2m2+3m3+4m4616

gm(k)Rm1

1k . . . R
m4

4k ,

де gm(k), m = (m1, . . . ,m4), — многочлени, якi є лiнiйними комбiнацiями

многочленiв ṽq(k), q = (q1, . . . , q4), а тому gm(k), m = (m1, . . . ,m4), є

многочленами вiд Y1, . . . , Yθ степеня 8. Iз формул (4.22) видно, що Rjk,

j ∈ {1, . . . , 4}, є многочленами вiд Y1, . . . , Yθ степеня не вищого 2, тодi

H2
2(k) =

∑
s=(s1,...,sθ),
|s|624

αs(λk)Y
s1

1 . . . Y sθ
θ , (4.58)

де αs(λk) =
20b∑
j=0

αj,sλ
j
k, αj,s ∈ Z, |s| 6 24. Користуючись лемою 2.3

оцiнемо зверху Лебеговi мiри множин EH
ρ (k) = {~Y ∈ U θ(ρ) : |H2

2(k)| 6
λ−2γ1
k }, k ∈ N. Доведемо спочатку, що для кожного k ∈ N функцiя

H2(k) вiдмiнна вiд тотожного нуля в U θ(ρ), ρ > 0. Для цього покажемо,

що H2(k) вiдмiнна вiд тотожного нуля в Ũ θ(ρ) ⊂ U θ(ρ). Для такого
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вектора ~Y1 ∈ Ũ θ(ρ), ρ > 0, коренi µq(k0) = −aqλbk0, q ∈ {1, . . . , 4}, —
є рiзними, ~hq,k0 = col((a3 − aq)(a4 − aq)λ

2b
k0
, ρ), q ∈ {1, . . . , 4}, а функцiя

H2(k0) дорiвнює

H2(k0) = −
∏

16j<q64

(aq − aj)ρ2λ8b
k0
6= 0, ∀k ∈ N,

оскiльки ar 6= aq, r 6= q. Таким чином для кожного k ∈ N функцiя H2(k)

не дорiвнює тотожно нулевi, тобто числа αs(λk) у (4.58) не можуть одно-

часно дорiвнювати нулевi. Тодi iз леми 4.2 випливає, що iснує вектор

s(k) = (s1(k), . . . , sθ(k)) ∈ Zθ+, |s(k)| 6 24, i стала K3 такi, що для всiх

k > K3 доданок αs(k)(λk)Y
s1(k)

1 . . . Y
sθ(k)
θ є старшим стосовно лексикогра-

фiчного впорядкування доданкiв у (4.62) i для всiх k > K3 виконується

оцiнка ∣∣∣∣∣ ∂|s(k)|H2
2(k)

∂Y
s1(k)

1 . . . ∂Y
sθ(k)
θ

∣∣∣∣∣ = |αs(k)(λk)|s1(k)! . . . sθ(k)! > 1. (4.59)

На пiдставi леми 2.3 та оцiнки (4.59) отримуємо mesCθEH
ρ (k) = 0, коли

s(k) = ~0, або

mesCθE
H
ρ (k) 6 C16λ

−4γ1/|s(k)|
k 6 C16λ

−p/2−ε1/6
k , (4.60)

де γ1 = 3p + ε1, s(k) 6= ~0. Iз оцiнок (3.121), (4.60) випливає, що ряд
∞∑
k=1

mesCθEH
ρ (k) є збiжним. Звiдси, за лемою Бореля-Кантеллi, мiра Лебе-

га в Cθ множини тих векторiв ~Y , якi належать до нескiнченної кiлькостi

множин EH
ρ (k), дорiвнює нулевi. Множину EH(k) = {~Y ∈ Cθ : |H2

2(k)| 6
λ−2γ1
k }, k ∈ N, можна зобразити як злiчене об’єднання множин EH

ρ (k),

а, отже, й мiра Лебега в Cθ множини тих векторiв ~Y , якi належать до

нескiнченної кiлькостi множин EH(k), дорiвнює нулевi. ♦

Теорема 4.5. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cθ) векторiв
~Y ∈ U θ(ρ) нерiвнiсть (4.37) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) натуральних k, при γ2 > 15p/2.
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Доведення. Iз формули (4.35) видно, що функцiя S2(k) є симетри-

чним многочленом вiд коренiв µ1(k), . . . , µ4(k) степеня 30 з цiлими ко-

ефiцiєнтами. На пiдставi основної теореми теорiї симетричних много-

членiв [111, глава XI] та формул Вiєта функцiю S2(k) можна подати у

виглядi

S2(k) =
∑

q=(q1,...,q4),
q1+2q2+...+4q4630

ϑqR
q1
1k . . . R

q4
4k, (4.61)

де ϑq є цiлими числами, що одночасно не дорiвнюють нулю, а Rjk —

визначенi формулами (4.22). Iз формул (4.22), (4.61) отримуємо

S2(k) =
∑

s=(s1,...,sθ),
|s|630

φs(λk)Y
s1

1 . . . Y sθ
θ , (4.62)

де φs(λk) =
30b∑
r=0

φr,sλ
r
k, φr,s ∈ Z.

Доведемо, що для кожного k ∈ N функцiя S2(k) вiдмiнна вiд то-

тожного нуля в полiкрузi Ũ θ(ρ) ⊂ U θ(ρ), ρ > 0. Дiйсно для такого

вектора ~Y1 ∈ Ũ θ(ρ), коефiцiєнти Rjk, j ∈ {1, . . . , 4} є такими: R1k =

(a1+. . .+a4)λ
b
k, R2k = (a1a2+. . .+a3a4)λ

2b
k , R3k = (a1a2a3+. . .+a2a3a4)λ

3b
k ,

R4k = a1a2a3a4λ
4b
k . Тодi отримуємо, що функцiя

S2(k) =
∑

s=(q1,...,q4),
|q|630

gsλ
30b
k (a1)

q1 . . . (a4)
q4,

є многочленом 4 змiнних aq, q ∈ {1, . . . , 4}, що є компонентами ве-

ктора ~Y1, i як многочлен цих змiнних для кожного k ∈ N вiдмiнна

вiд тотожного нуля. Отже функцiя S2(k) є ненульовим многочленом

змiнних Y1 . . . Yθ у U θ(ρ). Тодi iз леми 4.2 випливає, що iснує вектор

s(k) = (s1(k), . . . , sθ(k)) ∈ Zθ+, |s(k)| 6 30, i стала K4 такi, що для всiх

k > K4 доданок φs(k)(λk)Y
s1(k)

1 . . . Y
sθ(k)
θ є старшим стосовно лексикогра-

фiчного впорядкування доданкiв у (4.62) i для всiх k > K4 виконується
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оцiнка ∣∣∣∣∣ ∂|s(k)|S2(k)

∂Y
s1(k)

1 . . . ∂Y
sθ(k)
θ

∣∣∣∣∣ > |φs(k)(λk)|s1(k)! . . . sθ(k)! > 1. (4.63)

Згiдно леми 2.3 на пiдставi нерiвностей (4.63) отримуємо, що

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |S2(k)| 6 λ−γ2k } = 0, коли s(k) = ~0, або

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |S2(k)| 6 λ−γ2k } 6 C17λ
−2γ2/|s(k)|
k 6 C17λ

−p2−
ε2
15

k , (4.64)

коли s(k) 6= ~0, γ2 = 15p/2 + ε2, ε2 > 0. Iз оцiнок (3.121), (4.64) випливає,

що ряд
∞∑
k=1

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |S2(k)| 6 λ−γ2k } є збiжним. Тодi враховуючи

лему Бореля-Кантеллi отримує твердження теореми. ♦

З теорем 4.2 — 4.5 випливає таке твердження про однозначну розв’я-

знiсть задачi (4.1) — (4.3) для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векто-

рiв складених з її параметрiв.

Наслiдок 4.1. Нехай ~ϕ1, ~ϕ2 ∈ E
X3,2
w4(α0,β0), де α0 > α + 37p/4 + 27b,

β0 = β + 2δ3(T + t1)− δ1(2t1 + t2). Для довiльного фiксованого t1 ∈ [0, T )

для майже всiх (стосовно мiри Лебега в R) чисел t2 ∈ (t1;T ] i для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cθ) векторiв ~Y ∈ U θ(ρ) iснує

єдиний розв’язок задачi (4.1) — (4.3) з простору C2
(

[0, T ];E
X3,2
w4(α,β)

)
.

Цей розв’язок зображується рядом (4.19) i неперервно залежить вiд

вектор-функцiй ~ϕ1, ~ϕ2.

Зауваження 4.3. При дослiдженнi двоточкової задачi для парабо-

лiчних систем другого порядку за часом та розмiру два встановлено

точнiшi результати (стосовно розв’язностi та виконання метричних оцi-

нок для малих знаменникiв) у порiвняннi з результатами дослiдження

багатоточкової задачi для безтипних систем високого порядку та довiль-

ного розмiру (див. [94]). Вiдзначимо, що задачi з двоточковими умовами

для деяких класiв безтипних та гiперболiчних систем другого порядку

за часом дослiджувались у роботах [20,77].
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4.2. Системи рiвнянь високого порядку

У цьому пiдроздiлi дисертацiї дослiдження проведенi в пiдроздiлi

3.2.3 поширено на випадок систем рiвнянь. Вивчається задача з бага-

тоточковими умовами (якi мiстять дiю диференцiальних виразiв за про-

сторовими координатами на значення невiдомої вектор-функцiї та її по-

хiдних у вузлах iнтерполяцiї) для параболiчних за Петровським системи

вищих порядкiв зi змiнними за просторовими координатами коефiцiєн-

тами. Розв’язнiсть цiєї задачi пов’язана з проблемою малих знаменникiв,

для оцiнки знизу яких використано допомiжнi твердження з роздiлу 2

та теорiю симетричних многочленiв.

В областi Qp
T розглянемо задачу: знайти вектор-функцiю ~u(t, x), яка

є розв’язком системи рiвнянь

W

(
∂

∂t
, L

)
~u :=

∂n~u(t, x)

∂tn
+

n−1∑
r=0

Ar(L)
∂r~u(t, x)

∂tr
= ~0, (4.65)

i справджує умови

Vq[~u] :=

Nq∑
r=0

Bq
r(L)

∂r~u(t, x)

∂tr

∣∣∣∣
t=tq

= ~ϕq(x), 0 6Nq 6n− 1, q ∈ {1,. . ., n},

(4.66)

Lr~u(t, x)
∣∣
Σ

= ~0, r ∈ {0, 1, . . . , (ζ − 1)}, ζ = max{nb,M}, (4.67)

де Ar(L) = ‖ari,j(L)‖mi,j=1, r ∈ {0, 1, . . . , n − 1}, ari,j(L) =
(n−r)b∑
q=0

ar,qi,jL
q,

ar,qi,j ∈ C, i, j ∈ {1, . . . ,m}, ~u(t, x) = col(u1(t, x), . . . , um(t, x)), Bq
r(L) =

‖br,qi,j (L)‖mi,j=1, b
r,q
i,j (L) =

M∑
s=0

br,q,si,j Ls, br,q,si,j ∈ C, M ∈ N, 0 6 t1 < . . . < tn 6 T ,

~ϕq(x) = col(ϕ1
q(x), . . . , ϕmq (x)), q ∈ {1, . . . , n}. Нехай для виразу L вико-

нуються умови pij ∈ C2ζ−1,%(G), pij > 0, i, j ∈ {1, . . . , p}, q ∈ C2ζ−2,%(G),

q > 0, G ∈ A2ζ,%, 0 < % < 1.

Будемо вважати, що для системи (4.65) виконуються умови:
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A1) рiвняння

det ‖W (µ, λk)‖ = 0 (4.68)

має попарно рiзнi коренi µ1(k), . . . , µmn(k), якi задовольняють нерiвностi

Reµq(k) 6 −δ1λ
b
k, q ∈ {1, . . . ,mn}, δ1 > 0; (4.69)

A2) для кожного q ∈ {1, . . . ,mn} вектори ~hq,k = col
(
h1
q,k, . . . , h

m
q,k

)
, є

ненульовими, де вектор ~hq,k — це перший стовпець матрицiW ∗(µq(k), λk),

приєднаної до матрицi W (µq(k), λk), q ∈ {1, . . . ,mn}. Для компонентiв

векторiв ~hq,k, q ∈ {1, . . . ,mn}, справедливi формули

hrq,k = Q0,rµ
mn−n
q (k) +Q1,r(k)µmn−n−1

q (k) + . . .+Qmn−n,r(k), (4.70)

в яких q ∈ {1, . . . ,mn}, r ∈ {1, . . . ,m}, k ∈ N,

Qj,r(k)=(−1)r−1
∑

06l16n,...,06lr−16n,
06lr+16n,...,06lm6n,

l1+...+lr−1+lr+1+...+lm=mn−n−j

det‖alqq,s(λk)‖
q∈{1,...,r−1,r+1,...,m}
s∈{2,...,m,} ,

(4.71)

j ∈ {1, . . . ,mn− n}, Q0,1(k) = 1, Q0,r(k) = 0, r ∈ {2, . . . ,m}.

Розв’язок задачi (4.65) — (4.67) з простору Cn
(

[0, T ];E
X3,m
w4(α,β)

)
, α ∈ R,

β ∈ R, шукаємо у виглядi ряду

~u(t, x) =
∞∑
k=1

~uk(t)Xk(x). (4.72)

Кожна вектор-функцiя ~uk(t), k ∈ N, є розв’язком задачi

W

(
d

dt
, λk

)
~uk(t) = ~0, (4.73)

Vq[~uk(t)] = ~ϕq,k q ∈ {1, . . . , n}, (4.74)

де ~uk(t) = col(u1
k(t), . . . , u

m
k (t)), ~ϕq,k = col(ϕ1

q,k, . . . , ϕ
m
q,k), k ∈ N, — коефi-

цiєнти Фур’є вектор-функцiї ~ϕq(x) за системою X3, q ∈ {1, . . . , n}. Для
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кожного k ∈ N розв’язок задачi (4.73), (4.74) зображується формулою

~uk(t) =
mn∑
l=1

Cl(k)~hl,k exp(µl(k)t), (4.75)

де сталi Cl(k), l∈{1,. . .,mn}, знаходимо iз системи алгебричних рiвнянь

mn∑
l=1

Cl(k)

Nq∑
r=0

µrl (k)
m∑
j=1

br,qi,j (k)hjl,k exp(µl(k)tq) = ~ϕq,k, (4.76)

q ∈ {1, . . . , n}, i ∈ {1, . . . ,m},

визначник якої позначимо ∆(k,~t ), k ∈ N,

∆(k,~t )=det

∥∥∥∥∥∥
Nq∑
r=0

µrl (k)
m∑
j=1

br,qi,j (k)hjl,k exp(µl(k)tq)

∥∥∥∥∥∥
l∈{1,...,mn}

q∈{1,...,n},i∈{1,...,m},

. (4.77)

Теорема 4.6. Нехай для системи (4.65) виконуються умови A1)

та A2). Для єдиностi розв’язку задачi (4.65) — (4.67) у просторi

Cn
(

[0, T ];E
X3,m
w4(α,β)

)
, α ∈ R, β ∈ R, необхiдно i досить, щоб викону-

валась умова

∀k ∈ N ∆(k,~t ) 6= 0. (4.78)

Надалi вважатимемо, що справджується умова (4.78). Тодi для ко-

жного k ∈ N iснує єдиний розв’язок ~uk(t) задачi (4.73), (4.74), а фор-

мальний розв’язок задачi (4.65) — (4.67) зображується рядом

~u(t, x) =
∞∑
k=1

mn∑
i,l=1

∆i,l(k,~t )

∆(k,~t )
exp(µl(k)t)~hl,kψi,kXk(x), (4.79)

де (ψ1,k, . . . , ψmn,k) = (ϕ1
1,k, . . . , ϕ

m
1,k, . . . , ϕ

1
n,k, . . . , ϕ

m
n,k), ∆i,l(k,~t ), i, l ∈ {1,

. . . ,mn}, — алгебричне доповнення елемента, що стоїть на перетинi i-го

рядка та l-го стовпця у визначнику ∆(k,~t ).

Для встановлення достатнiх умов коректної розв’язностi задачi (4.65)

— (4.67) запровадимо позначення N0 = min
q∈{1,...,n}

{Nq}, N = bn(m−1)(mn−

1) + bm(N1 + . . .+Nn)− bN0 +M(mn− 1), β1 = mδ1(t1 + . . .+ tn)− δ1tn.



121

Теорема 4.7. Нехай виконується умова (4.78) i нехай для системи

(4.65) справджуються умови A1) i A2), та iснують сталi γ, ν ∈ R

i такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ N виконується

нерiвнiсть

|∆(k,~t )| > λ−γk exp(−νλbk). (4.80)

Якщо ~ϕq ∈ E
X3,m
w4(α0,β0), q ∈ {1, . . . , n}, де α0 = α + γ + bmn + N , β0 =

β + ν − β1, то iснує єдиний розв’язок задачi (4.65) — (4.67) з просто-

ру Cn
(

[0, T ];E
X3,m
w4(α,β)

)
. Цей розв’язок зображується формулою (4.79) i

неперервно залежить вiд вектор-функцiй ~ϕq, q ∈ {1, . . . , n}.

Доведення. Встановимо оцiнки зверху для коренiв рiвняння (4.68).

Для цього зауважимо, що рiвняння (4.68) має вигляд

µmn +R1,kµ
mn−1 +R2,kµ

mn−2 + . . .+Rmn,k = 0, (4.81)

у якому

Rl,k =
∑

06q16n,...,06qm6n,
q1+...+qm=mn−l

det‖aqii,j(λk)‖
m
i,j=1, l ∈ {1, . . . ,mn}. (4.82)

Оскiльки |ari,j(λk)| 6
∑(n−r)b

q=0 |ar,qi,j |λ
q
k 6 C1λ

(n−r)b
k , i, j ∈ {1, . . . ,m}, r ∈

{0, 1, . . . , n}, то враховуючи явнi формули для коефiцiєнтiв Rl,k, отриму-

ємо, що |Rl,k| 6 C2λ
lb
k , l ∈ {1, . . . ,mn}. Тодi згiдно з [110, с. 102], для

коренiв µl(k) рiвняння (4.81) випливають оцiнки

|µl(k)| 6 2 max
j∈{1,...,mn}

(Rl,k)
1
j 6 C3λ

b
k, l ∈ {1, . . . ,mn}. (4.83)

Iз формул (4.70), (4.71) на пiдставi оцiнок (4.83) для компонент векторiв
~hl,k одержуємо

|hrl,k| 6 C4λ
bn(m−1)
k , r ∈ {1, . . . ,m}, l ∈ {1, . . . ,mn}. (4.84)

На пiдставi нерiвностей (4.69), (4.83) отримуємо, що для кожного t > 0
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справджуються нерiвностi∣∣∣∣∣
s0∑
q=0

µql (k) exp(µl(k)t)

∣∣∣∣∣ 6 C5w4(s0b,−δ1t;λk), (4.85)

де s0 ∈ {0, 1, . . . , n}, l ∈ {1, . . . ,mn}. З огляду на (4.77), (4.83) — (4.85)

отримуємо

|∆i,l(k,~t )|6C6w4(N,−β1;λk), i, l ∈ {1, . . . ,mn}. (4.86)

Iз формули (4.79) на пiдставi оцiнок (4.80), (4.83) — (4.86) встановлюємо

max
t∈[0,T ]

∣∣∣∣ds0urk(t)dts0

∣∣∣∣6C7w4(γ + s0b+ bn(m− 1) +N, ν − β1;λk)×

×
n∑
q=1

(|ϕ1
qk|+ . . .+|ϕmqk|), s0 ∈ {0, 1,. . . ,n}, r ∈ {1, . . . ,m}. (4.87)

Отже ∥∥∥~u;Cn
(

[0, T ];E
X3,m
w4(α,β)

)∥∥∥ 6 C8

n∑
q=1

( ∞∑
k=1

(|ϕ1
qk|2 + . . .+ |ϕmqk|2)×

×w2
4(α + γ + bnm+N, β + ν − β1;λk)

) 1
2

=C8

n∑
q=1

∥∥∥~ϕq;EX3,m
w4(α0,β0)

∥∥∥ .
Iз встановленої нерiвностi випливає твердження теореми. ♦

Для дослiдження питання про можливiсть виконання оцiнки (4.80)

встановимо деякi допомiжнi твердження та запровадимо позначення:

Mω(k) = µi1(k) + . . .+ µim(k), hω(k) = det ‖hqij ,k‖
m
j,q=1, Λω(k) =

∏
j∈setω

µj(k),

ω = (i1, . . . , im) ∈ C(mn;m); ~Hq(k) = col(~hq,k, µq(k)~hq,k, . . . , µ
n−1
q (k)~hq,k),

q ∈ {1, . . . ,mn};

Hm(k) = det ‖ ~H1(k), . . . , ~Hmn(k)‖; (4.88)

Sm(k) =
∏
σ≺ω

σ,ω∈C(mn;m)

(Mσ(k)−Mω(k))2 . (4.89)
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Дослiдимо, якими дiофантовими властивостями володiють запровадженi

величини (4.88), (4.89). З’ясуємо, за яких умов для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) натуральних k виконуються нерiвностi

|Hm(k)| > λ−γ1k , (4.90)

|Sm(k)| > λ−γ2k . (4.91)

Встановимо, що нерiвностi (4.90), (4.91) притаманнi майже всiм (стосов-

но мiри Лебега) системам вигляду (4.65).

Позначимо: ~Y = col (Y1, . . . , Yθ) = col(aq,rqi,j , i, j ∈ {1, . . . ,m}, q ∈ {0, 1,
. . . , n − 1}, rq ∈ {0, 1, . . . , (n − q)b}) — вектор розмiру θ = m2n2((n +

1)b + 2)/2, складений з коефiцiєнтiв системи (4.65); Ũ θ(ρ) — множина

тих векторiв ~Y ∈ U θ(ρ), ρ > 0, для яких:

1) aq,(n−q)bi,i = αi,1 . . . αi,q+. . .+αi,n−q+1 . . . αi,n, i ∈ {1, . . . ,m}, q ∈ {1, . . . , n},
де αi,q > 0, i ∈ {1, . . . ,m}, q ∈ {1, . . . , n}, αi,j 6= αr,l, i 6= r, j 6= l;

2) a0,0
i+1,i = ρ, i ∈ {1, . . . , n− 1}, ρ > 0;

3) всi решту координати векторiв ~Y дорiвнюють нулю.

Теорема 4.8. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cθ) векторiв
~Y ∈ U θ(ρ) нерiвнiсть (4.90) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) чисел k ∈ N при γ1 > m2n(2mn− n− 1)p/8.

Доведення. Iз формул (4.70) отримуємо

Hm(i−1)+r
q (k) =

mn−n∑
l=0

Ql,r(k)µmn−n−l+i−1
q (k), k ∈ N, (4.92)

q ∈ {1, . . . ,mn}, i, r ∈ {1, . . . , n}.

З рiвностей (4.71) видно, що коефiцiєнти Ql,r(k), q ∈ {1, . . . ,mn}, r ∈
{1, . . . , n}, є многочленами вiд Y1, . . . , Yθ степеня не вищого (m − 1).

Тодi з формул (4.88), (4.92) та елементарних властивостей визначника
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випливає, що Hm(k), k ∈ N, можна подати у виглядi

Hm(k) =
∑

s=(s1,...,smn),
s1+...+smn6(2m2n−mn−3m+2)n/2

φs(λk)µ
s1
1 (k) . . . µsmnmn (k), (4.93)

де φs(λk), s = (s1, . . . , smn) ∈ Zmn+ , — многочлени вiд Y1, . . . , Yθ степiнь

яких не перевищує mn(m− 1). Таким чином

H2
m(k) =

∑
s=(s1,...,smn),

s1+...+smn6(2m2n−mn−3m+2)n

φ̃s(λk)µ
s1
1 (k) . . . µsmnmn (k), (4.94)

де φ̃s(λk), s = (s1, . . . , smn) ∈ Zmn+ , — многочлени вiд Y1, . . . , Yθ степiнь

яких не перевищує 2mn(m−1). Iз формули (4.88) випливає, що функцiя

H2
m(k) є симетричним многочленом вiд коренiв µ1(k), . . . , µmn(k) степе-

ня (2m2n − mn − 3m + 2)n. За основною теоремою теорiї симетричних

многочленiв [111, глава XI] функцiю H2
m(k) можна подати у виглядi мно-

гочлена вiд Rl,k, l ∈ {1, . . . ,mn}, якi на пiдставi (4.82) є многочленами
вiд Y1, . . . , Yθ, степеня не вищого нiж m, тобто

H2
m(k) =

∑
s=(s1,...,sθ),

s1+...+sθ6m2n(2mn−n−1)

gs(λk)Y
s1

1 . . . Y sθ
θ , (4.95)

де gs(λk) =
χ(s)∑
j=1

gj,sλ
j
k, gj,s ∈ Z, χ(s) 6 n2m(m − 1)b, |s| 6 m2n(2mn −

n − 1). Доведемо, що для кожного k ∈ N функцiя Hm(k) вiдмiнна вiд

тотожного нуля в полiкрузi U θ(ρ), ρ > 0. Розглянемо вектор ~Y0 ∈ Ũ θ(ρ) ⊂
U θ(ρ), ρ > 0. Для такого вектора ~Y0 коренi рiвняння det ‖W (µ, λk0)‖ =

0 дорiвнюють µ(i−1)n+j(k0) = −αi,jλbk0, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} —
є рiзними. Визначник Hm(k) є визначником Вандермонда вiд коренiв

µq(k0), оскiльки αi,j 6= αq,r, i 6= q, j 6= r, то Hm(k) 6= 0. Таким чином для

кожного k ∈ N функцiя Hm(k) не дорiвнює тотожно нулевi, тобто числа

gs(λk) у (4.95) не можуть одночасно дорiвнювати нулевi.
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Тодi на пiдставi леми 4.2 випливає, що iснує вектор s(k) = (s1(k), . . . ,

sθ(k)) ∈ Zθ+, |s(k)| 6 m2n(2mn − n − 1), i стала K1 такi, що для всiх

k > K1 доданок gs(k)(λk)Y
s1(k)

1 . . .Y
sθ(k)
θ є старшим стосовно лексикогра-

фiчного впорядкування доданкiв у (4.95) i для всiх k > K1 виконується

оцiнка ∣∣∣∣∣ ∂|s(k)|H2
m(k)

∂Y
s1(k)

1 . . . ∂Y
sθ(k)
θ

∣∣∣∣∣ > |φs(k)|s1(k) . . . sθ(k) > 1. (4.96)

Згiдно леми 2.3 та оцiнки (4.96) для довiльного ρ > 0 при γ1 = m2n(2mn−
n− 1)p/8 + ε1, ε1 > 0, виконуються спiввiдношення

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |H2
m(k)| 6 λ−2γ1

k } = 0, коли s(k) = (0),

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |H2
m(k)| 6 λ−2γ1

k } 6 C9λ
−4γ1/|s(k)|
k 6 C9λ

−p/2−ε1
k (4.97)

при s(k) 6= (0). Iз оцiнок (3.121), (4.97) на пiдставi леми Бореля-Кантеллi

випливає твердження теореми. ♦

Теорема 4.9. Для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cθ) векторiв
~Y ∈ U θ(ρ) нерiвнiсть (4.91) виконується для всiх (крiм скiнченної

кiлькостi) натуральних k при γ2 > mpP/4, де P = Cm
mn(C

m
mn − 1).

Доведення. Iз формули (4.89) випливає, що функцiя Sm(k) є одно-

рiдним симетричним многочленом вiд коренiв µ1(k), . . . , µmn(k) степеня

P з цiлими коефiцiєнтами. За основною теоремою теорiї симетричних

многочленiв [111] та формулами Вiєта функцiю Sm(k) можна подати у

виглядi многочлена вiд R1,k, . . . Rmn,k

Sm(k) =
∑

s=(s1,...,smn),
s1+2s2+...+mnsmn6P

gsR
s1
1,k . . . R

smn
mn,k, (4.98)

де gs ∈ Z. Iз формул (4.82) видно, що Rl,k, l ∈ {1, . . . ,mn}, є многочле-
нати вiд Y1, . . . , Yθ степеня не вищого за m, тому iз (4.98) отримуємо

Sm(k) =
∑

r=(r1,...,rθ),
r1+r2+...+rθ6mP

αr(λk)Y
r1

1 . . . Y rθ
θ . (4.99)
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Доведемо, що для кожного k ∈ N функцiя Sm(k) вiдмiнна вiд тотожного

нуля в полiкрузi U θ(ρ). Для цього доведемо, що Sm(k) 6≡ 0 в Ũθ(ρ) ⊂
Uθ(ρ). Дiйсно для такого вектора ~Y0 ∈ Ũ θ(ρ), коренi рiвняння (4.68) є

такими µ(i−1)n+j(k) = −αi,jλbk, i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, а функцiя

Sm(k) =
∑

(q1,...,qmn)∈Zmn+ ,
q1+...+qmn6P

λbPk (α1,1)
q1 · · · (αm,n)qmn,

є многочленом mn змiнних αi,j, i∈{1,. . .,m}, j∈{1, . . . , n}, якi є компо-
нентами вектора ~Y0, i як многочлен цих змiнних вiдмiнна вiд тотожного

нуля. Тодi iз леми 4.2 випливає, що iснує вектор r(k) = (r1(k),. . . , rθ(k))∈
Zθ+, |r(k)| 6 mP, i стала K2 такi, що для всiх k > K2 доданок

αr(k)(λk)Y
r1(k)

1 . . . Y
rθ(k)
θ є старшим стосовно лексикографiчного впорядку-

вання доданкiв у (4.99) i для всiх k ∈ N, k > K2 виконується оцiнка∣∣∣∣∣ ∂|r(k)|Sm(k)

∂Y
r1(k)

1 . . . ∂Y
rθ(k)
θ

∣∣∣∣∣ > |αr(k)(λk)|r1(k)! . . . rθ(k)! > 1. (4.100)

Тодi на пiдставi леми 2.3 та оцiнки (4.100) для довiльного ρ > 0 при

γ2 = mpP/4 + ε2, ε2 > 0, отримуємо

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |Sm(k)| 6 λ−γ2k } = 0, коли r(k) = (0),

або

mesCθ{~Y ∈ U θ(ρ) : |Sm(k)| 6 λ−γ2k } 6 C10λ
−2γ2/|r(k)|
k 6 C10λ

−p2−ε̃2
k , (4.101)

при r(k) 6= (0), ε̃2 = 4ε2
mpP . Iз (3.121), (4.101) видно, що ряд

∞∑
k=1

mesCθ{~Y ∈

U θ(ρ) : |Sm(k)| 6 λ−γ2k } 6 C11

∞∑
k=1

k−1−2ε̃1/p є збiжним. Тодi враховуючи

лему Бореля-Кантеллi отримуємо твердження теореми. ♦

Для довiльних наборiв ω1, . . . , ωr ∈ C(mn;m), 1 6 r 6 n − 1, таких,

що setωj ∩ setωq = ∅, 1 6 j < q 6 r, означимо множини W1 =C(mn;m),

Wj+1(ω1,. . ., ωj)={ω : setω ∩ setωq = ∅, 1 6 q 6 j}, (4.102)
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та многочлени

Pj(µ, k;ω1 . . . , ωj) =
∏

ω∈Wj(ω1,...,ωj−1)\{ωj}

(µ−Mω(k)) , (4.103)

де j ∈ {1, . . . , n−1}. Вiдзначимо, що степiнь многочлена Pj(µ, k;ω1 . . . , ωj)

за змiнною µ дорiвнює dj = Cm
Qj
− 1, Qj = m(n− j + 1).

Для параболiчних систем (4.65), якi справджують оцiнки (4.90) та

(4.91) справедливi наступнi твердження.

Лема 4.3. Якщо виконується оцiнка (4.90), то iснують такi по-

парно непретиннi набори ω1, . . . , ωn ∈ C(mn;m), для яких нерiвнiсть

n∏
j=1

|hωj(k)| > C12λ
−γ1−bmn(n−1)/2
k , C12 > 0, (4.104)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k.

Доведення. Користуючись теоремою Лапласа про обчислення визна-

чникiв, розкладемо визначник Hm(k) i враховуючи нерiвностi (4.90) дi-

станемо

λ−γ1k < |Hm(k)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∑

(ω1,...,ωn−1)
ω1∈W1,ω2∈W2(ω1),...,
ωn−1∈Wn−1(ω1,...,ωn−2)

n∏
j=1

hωj(k)Λj−1
ωj

(k)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6

6
∑

(ω1,...,ωn−1)
ω1∈W1,ω2∈W2(ω1),...,
ωn−1∈Wn−1(ω1,...,ωn−2)

n∏
j=1

|hωj(k)||Λj−1
ωj

(k)|, (4.105)

де W1, Wj(ω1, . . . , ωj−1), j ∈ {2, . . . , n − 1}, — множини, визначенi фор-

мулами (4.102), ωn ∈ C(mn;m) — набiр, що однозначно визначається за

наборами ω1, . . . , ωn−1 умовою setωn ∩ setωj = ∅, j ∈ {1, . . . , n − 1}. Су-
ма в лiвiй частинi нерiвностi (4.105) мiстить (mn)!/(m!)n доданкiв, тому
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знайдуться такi неперетиннi набори ω1, . . . , ωn ∈ C(mn;m), що∑
(ω1,...,ωn−1)

ω1∈W1,ω2∈W2(ω1),...,
ωn−1∈Wn−1(ω1,...,ωn−2)

n∏
j=1

|hωj(k)||Λj−1
ωj

(k)| 6 (mn)!

(m!)n

n∏
j=1

|hωj(k)|
n∏
j=1

|Λj−1
ωj

(k)|.

(4.106)

Оскiльки з нерiвностей (4.83) випливає, що для довiльного набору ω ∈
C(mn;m) |Λω(k)| 6 C13λ

mb
k , а

n∏
j=1

|Λj−1
ωj

(k)| 6 C14λ
bmn(n−1)/2
k , то iз оцiнок

(4.105), (4.106) отримуємо

λ−γ1k 6
(mn)!

(m!)n

n∏
j=1

|hωj(k)|
n∏
j=1

|Λj−1
ωj

(k)| 6 C14λ
bmn(n−1)/2
k

n∏
j=1

|hωj(k)|.

Тобто
n∏
j=1

|hωj(k)| > (C14)
−1λ

−γ1−bmn(n−1)/2
k . ♦

Лема 4.4. Якщо виконується нерiвнiсть (4.91), то для довiльних

попарно непретинних наборiв ω1, . . . , ωn−1 ∈ C(mn;m) нерiвнiсть

n−1∏
j=1

∣∣Pj(Mωj(k); k, ω1, . . . , ωj)
∣∣ > C15λ

− 1
2 (γ2+bP)+b

n−1∑
j=1

dj

k , (4.107)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) натуральних k, де

P=Cm
mn(C

m
mn− 1).

Доведення. На пiдставi формули (4.89) функцiю Sm(k) можна запи-

сати у виглядi

Sm(k) =
n−1∏
j=1

∣∣Pj(Mωj(k), k;ω1, . . . , ωj)
∣∣2 ∏

(σ,ω)∈I2

(Mσ(k)−Mω(k))2, (4.108)

де I1(j) = {(σ, ωj) : σ ∈ Wj(ω1, . . . , ωj−1), σ ≺ ωj} ∪ {(ωj, ω) : ω ∈ Wj(ω1,

. . . , ωj−1), ωj ≺ ω}, j ∈ {1, . . . , n − 1}, а I2 =

{
(σ, ω) : σ ≺ ω, (σ, ω) /∈

n−1⋃
j=1

I1(j)

}
. Оскiльки множина I2 складається iз P −

n−1∑
j=1

dj елементiв, то

враховуючи оцiнки (4.83) одержуємо, що∏
(σ,ω)∈I2

|Mσ(k)−Mω(k)|2 6 C16λ
b(P−

∑n−1
j=1 dj)

k . (4.109)
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Iз формули (4.108) на пiдставi оцiнок (4.89), (4.109) встановлюємо, що

нерiвнiсть

n−1∏
j=1

∣∣Pj(Mωj(k), k;ω1, . . . , ωj)
∣∣ > C17λ

− 1
2 (γ2+bP−b

∑n−1
j=1 dj)

k (4.110)

виконується для всiх крiм скiнченної кiлькостi натуральних k, а отже й

виконується нерiвнiсть (4.107). ♦

Лема 4.5. Для довiльних попарно неперетинних наборiв ω1, . . . , ωn ∈
C(mn;m), для всiх k ∈ N, справджується нерiвнiсть

n∏
j=1

|Λωj(k)|Nj > C18λ
bm(N1+...+Nn)
k . (4.111)

Доведення. Iз умови A1) — параболiчностi системи (4.65), випливає,

що |Reµl(k)| > δ1λ
b
k, l ∈ {1, . . . ,mn}. Враховуючи елементарну нерiвнiсть

|z| > |Rez|, отримуємо |µl(k)| > δ1λ
b
k, l ∈ {1, . . . ,mn}. Iз встановлених

оцiнок одержуємо нерiвнiсть

n∏
j=1

|Λωj(k)|Nj > (δ1)
bm(N1+...+Nn)λ

bm(N1+...+Nn)
k ,

з якої випливає твердження леми. ♦

Дослiдимо питання про можливiсть виконання оцiнки (4.80), якщо

для системи (4.65) справджуються нерiвностi (4.90), (4.91). Позначимо:

~Z=
(
b
Nq,q,M
i,i : q ∈ {1,. . ., n}, i ∈ {1,. . .,m}

)
; δ2 =sup

k∈N
max

q∈{1,...,nm}
{|Reµq(k)|/λbk}.

Теорема 4.10. Нехай система (4.65) справджує умови (4.90), (4.91).

Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Cmn) векторiв ~Z ∈
Umn(ρ) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈
[0;T ]n нерiвнiсть (4.80) виконується для всiх (крiм скiнченної кiлько-

стi) натуральних k, при ν = nmδ2T, а

γ > γ1+
γ2

2
+
pmn

4
+
b

2
(P+mn(n−1))+

1

2
(p+b)

n−1∑
j=1

dj−bm(N1+. . .+Nn)−nmM.
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Доведення. Продиференцiюємо визначник ∆(k,~t ) за змiнними z1,. . . ,

zmn отримуємо
∂mn∆(k,~t )

∂z1 . . . ∂zmn
= λmnMk Υ(k,~t ), (4.112)

де

Υ(k,~t ) = det
∥∥∥µNql (k)~hl,ke

µl(k)tq
∥∥∥l∈{1,...,mn}
q∈{1,...,n},

.

Встановимо спочатку що при виконаннi оцiнок (4.90), (4.91), для всiх

(крiм скiнченної кiлькостi) k ∈ N виконується нерiвнiсть

|Υ(k,~t )| > λ−γ0k exp(−mnδ2Tλ
b
k), (4.113)

де γ0 = γ1 + γ2
2 + b

2(P+mn(n−1)) + 1
2(p+ b)

∑n−1
j=1 dj− bm(N1 +. . .+Nn) + ε,

ε > 0. Для цього запровадимо позначення: Υj
ω(k, tj+1,. . ., tn), ω ∈Wj, —

визначник, який отримується з Υ(k,~t ) викреслюванням jm стовпцiв,

номери яких складають множину setω1 ∪ . . . ∪ setωj−1 ∪ setω, та перших
jm рядкiв;

F0(k) = {~t ∈ [0, T ]n : |Υ0(k, t1 . . . , tn)| < ν0(k)},

Fj(k) =
{
~t ∈ [0, T ]n :

∣∣∣Υj−1
ωj−1

(k, tj, . . . , tn)
∣∣∣ < νj−1(k),∣∣∣Υj

ωj
(k, tj+1, . . . , tn)

∣∣∣ > νj(k)
}
, j ∈ {1, . . . , n− 1}, k ∈ N,

де Υ0(k, t1 . . . , tn) := Υ(k,~t), а числа ν0(k), ν1(k), . . . , νn−1(k), k ∈ N, ви-

значаються рекурентними формулами

νn−1(k)= |Λωn(k)|Nn|hωn(k)| exp(−mδ2Tλ
b
k), νj−1(k)=νj(k)|Λωj(k)|Nj |hωj(k)|×

×|Pj(Mωj(k), k;ω1, . . . , ωj)| exp(−mδ2Tλ
b
k)λ
−dj(p/2+b)−ζj
k , j ∈ {n− 1, . . . , 1},

в яких всi числа ζj, є додатними. Оцiнемо зверху мiри Лебега в Rn

множин Fj(k), j ∈ {n − 1, . . . , 1}. Для цього зауважимо, що з теореми

Лапласа про обчислення визначникiв випливають рiвностi:

Υj−1
ωj−1

(k, tj, . . . , tn)=
∑

ω∈Wj(ω1,...,ωj−1)

±hω(k) exp(Mω(k)tj)Υ
j
ω(k, tj+1,. . ., tn),

(4.114)
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де j ∈ {1, . . . , n− 1}. З отриманих формул (4.114) встановлюємо∣∣∣∣Pj ( ∂

∂tj
, k;ω1, . . . , ωj

)
Υj−1
ωj−1

(k, tj, . . . , tn)

∣∣∣∣ = |Λωj(k)|Nj |hωj(k)|×

×|Pj(Mωj(k), k, ω1, . . . , ωj)| exp(Mωj(k)tj)
∣∣∣Υj

ωj
(k, tj+1 . . . , tn)

∣∣∣ , (4.115)

j ∈ {1, . . . , n− 1}, k ∈ N.

Якщо ~t ∈ Fj(k), j ∈ {1, . . . , n− 1}, k ∈ N, то з формул (4.115) отримуємо∣∣∣∣Pj ( ∂

∂tj
, k;ω1, . . . , ωj

)
Υj−1
ωj−1

(k, tj . . . , tn)

∣∣∣∣ > |Λωj(k)|Nj |hωj(k)|×

×|Pj(Mωj(k), k;ω1, . . . , ωj)| exp(−mδ2Tλ
b
k)νj(k). (4.116)

На пiдставi леми 2.2 та нерiвностi (4.116) випливає, що ∀k ∈ N

mesRFj(k, t1,. . . ,tj−1, tj+1,. . . ,tn) 6

6 C19

(
λ
bdj
k νj−1(k)|Λωj(k)|−Nj exp(mδ2Tλ

b
k)

νj(k)|hωj(λk)||Pj(Mωj(k), k;ω1, . . . , ωj)|

) 1
dj

6 C20λ
−p2−

ζj
dj

k , (4.117)

де Fj(k, t1,. . ., tj−1, tj+1,. . ., tn) = {tj ∈ [0, T ] : ~t ∈ Fj(k)}, j ∈{1, . . . , n − 1}.
Iнтегруючи оцiнки (4.117) за змiнними t1, . . . , tj−1, tj+1, . . . , tn, отримуємо

mesRnFj(k) 6 C20λ
−p2−ε3
k , j ∈ {1, . . . , n−1}, ε3 = min

j∈{1,...,n−1}
{ζj/dj}. (4.118)

Зауважимо, що F0(k) ⊂
n−1⋃
j=1

Fj(k). Це випливає з того, що в наслiдок

рiвностi Υn−1
ωn−1

(k, tn) = (Λωn(k))Nnhωn(k) exp(Mωn(k)tn) виконується нерiв-

нiсть |Υn−1
ωn−1

(k, tn)| > νn−1(k). Тодi на пiдставi (4.118) отримуємо, що для

мiри множини F0(k) справджується нерiвнiсть

mesRnF0(k) 6
n−1∑
j=1

mesRnFj(k) 6 C21λ
−p2−ε3
k , (4.119)
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з якої на пiдставi оцiнок (3.121) випливає, що ряд
∞∑
k=1

mesRnF0(k) є збi-

жним. Тодi згiдно леми Бореля-Кантеллi для майже всiх (стосовно мiри

Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть

|Υ(k)| > ν0(k) ≡
n∏
j=1

|Λωj(k)|Nj |hωj(k)|
n−1∏
j=1

|Pj(Mωj(k), k, ω1, . . . , ωj)|×

×w4

(
−(p/2 + b)

n−1∑
j=1

dj − ε3,−mnδ2T ;λk

)
, (4.120)

виконується для всiх крiм скiнченної кiлькостi k ∈ N. Iз (4.120) на

пiдставi тверджень лем 4.3 — 4.5 встановлюємо, що для майже всiх

(стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть

|Υ(k,~t )|>C22w4

(
− γ1 −

γ2

2
− b

2
(P +mn(n− 1))−

1

2
(p+ b)

n−1∑
j=1

dj + bm(N1 +. . .+Nn)− ε,−mnδ2T ;λk

)
,

(4.121)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N.

Iз формули (4.112) на пiдставi нерiвностей (4.121) отримуємо, що для

майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n нерiвнiсть∣∣∣∣ ∂mn∆(k,~t )

∂z1 . . . ∂zmn

∣∣∣∣ > C23w4

(
− γ1 −

γ2

2
− b

2
(P +mn(n− 1))− 1

2
(p+ b)

n−1∑
j=1

dj+

+bm(N1 +. . .+Nn) + nmM − ε,−mnδ2T ;λk

)
= C23w4(−γ0,−mnδ2T ;λk),

(4.122)

виконується для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) чисел k ∈ N. Тодi згiдно

леми 2.3 та оцiнки (4.122) при γ = γ0 + pmn/4 + ε4, та ν = mnδ2T , де

ε4 > ε > 0, отримуємо, що

mesCmn{~Z ∈ Umn(ρ) : |∆(k,~t )| 6 w4(−γ;−ν)} 6

6 C24

(
w4(−γ;−ν)

w4(−γ0;−mnδ2T )

) 2
mn

6 C24λ
−p2−

2(ε4−ε)
mn

k . (4.123)
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Iз оцiнок (4.123) на пiдставi нерiвностей (3.121), та леми Бореля-Кантеллi

випливає твердження теореми. ♦

Зауваження 4.4. Вибiр коефiцiєнтiв при найстарших похiдних в умо-

вах (4.66) в якостi параметрiв метричної теореми зумовлений кращою

(порiвняно з вибором iнших параметрiв) оцiнкою в теоремi 4.10.

З теорем 4.7 — 4.10 випливає твердження про однозначну розв’я-

знiсть задачi (4.65) — (4.67) для майже всiх (стосовно мiри Лебега)

векторiв складених з її параметрiв.

Наслiдок 4.2. Нехай ~ϕq ∈ E
X3,m
w4(α0,β0), q ∈ {1, . . . , n}, де β0 = β+mnδ2−

mδ1(t1+. . .+tn)+δ1tn, α0 > α+γ1+γ2
2 +pmn

4 + b
2(p+mn(n+1))+1

2(p+b)
n−1∑
j=1

dj+

bn(m−1)(mn−1)−bN0−M. Тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега

в Cθ) векторiв ~Y ∈ U θ(ρ), для майже всiх (стосовно мiри Лебега в

Cmn) векторiв ~Z ∈ Umn(ρ) i для майже всiх (стосовно мiри Лебега в

Rn) векторiв ~t ∈ [0, T ]n iснує єдиний розв’язок задачi (4.65) — (4.67) з

простору Cn
(

[0, T ];E
X3,m
w4(α,β)

)
. Цей розв’язок зображується формулою

(4.79) i неперервно залежить вiд вектор-функцiй ~ϕq, q ∈ {1, . . . , n}.

Зауваження 4.5. Характерною особливiстю, яка проявляється при

дослiдженнi задачi з багатоточковими умовами (4.66) для параболiчної

системи рiвнянь (4.65), стала поява визначника ∆(k,~t ) (див. формулу

(4.77)). Визначник ∆(k,~t ) має складну нелiнiйну структуру, в науко-

вiй лiтературi метричнi оцiнки знизу для нього не були встановленi.

Вiдзначимо, що простiшi (за структурою) до ∆(k,~t ) вирази виникали в

роботi [20], але питання про метричнi оцiнки таких виразiв не розгля-

далось.
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Висновки до роздiлу 4

У цьому пiдроздiлi встановлено умови коректної розв’язностi задачi

з двоточковими умовами за часовою змiнною i умовами типу Дiрiхле за

просторовими координатами для параболiчних систем другого порядку,

якi справджують певнi дiофантовi властивостi. Доведено, що такi вла-

стивостi притаманнi майже всiм (стосовно мiри Лебега) параболiчним

системам другого порядку.

У пiдроздiлi 5.2 дослiджено задачу з багатоточковими умовами для

параболiчних систем вищих порядкiв та довiльного розмiру. При цьому

встановлено новi метричнi твердження про оцiнки знизу малих знамен-

никiв i показано, що такi оцiнки виконуються для майже всiх (стосовно

мiри Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв систем, коефiцєнтiв

умов та вузлiв iнтерполяцiї.

Побудовано явнi формули для розв’язкiв цих задач у виглядi рядiв за

системою ортогональних функцiй.

Основнi результати роздiлу опублiкованi в роботах [96,105].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню в обмежених цилiн-

дричних областях задач з локальними багатоточковими умовами за ча-

совою змiнною та певними умовами (перiодичностi, типу Дiрiхле) за

просторовими змiнними для лiнiйних параболiчних рiвнянь та систем

рiвнянь зi змiнними коефiцiєнтами. Такi задачi, в загальному випадку,

є умовно коректними, а їх розв’язнiсть пов’язана з проблемою малих

знаменникiв.

Одержано такi новi результати:

1) встановлено умови коректностi двоточкової задачi для параболi-

чних за Петровським рiвнянь другого порядку за часовою змiнною з

операторами Штурма-Лiувiлля за просторовими координатами; доведе-

но, що такi умови виконуються для довiльних фiксованих вузлiв iнтер-

поляцiї i для майже всiх (стосовно мiри Гаусдорфа) векторiв, складених

iз коефiцiєнтiв рiвнянь;

2) для параболiчних за Петровським рiвнянь вищих порядкiв з опе-

раторами Штурма-Лiувiлля за просторовими координатами та для 2~b-

параболiчних рiвнянь з оператором Бесселя за однiєю з просторових

змiнних встановлено однозначну розв’язнiсть багатоточкової задачi з

простими вузлами для майже всiх (стосовно мiри Лебега) векторiв, скла-

дених iз вузлiв iнтерполяцiї;

3) знайдено умови коректної розв’язностi багатоточкових задач для

параболiчних за Петровським рiвнянь коефiцiєнти яких залежать вiд

просторових змiнних, а також для параболiчних рiвнянь iз факторизо-

ваним оператором iз коефiцiєнтами, залежними як вiд часової, так i вiд

просторових змiнних; доведено метричнi теореми про оцiнки знизу ма-
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лих знаменникiв, якi виниклають при побудовi розв’язкiв;

4) встановлено умови коректної розв’язностi двоточкової задачi для

параболiчних за Петровським систем другого порядку за часовою змiн-

ною та багатоточкової задачi для систем вищих порядкiв за часовою

змiнною i доведено, що такi умови виконуються для майже всiх (стосов-

но мiри Лебега) векторiв, складених iз коефiцiєнтiв систем, коефiцiєнтiв

багатоточкових умов та значень вузлiв iнтерполяцiї;

5) для всiх розглянутих задач побудовано зображення розв’язкiв у

виглядi рядiв Фур’є за системами вiдповiдних функцiй.
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