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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. При вивченнi функцiональних просторiв, зокрема
просторiв аналiтичних функцiй, одне з першочергових значень має вивче-
ння екстремальних властивостей цих просторiв. Одними з найважливiших
результатiв такого плану є теореми iснування та єдиностi. Такого типу ре-
зультати встановленi для класичних просторiв Б. Я. Левiним, В. П. Гура-
рiєм, М. А. Євграфовим, Р. Боасом, С. Н. Мергеляном, Дж. Хвангом та
iншими математиками. Перенесення цих результатiв на ваговi узагальнен-
ня просторiв, зокрема просторiв Гардi з експоненцiальною вагою, вимагало
нових пiдходiв та методiв i залишалося вiдкритим питанням.

Простором Гардi Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, називається клас аналiтичних у
пiвплощинi C+ := {z : Rez > 0} функцiй f , для яких

‖f‖ := sup
x>0


+∞∫
−∞

| f(x+ iy) |p dy


1
p

< +∞.

А. Седлєцкий показав, що простори Hp (C+), 1 ≤ p < +∞, можуть бути
визначенi як класи аналiтичних у C+ функцiй f, для яких

||f ||∗ = sup
ϕ∈(−π2 ;

π
2 )


+∞∫
0

|f(reiϕ)|pdr


1
p

< +∞.

причому вищенаведенi норми є еквiвалентними.
Простори функцiй експоненцiального зростання у пiвплощинi розгляда-

лися, зокрема, Н. В. Говоровим, Б. В. Винницьким та їх учнями. Б. В. Вин-
ницький ввiв ваговий простiр Гардi Hp

σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ σ < +∞,
функцiй, аналiтичних у правiй пiвплощинi, що характеризуються експо-
ненцiальним зростанням. Цей простiр є з одного боку, як показав А. М. Се-
длецький, узагальненням простору Гардi у правiй пiвплощинi Hp(C+), а з
iншого — аналогом для пiвплощини добре вiдомого простору Пелi-Вiнера
W p

σ , що складається з цiлих функцiй експоненцiального типу ≤ σ, що нале-
жать до Lp(R). У процесi дослiджень виявилося, що властивостi просторiв
Hp
σ(C+), 1 ≤ p < ∞, 0 < σ < +∞, iстотно вiдрiзняються вiд властиво-

стей просторiв у неваговому випадку. Зокрема, у ваговому випадку швид-
ке спадання функцiї вздовж додатньої дiйсної пiвосi пов’язане зi швидким
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зростанням її вздовж уявної осi. Чи справедлива ця закономiрнiсть i для
простору H∞σ (C+), залишалося вiдкритим питанням.

У 1949 роцi А. Бьорлiнг одержав повний опис трансляцiйно iнварiан-
тних пiдпросторiв для простору Гардi в крузi. Пiзнiше П. Лакс перенiс цей
результат на випадок просторiв Гардi у пiвплощинi. При цьому природним
виявилося дослiдження iнварiантностi вiдносно множення на eτz, τ ≤ 0.
Подальшi дослiдження показали, що результати, одержанi для просторiв
Гардi, часто мають прямi аналоги для об’єктiв у рiзних роздiлах математи-
ки. Елегантнiсть результатiв А. Бьорлiнга та П. Лакса викликала великий
iнтерес до цiєї тематики, що розвинулося в дослiдження циклiчних, мульти-
циклiчних, гiперциклiчних функцiй та операторiв, трансляцiйно iнварiан-
тних пiдпросторiв. Цими питаннями активно займалися, зокрема, Х. Ша-
пiро, В. П. Хавiн, Н. К. Нiкольський, В. I. Васюнiн, В. Рудiн, Б. Юсефi,
Н. Гогус, К. Массанеда, Н. Зорбоска, А. Бонiлла, В. П. Гурарiй, Х. Хе-
денмальм, Б. В. Винницький, В. В. Капустiн, А. Д. Баранов, В. Е. Кiм,
В. М. Дiльний, П. Бурдон, Е. Стейн, Р. Койфман, Г. Вейсс, Є. М. Динькiн,
Б. П. Осiленкер, Г. Семпсон, Д. Фонг та багато iнших.

Властивостi простору Пелi-ВiнераW p
σ є дуже добре вивченими, а прийо-

ми i методи, розробленi для його дослiдження, часто використовуються при
дослiдженнi об’єктiв у багатьох роздiлах математики. Проте деякi задачi,
пов’язанi з просторами Пелi-Вiнера, були розв’язанi досить недавно чи за-
лишалися вiдкритими. Однiєю з таких є задача про розщеплення функцiй
з W 1

σ на суму двох, кожна з яких ”велика” тiльки в певному кутi. Задачi
такого типу розглядали Л. Еренпрайс, Р. С. Юлмухаметов, Ю. I. Любар-
ський, I. Е. Чижиков, В. М. Дiльний.

Як показано Ю. I. Любарським, простори Гардi можна успiшно вивча-
ти за допомогою теорiї рядiв Дiрiхле. Тому ця теорiя, розвинута у працях
А. Ф. Леонтьєва, М. М. Шеремети, О. Б. Скаскiва, П. В. Фiлевича та їх
учнiв має хорошi перспективи бути застосованою до дослiджень вагових
просторiв Гардi. Задачi теорiї наближень на просторах Гардi та близьких
до них просторах успiшно дослiджуються А. С. Романюком, С. Б. Вакар-
чуком, М. Ш. Шабозовом, В. В. Савчуком, С. О. Чайченком та iншими
математиками. Дослiдження, об’єктом яких є простори Гардi аналiтичних
функцiй, також часто знаходять застосування у комплексному та функцiо-
нальному аналiзi, теорiї диференцiальних рiвнянь, теорiї ймовiрностей, а
також у прикладних напрямах: геодинамiцi, теорiї iнформацiї, квантовiй

2



фiзицi. Тому можна очiкувати важливих застосувань i для результатiв з
теорiї просторiв типу Гардi, якi розглядаються в нашiй дисертацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робо-
та виконана на кафедрi математики Iнституту фiзики, математики, еконо-
мiки та iнновацiйних технологiй Дрогобицького державного педагогiчного
унiверситету iменi Iвана Франка. Напрямок дослiджень, обраний у дисер-
тацiї, передбачений планами наукової роботи Дрогобицького державного
педагогiчного унiверситету iменi Iвана Франка.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є встановити зв’язки
межових властивостей функцiй з просторiв типу Гардi з поведiнкою фун-
кцiй в областях аналiтичностi, що передбачає вирiшення таких завдань:

• отримати теореми єдиностi та iснування у просторах Hp
σ(C+), σ > 0,

1 ≤ p < +∞;

• встановити теореми єдиностi та iснування у просторахH∞σ (C+), σ > 0;

• одержати доповнення опису трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у
просторi Hp

σ(C+);

• встановити для функцiй з простору H∞σ (C+), σ > 0, еквiвалентнiсть
швидкого зростання у деякому сенсi вздовж уявної осi та швидкого
спадання вздовж дiйсної пiвосi;

• розглянути та описати властивостi простору, що визначається перети-
ном вагових просторiв Гардi;

• знайти новий спосiб розщеплення функцiй з W 1
σ (C+) та встановити

умови розв’язностi задачi розщеплення.

Об’єктом дослiдження є простори типу Гардi.
Предметом дослiдження є властивостi функцiй з просторiв типу Гардi.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач використову-
вались методи теорiї функцiй комплексної змiнної, методи математичного
аналiзу та деякi прийоми з робiт Н. В. Говорова, Г. З. Бера, Б. Я. Левiна,
А. М. Седлецького, В. М. Дiльного, Б. В. Винницького.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi результати, отри-
манi в дисертацiйнiй роботi, є новими i полягають у наступному:
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• отримано теореми єдиностi та iснування у просторах Hp
σ(C+), σ > 0,

1 ≤ p < +∞;

• встановлено теореми єдиностi та iснування у просторах H∞σ (C+),
σ > 0;

• одержано доповнення опису трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у
просторi Hp

σ(C+);

• встановлено для функцiй з простору H∞σ (C+), σ > 0, еквiвалентнiсть
швидкого зростання у деякому сенсi вздовж уявної осi та швидкого
спадання вздовж дiйсної осi;

• розглянуто та описано деякi властивостi простору, що визначається
перетином вагових просторiв Гардi;

• запропоновано новий спосiб розщеплення функцiй з W 1
σ (C+) та вста-

новлено критерiй розв’язностi задачi розщеплення.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi результати,
отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний характер i можуть
знайти застосування як у подальших дослiдженнях з теорiї функцiй, так i
у iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи отри-
манi її автором самостiйно. У статтях, написаних у спiвавторствi, спiвав-
торам належить постановка задачi та загальне керiвництво.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано
на таких конференцiях:

1) IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рiчницi вiд дня
народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня – 5 липня 2014 р);

2) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька (Дро-
гобич, 25–28 серпня 2015 р.);

3) мiжнароднiй конференцiї ”Complex Analysis and Related Topics” ( Львiв,
30 травня - 4 червня 2016 р).
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Результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на

• Львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй
(керiвники — проф. О. Б. Скаскiв та проф. А. А. Кондратюк),
• семiнарi з теорiї потенцiалу та її застосувань у Львiвському нацiональ-
ному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвники — проф. О. Б. Ска-
скiв, проф. I. Е. Чижиков),
• семiнарi з математичного аналiзу у Дрогобицькому державному педа-
гогiчному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвник — проф. Б. В. Вин-
ницький),
• семiнарi з теорiї функцiй IМ НАН України (керiвник — доктор фiз.–
мат. наук, проф. А. С. Романюк),
• математичному семiнарi в унiверситетi Я. А. Коменського (Братисла-
ва, Словаччина, керiвник — проф. М. Фечкан),
• науковому семiнарi в Iнститутi математики Словацької академiї наук
в Братиславi (Братислава, Словаччина, керiвник — проф. А. Двуре-
ченський).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiковано в 8
статтях i наукових повiдомленнях, з яких 5 у виданнях з Перелiку фахових
видань МОН України. Зокрема, у журналi ”Известия вузов. Математика”,
який вiдображений у мiжнароднiй науково-метричнiй базi даних Scopus, та
”Український математичний журнал” - Web of Science та Scopus.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку умов-
них позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та списку використаних дже-
рел, який налiчує 106 найменувань. Загальний обсяг дисертацiї — 132 сто-
рiнки, обсяг списку використаних джерел — 9 сторiнок.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi дисертацiї розкрито суть i стан наукової роботи, якiй присвя-
чено дисертацiйне дослiдження, обгрунтовано актуальнiсть теми дисерта-
цiї, сформульовано мету i задачi дослiдження. У роздiлi 1 подано огляд
лiтератури i сформульовано основнi результати дисертацiї.

Роздiл 2 присвячено отриманню теорем єдиностi для вагових просторiв.
Нехай Hp

σ(C+), 1 ≤ p < +∞, 0 ≤ σ < +∞, – простiр функцiй f аналi-
тичних в C+, для яких

sup
ϕ∈(−π2 ;

π
2 )


+∞∫
0

∣∣f(reiϕ)∣∣p e−σpr|sinϕ|dr


1
p

< +∞.

У першому пiдроздiлi роздiлу 2 отримано наступний результат для фун-
кцiй з Hp

σ(C+), 0 ≤ σ < +∞.
Теорема 2.1. Нехай 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, функцiя f належить до
простору Hp

σ(C+) i f(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)
> 0. (1)

Сформульована теорема 2.1. показує, що коли функцiя f ∈ Hp
σ(C+) не

має жодного нуля в C+, то в певному кiлькiсному значеннi вона не може
дуже швидко спадати на дiйснiй додатнiй пiвосi при x → +∞. З теоре-
ми 2.1. та результатiв В. М. Дiльного випливає, що за умов теореми 2.1.
виконується

(∀y ∈ R) lim
x→+∞

(
|f(x+ iy)|

1
xx

2σ
π

)
> 0.

Подiбне виконується i для iнших теорем цього роздiлу.
Зауважимо, що умова (1) еквiвалентна до наступної умови

lim
x→+∞

(
ln |f(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
> −∞.

З теореми 2.1. випливає наступне твердження для функцiй з класичного
простору Гардi, якi не мають жодного нуля в правiй пiвплощинi, яке теж
є новим.
Наслiдок 2.1. Нехай 1 ≤ p < +∞, f ∈ Hp(C+) i f(z) 6= 0 для всiх
z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

|f(x)|1/x > 0.
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Наступна теорема доповнює твердження теореми 2.1.
Теорема 2.2. Якщо 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, f ∈ Hp

σ(C+) i

lim
x→+∞

(
|f(x)|

1
x x

2σ
π

)
= 0, (2)

то f(z) ≡ 0.

Дане твердження для вагового простору Гардi є аналогом теореми єди-
ностi для класичних просторiв Гардi.

Зауважимо, що аналiтична в C+ функцiя

f(z) = (1 + z)−2/p exp

(
−2σ
π
z ln z

)
,

де ln z – вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0, вказує на точнiсть умов
теорем 2.1. та 2.2. в тому сенсi, що замiнити сталу σ на меншу в рiвностях
(1) i (2) не можна.

Нехай H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, — простiр функцiй f, аналiтичних в C+,
для яких

sup
{
|f(z)|e−σ|Imz| : z ∈ C+

}
< +∞.

У другому пiдроздiлi роздiлу 2 доведено аналог для простору H∞σ (C+)

теореми єдиностi для функцiй з простору обмежених аналiтичних у пiвпло-
щинi, яка встановлена незалежно Б. Левiним, М. Євграфовим та iншими
математиками.

Ми отримали теорему єдиностi для функцiй, аналiтичних та обмежених
в правiй пiвплощинi з вагою e−σ|z|. Результати формулюються в термiнах
поведiнки функцiй на дiйснiй пiвосi.
Теорема 2.3. Нехай 0 ≤ σ < +∞ i f ∈ H∞σ (C+). Якщо

lim
x→+∞

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)
= 0, (3)

то f(z) ≡ 0.

Наступна теорема доповнює твердження даної теореми для випадку, ко-
ли функцiя не має жодного нуля в C+.
Теорема 2.4. Нехай 0 ≤ σ < +∞, функцiя f належить до простору
H∞σ (C+) i f(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)
> 0. (4)
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Також ми отримали наступне доповнення до теореми єдиностi для фун-
кцiй з простору обмежених аналiтичних у пiвплощинi.
Наслiдок 2.2. Якщо f ∈ H∞(C+) i f(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, тодi

lim
x→+∞

|f(x)|1/x > 0.

Функцiя

f(z) = exp

{
−2σ
π
z ln z

}
де ln z – вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0, належить до H∞σ (C+) i
вказує на точнiсть теорем 2.3. i 2.4. в тому сенсi, що замiнити сталу σ на
меншу в рiвностях (3) i (4) не можна.

Отриманi у роздiлi 2 результати є важливими для дослiдження рiвнянь
типу згортки, дослiдження циклiчностi та iнших властивостей аналiтичних
функцiй.

У третьому роздiлi отримано доповнення опису трансляцiйно iнварiан-
тних пiдпросторiв, одержаного В. М. Дiльним.

Позначимо через spanH {fτ} замикання лiнiйної оболонки системи {fτ}
в банаховому просторi H.

Iнтегральна гранична функцiя h функцiї f ∈ Hp
σ(C+) iснує i з точнiстю

до адитивної сталої в точках неперервностi визначається рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f(x+ iy)|dy −
t2∫
t1

ln |f(iy)|dy, t1 < t2.

Вона є незростаючою i її похiдна дорiвнює нулевi майже скрiзь на R.
Нехай Ĩf– внутрiшнiй множник у просторi Hp(C+) функцiї

f(z)e
2σ
π z ln ze−c̃z,

де ln z – вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0,

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |f(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
.

Позначимо
I∗f (z) = Ĩfe

− 2σ
π z ln z.
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Ми одержали наступне твердження.
Теорема 3.1. Якщо f ∈ H2

σ(C+), f(z) 6= 0 для кожного z ∈ C+ i iнте-
гральна гранична функцiя h функцiї f є сталою, то

span {f(z)eτz : τ ≤ 0} =

=


H2
σ(C+), якщо lim

x→+∞
ψ(x) = +∞

H2(C+)I
∗
f (z), якщо ψ(x) = O(1), x→ +∞,

0, якщо lim
x→+∞

ψ(x) = −∞,

де

ψ(x) =
ln |f(x)|

x
+

2σ

π
lnx,

а 0 – простiр, що складається з єдиної функцiї – тотожного нуля.
Для випадку, коли для послiдовностi нулiв функцiї f виконується умова

Бляшке для пiвплощини, нами отримано такий результат.
Теорема 3.2. Якщо f ∈ Hp

σ(C+), 1 ≤ p < +∞, i для послiдовностi нулiв
(λn) функцiї f виконується умова

+∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

< +∞, (5)

то
span {f(z)eτz : τ ≤ 0} =

=

H
p(C+)I

∗
f (z), якщо ψ(x) = O(1), x→ +∞, x 6∈ E,

0, якщо lim
x→+∞

∗ψ(x) = −∞,

де E - множина скiнченної логарифмiчної мiри, а lim∗ означає нижню гра-
ницю, яка розглядається поза множиною E, 0 – простiр, що складається з
єдиної функцiї-тотожного нуля.

В другому пiдроздiлi роздiлу 3 для простору H∞σ (C+) встановлено еквi-
валентнiсть швидкого спадання по додатнiй осi модуля функцiї f ∈ H∞σ (C+)

до швидкого зростання її модуля на межi.
Теорема 3.3. Нехай f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞ i f(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+,

h(t) = const. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

a) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f(it)|dt− 2σ ln r

 > −∞;
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б) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f(it)|dt− 2σ ln r

 > −∞;

в) lim
x→+∞

(
ln |f(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

г) lim
x→+∞

(
ln |f(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

д) (∃c ∈ R) : f(z) exp
{
2σ

π
z ln z − cz

}
∈ H∞(C+).

Такого типу результати використовуються для дослiдження циклiчностi
функцiй. Аналогiчний результат для випадку p <∞ одержав В. М. Дiль-
ний.

Останнiй пiдроздiл роздiлу 3 присвячений опису властивостей просто-
ру

Hp
∩(C+) =

⋂
σ>0

Hp
σ(C+).

Зауважимо, що Hp
∩(C+) ⊃ Hp(C+) i Hp

∩(C+) ⊂ Hp
ε (C+) для кожного ε > 0.

Теорема 3.4. Hp
∩(C+) 6= Hp(C+).

Прикладом функцiї, яка належить до простору Hp
∩(C+), але не нале-

жить до простору Hp(C+) є

f(z) = e−z
√

ln(z+2),

де вiтки логарифма та кореня вибранi стандартним способом.
Нехай B– клас неперервних зростаючих функцiй η : [0; +∞)→ (0;+∞)

таких, що η(r) = o(r) при r → +∞. Позначимо через Hp
	(C+) простiр

аналiтичних в C+ функцiй f, для яких iснує η ∈ B, що

sup
|ϕ|<π

2


+∞∫
0

|f(reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr


1
p

< +∞.

Теорема 3.5. Якщо f ∈ Hp
	(C+), то f ∈ Hp

∩(C+).

Б. В. Винницький описав нулi класу функцiй f ∈ Hp
σ(C+) у термiнах

функцiї

S(r) =
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

.
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Нам вдалося встановити наступне твердження про опис нулiв функцiй
iз Hp

∩(C+).
Теорема 3.6. Якщо f ∈ Hp

∩(C+), то S(r) = o(ln r), r → +∞.
Наступна теорема дає опис iнтегральних граничних функцiй iз Hp

∩(C+).
Теорема 3.7. Якщо f ∈ Hp

∩(C+), то P (r) = o(ln r), r → +∞, де

P (r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|.

Наступне твердження показує еквiвалентнiсть для просторуHp
∩(C+) двох

класичних характеристик послiдовностей нулiв у пiвплощинi.
Теорема 3.8. Нехай (λn) –довiльна послiдовнiсть iз C+. Асимтотична
рiвнiсть S(r) = o(ln r), r → +∞, виконується тодi i тiльки тодi, коли
S0(r) = o(ln r), r → +∞, де

S0(r) =
∑

1<|λn|≤r

Reλn
|λn|2

.

У роздiлi 4 розглянуто проблему зображення функцiй в просторах
Пелi-Вiнера W p

σ у виглядi суми двох функцiй, кожна з яких є ”великою”
лише у першiй або четвертiй чвертi координатної площини.

Спочатку введемо ряд означень i допомiжних тверджень.
Нехай Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр аналiтичних

функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} таких, що

sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|f(reiϕ)|pdr


1
p

< +∞.

Функцiї f з простору Ep[C(α; β)] мають майже скрiзь на ∂C (α; β) кутовi
граничнi значення, якi теж позначаються через f, i f ∈ Lp[C(α; β)].

В даному роздiлi ми розглядаємо наступну проблему.
Проблема. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1

σ можливе зображення
f = χ+µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в C+, а також χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]

,
µ ∈ E1

[
C
(
−π

2 ; 0
)]

?
Дана задача зумовлена питаннями повноти систем функцiй. Вона також

становить безпосереднiй iнтерес в теорiї iнтегральних операторiв, дослiдже-
ннях оператора зсуву. В. М. Дiльним знайдено необхiднi i достатнi умови її
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розв’язностi, якi не спiвпадають мiж собою, а також встановлено, нерозв’я-
знiсть задачi за строгiших умов на функцiї χ i µ. Ми пропонуємо новий,
вiдмiнний вiд розглядуваних ранiше, спосiб розв’язування цiєї Проблеми.

За теоремою Пелi-Вiнера простiр f ∈ W 2
σ спiвпадає з простором фун-

кцiй, що допускають зображення

f(z) =
1√
2π

σ∫
−σ

ϕ(it)eitzdt, ϕ ∈ L2(−iσ; iσ).

Функцiю χ шукатимемо у виглядi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (6)

де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

ϕ(t)eitzdt, χ2(z) = −
1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)eitzdt.

Оскiльки µ = f − χ, то надалi пiд розв’язком проблеми розумiтимемо
знаходження функцiї χ.

Ми отримали наступне твердження.
Теорема 4.1. Нехай f ∈ W 1

σ . Функцiя χ, визначена рiвнiстю (6), є розв’яз-
ком Проблеми, тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

m− i
2 − k

) (
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ < +∞, (7)

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

m+ i
2 + ik

) (
m+ i

2 − k
)∣∣∣∣∣ < +∞. (8)

де коефiцiєнти ck є коефiцiєнтами Фур’є функцiї ϕ.
В. М. Дiльний показано, що якщо у зображеннi функцiї f ∈ W 1

σ є скiн-
ченна кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв ck, то Проблема для неї розв’язу-
ється позитивно. Зазначимо, що в останньому випадку виконуються умови
(7) та (8), тобто, спосiб отримання розв’язку проблеми, запропонований у
данiй дисертацiї, є загальнiшим, нiж запропонований В. М. Дiльним.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розглядалися простори Гардi у пiвплощинi, їх ваговi
узагальнення та аналоги.

Змiст основних результатiв дисертацiї полягає в наступному:

• отримано теореми єдиностi для функцiй, якi належать до просторiв
Hp
σ(C+), σ > 0, 1 ≤ p < +∞;

• одержано теорему єдиностi для функцiй, аналiтичних та обмежених в
правiй пiвплощинi з вагою e−σ|z|;

• встановлено для функцiй iз простору H∞σ (C+), σ > 0, еквiвалентнiсть
швидкого зростання у деякому сенсi по уявнiй осi та швидкого спада-
ння по уявнiй осi;

• знайдено новий спосiб розщеплення функцiй iз простору W 1
σ , встанов-

лено необхiднi та достатнi умови, при яких вiн розв’язує проблему
зображення;

• отримано опис нулiв та iнтегральних функцiй, якi належать до про-
стору Hp

∩(C+), показано, що вiн не спiвпадає з класичним простором
Гардi.

Результати отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний хара-
ктер i можуть знайти застосування як у подальших дослiдженнях з теорiї
функцiй, теорiї iнтерполяцiї, теорiї ймовiрностi та i у iнших роздiлах мате-
матики.
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АНОТАЦIЯ

Гiщак Т. I. Межовi властивостi функцiй з просторiв типу Гардi. -
Рукопис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.01 - математичний аналiз. - Дрогобицький дер-
жавний педагогiчний унiверситет iменi Iвана Франка, Дрогобич, 2016.

У дисертацiйнiй роботi дослiджено зв’язки межових властивостей фун-
кцiй з просторiв типу Гардi з поведiнкою функцiй в областях аналiтичностi.
Отримано теореми єдиностi та iснування у вагових просторах Гардi. До-
повнено опис трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у вагових просторах.
Встановлено еквiвалентнiсть швидкого зростання у деякому сенсi вздовж
уявної осi та швидкого спадання вздовж дiйсної пiвосi для функцiй з про-
стору H∞σ . Описано властивостi простору, що визначається перетином ва-
гових просторiв Гардi. Запропоновано новий спосiб розщеплення функцiй
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з простору Пелi-Вiнера та встановлено критерiй розв’язностi задачi розще-
плення.

Отриманi результати можуть знайти застосування як у подальших до-
слiдженнях з теорiї функцiй, так i у iнших роздiлах математики.

Ключовi слова: аналiтична функцiя, простiр Гардi, теорема єдиностi,
циклiчна функцiя, простiр Пелi-Вiнера, задача розщеплення.

ABSTRACT
Hishchak T. I. Boundary properties of functions in Hardy-type spaces. -

Manuscript.
The thesis for obtaining the Сandidate of Physical and Mathematical Sci-

ences degree on the speciality 01.01.01 - Mathematical Analysis. - Drohobych
Ivan Franko State Pedagogical University, Drohobych, 2016.

The thesis consists of a list of denotations, introduction, 4 chapters divided
into sections, conclusions and a bibliography, which includes 106 items.

In Chapter 1 we introduce an overview of works related to Hardy spaces and
formulate the main results of the thesis.

In Chapter 2 of the dissertation paper we consider relationships between
properties of functions in Hardy-type spaces and the behavior of functions insi-
de the domain of analyticity. We obtain existence theorems and uniqueness
theorems in weighted Hardy spaces.

In Chapter 3 the description of the translation invariant subspaces of wei-
ghted Hardy spaces is supplemented. We showed the equivalence of the rapid
growth in some sense on imaginary axis and rapid decrease on the positive
half-axis for functions in the space H∞σ . We describe the properties of the space
defined by the intersections of weighted Hardy spaces.

In Chapter 3 for the decomposition problem in Paley-Wiener space W 1
σ we

found the new way of splitting and obtain the solvability criterion.
These results can be used as in further investigations inside the theory of

functions, and in other directions of mathematics.
Key words: analytic function, Hardy space, uniqueness theorem, cyclic

function, Paley-Wiener space, decomposition problem.

15



АННОТАЦИЯ
Гищак Т. И. Предельные свойства функций з пространств типа Харди.

- Рукопись.
Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математи-

ческих наук по специальности 01.01.01 - математический анализ. - Дрого-
бычский государственный педагогический университет имени Ивана Фран-
ко, Дрогобыч, 2016.

В диссертационной работе исследованы связи граничных свойств фун-
кций из пространств типа Харди с поведением функций в областях анали-
тичности. Получены теоремы единственности и существования в весовых
пространствах Харди. Дополнено описание трансляционно инвариантных
подпространств в весовых пространствах. Установлено эквивалентность
быстрого роста в некотором смысле по мнимой оси и быстрого убывания по
действительной полуоси для функций из пространства H∞σ . Описаны свой-
ства пространства, определяющегося пересечением весовых пространств
Харди. Предложен новый способ расщепления функций из пространства
Пэли-Винера и установлен критерий разрешимости им задачи расщепле-
ния.

Полученные результаты могут найти применение как в дальнейших ис-
следованиях по теории функций, так и в других разделах математики.

Ключевые слова: аналитическая функция, пространство Харди, те-
орема единственности, циклическая функция, пространство Пэли-Винера,
задача расщепления.
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