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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Сингулярнi задачi (крайовi задачi та задачi Кошi)
для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь виникають при дослiджен-
нi задач квантової механiки та астрофiзики, хiмiї, механiки, а також в iнших
областях науки. До таких задач зводяться також стацiонарнi нелiнiйнi рiвнян-
ня дифузiї та теплопровiдностi в цилiндричнiй та сферичнiй системах координат
у випадку коли має мiсце вiдповiдно осьова або центральна симетрiя. Крiм то-
го, такi крайовi задачi виникають при застосуваннi методу роздiлення змiнних.
Знайти аналiтичнi розв’язки нелiнiйних крайових задач здебiльшого неможливо,
а тому для їх розв’язування використовують чисельнi методи, зокрема, метод
скiнченних рiзниць.

Серед рiзницевих схем розв’язування крайових задач для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь слiд видiлити компактнi рiзницевi схеми, тобто схеми, якi
у випадку диференцiального рiвняння m-го порядку є m + 1-точковими. Вiдо-
мо, що такi схеми стiйкi, їх реалiзацiя вимагає невеликої кiлькiстi арифметичних
дiй, крiм того у випадку схем високого порядку точностi за допомогою цих схем
можна знайти розв’язок вихiдної задачi на сiтках з великими кроками.

У працях А. М. Тiхонова, О. А. Самарського та їх учнiв для чисельного розв’я-
зування крайових задач для лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь дру-
гого порядку з кусково-гладкими коефiцiєнтами та загальними двоточковими
крайовими умовами побудовано точнi триточковi (компактнi) рiзницевi схеми та
триточковi рiзницевi схеми довiльного (наперед заданого) порядку точностi.

Вперше пiдхiд до побудови точних триточкових рiзницевих схем та трито-
чкових рiзницевих схем високого порядку для нелiнiйних звичайних диферен-
цiальних рiвнянь другого порядку з крайовими умовами першого роду був за-
пропонований О. А. Самарським та В. Л. Макаровим. Надалi цi результати були
розвинутi та узагальненi на випадок крайових умов третього роду та систем нелi-
нiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, а також крайових
задач на пiвпрямiй в працях О. А. Самарського, В. Л. Макарова, М. В. Кутнiва,
I. П. Гаврилюка, M. Hermann, Л. Б. Гнатiва, О.I. Паздрiй тощо.

Однак, застосовувати класичнi рiзницевi схеми у випадку сингулярних кра-
йових задач не можна, а запропонованi у працях F. Hoog, R. Weiss, M. Kummar,
R. Russel, F. Shampine, О.А. Самарського тощо, спецiальнi рiзницевi схеми розв’я-
зування таких задач мають низький порядок точностi.

Отже, побудова та обґрунтування нових точних триточкових рiзницевих схем
та триточкокових рiзницевих схем високого порядку точностi розв’язування кра-
йових задач для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з сингулярнiстю першого роду є однiєю з актуальних задач обчислювальної
математики.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема
дисертацiйної роботи вiдповiдає напрямку дослiджень, що проводяться на ка-
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федрi прикладної математики Нацiонального унiверситету «Львiвська полiте-
хнiка», зокрема, темах зареєстрованих в УкрIНТЕI «Розробка ефективних чи-
сельних методiв розв’язування задач Кошi, крайових задач та задач на власнi
числа для звичайних диференцiальних рiвнянь» (0107U009513), «Побудова i до-
слiдження методiв розв’язування задач прикладної математики та iнформатики»
(0113U005296). В рамках виконання дисертацiйної роботи проводилися дослiдже-
ння у Вiденському Технiчному Унiверситетi (австрiйський грант) з двох науково-
дослiдних проектiв:

”
Побудова та обгрунтування точної триточкової рiзницевої

схеми. Порiвняння з результатами альтернативних методiв“, та
”
Порiвняння ме-

тоду корекцiї дефекту з модифiкованим методом Ньютона. Точна триточкова
рiзницева схема для чисельного розв’язування нелiнiйних звичайних диференцi-
альних рiвнянь другого порядку в сферичнiй системi координат“.

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є побудова та обґрун-
тування точних триточкових рiзницевих схем та триточкових рiзницевих схем
довiльного порядку точностi на нерiвномiрних сiтках для нелiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку з сингулярнiстю першого роду.

Для досягнення мети дисертацiйної роботи необхiдно реалiзувати такi завда-
ння:

— побудувати методи типу Рунге-Кутта четвертого порядку точностi для
чисельного розв’язування сингулярних задач Кошi;

— побудувати та обґрунтувати точнi триточковi рiзницевi схеми розв’язува-
ння крайових задач для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь в цилiндричнiй
та сферичнiй системах координат;

— розробити алгоритмiчну реалiзацiю точних триточкових рiзницевих схем
через усiченi триточковi рiзницевi схеми довiльного порядку точностi;

— дослiдити iснування та єдинiсть розв’язку усiчених триточкових рiзнице-
вих схем;

— довести збiжнiсть та отримати оцiнку похибки усiчених триточкових рi-
зницевих схем;

— довести збiжнiсть та отримати оцiнку похибки iтерацiйних методiв розв’я-
зування рiзницевих схем;

— перевiрити рiзницевi схеми на тестових прикладах та пiдтвердити теоре-
тичнi висновки шляхом проведення чисельних експериментiв.

Об’єктом дослiдження є сингулярнi крайовi задачi для нелiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь другого порядку.

Предмет дослiдження — точнi триточковi рiзницевi схеми та триточковi рi-
зницевi схеми довiльного порядку точностi розв’язування сингулярних крайових
задач для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку.

Методи дослiдження. У процесi виконання дисертацiйної роботи використано
методи теорiї рiзницевих схем, звичайних диференцiальних рiвнянь та функцiо-
нального аналiзу.
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Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi отри-
мано такi новi результати.

1. Побудовано новi методи типу Рунге-Кутта четвертого порядку точностi
чисельного розв’язування сингулярних задач Кошi.

2. Побудовано точнi триточковi рiзницевi схеми на нерiвномiрнiй сiтцi для
розв’язування нелiнiйних крайових задач з сингулярнiстю першого роду.

3. Отримано умови iснування та єдиностi розв’язку цих схем, а також до-
ведено збiжнiсть iтерацiйного методу послiдовних наближень для його
знаходження.

4. Розроблено ефективну реалiзацiю точних триточкових рiзницевих схем
через усiченi триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi.

5. Доведено iснування та єдинiсть розв’язку усiчених триточкових рiзнице-
вих схем та отримано оцiнку точностi, а також доведено збiжнiсть методу
послiдовних наближень для розв’язування триточкових рiзницевих схем.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота но-
сить теоретичний характер. Одержанi результати можуть бути використанi при
розв’язуваннi практичних задач, математичнi моделi яких зводяться до крайових
задач (або задач Кошi) для звичайних диференцiальних рiвнянь другого поряд-
ку з сингулярнiстю першого роду, а також при розробцi програмних пакетiв для
розв’язування таких задач.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, що складають основний
змiст дисертацiйної роботи, одержанi автором самостiйно. У роботах, виконаних
у спiвавторствi, науковому керiвнику професору М. В. Кутнiву належать поста-
новка задачi та обговорення теоретичних i практичних результатiв. У роботi, ви-
конанiй у спiвавторствi з М. Круль та М.В. Кутнiвом автору належить розробка
точних триточкових рiзницевих схем для нелiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь у сферичнiй системi координат.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались
та обговорювались на таких конференцiях та семiнарах: Мiжнародна матема-
тична конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, 19–23 вересня 2011 р., Дрогобич;
Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i математики iменi
академiка Я. С. Пiдстригача, 2013 р., Львiв; Мiжнародна математична конфе-
ренцiя «Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна математика, теорiя функцiй
та математичнi методи механiки», 23-24 квiтня 2014 р., Київ; П’ятнадцята мiж-
народна наукова конференцiя iменi академiка М. Кравчука, 15-17 травня 2014
р., Київ; VI мiжнародна наукова конференцiя «Сучаснi проблеми математичного
моделювання, прогнозування та оптимiзацiї» – 2014 р., Кам’янець-Подiльський;
науковi конференцiї професорсько-викладацького складу Iнституту прикладної
математики та фундаментальних наук Нацiонального унiверситету «Львiвська
полiтехнiка»; науковий семiнар «Математичнi проблеми механiки та обчислю-
вальної математики» вiддiлiв динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем i об-
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числювальної математики Iнституту математики НАН України (керiвники ака-
демiк I. О. Луковський та академiк В. Л. Макаров); науковi семiнари кафедр
прикладної математики та обчислювальної математики (Нацiональний унiверси-
тет «Львiвська полiтехнiка», 2011–2016 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкованi у 13 дру-
кованих працях, серед них: 1 праця — у журналi, який входить до наукометри-
чних баз (Scopus, Web of Science) [1], 4 статтi — у фахових наукових виданнях за
спецiальнiстю «Обчислювальна математика» [2-5], 8 праць — тези доповiдей чи
матерiали наукових конференцiй [6-13].

Структура та обсяг роботи. Робота складається iз вступу, чотирьох роз-
дiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи — 158
сторiнки, список використаних джерел охоплює 154 найменувань.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми, зазначено мету та завдання до-
слiдження, наукову новизну, апробацiю одержаних результатiв та їх практичне
застосування.

У першому роздiлi наведено огляд лiтературних джерел за темою дисерта-
цiйної роботи. Описано та проаналiзовано пiдхiд до побудови точних та усiчених
компактних рiзницевих розв’язування крайових задач для нелiнiйних звичайних
диференцiальних рiвнянь (ЗДР), а також огляд рiзних пiдходiв для чисельного
розв’язування сингулярних задач (крайових та задач Кошi).

Другий роздiл дисертацiї присвячено розробцi методiв рядiв Тейлора та
типу Рунге-Кутта розв’язування сингулярних задач Кошi для нелiнiйних ЗДР
другого порядку.

У пiдроздiлi 2.1 розглянуто задачу Кошi для ЗДР вигляду

1

xλ

d

dx

[
xλk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (0, a],

u(0) = u0,
du(0)

dx
= 0,

(1)

де k(x), f(x, u) — заданi функцiї, λ = 1, 2. Характерною особливiстю цiєї задачi є
те, що вона має сингулярнiсть в точцi x = 0.

Введемо множину функцiй вигляду

Ωλ([0, a], rλ) =

{
u(x) : u(x) ∈ W 1

∞[0, a], u(x), xλk(x)
du

dx
∈ C[0, a],

∥u− u0∥∗1,∞,[0,a] 6 rλ

}
, λ = 1, 2, ∥u∥0,∞,[0,a] = max

x∈[0,a]
|u(x)|,
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∥u∥∗1,∞,[0,a] = max

{
∥u∥0,∞,[0,a],

∥∥∥∥xλk(x)
du

dx

∥∥∥∥
0,∞,[0,a]

}
.

Достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задачi, якi випливають з
принципу стискувальних вiдображень дає теорема.

Теорема 2.1. Нехай виконуються умови

0 < c1 6 k(x) ∀x ∈ [0, a], k(x) ∈ Q1[0, a],

fu(x) ≡ f(x, u) ∈ Q0[0, a], |f(x, u)| 6 K ∀x ∈ [0, a], u ∈ Ωλ([0, a], rλ),

|f(x, u)− f(x, v)| 6 L|u− v| ∀x ∈ [0, a], u, v ∈ Ωλ([0, a], rλ).

Тодi на множинi Ωλ([0, x
∗], rλ), λ = 1, 2, де

x∗ = min

{[
2c1(λ+ 1)rλ

K

]1/2
,

[
(λ+ 1)rλ

K

]1/(λ+1)

,

[
2c1(λ+ 1)

L

]1/2
,

[
λ+ 1

L

]1/(λ+1)

, a

}
,

iснує єдиний розв’язок задачi (1).
Тут Qp[0, a] — клас функцiй з кусково-неперервними похiдними до p-го по-

рядку включно iз скiнченною кiлькiстю точок розриву першого роду.
У пiдроздiлi 2.2 розроблено метод рядiв Тейлора чисельного розв’язування

сингулярних задач Кошi (1). Задачу (1) зведемо до задачi Кошi для системи
звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку

du(x)

dx
=

w(x)

k(x)
, (2)

dw(x)

dx
= −f(x, u)− λw(x)

x
, 0 < x 6 R, (3)

u(0) = u0, w(0) = 0.

На вiдрiзку [0, R] виберемо нерiвномiрну сiтку ω̂h = {xn ∈ [0, R], n = 0, 1, . . . , n0,
x0 = 0, xn0

= R} з кроком h = hn+1 = xn+1 − xn. Задачу (2), (3) будемо розв’я-
зувати наступним чином. На вiдрiзках [xn, xn+1], n = 1, 2, . . . , n0 − 1 застосуємо
класичнi однокроковi методи (рядiв Тейлора, або Рунге-Кутта) розв’язування за-
дачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку. На
вiдрiзку [0, x1] побудуємо новi методи, якi будуть враховувати сингулярнiсть цiєї
задачi в точцi x = 0.

Розв’язок задачi (2), (3) u1 = u(x1), w1 = w(x1) розвинемо в ряд Тейлора в
околi точки x = 0, причому похiднi функцiї w(x) будемо шукати як границю при
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x → 0. Тодi метод рядiв Тейлора чисельного розв’язування задачi (1) на iнтервалi
[0, x1] буде мати вигляд

y1 =u0 −
h2

2(1 + λ)

f(0, u0)

k(0)
−

−
m∑

p=3

hp

p!

p−2∑
j=0

(
p− 1

j

)
p− j − 1

p− j − 1 + λ

dp−j−2f(0, u0)

dxp−j−2

dj

dxj

1

k(x)

∣∣∣∣
x=0

 ,

v1 =− h

1 + λ
f(0, u0)−

m∑
p=2

hp

(p− 1)!(p+ λ)

dp−1f(0, u0)

dxp−1
,

де y1 ≈ u1, v1 ≈ w1,

(
p− 1

j

)
— бiномiальнi коефiцiєнти.

У пiдроздiлi 2.3 для задачi (2), (3) побудовано явнi чотириступеневi методи
типу Рунге-Кутта вигляду

g1 = −f(0, u0),

g2 = −f

(
c2h, u0 + h2 a21g1

k(0)

)
,

g3 = −f

(
c3h, u0 + h2

[(
a31
k(0)

+
a32

k(c2h)

)
g1 +

ã32
k(c2h)

g2

])
,

g4 = −f

(
c4h, u0 + h2

[(
a41
k(0)

+
a42

k(c2h)
+

a43
k(c3h)

)
g1+

+

(
ã42

k(c2h)
+

ã43
k(c3h)

)
g2 +

ā43
k(c3h)

g3

])
,

y1 = u0 + h2

[(
d12
k(0)

+
d13

k(c2h)
+

d14
k(c3h)

)
g1+

+

(
d23

k(c2h)
+

d24
k(c3h)

)
g2 +

d34
k(c3h)

g3

]
,

v1 = h(b1g1 + b2g2 + b3g3 + b4g4),

(4)

де y1 ≈ u1, v1 ≈ w1.
Дiйснi коефiцiєнти c2, c3, c4, a21, a31, a32, ã32, a41, a42, ã42, ã43, ā43, d12, d13, d14,

d23, d24, d34, b1, b2, b3, b4 виберемо так, щоб похибка методу (4) задовольняла умови
y1 − u1 = O(h5), v1 − w1 = O(h5). Звiдси отримаємо систему рiвнянь, яку мають
задовольняти коефiцiєнти методу для того, щоб цей метод мав четвертий порядок
апроксимацiї. Один з таких методiв (4) при λ = 1 має коефiцiєнти c2 = 1/4, a21 =
1/64, c3 = 1/2, a31 = 37/504, a32 = 1/4, ã32 = −263/1008, c4 = 1, a41 = 5/12, a42 =
−13/8, a43 = 1/2, ã42 = 1/3, ã43 = 1/8, ā43 = 1/2, d12 = 1/4, d13 = −2/9, d14 =
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1/18, d23 = −4/9, d24 = 1/3, d34 = 5/18, b1 = 1/15, b2 = −8/45, b3 = 7/15, b4 =
13/90.

У пiдроздiлi 2.4 наведено чисельнi експерименти, результати яких пiдтвер-
джують теоретичний висновки про четвертий порядок точностi запропонованих
методiв.

У третьому роздiлi для нелiнiйних крайових задач

1

x

d

dx

[
xk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ [0, R],

lim
x→0

xk(x)
du

dx
= 0, u(R) = µ2

(5)

на нерiвномiрнiй сiтцi побудовано та обгрунтовано точну триточкову рiзницеву
схему (ТТРС) та розроблено її алгоритмiчну реалiзацiю через усiченi триточковi
рiзницевi схеми (ТРС).

У пiдроздiлi 3.1 знайдено достатнi умови iснування i єдиностi розв’язку
задачi (5), якi дає теорема, яка грунтується на методi лiнеаризацiї та принципi
стискувальних вiдображень.

Теорема 3.1. Нехай виконуються умови

0 < c1 6 k(x) ∀x ∈ [0, R], k(x) ∈ Q1[0, R], fu(x) ≡ f(x, u) ∈ Q0[0, R],

|f(x, u)| 6 K ∀x ∈ [0, R], u ∈ Ω1([0, R], r1), r1 =
KR2

4c1
max (1, 2c1) ,

|f(x, u)− f(x, v)| 6 L|u− v| ∀x ∈ [0, R], u, v ∈ Ω1([0, R], r1),

q =
LR2

4c1
max (1, 2c1) < 1,

тодi задача (5) в Ω1([0, R], r1) має єдиний розв’язок u(x), який можна знайти
за допомогою методу послiдовних наближень

1

x

d

dx

[
xk(x)

du(n)

dx

]
= −f(x, u(n−1)(x)), x ∈ (0, R),

lim
x→0

xk(x)
du(n)(x)

dx
= 0, u(n)(R) = µ2, n = 1, 2, . . . , u(0)(x) = µ2

з оцiнкою похибки ∥∥∥u(n) − u
∥∥∥∗
1,∞,[0,R]

6 qn

1− q
r1.

Тут Qp[0, R] — клас функцiй з кусково - неперервними похiдними до p-го
порядку включно iз скiнченною кiлькiстю точок розриву першого роду.

У пiдроздiлi 3.2 доведено iснування ТТРС для задачi (5).
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На вiдрiзку [0, R] введемо нерiвномiрну сiтку

ω̂h = {xj ∈ [0, R], j = 0, 1, . . . , N, x0 = 0, xN = R},
hj = xj − xj−1 > 0, j = 1, 2, . . . , N, |h| = max

16j6N
hj

так, щоб точки розриву функцiй k(x), f(x, u) збiгалися з вузлами сiтки ω̂h =
{xj , j = 1, 2, . . . , N − 1}. Множину всiх точок розриву позначимо через ρ i при-
пустимо, що N таке, що ρ ⊆ ω̂h. Введемо позначення

ω̂−
h = x0 ∪ ω̂h, ∥v∥0,∞,ω̂−

h
= max

ξ∈ω̂−
h

|v(ξ)|, ω̂+
h = ω̂h ∪ xN , ∥v∥0,∞,ω̂+

h
= max

ξ∈ω̂+
h

|v(ξ)|.

Розглянемо допомiжнi крайовi задачi

1

x

d

dx

[
xk(x)

dY 1
1 (x, u)

dx

]
= −f(x, Y 1

1 (x, u)), 0 < x < x1,

lim
x→0

xk(x)
dY 1

1 (x, u)

dx
= 0, Y 1

1 (x1, u) = u1,

(6)

1

x

d

dx

[
xk(x)

dY j
α (x, u)

dx

]
= −f(x, Y j

α (x, u)), xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj−2+α, u) = u(xj−2+α), Y j

α (xj−1+α, u) = u(xj−1+α),

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(7)

Лема 3.2. Нехай виконуються умови теореми 3.1, тодi задачi (6),(7) ма-
ють єдиний розв’язок Y 1

1 (x, u), Y
j
α (x, u), j = 3 − α, 4 − α, . . . , N + 1 − α, α = 1, 2,

причому розв’язок задачi (5) зображається у виглядi

u(x) = Y 1
1 (x, u), x ∈ [0, x1],

u(x) = Y j
α (x, u), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(8)

Теорема 3.3. Нехай виконуються умови теореми 3.1, тодi для задачi (5)
iснує точна триточкова рiзницева схема

ux,0 = −T̂ x0(f(ξ, u(ξ))), a2ux,1/(~1x1) = −T̂ x1(f(ξ, u(ξ))),

1

xj
(aux̄)x̂,j = −T̂ xj (f(ξ, u(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1, uN = µ2,

(9)

тобто схема, розв’язок якої є проекцiєю на сiтку ω̂h розв’язку задачi (5), де

ux̄,j =
uj − uj−1

hj
, ux,j =

uj+1 − uj

hj+1
, ux̂,j =

uj+1 − uj

~j
,

~j =
hj + hj+1

2
, aj = a(xj) =

[
1

hj
V j
1 (xj)

]−1

, j = 2, 3, ..., N − 1,
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T̂ x0(w(ξ)) = −h−1
1 V 1

2 (x1)

x1∫
0

ξw(ξ)dξ + h−1
1

x1∫
0

ξV 1
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ x1(w(ξ)) = (~1x1)
−1

x1∫
0

ξw(ξ)dξ +
[
~1x1V

1
2 (x1)

]−1

x2∫
x1

ξV 1
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ xj (w(ξ)) =
[
~jxjV

j
1 (xj)

]−1
xj∫

xj−1

ξV j
1 (ξ)w(ξ)dξ+

+
[
~jxjV

j
2 (xj)

]−1
xj+1∫
xj

ξV j
2 (ξ)w(ξ)dξ,

V j
1 (x) =

x∫
xj−1

dt

tk(t)
, j = 2, 3, ..., N − 1, V j

2 (x) =

xj+1∫
x

dt

tk(t)
, j = 1, 2, ..., N − 1,

функцiя u(x) в правiй частинi (9) визначається за формулами (8) i залежить
тiльки вiд u(xj), j = 0, 1, . . . , N.

Доведено також єдинiсть розв’язку ТТРС та збiжнiсть методу послiдовних
наближень для його знаходження.

У пiдроздiлi 3.3 запропонована алгоритмiчна реалiзацiя ТТРС через усi-
чену ТРС рангу m̄ = 2[(m + 1)/2], m – цiле додатне, [·] – цiла частина. Праву
частину ТТРС (9) можна записати у виглядi

φ(x0, u) = T̂ x0(f(ξ, u(ξ))) =
u0 − Y 1

1 (x1, u)

h1
,

φ(x1, u) = T̂ x1(f(ξ, u(ξ))) =
1

~1

[
Z1
2 (x1, u)− Z1

1 (x1, u) +
Y 1
2 (x1, u)− u2

x1V 1
2 (x1)

]
,

φ(xj , u) = T̂ xj (f(ξ, u(ξ))) =

=
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Zj
α(xj , u) + (−1)α

Y j
α (xj , u)− uj+(−1)α

xjV
j
α (xj)

]
,

j = 2, 3, . . . , N − 1.

де Y 1
1 (x1, u), Z

1
1 (x1, u), Y

j
α (xj , u), Z

j
α(xj , u), α = 1, 2 —розв’язки задач Кошi

dY 1
1 (x, u)

dx
=

Z1
1 (x, u)

k(x)
,

dZ1
1 (x, u)

dx
= −f(x, Y 1

1 (x, u))−
Z1
1 (x, u)

x
, 0 < x < x1,

Y 1
1 (0, u) = u0, lim

x→0
Z1
1 (x, u) = 0,

(10)
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dY j
α (x, u)

dx
=

Zj
α(x, u)

k(x)
,

dZj
α(x, u)

dx
= −f(x, Y j

α (x, u))−
Zj
α(x, u)

x
, xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α , u) = uj+(−1)α , Zj

α(xj+(−1)α , u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

(11)

а V̄ j
α (x) = (−1)α+1V j

α (x) — розв’язки задач Кошi

dV̄ j
α (x)

dx
=

1

xk(x)
, xj−2+α < x < xj−1+α,

V̄ j
α (xj+(−1)α) = 0, j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

(12)

Якщо задачi Кошi (10)–(12) розв’язати чисельно за допомогою однокрокового
методу порядку точностi m̄, то отримаємо усiчену ТРС рангу m̄

y
(m̄)
x,0 = −φ(m̄)(x0, y

(m̄)), a
(m̄)
2 y

(m̄)
x,1 /(~1x1) = −φ(m̄)(x1, y

(m̄)),

1

xj

(
a(m̄)y

(m̄)
x̄

)
x̂,j

= −φ(m̄)(xj , y
(m̄)), j = 2, 3, ..., N − 1, y

(m̄)
N = µ2,

(13)

де

a(m̄)(xj) =

[
1

hj
V

(m̄)j
1 (xj)

]−1

, φ(m̄)(x0, u) =
1

h1

(
u0 − Y

(m̄)1
1 (x1, u)

)
,

φ(m̄)(x1, u) =
1

~1

[
Z

(m)1
2 (x1, u)− Z

(m)1
1 (x1, u) +

Y
(m̄)1
2 (x1, u)− u2

x1V
(m̄)1
2 (x1)

]
,

φ(m̄)(xj , u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(m)j
α (xj , u) + (−1)α

Y
(m̄)j
α (xj , u)− uj+(−1)α

xjV
(m̄)j
α (xj)

]
.

Теорема 3.4. Нехай виконуються умови теореми 3.1, k(x) ∈ Qm+1[0, R] та

iснує стала ∆ > 0 така, що f(x, u) ∈
N
∪

j=1
Cm ([xj−1, xj ]× Ω1([0, R], r1 +△)) . Тодi

∃h0 > 0 таке, що при |h| 6 h0 ТРС (13) має єдиний розв’язок, точнiсть якого
характеризується оцiнкою

∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

= max

{∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥
0,∞,ω̂−

h

,

∥∥∥∥xkdy(m̄)

dx
− xk

du

dx

∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

}
6 M |h|m̄,
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де[
xk

dy(m̄)

dx

]
x=x1

= x1Z
(m)1
1 (x1, y

(m̄)),

[
xk

dy(m̄)

dx

]
x=xj

= xjZ
(m)j
1

(
xj , y

(m̄)
)
+

y
(m̄)
j − Y

(m̄)j
1

(
xj , y

(m̄)
)

V
(m̄)j
1 (xj)

, j = 2, 3, ..., N.

Розв’язок нелiнiйної ТРС (13) може бути знайдено методом послiдовних на-
ближень.

Теорема 3.5. Нехай виконуються умови теореми 3.4, тодi розв’язок задачi
(13) може бути знайдено за допомогою методу послiдовних наближень

y
(m̄,n)
x,0 = −φ(m̄)(x0, y

(m̄,n−1)), a
(m̄)
2 y

(m̄,n)
x,1 /(~1x1) = −φ(m̄)(x1, y

(m̄,n−1)),

1

xj

(
a(m̄)y

(m̄,n)
x̄

)
x̂,j

= −φ(m̄)(xj , y
(m̄,n−1)), j = 2, 3, . . . , N − 1,

y
(m̄,n)
N = µ2, n = 1, 2, . . . , y

(m̄,0)
j = µ2, j = 0, 1, . . . , N

i справджується оцiнка∥∥∥y(m̄,n) − u
∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6 M(|h|m̄ + qn2 ),

де [
xk

dy(m̄,n)

dx

]
x=x1

= x1Z
(m)1
1 (x1, y

(m̄,n)),

[
xk

dy(m̄,n)

dx

]
x=xj

= xjZ
(m)j
1

(
xj , y

(m̄,n)
)
+

y
(m̄)
j − Y

(m̄)j
1

(
xj , y

(m̄,n)
)

V
(m̄)j
1 (xj)

,

j = 2, 3, ..., N,

стала M не залежить вiд |h|,m, n, а величина q2 = q +M2|h| < 1.

У пiдроздiлi 3.4 наведено чисельнi експерименти, результати яких пiдтвер-
джують теоретичнi висновки.

Приклад 3.1. Розглянемо крайову задачу

1

x

d

dx

[
x
du

dx

]
= u3 − 3u5, x ∈ (0, 1), lim

x→0
x
du

dx
= 0, u(1) =

1√
2
,

точний розв’язок якої u(x) = 1/
√
1 + x2.

Задачу розв’язувалася чисельно на рiвномiрнiй сiтцi ωh = {xj = jh, j =
0, 1, . . . , N, h = 1/N} за допомогою ТРС (13) четвертого порядку точностi (m =
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m̄ = 4). Функцiї Y (4)j
α (xj , u), Z

(4)j
α (xj , u)—чисельнi розв’язки допомiжних задач

Кошi (10), (11), отриманi методом Рунге-Кутта четвертого порядку точностi. Для
знаходження розв’язку y

(4)
j , j = 0, 1, . . . , N рiзницевої схеми (13) використовував-

ся модифiкований iтерацiйний метод Ньютона, а розв’язок вiдповiдної системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з тридiагональною матрицею отримано методом
прогонки. Результати чисельного розв’язування задачi наведено в таблицi 3.1, де

Error =
∥∥∥y(4) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̄h

p = log2

∥∥y(4) − u
∥∥∗
1,∞,ωh∥∥y(4) − u

∥∥∗
1,∞,ωh/2

.

Таблиця 3.1
Результати розв’язування прикладу 3.1

N Error p
20 0.6075 · 10−5

40 0.4896 · 10−6 3.6
80 0.3748 · 10−7 3.7
160 0.2773 · 10−8 3.8
320 0.2013 · 10−9 3.8
640 0.1302 · 10−10 4.0

У четвертому роздiлi дослiджувалася нелiнiйна стацiонарна задача в сфе-
ричнiй системi координат. Побудовано та обгрунтовано ТТРС та запропоновано
алгоритмiчну реалiзацiю ТТРС через усiченi ТРС рангу m̄.

Розглянемо нелiнiйну крайову задачу

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ [0, R],

lim
x→0

x2k(x)
du

dx
= 0, u(R) = µ2.

(14)

У пiдроздiлi 4.1 встановлено достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку
задачi (14).

Теорема 4.1. Нехай виконуються умови

0 < c1 6 k(x) ∀x ∈ [0, R], k(x) ∈ Q1[0, R], fu(x) ≡ f(x, u) ∈ Q0[0, R],

|f(x, u)| 6 K ∀x ∈ [0, R], u ∈ Ω2([0, R], r2), r2 =
KR2

6c1
max (1, 2Rc1) ,

|f(x, u)− f(x, v)| 6 L|u− v| ∀x ∈ [0, R], u, v ∈ Ω2([0, R], r2),

q =
LR2

6c1
max (1, 2Rc1) < 1,
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тодi задача (14) в Ω2([0, R], r2) має єдиний розв’язок u(x), який можна знайти
за допомогою методу послiдовних наближень

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du(n)

dx

]
= −f(x, u(n−1)(x)), x ∈ (0, R),

lim
x→0

x2k(x)
du(n)(x)

dx
= 0, u(n)(R) = µ2, n = 1, 2, . . . , u(0)(x) = µ2

з оцiнкою похибки ∥∥∥u(n) − u
∥∥∥∗
1,∞,[0,R]

6 qn

1− q
r2.

У пiдроздiлi 4.2 за умов iснування та єдиностi розв’язку задачi доведено
iснування точної рiзницевої схеми для розв’язування вихiдної задачi. Розглянемо
крайовi задачi

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY 1
1 (x, u)

dx

]
= −f(x, Y 1

1 (x, u)), 0 < x < x1,

lim
x→0

x2k(x)
dY 1

1 (x, u)

dx
= 0, Y 1

1 (x1, u) = u1,

(15)

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY j
α (x, u)

dx

]
= −f(x, Y j

α (x, u)), xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj−2+α, u) = u(xj−2+α), Y j

α (xj−1+α, u) = u(xj−1+α),

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(16)

Лема 4.2. Нехай виконанi умови теореми 4.1, тодi задачi (15), (16) мати-
муть єдиний розв’язок Y 1

1 (x, u), Y
j
α (x, u), j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

причому для розв’язку задачi (14) справджується

u(x) = Y 1
1 (x, u), x ∈ [0, x1],

u(x) = Y j
α (x, u), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(17)

За допомогою леми доводиться iснування ТТРС.
Теорема 4.3. Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi для задачi (14)

iснує ТТРС вигляду

ux,0 = −T̂ x0(f(ξ, u(ξ))), a2ux,1/(~1x2
1) = −T̂ x1(f(ξ, u(ξ))),

1

x2
j

(aux̄)x̂,j = −T̂ xj (f(ξ, u(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1, uN = µ2,
(18)
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де

ux̄,j =
uj − uj−1

hj
, ux,j =

uj+1 − uj

hj+1
, ux̂,j =

uj+1 − uj

~j
,

~j =
hj + hj+1

2
, aj = a(xj) =

[
1

hj
V j
1 (xj)

]−1

, j = 2, 3, . . . , N − 1,

T̂ x0(w(ξ)) = h−1
1

x1∫
0

ξ2V 0
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ x1(w(ξ)) = (~1x2
1)

−1

x1∫
0

ξ2w(ξ)dξ +
[
~1x2

1V
1
2 (x1)

]−1

x2∫
x1

ξ2V 1
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ xj (w(ξ)) =
[
~jx2

jV
j
1 (xj)

]−1
xj∫

xj−1

ξ2V j
1 (ξ)w(ξ)dξ+

+
[
~jx2

jV
j
2 (xj)

]−1
xj+1∫
xj

ξ2V j
2 (ξ)w(ξ)dξ,

V j
1 (x) =

x∫
xj−1

dt

t2k(t)
, j = 2, 3, ..., N − 1, V j

2 (x) =

xj+1∫
x

dt

t2k(t)
, j = 0, 1, ..., N − 1,

функцiя u(x) в правiй частинi (18) визначається за формулою (17) i залежить
тiльки вiд u(xj), j = 0, 1, . . . , N.

Доведена лема про єдинiсть розв’язку ТТРС, який можна знайти методом
послiдовних наближень.

У пiдроздiлi 4.3 побудовано усiчену ТРС рангу m̄ вигляду

y
(m̄)
x,0 = −φ(m̄)(x0, y

(m̄)), a
(m̄)
2 y

(m̄)
x,1 /(~1x2

1) = −φ(m̄)(x1, y
(m̄)),

1

x2
j

(
a(m̄)y

(m̄)
x̄

)
x̂,j

= −φ(m̄)(xj , y
(m̄)), j = 2, N − 1, y

(m̄)
N = µ2,

(19)

де

a(m̄)(xj) =

[
1

hj
V

(m̄)j
1 (xj)

]−1

, φ(m̄)(x0, u) =
1

h1

(
Y

(m̄)0
2 (x0, u)− u1

)
,

φ(m̄)(x1, u) =
1

~1

[
Z

(m)1
2 (x1, u)− Z

(m)1
1 (x1, u) +

Y
(m̄)1
2 (x1, u)− u2

x2
1V

(m̄)1
2 (x1)

]
,

φ(m̄)(xj , u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(m)j
α (xj , u) + (−1)α

Y
(m̄)j
α (xj , u)− uj+(−1)α

x2
jV

(m̄)j
α (xj)

]
,
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Y
(m̄)j
α (xj , u), Z

(m)jα(xj , u), V
(m̄)j
α (xj), j = 2 − α, 3 − α, . . . , N + 1 − α, α = 1, 2 —

чисельнi розв’язки допомiжних задач Кошi

dY 0
2 (x, u)

dx
=

Z0
2 (x, u)

k(x)
,

dZ0
2 (x, u)

dx
= −f(x, Y 0

2 (x, u))−
2Z0

2 (x, u)

x
, 0 < x < x1,

Y 0
2 (x1, u) = u1, Z0

2 (x1, u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=x1

,

dY 1
1 (x, u)

dx
=

Z1
1 (x, u)

k(x)
,

dZ1
1 (x, u)

dx
= −f(x, Y 1

1 (x, u))−
2Z1

1 (x, u)

x
, 0 < x < x1,

Y 1
1 (0, u) = u0, lim

x→0
Z1
1 (x, u) = 0,

dY j
α (x, u)

dx
=

Zj
α(x, u)

k(x)
,

dZj
α(x, u)

dx
= −f(x, Y j

α (x, u))−
2Zj

α(x, u)

x
, xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α , u) = uj+(−1)α , Zj

α(xj+(−1)α , u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

dV̄ j
α (x)

dx
=

1

x2k(x)
, xj−2+α < x < xj−1+α,

V̄ j
α (xj+(−1)α) = 0, j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2,

отриманi будь-яким однокроковим методом (рядiв Тейлора або Рунге-Кутта) по-
рядку точностi m̄.

Доведено теорему, яка дає умови єдиностi розв’язку та встановлює точнiсть
ТРС (19).

Теорема 4.4. Нехай виконуються умови теореми 4.1, k(x) ∈ Qm+1[0, R] та

iснує стала ∆ > 0 така, що f(x, u) ∈
N
∪

j=1
Cm ([xj−1, xj ]× Ω2([0, R], r2 +△)) . Тодi

∃h0 > 0 таке, що при |h| 6 h0 ТРС (19) має єдиний розв’язок, точнiсть якого
характеризується оцiнкою∥∥∥y(m̄) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

=max

{∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥
0,∞,ω̂−

h

,

∥∥∥∥x2k
dy(m̄)

dx
− x2k

du

dx

∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

}
6

6 M |h|m̄,
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де[
x2k

dy(m̄)

dx

]
x=x1

= x2
1Z

(m)1
1 (x1, y

(m̄)),

[
x2k

dy(m̄)

dx

]
x=xj

= x2
jZ

(m)j
1

(
xj , y

(m̄)
)
+

y
(m̄)
j − Y

(m̄)j
1

(
xj , y

(m̄)
)

V
(m̄)j
1 (xj)

, j = 2, 3, ..., N.

Доведено також збiжнiсть методу послiдовних наближень для знаходження
розв’язку ТРС порядку точностi m̄.

Для пiдтвердження теоретичних висновкiв у пiдроздiлi 4.4 наведено резуль-
тати чисельних експериментiв.

Приклад 4.1. Розглянемо крайову задачу

1

x2

d

dx

[
x2 du

dx

]
= −4(2 exp(u) + exp(u/2)), x ∈ (0, 1),

lim
x→0

x2 du

dx
= 0, u(1) = −2 ln 2,

(20)

iз заданим точним розв’язком u(x) = −2 ln(1 + x2). Задачу будемо розв’язувати
чисельно на рiвномiрнiй сiтцi ωh = {xj = jh, j = 0, 1, . . . , N, h = 1/N} за допомо-
гою ТРС (19) 4-го порядку точностi (m = m̄ = 4). Для знаходження розв’язку
рiзницевої схеми використаємо модифiкований iтерацiйний метод Ньютона, а для
розв’язування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з тридiагональною матри-
цею — метод прогонки. Результати розрахункiв наведенi в таблицi 4.1, де

Error =
∥∥∥y(4) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̄h

p = log2

∥∥y(4) − u
∥∥∗
1,∞,ωh∥∥y(4) − u

∥∥∗
1,∞,ωh/2

.

Таблиця 4.1
Результати чисельного розв’язування задачi (20)

N Error p
20 0.1381E-04
40 0.9075E-06 3.9
80 0.5718E-07 4
160 0.3578E-08 4
320 0.2237E-09 4
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi побудовано та обгрунтовано точнi триточковi рiзни-
цевi схеми та триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi для розв’я-
зування крайових задач для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь в цилiндричнiй та
сферичнiй системах координат.

Основнi результати.
1. Побудовано методи рядiв Тейлора та типу Рунге-Кутта четвертого поряд-

ку точностi для чисельного розв’язування сингулярних задач Кошi для
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь.

2. Побудовано точнi триточковi рiзницевi схеми розв’язування крайових за-
дач для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь у цилiндричнiй та сферичнiй
системах координат. Встановлено достатнi умови iснування та єдиностi
розв’язку цих схем, доведено збiжнiсть методу послiдовних наближень
для його знаходження.

3. Розроблено ефективну алгоритмiчну реалiзацiю точних триточкових рi-
зницевих схем через усiченi триточковi рiзницевi схеми довiльного поряд-
ку точностi.

4. Дослiджено iснування та єдинiсть розв’язку усiчених триточкових рiзни-
цевих схем.

5. Доведено збiжнiсть та отримано оцiнку похибки усiчених триточкових
рiзницевих схем.

6. Доведено збiжнiсть та отримано оцiнку похибки iтерацiйного методу по-
слiдовних наближень розв’язування рiзницевих схем.

7. Перевiрено рiзницевi схеми на тестових прикладах та пiдтверджено тео-
ретичнi висновки шляхом проведення чисельних експериментiв. Наведено
результати порiвняння розроблених рiзницевих схем з iншими методами.

СПИСОК ОПУБЛIКОВАНИХ ПРАЦЬ ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Król M. Exact three-point difference scheme for singular nonlinear boundary value
problems /M. Król, A. V. Kunynets, M. V. Kutniv // J. Comput. Appl. Math.–
2016. – Vol. 298, no. 1. – P. 175–189.

2. Kunynets A. V. Exact three-point difference scheme for nonlinear stationary di-
fferential equations in cylindrical coordinates / A. V. Kunynets, M. V. Kutniv //
Журнал обчислювальної та прикладної математики. Серiя “Обчислювальна
математика”. – 2011. Вип. 2(105). – С. 51–68.

3. Кунинець А. В. Триточкова рiзницева схема високого порядку точностi для
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку в цилiндри-
чних координатах / А. В. Кунинець, М. В. Кутнiв // Вiсник Нацiонального
унiверситету “Львiвська полiтехнiка” (Фiз.-мат. науки). – 2013.– Вип. 768. –
С. 85–99.



18

4. Кунинець А. В. Триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi для не-
лiнiйних диференцiальних рiвнянь в сферичнiй системi координат / А. В. Ку-
нинець, М. В. Кутнiв // Вiсник Нацiонального унiверситету “Львiвська полi-
технiка” (Фiз.-мат. науки). – 2014. – Вип. 804. – С. 141–165.

5. Кунинець А. Методи Рунге-Кутта четвертого порядку точностi для нелiнiй-
них звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з сингулярнiстю
першого роду / А. Кунинець, М. Кутнiв // Вiсник Львiвського унiверситету.
Серiя прикл. матем. iнформ. – 2015. – Вип. 23. – С. 28–36.

6. Кунинець А. В. Точна триточкова рiзницева схема для нелiнiйного стацiонар-
ного рiвняння у цилiндричнiй системi координат / А. В. Кунинець, М. В. Ку-
тнiв // Тези доповiдей дев’ятої вiдкритої наукової конференцiї професорсько-
викладацького складу Iнституту прикладної математики та фундаменталь-
них наук. – Львiв, 2010. – С. 47.

7. Кунинець А. Точна триточкова рiзницева схема для нелiнiйного стацiонарно-
го рiвняння в цилiндричнiй системi координат / А. Кунинець, М. Кутнiв //
Матерiали мiжнародної математичної конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька.
– Дрогобич, 2011. – С. 111.

8. Кунинець А. Триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi для не-
лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь в цилiндричних координатах
/ А. Кунинець, М. Кутнiв // Матерiали мiжнародної наукової конференцiї
“Сучаснi проблеми механiки та математики”. – Львiв, 2013. – С. 29–32.

9. Кунинець А. В. Точна триточкова рiзницева схема для нелiнiйного стацiонар-
ного рiвняння в сферичнiй системi координат / А. В. Кунинець, М. В. Кутнiв
// Матерiали мiжнародної математичної конференцiї “Диференцiальнi рiв-
няння, обчислювальна математика, теорiя функцiй та математичнi методи
механiки”. – Київ, 2014. – С. 78.

10. Кунинець А. В. Триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi для
нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь у сферичнiй системi коорди-
нат / А. В. Кунинець // Матерiали XV мiжнародної наукової конференцiї iм.
акад. М. Кравчука. Т.1 Диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння, їх застосу-
вання. – Київ, 2014. – С. 178–180.

11. Кунинець А. В. Чисельне дослiдження стацiонарних процесiв теплопровiд-
ностi або дифузiї в цилiндричнiй системi координат / А. В. Кунинець //
Тези доповiдей VI мiжнародної наукової конференцiї “Сучаснi проблеми
математичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї”. – Кам’янець-
Подiльський, 2014. – С. 93–94.

12. Кунинець А. Метод Рунге-Кутта четвертого порядку точностi для сингу-
лярних задач Кошi / А. Кунинець // Матерiали конференцiї молодих уче-
них «Пiдстригачiвськi читання – 2015». – Львiв, 2015. – Available online at:
http://iapmm.lviv.ua/chyt2015/theses/Kunynets.pdf

13. Кунинець А. В. Методи Рунге-Кутта для нелiнiйних сингулярних задач Кошi
/ А. В. Кунинець // Тези доповiдей дванадцятої вiдкритої наукової конфе-



19

ренцiї Iнституту прикладної математики та фундаментальних наук. – Львiв,
2016. – С. 75 – 77.

АНОТАЦIЯ

Кунинець А. В. Триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi для
стацiонарних рiвнянь в цилiндричнiй та сферичнiй системах координат. — Руко-
пис.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.07 — обчислювальна математика. — Львiвський на-
цiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2017.

У дисертацiйнiй роботi для чисельного розв’язування сингулярних задач Ко-
шi для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь 2-го порядку розроблено
методи рядiв Тейлора та типу Рунге-Кутта четвертого порядку точностi. Побудо-
вано та обгрунтовано точну триточкову рiзницеву схему (ТТРС) розв’язування
крайових задач для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь в цилiндричнiй та сфери-
чнiй системах координат на нерiвномiрнiй сiтцi. Розроблено ефективну алгори-
тмiчну реалiзацiю ТТРС через усiченi триточковi рiзницевi схеми (ТРС) рангу
m̄ = 2[(m+ 1)/2] (m – цiле додатне, [·] – цiла частина). Одержано достатнi умо-
ви iснування та єдиностi розв’язку усiченої ТРС. Доведено, що ТРС рангу m̄
має порядок точностi m̄ як для розв’язку u(x), так i для потоку k(x)du/dx. До-
ведено збiжнiсть та отримано оцiнку похибки iтерацiйного методу послiдовних
наближень розв’язування нелiнiйних рiзницевих схем. Теоретичнi висновки пiд-
тверджено результатами чисельних експериментiв.

Ключовi слова: сингулярне звичайне диференцiальне рiвняння, сингулярна
задача Кошi, сингулярна крайова задача, триточкова рiзницева схема, iтерацiй-
ний метод, порядок точностi.

АННОТАЦИЯ

Кунинец А. В. Трехточечные разностные схемы высокого порядка точности
для стационарных уравнений в цилиндрической и сферической системах коорди-
нат. — Рукопись.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математических
наук по специальности 01.01.07 — вычислительная математика. — Львовский на-
циональный университет имени Ивана Франко, Львов, 2017.

Диссертационная работа посвящена построению методов рядов Тейлора и ти-
па Рунге-Кутта четвертого порядка точности для решения сингулярных задач
Коши для нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений, а также
построению и обоснованию точных и усеченных трехточечных разностных схем
на неравномерной сетке решения краевых задач для нелинейных стационарных
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уравнений в цилиндрической и сферической системах координат. Используя ме-
тод линеаризации и принцип сжимающих отображений доказано существование
точных трехточечных разностных схем (ТТРС), единственность их решения, а
также сходимость итерационного метода последовательных приближений для его
нахождения.

Разработана алгоритмическая реализация ТТРС через усеченные трехточе-
чные разностные схемы (ТРС) ранга m̄ = 2[(m+ 1)/2] ( m− натуральное число,
[·] – целая часть). Получены достаточные условия существования и единственно-
сти решения усеченной ТРС. Доказано, что ТРС ранга m̄ имеет порядок точности
m̄ как для решения u(x), так и для потока k(x)du/dx. Доказана сходимость и по-
лучена оценка погрешности итерационного метода последовательных приближе-
ний решения усеченных разностных схем. Теоретические выводы подтверждены
результатами вычислительных экспериментов.

Ключевые слова: обыкновенное дифференциальное уравнение, сингулярная
задача Коши, сингулярная краевая задача, трехточечная разностная схема, ите-
рационный метод, порядок точности.

SUMMARY

Kunynets A. V. Three-point difference schemes of high order accuracy for station-
ary equations in cylindrical and spherical coordinate systems. — Manuscript.

The thesis for obtaining the scholar degree of the Candidate of Physics and Math-
ematics, speciality 01.01.07 — Computational mathematics. — Ivan Franko National
University of Lviv, 2017.

The methods of Teylor series as well as Runge-Kutta method of the four order
accuracy have been developed for the numerical solving the singular initial value prob-
lems for the nonlinear ordinary differential equations of the order 2 in this dissertation
thesis. It has been constructed and justified the exact three-point difference scheme
(ETDS) for solving the boundary problems of nonlinear stationary equations in the
cylindrical and spherical coordinate systems on the non-uniform grid. An effective
algorithmic realization of ETDS has been implemented via the truncated three-point
difference schemes (TDS) of the rank m̄ = 2[(m + 1)/2], where m is a natural num-
ber and [·] is an integer part. The enough conditions of existence and uniqueness of
the truncated TDS solution have been obtained. It has been proved that the TDS of
rank m̄ has the accuracy order of m̄ both for the solution of u(x) and for the flow of
k(x)du/dx. The estimation of iteration method of serial approximation for the solv-
ing the nonlinear differential schemes has been obtained and the convergence of this
method has been proved as well. The theoretical conclusions have been verified by
the results of numerical experiments.

Key words: singular ordinary differential equation, initial value problem, boundary
value problem, three-point difference scheme, iterative method, order of accuracy .


