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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• C+ = {z : Rez > 0} —права комплексна пiвплощина

• C− = {z : Re < 0} —лiва комплексна пiвплощина

• C+ = {z : Imz > 0} —верхня комплексна пiвплощина

• C− = {z : Imz < 0} —нижня комплексна пiвплощина

• Hp(C+), 1 ≤ p < +∞, – простiр Гардi у правiй пiвплощинi,
тобто простiр функцiй f , аналiтичних у пiвплощинi C+, для
яких

‖f‖p := sup


+∞∫
−∞

| f (x + iy) |p dy : x ∈ (0; +∞)


1
p

< +∞

• H∞(C+)– простiр аналiтичних i обмежених у правiй пiвпло-
щинi функцiй

• Hp
σ(C+), p ≥ 1 σ ≥ 0, простiр аналiтичних функцiй в правiй

пiвплощинi, для яких

‖f‖p,σ := sup


+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p e−σpr|sinϕ|dr : ϕ ∈

(
−π

2
;
π

2

)
1
p

< +∞

• H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, –простiр функцiй f, аналiтичних в
C+, для яких

‖f‖ := sup
{
|f (z)|e−σ|Imz| : z ∈ C+

}
< +∞
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• W p
σ , σ > 0, p ≥ 1,– простiр Пелi-Вiнера, тобто простiр цiлих

функцiй f експоненцiального типу, що не перевищує σ i якi
належать до Lp(R)

• Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр аналi-
тичних функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} таких,
що

sup


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pdr : α < ϕ < β


1
p

< +∞

• spanH {fτ}– замикання лiнiйної оболонки системи {fτ} в
банаховому простору H

• h – iнтегральна гранична функцiя функцiї f ∈ Hp
σ(C+),

яка визначається з точнiстю до адитивної сталої в точках
неперервностi рiвнiстю

h(t2)−h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f (x+iy)|dy−
t2∫

t1

ln |f (iy)|dy, t1 < t2

•
Hp
∩(C+) =

⋂
σ>0

Hp
σ(C+)

• B – клас неперервних зростаючих функцiй
η : [0; +∞)→ (0; +∞) таких, що η(r) = o(r), при r → +∞

• Hp
	(C+) –простiр аналiтичних в C+ функцiй f, для яких

iснує η ∈ B, що

sup


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr : |ϕ| < π

2


1
p

< +∞
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• S(r) – визначається для послiдовностi нулiв (λn), Reλn > 0,

функцiї f i числа r > 0 рiвнiстю

S(r) =
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

• P (r)– визначається для функцiї h : R → R i числа r > 0

рiвнiстю

P (r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|

• K(r) – визначається для функцiї f : iR → C i числа r > 0

рiвнiстю

K(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt



ВСТУП

Актуальнiсть теми. При вивченнi функцiональних просто-
рiв, зокрема просторiв аналiтичних функцiй, одне з першочер-
гових значень має вивчення екстремальних властивостей цих
просторiв. Одними з найважливiших результатiв такого пла-
ну є теореми iснування та єдиностi. Отримання аналогiв таких
теорем, встановлених для класичних просторiв Б. Я. Левiним,
В. П. Гурарiєм, М. А. Євграфовим, Р. Боасом, С. Н. Мергеля-
ном, Дж. Хвангом та iншими математиками, для вагових про-
сторiв Гардi з експоненцiальною вагою залишалося вiдкритим
питанням.

Простори функцiй експоненцiального зростання у пiвпло-
щинi розглядалися, зокрема, Н. В. Говоровим, Б. В. Винни-
цьким та їх учнями. Б. В. Винницький ввiв ваговий простiр
Гардi Hp

σ(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, 0 ≤ σ < +∞, функцiй, аналiтичних
у правiй пiвплощинi, що характеризуються експоненцiальним
ростом. Цей простiр є з одного боку, як показав А. М. Се-
длецький, узагальненням простору Гардi у правiй пiвплощинi
Hp(C+), а з iншого — аналогом для пiвплощини добре вiдомо-
го простору Пелi-Вiнера W p

σ , що складається з цiлих функцiй
експоненцiального типу ≤ σ, що належать до Lp(R). У про-
цесi дослiджень виявилося, що властивостi просторiв Hp

σ(C+),
0 < σ < +∞, iстотно вiдрiзняються вiд властивостей просторiв
у неваговому випадку. З iншого боку, у ваговому випадку швид-
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ке спадання функцiї вздовж додатньої дiйсної пiвосi пов’язане
з швидким зростанням її вздовж уявної осi. Чи справедлива ця
закономiрнiсть i для простору H∞σ (C+), залишалося вiдкритим
питанням.

У 1949 роцi А. Бьорлiнг одержав повний опис трансляцiйно
iнварiантних пiдпросторiв для простору Гардi в крузi. Пiзнi-
ше П. Лакс перенiс цей результат на випадок просторiв Гардi
у пiвплощинi. При цьому природним виявилося питання iнва-
рiантностi вiдносно множення на eτz, τ ≤ 0. Подальшi дослi-
дження показали, що результати, одержанi для просторiв Гар-
дi, часто мають прямi аналоги для об’єктiв у рiзних роздiлах
математики. Елегантнiсть результатiв А. Бьорлiнга та П. Ла-
кса викликала великий iнтерес до цiєї тематики, що розвинуло-
ся в дослiдження циклiчних, мультициклiчних, гiперциклiчних
функцiй та операторiв, трансляцiйно iнварiантних пiдпросто-
рiв. Цими питаннями активно займалися, зокрема, Х. Шапi-
ро, В. П. Хавiн, Н. К. Нiкольський, В. I. Васюнiн, В. Рудiн,
Б. Юсефi, Н. Гогус, К. Массанеда, Н. Зорбоска, А. Бонiлла,
В. П. Гурарiй, Х. Хеденмальм, Б. В. Винницький, В. В. Ка-
пустiн, А. Д. Баранов, В. Е. Кiм, В. М. Дiльний, П. Бурдон,
Е. Стейн, Р. Койфман, Г. Вейсс, Є. М. Динькiн, Б. П. Осiлен-
кер , Г. Семпсон, Д. Фонг, та багато iнших.

Властивостi простору Пелi-Вiнера W p
σ є дуже добре вивче-

ними, а прийоми i методи дослiджень часто використовуються
при дослiдженнi об’єктiв у багатьох роздiлах математики. Про-
те деякi задачi були розв’язанi досить недавно чи залишалися
вiдкритими. Однiєю з таких є задача про розщеплення функцiй
зW 1

σ на суму двох, кожна з яких ”велика” тiльки в певному кутi.
Задачi такого типу розглядали Л. Еренпрайс, Р. С. Юлмухаме-
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тов, Ю. I. Любарський, I. Е. Чижиков, В. М. Дiльний.
Дослiдження, об’єктом яких є простори Гардi аналiтичних

функцiй, часто знаходять застосування у комплексному та фун-
кцiональному аналiзi, теорiї диференцiальних рiвнянь, теорiї
ймовiрностей, а також у прикладних напрямах: геодинамiцi, те-
орiї iнформацiї, квантовiй фiзицi (див. [80], [81], [93], [48], [61],
[46], [82]). Тому можна очiкувати важливих застосувань i для
результатiв з теорiї вагових просторiв Гардi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Робота виконана на кафедрi математики Iнституту фi-
зики, математики, економiки та iнновацiйних технологiй Дро-
гобицького державного педагогiчного унiверситету iменi Iвана
Франка. Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передба-
чений планами наукової роботи Дрогобицького державного пе-
дагогiчного унiверситету iменi Iвана Франка.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї є встано-
вити зв’язки межових властивостей функцiй з просторiв типу
Гардi з поведiнкою функцiй в областях аналiтичностi, що пе-
редбачає вирiшення таких завдань:

• отримати теореми єдиностi та iснування у просторахHp
σ(C+),

σ > 0, 1 ≤ p < +∞;

• встановити теореми єдиностi та iснування у просторахH∞σ (C+),
σ > 0;

• одержати доповнення опису трансляцiйно iнварiантних пiд-
просторiв у просторi Hp

σ(C+);
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• встановити для функцiй з простору H∞σ (C+), σ > 0, еквiва-
лентнiсть швидкого зростання у деякому сенсi вздовж уяв-
ної осi та швидкого спадання вздовж дiйсної пiвосi;

• розглянути та описати властивостi простору, що визначає-
ться перетином вагових просторiв Гардi;

• знайти новий спосiб розщеплення функцiй з W 1
σ (C+) та

встановити умови розв’язностi задачi розщеплення.

Об’єктами дослiдження є простори типу Гардi.
Предметом дослiдження є властивостi функцiй з вагових про-
сторiв Гардi.

Методи дослiдження. Для розв’язання поставлених задач
використовувались методи теорiї функцiй комплексної змiнної,
методи математичного аналiзу та деякi прийоми з робiт Н. В. Го-
ворова, Г. З. Бер, Б. Я. Левiна, А. М. Седлецького, В. М. Дiль-
ного, Б. В. Винницького.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi науковi ре-
зультати, отриманi в дисертацiйнiй роботi, є новими i поляга-
ють у наступному:

• отримано теореми єдиностi та iснування у просторахHp
σ(C+),

σ > 0, 1 ≤ p < +∞;

• встановлено теореми єдиностi та iснування у просторахH∞σ (C+),
σ > 0;

• одержано доповнення опису трансляцiйно iнварiантних пiд-
просторiв у просторi Hp

σ(C+);
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• встановлено для функцiй з простору H∞σ (C+), σ > 0, еквi-
валентнiсть швидкого зростання у деякому сенсi вздовж
уявної осi та швидкого спадання вздовж дiйсної осi;

• розглянуто та описано деякi властивостi простору, що ви-
значається перетином вагових просторiв Гардi;

• запропоновано новий спосiб розщеплення функцiй зW 1
σ (C+)

та встановлено критерiй розв’язностi задачi розщеплення.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати, отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний
характер i можуть знайти застосування як у подальших дослi-
дженнях з теорiї функцiй, так i у iнших роздiлах математики.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної
роботи отриманi її автором самостiйно. У статтях, написаних
у спiвавторствi, спiвавторам належить постановка задачi та за-
гальне керiвництво.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
апробовано на таких конференцiях:

1) IV мiжнароднiй ганськiй конференцiї, присвяченiй 135 рi-
чницi вiд дня народження Ганса Гана (Чернiвцi, 30 червня
– 5 липня 2014 р);

2) мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробо-
гатька (Дрогобич, 25–28 серпня 2015 р.);

3) мiжнароднiй конференцiї “Complex Analysis and Related Topi-
cs” ( Львiв, 30 травня - 4 червня 2016 р).

Результати дисертацiї неодноразово доповiдалися на Львiвсь-
кому мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (ке-
рiвники — проф. О. Б. Скаскiв та проф. А. А. Кондратюк), на
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семiнарi з теорiї потенцiалу та її застосувань у Львiвському
нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвники —
проф. О. Б. Скаскiв, проф. I. Е. Чижиков), семiнарi з матема-
тичного аналiзу у Дрогобицькому державному педагогiчному
унiверситетi iменi Iвана Франка (керiвник — проф. Б. В. Вин-
ницький), семiнарi з теорiї функцiй IМ НАН України (керiв-
ник — доктор фiз.–мат. наук, ст. наук. спiвробiтник А. С. Ро-
манюк), математичному семiнарi в унiверситетi Я. А. Комен-
ського (Братислава, Словаччина, керiвник - проф. М. Фечкан)
та науковому семiнарi в Iнститутi математики Словацької ака-
демiї наук в Братиславi (Братислава, Словаччина, керiвник -
проф. А. Двуреченський).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублi-
ковано в 8 статтях i наукових повiдомленнях, з яких 5 у ви-
даннях з Перелiку фахових видань МОН України, зокрема, у
виданнi Известия вузов. Математика, яке вiдображене у мiж-
народних науково-метричних базах даних Scopus, Український
математичний журнал - Web of Science або Scopus.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з
перелiку умовних позначень, вступу, 4 роздiлiв, висновкiв та
списку використаних джерел, який налiчує 106 найменувань.
Загальний обсяг дисертацiї — 132 сторiнки, обсяг списку вико-
ристаних джерел — 9 сторiнок.



РОЗДIЛ 1

Огляд лiтератури i основних
результатiв

В цьому роздiлi наведемо огляд лiтератури та результатiв
дисертацiї.

1.1 Огляд лiтератури

1.1.1 Простори Гардi

Простори Гардi використовуються у багатьох галузях ма-
тематики та прикладних наук, детальний виклад їхнiх власти-
востей можна знайти в монографiях К. Гофмана [13], О. Дью-
рена [52], П. Кусiса [24], Дж. Гарнетта [11], Дж. Машрегi [76],
Н. К. Нiкольського [80], [81], та iн.

Простором Гардi Hp(C+), 0 < p < +∞, називається клас
аналiтичних у пiвплощинi C+ = {z : Rez > 0} функцiй f , для
яких

‖f‖pHp(C+)
:= sup

x>0


+∞∫
−∞

| f (x + iy) |p dy

 < +∞.

Функцiї f ∈ Hp(C+) мають [13], [52], [24], [11] майже скрiзь

13
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на ∂C+ кутовi граничнi значення f (iy), f ∈ Lp(∂C+) i

‖f‖pHp(C+)
=

+∞∫
−∞

|f (iy)|p dy.

Кожна функцiя f ∈ Hp(C+) визначає (див. [54], [4]) iнтегральну
граничну функцiю h, яка в точках неперервностi з точнiстю до
адитивної сталої визначається рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f (x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |f (iy)|dy, t1 < t2.

(1.1)
Iнтегральна гранична функцiя h є незростаючою i її похiдна
дорiвнює нулевi майже скрiзь на R.

В теорiї аналiтичних функцiй вiдомо ряд теорем єдиностi,
що мають важливе значення для дослiдження властивостей
функцiй та функцiональних просторiв. У 1952 роцi С. Н. Мер-
гелян в [77] отримав теорему єдиностi для функцiй аналiтичних
в C+ = {z : Imz > 0}.

В 1954 роцi Р. Боасом [45, с.75] була доведена наступна те-
орема єдиностi для цiлих функцiй експоненцiального типу.

Теорема А1. Якщо f (z) є цiлою функцiєю експоненцiального
типу i для деякого θ, |f (reiθ)| ≤ e−rw(r), де w(r) → ∞, r →
+∞, то f (z) ≡ 0.

Дж. Хванг в [67] встановив аналогiчне твердження для фун-
кцiй голоморфних на множинi {z : Rez > 0}

⋃
{0}. Ця теорема

є певним чином аналогiчною до результатiв В. Гаврiлова [59]
i Д. Ранга [85] для функцiй аналiтичних в одиничному кру-
зi. М. Євграфов в [21, с.218] встановив теорему єдиностi для
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функцiй обмежених в пiвплощинi, Дж. Хванг [66] формулює
подiбну теорему для функцiй обмежених i голоморфних в C+.

Теорема єдиностi також є вiдомою для просторiв Гардi (див.
[24, с. 163]).

Теорема А2. Якщо f ∈ Hp(C+), 1 ≤ p < +∞ i

lim
x→+∞

|f (x)|
1
x = 0,

то f ≡ 0.

Простiр обмежених аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй
f позначають через H∞(C+), при цьому вiн є банаховим вiдно-
сно норми

‖f‖ = sup
z∈C+

|f (z)| < +∞.

Властивостi простору H∞(C+) близькi до властивостей просто-
рiв Гардi. Кожна функцiя f ∈ H∞(C+) має (див. [24, с. 142],
[12, с. 23]) майже скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення f (iy)

i f ∈ L∞(∂C+). Кожнiй функцiї f ∈ H∞(C+) вiдповiдає iн-
тегральна гранична функцiя h, яка в точках неперервностi з
точнiстю до адитивної сталої визначається рiвнiстю (1.1). Iнте-
гральна гранична функцiя h є незростаючою i її похiдна дорiв-
нює нулевi майже скрiзь на R .

Для даного простору добре вiдомим є наступне твердження.

Теорема А3. Якщо f ∈ H∞(C+) i

lim
x→+∞

|f (x)|1/x = 0,

то f ≡ 0.

Дане твердження наведено в [73, с.40], його доведення мi-
ститься також в [24, с. 163] i в [21, с. 218]. Правда, в [24, с.
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163] додатково вимагається, щоб функцiя f була аналiтичною
в замкненiй пiвплощинi C+. Однак останнє припущення зай-
ве, оскiльки можна застосувати вiдомий принцип (вiн випли-
ває безпосередньо з формули Пуассона [24, с.142]) Фрагмена-
Лiндельофа: якщо f ∈ H∞(C+) i |f (iy)| ≤ M для майже всiх
y ∈ R , то |f (z)| ≤M для всiх z ∈ C+.

Результати, пов’язанi з теоремою A3 розвиненi в рядi робiт
[73, с. 209], [98]. Розглянемо результат Б. Я. Левiна [73, с. 209]
про отримання оцiнки знизу для гармонiйної функцiї.

Теорема А4 (26.1 Теорема 2. [73]). Нехай u(z) – гармонiйна
функцiя у верхнiй пiвплощинi C+ = {z = x + iy = reiϕ, y > 0}
з неперервними граничними значеннями на дiйснiй осi i

u(z) ≤ Krρ, z ∈ C+, r = |z| ≥ 1, ρ > 1,

|u(z)| ≤ K, |z| ≤ 1, Imz ≥ 0. Тодi

u(reiϕ) ≥ −cK 1 + rρ

sinϕ
,

де c не залежить вiд K, r, ϕ i функцiї u(z).

Пiзнiшi версiї i уточнення теореми A4 можна знайти в мо-
нографiї М. К. Нiкольського ([79], Роздiл I) та в статтях [70],
[71], [75].

У 2012 роцi Гуан-Тянь Ден та спiвавтори в статтi [98] отри-
мали узагальнення теореми A4 з випадку n = 2 на n ≥ 2.

Теорема А5 ([98]). Нехай u(x) – гармонiйна функцiя у верхнiй
пiвплощинi Rn

+ = {x ∈ Rn, xn > 0} з неперервними граничними
значеннями на ∂Rn

+ i
u(x) ≤ Krρ, x ∈ Rn

+, r = |x| ≥ 1, ρ > n− 1,

|u(x)| ≤ K, |x| ≤ 1, xn ≥ 0. Тодi

u(x) ≥ −cK 1 + rρ

sinn−1 ϕ
,
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де c не залежить вiд K, r, ϕ i функцiї u(x).

Також розглядаються ваговi узагальнення просторiв Гардi
для випадку одиничного круга в [1], [90], [22]. Ваговi простори
Гардi у пiвплощинi розглядалися Ж. Стрьомбергом та А. Тор-
чинським, М. Розенблумом та Дж. Ровняком, П. Рунi, Дж. Бе-
недетто та Х. Хейнiгом, Дж. Гарсiа-Куервою, С. Кiсляковим i
К. Куанхуа та iншими математиками [91], [84], [83], [44], [58],
[69]. Технiку вагових просторiв Гард використовують [90] i до
дослiдження диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних,
зокрема [92] до рiвнянь Нав’є-Стокса. В. Власов та А. Рачков
розглянули ваговий простiр Хардi з вагою, що є модулем ана-
лiтичної функцiї [9], [10].

Б. В. Винницький в [6] розглянув простiр Hp
σ(C+),

0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, функцiй f , аналiтичних в C+, для
яких

‖f‖Hp
σ(C+)

:= sup
ϕ∈(−π2 ;

π
2)


+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p e−σpr|sinϕ|dr


1
p

< +∞.

Б. В. Винницький i В. Л. Шаран в [95] дослiджували простiр
H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, що складається з аналiтичних в C+

функцiй, для яких

sup
z∈C+

{
|f (z)|e−σ|Imz|

}
< +∞.

Iнтегральна гранична функцiя h функцiї f ∈ Hp
σ(C+),

0 ≤ σ ≤ +∞, 1 ≤ p ≤ +∞, також визначається з точнiстю
до адитивної сталої в точках неперервностi [54], [4] рiвнiстю
(1.1), вона є незростаючою i її похiдна дорiвнює нулевi май-
же скрiзь. Окрiм цього, в [95], [6] показано, що кожна функцiя
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f ∈ Hp
σ(C+) має майже скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення

f (iy) i f (iy)e−σ|y| ∈ Lp(R).
При цьому А. М. Седлецький встановив [33], що множини

просторiв Hp
0 (C+) та Hp(C+) спiвпадають, а норми ‖f‖Hp

0 (C+)

та ‖f‖Hp(C+)
є еквiвалентними.

Для функцiй з просторiв Hp
σ(C+), 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p ≤

+∞, аналоги теорем єдиностi вiдомими не були.

1.1.2 Циклiчнiсть функцiй

Функцiя f ∈ Hp(C+) називається циклiчною в Hp(C+),

якщо система
{f (z)eτz : τ ≤ 0} , (1.2)

є повною в Hp(C+).

Функцiя f називається циклiчною в H2
σ(C+), якщо f ∈

H2
σ(C+) i система (1.2) є повною в H2

σ(C+).

Теорема А6 (Бьорлiнга-Лакса [72]). Нехай G ∈ H2(C+), G 6≡
0. Тодi наступнi умови є еквiвалентними:

1) G є циклiчною в H2(C+);
2) рiвняння

0∫
−∞

f (u + τ )g(u)dw = 0, τ ≤ 0, g ∈ L2(−∞; 0),

де

G(z) =
1

i
√

2π

0∫
−∞

g(u)euzdu,

має тiльки тривiальний розв’язок в L2(−∞; 0);
3) система {g(u − τ ) : τ ≤ 0}, де g(u) = 0, u > 0, є

повною в L2(−∞; 0);
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4) G не має жодного нуля в C+,

lim
x→+∞

ln |G(x)|
x

= 0

i iнтегральна гранична функцiя функцiї G є сталою;
5) множина функцiй {G(z)eτz}, τ ≤ 0, є повною в

H2(C+).

Б. В. Винницький отримав [7] необхiднi умови циклiчностi в
Hp
σ (C+). В. М. Дiльний отримав критерiй циклiчностi в просто-

рi H2
σ(C+) та його аналог для аналiтичних функцiй в крузi[50].

Також В. М. Дiльним було отримано [20] твердження про опис
трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв.

Вiдомим є наступне факторизацiйне твердження для про-
сторiв Гардi.

Теорема А7 ([24]). Для кожної функцiї f ∈ Hp(C+), 1 ≤ p <

+∞, правильне зображення

f (z) = eia0+a1z exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2)(t + iz)
ln |f (it)|dt

·Bf(z)·S∗f(z),

(1.3)
де

a0 ∈ R, a1 = lim
x→+∞

ln |f (x)|
x

≤ 0, (1.4)

Bf –добуток Бляшке для пiвплощини, побудований за послi-
довнiстю нулiв функцiї f,

S∗f(z) = exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2) (t + iz)

 dh(t),

при цьому для кутових граничних значень f на iR, її iнте-
гральної граничної функцiї h та послiдовностi нулiв (λn) ви-



20

конуються умови

f ∈ Lp(iR),

+∞∫
−∞

| log |f (it)||
1 + t2

dt < +∞,

+∞∫
−∞

|dh(t)|
1 + t2

dt < +∞,
+∞∑
k=0

Reλn
1 + |λn|2

< +∞.

(1.5)

Навпаки, якщо для функцiї f : iR → C, неспадної функцiї
h : R → R, похiдна якої дорiвнює нулевi майже скрiзь, по-
слiдовностi (λn), λn ∈ C+, виконуються умови (1.4)–(1.5), то
функцiя f, визначена рiвнiстю (1.3), належить простору до
Hp(C+).

Функцiю If(z) := ea1zBf(z)S∗f(z) називають [24, с.149] вну-
трiшнiм множником функцiї f ∈ Hp(C+) у просторi Hp(C+).

Нехай Ĩf– внутрiшнiй множник у просторi H2(C+) функцiї

f (z)e
2σ
π z ln ze−c̃z,

де

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
.

Позначимо
I∗f (z) = Ĩfe

−2σ
π z ln z.

Позначимо через spanH2
σ(C+) {G(z)eτz : τ ≤ 0} замикання лi-

нiйної оболонки системи {G(z)eτz : τ ≤ 0} в нормi ‖ · ‖H2
σ(C+).

Теорема А8. Якщо G ∈ H2
σ(C+), G(z) 6= 0 для кожного

z ∈ C+ i hG є сталою, то

spanH2
σ(C+) {G(z)eτz : τ ≤ 0} =

=

{
H2(C+)I∗G(z),G(z)e

2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+) для деякого c ∈ R,

H2
σ(C+) в протилежному випадку.
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Простори Гардi та близкi до них простори розглядаються
також А. С. Романюком [30], С. Б. Вакарчуком [3], М. Ш. Ша-
бозовом [36], В. В. Савчуком [86], [87], [88], С. О. Чайченком
[89], А. Г. Баканом [41].

В. Дiльний в [17] встановив для випадку p ∈ [1; +∞) еквi-
валентнiсть швидкого спадання по додатнiй осi модуля функцiї
G ∈ Hp

σ(C+) та швидкого зростання її модуля на межi.

Теорема А9 ([17]). Нехай G ∈ Hp
σ(C+), 1 ≤ p < +∞, σ > 0 i

G(z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, а також h(t) ≡ const. Тодi наступнi
умови еквiвалентнi:

1) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

2)G1 6∈ Hp(C+) для кожного c ∈ R,

де G1(z) = G(z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}
;

3) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |G(it)|dt− 2σ ln r

 = −∞;

4) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞;

5) lim
x→+∞

(
ln |G(x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
= +∞.

Такого типу результати використовуються для дослiджен-
ня циклiчностi функцiй [50], дослiдження рiвнянь типу згортки
та можуть бути застосованими в теорiї рядiв Дiрiхле, розвину-
тою у працях А. Ф. Леонтьєва, М. М. Шеремети, О. Б. Ска-
скiва [26], [35], [34], [37]. Подiбного роду результати отриманi
Ю. I. Любарським [27].
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Нехай Λ – клас аналiтичних в C+ функцiй f 6≡ 0, що мають
нулi в точках λn.

Теорема А10 ([6]). Для того, щоб iснувала функцiя
f ∈ Λ ∩ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < ∞, необхiдно i достатньо, щоб
виконувалися умови ∑

|λn|

Re λn <∞

i
lim
r→∞

(
S(r)− σ

π
ln r
)
<∞,

де

S(r) =
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
cosϕn, ϕn = arg λn, |ϕn| <

π

2
.

Нехай λ = (λn) – довiльна послiдовнiсть точок з пiвплощи-
ни C+). Тодi аналiтична в C+ функцiя F належить до класу Λ+,

якщо F 6≡ 0, i в кожнiй точцi λn вона має нуль (нуль кратностi
k ≥ m , якщо m членiв послiдовностi λ дорiвнює λn).

Б. В. Винницький описав [5] нулi класу функцiй f ∈ Hp
σ(C+)

у термiнах функцiї S.

Теорема А11 ([5]). Для того, щоб iснувала аналiтична в C+

функцiя F ∈ Λ+, яка для заданих σ ≥ 0 i p > 0 належить до
Hp
σC+, необхiдно i досить, щоб виконувалася умова∑

|λn|≤1

Re λn + lim
r→∞

(
S(r)− σ

π
ln r
)
<∞.

Федоров С. I., Джонс П. В. та iншi математики вивчали [55],
[68] простори, що визначаються як перетин просторiв Гардi чи
спорiднених просторiв. Але простiр

Hp
∩(C+) =

⋂
σ>0

Hp
σ(C+).
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досi не дослiджувався.

1.1.3 Простори Пелi-Вiнера

Нехай W p
σ , σ > 0, p ≥ 1,– простiр Пелi-Вiнера, тобто, про-

стiр цiлих функцiй f експоненцiального типу, що не перевищує
σ i якi належать до Lp(R). Цей простiр можна також визначи-
ти [25, с. 663] як простiр цiлих функцiй f , якi задовольняють
умову

sup
ϕ∈(0;2π)


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−pσr| sinϕ|dr


1
p

< +∞.

К. Еофф [53] показала, що простiр W 1
σ є iзоморфним до дис-

кретного простору Гардi. В теорiї просторiв Пелi-Вiнера фун-
даментальними є наступнi теореми [39].

Теорема А12 (П. -В). Функцiя f0 ∈ Lp(∂C+), 1 ≤ p ≤ 2, є
кутовою граничною функцiєю деякої функцiї f ∈ Hp(C+) тодi
i тiльки тодi, коли її обернене перетворення Фур’є дорiвнює
нулевi майже скрiзь на вiд’ємнiй дiйснiй пiвосi, тобто

+∞∫
−∞

f0(it)e
iτ tdt = 0, τ ≤ 0.

Теорема П. -В. Простiр W 2
σ спiвпадає з простором функцiй

f , що допускають зображення

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

ϕ(it)eitzdt, ϕ ∈ L2(−iσ; iσ). (1.6)
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Аналогiчнi твердження також вiдомi для випадкiв 1 < p <

2. Для випадку p = 1 аналог останньої теореми довiв Г. З. Бер
[2]. В iншiй формi критерiй належностi до W 1

σ був отриманий
Р. Боасом [45, с. 106] та iн.
Теорема Б. [2]. Простiр W 1

σ спiвпадає з простором функцiй
f , якi подаються у виглядi (1.6), де

ϕ(t) =

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt
σ , (ck) ∈ l1 (1.7)

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mck+m
k

1 + k2

∣∣∣∣∣ < +∞.

Для простору Hp
σ(C+) Б. Винницький [5] встановив насту-

пний аналог теореми Пелi-Вiнера.

Теорема А13. Для того, щоб функцiя f0 : ∂C+ → C+ така,
що f0(iy)e−σ|y| ∈ Lp(R), 1 < p ≤ 2, була кутовою граничною
функцiєю деякої функцiї f ∈ Hp

σ(C+), необхiдно i досить, щоб
знайшлась така функцiя f2 , що

a)f2 ∈ Hp
2σ(C+);

б)f3(iy) := f1(iy) + f2(iy) ∈ Lp(−∞; 0), f1(iy) := f0(iy)e−σ|y|;

в) для майже всiх τ < 0

+∞∫
0

f1(iυ)eiτυdυ +

+∞∫
0

f2(u)eτudu +

0∫
−∞

f3(iυ)eiτυdυ = 0.

Також вказано на необхiднiсть умов а)-в) у випадку p = 1,

що має ключове значення для опису трансляцiйно iнварiантних
пiдпросторiв, але питання про достатнi умови у цьому випад-
ку залишалося вiдкритим. В. М. Дiльний в [51] довiв, що ця
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теорема є правельною i для випадку p = 1, якщо виконується
наступне твердження.

Твердження 1.1. Для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливе зо-

браження f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в C+,
χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
, µ ∈ E1

[
C
(
−π

2 ; 0
)]
.

Нехай Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, – простiр
аналiтичних функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} таких,
що

sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pdr


1
p

< +∞.

В [51] розглянуто частковий випадок твердження 1.1, а саме
додатково вимагається, щоб функцiї χ та µ були цiлими. Питан-
ня про необхiднi та достатнi умови є важливими для дослiдже-
ння рiвнянь типу згортки та повноти деяких систем функцiй.
Дане питання залишається вiдкритим.

Проте вiдомi способи зображення у твердженнi 1.1 можуть
бути застосованими до досить вузьких пiдкласiв класуW 1

σ . Пи-
тання про загальний спосiб залишається вiдкритим.

Зазначимо, що схожi проблеми розщеплення функцiї з де-
якого функцiонального простору у виглядi суми або добутку
двох функцiй з ”простiших” класiв дослiджувалися багатьма
вченими. Р. С. Юлмухаметов в [39], [38] розглянув задачу про
розщеплення кожної функцiї з деякого пiдпростору простору
Пелi-Вiнера на добуток двох функцiй. Ю. I. Любарський ви-
вчав [28] розщеплення функцiй з трикутною iндикаторною дiа-
грамою на суму двох. I. Е. Чижиков розглядав [47] схожi задачi
в термiнах субгармонiйних функцiй.
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1.2 Основний змiст дисертацiї

Роздiл 2 присвячено отриманню теорем єдиностi для ваго-
вих просторiв.

Розглянемо отриманий результат для функцiй з вагового
простору Гардi Hp

σ(C+), 0 ≤ σ < +∞, i 1 ≤ p < +∞, який
доведено у першому пiдроздiлi роздiлу 2.
Теорема 2.1. Нехай 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, функцiя f
належить до простору Hp

σ(C+) i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
> 0. (1.8)

Сформульована теорема 2.1 показує, що коли функцiя f ∈
Hp
σ(C+) не має жодного нуля в C+, то в певному кiлькiсному

значеннi вона не може дуже швидко спадати на дiйснiй дода-
тнiй пiвосi при x→∞. З теореми 2.1 та результатiв статтi [49]
випливає, що за умов теореми 2.1 виконується

(∀y ∈ R) lim
x→+∞

(
|f (x + iy)|

1
xx

2σ
π

)
> 0.

Подiбне виконується i для iнших теорем цього роздiлу.
Зауважимо, що умова (1.8) еквiвалентна до наступної умови

lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
> −∞.

З теореми 2.1 випливає наступне твердження для функцiй з
класичного простору Гардi, якi не мають жодного нуля в правiй
пiвплощинi, яке теж є новим.
Наслiдок 2.1. Нехай 1 ≤ p < +∞, функцiя f ∈ Hp(C+) i
f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

|f (x)|1/x > 0.
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Наступна теорема доповнює твердження теореми 2.1.
Теорема 2.2. Якщо 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, f ∈ Hp

σ(C+) i

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
x x

2σ
π

)
= 0, (1.9)

то f (z) ≡ 0.

Дане твердження для вагового простору Гардi є аналогом
теореми єдиностi для класичних просторiв Гардi.

Зауважимо, що аналiтична в C+ функцiя

f (z) = (1 + z)−2/p exp

(
−2σ

π
z ln z

)
,

де ln z – вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0, вказує на
точнiсть умов теорем 2.1 та 2.2 в тому сенсi, що замiнити сталу
σ на меншу в рiвностях (1.8) i (1.9) не можна.

У другому пiдроздiлi роздiлу 2 доведено аналог для про-
стору H∞σ (C+) теореми єдиностi для функцiй з простору обме-
жених аналiтичних у пiвплощинi, яка встановлена незалежно
Б. Левiнbм, М. Євграфовим.

Ми отримали теорему єдиностi для функцiй, аналiтичних
та обмежених в правiй пiвплощинi з вагою e−σ|z|. Результати
формулюються в термiнах поведiнки функцiй на дiйснiй пiвосi.
Теорема 2.3. Нехай 0 ≤ σ < +∞ i f ∈ H∞σ (C+). Якщо

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
= 0, (1.10)

то f (z) ≡ 0.

Наступна теорема доповнює твердження даної теореми для
випадку, коли функцiя не має жодного нуля в C+.
Теорема 2.4. Нехай 0 ≤ σ < +∞, функцiя f належить до
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простору H∞σ (C+) i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
> 0. (1.11)

Також ми отримали таке доповнення до теореми A3.
Наслiдок 2.2. Якщо f ∈ H∞(C+) i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+,

тодi
lim

x→+∞
|f (x)|1/x > 0.

Функцiя

f (z) = exp

{
−2σ

π
z ln z

}
де ln z – вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0, належить до
H∞σ (C+) i вказує на точнiсть теорем 2.3 i 2.4 в тому сенсi, що
замiнити сталу σ на меншу в рiвностях (1.10) i (1.11) не можна.

Отриманi у роздiлi 2 результати є важливими для дослiдже-
ння рiвнянь типу згортки, дослiдження циклiчностi та iнших
властивостей аналiтичних функцiй.

У третьому роздiлi отримано доповнення опису до трансля-
цiйно iнварiантрих пiдпросторiв, одержаного в [20] В. М. Дiль-
ним .

Позначимо через spanH {fτ} замикання лiнiйної оболонки
системи {fτ} в банаховому просторi H.

Нехай Ĩf– внутрiшнiй множник у просторi Hp(C+) функцiї

f (z)e
2σ
π z ln ze−c̃z,

де ln z – вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0,

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
.
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Позначимо
I∗f (z) = Ĩfe

−2σ
π z ln z.

Ми одержали наступне твердження.
Теорема 3.1. Якщо функцiя f ∈ H2

σ(C+), f (z) 6= 0 для ко-
жного z ∈ C+ i iнтегральна гранична функцiя h функцiї f є
сталою, то

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} =

=


H2
σ(C+), якщо lim

x→+∞
ψ(x) = +∞

H2(C+)I∗f (z), якщо ψ(x) = O(1), x→ +∞,
0, якщо lim

x→+∞
ψ(x) = −∞,

де

ψ(x) =
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx,

а 0 – простiр, що складається з єдиної функцiї-тотожного нуля.
Теорема 3.2. Якщо функцiя f ∈ Hp

σ(C+), 1 ≤ p < +∞ i для
послiдовностi нулiв (λn) функцiї f виконується умова

+∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

< +∞, (1.12)

то
span {f (z)eτz : τ ≤ 0} =

=

H
p(C+)I∗f (z), якщо ψ(x) = O(1), x→ +∞, x ∈ E,

0, якщо lim
x→+∞

∗ψ(x) = −∞,

де E - множина скiнченної логарифмiчної мiри, а lim∗ озна-
чає нижню границю, яка розглядається поза множиною E, 0 –
простiр, що складається з єдиної функцiї-тотожного нуля.
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В другому пiдроздiлi роздiлу 3 для простору H∞σ (C+) вста-
новлено еквiвалентнiсть швидкого спадання по додатнiй осi мо-
дуля функцiї f ∈ H∞σ (C+) до швидкого зростання її модуля на
межi.
Теорема 3.3. Нехай f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞ i f (z) 6= 0 для
всiх z ∈ C+, h(t) = const. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

a) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt− 2σ ln r

 > −∞;

б) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt− 2σ ln r

 > −∞;

в) lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

г) lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

д) (∃c ∈ R) : f (z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}
∈ H∞(C+).

Такого типу результати використовуються для дослiдження
циклiчностi функцiй. Аналогiчний результат для випадку p <
∞ одержав В. М. Дiльний.

Останнiй пiдроздiл роздiлу 3 присвячений опису власти-
востей простору

Hp
∩(C+) =

⋂
σ>0

Hp
σ(C+).

Зауважимо, що Hp
∩(C+) ⊃ Hp(C+) i Hp

∩(C+) ⊂ Hp
ε (C+) для

кожного ε > 0.

Теорема 3.4. Hp
∩(C+) 6= Hp(C+).
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Прикладом функцiї, яка належить до просторуHp
∩(C+), але

не належить до простору Hp(C+) є

f (z) = e−z
√

ln(z+2),

де вiтки логарифма та коренi вибранi стандартним способом.
Нехай B– клас неперервних зростаючих функцiй η : [0; +∞)→
(0; +∞) таких, що η(r) = o(r) при r → +∞. Позначимо через
Hp
	(C+) простiр аналiтичних в C+ функцiй f, для яких iснує

η ∈ B, що

sup
|ϕ|<π

2


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr


1
p

< +∞.

Теорема 3.5. Якщо f ∈ Hp
	(C+), то f ∈ Hp

∩(C+).

Б. В. Винницький описав нулi класу функцiй f ∈ Hp
σ(C+)

у термiнах функцiї

S(r) =
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

.

Нам вдалося встановити наступнi твердження про опис ну-
лiв та iнтегральних граничних функцiй.
Теорема 3.6. Якщо f ∈ Hp

∩(C+), то S(r) = o(ln r), r → +∞.
Теорема 3.7. Якщо f ∈ Hp

∩(C+), то P (r) = o(ln r), r → +∞,
де

P (r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|.

Теорема 3.8. Нехай λn –довiльна послiдовнiсть iз C+. Асим-
тотична рiвнiсть S(r) = o(ln r), r → +∞, виконується тодi i
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тiльки тодi, коли S0(r) = o(ln r), де

S0(r) =
∑

1<|λn|≤r

Reλn
|λn|2

.

У роздiлi 4 розглянуто проблему зображення функцiй в
просторах Пелi-Вiнера W p

σ у виглядi суми двох функцiй, ко-
жна з яких є ”великою” лише у першiй або четвертiй чвертi
координатної площини.

Спочатку введемо ряд означень i допомiжних тверджень.
Нехай Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр

аналiтичних функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} таких,
що

sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pdr


1
p

< +∞.

Функцiї f з просторуEp[C(α; β)] мають майже скрiзь на ∂C (α; β)

кутовi граничнi значення, якi теж позначаються через f, i f ∈
Lp[C(α; β)].

В даному роздiлi ми розглядаємо наступну проблему.
Проблема. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1

σ можливе зо-
браження f = χ+ µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в C+, а
також χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
, µ ∈ E1

[
C
(
−π

2 ; 0
)]
?

Дана задача зумовлена питаннями повноти систем функцiй.
Вона також становить безпосереднiй iнтерес в теорiї iнтеграль-
них операторiв, дослiдженнях оператора зсуву. В. М. Дiльним
знайдено необхiднi i достатнi умови її розв’язностi, якi не спiв-
падають мiж собою, а також встановлено, нерозв’язнiсть зада-
чi за строгiших умов на функцiї χ i µ. Ми пропонуємо новий,
вiдмiнний вiд розглядуваних ранiше, спосiб розв’язування цiєї
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Проблеми.
Функцiю χ шукатимемо у виглядi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (1.13)

де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

ϕ(t)eitzdt, χ2(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)eitzdt.

Оскiльки µ = f − χ, то надалi пiд розв’язком проблеми розу-
мiтимемо знаходження функцiї χ.

Ми отримали наступне твердження.
Теорема 4.1. Нехай функцiя f ∈ W 1

σ . Функцiя χ, визначена
рiвнiстю (1.13), є розв’язком Проблеми, тодi i тiльки тодi, коли
виконуються умови

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

m− i
2 − k

) (
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ < +∞, (1.14)

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

m + i
2 + ik

) (
m + i

2 − k
)∣∣∣∣∣ < +∞. (1.15)

де коефiцiєнти ck визначаються рiвнiстю (1.7).
В [51] показано, що якщо у зображення (1.7) функцiї f ∈

W 1
σ є скiнченна кiлькiсть ненульових коефiцiєнтiв ck, то Про-

блема для неї розв’язується позитивно. Зазначимо, що в остан-
ньому випадку виконуються умови (1.14) та (1.15), тобто, спосiб
отримання розв’язку проблеми, запропонований у данiй дисер-
тацiї, є загальнiшим, нiж запропоновано в [51].



РОЗДIЛ 2

ТЕОРЕМИ ЄДИНОСТI У
ПРОСТОРАХ АНАЛIТИЧНИХ
ФУНКЦIЙ

2.1 Теорема єдиностi для вагового простору Гардi

Даний роздiл почнемо з пiдроздiлу, у якому доведемо тео-
реми єдиностi для вагового простору Гардi.

Нехай Hp
σ(C+), 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, – простiр фун-

кцiй f аналiтичних в C+, для яких

‖f‖p
H
p
σ(C+)

:= sup
ϕ∈(−π2 ;

π
2)


+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p e−σpr|sinϕ|dr

 < +∞.

Iнтегральна гранична функцiя h функцiї f ∈ Hp
σ(C+) iснує

[54],[4] i з точнiстю до адитивної сталої в точках неперервно-
стi визначається рiвнiстю

h(t2)− h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f (x + iy)|dy −
t2∫

t1

ln |f (iy)|dy, t1 < t2.

Вона є незростаючою i її похiдна дорiвнює нулевi майже скрiзь
на R. Окрiм цього, кожна функцiя f ∈ Hp

σ(C+) має майже
скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення f (iy) i f (iy)e−σ|y| ∈
Lp(R).

34
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Нехай Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр
аналiтичних функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} таких,
що

sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pdr


1
p

< +∞.

Функцiї f з простору Ep[C(α; β)] [16] мають майже скрiзь на
∂C (α; β) кутовi граничнi значення, якi теж позначаються через
f i f ∈ Lp[C(α; β)].

Функцiя f належить до простору Hp
σ(C+) тодi i тiльки тодi,

коли функцiї f+(z) = f (z)eiσz, f−(z) = f (z)e−iσz є аналiтични-
ми в C+ i f+(z) належить до простору Ep

[
C
(
0; π2
)]
, а f−(z)

належить до простору Ep
[
C
(
−π

2 ; 0
)]
.

А. М. Седлецький довiв [33], що Hp
0 (C+) = Hp(C+), норми

‖f‖Hp
0 (C+)

та ‖f‖Hp(C+)
є еквiвалентними.

Введемо деякi позначення. Через cj позначимо додатнi ста-
лi. Нехай z = x + iy = reiϕ,

Q(t; z) =
(tz + i)2

(1 + t2)2(t + iz)

i

K0(r) :=
∑

1<|λk|≤r

(
1

|λk|2
− 1

r2

)
Reλk −

1

π

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t)

−1

π

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |f (it)| dt.

Наступна теорема показує, що функцiя f з просторуHp
σ(C+),

яка не має жодного нуля в C+ в певному кiлькiсному значеннi
не може дуже швидко спадати на дiйснiй додатнiй пiвосi при
x, прямуючому до нескiнченостi.
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Теорема 2.1. Нехай 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, функцiя f
належить до простору Hp

σ(C+) i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+.

Тодi
lim

x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
> 0. (2.1)

Для доведення теореми 2.1 нам знадобиться наступне фа-
кторизацiйне твердження, яке випливає з результатiв Говоро-
ва Н. В. [12] та формули Карлемана [6]. В потрiбнiй формi вона
наведена в [95], [4].

Лема 2.1. Якщо f ∈ Hp
σ(C+) i f 6≡ 0, то

f (z) = eia0+a1z exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t; z) ln |G(it)|dt

×
× exp

 1

πi

+∞∫
−∞

Q(t; z)dh(t)

 ∏
|λn|≤1

z − λn
z + λn

∏
|λn|>1

Wn(z),

(2.2)

де a0 ∈ R i a1 ∈ R– сталi, λn–нулi функцiї f i

Wn(z) =
1− z/λn
1 + z/λn

exp

(
z

λn
+
z

λn

)
.

При цьому, добутки i iнтеграли в (2.2) збiгаються рiвномiрно
i абсолютно на кожному компактi з C+, ln |f (it)| ∈ Lp(R) i

lim
x→+∞

∑
1<|λk|≤r

(
1

|λk|2
− 1

r2

)
Reλk −

1

π

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t)

−1

π

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
log |f (it)| dt < +∞. (2.3)

Доведемо допомiжне твердження.
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Лема 2.2.

1

πi

+∞∫
−∞

|t|Q(t; z)dt =
z

π
− 2z

π
ln z, z ∈ C+. (2.4)

Доведення. Оскiльки

Q(t; z) = − 1

(t + iz)
+

t

(1 + t2)
+

t

(1 + t2)2
− it2z

(1 + t2)2
,

то

Q(t; z) + Q(−t; z) = − 1

(t + iz)
+

t

(1 + t2)
+

t

(1 + t2)2
−

− it2z

(1 + t2)2
− 1

(−t + iz)
− t

(1 + t2)
− t

(1 + t2)2
− it2z

(1 + t2)2
=

= − 1

(t + iz)
+

1

(t− iz)
− 2it2z

(1 + t2)2
.

Перетворимо третiй доданок

Q(t; z) + Q(−t; z) =
1

(t− iz)
− 1

(t + iz)
− i2z1 + t2 − 1

(1 + t2)2
=

=
1

(t− iz)
− 1

(t + iz)
− 2iz

(1 + t2)
+

2iz

(1 + t2)2
=

=
2iz

(t− iz)(t + iz)
− 2iz

(1 + t2)
+

2iz

(1 + t2)2
=

= 2iz

(
1

(t− iz)(t + iz)
− 1

(1 + t2)

)
+

2iz

(1 + t2)2
=

= 2iz

(
(1 + t2)− t2 − z2

(t− iz)(t + iz)(1 + t2)

)
+

2iz

(1 + t2)2
=

= 2iz(1− z2) 1

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i))
+

2iz

(1 + t2)2
.
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Легко бачити, що

1

πi

+∞∫
−∞

|t|Q(t; z)dt =
1

πi

0∫
−∞

|t|Q(t; z)dt +
1

πi

+∞∫
0

tQ(t; z)dt.

В першому iнтегралi справа зробимо замiну t = −t. Тодi,

1

πi

+∞∫
−∞

|t|Q(t; z)dt =
1

πi

+∞∫
0

tQ(−t; z)dt +
1

πi

+∞∫
0

tQ(t; z)dt =

=
1

πi

+∞∫
0

t (Q(t; z) + Q(−t; z)) dt =

=
1

πi

+∞∫
0

t

(
2iz(1− z2) 1

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i)
+

+
2iz

(1 + t2)2

)
dt =

1

π

+∞∫
0

2tz

(1 + t2)2
dt+

+
2z(1− z2)

π

+∞∫
0

t

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i)
dt.

Порахуємо iнтеграл

1

π

+∞∫
0

2tz

(1 + t2)2
dt =

z

π

+∞∫
0

d(1 + t2)

(1 + t2)2
= −z

π

1

(1 + t2)

∣∣∣∣+∞
0

=
z

π
.

Обчислимо iнтеграл

2z(1− z2)
π

+∞∫
0

t

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i)
dt,
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для цього скористаємось формулою з [8, с. 84]. Нехай рацiо-
нальна функцiя ψ(x) має полюси α1, α2, ..., αn, нi один з яких
не лежить на дiйснiй додатнiй пiвосi i не дорiвнює нулевi, p –
таке цiле число, що

lim
z→0

zp+1f (z) = lim
z→∞

zp+1f (z) = 0,

тодi
+∞∫
0

xpψ(x)dx = −
n∑
k=1

Res (zpψ(z) ln0 z)|z=αk ,

де αk – полюси функцiї ψ, i

ln0 z = ln |z| + i arg z, 0 ≤ z < 2π.

Звiдси, поклавши

ψ(t) =
1

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i)
,

Отримаємо

2z(1− z2)
π

+∞∫
0

t

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i)
dt = −2z(1− z2)

π
×

×
(
res
t=i

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
+ res

t=−i

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
+ res

t=iz

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
+ res

t=−iz

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

))
.
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Обчислимо лишки в точках i i −i :

res
t=i

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
=

= lim
t→i

(t− i)t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)
=

=
i ln i

2i(i + iz)(i− iz)
=

ln i

2(i + iz)(i− iz)
=

ln i

−2(1 + z)(1− z)
=

=
ln i

−2(1− z2)
= − πi

4(1− z2)
i

res
t=−i

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
=

= lim
t→−i

(t + i)t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)
=

=
−i ln(−i)

−2i(−i + iz)(−i− iz)
=

ln(−i)
2(−i + iz)(−i− iz)

= − ln(−i)
2(1 + z)(1− z)

= − ln(−i)
2(1− z2)

= − 3πi

4(1− z2)
.

Обчислимо лишки також в точках iz i −iz :

res
t=iz

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
=

= lim
t→iz

(t− iz)t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)
=

=
iz ln(iz)

2iz(iz − i)(iz + i)
=

ln(iz)

2(i + iz)(i− iz)
=

ln(iz)

2(1 + z)(1− z)
=

=
ln(iz)

2(1− z2)
=

ln r + i(π2 + ϕ)

2(1− z2)
i

res
t=−iz

(
t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)

)
=
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= lim
t→−iz

(t + iz)t ln t

(t− i)(t + i)(t− iz)(t + iz)
=

−iz ln(−iz)

−2iz(−iz − i)(−iz + i)
=

=
ln(−iz)

2(i + iz)(i− iz)
=

=
ln(−iz)

2(1 + z)(1− z)
=

ln(−iz)

2(1− z2)
=

ln r + i(3π2 + ϕ)

2(1− z2)
.

Тодi

2z(1− z2)
π

+∞∫
0

t

(t− iz)(t + iz)(t− i)(t + i)
dt =

= −2z(1− z2)
π

(
− πi

4(1− z2)
− 3πi

4(1− z2)
+

+
ln r + i(π2 + ϕ)

2(1− z2)
+

ln r + i(3π2 + ϕ)

2(1− z2)

)
=

= − z

πi

(
−π

2
i− 3π

2
i + 2 ln r + i(

π

2
+ ϕ) + +i(

3π

2
+ ϕ)

)
=

= −z
π

(2 ln r + 2iϕ) = −2z

π
ln z.

Отже,

1

πi

+∞∫
−∞

|t|Q(t; z)dt =
z

π
− 2z

π
ln z.

Доведення теореми 2.1. Прологарифмуємо умову (2.1), тодi

lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

1
x + ln x

2σ
π

)
> −∞.

Тому,

lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
> −∞. (2.5)
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Аналогiчно можна переконатись, що з (2.5) випливає (2.1). От-
же, умови (2.1) i (2.5) є еквiвалентними. Переконаємось, що
при виконаннi умов теореми виконується умова (2.5). Нехай
z = x > 0, тодi уявна частина правої частини формули (2.4)

дорiвнює нулевi. Тому, i уявна частина лiвої частини рiвностi
(2.4) дорiвнює нулевi. Тобто

1

π

+∞∫
−∞

|t|Im
{
Q(t;x)

i

}
= 0.

Звiдси, за лемою 2.2

1

π

+∞∫
−∞

|t|Re
{
Q(t;x)

i

}
dt =

x

π
− 2x

π
lnx, x > 0. (2.6)

З леми 2.1 випливає, що

|f (x)| = ea1x exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
ln |f (it)|dt

×
× exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
dh(t)

 .

Перемноживши отриману рiвнiсть i пропотенцiйовану рiвнiсть
(2.6), одержимо

|f (x)|e
2σ
π x lnx−

σ
πx = ea1x exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
ln |f (it)|dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
dh(t)

 exp

−1

π

+∞∫
∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
σ|t|dt

 .
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Звiдси отримаємо

ln |f (x)|e
2σ
π x lnx−

σ
πx = a1x+

+
1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
ln |f (it)e−σ|t||dt +

1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t, x)

i

}
dh(t).

Оскiльки
Re
{
Q(t;x)

i

}
=

2t2x + x− t2x3

(1 + t2)2(t2 + x2)
,

то
ln |f (x)|e

2σ
π x lnx−

σ
πx =

= a1x + x
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln |f (it)e−σ|t||dt+

+x
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dh(t).

Отже,
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx− σ

π
= a1+

+
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln |f (it)e−σ|t||dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dh(t).

Врахувавши, що
ln t = ln+ t− ln+ 1

t
,

одержимо

ln |f (x)|
x

+
2σ

π
lnx− σ

π
= a1 − Ξ1(x)− Ξ2(x) + Ξ3(x) + Ξ4(x),
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де

Ξ1(x) =
1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln e−σ|t||f (it)|dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dh(t),

Ξ2(x) =
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
σ|t|dt,

Ξ3(x) =
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln+ |f (it)|dt,

Ξ4(x) = −1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dh(t).

Оцiнимо Ξ1. Функцiя h незростаюча, тому другий iнтеграл є
додатним. Покажемо, що

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
≤ 1

для всiх x ∈ R i t ∈ R. Справдi, якщо t ∈ (0; 1), то

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
≤ t2x2

t2 + x2
≤ 1.

Якщо t ∈ [1; +∞), то

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
≤ t2x2

t4(t2 + x2)
=

x2

t2(t2 + x2)
≤ 1

t2
≤ 1.
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Тодi,

Ξ1(x) ≤ 1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln
(
e−σ|t||f (it)|

)
dt ≤

≤ 1

pπ

+∞∫
−∞

ln
(
e−pσ|t||f (it)|p

)
dt ≤

≤ 1

pπ

+∞∫
−∞

e−σp|t| |f (it)|p dt ≤ c1, x ∈ (0; +∞).

Окрiм цього, Ξ3(x) ≥ 0, якщо x ∈ (0; +∞) i

Ξ2(x) =
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
σ|t|dt ≤

≤ 1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)(1 + t2)2
σ|t|dt ≤

≤ 1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2 + 1

(t2 + 1)(1 + t2)2
σ|t|dt =

2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
σ|t|dt = c2 < +∞,

якщо x ∈ (1; +∞). Далi,

Ξ4(x) ≥ c3 −
1

π

∫
|t|≥1

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt+

+
1

π

∫
|t|≥1

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dh(t) ≥

≥ c3 −
2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
dh(t) ≥
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≥ c4 −
2

π

∫
|t|≥1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

2

π

∫
|t|≥1

1

t4
dh(t),

якщо x ∈ (1; +∞).
До того ж, згiдно з умовою (2.3) леми 2.1∫

1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t) +

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)| dt > −c5

Тодi, ∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ 1

|f (it)|
dt−

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t) <

< c5 +

∫
1≤|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |f (it)| dt.

Тому,
r∫

1

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t) ≤

≤ c6 +

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |f (it)| dt.

Розглянемо останнiй iнтергал. Враховуючи, що
f (it)e−σ|t| ∈ Lp[1; +∞), отримаємо

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |f (it)| dt =

=

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)(
ln+ |f (it)| e−σ|t|

)
dt +

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
σ |t| dt ≤
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≤ 1

p

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+
(
|f (it)| e−σ|t|

)p
dt + c7 + σ ln r ≤

≤ 1

p

r∫
1

(
1

t2
− 1

r2

)
|f (it)|p e−pσ|t|dt + c7 + σ ln r ≤

≤ 1

p

r∫
1

|f (it)|p e−pσ|t|dt + c7 + σ ln r ≤ c8 + σ ln r, r ∈ (1; +∞).

Використаємо нерiвнiсть

1

t2
≤ 4

3

(
1

t2
− 1

4r2

)
,

якщо |t| ≤ |r|. Тому,
r∫

1

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

1

t2
dh(t) ≤

≤
r∫

1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
dh(t) ≤

≤
2r∫
1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

2r∫
1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
dh(t) ≤

≤ c9 + σ ln r, r ∈ [1; +∞).

Звiдси,
r∫

1

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

1

t2
dh(t) ≤ c9 + σ ln r, r ∈ [1; +∞).

(2.7)
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Аналогiчно,

−1∫
−r

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

−1∫
−r

1

t2
dh(t) ≤ c10 + σ ln r, r ∈ [1; +∞).

Отже,∫
1≤|t|≤r

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

∫
1≤|t|≤r

1

t2
dh(t) ≤ c11+σ ln r, r ∈ [1; +∞).

Тому,

−
+∞∫
1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

+∞∫
1

1

t4
dh(t) =

=

+∞∫
1

1

t2

d t∫
1

1

τ 2

(
− ln+

(
1

|f (iτ )|

)
dτ + dh(τ )

).
Отриманий iнтеграл iнтегруємо за частинами. Звiдси отри-

маємо
+∞∫
1

1

t4

(
− ln+

(
1

|f (it)|

)
dt + dh(t)

)
=

=
1

t2

t∫
1

1

τ 2

(
− ln+

(
1

|f (iτ )|
dτ

)
+ dh(τ )

)∣∣∣∣∣∣
+∞

1

−

−2

+∞∫
1

1

t3

 t∫
1

1

τ 2

(
− ln+

(
1

|f (iτ )|

)
dτ + dh(τ )

) dt.

Пiдставимо оцiнку (2.7) в останню рiвнiсть, отримаємо
+∞∫
1

1

t4

(
− ln+

(
1

|f (it)|

)
dt + dh(t)

)
=
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=
1

t2
(c9 + σ ln t)

∣∣∣∣+∞
1

− 2

+∞∫
1

1

t3
(c9 + σ ln t) ≥ −c12.

Аналогiчно,

−
−1∫
−∞

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

−1∫
−∞

1

t4
dh(t) ≥ −c13.

Отож,

−
∫
|t|≥1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

∫
|t|≥1

1

t4
dh(t) ≥ −c14.

Тому, Ξ4(x) ≥ −c15, якщо x ∈ [1; +∞). Отже, виконується (2.5).

З доведення наведеної вище теореми випливає, що умови
(2.1) та (2.5) є еквiвалентними.

Наступну теорему можна вважати доповненням до теореми
2.1.

Теорема 2.2. Якщо 0 ≤ σ < +∞, 1 ≤ p < +∞, f ∈ Hp
σ(C+) i

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
x x

2σ
π

)
= 0, (2.8)

то f ≡ 0.

Для доведення теореми 2.2 нам потрiбне наступне твердже-
ння з [74].

Лема 2.3. Нехай f–функцiя, голоморфна в кутi
Λ(π/2) = {z : 0 < arg < π/2} i для деякого p ∈ (0; +∞) викону-
ються наступнi умови:
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a) iснує гранична функцiя f̃ : ∂Λ(π/2)→ C така, що
f̃ ∈ Lp(∂Λ(π/2)), для кожного промiжку (δ;R), 0 < δ < R <

+∞,

f̃ (reiπ/2) =
(p)

l.i.m
ϕ→π/2−

f (reiϕ)

i

f̃ (r) =
(p)

l.i.m
ϕ→0+

f (reiϕ);

б) sup


+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p e−εr2dt : ϕ ∈ (0; π/2)

 = Af(ε) < +∞

для кожного ε > 0. Тодi

sup


+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p dt : ϕ ∈ (0; π/2)

 ≤
≤ max


+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p dt : ϕ ∈ {0; π/2}

 .

Доведення теореми 2.2. Справдi, з умови теореми 2.2 випли-
ває, що

lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

1
x +

2σ

π
lnx + B

)
= −∞

для кожного B ∈ (0; +∞). Тодi,

lim
x→+∞

(
ln |f (x)| + 2σ

π
x lnx + Bx

)
= −∞.

Тому,
lim

x→+∞

(
|f (x)|e

2σ
π x lnxeBx

)
= 0.

Отже, функцiя
|f (x)|e

2σ
π x lnxeBx



51

є обмеженою на промiжку (0; +∞), тобто,

|f (x)|e
2σ
π x lnxeBx < c16.

Тому,
|f (x)|e

2σ
π x lnxeBxe−

B
2 x < c16e

−B2 x.

Отже, функцiя
|f (x)|e

2σ
π x lnxeBxe−

B
2 x

належить до простору L1(0; +∞).

Звiдси, отримаємо
+∞∫
0

∣∣∣f (x)e
2σ
π x lnxeBx

∣∣∣p dx < +∞

для кожного B ∈ (0; +∞).

Нехай ln z – та вiтка логарифма в C+, для якої ln 1 = 0.

Розглянемо функцiю

FB(z) = f (z)e
2σ
π z ln zeBz.

Тодi,
+∞∫
0

∣∣FB(reiϕ)
∣∣p e−εr2dr =

=

+∞∫
0

∣∣f (reiϕ)
∣∣p e2pσ

π (r cosϕ ln r−rϕ sinϕ)eBpr cosϕe−εr
2
dr.

Тому,

sup


+∞∫
0

∣∣FB(reiϕ)
∣∣p e−εr2dr : ϕ ∈ (−π/2; π/2)

 < +∞

для кожного ε > 0.
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Мартiросян В. М. в [29] довiв, що iснує гранична функцiя
f0 : ∂Λ(π/2)→ C така, що f0(z)eiσz ∈ Lp(∂Λ(π/2)) i для кожно-
го промiжку (δ;R), 0 < δ < R < +∞,

G(reiπ/2)e−σr =
(p)

l.i.m
ϕ→π/2−

f (reiϕ)eσre
iϕ

i

f (r)eiσr =
(p)

l.i.m
ϕ→0+

f (reiϕ)eiσre
iϕ
.

Водночас,

FB(reiπ/2)− FB(reiϕ) = f (reiπ/2)e
2σ
π (ir)(ln r+iπ/2)eBir−

−f (reiϕ)e
2σ
π (r cosϕ+ir sinϕ)(ln r+iϕ)eB(r cosϕ+ir sinϕ) =

= f (reiπ/2)e−σre
2σ
π ir ln reBir−

−f (reiϕ)e
2σ
π (r cosϕ+ir sinϕ)(ln r+iϕ)eB(r cosϕ+ir sinϕ) =

=
(
f (reiπ/2)e−σr − f (reiϕ)eiσre

iϕ
)
e
2σ
π ir ln reBir+

+f (reiϕ)eiσre
iϕ
e
2σ
π ir ln reBir−

−f (reiϕ)e
2σ
π (r cosϕ+ir sinϕ)(ln r+iϕ)eB(r cosϕ+ir sinϕ).

Тому,

FB(reiπ/2)− FB(reiϕ) =
(p)

l.i.m
ϕ→π/2−

FB(reiϕ)

i

FB(r) =
(p)

l.i.m
ϕ→0+

FB(reiϕ)

для кожного промiжку (δ;R), 0 < δ < R < +∞. Отже, за
лемою 2.3,

sup


+∞∫
0

∣∣FB(reiϕ)
∣∣p dr : ϕ ∈ (0; π/2)

 ≤
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≤ max


+∞∫
0

∣∣FB(reiϕ)
∣∣p dr : ϕ ∈ {0; π/2}

 =

= max


+∞∫
0

∣∣∣f (reiπ/2)e−σr
∣∣∣p dr; +∞∫

0

∣∣∣f (x)e
2σ
π x lnxeBx

∣∣∣p dx
 < +∞.

Аналогiчнi мiркування застосовнi i до кута
Λ(−π/2) = {z : −π/2 < arg < 0}. Тому,

sup


+∞∫
0

∣∣FB(reiϕ)
∣∣p dr : ϕ ∈ (−π/2; 0)

 =

= max


+∞∫
0

∣∣∣f (re−iπ/2)e−σr
∣∣∣p dr; +∞∫

0

∣∣∣f (x)e
2σ
π x lnxeBx

∣∣∣p dx
 < +∞.

Отже [27], FB ∈ Hp(C+) i

‖FB‖p =

+∞∫
−∞

|FB(iy)|pdy =

+∞∫
−∞

∣∣∣f (iy)e−σ|y|
∣∣∣p dy ≤ ‖f‖Hp

σ(C+)
.

Тому [24, c. 139],

|FB(z)| ≤
‖f‖Hp

σ(C+)

x1/p
,

якщо z = x + iy = reiϕ ∈ C+. Внаслiдок цього,

|f (x)| ≤
‖f‖Hp

σ(C+)
e−

2σ
π x lnxe−Bx

x1/p

для кожного x > 0. Спрямувавши B до +∞, отримуємо, що
f ≡ 0.
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Приклад 2.1. Функцiя

f (z) = (1 + z)−2/p exp

(
−2σ

π
z ln z

)
належить до Hp

σ(C+).

Якщо z = x + iy = reiϕ, то

|f (z)| =

∣∣∣∣∣exp
{
−2σ

π z ln z
}

(1 + z)2/p

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣exp
{
−2σ

π (x + iy)(ln |z| + iϕ)
}

(1 + x + iy)2/p

∣∣∣∣∣ =

=
cos 2y

p(1+x) exp
{
2σ
π |z||ϕ sinϕ|

}
exp
{
−2σ

π x ln |z|
}

((1 + x)2 + y2)p
≤

≤
exp
{
−2σ

π x ln |z|
}

exp {σ|y|}
((1 + x)2 + y2)p

.

Умова (2.1) для функцiї f виконується, бо

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
= lim

x→+∞

∣∣∣∣∣exp
(
−2σ

π x lnx
)

(1 + x)2/p

∣∣∣∣∣
1
x

x
2σ
π

 =

= lim
x→+∞

(
exp
(
−2σ

π lnx
)

(1 + x)2/xp
x

2σ
π

)
= lim

x→+∞

1

(1 + x)2/xp
= 1 > 0.

З цього випливає, що умова (2.8) не виконується оскiльки
f 6≡ 0.

Зауваження 2.1. Функцiя

f (z) = (1 + z)−2/p exp

(
−2σ

π
z ln z

)
вказує на точнiсть отриманих у теоремах 2.1 та 2.2 резуль-
татiв в тому сенсi, що замiнити сталу σ на меншу в рiвно-
стях (2.1) i (2.8) не можна.
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Доведення. Справдi розглянемо замiсть умови (2.1) наступну
умову

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ1
π

)
> 0 для деякого σ1 ∈ (0;σ). (2.9)

Тодi,

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ1
π

)
= lim

x→+∞

∣∣∣∣∣exp
(
−2σ

π x lnx
)

(1 + x)2/p

∣∣∣∣∣
1
x

x
2σ1
π

 =

= lim
x→+∞

(
exp
(
−2σ

π lnx
)

(1 + x)2/xp
x

2σ1
π

)
= lim

x→+∞

x
2
π (σ1−σ)

(1 + x)2/xp
= 0.

Отже, умова (2.9) не виконується.
Аналогiчнi мiркування є правельними i для умови (2.8).

Iншi приклади дає теорема з [17].
На основi отриманих результатiв ми отримаємо наступне

доповнення до теореми A2.

Наслiдок 2.1. Нехай 1 ≤ p < +∞, функцiя f належить до
простору Hp(C+) i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

|f (x)|1/x > 0.

Цей наслiдок можна також отримати з оцiнок, наведених в
[14].
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2.2 Теореми єдиностi для одного класу аналiтичних
функцiй експоненцiального типу в пiвплощинi

Простiр обмежених аналiтичних у пiвплощинi C+ функцiй
f позначають через H∞(C+), при цьому вiн є банаховим вiдно-
сно норми

‖f‖ = sup
z∈C+

|f (z)| < +∞.

Кожна функцiя f ∈ H∞(C+) має (див. [24, с. 142],[12, с. 23])
майже скрiзь ∂C+ кутовi граничнi значення f (iy) i f ∈ L∞(∂C+).
Кожнiй функцiї f ∈ H∞(C+) вiдповiдає iнтегральна гранична
функцiя h, яка в точках неперервностi визначається з точнiстю
до адитивної сталої рiвнiстю

h(t2)−h(t1) = lim
x→0+

t2∫
t1

ln |f (x + iy)| dy−
t2∫

t1

ln |f (iy)|dy, t1 < t2.

(2.10)
Iнтегральна гранична функцiя h є незростаючою i її похiдна
дорiвнює нулевi майже скрiзь.

Нехай H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, –простiр функцiй f, аналiти-
чних в C+, для яких

sup
{
|f (z)|e−σ|Imz| : z ∈ C+

}
< +∞.

При цьому H∞0 (C+) = H∞(C+). Iнтегральна гранична функцiя
h функцiї f ∈ H∞σ (C+) також визначається рiвнiстю (2.10),
вона є незростаючою i її похiдна дорiвнює нулевi майже скрiзь
([24, с. 149], [12, с. 23]). Окрiм цього, кожна функцiя f ∈ H∞σ (C+)

має майже скрiзь на ∂C+ кутовi граничнi значення i f (iy)e−σ|y| ∈
L∞(R) [12, теорема 2.1].
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Дослiдження Н. В. Говорова, Б. В. Винницького, В. Л. Ша-
рана, В. М. Дiльного показали, що при роботi з просторами
Hp
σ(C+), 1 ≤ p < ∞ та H∞σ (C+) виникають iстотнi технiчнi

вiдмiнностi.
Метою даного пiдроздiлу є пошук аналога теореми А3 для

простору H∞σ (C+).

Теорема 2.3. Нехай 0 ≤ σ < +∞ i f ∈ H∞σ (C+). Якщо

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
= 0, (2.11)

то f ≡ 0.

Доведення. Нехай A ∈ (0; +∞), ln z – вiтка логарифма в C+,
для якої ln 1 = 0,

FA(z) = f (z)e
2σ
π z ln zeAz

i
Bf,σ =

∥∥∥f (iy)e−σ|y|
∥∥∥
L∞(R)

.

Звiдси,
BFA,0 =

∥∥∥f (iy)e
2σ
π iy ln iyeAiy

∥∥∥ =

= sup
{
|f (iy)e

2σ
π iy(ln |y|+i

π
2 )eAiy| : y ∈ R

}
=

= sup
{
|f (iy)||e

2σ
π iy(ln |y|+i

π
2 )eAiy| : y ∈ R

}
=

= sup
{
|f (iy)||e

2σ
π iy ln |y||e−σ|y| : y ∈ R

}
=

= sup
{
f (iy)e−σ|y| : y ∈ R

}
=

=
∥∥∥f (iy)e−σ|y|

∥∥∥ .
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Тому BFA,0 = Bf,σ < +∞ для будь-яких A ∈ (0; +∞) i σ ∈
[0; +∞). Крiм цього, за умовою функцiя f є роду 1, а

|z ln z| ≤ |z|
3
2 , |z| ≥ r0,

тому
|FA(z)| ≤ c1e

|z|3/2, z ∈ C+.

Легко бачити, що

‖FA‖L∞(0;+∞) = sup
{
|f (x)|e

2σ
π x lnxeAx : x > 0

}
=

= sup
{
eln |f(x)|e

2σ
π x lnx+Ax : x > 0

}
=

= sup
{
eln |f(x)|+

2σ
π x lnx+Ax : x > 0

}
=

= sup

{
e
x

(
ln |f(x)|

1
x+2σ

π lnx+A

)
: x > 0

}
=

= sup

{
e
x

(
ln |f(x)|

1
x+lnx

2σ
π +A

)
: x > 0

}
=

= sup

{
e
x

(
ln

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)
+A

)
: x > 0

}
.

За умовою теореми

lim
x→+∞

ln
(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
= −∞,

тому

lim
x→+∞

e
x ln

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)
= 0.

Оскiльки функцiя

e
x ln

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)
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є додатною i неперервною при x ∈ [1; +∞), то вона є обмежена
на x ∈ [1; +∞). Функцiя f є також обмеженою на (0; 1], бо
f ∈ H∞σ (C+), тому

e
x ln

(
|f(x)|

1
xx

2σ
π

)

є обмеженою на [0; +∞). Тодi,

‖FA‖L∞(0;+∞) < +∞.

Врахувавши, що

‖FA‖L∞(iR) =
∥∥∥f (iy)e

2σ
π iy ln iyeAiy

∥∥∥ =

= sup
{
|f (iy)e

2σ
π iy(ln |y|+i

π
2 )eAiy| : y ∈ R

}
=

=
∥∥∥f (iy)e−σ|y|

∥∥∥ ,
маємо

‖FA‖L∞(iR) = BFA,0 < +∞.
Скористаємось наступним принципом Фрагмена-Лiндельофа

(див. [74], [97]).
Якщо функцiя f є аналiтичною в C (α; β) , має кутовi гра-

ничнi значення майже скрiзь на ∂C (α; β) , f ∈ Lp (∂C (α; β)) , i
для деякого γ ∈ (0; π/(α− β))

(∀ε > 0) : sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−εrγdr


1
p

< +∞,

то f ∈ Ep[C(α; β)].

Звiдси функцiя FA є обмеженою в першому i четвертому
координатному кутi. Отже, вона є обмеженою в C+. За Прин-
ципом максимума модуля аналiтичних функцiй

|FA(z)| ≤ ‖FA‖L∞(iR) = Bf,σ, z ∈ C+.
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Тому |f (x)| e2σ
π x lnx ≤ Bf,σe

−Ax, x ∈ (0; +∞). Спрямувавши A

до +∞, отримуємо, що f (x) = 0, якщо x > 0. Тому, f ≡ 0.

Теорема 2.4. Нехай 0 ≤ σ < +∞, функцiя f належить до
простору H∞σ (C+), i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ
π

)
> 0. (2.12)

Доведення. За лемою 2.1 функцiя f подається у виглядi (2.2).

Оскiльки функцiя f за умовою теореми не має жодного нуля в
C+, то вона набуває вигляду

|f (x)| = ea1x exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
Q(t, x)

i
ln |f (it)|dt+

×
× exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
Q(t, x)

i
dh(t)

 .

(2.13)

Використовуючи дане зображення покажемо, що виконується

lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
> −∞. (2.14)

Оскiльки z = x > 0, то уявна частина правої частини форму-
ли (2.4) дорiвнює нулевi. Тому i уявна частина лiвої частини
рiвностi (2.4) дорiвнює нулевi. Отже, виконується умова

1

π

+∞∫
−∞

|t|ReQ(t;x)

i
dt =

x

π
− 2x

π
lnx, x > 0.

Звiдси

exp

{
σ

2x

π
lnx− σx

π

}
= exp

−1

π

+∞∫
−∞

σ|t|ReQ(t;x)

i
dt

 .
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Перемноживши отриману рiвнiсть i рiвнiсть (2.13), одержи-
мо

|f (x)|e
2σ
π x lnx−

σ
πx = ea1x exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
Q(t, x)

i
ln |f (it)|dt

×
× exp

1

π

+∞∫
−∞

Re
Q(t, x)

i
dh(t)

 exp

−1

π

+∞∫
∞

Re
Q(t, x)

i
σ|t|dt

 .

Тодi,
ln |f (x)|e

2σ
π x lnx−

σ
πx = a1x+

+
1

π

+∞∫
−∞

Re
Q(t, x)

i
ln |f (it)e−σ|t||dt +

1

π

+∞∫
−∞

Re
Q(t, x)

i
dh(t).

Оскiльки
Re
Q(t;x)

i
=

2t2x + x− t2x3

(1 + t2)2(t2 + x2)
,

то
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx− σ

π
=

=
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2 − x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln
(
e−σ|t||f (it)|

)
dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2 − x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dh(t) =

= T1(x)− T2(x) + T3(x) + T4(x),

де

T1(x) = −1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln
(
e−σ|t||f (it)|

)
dt+
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+
1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dh(t),

T2(x) =
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
σ|t|dt,

T3(x) =
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln+ |f (it)|dt,

T4(x) = −1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dh(t).

Оцiнимо T1. Функцiя h незростаюча, тому другий iнтеграл
є недодатним

T1(x) ≤ −1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
ln
(
e−σ|t||f (it)|

)
dt.

З властивостей просторiв H∞σ (C+) випливає, що

|f (it)| ≤ c3e
σ|t|,

тому,
|f (it)|e−σ|t| ≤ c3.

Тодi,

T1(x) ≤ c4
1

π

+∞∫
−∞

x2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
dt ≤
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≤ c5
1

π

+∞∫
−∞

t2

(1 + t2)2
dt < +∞, x ∈ (0; +∞).

Крiм цього, T3(x) ≥ 0 i

T2(x) =
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + x2)(1 + t2)2
σ|t|dt ≤

≤ 1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(t2 + 1)(1 + t2)2
σ|t|dt ≤

≤ 2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
σ|t|dt = c5 < +∞,

якщо x ∈ (1; +∞). До того ж,

T4(x) ≥ c6−
2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt+

2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
dh(t) ≥

≥ c7 −
2

π

∫
|t|≥1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

2

π

∫
|t|≥1

1

t4
dh(t), x ∈ (1; +∞).

Згiдно з лемою 2.1,

lim
r→+∞

K0(r) < +∞.

Тому, ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)(
ln+ |f (it)| − ln+ 1

|f (it)|

)
dt+

+

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t) > −c8.
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Отже,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dh(t) ≤

≤ c8 +

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |f (it)|dt ≤

≤ c8 +
1

p

∫
1<|t|≤r

1

t2
ln+ |f (it)e−σ|t||pdt +

∫
1<|t|≤r

σ

|t|
dt ≤

≤ c9 + 2σ ln r, r ∈ (1; +∞).

Звiдси,
r∫

1

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

1

t2
dh(t) ≤ c10 + σ ln r, r ∈ (1; +∞).

Оскiльки 1
t2
≤ 4

3

(
1
t2
− 1

4r2

)
, при |t| ≤ |r|, то

r∫
1

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

1

t2
dh(t) ≤

≤
r∫

1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
dh(t) ≤

≤
2r∫
1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

2r∫
1

4

3

(
1

t2
− 1

(2r)2

)
dh(t) ≤

≤ c11 + σ ln r.

Отже,
r∫

1

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

r∫
1

1

t2
dh(t) ≤ c11 + σ ln r. (2.15)
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Аналогiчно,
−1∫
−r

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

−1∫
−r

1

t2
dh(t) ≤ c12 + σ ln r, r ∈ [1; +∞).

Тодi,∫
1≤|t|≤r

1

t2
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt−

∫
1≤|t|≤r

1

t2
dh(t) ≤ c13+σ ln r, r ∈ [1; +∞).

Тому,

−
+∞∫
1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

+∞∫
1

1

t4
dh(t) =

=

+∞∫
1

1

t2

d t∫
1

1

τ 2

(
− ln+

(
1

|f (iτ )|

)
dτ + dh(τ )

).
Отриманий iнтеграл iнтегруємо за частинами. Звiдси отри-

маємо
+∞∫
1

1

t4

(
− ln+

(
1

|f (it)|

)
dt + dh(t)

)
=

=
1

t2

t∫
1

1

τ 2

(
− ln+

(
1

|f (iτ )|

)
dτ + dh(τ )

)∣∣∣∣∣∣
+∞

1

+

+2

+∞∫
1

1

t3

 t∫
1

1

τ 2

(
− ln+

(
1

|f (iτ )|

)
dτ + dh(τ )

) dt.

Пiдставляючи оцiнку (2.15) в останню рiвнiсть отримаємо

−
+∞∫
1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

+∞∫
1

1

t4
dh(t) =
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=
1

t2
(c11 + σ ln t)

∣∣∣∣+∞
1

+ 2

+∞∫
1

1

t3
(c11 + σ ln t) ≥ −c14.

Аналогiчно,

−
−1∫
−∞

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

−1∫
−∞

1

t4
dh(t) ≥ −c15.

Тодi,

−
∫
|t|≥1

1

t4
ln+

(
1

|f (it)|

)
dt +

∫
|t|≥1

1

t4
dh(t) ≥ −c16.

Внаслiдок цього, T4(x) ≥ −c17, якщо x ∈ [1; +∞). Отже, вико-
нується умова (2.14). Легко бачити, що умова (2.14) еквiвален-
тна до умови (2.12), тому теорему доведено.

При цьому ми отримаємо наступне доповнення до теореми
А3.

Наслiдок 2.2. Якщо f ∈ H∞(C+) i f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+.

Тодi
lim

x→+∞
|f (x)|1/x > 0.

Приклад 2.2. Функцiя

f (z) = exp

(
−2σ

π
z ln z

)
(2.16)

задовольняє умови теореми 2.4.

Доведення. Якщо z = x + iy = reiϕ, то∣∣∣∣exp

{
−2σ

π
z ln z

}∣∣∣∣ =

∣∣∣∣exp

{
−2σ

π
(x + iy)(ln |z| + iϕ)

}∣∣∣∣ =
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= exp

{
2σ

π
|z||ϕ sinϕ|

}
exp

{
−2σ

π
x ln |z|

}
≤

≤ exp

{
−2σ

π
x ln |z|

}
exp {σ|z|} ≤

≤ exp{σ|z|}

exp
{
−2σ

π |z| ln |z|
}

, |z| ≤ 1,

1 , |z| > 1.

≤ exp {σ|z|}

exp{2σeπ} , |z| ≤ 1,

1 , |z| > 1,

бо lim
t→0+

χ(t) = lim
t→0+

t ln t = 0, i min{χ(t) : t ∈ R+} = χ
(
1
e

)
= −1

e ,

якщо χ(t) = t ln t.

Умова (2.12) для функцiї f виконується, бо

lim
x→+∞

|f (x)|
1
xx

2σ
π = lim

x→+∞

∣∣∣e−2σ
π x lnx

∣∣∣ 1x x2σ
π =

= lim
x→+∞

e−
2σ
π lnxx

2σ
π = 1 > 0.

З цього випливає, що умова (2.11) не виконується оскiльки
f 6≡ 0.

Зауваження 2.2. Функцiя (2.16) вказує на точнiсть теорем
2.3 та 2.4 в тому сенсi, що замiнити сталу σ на меншу в
рiвностях (2.11) i (2.12) не можна.

Доведення. Функцiя (2.16) належить до H∞σ (C+). Розглянемо
замiсть умови (2.11) наступну умову

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ1
π

)
= 0 для деякого σ1 ∈ (0;σ). (2.17)
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Тодi,

lim
x→+∞

|f (x)|
1
xx

2σ1
π = lim

x→+∞

∣∣∣∣exp

(
−2σ

π
x lnx

)∣∣∣∣ 1x x2σ1
π = 0.

Звiдси отримаємо, що виконується умова (2.17), але фун-
кцiя не є тотожним нулем.

Розглянемо замiсть умови (2.12) наступну умову

lim
x→+∞

(
|f (x)|

1
xx

2σ1
π

)
> 0 для деякого σ1 ∈ (0;σ). (2.18)

Тодi,

lim
x→+∞

|f (x)|
1
xx

2σ1
π = lim

x→+∞

∣∣∣∣exp

(
−2σ

π
x lnx

)∣∣∣∣ 1x x2σ1
π = 0.

Звiдси отримаємо, що умова (2.18) не виконується.

Також на точнiсть теорем 2.3 та 2.4 вказують функцiї роз-
глянутi в [40],[57].
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2.3 Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 дисертацiйної роботи, доведено двi теореми єди-
ностi для вагового простору Гардi Hp

σ(C+), 0 ≤ σ < +∞, i
1 ≤ p < +∞. Використовуючи данi результати ми отримали
аналогiчне твердження для класичного простору Гардi про по-
ведiнку функцiї f, яка не має жодного нуля в правiй пiвплощи-
нi, на дiйснiй додатнiй пiвосi. Також ми отримали узагальнення
добре вiдомої теореми єдиностi для класичного простору Гардi.

Доведено теорему єдиностi для функцiй, аналiтичних та
обмежених в правiй пiвплощинi з вагою e−σ|z|. Результати фор-
мулюються в термiнах поведiнки функцiй на дiйснiй пiвосi. Те-
орема 2.3 узагальнює вiдомий результат для окремого випадку
функцiй, обмежених в правiй пiвплощинi (σ = 0). Встановили
доповнення (теорема 2.4) до даної теореми для випадку коли
функцiя не має нулiв в правiй пiвплощинi.

В даному роздiлi отриманi новi результати, якi є важливи-
ми для дослiдження рiвнянь типу згортки.



РОЗДIЛ 3

УМОВИ ПОВНОТИ ДЛЯ СИСТЕМ
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

3.1 Iнварiантнi пiдпростори просторiв типу Гардi

У цьому пiдроздiлi ми застосуємо результати попередньо-
го роздiлу до опису трансляцiйно iнварiантних пiдпросторiв у
термiнах функцiї

ψ(x) =
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

яка, як показано в [20], має визначальне значення для опису
властивостей вагових просторiв Гардi з вагою експоненцiаль-
ного типу.

Функцiя f ∈ H2(C+) називається циклiчною в H2(C+),

якщо система
{f (z)eτz : τ ≤ 0} , (3.1)

є повною в H2(C+).

Функцiя f називається циклiчною в H2
σ(C+), якщо f ∈

H2
σ(C+) i система (3.1) є повною в H2

σ(C+).

Позначимо через spanH {fτ} замикання лiнiйної оболонки
системи {fτ} в банаховому простору H.

Функцiю If(z) := ea1zBf(z)S∗f(z) називають внутрiшнiм мно-

70



71

жником функцiї f ∈ Hp(C+) у просторi Hp(C+), де

a1 = lim
x→+∞

ln |f (x)|
x

≤ 0,

Bf – добуток Бляшке для пiвплощини, побудований за послi-
довнiстю нулiв функцiї f, i

S∗f(z) = exp

1

π

+∞∫
−∞

tz + i

(1 + t2) (t + iz)

 dh(t).

Через Ĩf позначимо – внутрiшнiй множник у просторiH2(C+)

функцiї
f (z)e

2σ
π z ln ze−c̃z,

де

c̃ = lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
.

Позначимо також
I∗f (z) = Ĩfe

−2σ
π z ln z.

Теорема 3.1. Якщо функцiя f ∈ H2
σ(C+), f (z) 6= 0 для ко-

жного z ∈ C+ i iнтегральна гранична функцiя h функцiї f є
сталою, то

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} =

=


H2
σ(C+), якщо lim

x→+∞
ψ(x) = +∞

H2(C+)I∗f (z), якщо ψ(x) = O(1), x→ +∞,
0, якщо lim

x→+∞
ψ(x) = −∞,

де
ψ(x) =

ln |f (x)|
x

+
2σ

π
lnx,

а 0 – простiр, що складається з єдиної функцiї-тотожного
нуля.
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Лема 3.1. [20]
Нехай f ∈ H2

σ(C+), f (z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+), σ ≥ 0, для

деякого c ∈ R. Тодi,

spanH̃2
σ(C+)

{f (z)eτz : τ ≤ 0} = H2(C+)I∗f (z).

Лема 3.2. Нехай f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞ i f (z) 6= 0 для
всiх z ∈ C+, а також h(t) = const. Тодi наступнi умови еквi-
валентнi:

1) lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

2) lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

Доведення теореми 3.1. Оскiльки функцiя не має жодного ну-
ля в C+ i ї ї iнтегральна гранична функцiя є сталою, то з умови

lim
x→+∞

ψ(x) = +∞

випливає [50] циклiчнiсть функцiї f, тобто, у цьому випадку

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} = H2
σ(C+).

Якщо
lim

x→+∞
ψ(x) = −∞,

то з теореми 2.2 випливає, що f (z) ≡ 0. Тому,

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} = 0.

Якщо ж ψ(x) = O(1), x → +∞, то за лемою 3.2 з цього
випливає, що ∃c ∈ R таке, що

f (z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+).

Тому, за лемою 3.1,

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} = H2(C+)I∗f (z).
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Теорема 3.2. Якщо функцiя f ∈ Hp
σ(C+), 1 ≤ p < +∞ i для

послiдовностi нулiв (λn) функцiї f виконується умова
+∞∑
n=1

Reλn
1 + |λn|2

< +∞, (3.2)

то
span {f (z)eτz : τ ≤ 0} =

=

H
p(C+)I∗f (z), якщо ψ(x) = O(1), x→ +∞, x ∈ E,

0, якщо lim
x→+∞

∗ψ(x) = −∞,

де E - множина скiнченної логарифмiчної мiри, а lim∗ означає
нижню границю, яка розглядається поза множиною E, 0 –
простiр, що складається з єдиної функцiї-тотожного нуля.

Доведення. Оскiльки функцiя f ∈ Hp
σ(C+) i виконується умова

(3.2), то за теоремою [18] з умови

lim
x→+∞

ψ(x) < +∞

випливає, що

(∃c ∈ R) : f (z)e
2σ
π z ln ze−cz ∈ H2(C+).

З цього, за лемою 3.1, отримаємо

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} = Hp(C+)I∗f (z).

Якщо ж
lim

x→+∞

∗ψ(x) = −∞,

то
lim

x→+∞
ψ(x) =∞.
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З теореми 2.2 випливає, що f (z) ≡ 0. Тому,

span {f (z)eτz : τ ≤ 0} = 0.
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3.2 Про еквiвалентнiсть деяких умов для класу фун-
кцiй, аналiтичних у пiвплощинi

В даному пiдроздiлi для простору H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞
встановлено еквiвалентнiсть швидкого спадання по додатнiй осi
модуля функцiї f ∈ H∞σ (C+) до швидкого зростання її модуля
на межi. Основний результат мiститься в наступнiй теоремi.

Теорема 3.3. Нехай f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞ i f (z) 6= 0

для всiх z ∈ C+, а також h(t) = const. Тодi наступнi умови
еквiвалентнi:

a) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt− 2σ ln r

 > −∞;

б) lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt− 2σ ln r

 > −∞;

в) lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

г) lim
x→+∞

(
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx

)
< +∞;

д) (∃c ∈ R) : f (z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}
∈ H∞(C+).

В [95] показано, що функцiї з цих просторiв мають май-
же скрiзь на iR кутовi граничнi значення f (it) i f (it)e−σ|t| ∈
L∞(R). Якщо для функцiї f iснує c1 ∈ R, що виконується умо-
ва

|f (z)| ≤ c1e
σ|z|, z ∈ C+, (3.3)

то легко бачити, що f (z)e−σz ∈ H∞σ (C+). Тому теж для кожної
функцiї f , що задовольняє умову (3.3), iснують майже скрiзь
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на iR кутовi граничнi значення i

f (it)e−σ|t| ∈ L∞(R). (3.4)

З цього одержимо

Наслiдок 3.1. Твердження теореми 3.3 залишається правиль-
ним для класу аналiтичних в C+ функцiй, для яких виконує-
ться умова (3.3).

Лему 2.1 сформулюємо для випадку, коли h(t) ≡ const.

Лема 3.3. Нехай f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, h(t) ≡ const,
f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+. Тодi справедливе зображення

f (z) = exp

ia0 + a1z +
1

iπ

+∞∫
−∞

Q(t, z) ln |f (it)|dt

 ,

a0 ∈ R, a1 ∈ R, i виконуються умови

lim
r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt > −∞, (3.5)

ln |f (it)| ∈ L1[−1; 1].

Доведемо декiлька допомiжних тверджень.

Лема 3.4. Якщо f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, i виконується
умова б), то виконується умова а).

Доведення. Легко бачити, що∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln e−σ|t|dt =

−1∫
−r

(
1

t2
− 1

r2

)
σtdt−
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−
r∫

1

(
1

t2
− 1

r2

)
σtdt =

= σ ln |t||−1−r − σ
t2

2r2

∣∣∣∣−1
−r
− σ ln t|r1 +− σ t

2

2r2

∣∣∣∣r
1

=

= −2σ ln r +
σ

r2
(r2 − 1),

тому, умова б) набуває вигляду

lim
r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)e−σ|t||dt > −∞.

Оскiльки

ln |f (it)e−σ|t|| = ln+ |f (it)e−σ|t|| − ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
, (3.6)

то
lim

r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)e−σ|t||dt =

= lim
r→+∞

(ϕ1(r)− ϕ2(r)),

де

ϕ1(r) =

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+
∣∣∣f (it)e−σ|t|

∣∣∣ dt
i

ϕ2(r) =

∫
1<|t|6r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ 1∣∣f (it)e−σ|t|

∣∣dt.
Тодi умова б) запишеться у виглядi

lim
r→+∞

(ϕ1(r)− ϕ2(r)) > −∞. (3.7)
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Врахувавши, що f (it)e−σ|t| ∈ L∞(R), отримаємо

ϕ1(r) ≤ c2

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dt < c3 < +∞.

Припустимо, що lim
r→+∞

ϕ2(r) = +∞, тодi iснує така послiдов-
нiсть (rk), що lim

r→+∞
ϕ2(rk) = +∞. Проте функцiя ϕ2 є неспа-

дною, тому для кожної зростаючої послiдовностi (nk), такої,
що nk → +∞, при k → ∞, маємо lim

r→+∞
ϕ2(nk) = +∞. Але

lim
r→+∞

ϕ1(nk) < +∞, тодi lim
r→+∞

(ϕ1(r) − ϕ2(r)) = −∞, що супе-
речить умовi (3.7). Отже, виконується умова а).

Лема 3.5. Якщо f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞ i h(t) ≡ const,
f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, а також виконується умова в), то
виконується умова б).

Доведення. Доведення проведемо методом вiд супротивного. При-
пустимо, що f ∈ H∞σ (C+), G(z) 6≡ 0 i не виконується умова б),
тобто,

lim
r→+∞

 ∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt− 2σ ln r

 = −∞. (3.8)

Оскiльки

Re
{
Q(t;x)

i

}
=

2t2x + x− t2x3

(1 + t2)2(t2 + x2)
,

то за лемою 2.2

1

π

+∞∫
−∞

|t|Re
{
Q(t;x)

i

}
dt =

x

π
− 2x

π
lnx, x > 0.
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Тодi,

ln e
2σ
π x lnx =

σ
π
x− 1

π

+∞∫
−∞

Re
{
Q(t;x)

i

}
σ|t|dt

 .

Тому, за лемою 3.3

ln |f (x)e
2σ
π x lnx|

x
= c4 +

1

π

+∞∫
−∞

−t2x2 + 1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln |f (it)e−σ|t||dt.

Використавши умову (3.6), отримаємо

ln |f (x)e
2σ
π x lnx|

x
= c4 −

1

π

+∞∫
−∞

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ |f (it)e−σ|t||dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ |f (it)e−σ|t||dt+

+
1

π

+∞∫
−∞

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt−

−1

π

+∞∫
−∞

1 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt =

= c4 −K1(x) + K2(x) + K3(x)−K4(x).

Оцiнимо K1(x). З умови (3.3) випливає, що |f (it)| ≤ c1e
σ|t|,

тому, |f (it)|e−σ|t| ≤ c1. Отже,

K1(x) ≤ c5x
2

π

+∞∫
−∞

t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dt.



80

Обчислимо iнтеграл
+∞∫
−∞

t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dt.

Для функцiї

s(t) =
t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

точки t1 = xi та t2 = −xi є простими полюсами, а точки t3 = i

та t4 = −i – полюсами другого порядку, iнших особливих точок
функцiя не має. У верхнiй пiвплощинi мiститься лише полюси
t1 = xi i t3 = i функцiї s(t). Тодi

+∞∫
−∞

t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dt = 2πi

(
res
t=i

(
t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

)
+

res
t=ix

(
t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

))
.

Обчислимо лишок функцiї s(t) в точцi t1 = ix :

res
t=ix

(
t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

)
= lim

t→ix

(
t2

(1 + t2)2(t + ix)

)
=

=
−x2

2ix(1− x2)2
=

−x
2i(1− x2)2

.

Обчислимо лишок функцiї s(t) в точцi t3 = i :

res
t=i

(
t2

(1 + t2)2(t2 + x2)

)
= lim

t→i

(
t2

(i + t)2(t2 + x2)

)′
=

= lim
t→i

(
2t(i + t)2(t2 + x2)− t2(2(t + i)(t2 + x2) + (i + t)22t)

(i + t)4(t2 + x2)2

)
=

=
−8i(x2 − 1) + (4i(x2 − 1)− 8i)

16(x2 − 1)2
=



81

=
−2i(x2 − 1) + i(x2 − 1)− 2i

4(x2 − 1)2
=

=
−2i(x2 − 1) + i(x2 − 1)− 2i

4(x2 − 1)2
=

=
−i(x2 − 1)− 2i

4(x2 − 1)2
=
−ix2 − i

4(x2 − 1)2
.

Звiдси,
+∞∫
−∞

t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
dt = 2πi

(
−x

(1− x2)2(2i)
+
−ix2 − i

4(x2 − 1)2

)
=

= π

(
−x

(1− x2)2
+

x2 + 1

2(x2 − 1)2

)
= π

(
−2x + x2 + 1

2(1− x2)2

)
=

=
π

2(1 + x)2
.

Отже,

K1(x) ≤ c5x
2

2(1 + x)2
≤ c6, x > 0.

Оцiнимо K4:

K4(x) ≤ 1

π

+∞∫
−∞

2 + 2t2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt =

=
2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)(t2 + x2)
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt.

Розглянемо випадок x > 1. Тодi,

K4(x) ≤ 2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt.
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Використавши нерiвнiсть ln+ 1
ab ≤ ln+ 1

a + ln+ 1
b , отримаємо

K4(x) ≤ 2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2

(
ln+ 1

|f (it)|
+ ln+ 1

e−σ|t|

)
dt =

=
2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt +

2

π

+∞∫
−∞

1

(1 + t2)2
σ|t|dt =

= c7 +
2

π

+1∫
−1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt+

2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt ≤

≤ c8 +
2

π

+1∫
−1

ln+ 1

|f (it)|
dt +

2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt.

За лемою 3.3, ln |f (it)| ∈ L1[−1; 1], тому,

2

π

+1∫
−1

ln+ 1

|f (it)|
dt ≤ 2

π

+1∫
−1

| ln |f (it)||dt ≤ c9.

Звiдси,

K4(x) ≤ c10 +
2

π

∫
|t|≥1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt.

Тодi,
+∞∫
1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt ≤

+∞∫
1

1

t2
· 1

t2
ln+ 1

|f (it)|
dt =

=

+∞∫
1

1

t2
d

t∫
1

1

s2
ln+ 1

|f (is)|
ds.
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Проiнтегрувавши за частинами, отримаємо
+∞∫
1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt ≤ 1

t2

t∫
1

1

s2
ln+ 1

|f (is)|
ds

∣∣∣∣∣∣
+∞

1

+

+2

+∞∫
1

1

t3

t∫
1

1

s2
ln+ 1

|f (is)|
dsdt.

(3.9)

Застосувавши нерiвнiсть 1
t2
≤ 4

3

(
1
t2
− 1

4r2

)
, при |t| ≤ |r| одержи-

мо
t∫

1

1

s2
ln+ 1

|f (is)|
ds ≤ 4

3

2t∫
1

(
1

s2
− 1

2t2

)
ln+ 1

|f (is)|
ds.

За лемою 3.3 виконується умова (3.5), тобто,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt > −c11,

для деякої сталої c11 ∈ R. Тодi,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)(
ln+ |f (it)| − ln+ 1

|f (it)|

)
dt > −c11.

Звiдси отримаємо∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ 1

|f (it)|
dt <

< c11 +

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln+ |f (it)|dt ≤

≤ c11 +

∫
1<|t|≤r

1

t2
ln+ |f (it)| ≤ c12 + 2σ ln r.
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Отже,

t∫
1

1

s2
ln+ 1

|f (is)|
ds ≤ c12 + σ ln t.

Пiдставивши останню оцiнку в нерiвнiсть (3.9), отримаємо

+∞∫
1

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt ≤ c13.

Аналогiчно

−1∫
−∞

1

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)|
dt ≤ c14,

тому, K4(x) ≤ c15, якщо x ≥ 1.

Легко бачити, що

K3(x) ≥ 1

π

∫
1<|t|≤x

t2x2

(1 + t2)2(t2 + x2)
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt ≥

≥ 1

2π

∫
1<|t|≤x

t2

(1 + t2)2
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt ≥

≥ 1

8π

∫
1<|t|≤x

1

t2
ln+ 1

|f (it)e−σ|t||
dt ≥

≥ − 1

8π

∫
1<|t|≤x

(
1

t2
− 1

x2

)
ln |f (it)e−σ|t||dt.

Тому, за умовою (3.8) маємо, що lim
x→+∞

K3(x) = +∞. Оскiльки
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K2(x) > 0, то

lim
x→+∞

ln |f (x)e
2σ
π x lnx|

x
= +∞.

А це суперечить умовi в).

Лема 3.6. Якщо f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, h(t) ≡ const i
виконується умова д), то виконується й умова г).

Доведення. Оскiльки виконується умова д), то з означення про-
стору H∞(C+) маємо :∣∣∣∣G(z) exp

{
2σ

π
z ln z − cz

}∣∣∣∣ ≤ c16.

Звiдси,
ln |f (x)| + 2σ

π
x lnx ≤ c16x.

Оскiльки
ln |f (x)|

x
+

2σ

π
lnx ≤ c16,

то виконується умова г)

Лема 3.7. Якщо f ∈ H∞σ (C+), 0 ≤ σ < +∞, h(t) ≡ const,
f (z) 6= 0 для всiх z ∈ C+, i виконується умова а), то виконує-
ться умова д).

Доведення. З умови леми a) маємо

(∃c ∈ R)(∀r > 1) :

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)e−σ|t||dt > c.

Оскiльки f ∈ H∞σ (C+), то виконується умова (3.4). Тому,∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)e−σ|t||dt ≤
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≤ c17

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
dt ≤ c18.

Врахувавши, що за лемою 2.3, ln |f (it)| ∈ L1[−1; 1] i f ∈ H∞σ (C+),
отримаємо

+∞∫
−∞

ln |f (it)e−σ|t||
1 + t2

dt = c19 + lim
r→+∞

∫
1<|t|≤r

ln |f (it)e−σ|t||
1 + t2

dt ≤

≤ c19 +
4

3
lim

r→+∞

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

2r2

)
ln |f (it)e−σ|t||dt < +∞.

Тодi, з [11, с. 81-82], [13, с.25], i [52, с. 189-190] оскiльки
f (z)e

2σ
π z ln z не має нулiв в C+ i її iнтегральна гранична функцiя

є тотожною сталою, отримаємо, що виконується д).

Доведення теореми 3.3 випливає з лем 3.4-3.7 i тривiальної
iмплiкацiї умов в) i г).
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3.3 Про перетин вагових просторiв Гардi

Метою даного пiдроздiлу є опис властивостей простору

Hp
∩(C+) =

⋂
σ>0

Hp
σ(C+).

Легко бачити, що Hp
∩(C+) ⊃ Hp(C+) i Hp

∩(C+) ⊂ Hp
ε (C+) для

кожного ε > 0.

Теорема 3.4. Hp
∩(C+) 6= Hp(C+).

Доведення. Нехай f (z) = e−z
√

ln(z+2), де вiтки логарифма i ко-
реня вибранi так, що ln 1 = 0,

√
1 = 1. Покажемо, що функцiя

f належить простору до Hp
σ(C+) для кожного σ > 0. Справдi,

∣∣f (reiϕ)∣∣ =
∣∣∣exp

{
−reiϕ

√
ln(r(cosϕ + i sinϕ) + 2)

}∣∣∣ =

= |exp {−r(cosϕ + i sinϕ)×

×
(

ln
√
r2 + 4r cosϕ + 4 + i arctg

r sinϕ

r cosϕ + 2

)1
2

}∣∣∣∣∣ =

= |exp {−r(cosϕ + i sinϕ)×

×

(
4

√
ln2
√
r2 + 4r cosϕ + 4 + arctg2

r sinϕ

r cosϕ + 2

)
×

×

cos
arctg

arctg r sinϕ
r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2
+ i sin

arctg
arctg r sinϕ

r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2



∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Отже,

|f (reiϕ)| = exp

{
−r 4

√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2
r sinϕ

r cosϕ + 2
×
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×

cosϕ cos
arctg

arctg r sinϕ
r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2
− sinϕ sin

arctg
arctg r sinϕ

r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2


 .

Прологарифмуємо отриману рiвнiсть i оцiнимо праву частину

ln |f (reiϕ)| = −r 4

√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2
r sinϕ

r cosϕ + 2
×

×

cosϕ cos
arctg

arctg r sinϕ
r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2
− sinϕ sin

arctg
arctg r sinϕ

r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2

 ≤
≤ r 4

√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2
r sinϕ

r cosϕ + 2
sinϕ×

× sin
arctg

arctg r sinϕ
r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ+r2+4

2
=

=
r√
2

4

√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2
r sinϕ

r cosϕ + 2
×

× sinϕ

√√√√1− cos arctg
arctg r sinϕ

r cosϕ+2

ln
√

4r cosϕ + r2 + 4
=

=
r√
2

4

√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2
r sinϕ

r cosϕ + 2
sinϕ×

×

√√√√1− ln
√

4r cosϕ + r2 + 4√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2 r sinϕ
r cosϕ+2

=
r√
2

sinϕ×
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×

(√
ln2
√

4r cosϕ + r2 + 4 + arctg2
r sinϕ

r cosϕ + 2
−

− ln
√

4r cosϕ + r2 + 4
)1

2 ≤

≤ r√
2

sinϕ

√√
ln2 r + ϕ2 − ln r =

r√
2
ϕ sinϕ

1√√
ln2 r + ϕ2 + ln r

≤

≤ r

2
ϕ sinϕ

1√
ln r

, r → +∞,

для кожного σ > 0.

Звiдси, функцiя належить до простору Hp
σ(C+), σ > 0. От-

же, f належить i до простору Hp
∩(C+).

Тепер покажемо, що функцiя f (z) = e−z
√

ln(z+2) не нале-
жить до простору Hp(C+)

|f (iy)| =
∣∣∣∣exp

{
−iy

√
ln
√
y2 + 4 + i arctg

y

2

}∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣exp

−iy
√ln2

√
y2 + 4 + arctg2

y

2
e
i arctg

arctg
y
2

ln
√

y2+4

1
2


∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣exp

{
−iy 4

√
ln2
√
y2 + 4 + arctg2

y

2
×

×

cos
arctg

arctg y2

ln
√
y2+4

2
+ i sin

arctg
arctg y2

ln
√
y2+4

2



∣∣∣∣∣∣∣ =

= exp

y 4

√
ln2
√
y2 + 4 + arctg2

y

2
sin

arctg
arctg y2

ln
√
y2+4

2

 .



90

Звiдси,

ln |f (iy)| = y 4

√
ln2
√

4 + y2 + arctg2
y

2
sin

arctg
arctg y2

ln
√

4+y2

2
=

=
y√
2

4

√
ln2
√

4 + y2 + arctg2
y

2

√
1− cos arctg

arctg y
2

ln
√

4 + y2
=

=
y√
2

4

√
ln2
√

4 + y2 + arctg2
y

2

√√√√1− ln
√

4 + y2√
ln2
√

4 + y2 + arctg2 y2

=

=
y√
2

√√
ln2
√

4 + y2 + arctg2
y

2
− ln

√
4 + y2 ≥

≥ y√
2 ln(4 + y2)

, для y ≥ C > 0.

Тому, f (iy) 6∈ Lp(0; +∞) для кожного p > 1. Отже, f 6∈ Hp(C+).

Звiдси, f ∈ Hp
∩(C+) i f 6∈ Hp(C+).

Твердження 3.1. Якщо f ∈ Hp
∩(C+), 1 ≤ p ≤ ∞, тодi вико-

нуються наступнi умови:
а) iснують майже скрiзь на iR кутовi граничнi значення;
б) |f (it)|e−ε|t| ∈ Lp(R) для будь-якого ε > 0;

в) простiр Hp
∩ є повним метричним вiдносно рiвномiрної

збiжностi на компактах.

Доведення. Нехай f ∈ Hp
∩(C+), тодi f ∈ Hp

ε (C+) для деяко-
го ε > 0. В [94] показано що, функцiя з простору Hp

σ(C+),

p ∈ (1; +∞) має майже скрiзь на iR кутовi граничнi значен-
ня f (iy)e−σ|y| ∈ Lp(R). Тому f (iy)e−ε|y| ∈ Lp(R) для кожного
додатного ε.



91

Якщо p = ∞, в [6] показано, що функцiї з цих просто-
рiв мають майже скрiзь на iR кутовi граничнi значення f (it) i
f (it)e−ε|t| ∈ L∞(R) для кожного ε > 0.

В [94] отримано, що для кожної функцiї з простору Hp
σ(C+)

виконується нерiвнiсть

|f (z)| ≤ c1 exp(c1|z|)
Re{z}

1
p

.

Тому простiрHp
∩(C+) є повним метричним вiдносно рiвномiрної

збiжностi на компактах.

Нехай B – клас неперервних, зростаючих функцiй
η : [0; +∞) → (0; +∞) таких, що η(r) = o(r), при r → +∞.
Позначимо через Hp

	(C+) простiр аналiтичних в C+ функцiй f,
для яких iснує η ∈ B, що

sup
|ϕ|<π

2


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr


1
p

< +∞.

Теорема 3.5. Якщо f ∈ Hp
	(C+), то f ∈ Hp

∩(C+).

Доведення. Нехай f ∈ Hp
	(C+), тодi f ∈ Hp

σ(C+) для кожного
σ > 0. Тодi

+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−prσ| sinϕ|dr =

=

+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|e−prσ| sinϕ|+η(r)| sinϕ|dr.

Оскiльки

−prσ| sinϕ| + η(r)| sinϕ| = | sinϕ|(−prσ + η(r)) < 0,
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при r > r0, то
+∞∫
r0

|f (reiϕ)|pe−prσ| sinϕ|dr ≤
+∞∫
r0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr < +∞.

Тодi

sup


+∞∫
r0

|f (reiϕ)|pe−prσ| sinϕ|dr

 ≤
≤ sup


+∞∫
r0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr


i

sup


r0∫
0

|f (reiϕ)|pe−η(r)| sinϕ|dr

 ≤
≤ sup


r0∫
0

|f (reiϕ)|p exp{ min
r∈[0;r0]

{−η(r)}| sinϕ|}dr

 ≤
≤ sup

exp{ min
r∈[0;r0]

{−η(r)}| sinϕ|}
r0∫
0

|f (reiϕ)|pdr

 ≤
≤ c2

r0∫
0

|f (reiϕ)|pdr < +∞.

Тодi знайдеться таке c3 = 2pσr0
η(0) для якого

+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−prσ| sinϕ|dr ≤ c3 < +∞.

Звiдси отримаємо, що f ∈ Hp
	(C+).
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Б. В. Винницький описав [94] нулi класу функцiй f ∈ Hp
σ(C+)

у термiнах функцiї

S(r) =
∑

1<|λn|≤r

(
1

|λn|
− |λn|

r2

)
Reλn
|λn|

,

де λn ∈ C+. Нам вдалося встановити наступне твердження.

Теорема 3.6. Якщо f ∈ Hp
∩(C+), то S(r) = o(ln r), r → +∞.

Доведення. Нехай f ∈ Hp
∩(C+), тодi f ∈ Hp

σ(C+) для деякого
σ > 0. Скористаємось наступним варiантом формули Карлема-
на [54], [4], [12]

S(r) =
1

πr

∫ π
2

−π2
ln |f (reiϕ)| cosϕdϕ +

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt−

− 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)| + O(1).

(3.10)
В [94] показано, що для кожної функцiї, що належить до

просторуHp
σ(C+), σ > 0 перший доданок в правiй частинi остан-

ньої рiвностi є обмежений сталою незалежною вiд r i σ, тому цей
доданок є обмеженим i для кожної функцiї з простору Hp

∩(C+).

Розглянемо другий доданок
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt =

=
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
(ln |f (it)|e−σ|t| + eσ|t|)dt ≤

≤ 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
(|f (it)|e−σ|t| + σ|t|)dt.
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Оскiльки
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
σ|t|dt =

1

π
σ ln r

i f (iy)e−σ|y| ∈ Lp(R), тодi
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt ≤ c4 +

1

π
σ ln r.

Звiдси

S(r) = c5 +
1

π
σ ln r − 1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|.

Останнiй iнтеграл вiд’ємний, його при оцiнцi можна вiдкинути.
Тодi

S(r) ≤ c5 +
σ

π
ln r.

Внаслiдок довiльностi σ одержимо твердження теореми.

Теорема 3.7. Якщо f ∈ Hp
∩(C+), то P (r) = o(ln r), r → +∞,

де
P (r) =

1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
|dh(t)|.

Доведення. Нехай f ∈ Hp
∩(C+), тодi f ∈ Hp

σ(C+) для кожного
σ > 0. З формули (3.10) отримаємо, що

P (r) = K(r)− S(r) + O(1), r → +∞

де

K(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|dt.

Оскiльки

K(r) =
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
ln |f (it)|e−σ|t|dt+
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+
1

2π

∫
1<|t|≤r

(
1

t2
− 1

r2

)
σ|t|dt ≤ c4 +

1

π
σ ln r

для кожного σ > 0, тодi

K(r) = o(ln r) при r → +∞.

Звiдси i з теореми 3.6, отримаємо P (r) = o(ln r), r → +∞.

Теорема 3.8. Нехай λn –довiльна послiдовнiсть iз C+. Асим-
тотична рiвнiсть S(r) = o(ln r), r → +∞, виконується тодi
i тiльки тодi, коли S0(r) = o(ln r), де

S0(r) =
∑

1<|λn|≤r

Reλn
|λn|2

.

Доведення. Справдi,

S0(r)− S(r) =
∑

1<|λn|≤r

Reλn
r2
≤

∑
1<|λn|≤r

Reλn
|λn|r

=
s(r)

r
,

де

s(r) =
∑

1<|λn|≤r

Reλn
|λn|

.

В [6] доведено, що

S(2r) ≥ 3s(r)

4r
.

Звiдси

S0(r)− S(r) ≤ 4rS(2r)

3r
=

4

3
S(2r).

Оскiльки S(r) = o(ln r), то

lim
r→+∞

S(r)

ln r
= 0.
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Тому

lim
r→+∞

S(2r)

ln 2r
= 0.

Тодi S(2r) = o(ln r).

Отже,
S0(r)− S(r) = o(ln r)

при r → +∞.
Протилежне твердження тривiальне.
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3.4 Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi одержано опису трансляцiйно iнварiан-
тних пiдпросторiв. Отримано твердження про еквiвалентнiсть
швидкого швидкого зростання у деякому сенсi по уявнiй осi та
швидкого спадання по дiйснiй пiвосi для функцiй з простору
H∞σ (C+). Це доповнює результати В. М. Дiльного для просторiв
Hp
σ(C+), σ > 0, i 1 ≤ p < +∞. Тобто, встановлено еквiвалентнi

умови швидкого спадання по додатнiй осi модуля функцiї f з
простору H∞σ (C+) до швидкого зростання її модуля на межi.

Такого типу результати використовуються для дослiдження
циклiчностi функцiй.

В останньому пiдроздiлi дослiджуємо властивостi простору
Hp
∩(C+). Отримано опис нулiв та iнтегральних граничних фун-

кцiй цього простору. Показано, що вiн не спiвпадає з класичним
простором Гардi.



РОЗДIЛ 4

РОЗЩЕПЛЕННЯ ФУНКЦIЙ В
ПРОСТОРI H1

σ(C+)

4.1 Формулювання основного результату

В даному роздiлi розглянемо проблему розщеплення фун-
кцiй в просторах Пелi-ВiнераW p

σ на суму двох функцiй H1
σ(C+)

кожна з яких є ”великою” лише першому або четвертому коор-
динатному кутi. Спочатку введемо ряд означень i допомiжних
тверджень.

Нехай W p
σ , σ > 0, p ≥ 1, – простiр Пелi-Вiнера, тобто про-

стiр цiлих функцiй f експоненцiального типу, що не перевищує
σ i якi належать Lp(R). Цей простiр можна також визначити
[25, c. 663] як простiр цiлих функцiй f , якi задовiльняють умову

sup
ϕ∈(0;2π)


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pe−pσr| sinϕ|dr


1
p

< +∞.

В теорiї просторiв Пелi-Вiнера фундаментальною є наступна
теорема.
Теорема П. -В. Простiр f ∈ W 2

σ спiвпадає з простором фун-

98
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кцiй, що допускають зображення

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

ϕ(it)eitzdt, ϕ ∈ L2(−iσ; iσ). (4.1)

Аналогiчнi твердження також вiдомi для випадкiв 1 < p < 2.

Для випадку p = 1 аналог довiв Г. Бер. В iншiй формi критерiй
належностi до W 1

σ був отриманий Р. Боасом та iн.
Теорема Г. Бер. Простiр f ∈ W 1

σ спiвпадає з простором
функцiй, якi подаються у виглядi (4.1), де

ϕ(t) =

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt
σ , (ck) ∈ l1 (4.2)

i
+∞∑

m=−∞

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)k+mck+m
k

1 + k2

∣∣∣∣∣ < +∞.

Нехай Ep[C(α; β)], 0 < β − α < 2π, 1 ≤ p < +∞, простiр
аналiтичних функцiй f в C(α; β) = {z : α < arg z < β} таких,
що

sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|f (reiϕ)|pdr


1
p

< +∞.

Функцiї f з простору Ep[C(α; β)] [16] мають майже скрiзь на
∂C (α; β) кутовi граничнi значення, якi теж позначаються через
f i f ∈ Lp[C(α; β)].

Проблема. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливий розклад

f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в C+, а також
χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
, µ ∈ E1

[
C
(
−π

2 ; 0
)]
?

Ця Проблема зумовлена питаннями повноти систем фун-
кцiй [96], вона також становить безпосереднiй iнтерес у тео-
рiї iнтегральних операторiв, дослiдженнях оператора зсуву. Ми
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пропонуємо новий, вiдмiнний вiд вказаного в [51], спосiб розв’я-
зування Проблеми.

Функцiю χ шукатимемо у виглядi

χ(z) = χ1(z) + iχ2(−iz), (4.3)

де

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

ϕ(t)eitzdt, χ2(z) = − 1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)eitzdt.

Оскiльки µ = f − χ, то надалi пiд розв’язком проблеми розу-
мiтимемо знаходження функцiї χ.

Ми отримуємо наступне твердження.

Теорема 4.1. Нехай функцiя f ∈ W 1
σ . Функцiя χ, визначена

рiвнiстю (4.3), є розв’язком Проблеми, тодi i тiльки тодi, ко-
ли виконуються умови

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

m− i
2 − k

) (
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ < +∞, (4.4)

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

m + i
2 + ik

) (
m + i

2 − k
)∣∣∣∣∣ < +∞. (4.5)

де коефiцiєнти ck визначаються рiвнiстю (4.2).

Приклад 4.1. Для функцiї

f (z) =

√
2√
πz2

(cosσz − 1) ∈ W 1
σ

розв’язок Проблеми визначають функцiї

χ(z) =
1√

2πz2

(
eiσz + ie−σz − 1− i

)
,

µ(z) =
1√

2πz2

(
e−iσz − ie−σz − 1 + i

)
.
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Доведення. Нехай ϕ(t) = |t| − σ. За теоремою Пелi-Вiнера

f (z) =
1√
2π

σ∫
−σ

(|t| − σ) eitzdt =

√
2√
πz2

(cosσz − 1) .

Обчислимо χ1 i χ2:

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

(|t|−σ)eitzdt =
1√
2π

 σ∫
0

teitzdt− σ

iz
eiσz +

σ

iz

 =

=
1√
2π

(
σ

iz
eiσz +

eiσz

z2
− 1

z2
− σ

iz
eiσz +

σ

iz

)
=

=
1√
2π

(
eiσz

z2
− 1

z2
+
σ

iz

)
i

χ2(−iz) = − 1√
2π

0∫
−σ

(|t| − σ)etzdt =

= − 1√
2π

− 0∫
−σ

tetzdt− σ

z
+
σ

z
e−σz

 =

= − 1√
2π

(
−σ
z
e−σz +

1

z2
− e−σz

z2
− σ

z
+
σ

z
e−σz

)
=

=
1√
2π

(
σ

z
− 1

z2
+
e−σz

z2

)
.

За формулою (4.3) отримаємо, що

χ(z) =
1√

2πz2

(
eiσz + ie−σz − 1− i

)
.

Отже,

µ(z) = f (z)− χ(z) =
1

z2
√

2π

(
eiσz + e−iσz − 2

)
−
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− 1√
2πz2

(
eiσz + ie−σz − 1− i

)
=

1√
2πz2

(
e−iσz − ie−σz − 1 + i

)
.

Для доведення теореми 4.1, нам буде потрiбно декiлька до-
помiжних лем.

Лема 4.1. Нехай функцiя f належить до простору W 1
σ . Тодi

функцiя
χ(x − i π2σ) належить до L1(πσ ; +∞) тодi i тiльки тодi, коли
виконується умова

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

x− π
σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx < +∞, (4.6)

де коефiцiєнти ck визначаються рiвнiстю (4.2).

Доведення. Оскiльки f ∈ W 1
σ , а W 1

σ ⊂ W 2
σ [23], то за теоремою

Пелi-Вiнера функцiя подається у виглядi (4.1), де ϕ визнача-
ється рiвнiстю (4.2). Оскiльки ряди в (4.2) збiжнi абсолютно i
рiвномiрно за ознакою Вейєрштраса на кожному вiдрiзку дода-
тної дiйсної пiвосi, то їх можна почленно iнтегрувати, тому

χ1(z) =
1√
2π

σ∫
0

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt
σ eitzdt =

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

σ∫
0

eit(
−kπ
σ +z)dt =

1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
eiσ(z−

kπ
σ ) − 1

i(z − kπ
σ )

,

i

χ2(−iz) = − 1√
2π

0∫
−σ

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt
σ etzdt =
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= − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

0∫
−σ

et(
−ikπ
σ +z)dt = − 1√

2π

+∞∑
k=−∞

ck
1− e−σ(z−ikπσ )

(z − ikπσ )
.

Отриманi значення функцiй χ1 i χ2 пiдставимо в формулу (4.3),

тодi
χ1(z) + iχ2(−iz) =

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

cki

(
1− eiσ(z−kπσ )

z − kπ
σ

− 1− e−σ(z−ikπσ )

z − ikπσ

)
=

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
−ieiσ(z−kπσ )

z − kπ
σ

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
ie−σ(z−i

kπ
σ )

z − ikπσ
+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

cki
(1− i)πkσ(

z − kπ
σ

) (
z − ikπσ

) = − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)keiσz

z − kπ
σ

+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−σz

z − ikπσ
+

1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(1 + i)πk

σ
(
z − kπ

σ

) (
z − ikπσ

).
Звiдси

χ(z) = − 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)keiσz

z − kπ
σ

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−σz

z − ikπσ
+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(1 + i)πk

σ
(
z − kπ

σ

) (
z − ikπσ

).
(4.7)

Для z = x− i π2σ , маємо

χ
(
x− i π

2σ

)
= − 1√

2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kieiσx+

π
2

x− π
σ( i2 + k)

+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−σx+

πi
2

x− iπσ(12 + k)
+
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+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
πk(1 + i)

σ(x− π
σ( i2 + k))(x− iπσ(12 + k))

.

Отриманi доданки вiдповiдно позначимо через T1(x), T2(x) i
T3(x), тодi

χ
(
x− i π

2σ

)
= −T1(x) + T2(x) + T3(x). (4.8)

Розглянемо iнтеграл по x ∈ [πσ ; +∞) вiд модуля першого додан-
ка

+∞∫
π
σ

|T1(x)|dx =

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣T1 (x +
πn

σ

)∣∣∣ dx =

=
1√
2π

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣ieiσ(x+πn
σ )+π

2

+∞∑
k=−∞

(−1)kck

x− π
σ( i2 + k) + πn

σ

∣∣∣∣∣ dx =

=
e
π
2

√
2π

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)kck

x− π
σ( i2 + k) + πn

σ

∣∣∣∣∣ dx.
Позначимо k′ = k − n, тодi

+∞∫
π
σ

|T1(x)|dx =
e
π
2

√
2π

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

x− iπ
2σ −

π
σk
′

∣∣∣∣∣∣ dx.
Щоб оцiнити отриманий iнтеграл додамо i вiднiмемо деякi ря-
ди:

+∞∫
π
σ

|T1(x)|dx =
e
π
2

√
2π

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

x− iπ
2σ −

π
σk
′ −

−
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

π
σ

(
− i

2 − k′
) +

+∞∑
k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

π
σ

(
− i

2 − k′
) +
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+

+∞∑
k′=−∞

(−1)k
′+nck′+nk

′

π
σ(1 + k′2)

−
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+nk

′

π
σ(1 + k′2)

∣∣∣∣∣∣ dx
 .

Погрупуємо доданки перший з другим i третiй з четвертим:

+∞∫
π
σ

|T1(x)|dx ≤ e
π
2

√
2π

+∞∑
n=1


π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

(
1

x− iπ
2σ −

π
σk
′−

− 1

− iπ
2σ −

π
σk
′

)∣∣∣∣∣ dx +

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

(
1

− iπ
2σ −

π
σk
′+

+
k′

π
σ + π

σk
′2

)∣∣∣∣ dx + +

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+nk

′

π
σ(1 + k′2)

∣∣∣∣∣∣ dx
 =

=
e−

π
2

√
2π

(
+∞∑
n=1

I1(n) +

+∞∑
n=1

I2(n) +

+∞∑
n=1

I3(n)

)
.

Розглянемо першу суму. Оскiльки ряд
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

(
1

x− iπ
2σ −

π
σk
′ −

1

− iπ
2σ −

π
σk
′

)
є рiвномiрно збiжний за ознакою Вейєрштраса на кожному скiн-
ченному вiдрiзку. Тому почленно проiнтегрувавши, одержимо

+∞∑
n=1

I1(n) ≤
+∞∑
n=1

π
σ∫

0

+∞∑
k′=−∞

|ck′+n|

∣∣∣∣∣ −x(
x− iπ

2σ −
π
σk
′
) (
− iπ

2σ −
π
σk
′
)∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑
n=1

+∞∑
k′=−∞

|ck′+n|

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣ −x(
x− iπ

2σ −
π
σk
′
) (
− iπ

2σ −
π
σk
′
)∣∣∣∣∣ dx.
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Тодi, застосувавши теорему про середнє, отримаємо
π
σ∫

0

∣∣∣∣∣ −x(
x− iπ

2σ −
π
σk
′
) (
− iπ

2σ −
π
σk
′
)∣∣∣∣∣ dx =

=
α
(
π
σ

)2∣∣(απ
σ −

iπ
2σ −

π
σk
′
) (
− iπ

2σ −
π
σk
′
)∣∣,

де α ∈ [0; 1]. Отже,
+∞∑
n=1

I1(n) ≤
+∞∑
n=1

+∞∑
k′=−∞

|ck′+n|
α∣∣(α− i

2 − k′
) (
− i

2 − k′
)∣∣.

Змiнивши порядок сумування абсолютно збiжного подвiйного
ряду отримаємо

+∞∑
n=1

I1(n) ≤
+∞∑

k′=−∞

1√
(α− k′)2 + 1

4

√
k′2 + 1

4

+∞∑
n=1

|ck′+n| ,

Оскiльки
+∞∑

k′=−∞

1√
(α− k′)2 + 1

4

√
k′2 + 1

4

≤
−1∑

k=−∞

1

k′2 + 1
4

+

+b +

+∞∑
k=2

1

(k′ − 1)2 + 1
4

< +∞

i
+∞∑

n=−∞
|ck′+n| ≤ M < +∞, де стала M вiд k′ не залежить, то

+∞∑
n=1

I1(n) < +∞.

Оцiнимо I2(n). Врахувавши, що пiдiнтегральна функцiя∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+n

(
1

− iπ
2σ −

π
σk
′ +

k′

π
σ + π

σk
′2

)∣∣∣∣∣∣
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не залежить вiд x, маємо

+∞∑
n=1

I2(n) =

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+n |ck′+n|

1− i
2k
′

π
σ

(
− i

2 − k′
)

(1 + k′2)

∣∣∣∣∣∣ dx =

=

+∞∑
n=1

π

σ

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+n |ck′+n|

1− i
2k
′

π
σ

(
− i

2 − k′
)

(1 + k′2)

∣∣∣∣∣∣ .
Змiнивши порядок сумування, отримаємо

+∞∑
n=1

I2(n) =

+∞∑
k′=−∞

√
1 + k2

4√
1
4 + k2

1

(1 + k′2)

+∞∑
n=−∞

|ck′+n| .

Оскiльки √
1 + k2

4√
1
4 + k2

=
1

2

√
k2 + 4

k2 + 1
4

=
1

2

√
1 +

33
4

k2 + 1
4

≤ 2,

то
+∞∑
n=1

I2(n) ≤ 2

+∞∑
k′=−∞

1

(1 + k′2)

+∞∑
n=−∞

|ck′+n| < +∞.

Тепер розглянемо I3(n). Оскiльки внутрiшнiй ряд не зале-
жить вiд x, то

+∞∑
n=1

I3(n) =

+∞∑
n=1

∣∣∣∣∣∣
+∞∑

k′=−∞

(−1)k
′+nck′+nk

′

(1 + k′2)

∣∣∣∣∣∣ .
Тому, використовуючи теорему Бера, маємо

+∞∑
n=1

I3(n) < +∞.
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Отже,
+∞∫
π
σ

|T1(x)|dx < +∞.

Вiдзначимо, що
+∞∑

k=−∞

|ck|∣∣x− iπσ(12 + k)
∣∣ =

+∞∑
k=−∞

|ck|
1√

x2 +
(
π
2σ + πk

σ

)2 ≤ 1

x

+∞∑
k=−∞

|ck|,

тодi
+∞∫
π
σ

|T2(x)|dx =
1√
2π

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
(−1)kie−σx+

πi
2

x− iπσ(12 + k)

∣∣∣∣∣ dx =

=
1√
2π

+∞∫
π
σ

+∞∑
k=−∞

|ck|
e−σx∣∣x− iπσ(12 + k)

∣∣dx ≤
≤ 1√

2π

+∞∑
k=−∞

|ck|
+∞∫
π
σ

e−σx

x
dx < +∞.

З умови (4.6) випливає, що
+∞∫
π
σ

|T3(x)|dx < +∞.

Достатнiсть доведена.
Нехай тепер функцiя f належить до простору W 1

σ , χ на-
лежить до L1(πσ ; +∞). Покажемо, що тодi виконується умова
(4.6). З рiвностi (4.8) випливає, що

T3(x) = χ

(
x− iπ

2σ

)
+ T1(x)− T2(x).
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При доведеннi першої частини леми показано, що T1 ∈ L1(πσ ; +∞)

i T2 ∈ L1(πσ ; +∞). Тому, T3 ∈ L1(πσ ; +∞). Це означає, що вико-
нується умова (4.6).

Лема 4.2. Нехай функцiя f належить до W 1
σ . Тодi функцiя

χ(iy − π
2σ), де χ визначається формулою (4.3), належить до

L1(πσ ; +∞) тодi i тiльки тодi, коли виконується умова

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

y + iπσ
(
k + 1

2

)) (
y + π

σ

(
i
2 − k

))∣∣∣∣∣ dy < +∞, (4.9)

де коефiцiєнти ck визначаються рiвнiстю (4.2).

Доведення. Оскiльки f ∈ W 1
σ , тодi для функцiї χ справедливе

зображення (4.7). Тодi для z = iy − π
2σ одержимо

χ
(
iy − π

2σ

)
=

1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−σy

y + iπσ
(
k + 1

2

)+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)ke−σiy+

π
2

y + π
σ

(
i
2 − k

)+

+
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
πk(−1− i)

σ
(
y + iπσ

(
k + 1

2

)) (
y + π

σ

(
i
2 − k

)).
Якщо отриманi рядiв позначити через F1, F2 i F3 вiдповiдно, то
має мiсце рiвнiсть

χ
(
iy − π

2σ

)
= F1(y) + F2(y) + F3(y). (4.10)

Легко бачити, що
+∞∑

k=−∞

|ck|∣∣y + iπσ(k + 1
2)
∣∣ ≤ 1

y

+∞∑
k=−∞

|ck|,
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тому
+∞∫
π
σ

|F1(y)|dy < +∞.

Розглянемо iнтеграл по y ∈ [πσ ; +∞) вiд модуля F2

+∞∫
π
σ

|F2(y)|dy =

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣F2

(
y +

πn

σ

)∣∣∣ dy =

=
1√
2π

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣e−iσ(y+πn
σ )+π

2

+∞∑
k=−∞

(−1)kck

y + πn
σ + π

σ

(
i
2 − k

)∣∣∣∣∣ dy ≤
≤ e

π
2

√
2π

+∞∑
n=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

(−1)kck

y + πn
σ + π

σ

(
i
2 − k

)∣∣∣∣∣ dy.
Тодi, як i при отриманнi оцiнки T1 в леми 4.1, одержимо

+∞∫
π
σ

|F2(y)|dy < +∞.

З умови (4.9) випливає, що

+∞∫
π
σ

|F3(y)|dy < +∞.

Нехай тепер χ(iy − π
2σ) ∈ L1(πσ ; +∞). Доведемо, що викону-

ється умова (4.9). З рiвностi (4.10) отримаємо

F3(y) = χ
(
y − π

2σ

)
+ F1(y)− F2(y).

При доведеннi першої частини леми показано, що F1 ∈ L1(πσ ; +∞)

i F2 ∈ L1(πσ ; +∞) без використання умови (4.9). Тому
F3 ∈ L1(πσ ; +∞). Це означає, що виконується умова (4.9).
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4.2 Доведення теореми 4.1

Лема 4.3. Нехай f ∈ W 1
σ . Тодi умова (4.6) еквiвалентна до

умови (4.4).

Доведення. Нехай виконується умова (4.4). Тодi,
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

x− π
σ

(
i
2 + k

)) (
x− iπσ

(
1
2 + k

))∣∣∣∣∣ dx =

=

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + π
σ

(
m− i

2 − ik
))∣∣∣∣∣ dx =

=

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + π
σ

(
m− i

2 − ik
))−

−
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
)+

+∞∑
k=−∞

ck
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ dx ≤

≤
+∞∑
m=1


π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck

(
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + π
σ

(
m− i

2 − ik
))−

− k
π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
))∣∣∣∣∣ dx+

+
π

σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣
)
.
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Покажемо, що
+∞∑
m=1

π
σ∫

0

θ(m;x)dx < +∞,

де

θ(m;x) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck

(
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + π
σ

(
m− i

2 − ik
)) −

k
π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
))∣∣∣∣∣ .

Оскiльки
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + π
σ

(
m− i

2 − ik
)) =

=
σ

π(1− i)

(
1

x + π
σ

(
m− i

2 − k
) − 1

(x + π
σ

(
m− i

2 − ik
))

i
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
) =

=
σ

π(1− i)

(
1

π
σ

(
m− i

2 − k
) − 1

π
σ

(
m− i

2 − ik
)) ,

то

θ(m;x) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

σ

π(1− i)
ck

(
−x(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
))

π
σ

(
m− i

2 − k
)+

+
x(

x + π
σ

(
m− i

2 − ik
))

π
σ

(
m− i

2 − ik
))∣∣∣∣∣ dx ≤

+∞∑
k=−∞

σ√
2π
|ck|

(∣∣∣∣∣ −x(
x + π

σ

(
m− i

2 − k
))

π
σ

(
m− i

2 − k
)∣∣∣∣∣+



113∣∣∣∣∣ x(
x + π

σ

(
m− i

2 − ik
))

π
σ

(
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣
)
dx.

π
σ∫

0

θ(m;x)dx ≤ 1√
2

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α− k + m)2 + 1
4

√
(−k + m)2 + 1

4

+

+
1√
2

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α + m)2 +
(
k + 1

2

)2√
m2 +

(
k + 1

2

)2 ,
(4.11)

де α ∈ [0; 1]. В першiй сумi змiнимо порядок сумування i по-
значимо m′ = m− k, тодi

+∞∑
m=1

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α− k + m)2 + 1
4

√
(−k + m)2 + 1

4

≤

≤
+∞∑

k=−∞

|ck|
+∞∑

m′=1−k

α√
(α + m′)2 + 1

4

√
m′2 + 1

4

≤
0∑

k=−∞

|ck|
+∞∑

m′=1−k

1

m′2 + 1
4

+

+∞∑
k=1

|ck|
+∞∑

m′=1−k

1

(1 + m′)2 + 1
4

< +∞.

Оцiнимо другу суму в правiй частинi рiвностi (4.11). Легко ба-
чити, що

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α + m)2 +
(
k + 1

2

)2√
m2 +

(
k + 1

2

)2 ≤
≤

+∞∑
k=−∞

|ck|
1

m2 +
(
k + 1

2

)2 ≤ +∞∑
k=−∞

|ck|
1

m2
.
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тодi,
+∞∑
m=1

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α + m)2 +
(
k + 1

2

)2√
m2 +

(
k + 1

2

)2 ≤
≤

+∞∑
k=−∞

|ck|
+∞∑
m=1

1

m2
< +∞,

Звiдси отримаємо, що

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

θ(m;x)dx < +∞. (4.12)

Отже, виконується умова (4.6).
Нехай тепер виконується умова (4.6), тодi

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
)∣∣∣∣∣ =

=

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
)−

−

π
σ∫

0

+∞∑
k=−∞

ck
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + iπσ
(
m− 1

2 − k
))dx+

+

π
σ∫

0

+∞∑
k=−∞

ck
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + iπσ
(
m− 1

2 − k
))dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck

(
k

π
σ

(
m− i

2 − k
)
π
σ

(
m− i

2 − ik
) −
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− k(
x + π

σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + iπσ
(
m− 1

2 − k
)))∣∣∣∣∣ dx+

+

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

x + π
σ

(
m− i

2 − k
)) (

x + iπσ
(
m− 1

2 − k
))∣∣∣∣∣ dx.

Як показано вище при доведеннi першої частини леми незале-
жно вiд умови (4.4) виконується нерiвнiсть (4.12), тому викону-
ється умова (4.4).

Лема 4.4. Нехай функцiя f належить доW 1
σ . Тодi умова (4.9)

еквiвалентна до умови (4.5).

Доведення. Нехай виконується нерiвнiсть (4.5). Тодi
+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

y + iπσ
(
k + 1

2

)) (
y + π

σ

(
i
2 − k

))∣∣∣∣∣ dy =

=

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

y + π
σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

))∣∣∣∣∣ dy =

=

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

y + π
σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

))−
−

+∞∑
k=−∞

ck
k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

)+

+

+∞∑
k=−∞

ck
k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

)∣∣∣∣∣ dy ≤
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≤
+∞∑
m=1


π
σ∫

0

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck

(
k(

y + π
σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

))−
− k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

))∣∣∣∣∣ dy+

+
π

σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

)∣∣∣∣∣
)
.

Доведемо, що

+∞∑
m=1

π
σ∫

0

ϑ(m; y)dy < +∞, (4.13)

де

ϑ(m; y) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck

(
k(

y + π
σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

))−
− k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

))∣∣∣∣∣ .
Оскiльки

k(
y + π

σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

)) =

=
σ

π(−1− i)

(
1

y + π
σ

(
m + i

2 + ki
) − 1

y + π
σ

(
m− k + i

2

))
i

k
π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

) =

=
σ

π(−1− i)

(
1

π
σ

(
m + i

2 + ki
) − 1

π
σ

(
m− k + i

2

)) ,



117

тодi,

ϑ(k; y) =

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

σck
π(−1− i)

(
−y(

y + π
σ

(
m + ki + i

2

))
π
σ

(
m + i

2 + ik
)+

+
y(

y + π
σ

(
m− k + i

2

))
π
σ

(
m− k + i

2

))∣∣∣∣∣ ≤
≤

+∞∑
k=−∞

σ√
2π
|ck|

(∣∣∣∣∣ −y(
y + π

σ

(
m + ki + i

2

))
π
σ

(
m + i

2 + ik
)∣∣∣∣∣+

+

∣∣∣∣∣ y(
y + π

σ

(
m− k + i

2

))
π
σ

(
m− k + i

2

)∣∣∣∣∣
)
.

Використавши теорему про середнє, отримаємо
π
σ∫

0

ϑ(k; y)dy ≤

≤ 1√
2

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α + m)2 +
(
k + 1

2

)2√
m2 +

(
k + 1

2

)2+

+
1√
2

+∞∑
k=−∞

|ck|
α√

(α− k + m)2 + 1
4

√
(m− k)2 + 1

4

,

де α ∈ [0; 1].Як показано вище при доведеннi леми 4.3, отриманi
ряди є абсолютно збiжними. Тому виконується умова (4.13).
Отже, виконується умова (4.9).

Нехай тепер виконується умова (4.9), тодi
+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

)∣∣∣∣∣ =
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=

+∞∑
m=1

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k

π
σ

(
m + i

2 + ik
)
π
σ

(
m− k + i

2

)−
−

π
σ∫

0

+∞∑
k=−∞

ck
k(

y + π
σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

))dy+

+

π
σ∫

0

+∞∑
k=−∞

ck
k(

y + π
σ

(
m + i

2 + ik
)) (

y + π
σ

(
m− k + i

2

))dy
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

≤
+∞∑
m=1

π
σ∫

0

ϑ(m; y)dy+

+

+∞∫
π
σ

∣∣∣∣∣
+∞∑

k=−∞

ck
k(

y + π
σ

(
i
2 + ik

)) (
y + π

σ

(
i
2 − k

))∣∣∣∣∣ dy.
Як показано вище при доведеннi першої частини леми викону-
ється умова (4.13) незалежно вiд умови (4.5). Тодi нерiвнiсть
(4.5) доведено.

Також для доведення теореми 4.1 нам потрiбна наступна
теорема типу Фрагмена-Лiндельофа (див. [97], [74]).

Лема 4.5. Якщо функцiя χ є аналiтичною в C (α; β) , має ку-
товi граничнi значення майже скрiзь на ∂C (α; β) ,

χ ∈ Lp (∂C (α; β)) , i для деякого γ ∈ (0; π/(α− β))

(∀ε > 0) : sup
α<ϕ<β


+∞∫
0

|χ(reiϕ)|pe−εrγdr


1
p

< +∞,

то χ ∈ Ep[C(α; β)].
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Доведення теореми 4.1. Необхiднiсть. Нехай функцiя f нале-
жить до W 1

σ i справедливий її розклад на суму двох функцiй
f = χ+µ, де χ i µ є аналiтичними в C+. Тому, χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
,

µ ∈ E1
[
C
(
−π

2 ; 0
)]
. Оскiльки χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
, то i χ(z −

iπ
2σ) ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]

[49]. Тому χ(x − iπ
2σ) ∈ L1

(
∂C
(
0; π2
))
. От-

же, ми отримаємо χ(x− iπ
2σ) ∈ L1

(
π
σ ; +∞

)
. Тому за лемами 4.1

i 4.3 виконуються умови (4.4). Аналогiчно можна показати, що
χ(iy − π

2σ) ∈ L1
(
π
σ ; +∞

)
. Тому за лемами 4.2 i 4.4 виконується

умова (4.5). Необхiднiсть доведено.
Достатнiсть. Нехай f ∈ W 1

σ i виконуються умови (4.4) i
(4.5). Тодi за лемами 4.1 − 4.4, ми отримаємо наступне χ(x −
iπ
2σ) ∈ L1

(
π
σ ; +∞

)
i χ(iy− π

2σ) ∈ L1
(
π
σ ; +∞

)
. Оскiльки χ є цiлою

функцiєю, то χ(z− iπ
2σ −

π
2σ) ∈ L1

(
∂C
(
0; π2
))
. Оскiльки χ нале-

жить просторуW 2
σ за теоремою Пелi-Вiнера, то для будь-якого

ε > 0 отримаємо
+∞∫
0

|χ(reiϕ − iπ

2σ
− π

2σ
)|e−εr

3
2dr =

=

+∞∫
0

|χ(reiϕ − iπ

2σ
− π

2σ
)|e−rσ| sinϕ|e−εr

3
2+rσ sinϕdr ≤

≤

 +∞∫
0

|χ(reiϕ − iπ

2σ
− π

2σ
)|2e−2rσ| sinϕ|dr

+∞∫
0

e−εr
3
2+rσdr

1
2

≤

≤ b < +∞,

де b не залежить вiд ϕ. Тому за лемою 4.5
χ(z − iπ

2σ −
π
2σ) ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
.

Для доведення теореми розглянемо простiр Ẽp
[
C
(
0; π2
)]
,
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1 ≤ p < +∞, аналiтичних функцiй в C+ таких що

max

sup
y∈R


+∞∫
0

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dx

 ;

sup
x>0


+∞∫
−∞

|f (x + iy)|pe−pσ|y|dy




1
p

< +∞.

В [49] встановлено, що якщо f ∈ Ep
[
C
(
0; π2
)]
, 1 ≤ p <

+∞, то f ∈ Ẽp
[
C
(
0; π2
)]

i

‖ f ‖Ẽp≤ c1 ‖ f ‖Ep[C(0;π2)],

де стала c1 не залежить вiд f .
Звiдси випливає, що χ(z − iπ

2σ −
π
2σ) ∈ Ẽ1

[
C
(
0; π2
)]
. Отже,

χ ∈ Ẽ1
[
C
(
0; π2
)]
.

Використаємо наступне твердження з [49].
Якщо f ∈ Ẽp

[
C
(
0; π2
)]
, 1 ≤ p < +∞, то f ∈ Ep

[
C
(
0; π2
)]

i

‖ f ‖Ep[C(0;π2)]≤ c2 ‖ f ‖Ẽp,

де стала c2 не залежить вiд f .
Тому χ ∈ E1

[
C
(
0; π2
)]
.

Розглянемо функцiю

µ(z) = f (z)− χ(z) =
1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)eitzdt +
1√
2π

σ∫
0

ϕ(t)eitzdt−

− 1√
2π

σ∫
0

ϕ(t)eitzdt + i
1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)etzdt =

=
1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)eitzdt + i
1√
2π

0∫
−σ

ϕ(t)etzdt.
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Тодi,

µ(z) =
1√
2π

0∫
−σ

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt
σ eitzdt + i

1√
2π

0∫
−σ

+∞∑
k=−∞

cke
−ikπt
σ etzdt =

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck

(
1− eikπ−iσz

i
(
z − kπ

σ

) + i
1− eikπ−σz

z − ikπσ

)
=

=
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−iσz

z − kπ
σ

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−σz

z − ikπσ
−

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(1 + i)πk

σ
(
z − kπ

σ

) (
z − ikπσ

).
Отже, функцiя µ дорiвнює

µ(z) =
1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−iσz

z − kπ
σ

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(−1)kie−σz

z − ikπσ
−

− 1√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
(1 + i)πk

σ
(
z − kπ

σ

) (
z − ikπσ

).
Аналiзуючи останню формулу подiбно до формули 4.7 одер-

жимо, що µ ∈ E1
[
C
(
−π

2 ; 0
)]
.
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4.3 Висновки до роздiлу 4

Роздiл 4 дисертацiйної роботи присвячений дослiдженню
проблеми розщеплення функцiй з просторiв Пелi-ВiнераW 1

σ на
суму двох функцiй з простору H1

σ(C+), одна з яких є ”велико-
ю” тiльки у першому координатному кутi, а iнша — тiльки в
четвертому.

Отримано новий спосiб такого розщеплення та встановлено
необхiднi i достатнi умови розв’язностi ним задачi розщеплення.
Наведено приклад використання цього способу.



Висновки

У дисертацiйнiй роботi об’єктом дослiдження є простори
типу Гардi.

Змiст основних результатiв дисертацiї полягає в наступно-
му:

• отримано теореми єдиностi для функцiй, якi належать до
просторiв Hp

σ(C+), σ > 0, 1 ≤ p < +∞;

• одержано теорему єдиностi для функцiй, аналiтичних та
обмежених в правiй пiвплощинi з вагою e−σ|z|;

• встановлено для функцiй iз простору H∞σ (C+), σ > 0, еквi-
валентнiсть швидкого зростання у деякому сенсi по уявнiй
осi та швидкого спадання по уявнiй осi;

• знайдено новий спосiб розщеплення функцiй iз простору
W 1

σ , встановлено необхiднi та достатнi умови, при яких вiн
розв’язує проблему зображення;

• отримано опис нулiв та iнтегральних функцiй, якi належать
до простору Hp

∩(C+), показано, що вiн не спiвпадає з кла-
сичним простором Гардi.

Результати отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоре-
тичний характер i можуть знайти застосування як у подальших
дослiдженнях з теорiї функцiй, теорiї iнтерполяцiї, теорiї ймо-
вiрностi та i у iнших роздiлах математики.
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