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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Сингулярнi задачi (крайовi задачi та задачi Кошi)
для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь виникають при дослiджен-
нi задач квантової механiки та астрофiзики [86, 136, 145], хiмiї [140], механiки
[97], а також в iнших областях науки (див., напр., [137, 80, 63]). До таких задач
зводяться також стацiонарнi нелiнiйнi рiвняння дифузiї та теплопровiдностi в
цилiндричнiй та сферичнiй системах координат у випадку коли має мiсце вiдпо-
вiдно осьова або центральна симетрiя. Крiм того, такi крайовi задачi виникають
при застосуваннi методу роздiлення змiнних. Знайти аналiтичнi розв’язки не-
лiнiйних крайових задач здебiльшого неможливо, а тому для їх розв’язування
використовують чисельнi методи, зокрема, метод скiнченних рiзниць.

Серед рiзницевих схем розв’язування крайових задач для звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь слiд видiлити компактнi рiзницевi схеми, тобто схеми, якi
у випадку диференцiального рiвнянняm-го порядку єm+1-точковими. Вiдомо,
що такi схеми стiйкi, їх реалiзацiя вимагає невеликої кiлькостi арифметичних
дiй, крiм того у випадку схем високого порядку точностi за допомогою цих схем
можна знайти розв’язок вихiдної задачi на сiтках з великими кроками.

У працях А. М. Тiхонова, О. А. Самарського та їх учнiв для чисельного
розв’язування крайових задач для лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь
другого порядку з кусково-гладкими коефiцiєнтами та загальними двоточкови-
ми крайовими умовами побудовано точнi триточковi (компактнi) рiзницевi схеми
та триточковi рiзницевi схеми довiльного (наперед заданого) порядку точностi.

Вперше пiдхiд до побудови точних триточкових рiзницевих схем та три-
точкових рiзницевих схем високого порядку для нелiнiйних звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь другого порядку з крайовими умовами першого роду був
запропонований О. А. Самарським та В. Л. Макаровим. Надалi цi результа-
ти були розвинутi та узагальненi на випадок крайових умов третього роду та
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систем нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку, а та-
кож крайових задач на пiвпрямiй в працях О. А. Самарського, В. Л. Макарова,
М. В. Кутнiва, I. П. Гаврилюка, M.Hermann, Л. Б. Гнатiва, О.I. Паздрiй тощо.
Крiм того, розроблено i обгрунтовано точнi та усiченi двоточковi рiзницевi схеми
для систем нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь першого порядку.

Однак, застосовувати класичнi рiзницевi схеми у випадку сингулярних кра-
йових задач не можна, а запропонованi у працях F. Hoog, R. Weiss, M. Kummar,
R. Russel, F. Shampine, О.А. Самарського тощо, спецiальнi рiзницевi схеми
розв’язування таких задач мають низький порядок точностi.

Отже, побудова та обґрунтування нових точних триточкових рiзницевих
схем та триточкокових рiзницевих схем високого порядку точностi розв’язува-
ння сингулярних крайових задач першого роду для нелiнiйних звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь другого порядку є однiєю з актуальних задач обчислю-
вальної математики.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Те-
ма дисертацiйної роботи вiдповiдає напрямку дослiджень, що проводяться на
кафедрi прикладної математики Нацiонального унiверситету «Львiвська полi-
технiка», зокрема, темах зареєстрованих в УкрIНТЕI «Розробка ефективних
чисельних методiв розв’язування задач Кошi, крайових задач та задач на вла-
снi числа для звичайних диференцiальних рiвнянь» (0107U009513), «Побудова i
дослiдження методiв розв’язування задач прикладної математики та iнформа-
тики» (0113U005296). В рамках виконання дисертацiйної роботи проводилися
дослiдження у Вiденському Технiчному Унiверситетi (по австрiйському гранту)
з двох науково-дослiдних проектiв «Побудова та обгрунтування точної трито-
чкової рiзницевої схеми. Порiвняння з результатами альтернативних методiв»,
«Порiвняння методу корекцiї дефекту з модифiкованим методом Ньютона. То-
чна триточкова рiзницева схема для чисельного розв’язування нелiнiйних зви-
чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку в сферичнiй системi коорди-
нат».

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є побудова та об-
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ґрунтування точних триточкових рiзницевих схем та триточкових рiзницевих
схем довiльного порядку точностi на нерiвномiрних сiтках для нелiнiйних зви-
чайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з сингулярнiстю першого ро-
ду.

Для досягнення мети дисертацiйної роботи необхiдно реалiзувати такi зав-
дання:

• побудувати методи типу Рунге-Кутта четвертого порядку точностi для чи-
сельного розв’язування сингулярних задач Кошi

• побудувати та обґрунтувати точнi триточковi рiзницевi схеми розв’язуван-
ня крайових задач для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь в цилiндричнiй та
сферичнiй системах координат;

• розробити алгоритмiчну реалiзацiю точних триточкових рiзницевих схем
через усiченi триточковi рiзницевi схеми довiльного порядку точностi;

• дослiдити iснування та єдинiсть розв’язку усiчених триточкових рiзницевих
схем;

• довести збiжнiсть та отримати оцiнку похибки усiчених триточкових рiзни-
цевих схем;

• довести збiжнiсть та отримати оцiнку похибки iтерацiйних методiв розв’я-
зування рiзницевих схем;

• перевiрити рiзницевi схеми на тестових прикладах та пiдтвердити теорети-
чнi висновки шляхом проведення чисельних експериментiв.

Об’єктом дослiдження є сингулярнi крайовi задачi для нелiнiйних звичай-
них диференцiальних рiвнянь другого порядку.

Предмет дослiдження — точнi триточковi рiзницевi схеми та триточковi
рiзницевi схеми довiльного порядку точностi розв’язування сингулярних крайо-
вих задач для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку.

6



Методи дослiдження. У процесi виконання дисертацiйної роботи викори-
стано методи теорiї рiзницевих схем, звичайних диференцiальних рiвнянь та
функцiонального аналiзу.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiйнiй роботi
отримано такi новi результати:

1. Побудовано новi методи типу Рунге-Кутта четвертого порядку точностi чи-
сельного розв’язування сингулярних задач Кошi.

2. Побудовано точнi триточковi рiзницевi схеми на нерiвномiрнiй сiтцi для
розв’язування нелiнiйних крайових задач з сингулярнiстю першого роду.

3. Отримано умови iснування та єдиностi розв’язку цих схем, а також дове-
дено збiжнiсть iтерацiйного методу послiдовних наближень для його зна-
ходження.

4. Розроблено ефективну реалiзацiю точних триточкових рiзницевих схем че-
рез усiченi триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi.

5. Доведено iснування та єдинiсть розв’язку усiчених триточкових рiзнице-
вих схем та отримано оцiнку точностi, а також доведено збiжнiсть методу
послiдовних наближень для розв’язування триточкових рiзницевих схем.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйна робота
носить теоретичний характер. Одержанi результати можуть бути використа-
нi при розв’язуваннi практичних задач, математичнi моделi яких зводяться до
крайових задач (або задач Кошi) для звичайних диференцiальних рiвнянь дру-
гого порядку з сингулярнiстю першого роду, а також при розробцi програмних
пакетiв для розв’язування таких задач.

Особистий внесок здобувача. Всi результати, що складають основний
змiст дисертацiйної роботи, одержанi автором самостiйно. У роботах, викона-
них у спiвавторствi, науковому керiвнику професору М. В. Кутнiву належать
постановка задачi та обговорення теоретичних i практичних результатiв. У ро-
ботi, виконанiй у спiвавторствi з М. Круль та М.В. Кутнiвом автору належить
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розробка точних триточкових рiзницевих схем для нелiнiйних звичайних дифе-
ренцiальних рiвнянь у сферичнiй системi координат.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї доповiдались
та обговорювались на таких конференцiях та семiнарах: Мiжнародна матема-
тична конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, 19–23 вересня 2011 р., Дрогобич;
Конференцiя молодих учених iз сучасних проблем механiки i математики iменi
академiка Я. С. Пiдстригача, 2013 р., Львiв; Мiжнародна математична конфе-
ренцiя «Диференцiальнi рiвняння, обчислювальна математика, теорiя функцiй
та математичнi методи механiки», 23-24 квiтня 2014 р., Київ; П’ятнадцята мiж-
народна наукова конференцiя iменi академiка М. Кравчука, 15-17 травня 2014 р.,
Київ; VI мiжнародна наукова конференцiя «Сучаснi проблеми математичного
моделювання, прогнозування та оптимiзацiї» – 2014 р., Кам’янець-Подiльський;
науковi конференцiї професорсько-викладацького складу Iнституту прикладної
математики та фундаментальних наук Нацiонального унiверситету «Львiвська
полiтехнiка»; науковий семiнар «Математичнi проблеми механiки та обчислю-
вальної математики» вiддiлiв динамiки та стiйкостi багатовимiрних систем i об-
числювальної математики Iнституту математики НАН України (керiвники ака-
демiк I. О. Луковський та академiк В. Л. Макаров); науковi семiнари кафедр
прикладної математики та обчислювальної математики (Нацiональний унiвер-
ситет «Львiвська полiтехнiка», 2011–2016 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублiкованi у 13
друкованих працях, серед них: 1 праця — у журналi, який входить до наукоме-
тричних баз (Scopus, Web of Science) [126], 4 статтi — у фахових наукових вида-
ннях за спецiальнiстю «Обчислювальна математика» [13, 15, 16, 130], 8 праць —
тези доповiдей чи матерiали наукових конференцiй [12, 14, 17, 18, 19, 20, 21, 22].

Структура та обсяг роботи. Робота складається iз вступу, чотирьох роз-
дiлiв, висновкiв та списку використаних джерел. Загальний обсяг роботи — 158
сторiнки, список використаних джерел охоплює 154 найменувань.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ

Для чисельного розв’язування крайових задач для звичайних диферен-
цiальних рiвнянь найчастiше використовують такi методи: метод стрiльби
([2, 3, 9, 11, 38, 39, 37, 65, 82, 83, 92, 93]), колокацiї ([70, 151, 71, 69, 8, 57, 68, 67,
94, 142, 115, 118, 141, 142]), скiнченних рiзниць [1, 4, 7, 36, 41, 43, 44, 45, 49, 50,
51, 66, 76, 87, 90, 95, 103, 104, 129]), скiнченних елементiв [35, 36, 146, 61, 72, 78],
рядiв Тейлора [113], декомпозицiї Адомяна ([99, 117, 111]), диференцiальних пе-
ретворень ([91, 144]), гомотопiчних збурень [147] тощо.

1.1 Точнi та усiченi рiзницевi схеми розв’язування крайових задач
для звичайних диференцiальних рiвнянь

Теорiю точних триточкових рiзницевих схем (ТТРС) та усiчених три-
точкових рiзницевих схем (ТРС) довiльного порядку точностi для лiнiйних
звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з загальними крайо-
вими умовами розробили А.М. Тихонов, О.А. Самарський та їх учнi (див.
[52, 53, 32, 31, 48, 29, 47, 34]).

Дослiджувалася лiнiйна крайова задача

L(k,q)u ≡ d

dx

(
k(x)

du

dx

)
− q(x)u = −f(x), x ∈ (0, 1),

u(0) = µ1, u(1) = µ2

(1.1)

за умов

0 < c1 ≤ k(x), |q(x)| ≤ c2, k(x), q(x), f(x) ∈ Q(0)[0, 1], (1.2)

де Q(0)[0, 1] — клас кусково-неперевних функцiй iз скiнченною кiлькiстю точок
розриву першого роду. Для задачi (1.1), (1.2), так звана ТТРС на рiвномiр-
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нiй сiтцi ω̄h = {xj = jh, j = 0, 1, ..., N, h = 1/N}, тобто схема, розв’язок якої
збiгається з проекцiєю точного розв’язку задачi на сiтку, була побудована в ро-
ботi [52]. Крiм того у цiй роботi було розроблено та обгрунтовано алгоритмiчну
реалiзацiю ТТРС через усiченi ТРС рангу n. Цi результати в [53] були узагаль-
ненi для нерiвномiрної сiтки ˆ̄ωh = {xj ∈ [0, 1] : j = 0, 1, ..., N, hj = xj − xj−1} i
крайових умов третього роду, а в [48] на випадок, коли k(x), q(x), f(x) є узагаль-
неними функцiями. Запропонованi в [52, 53, 48] дозволяють досягти будь-який
порядок точностi для довiльних кусково-неперервних функцiй k(x), q(x) та f(x).
Однак, суттєвим недолiком таких схем було те, що у випадку змiнних коефiцi-
єнтiв задачi (1.1), (1.2) практичне застосування таких схем, вимагає обчислення
багатократних iнтегралiв на кожному iнтервалi [xj, xj+1] сiтки.

У працях [29, 47] було показано, що коефiцiєнти i права частина ТТРС
розв’язування задачi (1.1), (1.2) в довiльному вузлi xj сiтки ω̂h виражаються
через розв’язки чотирьох допомiжних задач Кошi з гладкими коефiцiєнтами.
Такi задачi Кошi можна наближено розв’язати за один крок за допомогою будь-
яких однокрокових методiв (рядiв Тейлора чи методу Рунге-Кутта) порядку
точностi n̄ = 2[(n+ 1)/2], де n ∈ N, [·] — цiла частина аргументу в дужках. Тодi
замiсть ТТРС отримаємо усiчену ТРС порядку точностi n.

ТТРС i її алгоритмiчну реалiзацiю через усiченi ТРС довiльного порядку
точностi для систем лiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь

d

dx

(
K(x)

du

dx

)
−Q(x)u(x) = −f(x), x ∈ (0, 1) (1.3)

з крайовими умовами Дiрiхле

u(0) = u(1) = 0, u, f, µ1 ∈ Rd (1.4)

розроблено в працях [32, 34]. Матрицi K(x) = [kij(x)]di,j=1 i Q(x) = [qij(x)]di,j=1

та вектор f(x) = {fi(x)}di=1 задовольняють умови

C1 ‖v‖2 ≤ (K(x)v, v), C1 > 0 ∀v ∈ Rd ∀x ∈ [0, 1], (1.5)

kij(x) ∈ Qn+1[0, 1], qij(x) ∈ Qn[0, 1], fi(x) ∈ Qn[0, 1], (1.6)
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де Rd — простiр d-вимiрних векторiв, (u, v) — скалярний добуток в Rd, Qn —
клас функцiй з кусково-неперервними похiдними до n-го порядку включно зi
скiнченною кiлькiстю точок розриву першого роду.

Вперше, пiдхiд до побудови точних та усiчених ТРС на рiвномiрнiй сiтцi ω̄h
для нелiнiйних крайових задач

d

dx

[
k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (0, 1), u(0) = µ1, u(1) = µ2,

був запропонований в [33]. Надалi, цi результати були розвинутi та повнiстю
обгрунтованi в [26], а для монотонних нелiнiйних звичайних диференцiальних
рiвнянь в працi [23]. Нова алгоритмiчна реалiзацiя ТТРС для нелiнiйних зви-
чайних диференцiальних рiвнянь на нерiвномiрнiй сiтцi ˆ̄ωh через ТРС порядку
точностi n̄ запропонована в [133].

Основи теорiї компактних точних та усiчених рiзницевих схем для нелiнiй-
них звичайних диференцiальних рiвнянь розроблено в працi [109].

Точнi двоточковi рiзницевi схеми (ТДРС) та двоточковi рiзницевi схеми
(ДРС) довiльного порядку точностi для нелiнiйних систем звичайних диферен-
цiальних рiвнянь першого порядку з нероздiльними крайовими умовами:

u′(x) + A(x)u = f(x, u), x ∈ (0, 1), B0u(0) +B1u(1) = d, (1.7)

A(x), B0, B1,∈ Rd×d, rank[B0, B1] = d, f(x, u), d, u(x) ∈ Rd,

були вперше побудованi та обгрунтованi в [135, 106]. Крiм того, в [108] розробле-
но новий адаптивний алгоритм чисельного розв’язування крайових задач (1.7)
за допомогою ДРС високого порядку точностi iз заданою точнiстю та автома-
тичним вибором вузлiв сiтки.

В працi [5] побудовано ТТРС та усiченi ТРС на нерiвномiрнiй сiтцi ω̂h для
нелiнiйної крайової задачi

d

dx

[
k(x)

du

dx

]
= −f

(
x, u,

du

dx

)
, x ∈ (0, 1), u(0) = µ1, u(1) = µ2, (1.8)

при виконаннi умов

0 < c1 ≤ k(x) ≤ c2 ∀x ∈ [0, 1] k(x) ∈ Q1[0, 1], (1.9)
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fuξ(x) ≡ f (x, u, ξ) ∈ Q0[0, 1] ∀u, ξ ∈ R1,

fx (u, ξ) ≡ f (x, u, ξ) ∈ C(R2) ∀x ∈ [0, 1],
(1.10)

|f (x, u, ξ)− f0(x)| ≤ c(|u|)[g(x) + |ξ|] ∀x ∈ [0, 1], u, ξ ∈ R1, (1.11)

[f (x, u, ξ)− f (x, v, η)] (u− v)

≤ c3

(
|u− v|2 + |ξ − η|2

)
∀x ∈ [0, 1], u, v, ξ, η ∈ R1,

(1.12)

0 ≤ c3 <
π2

π2 + 1
c1, (1.13)

де c(t) — неперервна функцiя, f0(x) ∈ L2(0, 1), g(x) ∈ L1(0, 1), Qp[0, 1] — клас
функцiй, що мають p кусково-неперервних похiдних зi скiнченною кiлькiстю
точок розриву першого роду, а c1, c2, c3 — деякi константи.

Виберемо на iнтервал (0, 1) нерiвномiрну сiтку ω̂h, яка включатиме точки
розриву (вiдносно x) функцiй k(x), f (x, u, ξ) . Позначимо множину точок роз-
риву через ρ i припустимо, що N таке, що ρ ⊆ ω̂h. В точках розриву розв’язок
задачi повинен задовольняти умови неперервностi

u(xi − 0) = u(xi + 0), k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi−0

= k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi+0

∀xi ∈ ρ.

ТТРС для (1.8) має вигляд

(aux̄)x̂ = −ϕ(x, u) x ∈ ω̂h, u(0) = µ1, u(1) = µ2, (1.14)

де

ux̄,j =
uj − uj−1

hj
, ux,j =

uj+1 − uj
hj+1

, ux̂,j =
uj+1 − uj

~j
, ~j =

hj + hj+1

2
,

a(xj) =

[
1

hj
V j

1 (xj)

]−1

, j = 1, 2, ..., N,

ϕ(xj, u) = ~−1
j

2∑
α=1

(−1)α

[
Zj
α(xj, u) + (−1)α

Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

]
,

j = 1, 2, ..., N − 1.

(1.15)
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Функцiї Y j
α (x, u), Zj

α(x, u), α = 1, 2 є розв’язками задач Кошi

dY j
α (x, u)

dx
=
Zj
α(x, u)

k(x)
,

dZj
α(x, u)

dx
= −f

(
x, Y j

α (x, u),
Zj
α(x, u)

k(x)

)
,

xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α, u) = uj+(−1)α, Zj

α(xj+(−1)α, u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 2− α, 3− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2,

(1.16)

а V j
α (x) — розв’язками задач Кошi

dV j
α (x)

dx
=

(−1)α+1

k(x)
, xj−2+α < x < xj−1+α,

V j
α (xj+(−1)α) = 0, j = 2− α, 3− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

(1.17)

Для того, щоб побудувати ТТРС (1.14), (1.15) для j = 2− α, 3− α, ..., N +

1 − α необхiдно розв’язати задачi Кошi (1.16), (1.17) вперед (α = 1) i на-
зад (α = 2). Цi задачi розв’язуються чисельно використовуючи будь-який
однокроковий метод, наприклад метод Рунге-Кутта порядку точностi n̄. Не-
хай Y (n̄)j

α (xj, u), V
(n̄)j
α (xj) наближає Y j

α (xj, u), V j
α (xj) вiдповiдно, з порядком n̄, а

Z
(n)j
α (xj, u) наближає Zj

α(xj, u) з порядком n.
Пiдставляючи в ТТРС замiсть точних розв’язкiв задач Кошi вiдповiднi чи-

сельнi розв’язки одержимо ТРС рангу n̄

(a(n̄)y
(n̄)
x̄ )x̂,j = −ϕ(n̄)(xj, y

(n̄)), j = 1, 2, . . . N − 1,

y
(n̄)
0 = µ1, y

(n̄)
N = µ2,

(1.18)

де

a(n̄)(xj) =

[
1

hj
V

(n̄)j
1 (xj)

]−1

,

ϕ(n̄)(xj, u) = ~−1
j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(n)j
α (xj, u) + (−1)α

Y
(n̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α)

V
(n̄)j
α (xj)

]
.

Наступна теорема характеризує точнiсть усiченої ТРС (1.18).
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Теорема 1.1 . Нехай виконуються припущення (1.9)–(1.13) та

k(x) ∈ Qn+1[0, 1], f(x, u, ξ) ∈
N
∪
j=1

Cn
(
[xj−1, xj]× R2

)
,

тодi ∃h0 > 0 такi, що ∀ {hj}Nj=1 : |h| = max
1≤j≤N

hj ≤ h0 ТРС (1.18) має єдиний

розв’язок з оцiнкою похибки

∥∥∥y(n̄) − u
∥∥∥∗

1,2,ω̂h
=

∥∥∥y(n̄) − u
∥∥∥2

0,2,ω̂h
+

∥∥∥∥∥kdy(n̄)

dx
− kdu

dx

∥∥∥∥∥
2

0,2, ˆ̄ωh

1/2

≤M |h|n̄ ,

де
‖y‖2

0,2,ω̂h
=
∑
ξ∈ω̂h

~(ξ)u2(ξ), ‖y‖2
0,2, ˆ̄ωh

=
∑
ξ∈ ˆ̄ωh

~(ξ)u2(ξ),

k(x)
dy(n̄)

dx

∣∣∣∣∣
x=x0

= Z
(n)0
2

(
x0, y

(n̄)
)

+
Y

(n̄)0
2

(
x0, y

(n̄)
)
− y(n̄)

0

V
(n̄)1

1 (x1)
,

k(x)
dy(n̄)

dx

∣∣∣∣∣
x=xj

= Z
(n)j
1

(
xj, y

(n̄)
)

+
y

(n̄)
j − Y

(n̄)j
1

(
xj, y

(n̄)
)

V
(n̄)j

1 (xj)
,

j = 1, 2, ..., N,

(1.19)

та константа M не залежить вiд |h| .

Отже, ТТРС реалiзується через усiченi ТРС рангу n̄, для яких доведено, що
їх порядок точностi є n̄. Побудовано також наближення потоку (1.19) у вузлах
сiтки, порядок точностi якого такий самий як i розв’язку усiченої ТРС, тобто
рiвний n̄.

З практичної точки зору, для знаходження розв’язку ТРС (1.18) доцiльно
застосувати модифiкований метод Ньютона

(
a(n̄)∇y(n̄,m)

x̄

)
x̂,j

+

∂f

(
xj, y

(n̄,m−1)
j , dy

(n̄,m−1)

dx

∣∣∣
x=xj

)
∂u

∇y(n̄,m)
j

+

∂f

(
xj, y

(n̄,m−1)
j , dy

(n̄,m−1)

dx

∣∣∣
x=xj

)
∂ξ

∇y(n̄,m)
x̄,j

= −ϕ(n̄)
(
xj, y

(n̄,m−1)
)
−
(
a(n̄)y

(n̄,m−1)
x̄

)
x̂,j
, j = 1, 2, ..., N − 1,
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∇y(n̄,m)
0 = 0, ∇y(n̄,m)

N = 0,

y
(n̄,m)
j = y

(n̄,m−1)
j +∇y(n̄,m)

j , j = 0, 1, ..., N, m = 1, 2, ...

Для нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь
d

dx

[
k(x)

du

dx

]
= −f

(
x, u,

du

dx

)
, x ∈ (0, 1),

з крайовими умовами третього роду

k(0)
du(0)

dx
− β1u(0) = −µ1, −k(1)

du(1)

dx
− β2u(1) = −µ2,

ТРС порядку точностi n̄ побудовано в [110, 127].
В [24, 25, 6] було розроблено точну триточкову рiзницеву схему та її алгори-

тмiчну реалiзацiю через триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi
для систем нелiнiйних звичайних диференцiальних рiвнянь другого порядку з
крайовими умовами Дiрiхле

d

dx

[
K(x)

du

dx

]
= −f

(
x, u,

du

dx

)
, x ∈ (0, 1), u(0) = µ1, u(1) = µ2, (1.20)

де K(x) ∈ Rd×d, f (x, u, ξ) , µ1, µ2 ∈ Rd є заданими та u(x) ∈ Rd є невiдомими
векторами.

Розглянемо нелiнiйну крайову задачу на пiвпрямiй
d2u

dx2
−m2u = −f(x, u), x ∈ (0,∞),

u(0) = µ1, lim
x→∞

u(x) = 0,
(1.21)

де m 6= 0 є дiйсною константою. Для цiєї задачi в працях [105, 107] побудова-
но ТТРС на скiнченнiй нерiвномiрнiй сiтцi ω̂h з точною нелiнiйною крайовою
умовою в останньому вузлi сiтки та її алгоритмiчну реалiзацiю через ТРС по-
рядку точностi n̄, а також розроблено новий адаптивний алгоритм чисельного
розв’язування задачi (1.21) iз заданою точнiстю.

Для нелiнiйних крайових задач на пiвпрямiй вигляду
d2u

dx2
+m2du

dx
= −f(x, u), x ∈ (0,∞), m 6= 0,

u(0) = µ1, lim
x→∞

u(x) = 0
(1.22)
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точна та усiчена триточковi рiзницевi схеми на скiнченнiй нерiвномiрнiй сiтцi
побудовано в працях [132], [27].

1.2 Чисельнi методи розв’язування сингулярних задач

Застосування класичних багатокрокових методiв та методiв Рунге-Кутта
високого порядку точностi до розв’язування сингулярних задач Кошi призво-
дить до пониження порядку точностi цих методiв [120], [121]. Так при засто-
суваннi будь-яких s-ступеневих явних методiв Рунге-Кутта до розв’язування
сингулярних задач Кошi для систем нелiнiйних звичайних диференцiальних рiв-
нянь в загальному випадку порядок точностi цих методiв не може бути вище
нiж 2. Екстраполяцiйнi методи пiдвищення точностi, якi грунтуються на ме-
тодах низького порядку точностi не працюють ефективно, тому що у випадку
сингулярних задач не iснує правильного асимптотичного розкладу похибки цих
методiв (див. [102]).

У роботах [124], [125] використовується iтерацiйний метод дефекту коре-
кцiї (див.,напр., [81, 83, 85]) прискорення швидкостi збiжностi неявного методу
Ейлера, який грунтується на запропонованiй в [154] оцiнцi глобальної похиб-
ки методiв Рунге-Кутта. Iдея iтерацiйного методу дефекту корекцiї полягає в
наступному. Розглянемо нелiнiйну сингулярну задачу Кошi першого порядку

z′(t) =
M(t)

t
z(t) + f(t, z(t)), t ∈ (0, 1],

z(0) = β, z ∈ C[0, 1],
(1.23)

де z, f вектор-функцiї розмiром n, M(t) – матриця розмiром n × n, β вектор
розмiром r 6 n. Визначимо рiвномiрну сiтку ωh = {ti = ih, i = 1, 2, ..., N, h =

1/N}. Припустимо, що вiдомо наближений розв’язок z
[0]
h := zh, отриманий за

допомогою неявної схеми Ейлера на сiтцi ωh з N = mN1,m,N1 ∈ N та h =
1

mN1
= 1

N , i позначимо через p[0](t) = p
[0]
i (t), i = 0, ..., N1 − 1 кусковий полiном

степеня m що iнтерпулює значення z[0]
h ,

p
[0]
i (tj) = z

[0]
j , j = im, ..., (i+ 1)m, i = 0, ..., N1 − 1.
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Використовуючи iнтерполяцiйну функцiю, будується сумiжна задача пов’язана
з (1.23) i розв’язується для p[0](t),

z′(t) =
M(t)

t
z(t) + f(t, z(t)) + d[0](t), t ∈ (0, 1],

z(0) = p[0](0) = β,
(1.24)

де

d[0](t) := p[0]′(t)− M(t)

t
p[0](t)− f(t, p[0](t)).

Зауважимо, що в точках ti = tim, i = 1, ..., N1 − 1 похiдна p[0]′ не є неперервною
i має скачки. Розклавши в ряд Тейлора p[0](t) в точцi t = 0 можна показати, що
d[0](t) є обмежена та iнтегрована.

Задачу (1.24) розв’язують за допомогою неявної схеми Ейлера i одержують
наближений розв’язок p[0]

h для p[0](t). Це означає, що для розв’язку сумiжної за-
дачi (1.24) вiдома глобальна похибка, яку використовують для оцiнки невiдомої
похибки задачi (1.23),

εh = Rh(z)− zh ≈ δ
[0]
h := Rh

(
p[0]
)
− p[0]

h = z
[0]
h − p

[0]
h , (1.25)

де Rh(z) = (z(t0), z(t1), ...z(tN)), — проекцiя функцiї z(t) на простiр сiткових
векторiв. Якщо значення zh є добрим наближенням для значень розв’язку Rh(z)

в точках сiтки, то функцiя p[0](t) є добрим наближенням для розв’язку z(t).

Отже, дефект d[0](t) є малим i тому сумiжна задача (1.24) та задача (1.23) є
близькими, тобто глобальна похибка розв’язку (1.24) добре наближає глобальну
похибку розв’язку (1.23), i крiм того, оцiнка (1.25) дає надiйну величину цiєї
похибки.

Оскiльки вiдома оцiнка для глобальної похибки розв’язку z
[0]
h , то можна

покращити цей розв’язок за допомогою формули

z
[1]
h := z

[0]
h + δ

[0]
h = z

[0]
h +

(
Rh

(
p[0]
)
− p[0]

h

)
.

Цi значення використовуються для визначення нової iнтерполяцйної фун-
кцiї p[1](t) через залежнiсть p[1]

i (tj) = z
[1]
j , j = im, ..., (i+ 1)m, i = 0, ..., N1 − 1, i
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асоцiйований дефект матиме вигляд

d[1](t) := p[1]′(t)− M(t)

t
p[1](t)− f(t, p[1](t)).

Наступна сумiжна задача записується так

z′(t) =
M(t)

t
z(t) + f(t, z(t)) + d[1](t), t ∈ (0, 1],

z(0) = β,

яку розв’язують знову за схемою Ейлера, щоб одержати наближення p
[1]
h для

корекцiї основного розв’язку,

z
[2]
h := z

[0]
h + δ

[1]
h = z

[0]
h +

(
Rh

(
p[1]
)
− p[1]

h

)
.

Таку процедуру повторюють iтерацiйно.
Доведено (див. [124], [125]), що для достатньо гладких f та M для на-

ближеного розв’язку z[j]
h , j = 0, 1, ...,m − 1 задачi (1.23) справджується оцiнка

‖z[j]
h − Rh(z)‖h = O(hj+1), тобто методу дефекту корекцiї за одну iтерацiю до-

зволяє пiдвищити точность розв’язку на одиницю.
Розглянемо бiльш детально методи розв’язування сингулярних крайових

задач першого роду.
У [44] розглядалося рiвняння вигляду

1

xn
d

dx

(
xnk(x)

du

dx

)
− q(x)u = −f(x), 0 < x < 1, n = 1, 2,

0 < c1 6 k(x) 6 c2, q(x) > 0.

(1.26)

До таких рiвнянь зводяться стацiонарнi задачi дифузiї або теплопровiдностi з
осьовою симетрiєю (n = 1) та з центральною симетрiєю (n = 2).

При x = 0 ставиться умова обмеження |u(0)| <∞, яка еквiвалентна умовi

lim
x→0

xnk(x)
du

dx
= 0, (1.27)

а при x = 1 — звичайна крайова умова, наприклад,

u(1) = µ2. (1.28)
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Припустимо, що k(x), q(x), f(x) — розривнi функцiї. Введемо нерiвномiр-
ну сiтку ω̂h = {xi ∈ [0, 1], i = 0, 1, . . . , N, x0 = 0, xN = 1}, з величи-
ною кроку hi = xi − xi−1 > 0, i = 1, 2, . . . , N так, щоб точки розриву фун-
кцiй k(x), q(x), f(x) були вузловими точками сiтки. Рiзницева схема для задачi
(1.26)–(1.28) виглядатиме так

1

xn
(x̄nayx̄)x̂ − dy = −ϕ(x), x = xi, i = 1, 2, ..., N − 1,

a1yx,0
h1/(2(n+ 1))

− q0y0 = −f0, yN = µ2,
(1.29)

де

x̄i = xi − 0, 5hi, ~i =
hi + hi+1

2
,

yx̄,i =
yi − yi−1

hi
, yx,i =

yi+1 − yi
hi+1

, yx̂,i =
yi+1 − yi

~i
.

Коефiцєнт ai =

 1

hi

xi∫
xi−1

dx

k(x)

−1

(з практичного погляду зручно мати простiшi

формули для обчислення ai, наприклад ai = ki−1/2), а ϕi та di визначаються за
формулами

ϕi =
hi
2~i

(
1− nhi

4xi
+
n(n− 1)h2

i

24x2
i

)
fi−0+

+
hi+1

2~i

(
1 +

nhi+1

4xi
+
n(n− 1)h2

i+1

24x2
i

)
fi+0,

di =
hi
2~i

(
1− nhi

4xi
+
n(n− 1)h2

i

24x2
i

)
qi−0+

+
hi+1

2~i

(
1 +

nhi+1

4xi
+
n(n− 1)h2

i+1

24x2
i

)
qi+0,

(1.30)

де fi±0 = f(xi ± 0), qi±0 = q(xi ± 0).

Доведено (див. [44, c.160]), що рiзницева схема (1.29), (1.30) має другий
порядок точностi.

19



У роботi [146] розглядається задача

u′′(x) +
k

x
u′(x) + f(x, u(x)) = 0, 0 < x < b, k = 0, 1, 2,

u′(0) = 0, u(b) = B,
(1.31)

яку розв’язують трьома способами:

• колокацiйним методом другого порядку;

• рiзницевою схемою другого порядку;

• методом скiнченних елементiв (другого порядку точностi).

Автори F. R. de Hoog та R. Weiss (див. [119]) вивчали задачу

y′ − M

t
y = f(t, y), 0 < t 6 1,

b(y(0), y(1)) = 1,

де y, f є векторнi функцiї розмiром n, b є векторна функцiя розмiром m 6 n,

M− матриця-константа розмiром n×n. Припускається, що розв’язок цiєї задачi
є неперервним на [0, 1] i диференцiйовним на (0, 1].

Для дослiдження задачi будувалися центральна схема Ейлера (перший по-
рядок точностi)

yi+1 − yi
hi

− M

ti+1/2

(
yi+1 + yi

2

)
= f

(
ti+1/2,

yi+1 + yi
2

)
, i = 0, ..., I − 1,

b(y0, yI) = 0, Qy0 = 0,

та метод трапецiй (другий порядок точностi)

yi+1 − yi
hi

− M

2

(
yi+1

ti+1
+
yi
ti

)
=

1

2
(f (ti+1, yi+1) + f (ti, yi)) , i = 0, ..., I − 1,

b(y0, yI) = 0, Qy0 = 0.

M. Kumar (див., [129]) дослiджував сингулярну двоточкову крайову задачу

y′′(x) +
1

x
y′(x) + f(x, y) = 0, 0 < x 6 1,

y′(0) = 0, y(1) = a,
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за допомогою триточкової рiзницевої схеми, що будується на рiвномiрнiй сiтцi з
другим порядком точностi вигляду

yk − yk−1

Jk−1
− yk+1 − yk

Jk
=
I+
k

Jk
+

I−k
Jk−1

,

де

I± =

∫ xk±1

t=xk

log(xk±1/t)tf(t, y(t))dt, Jk = log(xk+1/xk).

У роботах (див. [68, 70, 150, 151, 71, 69]) дослiджувався метод колокацiй
розв’язування задачi

z′(t) =
M(t)

t
z(t) + f(t, z(t)), t ∈ (0, 1],

Baz(0) +Bbz(1) = β, z ∈ C[0, 1],
(1.32)

де z є n-вимiрною дiйсною функцiєю, M – гладка матриця n×n, f – n-вимiрна
гладка функцiя, Ba, Bb – матрицi-константи розмiром r × n, r < n.

Для побудови чисельного методу введемо нерiвномiрну сiтку ω̂h =

(t0, t1, . . . , tN) з кроком hi = ti+1 − ti, i = 0, . . . , N − 1, t0 = 0, tN = 1, на
кожному пiдiнтервал Ji = [ti, ti+1] виберемо m точок розташованих на вiддалях
δi,j, j = 1, . . . ,m, . Отже, сiтка матиме вигляд

ω̂mh =

{
ti,j : ti,j = τi +

j∑
k=0

δi,k, i = 0, . . . , N − 1, j = 0, . . . ,m+ 1

}
,

причому ti ≡ ti,0 ≡ ti−1,m+1, i = 1, . . . , N − 1 δi,0 = 0, δi,m+1 := ti,m+1 − ti,m. Для

точок колокацiї на кожному пiдiнтервалi Ji справджуються рiвностi
m+1∑
j=0

δi,j =

hi, i = 0, . . . , N − 1.

Позначимо через B банаховий простiр неперервних кусково-полiномiальних
функцiй q ∈ Pm степеня 6 m, m ∈ N з нормою ‖ · ‖[0,1]. Наближення точного
розв’язку z задачi будемо шукати серед елементiв простору B, яке задовольняє
диференцiальне рiвняння задачi (1.32) в скiнченнiй кiлькостi точок та крайовi
умови цiєї задачi. Оскiльки вимагається, щоб чисельний розв’язок був неперерв-
ним на промiжку [0, 1], то введемо простiрB1 ⊂ B, такий, щоM(0)q(0) = 0,∀q ∈
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B1. Отже, будемо шукати таку функцiю p(t) = pi(t), t ∈ Ji, i = 0, . . . , N − 1 з
простору B1, яка задовольняє рiвностi

p′i(ti,j) =
M(ti,j)

ti,j
pi(ti,j) + f(ti,j, pi(ti,j)), i = 0, . . . , N − 1, j = 1, . . . ,m,

Bap(0) +Bbp(1) = β.

Доведено, що швидкiсть збiжностi цього чисельного методу є величиною
O
(
| ln(h)|n0−1hm+1

)
C, де n0-додатнє цiле.

Автор Kamel Al-Khaled (див., [61]) вивчав задачу виду

1

p(x)
(p(x)y′)

′ − q(x)y = f(x), x ∈ (0, 1),

lim
x→0+

p(x)y′(x) = 0, y(1) = 0,
(1.33)

враховуючи наступнi припущення

• p(x) > 0, p(0) = 0, p(x) зростає в околi точки 0;

• p−1(x) ∈ L1
loc(0, 1];

• q(x), f(x) ∈ C[0, 1], q(x) > 0

застосовуючи метод Сiнк-Гальоркiна (Sinc-Galerkin) з методом гомотопiчних
збурень. Метод Сiнк-Гальоркiна забезпечує наближення розв’язку з абсолютною
похибкою виду O(exp(−c/h)), де c є константою i h > 0 є розмiр кроку.

1.3 Висновки до роздiлу 1

1. Питання побудови чисельних методiв високого порядку точностi розв’язу-
вання задач Кошi для сингулярних звичайних диференцiальних рiвнянь
залишилося вiдкритим.

2. Питання побудови та обґрунтування точних триточкових рiзницевих схем
та триточкових рiзницевих схем високого порядку точностi (вище другого)
розв’язування крайових для звичайних диференцiальних рiвнянь другого
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порядку у цилiндричнiй та сферичнiй системах координат в лiтературi не
розглядалися.
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РОЗДIЛ 2

ЧИСЕЛЬНI МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI
КОШI ДЛЯ НЕЛIНIЙНИХ ЗВИЧАЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ IЗ
СИНГУЛЯРНIСТЮ ПЕРШОГО РОДУ

Розв’язування крайових задач для стацiонарних нелiнiйних рiвнянь в цилiн-
дричнiй та сферичнiй системах координат триточковими рiзницевими схемами
високого порядку точностi грунтується на ефективному чисельному розв’язу-
ваннi асоцiйованих сингулярних задач Кошi (див. Роздiл 3, Роздiл 4). Оскiль-
ки порядок точностi класичних явних s-ступеневих методiв Рунге-Кутта при
розв’язуваннi задач Кошi для нелiнiйних ЗДР з сингулярнiстю першого роду
в загальному випадку не може бути вищий нiж 2 (див. [121]), то метою до-
слiдження в цьому роздiлi є побудова чисельних методiв рядiв Тейлора та типу
Рунге-Кутта четвертого порядку точностi розв’язування сингулярних задач Ко-
шi.

2.1 Постановка задачi. Iснування та єдинiсть розв’язку

Розглянемо задачу Кошi для нелiнiйних ЗДР вигляду

1

xλ
d

dx

[
xλk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (0, a],

u(0) = u0,
du(0)

dx
= 0,

(2.1)

де k(x), f(x, u) — заданi функцiї, λ = 1, 2. Характерною особливiстю цiєї задачi
є те, що вона має сингулярнiсть в точцi x = 0.
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Введемо множину функцiй вигляду

Ωλ([0, a], rλ) =

{
u(x) : u(x) ∈ W 1

∞[0, a], u(x), xλk(x)
du

dx
∈ C[0, a],

‖u− u0‖∗1,∞,[0,a] 6 rλ

}
, ‖u‖0,∞,[0,a] = max

x∈[0,a]
|u(x)|,

‖u‖∗1,∞,[0,a] = max

{
‖u‖0,∞,[0,a],

∥∥∥∥xλk(x)
du

dx

∥∥∥∥
0,∞,[0,a]

}
.

Достатнi умови iснування та єдиностi розв’язку задачi, якi випливають з
принципу стискувальних вiдображень дає теорема.

Теорема 2.1 Нехай виконується умови

0 < c1 6 k(x) ∀x ∈ [0, a], k(x) ∈ Q1[0, a],

fu(x) ≡ f(x, u) ∈ Q0[0, a], |f(x, u)| 6 K ∀x ∈ [0, a], u ∈ Ωλ([0, a], rλ),

|f(x, u)− f(x, v)| 6 L|u− v| ∀x ∈ [0, a], u, v ∈ Ωλ([0, a], rλ).

Тодi на множинi Ωλ([0, x
∗], rλ), λ = 1, 2, де

x∗ = min

{[
2c1(λ+ 1)rλ

K

]1/2

,

[
(λ+ 1)rλ

K

]1/(λ+1)

,

[
2c1(λ+ 1)

L

]1/2

,

[
λ+ 1

L

]1/(λ+1)

, a

}
,

iснує єдиний розв’язок задачi (2.1).

Тут Qp[0, a] — клас функцiй з кусково - неперервними похiдними до p - го по-
рядку включно iз скiнченною кiлькiстю точок розриву першого роду.
Доведення. Задача (2.1) еквiвалентна операторному рiвнянню

u(x) = R(x, u) =

x∫
0

[V2(x)− V2(ξ)] ξ
λf(ξ, u(ξ))dξ + u0, x ∈ [0, a],
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де

V2(x) =

a∫
x

dt

tλk(t)
.

Зауважимо, що виконується нерiвнiсть

V2(x)− V2(ξ) 6 0 ∀ξ ∈ [0, x].

Дослiдимо властивостi оператора R(x, u). Нехай u(x) ∈ Ωλ([0, x
∗], rλ), тодi

|R(x, u)− u0| 6 K

x∫
0

[V2(ξ)− V2(x)] ξλdξ =

= K [V2(ξ)− V2(x)]
ξλ+1

λ+ 1

∣∣∣∣x
0

+
K

λ+ 1

x∫
0

ξdξ

k(ξ)
6

6
Kx2

2c1(λ+ 1)
< rλ,

∣∣∣∣xλk(x)
∂R(x, u)

∂x

∣∣∣∣ 6 K

x∫
0

ξλdξ =
Kxλ+1

λ+ 1
< rλ.

Звiдси
‖R(x, u)− u0‖∗1,∞,[0,x∗] 6 rλ,

тобто оператор R(x, u), переводить множину Ωλ([0, x
∗], rλ) в себе. Крiм того,

|R(x, u)−R(x, v)| 6

6 L ‖u− v‖0,∞,[0,x∗]

x∫
0

[V2(ξ)− V2(x)] ξλdξ 6

6 L ‖u− v‖0,∞,[0,x∗]
x2

2(λ+ 1)c1
6 qλ ‖u− v‖∗1,∞,[0,x∗] ,
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∣∣∣∣xλk(x)

(
∂R(x, u)

∂x
− ∂R(x, v)

∂x

)∣∣∣∣ 6
6 L ‖u− v‖0,∞,[0,x∗]

x∫
0

ξλdξ = L ‖u− v‖0,∞,[0,x∗]
xλ+1

λ+ 1
6

6 qλ ‖u− v‖∗1,∞,[0,x∗] .
Тому

‖R(x, u)−R(x, v)‖∗1,∞,[0,x∗] 6 qλ ‖u− v‖∗1,∞,[0,x∗] .

Оскiльки qλ = Lmax
{

(x∗)2

2(λ+1)c1
, (x∗)λ+1

λ+1

}
< 1, то оператор R(x, u) здiйснює сти-

скувальне вiдображення. Таким чином (див., напр., [58, 60, 59, 54]), задача (2.1)
має єдиний розв’язок.

2.2 Розклад розв’язку задачi в ряд Тейлора на промiжку [0, x1]

Задачу (2.1) зведемо до задачi Кошi для системи звичайних диференцiаль-
них рiвнянь першого порядку

du(x)

dx
=
w(x)

k(x)
, (2.2)

dw(x)

dx
= −f(x, u)− λw(x)

x
, 0 < x 6 a, (2.3)

u(0) = u0, w(0) = 0.

Надалi будемо припускати, що розв’язок задачi (2.2), (2.3) iснує, єдиний i
має необхiднi властивостi гладкостi.

На вiдрiзку [0, a] виберемо нерiвномiрну сiтку ω̂h = {xn ∈ [0, a], n =

0, 1, . . . , n0, x0 = 0, xn0
= a} з кроком h = hn+1 = xn+1−xn. Задачу (2.2), (2.3) бу-

демо розв’язувати наступним чином. На вiдрiзках [xn, xn+1], n = 1, 2, . . . , n0− 1

застосуємо класичнi однокроковi методи (рядiв Тейлора, або Рунге-Кутта)
розв’язування задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь
першого порядку. На вiдрiзку [0, x1] побудуємо новi методи, якi будуть вра-
ховувати сингулярнiсть цiєї задачi в точцi x = 0.
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Розв’язок задачi (2.2), (2.3) u1 = u(x1), w1 = w(x1) розвинемо в ряд Тей-
лора в околi точки x = 0

u(x1) = u0 + h
du(0)

dx
+
h2

2

d2u(0)

dx2
+
h3

6

d3u(0)

dx3
+
h4

24

d4u(0)

dx4
+O(h5), (2.4)

w(x1) = w0 + h
dw(0)

dx
+
h2

2

d2w(0)

dx2
+
h3

6

d3w(0)

dx3
+
h4

24

d4w(0)

dx4
+O(h5), (2.5)

Знайдемо спочатку похiднi функцiї w(x) в точцi x = 0. Рiвняння (2.3) запишемо
у виглядi

dw(x)

dx
= −f(x, u)− λ

x
(w(x)− w(0))

i перейдемо до границi при x→ 0. Тодi отримаємо

dw(0)

dx
= − 1

1 + λ
f(0, u0). (2.6)

Продиференцiювавши рiвнiсть (2.3), матимемо

d2w(x)

dx2
= −df(x, u)

dx
+
λw(x)

x2
− λ

x

dw(x)

dx
. (2.7)

З рiвняння (2.3) знаходимо
λw(x)

x2
i пiдставимо в (2.7), тодi

d2w(x)

dx2
=− df(x, u)

dx
− 1

x
f(x, u)− 1 + λ

x

dw(x)

dx
= −df(x, u)

dx
−

− 1

x
(f(x, u)− f(0, u0))−

1 + λ

x

(
dw(x)

dx
− dw(0)

dx

)
. (2.8)

Перейшовши до границi при x→ 0, отримаємо

d2w(0)

dx2
= − 2

2 + λ

df(0, u0)

dx
. (2.9)

Продиференцiюємо рiвняння (2.7), тодi матимемо

d3w(x)

dx3
=− d2f(x, u)

dx2
− 1

x

df(x, u)

dx
+
f(x, u)

x2
+

+
1 + λ

x2

dw(x)

dx
− 1 + λ

x

d2w(x)

dx2
.
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З (2.8) визначимо
1 + λ

x

dw(x)

dx
i пiдставивши в останню рiвнiсть, отримаємо

d3w(x)

dx3
=− d2f(x, u)

dx2
− 2

x

df(x, u)

dx
− 2 + λ

x

d2w(x)

dx2
.

Звiдси згiдно з (2.9)

d3w(x)

dx3
=− d2f(x, u)

dx2
− 2

x

(
df(x, u)

dx
− df(0, u0)

dx

)
−

− 2 + λ

x

(
d2w(x)

dx2
− d2w(0)

dx2

)
.

Перейшовши до границi при x→ 0, отримаємо

d3w(0)

dx3
= − 3

3 + λ

d2f(0, u0)

dx2
. (2.10)

Аналогiчно можна показати, що

d4w(0)

dx4
= − 4

4 + λ

d3f(0, u0)

dx3
. (2.11)

Диференцiюючи послiдовно рiвняння (2.2), знайдемо похiднi функцiї u(x)

d2u(x)

dx2
=

1

k(x)

dw(x)

dx
+

d

dx

(
1

k(x)

)
w(x),

d3u(x)

dx3
=

1

k(x)

d2w(x)

dx2
+ 2

d

dx

(
1

k(x)

)
dw(x)

dx
+

d2

dx2

(
1

k(x)

)
w(x),

d4u(x)

dx4
=

1

k(x)

d3w(x)

dx3
+ 3

d

dx

(
1

k(x)

)
d2w(x)

dx2
+ 3

d2

dx2

(
1

k(x)

)
dw(x)

dx
+

+
d3

dx3

(
1

k(x)

)
w(x).

Звiдси, враховуючи початкову умову w(0), рiвностi (2.6), (2.9)—(2.11), отрима-
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ємо
d2u(0)

dx2
= − 1

1 + λ

f(0, u0)

k(0)
,

d3u(0)

dx3
= − 2

2 + λ

1

k(0)

df(0, u0)

dx
− 2

1 + λ

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

f(0, u0),

d4u(0)

dx4
= − 3

3 + λ

1

k(0)

d2f(0, u0)

dx2
− 6

2 + λ

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

df(0, u0)

dx
−

− 3

1 + λ

d2

dx2

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

f(0, u0).

(2.12)

Тодi

u1 =u0 −
h2

2(1 + λ)

f(0, u0)

k(0)
−

− h3

6

[
2

2 + λ

1

k(0)

df(0, u0)

dx
+

2

1 + λ

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

f(0, u0)

]
−

− h4

24

[
3

3 + λ

1

k(0)

d2f(0, u0)

dx2
+

6

2 + λ

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

df(0, u0)

dx
+

+
3

1 + λ

d2

dx2

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

f(0, u0)

]
+O(h5), (2.13)

w1 =− h

1 + λ
f(0, u0)−

h2

2 + λ

df(0, u0)

dx
−

− h3

2(3 + λ)

d2f(0, u0)

dx2
− h4

6(4 + λ)

d3f(0, u0)

dx3
+O(h5). (2.14)

Знайдемо похiднi функцiї f(x, u)

df(x, u)

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂u

du

dx
,

d2f(x, u)

dx2
=
∂2f

∂x2
+ 2

∂2f

∂x∂u

du

dx
+
∂2f

∂u2

(
du

dx

)2

+
∂f

∂u

d2u

dx2
,

d3f(x, u)

dx3
=
∂3f

∂x3
+ 3

∂3f

∂x2∂u

du

dx
+ 3

∂3f

∂x∂u2

(
du

dx

)2

+
∂3f

∂u3

(
du

dx

)3

+

+ 3
∂2f

∂u2

du

dx

d2u

dx2
+ 3

∂2f

∂x∂u

d2u

dx2
+
∂f

∂u

d3u

dx3
.
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Враховуючи (2.12), отримаємо

df(0, u0)

dx
=
∂f(0, u0)

∂x
,

d2f(0, u0)

dx2
=
∂2f(0, u0)

∂x2
− 1

1 + λ

f(0, u0)

k(0)

∂f(0, u0)

∂u
,

d3f(0, u0)

dx3
=
∂3f(0, u0)

∂x3
− 3

1 + λ

∂2f(0, u0)

∂u∂x

f(0, u0)

k(0)
−

− ∂f(0, u0)

∂u

[
2

2 + λ

∂f(0, u0)

∂x

1

k(0)
+

2

1 + λ
f(0, u0)

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

]
.

З рiвностей (2.13), (2.14) матимемо

u1 =u0 −
h2

2(1 + λ)

f(0, u0)

k(0)
−

− h3

3

[
1

2 + λ

∂f(0, u0)

∂x

1

k(0)
+

1

1 + λ
f(0, u0)

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

]
−

− h4

8

[
1

3 + λ

(
∂2f(0, u0)

∂x2
− 1

1 + λ

∂f(0, u0)

∂u

f(0, u0)

k(0)

)
1

k(0)
+

+
2

2 + λ

∂f(0, u0)

∂x

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

+

+
1

1 + λ
f(0, u0)

d2

dx2

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

]
+O(h5), (2.15)

w1 =− h

1 + λ
f(0, u0)−

h2

2 + λ

∂f(0, u0)

∂x
− h3

2(3 + λ)

(
∂2f(0, u0)

∂x2
−

− 1

1 + λ

∂f(0, u0)

∂u

f(0, u0)

k(0)

)
− h4

6(4 + λ)

[
∂3f(0, u0)

∂x3
−

− 3

1 + λ

∂2f(0, u0)

∂x∂u

f(0, u0)

k(0)
− ∂f(0, u0)

∂u

(
2

2 + λ

∂f(0, u0)

∂x

1

k(0)
+

+
2

1 + λ
f(0, u0)

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

)]
+O(h5). (2.16)

Отже, згiдно з (2.13), (2.14) метод рядiв Тейлора розв’язування задачi (2.1)
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на iнтервалi [0, x1] буде мати вигляд

y1 =u0 −
h2

2(1 + λ)

f(0, u0)

k(0)
−

−
m∑
p=3

hp

p!

p−2∑
j=0

(
p− 1

j

)
p− j − 1

p− j − 1 + λ

dp−j−2f(0, u0)

dxp−j−2

dj

dxj
1

k(x)

∣∣∣∣
x=0

 , (2.17)

v1 =− h

1 + λ
f(0, u0)−

m∑
p=2

hp

(p− 1)!(p+ λ)

dp−1f(0, u0)

dxp−1
, (2.18)

де y1 ≈ u1, v1 ≈ w1,

(
p− 1

j

)
—бiномiальнi коефiцiєнти.

2.3 Побудова методiв типу Рунге-Кутта четвертого порядку
точностi на промiжку [0, x1]

Явнi чотириступеневi методи типу Рунге-Кутта для задачi (2.2), (2.3) буде-
мо будувати у виглядi

g1 = −f(0, u0),

g2 = −f
(
c2h, u0 + h2a21g1

k(0)

)
,

g3 = −f
(
c3h, u0 + h2

[(
a31

k(0)
+

a32

k(c2h)

)
g1 +

ã32

k(c2h)
g2

])
,

g4 = −f
(
c4h, u0 + h2

[(
a41

k(0)
+

a42

k(c2h)
+

a43

k(c3h)

)
g1+

+

(
ã42

k(c2h)
+

ã43

k(c3h)

)
g2 +

ā43

k(c3h)
g3

])
,

y1 = u0 + h2

[(
d12

k(0)
+

d13

k(c2h)
+

d14

k(c3h)

)
g1+

+

(
d23

k(c2h)
+

d24

k(c3h)

)
g2 +

d34

k(c3h)
g3

]
,

v1 = h(b1g1 + b2g2 + b3g3 + b4g4),

(2.19)

де y1 ≈ u1, v1 ≈ w1.
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Дiйснi коефiцiєнти c2, c3, c4, a21, a31, a32, ã32, a41, a42, ã42, ã43, ā43, d12, d13, d14,

d23, d24, d34, b1, b2, b3, b4 виберемо так, щоб похибка методу (2.19) задовольняла
умови

y1 − u1 =u0 + h2

[(
d12

k(0)
+

d13

k(c2h)
+

d14

k(c3h)

)
g1+

+

(
d23

k(c2h)
+

d24

k(c3h)

)
g2 +

d34

k(c3h)
g3

]
− u1 = O(h5),

v1 − w1 =h(b1g1 + b2g2 + b3g3 + b4g4)− w1 = O(h5).

(2.20)

Розклавши gi, i = 1, 4, k(c2h), k(c3h) як функцiї вiд h за формулою Тейлора та
пiдставивши в (2.20) з урахуванням (2.15),(2.16) матимемо

y1 − u1 = −h2

(
d12 + d13 + d14 + d23 + d24 + d34 −

1

2(1 + λ)

)
f(0, u0)

k(0)
−

− h3

[(
c2(d23 + d24) + c3d34 −

1

3(2 + λ)

)
∂f(0, u0)

∂x

1

k(0)
+

+ ((d13 + d23)c2 + (d14 + d24 + d34)c3−

− 1

3(1 + λ)

)
f(0, u0)

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

]
+

+ h4

[
−1

2

(
c2

2(d23 + d24) + c2
3d34 −

1

4(3 + λ)

)
∂2f(0, u0)

∂x2

1

k(0)

+ (d34(a31 + a32 + ã32) + (d23 + d24)a21 −

− 1

8(3 + λ)(1 + λ)

)
∂f(0, u0)

∂u

f(0, u0)

k2(0)
−

−
(
c2(d23c2 + d24c3) + c2

3d34 −
1

4(2 + λ)

)
∂f(0, u0)

∂x

d

dx

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

−

−1

2

(
(d13 + d23)c

2
2 + (d14 + d24 + d34)c

2
3 −

− 1

4(1 + λ)

)
f(0, u0)

d2

dx2

(
1

k(x)

)∣∣∣∣
x=0

]
+O(h5),
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v1 − w1 =− h
(
b1 + b2 + b3 + b4 −

1

1 + λ

)
f(0, u0)−

− h2

(
b2c2 + b3c3 + b4c4 −

1

2 + λ

)
∂f(0, u0)

∂x
+

+ h3

[
−1

2

(
b2c

2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 −

1

3 + λ

)
∂2f(0, u0)

∂x2
+

+ (b2a21 + b3(a31 + a32 + ã32) + b4(a41 + a42 + a43 + ã42+

+ ã43 + ā43)−
1

2(3 + λ)(1 + λ)

)
∂f(0, u0)

∂u

f(0, u0)

k(0)

]
+

+ h4

[
−1

6

(
b2c

3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 −

1

4 + λ

)
∂3f(0, u0)

∂x3
+

+ (b2c2a21 + b3c3(a31 + a32 + ã32)+

+b4c4(a41 + a42 + a43 + ã42 + ã43 + ā43) −

− 1

2(4 + λ)(1 + λ)

)
∂2f(0, u0)

∂u∂x

f(0, u0)

k(0)
+

+ (b3ã32c2 + b4(ã42c2 + ã43c2 + ā43c3) −

− 1

3(4 + λ)(2 + λ)

)
∂f(0, u0)

∂u

∂f(0, u0)

∂x

1

k(0)
+

+ (b3(a32 + ã32)c2 + b4((a42 + ã42)c2 + (a43 + ã43 + ā43)c3) −

− 1

3(4 + λ)(1 + λ)

)
∂f(0, u0)

∂u
f(0, u0)

d

dx

[
1

k(x)

]∣∣∣∣
x=0

]
+O(h5).

Прирiвнюючи до нуля коефiцiєнти при h, h2, h3, h4 отримаємо систему рiвнянь,
яку мають задовольняти коефiцiєнти методу для того, щоб цей метод мав че-
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твертий порядок апроксимацiї.

d12 + d13 + d14 + d23 + d24 + d34 =
1

2(1 + λ)
,

c2(d23 + d24) + c3d34 =
1

3(2 + λ)
,

(d13 + d23)c2 + (d14 + d24 + d34)c3 =
1

3(1 + λ)
,

c2
2(d23 + d24) + c2

3d34 =
1

4(3 + λ)
,

d34(a31 + a32 + ã32) + (d23 + d24)a21 =
1

8(3 + λ)(1 + λ)
,

c2(d23c2 + d24c3) + c2
3d34 =

1

4(2 + λ)
,

(d13 + d23)c
2
2 + (d14 + d24 + d34)c

2
3 =

1

4(1 + λ)
,

b1 + b2 + b3 + b4 =
1

1 + λ
,

b2c2 + b3c3 + b4c4 =
1

2 + λ
,

b2c
2
2 + b3c

2
3 + b4c

2
4 =

1

3 + λ
,

b2a21 + b3(a31 + a32 + ã32)+

+ b4(a41 + a42 + a43 + ã42 + ã43 + ā43) =
1

2(3 + λ)(1 + λ)
,

b2c
3
2 + b3c

3
3 + b4c

3
4 =

1

4 + λ
,

b2c2a21 + b3c3(a31 + a32 + ã32)+

+ b4c4(a41 + a42 + a43 + ã42 + ã43 + ā43) =
1

2(4 + λ)(1 + λ)
,
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b3ã32c2 + b4(ã42c2 + ã43c2 + ā43c3) =
1

3(4 + λ)(2 + λ)
,

b3(a32 + ã32)c2 + b4((a42 + ã42)c2 + (a43 + ã43 + ā43)c3) =
1

3(4 + λ)(1 + λ)
.

Однi з методiв (2.19), якi задовольняють цi вимоги
a) при λ = 1

g1 = −f(0, u0),

g2 = −f
(
h

4
, u0 + h2 g1

64k(0)

)
,

g3 = −f
(
h

2
, u0 + h2

[(
37

504k(0)
+

1

4k(h/4)

)
g1 −

263

1008k(h/4)
g2

])
,

g4 = −f
(
h, u0 + h2

[(
5

12k(0)
− 13

8k(h/4)
+

1

2k(h/2)

)
g1+

+

(
1

3k(h/4)
+

1

8k(h/2)

)
g2 +

1

2k(h/2)
g3

])
,

y1 = u0 + h2

[(
1

4k(0)
− 2

9k(h/4)
+

1

18k(h/2)

)
g1+

+

(
− 4

9k(h/4)
+

1

3k(h/2)

)
g2 +

5

18k(h/2)
g3

]
,

v1 = h

(
1

15
g1 −

8

45
g2 +

7

15
g3 +

13

90
g4

)
,

(2.21)

б) при λ = 2

g1 = −f(0, u0),

g2 = −f
(
h

4
, u0 + h2 g1

96k(0)

)
,

g3 = −f
(
h

2
, u0 + h2

[(
53

288k(0)
+

1

4k(h/4)

)
g1 −

113

288k(h/4)
g2

])
,

g4 = −f
(
h, u0 + h2

[(
47

138k(0)
− 901

552k(h/4)
+

1

2k(h/2)

)
g1+

+

(
1

3k(h/4)
+

1

8k(h/2)

)
g2 +

1

2k(h/2)
g3

])
,
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y1 = u0 + h2

[(
1

6k(0)
− 1

9k(h/4)
+

1

90k(h/2)

)
g1+

+

(
− 1

3k(h/4)
+

1

5k(h/2)

)
g2 +

7

30k(h/2)
g3

]
,

v1 = h

(
1

20
g1 −

8

45
g2 +

1

3
g3 +

23

180
g4

)
.

2.4 Чисельний експеримент

Приклад 2.1 Розглянемо задачу (λ = 1)

1

x

d

dx

[
x
du

dx

]
= u3 − 3u5, x ∈ (0; 1], u(0) = 1,

du(0)

dx
= 0, (2.22)

з вiдомим точним розв’язком u(x) =
1√

1 + x2
,

du

dx
= − x√

(1 + x2)3
.

Результати розв’язування задачi за допомогою методу типу Рунге-
Кутта (2.21) на iнтервлi [0, x1] та класичного методу Рунге-Кутта (див.,
напр., [55, c.144]) на iнтервалах [xn, xn+1], n = 1, 2, . . . , n0 − 1 наведено в та-
блицi 4.1. де

Табл. 2.1. Результати розв’язування задачi (2.22)
N Error p
10 0.1628. 10−4

20 0.1283. 10−5 3.7
40 0.9536. 10−7 3.7
80 0.6856. 10−8 3.8
160 0.4835. 10−9 3.8
320 0.3364. 10−10 3.8
640 0.2317. 10−11 3.9
1280 0.1595. 10−12 3.9
2560 0.9659. 10−14 4.0

Error =
∥∥∥y(4) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̄h

= max

∥∥∥y(4) − u
∥∥∥

0,∞,ω̄h
,

∥∥∥∥∥xdy(4)

dx
− xdu

dx

∥∥∥∥∥
0,∞,ω̄h

 ,
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p = log2

∥∥y(4) − u
∥∥∗

1,∞,ω̄h∥∥y(4) − u
∥∥∗

1,∞,ω̄h/2

, ω̄h =
{
xj = jh, j = 0, N, h = 1/N

}
.

Отже, результати чисельного експерименту пiдтверджують висновок про
четвертий порядок точностi запропонованого методу Рунге-Кутта.

2.5 Висновки до роздiлу 2

Розроблено новий метод чисельного розв’язування сингулярних задач Ко-
шi, згiдно якого вiдрiзок [0, a] точками сiтки ω̂h = {xn ∈ [0, a], n =

0, 1, . . . , n0, x0 = 0, xn0
= a} розбито на частини, на кожному вiдрiзку

[xn, xn+1], n = 1, 2, . . . , n0−1 застосовуються класичнi однокроковi методи (рядiв
Тейлора, або Рунге-Кутта) розв’язування задачi Кошi для звичайних диферен-
цiальних рiвнянь, а на вiдрiзку [0, x1] побудовано новi методи, якi враховують
сингулярнiсть цiєї задачi в точцi x = 0.

Pозв’язок сингулярної задачi Кошi розкладено в ряд Тейлора в околi то-
чки x = 0, причому похiднi обчислено як границю при x → 0. На основi цього
розкладу побудовано новий метод типу Рунге-Кутта четвертого порядку точно-
стi для чисельного розв’язування сингулярної задачi на першому пiдiнтервалi
[0, x1]. Проведено чисельнi експерименти, якi пiдтверджують теоретичнi виснов-
ки.
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РОЗДIЛ 3

ТРИТОЧКОВI РIЗНИЦЕВI СХЕМИ ВИСОКОГО
ПОРЯДКУ ТОЧНОСТI ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ В ЦИЛIНДРИЧНIЙ

СИСТЕМI КООРДИНАТ

У цьому роздiлi для нелiнiйних крайових задач

1

x

d

dx

[
xk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ [0, R],

lim
x→0

xk(x)
du

dx
= 0, u(R) = µ2

(3.1)

на нерiвномiрнiй сiтцi ω̂h = {xj ∈ [0, R], j = 0, 1, . . . , N, x0 = 0, xN = R} по-
будовано та обгрунтовано точну триточкову рiзницеву схему та розроблено її
алгоритмiчну реалiзацiю через усiченi триточковi рiзницевi схеми.

3.1 Iснування та єдинiсть розв’язку

Достатнi умови iснування i єдиностi розв’язку задачi (3.1) дає теорема,
яка грунтується на методi лiнеаризацiї та принципi стискувальних вiдображень
(див., напр., [28, 54, 59]).

Теорема 3.1 Нехай виконуються умови

0 < c1 6 k(x) ∀x ∈ [0, R], k(x) ∈ Q1[0, R], (3.2)

fu(x) ≡ f(x, u) ∈ Q0[0, R], |f(x, u)| 6 K ∀x ∈ [0, R], u ∈ Ω([0, R], r), (3.3)

|f(x, u)− f(x, v)| 6 L|u− v| ∀x ∈ [0, R], u, v ∈ Ω([0, R], r), (3.4)

q =
LR2

4c1
max (1, 2c1) < 1, (3.5)
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тодi задача (3.1) в Ω([0, R], r) має єдиний розв’язок u(x), який можна знайти
за допомогою методу послiдовних наближень

1

x

d

dx

[
xk(x)

du(n)

dx

]
= −f(x, u(n−1)(x)), x ∈ (0, R),

lim
x→0

xk(x)
du(n)(x)

dx
= 0, u(n)(R) = µ2, n = 1, 2, . . . , u(0)(x) = µ2

(3.6)

з оцiнкою похибки ∥∥∥u(n) − u
∥∥∥∗

1,∞,[0,R]
6

qn

1− q
r. (3.7)

ТутQp[0, R] — клас функцiй з кусково - неперервними похiдними до p - го поряд-
ку включно iз скiнченною кiлькiстю точок розриву першого роду, а Ω([0, R], r)

— множина функцiй вигляду

Ω([0, R], r) =

{
u(x) : u(x) ∈ W 1

∞[0, R], u(x), xk(x)
du

dx
∈ C[0, R],∥∥∥u− u(0)

∥∥∥∗
1,∞,[0,R]

6 r

}
, r =

KR2

4c1
max (1, 2c1)

‖u‖0,∞,[0,R] = max
x∈[0,R]

|u(x)|,

‖u‖∗1,∞,[0,R] = max

{
‖u‖0,∞,[0,R],

∥∥∥∥xk(x)
du

dx

∥∥∥∥
0,∞,[0,R]

}
.

Доведення. Задачу (3.1) запишемо в еквiвалентнiй iнтегральнiй формi

u(x) = R(x, u(·)) =

R∫
0

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2, 0 6 x 6 R, (3.8)

де

G(x, ξ) =

 ξV (ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξV (x), ξ 6 x 6 R,
V (x) =

R∫
x

dt

tk(t)
.

Зазначимо, що крайова умова при x→ 0 задовольняється, оскiльки

du

dx
= − 1

xk(x)

x∫
0

ξf(ξ, u(ξ))dξ.
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З рiвностi (3.8) випливає, що розв’язок задачi (3.1)

u(x) =

R∫
x

ξV (ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + V (x)

x∫
0

ξf(ξ, u(ξ))dξ + µ2

має логарифмiчну особливiсть в точцi x = 0.
Покажемо, що оператор (3.8) переводить множину Ω([0, R], r) в себе. Вра-

ховуючи умову (3.3), отримаємо

‖R(x, v(·))− u(0)‖∗1,∞,[0,R] 6

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |f(ξ, v(ξ))| dξ 6

6 K

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ ∀v ∈ Ω([0, R], r).

(3.9)

Оскiльки згiдно з (3.2)

R∫
0

|G(x, ξ)|dξ =

R∫
x

ξV (ξ)dξ + V (x)

x∫
0

ξdξ = V (ξ)
ξ2

2

∣∣∣∣R
x

+
1

2

R∫
x

ξ

k(ξ)
dξ+

+ V (x)
ξ2

2

∣∣∣∣x
0

=
1

2

R∫
x

ξdξ

k(ξ)
6

1

2c1

R∫
x

ξdξ =
R2 − x2

4c1
6
R2

4c1
,

R∫
0

∣∣∣∣xk(x)
∂G(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣ dξ =

x∫
0

ξdξ =
x2

2
6
R2

2
,

то
R∫

0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ 6
R2

4c1
max(1, 2c1). (3.10)

З нерiвностей (3.9), (3.10) випливає∥∥∥R(x, v(·))− u(0)
∥∥∥∗

1,∞,[0,R]
6
KR2

4c1
max (1, 2c1) = r ∀v ∈ Ω([0, R], r),

яка означає, що оператор (3.8) переводить множину Ω([0, R], r) в себе.

41



Крiм того покажемо, що R(x, u(·)) на Ω([0, R], r) є стискувальним операто-
ром. Використовуючи умову (3.4), нерiвнiсть (3.10) будемо мати

‖R(x, u(·))− R(x, v(·))‖∗1,∞,[0,R] 6

6

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |f(ξ, u(ξ))− f(ξ, v(ξ))| dξ 6

6 L

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |u(ξ)− v(ξ)| dξ 6

6 L‖u− v‖∗1,∞,[0,R]

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ 6

6
LR2

4c1
max (1, 2c1) ‖u− v‖∗1,∞,[0,R] =

= q‖u− v‖∗1,∞,[0,R] ∀u, v ∈ Ω([0, R], r),

яка означає, що згiдно з (3.5) R(x, u(·)) на Ω([0, R], r) є стискувальним опера-
тором.

Отже, для оператора R(x, u(·)) виконанi всi умови принципу стискуваль-
них вiдображень, а тому задача (3.1) має єдиний розв’язок, який може бути
отриманий методом послiдовних наближень (3.6) з оцiнкою похибки (3.7). Спо-
сiб отримання такої оцiнки (3.7) є стандартний (див., напр., [54]), а тому ми його
не наводимо.

3.2 Iснування точної триточкової рiзницевої схеми

На вiдрiзку [0, R] введемо нерiвномiрну сiтку

ω̂h = {xj ∈ [0, R], j = 0, 1, . . . , N, x0 = 0, xN = R},
hj = xj − xj−1 > 0, j = 1, 2, . . . , N, |h| = max

16j6N
hj

так, щоб точки розриву функцiй k(x), f(x, u) збiгалися з вузлами сiтки ω̂h =

{xj, j = 1, 2, . . . , N − 1}. Множину всiх точок розриву позначимо через ρ i
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припустимо, що N таке, що ρ ⊆ ω̂h. Будемо вважати, що в точках розриву
розв’язок задачi (3.1) задовольняє умови неперервностi

u(xi − 0) = u(xi + 0), xk(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi−0

= xk(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi+0

∀xi ∈ ρ.

Розглянемо крайовi задачi
1

x

d

dx

[
xk(x)

dY 1
1 (x, u)

dx

]
= −f(x, Y 1

1 (x, u)), 0 < x < x1,

lim
x→0

xk(x)
dY 1

1 (x, u)

dx
= 0, Y 1

1 (x1, u) = u1,

(3.11)

1

x

d

dx

[
xk(x)

dY j
α (x, u)

dx

]
= −f(x, Y j

α (x, u)), xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj−2+α, u) = u(xj−2+α), Y j

α (xj−1+α, u) = u(xj−1+α),

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(3.12)

Лема 3.2 Нехай виконуються умови теореми 3.1, тодi задачi (3.11), (3.12)
мають єдиний розв’язок Y 1

1 (x, u), Y j
α (x, u), j = 3−α, 4−α, . . . , N +1−α, α =

1, 2, причому розв’язок задачi (3.1) зображається у виглядi

u(x) = Y 1
1 (x, u), x ∈ [0, x1],

u(x) = Y j
α (x, u), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(3.13)

Доведення. Крайовi задачi (3.11), (3.12) запишемо в еквiвалентнiй iнтегральнiй
формi

Y 1
1 (x, u) =

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, Y 1
1 (ξ, u))dξ + u1, x ∈ [0, x1],

Y j
α (x, u) =

xj−1+α∫
xj−2+α

G̃j−1+α(x, ξ)f(ξ, Y j
α (ξ, u))dξ + û(x),

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α], j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

û(x) =
u(xj)V

j
1 (x) + u(xj−1)V

j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

, x ∈ [xj−1, xj],

(3.14)
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де

V j
1 (x) =

x∫
xj−1

dt

tk(t)
, V j

2 (x) =

xj+1∫
x

dt

tk(t)
,

G̃1(x, ξ) =

{
ξV 0

2 (ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξV 0
2 (x), ξ 6 x 6 x1,

(3.15)

G̃j−1+α(x, ξ) =


V j−1+α

1 (x)V j−2+α
2 (ξ)ξ

V j−1+α
1 (xj−1+α)

, xj−2+α 6 x 6 ξ,

V j−1+α
1 (ξ)V j−2+α

2 (x)ξ

V j−1+α
1 (xj−1+α)

, ξ 6 x 6 xj−1+α.

(3.16)

При α = 1 з урахуванням (3.8), отримаємо

û(x) =
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2

+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
0

G(xj−1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2

 , x ∈ [xj−1, xj].

Оскiльки V j
1 (x) + V j−1

2 (x) = V j
1 (xj), то

û(x) =
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj−1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2, x ∈ [xj−1, xj].

Тодi рiвнiсть (3.14) при α = 1 запишемо у виглядi

Y 1
1 (x, u) =

R∫
0

G(x1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ +

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, Y 1
1 (ξ, u))dξ+

+ u(0)(x), x ∈ [0, x1],
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Y j
1 (x, u) =

V j
1 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj−1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

xj∫
xj−1

G̃j(x, ξ)f(ξ, Y j
1 (ξ, u))dξ + u(0)(x), x ∈ [xj−1, xj].

На пiдставi рiвностi Y j
2 (x, u) = Y j+1

1 (x, u) маємо

Y j
2 (x, u) =

V j+1
1 (x)

V j
2 (xj)

R∫
0

G(xj+1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j

2 (x)

V j
2 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

xj+1∫
xj

G̃j+1(x, ξ)f(ξ, Y j
2 (ξ, u))dξ + u(0)(x), x ∈ [xj, xj+1].

Таким чином, питання iснування та єдиностi розв’язку задач (3.11), (3.12)
еквiвалентне до аналогiчної проблеми для рiвнянь

U 1
1 (x) =F1

1(x, u, U
1
1 ) =

R∫
0

G(x1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, U 1
1 (ξ, u))dξ + u(0)(x), x ∈ [0, x1],

(3.17)
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U j
α(x) =Fjα(x, u, U j

α) =
V j−1+α

1 (x)

V j
α (xj)

R∫
0

G(xj−1+α, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j−2+α

2 (x)

V j
α (xj)

R∫
0

G(xj−2+α, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

xj−1+α∫
xj−2+α

G̃j−1+α(x, ξ)f(ξ, U j
α(ξ, u))dξ + u(0)(x),

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α], j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(3.18)

Покажемо, що оператори F1
1(x, u, U

1
1 ),Fj1(x, u, U

j
1 ) переводять вiдповiдно

множини Ω([0, x1], r), Ω([xj−1, xj], r) в себе. Нехай U 1
1 (x) ∈ Ω([0, x1], r), U

j
1 (x) ∈

Ω([xj−1, xj], r), тодi

∣∣∣F1
1(x, u, U

1
1 )− u(0)(x)

∣∣∣ 6 K


x1∫
x

ξV 0
2 (ξ)dξ + V 0

2 (x)

x∫
0

ξdξ+

+

R∫
x1

ξV (ξ)dξ + V (x1)

x1∫
0

ξdξ

 =

= K

[V 0
2 (x) + V (x1)

] x∫
0

ξdξ +

R∫
x

ξV (ξ)dξ+

+

x1∫
x

ξ
[
V 0

2 (ξ) + V (x1)− V (ξ)
]
dξ

 ,

∣∣∣Fj1(x, u, U j
1 )− u(0)(x)

∣∣∣ 6 K

V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj−1, ξ)dξ +

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)dξ +

xj∫
xj−1

G̃j(x, ξ)dξ

 =
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= K

V
j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
xj−1

ξV (ξ)dξ + V (xj−1)

xj−1∫
0

ξdξ

 +

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
xj

ξV (ξ)dξ + V (xj)

xj∫
0

ξdξ

+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

xj∫
x

V j−1
2 (ξ)ξdξ +

V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

x∫
xj−1

V j
1 (ξ)ξdξ

 =

= K

V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
x

ξV (ξ)dξ + V (xj−1)

x∫
0

ξdξ

 +

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
x

ξV (ξ)dξ + V (xj)

x∫
0

ξdξ

+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 xj∫
x

V j−1
2 (ξ)ξdξ + V (xj)

xj∫
x

ξdξ −
xj∫
x

ξV (ξ)dξ

+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

 x∫
xj−1

V j
1 (ξ)ξdξ − V (xj−1)

x∫
xj−1

ξdξ +

x∫
xj−1

ξV (ξ)dξ


 =

= K


[
V j−1

2 (x)V (xj−1) + V j
1 (x)V (xj)

V j
1 (xj)

] x∫
0

ξdξ +

+

R∫
x

ξV (ξ)dξ +
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

xj∫
x

[
V j−1

2 (ξ) + V (xj)− V (ξ)
]
ξdξ+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

x∫
xj−1

[
V j

1 (ξ)− V (xj−1) + V (ξ)
]
ξdξ

 .
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Враховуючи рiвностi

V j−1
2 (ξ) + V (xj)− V (ξ) =

xj∫
ξ

dt

tk(t)
+

R∫
xj

dt

tk(t)
−

R∫
ξ

dt

tk(t)
= 0,

V j
1 (ξ)− V (xj−1) + V (ξ) =

ξ∫
xj−1

dt

tk(t)
−

R∫
xj−1

dt

tk(t)
+

R∫
ξ

dt

tk(t)
= 0,

V j−1
2 (x)V (xj−1) + V j

1 (x)V (xj)

V j
1 (xj)

=

=
V j−1

2 (x)[V j
1 (x) + V (x)] + V j

1 (x)[V (x)− V j−1
2 (x)]

V j
1 (xj)

= V (x)

отримаємо

∣∣∣Fj1(x, u, U j
1 )− u(0)(x)

∣∣∣ 6 K

V (x)

x∫
0

ξdξ +

R∫
x

ξV (ξ)dξ

 =

= K

R∫
0

G(x, ξ)dξ, j = 1, 2, . . . , N.

Таким чином

‖Fj1(x, u, U
j
1 )−u(0)(x)‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

6

6
KR2

4c1
max (1, 2c1) = r, j = 1, 2, . . . , N,

тобто оператори F1
1(x, u, U

1
1 ),Fj1(x, u, U

j
1 ) переводять вiдповiдно множини

Ω([0, x1], r) i Ω([xj−1, xj], r) в себе.
Аналогiчно можна показати, що якщо U j

2 (x) ∈ Ω([xj, xj+1], r), то

‖Fj2(x, u, U
j
2 )− u(0)(x)‖∗1,∞,[xj ,xj+1] 6 r.

Крiм того, для ∀ U 1
1 (x), Ũ 1

1 (x) ∈ Ω([0, x1], r) i ∀ U j
α(x), Ũ j

α(x) ∈
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Ω([xj−2+α, xj−1+α], r) маємо оцiнки

‖F1
1(x, u, U

1
1 )− F1

1(x, u, Ũ
1
1 )‖∗1,∞,[0,x1] 6

6

x1∫
0

∥∥∥G̃1(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]

∣∣∣f(ξ, U 1
1 )− f(ξ, Ũ 1

1 )
∣∣∣ dξ 6

6 L‖U 1
1 − Ũ 1

1‖∗1,∞,[0,x1]

x1∫
0

∥∥∥G̃1(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
dξ, (3.19)

‖Fjα(x, u, U j
α)− Fjα(x, u, Ũ j

α)‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α] 6

6

xj−1+α∫
xj−2+α

∥∥∥G̃j−1+α(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

∣∣∣f(ξ, U j
α)− f(ξ, Ũ j

α)
∣∣∣ dξ 6

6 L‖U j
α − Ũ j

α‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

xj−1+α∫
xj−2+α

∥∥∥G̃j−1+α(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]
dξ. (3.20)

Оскiльки
x1∫

0

|G̃1(x, ξ)|dξ = V 0
2 (x)

x∫
0

ξdξ +

x1∫
x

ξV 0
2 (ξ)dξ =

= V 0
2 (x)

ξ2

2

∣∣∣∣x
0

+ V 0
2 (ξ)

ξ2

2

∣∣∣∣x1

x

+
1

2

x1∫
x

ξ2

ξk(ξ)
dξ =

=
1

2

x1∫
x

ξdξ

k(ξ)
6

1

2c1

x1∫
x

ξdξ =
x1

2 − x2

4c1
6
R2

4c1
,

x1∫
0

∣∣∣∣∣xk(x)
∂G̃1(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣∣ dξ =

x∫
0

ξdξ =
x2

2
6
R2

2
,
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xj−1+α∫
xj−2+α

∣∣∣G̃j−1+α(x, ξ)
∣∣∣ dξ =

V j−1+α
1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

xj−1+α∫
x

V j−2+α
2 (ξ)ξdξ+

+
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

x∫
xj−2+α

V j−1+α
1 (ξ)ξdξ =

=
V j−1+α

1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

V j−2+α
2 (ξ)

ξ2

2

∣∣∣∣xj−1+α

x

+

xj−1+α∫
x

ξ2

2

1

ξk(ξ)
dξ

+

+
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

V j−1+α
1 (ξ)

ξ2

2

∣∣∣∣x
xj−2+α

−
x∫

xj−2+α

ξ2

2

1

ξk(ξ)
dξ

 =

=
V j−1+α

1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

−V j−2+α
2 (x)

x2

2
+

1

2

xj−1+α∫
x

ξ

k(ξ)
dξ

+

+
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

V j−1+α
1 (x)

x2

2
− 1

2

x∫
xj−2+α

ξ

k(ξ)
dξ

 6

6
V j−1+α

1 (x)

2V j−1+α
1 (xj−1+α)c1

ξ2

2

∣∣∣∣xj−1+α

x

=
V j−1+α

1 (x)

4V j−1+α
1 (xj−1+α)c1

(x2
j−1+α − x2) 6

6
(R2 − x2)

4c1
6
R2

4c1
,

xj−1+α∫
xj−2+α

∣∣∣∣∣xk(x)
∂G̃j−1+α(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣∣ dξ =
1

V j−1+α
1 (xj−1+α)

xj−1+α∫
x

ξV j−2+α
2 (ξ)dξ+

+
1

V j−1+α
1 (xj−1+α)

x∫
xj−2+α

ξV j−1+α
1 (ξ)dξ 6

6
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

ξ2

2

∣∣∣∣xj−1+α

x

+
V j−1+α

1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

ξ2

2

∣∣∣∣x
xj−2+α

=

=
V j−2+α

2 (x)

2V j−1+α
1 (xj−1+α)

(x2
j−1+α − x2) +

V j−1+α
1 (x)

2V j−1+α
1 (xj−1+α)

(x2 − x2
j−2+α) 6
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6
V j−2+α

2 (x) + V j−1+α
1 (x)

2V j−1+α
1 (xj−1+α)

R2 =
R2

2
,

то
x1∫

0

‖G̃1(x, ξ)‖∗1,∞,[0,x1]dξ 6
R2

4c1
max(1, 2c1), (3.21)

xj−1+α∫
xj−2+α

‖G̃j−1+α(x, ξ)‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]dξ 6
R2

4c1
max(1, 2c1). (3.22)

Отже, згiдно з (3.19)—(3.22) отримаємо

‖F1
1(x, u, U

1
1 )− F1

1(x, u, Ũ
1
1 )‖∗1,∞,[0,x1] 6

6
LR2

4c1
max(1, 2c1)‖U 1

1 − Ũ 1
1‖∗1,∞,[0,x1] = q‖U 1

1 − Ũ 1
1‖∗1,∞,[0,x1],

‖Fjα(x, u, U j
α)−Fjα(x, u, Ũ j

α)‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α] 6

6
LR2

4c1
max(1, 2c1)‖U j

α − Ũ j
α‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α] =

= q‖U j
α − Ũ j

α‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α].

Тобто для операторiв (3.17), (3.18) в областях Ω([0, x1], r) i Ω([xj−2+α, xj−1+α], r)

вiдповiдно виконанi всi умови принципу стискувальних вiдображень, а тому за-
дачi (3.11), (3.12) мають єдиний розв’язок.

З того, що функцiї Y 1
1 (x, u), Y j

α (x, u), j = 3−α, 4−α, . . . , N+1−α, α = 1, 2 є
розв’язками задач (3.11), (3.12) i з однозначної розв’язностi цих задач випливає,
що якщо розв’язок задачi (3.1) iснує та єдиний, то цей розв’язок зображається
у виглядi (3.13), а умови (3.2)—(3.5) це гарантують. Лема доведена.

Теорема 3.3 Нехай виконуються умови теореми 3.1, тодi для задачi (3.1)
iснує точна триточкова рiзницева схема

ux,0 = −T̂ x0(f(ξ, u(ξ))), a2ux,1/(~1x1) = −T̂ x1(f(ξ, u(ξ))),

1

xj
(aux̄)x̂,j = −T̂ xj(f(ξ, u(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1, uN = µ2,

(3.23)
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тобто схема, розв’язок якої є проекцiєю на сiтку ω̂h розв’язку задачi (3.1), де

ux̄,j =
uj − uj−1

hj
, ux,j =

uj+1 − uj
hj+1

, ux̂,j =
uj+1 − uj

~j
, ~j =

hj + hj+1

2
,

aj = a(xj) =

[
1

hj
V j

1 (xj)

]−1

, j = 2, 3, . . . , N − 1, (3.24)

T̂ x0(w(ξ)) =− h−1
1 V 1

2 (x1)

x1∫
0

ξw(ξ)dξ + h−1
1

x1∫
0

ξV 1
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ x1(w(ξ)) =(~1x1)
−1

x1∫
0

ξw(ξ)dξ+

+
[
~1x1V

1
2 (x1)

]−1

x2∫
x1

ξV 1
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ xj(w(ξ)) =
[
~jxjV j

1 (xj)
]−1

xj∫
xj−1

ξV j
1 (ξ)w(ξ)dξ+

+
[
~jxjV j

2 (xj)
]−1

xj+1∫
xj

ξV j
2 (ξ)w(ξ)dξ,

V j
1 (x) =

x∫
xj−1

dt

tk(t)
, j = 2, 3, . . . , N − 1,

V j
2 (x) =

xj+1∫
x

dt

tk(t)
, j = 1, 2, . . . , N − 1,

функцiя u(x) в правiй частинi (3.23) визначається згiдно з формулою (3.13) i
залежить тiльки вiд u(xj), j = 0, 1, . . . , N.

Доведення. На iнтервалах (0, x2), (xj−1, xj+1), j = 2, 3, . . . , N − 1 вiдповiдно роз-
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глянемо такi крайовi задачi
1

x

d

dx

[
xk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (0, x2),

lim
x→0

xk(x)
du

dx
= 0, u(x2) = u2,

(3.25)

1

x

d

dx

[
xk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (xj−1, xj+1),

u(xj−1) = uj−1, u(xj+1) = uj+1.

(3.26)

Функцiї Грiна для задач (3.25),(3.26) вiдповiдно мають вигляд

G1(x, ξ) =

{
ξV 1

2 (ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξV 1
2 (x), ξ 6 x 6 x2,

Gj(x, ξ) =


V j

1 (x)V j
2 (ξ)ξ

V j
1 (xj+1)

, xj−1 6 x 6 ξ,

V j
1 (ξ)V j

2 (x)ξ

V j
1 (xj+1)

, ξ 6 x 6 xj+1,

j = 2, 3, . . . , N − 1.

Побудуємо точну триточкову рiзницеву схему. Для цього запишемо очеви-
днi iнтегральнi наслiдки (3.25), (3.26). Тодi будемо мати

x2∫
0

G1(x, ξ)
1

ξ

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ = −

x2∫
0

G1(x, ξ)f(ξ, u)dξ, (3.27)

xj+1∫
xj−1

Gj(x, ξ)
1

ξ

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ = −

xj+1∫
xj−1

Gj(x, ξ)f(ξ, u)dξ. (3.28)

Якщо iнтеграли, якi входять в лiвi частини (3.27), (3.28) проiнтегрувати за
частинами, то з урахуванням крайових умов (3.25), (3.26), отримаємо

x2∫
0

G1(x, ξ)
1

ξ

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ =

= V 1
2 (x)

x∫
0

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ +

x2∫
x

V 1
2 (ξ)

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ =
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= V 1
2 (x)xk(x)

du

dx
+ V 1

2 (ξ)ξk(ξ)
du

dξ

∣∣∣∣x2

x

+

x2∫
x

du

dξ
dξ =

= u(x2)− u(x),

xj+1∫
xj−1

Gj(x, ξ)
1

ξ

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ =

=
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

x∫
xj−1

ξV j
1 (ξ)

1

ξ

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

xj+1∫
x

ξV j
2 (ξ)

1

ξ

d

dξ

[
ξk(ξ)

du

dξ

]
dξ =

=
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

V j
1 (ξ)ξk(ξ)

du

dξ

∣∣∣∣x
xj−1

−
x∫

xj−1

du

dξ
dξ

+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

V j
2 (ξ)ξk(ξ)

du

dξ

∣∣∣∣xj+1

x

+

xj+1∫
x

du

dξ
dξ

 =

=
V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj+1)− u(x) +
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj−1).

Отже,

u(x2)− u(x) = −
x2∫
x

ξV 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ − V 1

2 (x)

x∫
0

ξf(ξ, u)dξ, (3.29)

V j
1 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj+1)− u(x) +
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj−1) =

= − V j
2 (x)

V j
1 (xj+1)

x∫
xj−1

ξV j
1 (ξ)f(ξ, u)dξ − V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

xj+1∫
x

ξV j
2 (ξ)f(ξ, u)dξ.

(3.30)
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Запишемо рiвнiсть (3.29) при x = x0 = 0 i x = x1

u2 − u0 = −
x2∫

0

ξV 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ,

u2 − u1 = −
x2∫
x1

ξV 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ − V 1

2 (x1)

x1∫
0

ξf(ξ, u)dξ. (3.31)

Вiд першої рiвностi вiднiмемо другу, тодi отримаємо

u1 − u0 = −
x1∫

0

ξV 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ + V 1

2 (x1)

x1∫
0

ξf(ξ, u)dξ.

Рiвнiсть (3.31) помножимо на
1

~1x1V 1
2 (x1)

, а (3.30) при x = xj на

V j
1 (xj+1)

~jxjV j
1 (xj)V

j
2 (xj)

. Звiдси отримаємо

u2 − u1

~1x1V 1
2 (x1)

= −T̂ x1(f(ξ, u(ξ))),

1

~jxj

[
uj+1 − uj
V j

2 (xj)
− uj − uj−1

V j
1 (xj)

]
=

= −T̂ xj(f(ξ, u(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1.

(3.32)

Тодi з урахуванням рiвностi V j
2 (xj) = V j+1

1 (xj+1) iз (3.32) випливає (3.23).
Введемо множину

Ω(ω̂h, r) =

{
(vj)

N
j=0 :

∥∥∥v − u(0)
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
6 r

}
,

де

‖v‖∗
1,∞,ω̂h

= max

{
‖v‖0,∞,ω̂−h

,

∥∥∥∥xk(x)
dv

dx

∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

}
, ω̂−h = x0 ∪ ω̂h,

‖v‖0,∞,ω̂−h = max
ξ∈ω̂−h
|v(ξ)|, ω̂+

h = ω̂h ∪ xN , ‖v‖0,∞,ω̂+
h

= max
ξ∈ω̂+

h

|v(ξ)|,

dv

dx

∣∣∣∣
x=xj

=
dY j

α (x, v)

dx

∣∣∣∣
x=xj

, ‖v‖0,∞,ω̂h = max
ξ∈ω̂h
|v(ξ)|.
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Iснування ТТРС (3.23) доведено в теоремi 3.3, а єдинiсть встановлює

Лема 3.4 Нехай виконуються умови теореми 3.1. Тодi iснує таке h0 > 0, що
при |h| 6 h0 ТТРС (3.23) буде мати єдиний розв’язок (uj)

N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r), який

може бути отриманий методом послiдовних наближень:

u
(n)
x,0 = −T̂ x0(f(ξ, u(n−1)(ξ))), a2u

(n)
x,1/(~1x1) = −T̂ x1(f(ξ, u(n−1)(ξ))),

1

xj
(au

(n)
x̄ )x̂,j = −T̂ xj(f(ξ, u(n−1)(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1, u

(n)
N = µ2,

(3.33)

u(n)(x) = Y 1
1 (x, u(n)), x ∈ [0, x1],

u(n)(x) = Y j
α (x, u(n)), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2, u(0)(x) = µ2

з оцiнкою похибки∥∥∥u(n) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
=

= max

∥∥∥u(n) − u
∥∥∥

0,∞,ω̂−h
,

∥∥∥∥∥xk(x)
du(n)

dx
− xk(x)

du

dx

∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

 6

6Mqn1 ,

(3.34)

де q1 = q +M1|h| < 1,M,M1 – сталi.

Доведення. Оскiльки схема (3.23) є точною, то її розв’язок для ∀x ∈ ω̂h можна
записати у виглядi

u(x) = Rh(x, (uj)
N
j=0) =

R∫
0

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + u(0)(x) =

=
N∑
j=1

xj∫
xj−1

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + u(0)(x),

(3.35)

де

u(ξ) = Y 1
1 (ξ, u), ξ ∈ [0, x1],

u(ξ) = Y j
α (ξ, u), ξ ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.
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Дослiдимо властивостi оператора Rh(x, (uj)
N
j=0). Оператор (3.35) перево-

дить множину Ω(ω̂h, r) в себе. Дiйсно, нехай (vj)
N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r), тодi отримаємо∥∥∥Rh(x, (vj)

N
j=0)− u(0)(x)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6 K

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,ω̂h dξ 6

6
KR2

4c1
max (1, 2c1) = r ∀(vj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r).

Крiм того, ∥∥Rh(x, (uj)
N
j=0)−Rh(x, (vj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |f(ξ, u(ξ))− f(ξ, v(ξ))| dξ 6

6 L

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |u(ξ)− v(ξ)| dξ 6

6 L‖u− v‖∗1,∞,[0,R]

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ 6

6
LR2

4c1
max (1, 2c1) ‖u− v‖∗1,∞,[0,R] =

= q‖u− v‖∗1,∞,[0,R] ∀(uj)Nj=0, (vj)
N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r). (3.36)

Покажемо, що
‖u− v‖∗1,∞,[0,R] 6 (1 +M |h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h . (3.37)

Для цього розглянемо крайовi задачi
1

x

d

dx

[
xk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), 0 < x < x1,

lim
x→0

xk(x)
du

dx
= 0, u(x1) = u1,

1

x

d

dx

[
xk(x)

du

dx

]
= −f(x, u), xj−1 < x < xj,

u(xj−1) = uj−1, u(xj) = uj, j = 2, 3, . . . , N,
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розв’язки яких запишемо у виглядi

u(x) =

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + u1, x ∈ [0, x1],

u(x) =

xj∫
xj−1

G̃j(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + û(x),

û(x) =
u(xj)V

j
1 (x) + u(xj−1)V

j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

, x ∈ [xj−1, xj], j = 2, 3, . . . , N,

де функцiї Грiна G̃1(x, ξ), G̃j(x, ξ) визначаються формулами (3.15), (3.16). В си-
лу умови Лiпшиця

‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] 6 |u1 − v1|+

+ L ‖u− v‖∗1,∞,[0,x1]

x1∫
0

∥∥∥G̃1(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
dξ 6

6 ‖u− v‖0,∞,ω̂−h
+M2|h| ‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] ,

‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
6 ‖û− v̂‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

+

+ L ‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

xj∫
xj−1

∥∥∥G̃j(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−1,xj ]
dξ 6

6 ‖û− v̂‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
+M3|h| ‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

, j = 2, 3, . . . , N.

Оскiльки

‖û− v̂‖0,∞,[xj−1,xj ]
= max

x∈[xj−1,xj ]

{
|uj − vj|V j

1 (x) + |uj−1 − vj−1|V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

}
6

6 ‖u− v‖0,∞,ω̂−h
, j = 2, 3, . . . , N,∥∥∥∥xk(x)

dû

dx
−xk(x)

dv̂

dx

∥∥∥∥
0,∞,[xj−1,xj ]

= max
x∈[xj−1,xj ]

hj |ux,j − vx,j|
V j

1 (xj)
6

6 (1 +M4|h|)
∥∥∥∥xk(x)

du

dx
− xk(x)

dv

dx

∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

, j = 2, 3, . . . , N,
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то отримаємо оцiнки

‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] 6 ‖u− v‖
∗
1,∞,ω̂h +M2|h| ‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] 6

6
1

1−M2|h|
‖u− v‖∗1,∞,ω̂h 6 (1 +M |h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h ,

‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
6 (1 +M4|h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h +M3|h| ‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

6

6
1 +M4|h|
1−M3|h|

‖u− v‖∗1,∞,ω̂h 6

6 (1 +M |h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h , j = 2, 3, . . . , N,

з яких випливає нерiвнiсть (3.37).
Враховуючи (3.37), з оцiнки (3.36) отримаємо∥∥Rh(x, (uj)

N
j=0)−Rh(x, (vj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6 (q +M1|h|)‖u− v‖∗1,∞,ω̂h =

= q1‖u− v‖∗1,∞,ω̂h.

Оскiльки на пiдставi (3.5) q1 = q + M1|h| < 1 при достатньо малому h0,
оператор (3.35) для ∀(uj)Nj=0, (vj)

N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r), то здiйснює стискувальне вiд-

ображення.
Таким чином, згiдно з принципом стискувальних вiдображень при доста-

тньо малому h0 ТТРС (3.23) має єдиний розв’язок, який може бути отриманий
методом послiдовних наближень (3.33) з оцiнкою похибки (3.34).

Iснування та єдинiсть розв’язку допомiжних задач Кошi доводяться в твер-
дженнi

Лема 3.5 Нехай виконується умова (3.2) та iснує стала ∆ > 0 така, що
умови (3.3), (3.4) справджуються в областi Ω([0, R], r + ∆). Тодi ∃h0 > 0, що
при |h| 6 h0 i ∀(vj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r) задачi

1

x

d

dx

[
xk(x)

dY 1
1 (x, v)

dx

]
= −f(x, Y 1

1 (x, v)), 0 < x < x1,

Y 1
1 (0, v) = v0, lim

x→0
xk(x)

dY 1
1 (x, v)

dx
= 0,

(3.38)
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1

x

d

dx

[
xk(x)

dY j
α (x, v)

dx

]
= −f(x, Y j

α (x, v)), xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α, v) = v(xj+(−1)α),

xk(x)
dY j

α (x, v)

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

= xk(x)
dv

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2

(3.39)

будуть мати єдиний розв’язок.

Доведення. Оскiльки задачi (3.38), (3.39) еквiвалентнi операторним рiвнянням

U 1
1 (x) = R1

1(x, v, U
1
1 ) =

=

x∫
0

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξf(ξ, U 1

1 (ξ))dξ + v0, x ∈ [0, x1],

U j
α(x) = Rj

α(x, v, U j
α) =

= (−1)α+1

x∫
xj+(−1)α

[
V j
α (ξ)− V j

α (x)
]
ξf(ξ, U j

α(ξ))dξ+

+ vj+(−1)α + (−1)α+1V j
α (x)xk(x)

dv

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

, x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

то дослiдимо властивостi операторiв R1
1(x, v, U

1
1 ), Rj

α(x, v, U j
α), j = 3 − α, 4 −

α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2. Врахуємо те, що

u(0)(x) = µ2 = u
(0)
0 = u

(0)
j+(−1)α, xk(x)

du(0)

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

= 0.

Зауважимо, що виконуються нерiвностi

V j
α (x)− V j

α (ξ) > 0, ∀ξ ∈ [xj+(−1)α, x], α = 1, 2.
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Нехай U 1
1 (x) ∈ Ω([0, x1], r + ∆), U j

α(x) ∈ Ω([xj−2+α, xj−1+α], r + ∆), тодi

∣∣∣R1
1(x, v, U

1
1 )− u(0)

∣∣∣ 6 r +K

x∫
0

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξdξ =

= r +K
[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

] ξ2

2

∣∣∣∣x
0

− K

2

x∫
0

ξdξ

k(ξ)
6 r,

∣∣∣∣∣xk(x)

(
∂R1

1(x, v, U
1
1 )

∂x
− du(0)

dx

)∣∣∣∣∣ 6 r +K

x∫
0

ξdξ 6 r +M4|h|,

∣∣∣Rj
α(x, v, U j

α)− u(0)
∣∣∣ 6

6 r +M |h|+ (−1)α+1K

x∫
xj+(−1)α

[
V j
α (x)− V j

α (ξ)
]
ξdξ =

= r +M |h| − (−1)α+1KV j
α (x)

x2
j+(−1)α

2
+
K

2

x∫
xj+(−1)α

ξdξ

k(ξ)
6

6 r +M5|h|,∣∣∣∣∣xk(x)

(
∂Rj

α(x, v, U j
α)

∂x
− du(0)

dx

)∣∣∣∣∣ 6 r + (−1)α+1K

x∫
xj+(−1)α

ξdξ 6 r +M6|h|.

Звiдси ∥∥∥R1
1(x, v, U

1
1 )− u(0)

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

6 r + ∆,∥∥∥Rj
α(x, v, U j

α)− u(0)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]
6 r + ∆,

тобто операториR1
1(x, v, U

1
1 ), Rj

α(x, v, U j
α), j = 3−α, 4−α, . . . , N+1−α, α = 1, 2

при достатньо малому |h| 6 h0, i ∀(vj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r) переводить вiдповiд-
но множини Ω([0, x1], r + ∆),Ω([xj−2+α, xj−1+α], r + ∆) в себе. Крiм того, для
∀ U 1

1 (x), Ũ 1
1 (x) ∈ Ω([0, x1], r + ∆), ∀ U j

α(x), Ũ j
α(x) ∈ Ω([xj−2+α, xj−1+α], r + ∆)
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маємо оцiнки∣∣∣R1
1(x, v, U

1
1 )−R1

1(x, v, Ũ
1
1 )
∣∣∣ 6

6 L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x∫
0

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξdξ =

= L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣
(V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

) ξ2

2

∣∣∣∣x
0

− 1

2

x∫
0

ξdξ

k(ξ)

 6

6 L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x2

4c1
6 q

∥∥∥U 1
1 − Ũ 1

1

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,

∣∣∣∣∣xk(x)

(
∂R1

1(x, v, U
1
1 )

∂x
− ∂R1

1(x, v, Ũ
1
1 )

∂x

)∣∣∣∣∣ 6 L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x∫
0

ξdξ =

= L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x2

2
6 q

∥∥∥U 1
1 − Ũ 1

1

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,∣∣∣Rj
α(x, v, U j

α)−Rj
α(x, v, Ũ j

α)
∣∣∣ 6

6 (−1)α+1L
∣∣∣U j

α − Ũ j
α

∣∣∣ x∫
xj+(−1)α

[
V j
α (x)− V j

α (ξ)
]
ξdξ =

= L
∣∣∣U j

α − Ũ j
α

∣∣∣
(−1)αV j

α (x)
x2
j+(−1)α

2
+

1

2

x∫
xj+(−1)α

ξdξ

k(ξ)

 6

6 (q +M |h|)
∥∥∥U j

α − Ũ j
α

∥∥∥∗
1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

,∣∣∣∣∣xk(x)

(
∂Rj

α(x, v, U j
α)

∂x
− ∂Rj

α(x, v, Ũ j
α)

∂x

)∣∣∣∣∣ 6
6 (−1)α+1L

∣∣∣U j
α − Ũ j

α

∣∣∣ x∫
xj+(−1)α

ξdξ =

= (−1)α+1L
∣∣∣U j

α − Ũ j
α

∣∣∣ x2 − x2
j+(−1)α

2
6 q

∥∥∥U j
α − Ũ j

α

∥∥∥∗
1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

,
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Отже, ∥∥∥R1
1(x, v, U

1
1 )−R1

1(x, v, Ũ
1
1 )
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
6 q

∥∥∥U 1
1 − Ũ 1

1

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,∥∥∥Rj
α(x, v, U j

α)−Rj
α(x, v, Ũ j

α)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]
6

6 (q +M |h|)
∥∥∥U j

α − Ũ j
α

∥∥∥∗
1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

.

В результатi приходимо до висновку, що операториR1
1(x, v, U

1
1 ),Rj

α(x, v, U j
α), j =

3−α, 4−α, . . . , N +1−α, α = 1, 2 при достатньо малому h0 здiйснюють стиску-
вальне вiдображення на Ω([0, x1], r + ∆), Ω([xj−2+α, xj−1+α], r + ∆) вiдповiдно.
Таким чином, для ∀(vj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r) задачi (3.38), (3.39) мають єдиний розв’я-
зок.

3.3 Алгоритмiчна реалiзацiя точної триточкової рiзницевої схеми

Насамперед врахуємо, що
x1∫

0

ξf(ξ, u)dξ = −x1Z
1
1(x1, u),

x1∫
0

ξV 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ = −x1V

1
2 (x1)Z

1
1(x1, u)− Y 1

1 (x1, u) + u0,

(−1)α+1

xj∫
xj+(−1)α

ξV j
α (ξ)f(ξ, u)dξ =(−1)αxjV

j
α (xj)Z

j
α(xj, u)+

+ Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α,

де Y 1
1 (x1, u), Z1

1(x1, u), Y j
α (xj, u), Zj

α(xj, u), α = 1, 2 —розв’язки задач Кошi

dY 1
1 (x, u)

dx
=
Z1

1(x, u)

k(x)
,

dZ1
1(x, u)

dx
= −f(x, Y 1

1 (x, u))− Z1
1(x, u)

x
, 0 < x < x1,

Y 1
1 (0, u) = u0, lim

x→0
Z1

1(x, u) = 0,

(3.40)
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dY j
α (x, u)

dx
=
Zj
α(x, u)

k(x)
,

dZj
α(x, u)

dx
= −f(x, Y j

α (x, u))− Zj
α(x, u)

x
, xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α, u) = uj+(−1)α, Zj

α(xj+(−1)α, u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

(3.41)

а V̄ j
α (x) = (−1)α+1V j

α (x) — розв’язки задач Кошi

dV̄ j
α (x)

dx
=

1

xk(x)
, xj−2+α < x < xj−1+α,

V̄ j
α (xj+(−1)α) = 0, j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

(3.42)

Тодi праву частину ТТРС (3.23) можна записати у виглядi

ϕ(x0, u) = T̂ x0(f(ξ, u(ξ))) =
u0 − Y 1

1 (x1, u)

h1
,

ϕ(x1, u) = T̂ x1(f(ξ, u(ξ))) =

=
1

~1

[
Z1

2(x1, u)− Z1
1(x1, u) +

Y 1
2 (x1, u)− u2

x1V 1
2 (x1)

]
,

ϕ(xj, u) = T̂ xj(f(ξ, u(ξ))) =

=
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Zj
α(xj, u) + (−1)α

Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

xjV
j
α (xj)

]
,

j = 2, 3, . . . , N − 1.

(3.43)

Отже, для побудови ТТРС (3.23), (3.24), (3.43) необхiдно для ∀xj ∈ ω̂h

розв’язати чотири задачi Кошi (3.40) або (3.41) i (3.42). Якщо задачi (3.40)–
(3.42) розв’язати чисельно, то отримаємо усiчену ТРС.

Задачi Кошi (3.40)–(3.42) будемо розв’язувати чисельно за допомогою будь-
яких однокрокових методiв (див., напр., [55])

Y
(m̄)1

1 (x1, u) = u0 + h1Φ̃1 (x0, u0, 0, h1) ,

Z
(m)1
1 (x1, u) = h1Φ̃2 (x0, u0, 0, h1) ,

(3.44)
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Y (m̄)j
α (xj, u) = uj+(−1)α+

+ (−1)α+1hj−1+αΦ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
,

Z(m)j
α (xj, u) = (ku

′
)j+(−1)α+

+ (−1)α+1hj−1+αΦ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
,

V̄ (m̄)j
α (xj) = (−1)α+1hj−1+αΦ3

(
xj+(−1)α, 0, (−1)α+1hj−1+α

)
,

j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

(3.45)

де Φ̃1(x, u, y, h), Φ̃2(x, u, y, h), Φ1(x, u, y, h), Φ2(x, u, y, h), Φ3(x, u, h) — фун-

кцiї приросту, (ku′)j+(−1)α = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

, Z
(m)1
1 (x1, u), Z(m)j

α (xj, u) апрокси-

мують вiдповiдно значення Z1
1(x1, u), Zj

α(xj, u) з порядком точностi m (m –
цiле додатне), Y (m̄)1

1 (x1, u), Y
(m̄)j
α (xj, u), V

(m̄)j
α (xj) апроксимують вiдповiдно

Y 1
1 (x1, u), Y j

α (xj, u), V j
α (xj) з порядком точностi m̄ = 2[(m + 1)/2] ([·] – цiла

частина). Якщо k(x) та права частина диференцiального рiвняння f(x, u) до-
статньо гладкi, то iснують розклади

Y 1
1 (x1, u) =Y

(m̄)1
1 (x1, u) + hm̄+1

1 ψ1
1(x0, u) +O(hm̄+2

1 ), (3.46)

Z1
1(x1, u) = Z

(m)1
1 (x1, u) + hm+1

1 ψ̃1
1(x0, u) +O(hm+2

1 ), (3.47)

Y j
α (xj, u) =Y (m̄)j

α (xj, u)+

+ [(−1)α+1hj−1+α]m̄+1ψjα(xj+(−1)α, u) +O(hm̄+2
j−1+α),

(3.48)

Zj
α(xj, u) =Z(m)j

α (xj, u)+

+ [(−1)α+1hj−1+α]m+1ψ̃jα(xj+(−1)α, u) +O(hm+2
j−1+α),

(3.49)

V̄ j
α (xj) = V̄ (m̄)j

α (xj) + [(−1)α+1hj−1+α]m̄+1ψ̄jα(xj+(−1)α) +O(hm̄+2
j−1+α). (3.50)

У випадку методу рядiв Тейлора

Φ̃1 (x0, u0, 0, h1) = −h1
f(x0, u0)

4k(x0)
−

−
m̄∑
p=3

hp−1
1

p!

p−2∑
j=0

(
p− 1

j

)
p− j − 1

p− j
dp−j−2f(x0, u0)

dxp−j−2

dj

dxj
1

k(x)

∣∣∣∣
x=x0

 ,
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Φ̃2 (x0, u0, 0, h1) = −1

2
f(x0, u0)−

m∑
p=2

hp−1
1

(p− 1)!(p+ 1)

dp−1f(x0, u0)

dxp−1
,

Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
=

=

[
1− (−1)α+1hj−1+α

2

(
1

xj+(−1)α
+
k
′

j+(−1)α

kj+(−1)α

)]
u′j+(−1)α−

− (−1)α+1hj−1+α

2

f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)

kj+(−1)α
+

+
m̄∑
p=3

[(−1)α+1hj−1+α]p−1

p!

dpY j
α (xj+(−1)α, u)

dxp
,

Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
=

= −f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)−
(ku′)j+(−1)α

xj+(−1)α
+

+
m∑
p=2

[(−1)α+1hj−1+α]p−1

p!

dpZj
α(xj+(−1)α, u)

dxp
,

Φ3

(
xj+(−1)α, 0, (−1)α+1hj−1+α

)
=

=
1

(xk)j+(−1)α
+

m̄∑
p=2

[(−1)α+1hj−1+α]p−1

p!

[
dp−1

dxp−1

1

xk(x)

]∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

.

Лема 3.6 Нехай k(x) ∈ Qm+1[0, R], iснує стала ∆ > 0 така, що

f(x, u) ∈
N
∪
j=1

Cm ([xj−1, xj]× Ω([0, R], r +4)) ,

i для чисельних методiв (3.45) iснують розклади (3.48)—(3.50), тодi справ-
джуються спiввiдношення

Y j
α (xj, u) =Y (m̄)j

α (xj, u)+

+ (−1)α+1hm̄+1
j−1+αψ

j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm̄+2

j−1+α),
(3.51)

Zj
α(xj, u) =Z(m)j

α (xj, u)+

+ [(−1)α+1hj−1+α]m+1ψ̃j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm+2

j−1+α),
(3.52)
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V j
α (xj) = V (m̄)j

α (xj) + hm̄+1
j−1+αψ̄

j−1+α
1 (xj+(−1)α) +O(hm̄+2

j−1+α), (3.53)

j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

Доведення. З того, що метод (3.45) має порядок точностi m̄ та виконуються
умови гладкостi для функцiй k(x) та f(x, u), випливає, що iснують розклади
(3.48)–(3.50) (див., напр., [55, c.168]). Згiдно з (3.48), (3.49)

Y j
1 (xj, u)− Y (m̄)j

1 (xj, u) = Y j
1 (xj, u)− u(xj − hj)−

− hjΦ1(xj − hj, u(xj − hj), ku′|x=xj−hj , hj) =

= hm̄+1
j ψj1(xj − hj, u) +O(hm̄+2

j ),

(3.54)

Zj
1(xj, u)− Z(m)j

1 (xj, u) = Zj
1(xj, u)− ku′|x=xj−hj −

− hjΦ2(xj − hj, u(xj − hj), ku′|x=xj−hj , hj) =

= hm+1
j ψ̃j1(xj − hj, u) +O(hm+2

j ).

(3.55)

Зазначимо, що

Y j
2 (xj, u)− Y (m̄)j

2 (xj, u) =

= Y j
2 (xj, u)− uj+1 + hj+1Φ1(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1),

Zj
2(xj, u)− Z(m)j

2 (xj, u) =

= Zj
2(xj, u)− (ku′)j+1 + hj+1Φ2(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1).

Пiдставимо в рiвностi (3.54), (3.55) замiсть hj величину −hj+1 i врахуємо, що
Y j

1 (xj, u) = Y j
2 (xj, u), Zj

1(xj, u) = Zj
2(xj, u), тодi отримаємо

Y j
2 (xj, u)− uj+1 + hj+1Φ1(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1) =

= −hm̄+1
j+1 ψ

j+1
1 (xj+1, u) +O(hm̄+2

j+1 ),

Zj
2(xj, u)− (ku′)j+1 + hj+1Φ2(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1) =

= (−1)m+1hm+1
j+1 ψ̃

j+1
1 (xj+1, u) +O(hm+2

j+1 ).

Звiдси випливають спiввiдношення (3.51), (3.52). Аналогiчно до (3.51) доводи-
ться рiвнiсть

V̄ j
α (xj) = V̄ (m̄)j

α (xj) + (−1)α+1hm̄+1
j−1+αψ̄

j−1+α
1 (xj+(−1)α) +O(hm̄+2

j−1+α),
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з якої з урахуванням того, що V̄ j
α (x) = (−1)α+1V j

α (x), випливає (3.53).
Замiсть ТТРС (3.23), (3.24), (3.43) можна тепер скористатися ТРС рангу

m̄ вигляду

y
(m̄)
x,0 = −ϕ(m̄)(x0, y

(m̄)), a
(m̄)
2 y

(m̄)
x,1 /(~1x1) = −ϕ(m̄)(x1, y

(m̄)),

1

xj

(
a(m̄)y

(m̄)
x̄

)
x̂,j

= −ϕ(m̄)(xj, y
(m̄)), j = 2, 3, . . . , N − 1, y

(m̄)
N = µ2,

(3.56)

де

a(m̄)(xj) =

[
1

hj
V

(m̄)j
1 (xj)

]−1

, ϕ(m̄)(x0, u) =
1

h1

(
u0 − Y (m̄)1

1 (x1, u)
)
,

ϕ(m̄)(x1, u) =
1

~1

[
Z

(m)1
2 (x1, u)− Z(m)1

1 (x1, u) +
Y

(m̄)1
2 (x1, u)− u2

x1V
(m̄)1

2 (x1)

]
,

ϕ(m̄)(xj, u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(m)j
α (xj, u) + (−1)α

Y
(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

xjV
(m̄)j
α (xj)

]
.

Для доведення iснування та єдиностi розв’язку ТРС (3.56), а також для
встановлення її точностi необхiдна

Лема 3.7 Нехай задовольняються умови леми 3.6; тодi будуть виконуватися
оцiнки ∣∣∣a(m̄)(xj)− a(xj)

∣∣∣ 6M |h|m̄, (3.57)

ϕ(m̄)(x0, u)− ϕ(x0, u) = hm̄1 ψ
1
1(x0, u) +O(hm̄+1

1 ), (3.58)

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=

{
hm+1
j

[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x, u)xk(x)

du

dx

)
− ψ̃j1(x, u)

]
x=xj+0

}
x̂

+

+O

(
hm+2
j + hm+2

j+1

~j

)
, j = 1, 2, . . . , N − 1,

(3.59)
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якщо m непарне,

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=

{
hmj

[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x, u)xk(x)

du

dx

)]
x=xj+0

}
x̂

+

+O

(
hm+1
j + hm+1

j+1

~j

)
, j = 1, 2, . . . , N − 1,

(3.60)

якщо m парне; крiм того∣∣∣ϕ(m̄)(x0, u)
∣∣∣ 6M |h|,∣∣∣ϕ(m̄)(xj, u)
∣∣∣ 6 K +M |h| ∀u ∈ Ω(ω̂h, r +4), j = 1, 2, . . . , N − 1,

(3.61)

∣∣∣ϕ(m̄)(x0, u)− ϕ(m̄)(x0, v)
∣∣∣ 6M |h|‖u− v‖∗

1,∞,ω̂h
,∣∣∣ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, v)

∣∣∣ 6
6 (L+M |h|)‖u− v‖∗

1,∞,ω̂h
∀u, v ∈ Ω(ω̂h, r +4), j = 1, 2, . . . , N − 1.

(3.62)

Тут i надалi через M позначатимемо рiзнi сталi, що не залежать вiд |h|,
якщо це не буде спричиняти непорозумiння.

Доведення. Нерiвнiсть (3.57) випливає з (3.53), а спiввiдношення (3.58) — з
(3.46). Дiйсно,

a(m̄)(xj)− a(xj) =
hj[V

j
1 (xj)− V (m̄)j

1 (xj)]

V j
1 (xj)V

(m̄)j
1 (xj)

= O(hm̄j ),

ϕ(m̄)(x0, u)− ϕ(x0, u) =
1

h1

(
Y 1

1 (x1, u)− Y (m̄)1
1 (x1, u)

)
=

= hm̄1 ψ
1
1(x0, u) +O(hm̄+1

1 ).

(3.63)

Доведемо (3.59), (3.60). Зауважимо, що

ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(x1, u) =
1

~1

[
2∑

α=1

(−1)α
(
Z(m)1
α (x1, u)− Z1

α(x1, u)
)

+

+
1

x1

(
Y

(m̄)1
2 (x1, u)− u2

V
(m̄)1

2 (x1)
− Y 1

2 (x1, u)− u2

V 1
2 (x1)

)]
,

(3.64)
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ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α
[
Z(m)j
α (xj, u)− Zj

α(xj, u) +

+
(−1)α

xj

(
Y

(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V
(m̄)j
α (xj)

−
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

)]
.

(3.65)

З леми 3.6 та рiвностi

Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α = (−1)αhj−1+α

du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

+O(h2
j−1+α)

маємо
Z

(m)1
1 (x1, u)− Z1

1(x1, u) = −hm+1
1 ψ̃1

1(x0, u) +O(hm+2
1 ),

Z(m)j
α (xj, u)−Zj

α(xj, u) = −[(−1)α+1hj−1+α]m+1ψ̃j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm+2

j−1+α),

Y
(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V
(m̄)j
α (xj)

−
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

=

=
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α − (−1)α+1hm̄+1

j−1+αψ
j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm̄+2

j−1+α)

V j
α (xj)− hm̄+1

j−1+αψ̄
j−1+α
1 (xj+(−1)α) +O(hm̄+2

j−1+α)
−

−
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

= −
(−1)α+1hm̄+1

j−1+αψ
j−1+α
1 (xj+(−1)α, u)

V j
α (xj)

+

+

(−1)α+1hm̄+2
j−1+αψ̄

j−1+α
1 (xj+(−1)α)

du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α[

V j
α (xj)

]2 +O(hm̄+1
j−1+α). (3.66)

З урахуванням (3.66) та спiввiдношення

V j
α (xj) =

hj−1+α

(xk)j+(−1)α
+O(h2

j−1+α),
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рiвностi (3.64), (3.65) за непарних m зводяться до

ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(x1, u) =

=
1

~1

{
1

x1

[
hm+1

2 x2k2ψ
2
1(x2, u)− hm+1

1 x0k0ψ
1
1(x0, u)−

−hm+1
2 x2k2ψ̄

2
1(x2)(xku

′)2 + hm+1
1 x0k0ψ̄

1
1(x0)(xku

′)0

]
−

− hm+1
2 ψ̃2

1(x2, u) + hm+1
1 ψ̃1

1(x0, u)
}

+O

(
hm+2

1 + hm+2
2

~1

)
,

(3.67)

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=
1

~j

{
1

xj

[
hm+1
j+1 kj+1ψ

j+1
1 (xj+1, u)− hm+1

j kj−1ψ
j
1(xj−1, u)−

−hm+1
j+1 kj+1ψ̄

j+1
1 (xj+1)(xku

′)j+1 + hm+1
j kj−1ψ̄

j
1(xj−1)(xku

′)j−1

]
−

− hm+1
j+1 ψ̃

j+1
1 (xj+1, u) +hm+1

j ψ̃j1(xj−1, u)
}

+O

(
hm+2
j + hm+2

j+1

~j

)
,

(3.68)

а за парних m – до виразiв

ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(x1, u) =
1

x1~1

[
hm2 x2k2ψ

2
1(x2, u)− hm1 x0k0ψ

1
1(x0, u)−

−hm2 x2k2ψ̄
2
1(x2)(xku

′)2 + hm1 x0k0ψ̄
1
1(x0)(xku

′)0

]
+

+O

(
hm+1

1 + hm+1
2

~1

)
, (3.69)

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =
1

xj~j

[
hmj+1kj+1ψ

j+1
1 (xj+1, u)− hmj kj−1ψ

j
1(xj−1, u) −

− hmj+1kj+1ψ̄
j+1
1 (xj+1)(xku

′)j+1 +hmj kj−1ψ̄
j
1(xj−1)(xku

′)j−1

]
+

+O

(
hm+1
j + hm+1

j+1

~j

)
. (3.70)

Оскiльки

kj−1ψ
j
1(xj−1, u) = kjψ

j
1(xj, u) +O(hj), ψ̃

j
1(xj−1, u) = ψ̃j1(xj, u) +O(hj),

kj−1ψ̄
j
1(xj−1)(xku

′)j−1 = kjψ̄
j
1(xj)(xku

′)j +O(hj),
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то з урахуванням xj = xj+(−1)α + (−1)α+1hj−1+α iз (3.67)—(3.70) випливають
оцiнки (3.59), (3.60).

Доведемо нерiвностi (3.61), (3.62). Iз (3.44), (3.45) випливають спiввiдноше-
ння

Φ̃1(x, u, 0, 0) = 0,
∂Φ̃1(x, u, 0, 0)

∂h
= −f(x, u)

4k(x)
, Φ̃2(x, u, 0, 0) = −f(x, u)

2
,

Φ1(x, u, y, 0) =
y

k(x)
,
∂Φ1(x, u, y, 0)

∂h
= −1

2

(
f(x, u)

k(x)
+

y

k(x)x
+
yk′(x)

k2(x)

)
,

Φ2(x, u, y, 0) = −f(x, u)− y

x
, Φ3(x, 0, 0) =

1

xk(x)
,

∂Φ3(x, 0, 0)

∂h
= − 1

2xk(x)

(
1

x
+
k′(x)

k(x)

)
.

Отже, справджуються рiвностi

Y
(m̄)1

1 (x1, u) = u0 + h1Φ̃1 (x0, u0, 0, 0) + h2
1

∂Φ̃1 (x0, u0, 0, 0)

∂h
+

+
h3

1

2

∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2
=

= u0 − h2
1

f(x0, u0)

4k0
+
h3

1

2

∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2
,

Z
(m)1
1 (x1, u) =h1Φ̃2 (x0, u0, 0, 0) + h2

1

∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

˜̃
h
)

∂h
=

=− h1
f(x0, u0)

2
+ h2

1

∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

ˆ̃h
)

∂h
,

Y (m̄)j
α (xj, u) =

= uj+(−1)α + (−1)α+1hj−1+α

[
1− (−1)α+1hj−1+α

2

(
1

xj+(−1)α
+

+
k′j+(−1)α

kj+(−1)α

)]
u′j+(−1)α −

h2
j−1+α

2

f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)

kj+(−1)α
+

+ (−1)α+1
h3
j−1+α

2

∂2Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, h̄

)
∂h2

,
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Z(m)j
α (xj, u) =

(
1− (−1)α+1hj−1+α

xj+(−1)α

)
(ku′)j+(−1)α−

− (−1)α+1hj−1+αf(xj+(−1)α, uj+(−1)α)+

+ h2
j−1+α

∂Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, h̃

)
∂h

,

V (m̄)j
α (xj) =

hj−1+α

(xk)j+(−1)α

(
1− (−1)α+1hj−1+α

2

(
1

xj+(−1)α
+
k′j+(−1)α

kj+(−1)α

))
+

+ h3
j−1+α

∂2Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̆

)
∂h2

=

=
hj−1+α

(xk)j+(−1)α
+ (−1)α+1h2

j−1+α

∂Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̆

)
∂h

.

Звiдси

ϕ(m̄)(x0, u) =
1

h1

(
y

(m̄)
0 − Y (m̄)1

1 (x1, u)
)

=

=
1

h1

h2
1

f(x0, u0)

4k0
+
h3

1

2

∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2

 =

= h1
f(x0, u0)

4k0
+O(h2

1),

(3.71)

ϕ(m̄)(x1, u) =

=
1

~1

[
Z

(m)1
2 (x1, u)− Z(m)1

1 (x1, u) +
Y

(m̄)1
2 (x1, u)− u2

x1V
(m̄)1

2 (x1)

]
=
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=
1

~1

{
h1

2
f(x0, u0) +

[
1− 1

x1V
(m̄)1

2 (x1)

h2

2k2

]
h2f(x2, u2) +

+

[
1 +

h2

x2
− h2

x1V
(m̄)1

2 (x1)

(
1

k2
+
h2

2

(
k′2
k2

2

+
1

(xk)2

))]
(ku′)2−

− h2
1

∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

ˆ̃h
)

∂h
+ h2

2

∂Φ2

(
x2, u2, (ku

′)2, h̃
)

∂h
−

− h3
2

2x1V
(m̄)1

2 (x1)

∂2Φ1

(
x2, u2, (ku

′)2, h̄
)

∂h2

}
=

=
1

~1

(
h1

2
f(x0, u0) +

h2

2
f(x2, u2)

)
+O

(
h2

1 + h2
2

~1

)
, (3.72)

ϕ(m̄)(xj, u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(m)j
α (xj, u) + (−1)α

Y
(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

xjV
(m̄)j
α (xj)

]
=

=
1

~j

2∑
α=1

{[
1− 1

xjV
(m̄)j
α (xj)

hj−1+α

2kj+(−1)α

]
hj−1+αf(xj+(−1)α, uj+(−1)α) +

+ (−1)α

[
1− (−1)α+1hj−1+α

xj+(−1)α
− hj−1+α

xjV
(m̄)j
α (xj)

×

×
(

1

kj+(−1)α
− (−1)α+1hj−1+α

2

(
k′j+(−1)α

k2
j+(−1)α

+
1

(xk)j+(−1)α

))]
(ku′)j+(−1)α+

+ (−1)αh2
j−1+α

∂Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̃
)

∂h
+

+
(−1)α+1h3

j−1+α

2xjV
(m̄)j
α (xj)

∂2Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̄
)

∂h2

}
=

=
1

~j

2∑
α=1

hj−1+α

2
f(xj+(−1)α, uj+(−1)α) +O

(
h2
j + h2

j+1

~j

)
. (3.73)

Тодi ∣∣∣ϕ(m̄)(x0, u)
∣∣∣ 6M |h|, |ϕ(m̄)(xj, u)| 6 K +M |h|.
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Доведемо оцiнку (3.62). Оскiльки

|ϕ(m̄)(x0, u)−ϕ(m̄)(x0, v)| 6 h1

4k0
|f(x0, u0)− f(x0, v0)|+

+
h2

1

2

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2
−
∂2Φ̃1

(
x0, v0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2

∣∣∣∣∣∣ ,
|ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(m̄)(x1, v)| 6

6
1

~1

[
h1

2
|f(x0, u0)− f(x0, v0)|+

+
h2

2
|f(x2, u2)− f(x2, v2)|

1 +
h2

2

|V (m̄)1
2 (x1)|

∣∣∣∣∣∣
∂Φ3

(
x2, 0, h̆

)
∂h

∣∣∣∣∣∣
+

+
h3

2

2x2|V (m̄)1
2 (x1)|

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ3

(
x2, 0, ĥ

)
∂h2

∣∣∣∣∣∣ ‖xku′ − xkv′‖0,∞,ω̂+
h
+

+ h2
1

∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

ˆ̃h
)

∂h
−
∂Φ̃2

(
x0, v0, 0,

ˆ̃h
)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣+
+ h2

2

∣∣∣∣∣∣
∂Φ2

(
x2, u2, (ku

′)2, h̃
)

∂h
−
∂Φ2

(
x2, v2, (kv

′)2, h̃
)

∂h

∣∣∣∣∣∣+
+

h3
2

2x1|V (m̄)1
2 (x1)|

∣∣∣∣∣∂2Φ1

(
x2, u2, (ku

′)2, h̄
)

∂h2
−
∂2Φ1

(
x2, v2, (kv

′)2, h̄
)

∂h2

∣∣∣∣∣
]
,

|ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, v)| 6

6
1

~j

2∑
α=1

{
hj−1+α

2
|f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)− f(xj+(−1)α, vj+(−1)α)| ×

×

1 +
h2
j−1+α

|V (m̄)j
α (xj)|

∣∣∣∣∣∣
∂Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̆

)
∂h

∣∣∣∣∣∣
+
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+
h3
j−1+α

2xj|V (m̄)j
α (xj)|

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̃

)
∂h2

∣∣∣∣∣∣ ‖xku′ − xkv′‖0,∞,ω̂+
h
+

+
h3
j−1+α

2xj|V (m̄)j
α (xj)|

∣∣∣∣∣∂2Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̄
)

∂h2
−

−
∂2Φ1

(
xj+(−1)α, vj+(−1)α, (kv

′)j+(−1)α, h̄
)

∂h2

∣∣∣∣∣+
+ h2

j−1+α

∣∣∣∣∣∣
∂Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̃
)

∂h
−

−
∂Φ2

(
xj+(−1)α, vj+(−1)α, (kv

′)j+(−1)α, h̃
)

∂h

∣∣∣∣∣∣
 ,

то за формулою скiнченних приростiв знайдуться û, ŷ, ū, ȳ, ũ, ỹ такi, що

|ϕ(m̄)(x0, u)−ϕ(m̄)(x0, v)| 6M |h|‖u− v‖0,∞,ω̂−h ,

|ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(m̄)(x1, v)| 6
6 (L+M |h|)‖u− v‖0,∞,ω̂−h +M |h|2‖xku′ − xkv′‖0,∞,ω̂+

h
+

+M |h|


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ̃2

(
x0, û, 0, ĥ

)
∂h∂u

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
x2, ũ, (ku

′
)2, h̃

)
∂h∂u

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
x2, ū, (ku

′
)2, h̄

)
∂h2∂u

∣∣∣∣∣
]
‖u− v‖0,∞,ω̂−h

}
+

+M |h|


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ̃2

(
x0, u0, ŷ, ĥ

)
∂h∂y

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
x2, u2, ỹ, h̃

)
∂h∂y

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
x2, u2, ȳ, h̄

)
∂h2∂y

∣∣∣∣∣
]
‖xku′ − xkv′‖0,∞,ω̂+

h

}
,
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|ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, v)| 6
6 (L+M |h|)‖u− v‖0,∞,ω̂−h +M |h|2‖xku′ − xkv′‖0,∞,ω̂+

h
+

+M |h|
2∑

α=1


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
xj+(−1)α, ũ, (ku

′
)j+(−1)α, h̃

)
∂h∂u

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
xj+(−1)α, ū, (ku

′
)j+(−1)α, h̄

)
∂h2∂u

∣∣∣∣∣
]
‖u− v‖0,∞,ω̂−h

}
+

+M |h|
2∑

α=1


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, ỹ, h̃

)
∂h∂y

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, ȳ, h̄

)
∂h2∂y

∣∣∣∣∣
]
‖xku′ − xkv′‖0,∞,ω̂+

h

}
.

Звiдси отримаємо оцiнку (3.62).
На основi попереднього твердження доводиться

Теорема 3.8 Нехай виконуються умови (3.2)—(3.5), леми 3.6, тодi ∃h0 > 0

таке, що при |h| 6 h0 ТРС (3.56) має єдиний розв’язок, точнiсть якого хара-
ктеризується оцiнкою

∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
= max

∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥

0,∞,ω̂−h
,

∥∥∥∥∥xkdy(m̄)

dx
− xkdu

dx

∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

 6

6M |h|m̄,

де [
xk
dy(m̄)

dx

]
x=x1

= x1Z
(m)1
1 (x1, y

(m̄)),

[
xk
dy(m̄)

dx

]
x=xj

=xjZ
(m)j
1

(
xj, y

(m̄)
)

+

+
y

(m̄)
j − Y (m̄)j

1

(
xj, y

(m̄)
)

V
(m̄)j

1 (xj)
, j = 2, 3, ..., N.
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Доведення. Покажемо, що за умов теореми ТРС рангу m̄ (3.56) має єдиний
розв’язок y(m̄)(x), x ∈ ω̂h. Використаємо принцип стискувальних вiдображень
(див., напр., [54]). Розглянемо операторне рiвняння

y(m̄)(x) = Rh(x, (y
(m̄)
j )Nj=0) =

∑
ξ∈ω̂h

~(ξ)G(m̄)(x, ξ)ϕ(m̄)
(
ξ, y(m̄)(ξ)

)
+ µ2+

+ h1ϕ
(m̄)
(
x0, y

(m̄)(x0)
)
δi,0,

(3.74)

де δi,j – символ Кронеккера, G(m̄)(x, ξ) – функцiя Грiна задачi (3.56) вигляду
(див., напр., [44, c.184])

G(m̄)(x, ξ) =

{
ξV (m̄)(ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξV (m̄)(x), ξ 6 x 6 R,

V (m̄)(xj) =
N∑

k=j+1

hk
a(m̄)(xk)

=
N∑

k=j+1

V
(m̄)k

1 (xk).

Зауважимо, що [
xk
dy(m̄)

dx

]
x=x1

= O
(
|h|2
)
,

[
xk
dy(m̄)

dx

]
x=xj

= a(m̄)(xj)y
(m̄)
x̄,j +O (|h|) , j = 2, 3, ..., N.

Використовуючи формулу сумування за частинами (див., напр., [46, c.233]),
отримаємо

N−1∑
j=1

G(m̄)(xi, xj)~j = V (m̄)(xi)
i∑

j=1

xj~j +
N−1∑
j=i+1

V (m̄)(xj)xj~j =

=
1

2
V (m̄)(xi)xi+1xi +

1

2

N−1∑
j=i+1

V (m̄)(xj)(xjxj−1)x̂,j~j =

= −1

2

N∑
j=i+1

(
V (m̄)(xj)− V (m̄)(xj−1)

)
xjxj−1 =
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=
1

2

N∑
j=i+1

V
(m̄)j

1 (xj)xjxj−1 6
1

2c1

N∑
j=i+1

xjhj 6

6
1

4c1

N∑
j=i+1

(
x2
j + h2

j

)
6
R2

4c1
+M |h|, (3.75)

∣∣∣a(m̄)(xi)
∣∣∣N−1∑
j=1

∣∣∣∣(G(m̄)(xi, xj)
)
x̄,i

∣∣∣∣ ~j =
hi

∣∣∣V (m̄)
x̄,i (xi)

∣∣∣∣∣∣V (m̄)i
1 (xi)

∣∣∣
i−1∑
j=1

xj~j =

=
i−1∑
j=1

xj~j =
1

2
xixi−1 6

R2

2
.

(3.76)

Отже,∥∥∥Rh(x, (uj)
N
j=0)− u(0)(x)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 max

{
R2

4c1
+M |h|, R

2

2

}
(K +M |h|) =

KR2

4c1
max(1, 2c1) +M |h| =

= r +M |h| 6 r + ∆ ∀(uj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r + ∆), (3.77)

тобто оператор Rh(x, (uj)
N
j=0) переводить Ω(ω̂h, r + ∆) в себе.

Крiм того, враховуючи нерiвностi (3.62)∥∥Rh(x, (uj)
N
j=0)−Rh(x, (vj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 max

{
R2

4c1
+M |h|, R

2

2

}
max

j=1,N−1

∣∣∣ϕ(m̄) (xj, u)− ϕ(m̄) (xj, v)
∣∣∣+

+ h1

∣∣∣ϕ(m̄) (x0, u)− ϕ(m̄) (x0, v)
∣∣∣ 6

6

(
LR2

4c1
max(1, 2c1) +M2|h|

)
‖u− v‖∗

1,∞,ω̂h
=

= q2‖u− v‖∗1,∞,ω̂h∀(uj)
N
j=0, (vj)

N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r + ∆). (3.78)

Якщо вибрати h0 таким, що q2 = q +M2|h| < 1, то вiдображення Rh(x, (uj)
N
j=0)

стискувальне.
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Для похибки z(x) = y(m̄) − u(x), x ∈ ω̂h отримаємо задачу

zx,0 = ϕ(x0, u)− ϕ(m̄)(x0, y
(m̄)),

a
(m̄)
2 zx,1/(~1x1) = ϕ(x1, u)− ϕ(m̄)(x1, y

(m̄)) +
(
a2 − a(m̄)

2

)
ux,1/(~1x1),

1

xj
(a(m̄)zx̄)x̂,j = ϕ(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, y

(m̄)) +
1

xj

[(
a− a(m̄)

)
ux̄
]
x̂,j
,

j = 2, 3, . . . , N − 1, zN = 0,

розв’язок якої за допомогою функцiї Грiна можна записати у виглядi

zi =
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ (xj, u)

]
+

+
N−1∑
j=2

~j
1

xj
G(m̄)(xi, xj)

[(
a(m̄)(xj)− a(xj)

)
ux̄,j
]
x̂,j

+

+
1

x1
G(m̄)(xi, x1)

(
a

(m̄)
2 − a2

)
ux,1+

+ h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ (x0, u)

}
δi,0 =

=
N∑
j=2

hj

[
1

xj
G(m̄)(xi, xj)

]
x̄,j

[
a(xj)− a(m̄)(xj)

]
ux̄,j+

+
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ (xj, u)

]
+

+ h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ (x0, u)

}
δi,0.

Для непарного m з урахуванням (3.58)—(3.59), з (3.79) отримаємо

zi =
N∑
j=2

hj

{
1

xj
G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j

[
a(xj)− a(m̄)(xj)

]
ux̄,j−

−
N∑
j=1

hm+2
j

{
G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j
×

×
[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x)xk(x)

du

dx

)
− ψ̃j1(x, u)

]
x=xj+0

+
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+
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (xj, u)

]
+

+ h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (x0, u)

}
δi,0 +O(|h|m+1).

Тодi

|zi| 6
(

1

c1xi
+M |h|

)
‖a− a(m+1)‖0,1,ω̂+

h \x1
‖ux̄‖0,∞,ω̂+

h
+M |h|m+1+

+ q2‖z‖∗1,∞,ω̂h 6M |h|m+1 + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h.

Якщо m – парне, то, враховуючи (3.58), (3.60), рiвнiсть (3.79) запишемо у ви-
глядi

zi =
N∑
j=2

hj

{
1

xj
G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j

[
a(xj)− a(m̄)(xj)

]
ux̄,j−

−
N∑
j=1

hm+1
j

{
G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j

[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x)xk(x)

du

dx

)]
x=xj+0

+

+
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (xj, u)

]
+

+h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (x0, u)

}
δi,0 +O(|h|m).

Звiдси

|zi| 6
(

1

c1xi
+M |h|

)
‖a− a(m)‖0,1,ω̂+

h \x1
‖ux̄‖0,∞,ω̂+

h
+M |h|m + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h 6

6M |h|m + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h.

Отже,
|zi| 6M |h|m + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h.

Враховуючи рiвнiсть y(m̄)
j = Y j

1 (xj, y
(m̄)
j ) (див. лему 3.2), отримаємо∣∣∣∣∣

[
xk
dz

dx

]
x=x1

∣∣∣∣∣ 6x1

∣∣∣Z(m)1
1 (x1, y

(m̄))− Z1
1(x1, y

(m̄))
∣∣∣+

+
∣∣∣x1Z

1
1(x1, y

(m̄))− x1Z
1
1(x1, u)

∣∣∣ ,
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∣∣∣∣∣
[
xk
dz

dx

]
x=xj

∣∣∣∣∣ 6 xj

∣∣∣Z(m)j
1 (xj, y

(m̄))− Zj
1(xj, y

(m̄))
∣∣∣+

+
∣∣∣xjZj

1(xj, y
(m̄))− xjZj

1 (xj, u)
∣∣∣+

+
1∣∣∣V (m̄)j

1 (xj)
∣∣∣
∣∣∣Y j

1 (xj, y
(m̄))− Y (m̄)j

1 (xj, y
(m̄))

∣∣∣ , j = 2, 3, ..., N.

Зауважимо, що розв’язок ТТРС (3.23) можна записати у виглядi

u(x) = Rh(x, (uj)
N
j=0) =

N∑
j=1

xj∫
xj−1

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2, (3.79)

де G(x, ξ) — функцiя Грiна задачi (3.1), функцiя u(x) в правiй частинi(3.79)
визначається формулою

u(x) = Y j
1 (x, u), x ∈ [xj−1, xj], j = 1, 2, ..., N.

Оскiльки згiдно з лемою 3.4 оператор Rh(x, (uj)
N
j=0) є стискувальний, то∣∣∣xjZj

1(xj, y
(m̄))− xjZj

1 (xj, u)
∣∣∣ 6

6
∥∥Rh(x, (y

m̄
j )Nj=0)−Rh(x, (uj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 (q +M1|h|)‖y(m̄) − u‖∗
1,∞,ω̂h

= q1‖y(m̄) − u‖∗
1,∞,ω̂h

, j = 1, 2, ..., N.

Тодi ∣∣∣∣∣
[
xk
dz

dx

]
x=xj

∣∣∣∣∣ 6M |h|m̄ + q1‖z‖∗1,∞,ω̂h, j = 1, 2, ..., N.

Отже,

‖z‖∗
1,∞,ω̂h

6
M |h|m̄

1−max(q1, q2)
,

з якої в силу того, що max(q1, q2) < 1 при |h| 6 h0 випливає

‖z‖∗
1,∞,ω̂h

6M |h|m̄.

Теорема доведена.
Розв’язок нелiнiйної ТРС (3.56) може бути знайдено методом послiдовних

наближень.
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Теорема 3.9 Нехай виконуються умови теореми 3.8, тодi розв’язок задачi
(3.56) може бути знайдено за допомогою методу послiдовних наближень

y
(m̄,n)
x,0 = −ϕ(m̄)(x0, y

(m̄,n−1)), a
(m̄)
2 y

(m̄,n)
x,1 /(~1x1) = −ϕ(m̄)(x1, y

(m̄,n−1)),

1

xj

(
a(m̄)y

(m̄,n)
x̄

)
x̂,j

= −ϕ(m̄)(xj, y
(m̄,n−1)), j = 2, 3, . . . , N − 1,

y
(m̄,n)
N = µ2, n = 1, 2, . . . , y

(m̄,0)
j = µ2, j = 0, 1, . . . , N

(3.80)

i справджується оцiнка∥∥∥y(m̄,n) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
6M(|h|m̄ + qn2 ),

де [
xk
dy(m̄,n)

dx

]
x=x1

= x1Z
(m)1
1 (x1, y

(m̄,n)),

[
xk
dy(m̄,n)

dx

]
x=xj

=xjZ
(m)j
1

(
xj, y

(m̄,n)
)

+

+
y

(m̄)
j − Y (m̄)j

1

(
xj, y

(m̄,n)
)

V
(m̄)j

1 (xj)
, j = 2, 3, ..., N,

стала M не залежить вiд |h|,m, n, а величина q2 = q +M2|h| < 1.

Доведення. В силу теореми 3.8 маємо∥∥∥y(m̄,n) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
6
∥∥∥y(m̄) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

+
∥∥∥y(m̄,n) − y(m̄)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6M |h|m̄ +
∥∥∥y(m̄,n) − y(m̄)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

.
(3.81)

Послiдовнiсть наближень

y(m̄,n)(x) = Rh(x, (y
(m̄,n−1))Nj=0), x ∈ ω̂h, , n = 1, 2, ... .

збiгається (див. доведення теореми 3.8) i має мiсце оцiнка швидкостi збiжностi
(див., напр., [54, c.391])∥∥∥y(m̄,n) − y(m̄)

∥∥∥∗
0,∞,ω̂h

6
qn2

1− q2
(r + ∆). (3.82)
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З нерiвностей (3.81), (3.82) випливає оцiнка (3.80).
З практичної точки зору для обчислення розв’язку ТРС (3.56) доцiльнiше

використовувати iтерацiйний метод Ньютона. Лiнеаризуємо (3.56) з урахуван-
ням рiвностей

ϕ(m̄)(x0, y
(m̄,n)) = ϕ(m̄)(x0, y

(m̄,n−1)) +
h1

4k0

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 +O(h2
1),

ϕ(m̄)(x1, y
(m̄,n)) =ϕ(m̄)(x1, y

(m̄,n−1)) +
h1

2~1

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 +

+
h2

2~1

x2

x1

∂f(x2, y
(m̄,n−1)
2 )

∂u
∇y(m̄,n)

2 +O

(
h2

1 + h2
2

~1

)
,

ϕ(m̄)(xj, y
(m̄,n)) =ϕ(m̄)(xj, y

(m̄,n−1)) +
hj
2~j

xj−1

xj

∂f(xj−1, y
(m̄,n−1)
j−1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j−1 +

+
hj+1

2~1

xj+1

xj

∂f(xj+1, y
(m̄,n−1)
j+1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j+1 +O

(
h2
j + h2

j+1

~j

)
,

тодi модифiкований iтерацiйний метод Ньютона буде мати вигляд

∇y(m̄,n)
x,0 +

h1

4k0

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 = −ϕ(m̄)(x0, y
(m̄,n−1))− y(m̄,n−1)

x,0 ,

a
(m̄)
2 ∇y

(m̄,n)
x,1

~1x1
+

h1

2~1

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 +

+
h2

2~1

x2

x1

∂f(x2, y
(m̄,n−1)
2 )

∂u
∇y(m̄,n)

2 =

= −ϕ(m̄)(x1, y
(m̄,n−1))−

a
(m̄)
2 y

(m̄,n−1)
x,1

~1x1
,

(3.83)

1

xj

(
a(m̄)∇y(m̄,n)

x̄

)
x̂,j

+
hj
2~j

xj−1

xj

∂f(xj−1, y
(m̄,n−1)
j−1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j−1 +

+
hj+1

2~j
xj+1

xj

∂f(xj+1, y
(m̄,n−1)
j+1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j+1 =

= −ϕ(m̄)(xj, y
(m̄,n−1))− 1

xj

(
a(m̄)y

(m̄,n−1)
x̄

)
x̂,j
, ∇y(m̄,n)

N = 0,

(3.84)
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y
(m̄,n)
j = y

(m̄,n−1)
j +∇y(m̄,n)

j , j = 0, 1, . . . , N, n = 1, 2, . . . .

3.4 Чисельнi експерименти

Приклад 3.1 Розглянемо крайову задачу

1

x

d

dx

[
x
du

dx

]
= u3 − 3u5, x ∈ (0, 1), lim

x→0
x
du

dx
= 0, u(1) =

1√
2
, (3.85)

точний розв’язок якої u(x) =
1√

1 + x2
.

Задачу будемо розв’язувати чисельно на рiвномiрнiй сiтцi ωh = {xj =

jh, j = 0, 1, . . . , N, h = 1/N} за допомогою ТРС (3.56) четвертого порядку
точностi m = m̄ = 4:

y
(4)
x,0 = −ϕ(4)(x0, y

(4)), y
(4)
x,1/(hx1) = −ϕ(4)(x1, y

(4)),

1

xj
y

(4)
x̄x,j = −ϕ(4)(xj, y

(4)), j = 2, 3, . . . , N − 1, y
(4)
N = µ2,

(3.86)

ϕ(4)(x0, u) =
1

h

(
Y

(4)0
2 (x0, u)− u1

)
,

ϕ(4)(x1, u) =
1

h

[
Z

(4)1
2 (x1, u)− Z(4)1

1 (x1, u) +
Y

(4)1
2 (x1, u)− u2

x1 ln x2

x1

]
,

ϕ(4)(xj, u) =
1

h

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(4)j
α (xj, u) +

Y
(4)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

xj ln
xj+(−1)α

xj

]
.

де Y (4)j
α (xj, u), Z

(4)j
α (xj, u)—чисельний розв’язок допомiжних задач Кошi (3.40),

(3.41). Для розв’язування задачi Кошi (3.40) застосуємо метод Рунге-Кутта
четвертого порядку точностi (2.21), а для задач Кошi (3.41) класичний метод
Рунге-Кутта четвертого порядку точностi (див., напр., [55, c.144]). Розв’я-
зок y

(4)
j , j = 0, 1, . . . , N рiзницевої схеми (3.86) шукатимемо за допомогою

модифiкованого iтерацiйного методу Ньютона (3.83),(3.84), а розв’язок вiд-
повiдної системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з тридiагональною матрицею
— методом прогонки. Результати чисельного розв’язування задачi наведено в
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таблицi 3.1, де

Error =
∥∥∥y(4) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̄h

= max

∥∥∥y(4) − u
∥∥∥

0,∞,ω−h
,

∥∥∥∥∥xdy(4)

dx
− xdu

dx

∥∥∥∥∥
0,∞,ω+

h

 ,

p = log2

∥∥z(4)
∥∥∗

1,∞,ωh∥∥z(4)
∥∥∗

1,∞,ωh/2

.

Табл. 3.1. Результати розв’язування задачi (3.85) за допомогою схеми (3.86)

N Error p
20 0.6075 · 10−5

40 0.4896 · 10−6 3.6
80 0.3748 · 10−7 3.7
160 0.2773 · 10−8 3.8
320 0.2013 · 10−9 3.8
640 0.1302 · 10−10 4.0

Результати розв’язування задачi за допомогою ТРС 6-го порядку точно-
стi (допомiжнi задачi Кошi розв’язувалися методом рядiв Тейлора) наведено
в таблицi 3.2.

Приклад 3.2 Розглянемо крайову задачу

1

x

d

dx

[
x
du

dx

]
= −eu, x ∈ (0, 1), lim

x→0
x
du

dx
= 0, u(1) = 0 (3.87)

з точним розв’язком u(x) = 2 ln
4− 2

√
2

(3− 2
√

2)x2 + 1
. Розв’язок задачi будемо обчи-

слювати за допомогою рiзницевої схеми четвертого порядку точностi (3.86).

Табл. 3.2. Результати розв’язування задачi (3.85) за допомогою ТРС 6-го порядку

N Error p
20 0.1607 · 10−7

40 0.2454 · 10−9 6.0
80 0.3605 · 10−11 6.1
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Табл. 3.3. Результати розв’язування задачi

EPS N Error
10−2 20 0.1935 · 10−2

10−4 160 0.4388 · 10−4

10−6 10240 0.1736 · 10−7

Для практичної оцiнки точностi використаємо правило Рунге. Результати
розв’язування задачi з заданою точнiстю EPS наведено в таблицi 3.3

3.5 Висновки до роздiлу 3

У роздiлi 3 побудовано ТТРС на нерiвномiрнiй сiтцi для нелiнiйних стацiо-
нарних рiвнянь в цилiндричнiй системi координат. За допомогою методу лiнеа-
ризацiї та принципу стискувальних вiдображень доведено iснування та єдинiсть
їх розв’язку. Доведена збiжнiсть методу послiдовних наближень розв’язуван-
ня нелiнiйної ТТРС. Розроблена ефективна алгоритмiчна реалiзацiя ТТРС на
нерiвномiрнiй сiтцi через усiченi ТРС рангу m̄ = [(m+1)/2] (m-цiле додатне, [·]-
цiла частина). Запропонованi ТРС рангу m̄ для своєї побудови вимагають для
кожного вузла сiтки розв’язування двох нелiнiйних та двох лiнiйних задач Ко-
шi на вiдрiзках [xj−1, xj] (вперед) та [xj, xj+1] (назад), що здiйснюється за один
крок за допомогою будь-якого однокрокового методу: розкладу в ряд Тейлора
або Рунге-Кутта порядку точностi m̄. Використовуючи принцип стискувальних
вiдображень доведено iснування та єдинiсть розв’язку ТРС рангу m̄. Крiм того,
показано, що цi схеми мають порядок точностi m̄ як по вiдношенню до функцiї
u, так i її потоку xk(x)du/dx у вузлах сiтки. Доведено також збiжнiсть ме-
тоду послiдовних наближень розв’язування усiчених ТРС порядку. Розробленi
ТРС високого порядку точностi апробованi на прикладах. Отриманi результати
пiдтверджують теоретичнi обґрунтування i показують високу ефективнiсть цих
схем для чисельного розв’язування сингулярних крайових задач для нелiнiйних
ЗДР другого порядку.
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РОЗДIЛ 4

ТРИТОЧКОВI РIЗНИЦЕВI СХЕМИ ВИСОКОГО
ПОРЯДКУ ТОЧНОСТI ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ В СФЕРИЧНIЙ
СИСТЕМI КООРДИНАТ

В цьому роздiлi побудовано ТТРС та усiченi ТРС довiльного порядку на
нерiвномiрнiй сiтцi для нелiнiйних крайових задач вигляду

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ [0, R],

lim
x→0

x2k(x)
du

dx
= 0, u(R) = µ2.

(4.1)

4.1 Iснування та єдинiсть розв’язку

Достатнi умови iснування i єдиностi розв’язку задачi (4.1) дає теорема.

Теорема 4.1 Нехай виконуються умови

0 < c1 6 k(x) ∀x ∈ [0, R], k(x) ∈ Q1[0, R], (4.2)

fu(x) ≡ f(x, u) ∈ Q0[0, R], |f(x, u)| 6 K ∀x ∈ [0, R], u ∈ Ω([0, R], r), (4.3)

|f(x, u)− f(x, v)| 6 L|u− v| ∀x ∈ [0, R], u, v ∈ Ω([0, R], r), (4.4)

q =
LR2

6c1
max (1, 2Rc1) < 1, (4.5)

тодi задача (4.1) в Ω([0, R], r) має єдиний розв’язок u(x), який можна знайти
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за допомогою методу послiдовних наближень

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du(n)

dx

]
= −f(x, u(n−1)(x)), x ∈ (0, R),

lim
x→0

x2k(x)
du(n)(x)

dx
= 0, u(n)(R) = µ2, n = 1, 2, . . . , u(0)(x) = µ2

(4.6)

з оцiнкою похибки ∥∥∥u(n) − u
∥∥∥∗

1,∞,[0,R]
6

qn

1− q
r. (4.7)

ТутQp[0, R] — клас функцiй з кусково - неперервними похiдними до p - го поряд-
ку включно iз скiнченною кiлькiстю точок розриву першого роду, а Ω([0, R], r)

— множина функцiй вигляду

Ω([0, R], r) =

{
u(x) : u(x) ∈ W 1

∞[0, R], u(x), x2k(x)
du

dx
∈ C[0, R],∥∥∥u− u(0)

∥∥∥∗
1,∞,[0,R]

6 r

}
, r =

KR2

6c1
max (1, 2Rc1) ,

‖u‖0,∞,[0,R] = max
x∈[0,R]

|u(x)|,

‖u‖∗1,∞,[0,R] = max

{
‖u‖0,∞,[0,R],

∥∥∥∥x2k(x)
du

dx

∥∥∥∥
0,∞,[0,R]

}
.

Доведення. Задачу (4.1) запишемо в еквiвалентному iнтегральному виглядi

u(x) = R(x, u(·)) =

R∫
0

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2, 0 6 x 6 R, (4.8)

де функцiя Грiна G(x, ξ) цiєї задачi має вигляд:

G(x, ξ) =

 ξ2V (ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξ2V (x), ξ 6 x 6 R,
V (x) =

R∫
x

dt

t2k(t)
.

Зазначимо, що крайова умова при x→ 0 задовольняється, оскiльки

du

dx
= − 1

x2k(x)

x∫
0

ξ2f(ξ, u(ξ))dξ.
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Покажемо, що оператор (4.8) переводить множину Ω([0, R], r) в себе.

‖R(x, v(·))− u(0)‖∗1,∞,[0,R] 6

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |f(ξ, v(ξ))| dξ 6

6 K

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ ∀v ∈ Ω([0, R], r).

(4.9)

Оскiльки згiдно з (4.2)

R∫
0

|G(x, ξ)|dξ =

R∫
x

ξ2V (ξ)dξ + V (x)

x∫
0

ξ2dξ = V (ξ)
ξ3

3

∣∣∣∣R
x

+
1

3

R∫
x

ξ

k(ξ)
dξ+

+ V (x)
ξ3

3

∣∣∣∣x
0

=
1

3

R∫
x

ξdξ

k(ξ)
6

1

3c1

R∫
x

ξdξ =
R2 − x2

6c1
6
R2

6c1
,

R∫
0

∣∣∣∣x2k(x)
∂G(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣ dξ =

x∫
0

ξ2dξ =
x3

3
6
R3

3
,

то
R∫

0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ 6
R2

6c1
max(1, 2Rc1). (4.10)

З нерiвностей (4.9), (4.10) випливає∥∥∥R(x, v(·))− u(0)
∥∥∥∗

1,∞,[0,R]
6
KR2

6c1
max (1, 2Rc1) = r ∀v ∈ Ω([0, R], r),

яка означає, що оператор (4.8) переводить множину Ω([0, R], r) в себе.
Крiм того, R(x, u(·)) на Ω([0, R], r) — стискувальний оператор, оскiльки

‖R(x, u(·))− R(x, v(·))‖∗1,∞,[0,R] 6

6

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |f(ξ, u(ξ))− f(ξ, v(ξ))| dξ 6
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6 L

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |u(ξ)− v(ξ)| dξ 6

6 L‖u− v‖∗1,∞,[0,R]

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ 6

6
LR2

6c1
max (1, 2Rc1) ‖u− v‖∗1,∞,[0,R] =

= q‖u− v‖∗1,∞,[0,R] ∀u, v ∈ Ω([0, R], r).

Звiдси, згiдно з (4.5) R(x, u(·)) на Ω([0, R], r) є стискувальним оператором.
Таким чином, для оператора R(x, u(·)) при q < 1 виконанi всi умови прин-

ципу стискувальних вiдображень, а тому рiвняння (4.8) має єдиний розв’язок,
який можна одержати методом послiдовних наближень (4.6) з оцiнкою похибки
(4.7).

4.2 Iснування точної триточкової рiзницевої схеми

На вiдрiзку [0, R] введемо нерiвномiрну сiтку

ω̂h = {xj ∈ [0, R], j = 0, 1, . . . , N, x0 = 0, xN = R},
hj = xj − xj−1 > 0, j = 1, 2, . . . , N, |h| = max

16j6N
hj

так, щоб точки розриву функцiй k(x), f(x, u) збiгалися з вузлами сiтки. Мно-
жину всiх точок розриву позначимо через ρ i припустимо, що N таке, що
ρ ⊆ ω̂h = {xj, j = 1, 2, . . . , N − 1}. Будемо вважати, що в точках розриву
розв’язок задачi (4.1) задовольняє умови неперервностi

u(xi − 0) = u(xi + 0), x2k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi−0

= x2k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xi+0

∀xi ∈ ρ.

Розглянемо крайовi задачi

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY 1
1 (x, u)

dx

]
= −f(x, Y 1

1 (x, u)), 0 < x < x1,

lim
x→0

x2k(x)
dY 1

1 (x, u)

dx
= 0, Y 1

1 (x1, u) = u1,

(4.11)
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1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY j
α (x, u)

dx

]
= −f(x, Y j

α (x, u)), xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj−2+α, u) = u(xj−2+α), Y j

α (xj−1+α, u) = u(xj−1+α),

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(4.12)

Лема 4.2 . Нехай виконанi умови (4.2)—(4.5), тодi задачi (4.11), (4.12) мати-
муть єдиний розв’язок Y 1

1 (x, u), Y j
α (x, u), j = 3−α, 4−α, . . . , N+1−α, α = 1, 2,

причому для розв’язку задачi (4.1) справджується

u(x) = Y 1
1 (x, u), x ∈ [0, x1],

u(x) = Y j
α (x, u), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

(4.13)

Доведення. Крайовi задачi (4.11), (4.12) запишемо в еквiвалентнiй iнтегральнiй
формi

Y 1
1 (x, u) =

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, Y 1
1 (ξ, u))dξ + u1, x ∈ [0, x1],

Y j
α (x, u) =

xj−1+α∫
xj−2+α

G̃j−1+α(x, ξ)f(ξ, Y j
α (ξ, u))dξ + û(x),

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α], j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

û(x) =
u(xj)V

j
1 (x) + u(xj−1)V

j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

, x ∈ [xj−1, xj],

(4.14)

де

V j
1 (x) =

x∫
xj−1

dt

t2k(t)
, V j

2 (x) =

xj+1∫
x

dt

t2k(t)
,

G̃1(x, ξ) =

{
ξ2V 0

2 (ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξ2V 0
2 (x), ξ 6 x 6 x1,

(4.15)
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G̃j−1+α(x, ξ) =


V j−1+α

1 (x)V j−2+α
2 (ξ)ξ2

V j−1+α
1 (xj−1+α)

, xj−2+α 6 x 6 ξ,

V j−1+α
1 (ξ)V j−2+α

2 (x)ξ2

V j−1+α
1 (xj−1+α)

, ξ 6 x 6 xj−1+α.

(4.16)

При α = 1 отримаємо

û(x) =
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2

+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
0

G(xj−1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2

 , x ∈ [xj−1, xj].

Оскiльки V j
1 (x) + V j−1

2 (x) = V j
1 (xj), то

û(x) =
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj−1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2, x ∈ [xj−1, xj].

Тодi

Y 1
1 (x, u) =

R∫
0

G(x1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ +

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, Y 1
1 (ξ, u))dξ+

+ u(0)(x), x ∈ [0, x1],

Y j
1 (x, u) =

V j
1 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj−1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

xj∫
xj−1

G̃j(x, ξ)f(ξ, Y j
1 (ξ, u))dξ + u(0)(x), x ∈ [xj−1, xj].
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На пiдставi рiвностi Y j
2 (x, u) = Y j+1

1 (x, u) матимемо

Y j
2 (x, u) =

V j+1
1 (x)

V j
2 (xj)

R∫
0

G(xj+1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j

2 (x)

V j
2 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

xj+1∫
xj

G̃j+1(x, ξ)f(ξ, Y j
2 (ξ, u))dξ + u(0)(x), x ∈ [xj, xj+1].

Таким чином, питання iснування та єдиностi розв’язку задач (4.11), (4.12)
еквiвалентне до аналогiчної проблеми для рiвнянь

U 1
1 (x) =F1

1(x, u, U
1
1 ) =

R∫
0

G(x1, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, U 1
1 (ξ, u))dξ + u(0)(x), x ∈ [0, x1],

(4.17)

U j
α(x) =Fjα(x, u, U j

α) =
V j−1+α

1 (x)

V j
α (xj)

R∫
0

G(xj−1+α, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+
V j−2+α

2 (x)

V j
α (xj)

R∫
0

G(xj−2+α, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ+

+

xj−1+α∫
xj−2+α

G̃j−1+α(x, ξ)f(ξ, U j
α(ξ, u))dξ + u(0)(x),

x ∈ [xj−2+α, xj−1+α], j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α,
α = 1, 2.

(4.18)

Покажемо, що оператори F1
1(x, u, U

1
1 ),Fj1(x, u, U

j
1 ) переводять вiдповiдно

множини Ω([0, x1], r), Ω([xj−1, xj], r) в себе. Нехай U 1
1 (x) ∈ Ω([0, x1], r), U

j
1 (x) ∈
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Ω([xj−1, xj], r). Тодi

∣∣∣F1
1(x, u, U

1
1 )− u(0)(x)

∣∣∣ 6 K


x1∫
x

ξ2V 0
2 (ξ)dξ + V 0

2 (x)

x∫
0

ξ2dξ +

+

R∫
x1

ξ2V (ξ)dξ + V (x1)

x1∫
0

ξ2dξ

 =

= K

[V 0
2 (x) + V (x1)

] x∫
0

ξ2dξ +

R∫
x

ξ2V (ξ)dξ +

+

x1∫
x

ξ2
[
V 0

2 (ξ) + V (x1)− V (ξ)
]
dξ

 ,

∣∣∣Fj1(x, u, U j
1 )− u(0)(x)

∣∣∣ 6
6 K

V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj−1, ξ)dξ +

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

R∫
0

G(xj, ξ)dξ +

xj∫
xj−1

G̃j(x, ξ)dξ

 =

= K

V
j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
xj−1

ξ2V (ξ)dξ + V (xj−1)

xj−1∫
0

ξ2dξ

 +

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
xj

ξ2V (ξ)dξ + V (xj)

xj∫
0

ξ2dξ

+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

xj∫
x

V j−1
2 (ξ)ξ2dξ +

V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

x∫
xj−1

V j
1 (ξ)ξ2dξ

 =
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= K

V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
x

ξ2V (ξ)dξ + V (xj−1)

x∫
0

ξ2dξ

 +

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 R∫
x

ξ2V (ξ)dξ + V (xj)

x∫
0

ξ2dξ

+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

 xj∫
x

V j−1
2 (ξ)ξ2dξ + V (xj)

xj∫
x

ξ2dξ −
xj∫
x

ξ2V (ξ)dξ

+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

 x∫
xj−1

V j
1 (ξ)ξ2dξ − V (xj−1)

x∫
xj−1

ξ2dξ +

x∫
xj−1

ξ2V (ξ)dξ


 =

= K


[
V j−1

2 (x)V (xj−1) + V j
1 (x)V (xj)

V j
1 (xj)

] x∫
0

ξ2dξ +

+

R∫
x

ξ2V (ξ)dξ +
V j

1 (x)

V j
1 (xj)

xj∫
x

[
V j−1

2 (ξ) + V (xj)− V (ξ)
]
ξ2dξ+

+
V j−1

2 (x)

V j
1 (xj)

x∫
xj−1

[
V j

1 (ξ)− V (xj−1) + V (ξ)
]
ξ2dξ

 .

Враховуючи рiвностi

V j−1
2 (ξ) + V (xj)− V (ξ) =

xj∫
ξ

dt

t2k(t)
+

R∫
xj

dt

t2k(t)
−

R∫
ξ

dt

t2k(t)
= 0,

V j
1 (ξ)− V (xj−1) + V (ξ) =

ξ∫
xj−1

dt

t2k(t)
−

R∫
xj−1

dt

t2k(t)
+

R∫
ξ

dt

t2k(t)
= 0,

V j−1
2 (x)V (xj−1) + V j

1 (x)V (xj)

V j
1 (xj)

=

=
V j−1

2 (x)[V j
1 (x) + V (x)] + V j

1 (x)[V (x)− V j−1
2 (x)]

V j
1 (xj)

= V (x)
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отримаємо

∣∣∣Fj1(x, u, U j
1 )− u(0)(x)

∣∣∣ 6 K

V (x)

x∫
0

ξ2dξ +

R∫
x

ξ2V (ξ)dξ

 =

= K

R∫
0

G(x, ξ)dξ, j = 1, 2, . . . , N.

Таким чином

‖Fj1(x, u, U
j
1 )− u(0)(x)‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

6
KR2

6c1
max (1, 2Rc1) = r, j = 1, 2, . . . , N,

тобто оператори F1
1(x, u, U

1
1 ),Fj1(x, u, U

j
1 ) переводять вiдповiдно множини

Ω([0, x1], r) i Ω([xj−1, xj], r) в себе.
Аналогiчно можна показати, що якщо U j

2 (x) ∈ Ω([xj, xj+1], r), то

‖Fj2(x, u, U
j
2 )− u(0)(x)‖∗1,∞,[xj ,xj+1] 6 r.

Крiм того

‖F1
1(x, u, U

1
1 )− F1

1(x, u, Ũ
1
1 )‖∗1,∞,[0,x1] 6

6

x1∫
0

∥∥∥G̃1(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]

∣∣∣f(ξ, U 1
1 )− f(ξ, Ũ 1

1 )
∣∣∣ dξ 6

6 L‖U 1
1 − Ũ 1

1‖∗1,∞,[0,x1]

x1∫
0

∥∥∥G̃1(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
dξ,

(4.19)

‖Fjα(x, u, U j
α)− Fjα(x, u, Ũ j

α)‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α] 6

6

xj−1+α∫
xj−2+α

∥∥∥G̃j−1+α(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

∣∣∣f(ξ, U j
α)− f(ξ, Ũ j

α)
∣∣∣ dξ 6

6 L‖U j
α − Ũ j

α‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

xj−1+α∫
xj−2+α

∥∥∥G̃j−1+α(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]
dξ.

(4.20)
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Оскiльки
x1∫

0

|G̃1(x, ξ)|dξ = V 0
2 (x)

x∫
0

ξ2dξ +

x1∫
x

ξ2V 0
2 (ξ)dξ =

= V 0
2 (x)

ξ3

3

∣∣∣∣x
0

+ V 0
2 (ξ)

ξ3

3

∣∣∣∣x1

x

+
1

3

x1∫
x

ξ3

ξ2k(ξ)
dξ =

=
1

3

x1∫
x

ξdξ

k(ξ)
6

1

3c1

x1∫
x

ξdξ =
x2

1 − x2

6c1
6
R2

6c1
,

x1∫
0

∣∣∣∣∣x2k(x)
∂G̃1(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣∣ dξ =

x∫
0

ξ2dξ =
x3

3
6
R3

3
,

xj−1+α∫
xj−2+α

∣∣∣G̃j−1+α(x, ξ)
∣∣∣ dξ =

V j−1+α
1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

xj−1+α∫
x

V j−2+α
2 (ξ)ξ2dξ+

+
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

x∫
xj−2+α

V j−1+α
1 (ξ)ξ2dξ =

=
V j−1+α

1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

V j−2+α
2 (ξ)

ξ3

3

∣∣∣∣xj−1+α

x

+

xj−1+α∫
x

ξ3

3

1

ξ2k(ξ)
dξ

+

+
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

V j−1+α
1 (ξ)

ξ3

3

∣∣∣∣x
xj−2+α

−
x∫

xj−2+α

ξ3

3

1

ξ2k(ξ)
dξ

 =

=
V j−1+α

1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

−V j−2+α
2 (x)

x3

3
+

1

3

xj−1+α∫
x

ξ

k(ξ)
dξ

+

+
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

V j−1+α
1 (x)

x3

3
− 1

3

x∫
xj−2+α

ξ

k(ξ)
dξ

 6
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6
V j−1+α

1 (x)

3V j−1+α
1 (xj−1+α)c1

ξ2

2

∣∣∣∣xj−1+α

x

=
V j−1+α

1 (x)

6V j−1+α
1 (xj−1+α)c1

(x2
j−1+α − x2) 6

6
(R2 − x2)

6c1
6
R2

6c1
,

xj−1+α∫
xj−2+α

∣∣∣∣∣x2k(x)
∂G̃j−1+α(x, ξ)

∂x

∣∣∣∣∣ dξ =

=
1

V j−1+α
1 (xj−1+α)

xj−1+α∫
x

ξ2V j−2+α
2 (ξ)dξ+

+
1

V j−1+α
1 (xj−1+α)

x∫
xj−2+α

ξ2V j−1+α
1 (ξ)dξ 6

6
V j−2+α

2 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

ξ3

3

∣∣∣∣xj−1+α

x

+
V j−1+α

1 (x)

V j−1+α
1 (xj−1+α)

ξ3

3

∣∣∣∣x
xj−2+α

=

=
V j−2+α

2 (x)

3V j−1+α
1 (xj−1+α)

(x3
j−1+α − x3) +

V j−1+α
1 (x)

3V j−1+α
1 (xj−1+α)

(x3 − x3
j−2+α) 6

6
V j−2+α

2 (x) + V j−1+α
1 (x)

3V j−1+α
1 (xj−1+α)

R3 =
R3

3
,

то
x1∫

0

‖G̃1(x, ξ)‖∗1,∞,[0,x1]dξ 6
R2

6c1
max(1, 2Rc1), (4.21)

xj−1+α∫
xj−2+α

‖G̃j−1+α(x, ξ)‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]dξ 6
R2

6c1
max(1, 2Rc1). (4.22)

Отже, згiдно з (4.19)—(4.22) отримаємо

‖F1
1(x, u, U

1
1 )−F1

1(x, u, Ũ
1
1 )‖∗1,∞,[0,x1] 6

6
LR2

6c1
max(1, 2Rc1)‖U 1

1 − Ũ 1
1‖∗1,∞,[0,x1] =

= q‖U 1
1 − Ũ 1

1‖∗1,∞,[0,x1],
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‖Fjα(x, u, U j
α)−Fjα(x, u, Ũ j

α)‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α] 6

6
LR2

6c1
max(1, 2Rc1)‖U j

α − Ũ j
α‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α] =

= q‖U j
α − Ũ j

α‖∗1,∞,[xj−2+α,xj−1+α].

Таким чином, для операторiв (4.17), (4.18) на множинах Ω([0, x1], r) i
Ω([xj−2+α, xj−1+α], r) вiдповiдно виконанi всi умови принципу стискувальних вiд-
ображень, а тому задачi (4.11), (4.12) мають єдиний розв’язок.

Теорема 4.3 Нехай виконуються умови теореми 4.1. Тодi для задачi (4.1)
iснує ТТРС вигляду

ux,0 = −T̂ x0(f(ξ, u(ξ))), a2ux,1/(~1x
2
1) = −T̂ x1(f(ξ, u(ξ))),

1

x2
j

(aux̄)x̂,j = −T̂ xj(f(ξ, u(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1, uN = µ2,
(4.23)

де

ux̄,j =
uj − uj−1

hj
, ux,j =

uj+1 − uj
hj+1

, ux̂,j =
uj+1 − uj

~j
, ~j =

hj + hj+1

2
,

aj = a(xj) =

[
1

hj
V j

1 (xj)

]−1

, j = 2, 3, . . . , N − 1, (4.24)

T̂ x0(w(ξ)) = h−1
1

x1∫
0

ξ2V 0
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ x1(w(ξ)) = (~1x
2
1)
−1

x1∫
0

ξ2w(ξ)dξ +
[
~1x

2
1V

1
2 (x1)

]−1

x2∫
x1

ξ2V 1
2 (ξ)w(ξ)dξ,

T̂ xj(w(ξ)) =
[
~jx2

jV
j

1 (xj)
]−1

xj∫
xj−1

ξ2V j
1 (ξ)w(ξ)dξ+

+
[
~jx2

jV
j

2 (xj)
]−1

xj+1∫
xj

ξ2V j
2 (ξ)w(ξ)dξ,
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V j
1 (x) =

x∫
xj−1

dt

t2k(t)
, j = 2, 3, . . . , N − 1,

V j
2 (x) =

xj+1∫
x

dt

t2k(t)
, j = 0, 1, . . . , N − 1,

функцiя u(x) в правiй частинi (4.23) визначається за формулою (4.13) i зале-
жить тiльки вiд u(xj), j = 0, 1, . . . , N.

Доведення. Розглянемо крайовi задачi

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (0, xj+1),

lim
x→0

x2k(x)
du

dx
= 0, u(xj+1) = uj+1, j = 0, 1,

(4.25)

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), x ∈ (xj−1, xj+1),

u(xj−1) = uj−1, u(xj+1) = uj+1, j = 2, 3, . . . , N − 1,

(4.26)

функцiї Грiна для яких вiдповiдно мають вигляд

Gj(x, ξ) =

{
ξ2V j

2 (ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξ2V j
2 (x), ξ 6 x 6 xj+1,

j = 0, 1,

Gj(x, ξ) =


V j

1 (x)V j
2 (ξ)ξ2

V j
1 (xj+1)

, xj−1 6 x 6 ξ,

V j
1 (ξ)V j

2 (x)ξ2

V j
1 (xj+1)

, ξ 6 x 6 xj+1,

j = 2, 3, . . . , N − 1.

Побудуємо ТТРС. Для цього запишемо очевиднi iнтегральнi наслiдки
(4.25), (4.26). Отримаємо

xj+1∫
0

Gj(x, ξ)
1

ξ2

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ = −

xj+1∫
0

Gj(x, ξ)f(ξ, u)dξ, j = 0, 1, (4.27)
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xj+1∫
xj−1

Gj(x, ξ)
1

ξ2

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ = −

xj+1∫
xj−1

Gj(x, ξ)f(ξ, u)dξ,

j = 2, 3, . . . , N − 1.

(4.28)

Якщо iнтеграли, якi входять в лiвi частини (4.27), (4.28) проiнтегрувати за
частинами, то з урахуванням крайових умов (4.25), (4.26), отримаємо

xj+1∫
0

Gj(x, ξ)
1

ξ2

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ =

= V j
2 (x)

x∫
0

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ +

xj+1∫
x

V j
2 (ξ)

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ =

= V j
2 (x)x2k(x)

du

dx
+ V j

2 (ξ)ξ2k(ξ)
du

dξ

∣∣∣∣xj+1

x

+

xj+1∫
x

du

dξ
dξ =

= u(xj+1)− u(x), j = 0, 1,

xj+1∫
xj−1

Gj(x, ξ)
1

ξ2

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ =

=
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

x∫
xj−1

ξ2V j
1 (ξ)

1

ξ2

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

xj+1∫
x

ξ2V j
2 (ξ)

1

ξ2

d

dξ

[
ξ2k(ξ)

du

dξ

]
dξ =

=
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

V j
1 (ξ)ξ2k(ξ)

du

dξ

∣∣∣∣x
xj−1

−
x∫

xj−1

du

dξ
dξ

+

+
V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

V j
2 (ξ)ξ2k(ξ)

du

dξ

∣∣∣∣xj+1

x

+

xj+1∫
x

du

dξ
dξ

 =
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=
V j

1 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj+1)− u(x) +
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj−1), j = 2, 3, . . . , N − 1.

Отже,

u(xj+1)− u(x) =−
xj+1∫
x

ξ2V j
2 (ξ)f(ξ, u)dξ−

− V j
2 (x)

x∫
0

ξ2f(ξ, u)dξ, j = 0, 1,

(4.29)

V j
1 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj+1)− u(x) +
V j

2 (x)

V j
1 (xj+1)

u(xj−1) =

=− V j
2 (x)

V j
1 (xj+1)

x∫
xj−1

ξ2V j
1 (ξ)f(ξ, u)dξ−

− V j
1 (x)

V j
1 (xj+1)

xj+1∫
x

ξ2V j
2 (ξ)f(ξ, u)dξ, j = 2, 3, . . . , N − 1.

(4.30)

Запишемо рiвнiсть (4.29) для j = 1 при x = x1

u2 − u1 = −
x2∫
x1

ξ2V 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ − V 1

2 (x1)

x1∫
0

ξ2f(ξ, u)dξ. (4.31)

В рiвностi (4.29) для j = 0 перейдемо до границi при x→ 0, тодi отримаємо

u1 − u0 = −
x1∫

0

ξ2V 0
2 (ξ)f(ξ, u)dξ. (4.32)

Рiвнiсть (4.32) помножимо на
1

h1
, (4.31) —

1

~1x2
1V

1
2 (x1)

, а (4.30) при x = xj на
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V j
1 (xj+1)

~jx2
jV

j
1 (xj)V

j
2 (xj)

. Звiдси отримаємо

ux,0 = − 1

h1

x1∫
0

ξ2V 0
2 (ξ)f(ξ, u)dξ,

u2 − u1

~1x2
1V

1
2 (x1)

= −T̂ x1(f(ξ, u(ξ))),

1

~jx2
j

[
uj+1 − uj
V j

2 (xj)
− uj − uj−1

V j
1 (xj)

]
=

= −T̂ xj(f(ξ, u(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1.

(4.33)

Тодi з (4.33) i урахуванням рiвностi V j
2 (xj) = V j+1

1 (xj+1) випливає (4.23).
Введемо множину сiткових функцiй

Ω(ω̂h, r) =

{
(vj)

N
j=0 :

∥∥∥v − u(0)
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
6 r

}
,

де

‖v‖∗
1,∞,ω̂h

= max

{
‖v‖0,∞,ω̂−h

,

∥∥∥∥x2k(x)
dv

dx

∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

}
, ω̂−h = x0 ∪ ω̂h,

‖v‖0,∞,ω̂−h = max
ξ∈ω̂−h
|v(ξ)|, ω̂+

h = ω̂h ∪ xN , ‖v‖0,∞,ω̂+
h

= max
ξ∈ω̂+

h

|v(ξ)|,

dv

dx

∣∣∣∣
x=xj

=
dY j

α (x, v)

dx

∣∣∣∣
x=xj

, ‖v‖0,∞,ω̂h = max
ξ∈ω̂h
|v(ξ)|.

Iснування ТТРС (4.23) доведено в Теоремi 4.3, а єдинiсть встановлює

Лема 4.4 Нехай виконанi умови теореми 4.1. Тодi iснує таке число h0 > 0,
що при |h| 6 h0 ТТРС (4.23) матиме єдиний розв’язок (uj)

N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r), який

можна одержати методом послiдовних наближень:

u
(n)
x,0 = −T̂ x0(f(ξ, u(n−1)(ξ))), a2u

(n)
x,1/(~1x

2
1) = −T̂ x1(f(ξ, u(n−1)(ξ))),

1

x2
j

(au
(n)
x̄ )x̂,j = −T̂ xj(f(ξ, u(n−1)(ξ))), j = 2, 3, . . . , N − 1, u

(n)
N = µ2,

(4.34)
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u(n)(x) = Y 1
1 (x, u(n)), x ∈ [0, x1],

u(n)(x) = Y j
α (x, u(n)), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

u(0)(x) = µ2

з оцiнкою похибки∥∥∥u(n) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
=

= max

∥∥∥u(n) − u
∥∥∥

0,∞,ω̂−h
,

∥∥∥∥∥x2k(x)
du(n)

dx
− x2k(x)

du

dx

∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

 6

6Mqn1 ,

(4.35)

де q1 = q +M1|h| < 1,M,M1 — константи.

Доведення. Оскiльки рiзницева схема (4.23) є точною, тобто її розв’язок є про-
екцiєю точного розв’язку задачi на сiтку, то цей розв’язок для ∀x ∈ ω̂h можна
записати у виглядi

u(x) = Rh(x, (uj)
N
j=0) =

R∫
0

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + u(0)(x) =

=
N∑
j=1

xj∫
xj−1

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + u(0)(x),

(4.36)

де

u(ξ) = Y 1
1 (ξ, u), ξ ∈ [0, x1],

u(ξ) = Y j
α (ξ, u), ξ ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

Дослiдимо властивостi оператора Rh(x, (uj)
N
j=0). Оператор (4.36) перево-
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дить множину Ω(ω̂h, r) в себе. Нехай (vj)
N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r), тодi∥∥∥Rh(x, (vj)

N
j=0)− u(0)(x)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 K

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,ω̂h dξ 6

6
KR2

6c1
max (1, 2Rc1) = r, ∀(vj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r).

Крiм того, ∥∥Rh(x, (uj)
N
j=0)−Rh(x, (vj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |f(ξ, u(ξ))− f(ξ, v(ξ))| dξ 6

6 L

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R] |u(ξ)− v(ξ)| dξ 6

6 L‖u− v‖∗1,∞,[0,R]

R∫
0

‖G(x, ξ)‖∗1,∞,[0,R]dξ 6

6
LR2

6c1
max (1, 2Rc1) ‖u− v‖∗1,∞,[0,R] =

= q‖u− v‖∗1,∞,[0,R] ∀(uj)Nj=0, (vj)
N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r). (4.37)

Покажемо, що
‖u− v‖∗1,∞,[0,R] 6 (1 +M |h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h . (4.38)

Для цього розглянемо крайовi задачi
1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), 0 < x < x1,

lim
x→0

x2k(x)
du

dx
= 0, u(x1) = u1,

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

du

dx

]
= −f(x, u), xj−1 < x < xj,

u(xj−1) = uj−1, u(xj) = uj, j = 2, 3, . . . , N,
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розв’язки яких запишемо у виглядi

u(x) =

x1∫
0

G̃1(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + u1, x ∈ [0, x1],

u(x) =

xj∫
xj−1

G̃j(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + û(x),

û(x) =
u(xj)V

j
1 (x) + u(xj−1)V

j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

, x ∈ [xj−1, xj], j = 2, 3, . . . , N,

де функцiї Грiна G̃1(x, ξ), G̃j(x, ξ) задаються формулами (4.15), (4.16).
На пiдставi умови Лiпшиця

‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] 6

6 |u1 − v1|+ L ‖u− v‖∗1,∞,[0,x1]

x1∫
0

∥∥∥G̃1(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
dξ 6

6 ‖u− v‖0,∞,ω̂−h
+M2|h| ‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] ,

‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
6

6 ‖û− v̂‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
+ L ‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

xj∫
xj−1

∥∥∥G̃j(x, ξ)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−1,xj ]
dξ 6

6 ‖û− v̂‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
+M3|h| ‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

, j = 2, 3, . . . , N.

Оскiльки

‖û− v̂‖0,∞,[xj−1,xj ]
= max

x∈[xj−1,xj ]

{
|uj − vj|V j

1 (x) + |uj−1 − vj−1|V j−1
2 (x)

V j
1 (xj)

}
6

6 ‖u− v‖0,∞,ω̂−h
, j = 2, 3, . . . , N,∥∥∥∥x2k(x)

dû

dx
−x2k(x)

dv̂

dx

∥∥∥∥
0,∞,[xj−1,xj ]

= max
x∈[xj−1,xj ]

hj |ux,j − vx,j|
V j

1 (xj)
6

6 (1 +M4|h|)
∥∥∥∥x2k(x)

du

dx
− x2k(x)

dv

dx

∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

, j = 2, 3, . . . , N,
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то

‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] 6 ‖u− v‖
∗
1,∞,ω̂h +M2|h| ‖u− v‖∗1,∞,[0,x1] 6

6
1

1−M2|h|
‖u− v‖∗1,∞,ω̂h 6 (1 +M |h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h ,

‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]
6 (1 +M4|h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h +M3|h| ‖u− v‖∗1,∞,[xj−1,xj ]

6

6
1 +M4|h|
1−M3|h|

‖u− v‖∗1,∞,ω̂h 6

6 (1 +M |h|) ‖u− v‖∗1,∞,ω̂h , j = 2, 3, . . . , N

з яких випливає нерiвнiсть (4.38).
Враховуючи (4.38), з оцiнки (4.37) отримаємо∥∥Rh(x, (uj)

N
j=0)−Rh(x, (vj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6 (q +M1|h|)‖u− v‖∗1,∞,ω̂h =

= q1‖u− v‖∗1,∞,ω̂h.

Оскiльки на пiдставi (4.5) q1 = q + M1|h| < 1 при достатньо малому h0 i
оператор (4.36) для ∀(uj)Nj=0, (vj)

N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r) здiйснює стискувальне вiдобра-

ження.
Таким чином, згiдно з принципом стискувальних вiдображень при доста-

тньо малому h0 ТТРС (4.23) має єдиний розв’язок, який може бути отриманий
методом послiдовних наближень (4.34) з оцiнкою похибки (4.35).

Лема 4.5 Нехай виконується умова (4.2) та iснує стала ∆ > 0 така, що
умови (4.3), (4.4) справджуються в областi Ω([0, R], r + ∆). Тодi iснує таке
h0 > 0, що при |h| 6 h0 i ∀(vj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r) задачi

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY 0
2 (x, v)

dx

]
= −f(x, Y 0

2 (x, v)), 0 < x < x1,

Y 0
2 (x1, v) = v1, x2k(x)

dY 0
2 (x, v)

dx

∣∣∣∣
x=x1

= x2k(x)
dv

dx

∣∣∣∣
x=x1

,

(4.39)

1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY 1
1 (x, v)

dx

]
= −f(x, Y 1

1 (x, v)), 0 < x < x1,

Y 1
1 (0, v) = v0, lim

x→0
x2k(x)

dY 1
1 (x, v)

dx
= 0,

(4.40)
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1

x2

d

dx

[
x2k(x)

dY j
α (x, v)

dx

]
= −f(x, Y j

α (x, v)), xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α, v) = v(xj+(−1)α),

x2k(x)
dY j

α (x, v)

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

= x2k(x)
dv

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2

(4.41)

матимуть єдиний розв’язок.

Доведення. Задачi (4.39)—(4.41) еквiвалентнi операторним рiвнянням

U 0
2 (x) = R0

2(x, v, U
0
2 ) =

=

x∫
x1

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξ2f(ξ, U 0

2 (ξ))dξ + v1 − V 0
2 (x)x2k(x)

dv

dx

∣∣∣∣
x=x1

=

=

x1∫
x

V 0
2 (ξ)ξ2f(ξ, U 0

2 (ξ))dξ + V 0
2 (x)

x∫
0

ξ2f(ξ, U 0
2 (ξ))dξ + v1, x ∈ [0, x1],

U 1
1 (x) = R1

1(x, v, U
1
1 ) =

=

x∫
0

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξ2f(ξ, U 1

1 (ξ))dξ + v0, x ∈ [0, x1],

U j
α(x) = Rj

α(x, v, U j
α) =

= (−1)α+1

x∫
xj+(−1)α

[
V j
α (ξ)− V j

α (x)
]
ξ2f(ξ, U j

α(ξ))dξ+

+ vj+(−1)α + (−1)α+1x2k(x)
dv

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

V j
α (x), x ∈ [xj−2+α, xj−1+α],

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2.

Дослiдимо властивостi операторiв R0
2(x, v, U

0
2 ), R1

1(x, v, U
1
1 ), Rj

α(x, v, U j
α), j =

3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2. Врахуємо те, що

u(0)(x) = µ2 = u
(0)
0 = u

(0)
j+(−1)α, x2k(x)

du(0)

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

= 0.
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Зауважимо, що виконуються нерiвностi

V j
α (x)− V j

α (ξ) > 0, ∀ξ ∈ [xj+(−1)α, x], α = 1, 2.

Нехай U 0
2 (x), U1

1 (x) ∈ Ω([0, x1], r + ∆), U j
α(x) ∈ Ω([xj−2+α, xj−1+α], r + ∆), тодi

∣∣∣R0
2(x, v, U

0
2 )− u(0)

∣∣∣ 6 r +K

x1∫
x

V 0
2 (ξ)ξ2dξ +KV 0

2 (x)

x∫
0

ξ2dξ 6

6 r +
K

3

−x3V 0
2 (x) +

x1∫
x

ξdξ

k(ξ)

+KV 0
2 (x)

x3

3
6

6 r +
K(x2

1 − x2)

6c1
6 r +M1|h|,∣∣∣∣∣x2k(x)

(
∂R0

2(x, v, U
0
2 )

∂x
− du(0)

dx

)∣∣∣∣∣ 6 K

x∫
0

ξ2dξ = K
x3

3
6 r,

∣∣∣R1
1(x, v, U

1
1 )− u(0)

∣∣∣ 6 r +K

x∫
0

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξ2dξ =

= r +K
[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

] ξ3

3

∣∣∣∣x
0

− K

3

x∫
0

ξdξ

k(ξ)
6 r,

∣∣∣∣∣x2k(x)

(
∂R1

1(x, v, U
1
1 )

∂x
− du(0)

dx

)∣∣∣∣∣ 6 r +K

x∫
0

ξ2dξ 6 r +M4|h|,

∣∣∣Rj
α(x, v, U j

α)− u(0)
∣∣∣ 6

6 r +M |h|+ (−1)α+1K

x∫
xj+(−1)α

[
V j
α (x)− V j

α (ξ)
]
ξ2dξ =

= r +M |h| − (−1)α+1KV j
α (x)

x3
j+(−1)α

3
+
K

3

x∫
xj+(−1)α

ξdξ

k(ξ)
6

6 r +M5|h|,
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∣∣∣∣∣x2k(x)

(
∂Rj

α(x, v, U j
α)

∂x
− du(0)

dx

)∣∣∣∣∣ 6 r + (−1)α+1K

x∫
xj+(−1)α

ξ2dξ 6 r +M6|h|,

Звiдси ∥∥∥R0
2(x, v, U

0
2 )− u(0)

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

6 r + ∆,∥∥∥R1
1(x, v, U

1
1 )− u(0)

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

6 r + ∆,∥∥∥Rj
α(x, v, U j

α)− u(0)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]
6 r + ∆,

тобто оператори R0
2(x, v, U

0
2 ), R1

1(x, v, U
1
1 ), Rj

α(x, v, U j
α), j = 3 − α, 4 −

α, . . . , N + 1 − α, α = 1, 2 переводить вiдповiдно множини Ω([0, x1], r +

∆),Ω([xj−2+α, xj−1+α], r + ∆) в себе. Крiм того,∣∣∣R0
2(x, v, U

0
2 )−R0

2(x, v, Ũ
0
2 )
∣∣∣ 6

6 L
∣∣∣U 0

2 − Ũ 0
2

∣∣∣ x1∫
x

V 0
2 (ξ)ξ2dξ + V 0

2 (x)L
∣∣∣U 0

2 − Ũ 0
2

∣∣∣ x∫
0

ξ2dξ 6

6 L
∣∣∣U 0

2 − Ũ 0
2

∣∣∣
−x3V 0

2 (x)

3
+

1

3

x1∫
x

ξdξ

k(ξ)

+ L
∣∣∣U 0

2 − Ũ 0
2

∣∣∣ x3V 0
2 (x)

3
6

6
L(x2

1 − x2)

6c1

∣∣∣U 0
2 − Ũ 0

2

∣∣∣ 6 q
∥∥∥U 0

2 − Ũ 0
2

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,

∣∣∣∣∣x2k(x)

(
∂R0

2(x, v, U
0
2 )

∂x
− ∂R0

2(x, v, Ũ
0
2 )

∂x

)∣∣∣∣∣ 6 L
∣∣∣U 0

2 − Ũ 0
2

∣∣∣ x∫
0

ξ2dξ =

= L
∣∣∣U 0

2 − Ũ 0
2

∣∣∣ x3

3
6 q

∥∥∥U 0
2 − Ũ 0

2

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,
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∣∣∣R1
1(x, v, U

1
1 )−R1

1(x, v, Ũ
1
1 )
∣∣∣ 6

6 L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x∫
0

[
V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

]
ξ2dξ =

= L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣
(V 0

2 (x)− V 0
2 (ξ)

) ξ3

3

∣∣∣∣x
0

− 1

3

x∫
0

ξdξ

k(ξ)

 6

6 L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x2

6c1
6 q

∥∥∥U 1
1 − Ũ 1

1

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,∣∣∣∣∣x2k(x)

(
∂R1

1(x, v, U
1
1 )

∂x
− ∂R1

1(x, v, Ũ
1
1 )

∂x

)∣∣∣∣∣ 6 L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x∫
0

ξ2dξ =

= L
∣∣∣U 1

1 − Ũ 1
1

∣∣∣ x3

3
6 q

∥∥∥U 1
1 − Ũ 1

1

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,∣∣∣Rj
α(x, v, U j

α)−Rj
α(x, v, Ũ j

α)
∣∣∣ 6

6 (−1)α+1L
∣∣∣U j

α − Ũ j
α

∣∣∣ x∫
xj+(−1)α

[
V j
α (x)− V j

α (ξ)
]
ξ2dξ =

= L
∣∣∣U j

α − Ũ j
α

∣∣∣
(−1)αV j

α (x)
x3
j+(−1)α

3
+

1

3

x∫
xj+(−1)α

ξdξ

k(ξ)

 6

6 (q +M |h|)
∥∥∥U j

α − Ũ j
α

∥∥∥∗
1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

,∣∣∣∣∣x2k(x)

(
∂Rj

α(x, v, U j
α)

∂x
− ∂Rj

α(x, v, Ũ j
α)

∂x

)∣∣∣∣∣ 6
6 (−1)α+1L

∣∣∣U j
α − Ũ j

α

∣∣∣ x∫
xj+(−1)α

ξ2dξ =

= (−1)α+1L
∣∣∣U j

α − Ũ j
α

∣∣∣ x3 − x3
j+(−1)α

3
6

6 q
∥∥∥U j

α − Ũ j
α

∥∥∥∗
1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

,
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Таким чином,∥∥∥R0
2(x, v, U

0
2 )−R0

2(x, v, Ũ
0
2 )
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
6 q

∥∥∥U 0
2 − Ũ 0

2

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,∥∥∥R1
1(x, v, U

1
1 )−R1

1(x, v, Ũ
1
1 )
∥∥∥∗

1,∞,[0,x1]
6 q

∥∥∥U 1
1 − Ũ 1

1

∥∥∥∗
1,∞,[0,x1]

,∥∥∥Rj
α(x, v, U j

α)−Rj
α(x, v, Ũ j

α)
∥∥∥∗

1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]
6

6 (q +M |h|)
∥∥∥U j

α − Ũ j
α

∥∥∥∗
1,∞,[xj−2+α,xj−1+α]

.

Оскiльки на пiдставi (4.5) q1 = q+M |h| < 1 при достатньо малому h0, то опера-
ториR0

2(x, v, U
0
2 ),R1

1(x, v, U
1
1 ),Rj

α(x, v, U j
α), j = 3−α, 4−α, . . . , N+1−α, α = 1, 2

здiйснюють стискувальне вiдображення. Таким чином, згiдно з принципом сти-
скувальних вiдображень, при достатньо малому h0 задачi (4.40), (4.41) матимуть
єдиний розв’язок.

4.3 Алгоритмiчна реалiзацiя точної триточкової
рiзницевої схеми

Оскiльки
x1∫

0

ξ2V 0
2 (ξ)f(ξ, u)dξ = Y 0

2 (0, u)− u1,

x1∫
0

ξ2f(ξ, u)dξ = −x2
1Z

1
1(x1, u),

x1∫
0

ξ2V 1
2 (ξ)f(ξ, u)dξ = −x2

1V
1

2 (x1)Z
1
1(x1, u)− Y 1

1 (x1, u) + u0,

(−1)α+1

xj∫
xj+(−1)α

ξ2V j
α (ξ)f(ξ, u)dξ =(−1)αx2

jV
j
α (xj)Z

j
α(xj, u)+

+ Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α,
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де Y 0
2 (0, u), Y 1

1 (x1, u), Z1
1(x1, u), Y j

α (xj, u), Zj
α(xj, u), α = 1, 2 —розв’язки задач

Кошi

dY 0
2 (x, u)

dx
=
Z0

2(x, u)

k(x)
,

dZ0
2(x, u)

dx
= −f(x, Y 0

2 (x, u))− 2Z0
2(x, u)

x
, 0 < x < x1,

Y 0
2 (x1, u) = u1, Z0

2(x1, u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=x1

,

(4.42)

dY 1
1 (x, u)

dx
=
Z1

1(x, u)

k(x)
,

dZ1
1(x, u)

dx
= −f(x, Y 1

1 (x, u))− 2Z1
1(x, u)

x
, 0 < x < x1,

Y 1
1 (0, u) = u0, lim

x→0
Z1

1(x, u) = 0,

(4.43)

dY j
α (x, u)

dx
=
Zj
α(x, u)

k(x)
,

dZj
α(x, u)

dx
= −f(x, Y j

α (x, u))− 2Zj
α(x, u)

x
, xj−2+α < x < xj−1+α,

Y j
α (xj+(−1)α, u) = uj+(−1)α, Zj

α(xj+(−1)α, u) = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

,

j = 3− α, 4− α, . . . , N + 1− α, α = 1, 2,

(4.44)

а V̄ j
α (x) = (−1)α+1V j

α (x) — розв’язки задач Кошi

dV̄ j
α (x)

dx
=

1

x2k(x)
, xj−2+α < x < xj−1+α,

V̄ j
α (xj+(−1)α) = 0, j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

(4.45)

114



Тодi праву частину ТТРС (4.23) можна записати у виглядi

ϕ(x0, u) = T̂ x0(f(ξ, u(ξ))) =
Y 0

2 (0, u)− u1

h1
,

ϕ(x1, u) = T̂ x1(f(ξ, u(ξ))) =

=
1

~1

[
Z1

2(x1, u)− Z1
1(x1, u) +

Y 1
2 (x1, u)− u2

x2
1V

1
2 (x1)

]
,

ϕ(xj, u) = T̂ xj(f(ξ, u(ξ))) =

=
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Zj
α(xj, u) + (−1)α

Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

x2
jV

j
α (xj)

]
,

j = 2, 3, . . . , N − 1.

(4.46)

Отже, для побудови ТТРС (4.23), (4.24), (4.46) необхiдно для ∀xj ∈ ω̂h

розв’язати чотири задачi Кошi (4.42) або(4.43) або (4.44) i (4.45). Якщо задачi
(4.42)–(4.45) розв’язувати чисельно, то можна побудувати усiченi ТРС.

Задачi Кошi (4.43)–(4.45) будемо розв’язувати чисельно за допомогою будь-
яких однокрокових методiв (див., напр., [55], Роздiл 2)

Y
(m̄)1

1 (x1, u) = u0 + h1Φ̃1 (x0, u0, 0, h1) ,

Z
(m)1
1 (x1, u) = h1Φ̃2 (x0, u0, 0, h1) ,

(4.47)

Y
(m̄)0

2 (x0, u) = u1 − h1Φ1

(
x1, u1, (ku

′
)1,−h1

)
,

Z
(m)0
2 (x0, u) = (ku

′
)1 − h1Φ2

(
x1, u1, (ku

′
)1,−h1

)
,

(4.48)

Y (m̄)j
α (xj, u) = uj+(−1)α+

+ (−1)α+1hj−1+αΦ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
,

Z(m)j
α (xj, u) = (ku

′
)j+(−1)α+

+ (−1)α+1hj−1+αΦ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
,

V̄ (m̄)j
α (xj) = (−1)α+1hj−1+αΦ3

(
xj+(−1)α, 0, (−1)α+1hj−1+α

)
,

j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.

(4.49)
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де Φ̃1(x, u, y, h), Φ̃2(x, u, y, h), Φ1(x, u, y, h), Φ2(x, u, y, h), Φ3(x, u, h) — фун-

кцiї приросту, (ku′)j+(−1)α = k(x)
du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

, Z
(m)1
1 (x1, u), Z(m)j

α (xj, u) апро-

ксимує значення Z1
1(x1, u), Zj

α(xj, u) з порядком точностi m (m – цi-
ле додатне), Y

(m̄)1
1 (x1, u), Y

(m̄)j
α (xj, u), V

(m̄)j
α (xj) апроксимують вiдповiдно

Y 1
1 (x1, u), Y j

α (xj, u), V j
α (xj) з порядком точностi m̄ = 2[(m + 1)/2] ([·] – цiла

частина). Якщо k(x) та права частина диференцiального рiвняння f(x, u) до-
статньо гладкi, то iснують розклади

Y 1
1 (x1, u) =Y

(m̄)1
1 (x1, u) + hm̄+1

1 ψ1
1(x0, u) +O(hm̄+2

1 ), (4.50)

Z1
1(x1, u) = Z

(m)1
1 (x1, u) + hm+1

1 ψ̃1
1(x0, u) +O(hm+2

1 ), (4.51)

Y 0
2 (x0, u) =Y

(m̄)0
2 (x0, u)− hm̄+1

1 ψ0
2(x1, u) +O(hm̄+2

1 ), (4.52)

Z0
2(x0, u) = Z

(m)0
2 (x0, u) + [−h1]

m+1ψ̃0
2(x1, u) +O(hm+2

1 ), (4.53)

Y j
α (xj, u) =Y (m̄)j

α (xj, u)+

+ [(−1)α+1hj−1+α]m̄+1ψjα(xj+(−1)α, u) +O(hm̄+2
j−1+α),

(4.54)

Zj
α(xj, u) =Z(m)j

α (xj, u)+

+ [(−1)α+1hj−1+α]m+1ψ̃jα(xj+(−1)α, u) +O(hm+2
j−1+α),

(4.55)

V̄ j
α (xj) = V̄ (m̄)j

α (xj) + [(−1)α+1hj−1+α]m̄+1ψ̄jα(xj+(−1)α) +O(hm̄+2
j−1+α). (4.56)

У випадку методу рядiв Тейлора

Φ̃1 (x0, u0, 0, h1) = −h1
f(x0, u0)

6k(x0)
−

−
m̄∑
p=3

hp−1
1

p!

p−2∑
j=0

(
p− 1

j

)
p− j − 1

p− j + 1

dp−j−2f(x0, u0)

dxp−j−2

dj

dxj
1

k(x)

∣∣∣∣
x=x0

 ,
Φ̃2 (x0, u0, 0, h1) = −1

3
f(x0, u0)−

m∑
p=2

hp−1
1

(p− 1)!(p+ 2)

dp−1f(x0, u0)

dxp−1
,
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Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
=

=

[
1− (−1)α+1hj−1+α

2

(
2

xj+(−1)α
+
k
′

j+(−1)α

kj+(−1)α

)]
u′j+(−1)α−

− (−1)α+1hj−1+α

2

f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)

kj+(−1)α
+

+
m̄∑
p=3

[(−1)α+1hj−1+α]p−1

p!

dpY j
α (xj+(−1)α, u)

dxp
,

Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, (−1)α+1hj−1+α

)
=

= −f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)−
2(ku′)j+(−1)α

xj+(−1)α
+

+
m∑
p=2

[(−1)α+1hj−1+α]p−1

p!

dpZj
α(xj+(−1)α, u)

dxp
,

Φ3

(
xj+(−1)α, 0, (−1)α+1hj−1+α

)
=

=
1

(x2k)j+(−1)α
+

m̄∑
p=2

[(−1)α+1hj−1+α]p−1

p!

[
dp−1

dxp−1

1

x2k(x)

]∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

.

Лема 4.6 . Нехай k(x) ∈ Qm+1[0, R], iснує стала ∆ > 0 така, що

f(x, u) ∈
N
∪
j=1

Cm ([xj−1, xj]× Ω([0, R], r +4)) ,

i для чисельних методiв (4.49) iснують розклади (4.54)—(4.56), тодi справ-
джуються спiввiдношення

Y j
α (xj, u) =Y (m̄)j

α (xj, u)+

+ (−1)α+1hm̄+1
j−1+αψ

j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm̄+2

j−1+α),
(4.57)

Zj
α(xj, u) = Z(m)j

α (xj, u)+

+ [(−1)α+1hj−1+α]m+1ψ̃j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm+2

j−1+α),
(4.58)

V j
α (xj) = V (m̄)j

α (xj) + hm̄+1
j−1+αψ̄

j−1+α
1 (xj+(−1)α) +O(hm̄+2

j−1+α), (4.59)

j = 3− α, 4− α, ..., N + 1− α, α = 1, 2.
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Доведення. З того, що метод (4.49) має порядок точностi m̄ та виконуються
умови гладкостi, випливає, що iснують розклади (4.54)–(4.56) (див., напр., [55,
c.168]). Згiдно з (4.54), (4.55)

Y j
1 (xj, u)− Y (m̄)j

1 (xj, u) = Y j
1 (xj, u)− u(xj − hj)−

− hjΦ1(xj − hj, u(xj − hj), ku′|x=xj−hj , hj) =

= hm̄+1
j ψj1(xj − hj, u) +O(hm̄+2

j ),

(4.60)

Zj
1(xj, u)− Z(m)j

1 (xj, u) = Zj
1(xj, u)− ku′|x=xj−hj −

− hjΦ2(xj − hj, u(xj − hj), ku′|x=xj−hj , hj) =

= hm+1
j ψ̃j1(xj − hj, u) +O(hm+2

j ).

(4.61)

Зазначимо, що

Y j
2 (xj, u)− Y (m̄)j

2 (xj, u) =

= Y j
2 (xj, u)− uj+1 + hj+1Φ1(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1),

Zj
2(xj, u)− Z(m)j

2 (xj, u) =

= Zj
2(xj, u)− (ku′)j+1 + hj+1Φ2(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1).

Пiдставимо в рiвностi (4.60), (4.61) замiсть hj величину −hj+1 i врахуємо, що
Y j

1 (xj, u) = Y j
2 (xj, u), Zj

1(xj, u) = Zj
2(xj, u), тодi отримаємо

Y j
2 (xj, u)− uj+1 + hj+1Φ1(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1) =

= −hm̄+1
j+1 ψ

j+1
1 (xj+1, u) +O(hm̄+2

j+1 ),

Zj
2(xj, u)− (ku′)j+1 + hj+1Φ2(xj+1, uj+1, (ku

′)j+1,−hj+1) =

= (−1)m+1hm+1
j+1 ψ̃

j+1
1 (xj+1, u) +O(hm+2

j+1 ).

Звiдси випливають спiввiдношення (4.57), (4.58). Аналогiчно до (4.57) доводи-
ться рiвнiсть

V̄ j
α (xj) = V̄ (m̄)j

α (xj) + (−1)α+1hm̄+1
j−1+αψ̄

j−1+α
1 (xj+(−1)α) +O(hm̄+2

j−1+α),

з якої з урахуванням того, що V̄ j
α (x) = (−1)α+1V j

α (x), випливає (4.59).
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Замiсть ТТРС (4.23), (4.24), (4.46) можна тепер скористатися усiченою ТРС
рангу m̄ вигляду

y
(m̄)
x,0 = −ϕ(m̄)(x0, y

(m̄)), a
(m̄)
2 y

(m̄)
x,1 /(~1x

2
1) = −ϕ(m̄)(x1, y

(m̄)),

1

x2
j

(
a(m̄)y

(m̄)
x̄

)
x̂,j

= −ϕ(m̄)(xj, y
(m̄)), j = 2, 3, . . . , N − 1, y

(m̄)
N = µ2,

(4.62)

де

a(m̄)(xj) =

[
1

hj
V

(m̄)j
1 (xj)

]−1

, ϕ(m̄)(x0, u) =
1

h1

(
Y

(m̄)0
2 (x0, u)− u1

)
,

ϕ(m̄)(x1, u) =
1

~1

[
Z

(m)1
2 (x1, u)− Z(m)1

1 (x1, u) +
Y

(m̄)1
2 (x1, u)− u2

x2
1V

(m̄)1
2 (x1)

]
,

ϕ(m̄)(xj, u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(m)j
α (xj, u) + (−1)α

Y
(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

x2
jV

(m̄)j
α (xj)

]
.

Для доведення iснування та єдиностi розв’язку ТРС (4.62), а також для
встановлення її точностi необхiдна

Лема 4.7 Нехай виконанi умови леми 4.6; тодi будуть виконуватися оцiнки∣∣∣a(m̄)(xj)− a(xj)
∣∣∣ 6M |h|m̄, (4.63)

ϕ(m̄)(x0, u)− ϕ(x0, u) = hm̄1 ψ
0
2(x1, u) +O(hm̄+1

1 ), (4.64)

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=

{
hm+1
j

[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x, u)x2k(x)

du

dx

)
− ψ̃j1(x, u)

]
x=xj+0

}
x̂

+

+O

(
hm+2
j + hm+2

j+1

~j

)
, j = 1, 2, . . . , N − 1,

(4.65)

якщо m непарне,

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=

{
hmj

[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x, u)x2k(x)

du

dx

)]
x=xj+0

}
x̂

+

+O

(
hm+1
j + hm+1

j+1

~j

)
, j = 1, 2, . . . , N − 1,

(4.66)
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якщо m парне; крiм того∣∣∣ϕ(m̄)(x0, u)
∣∣∣ 6M |h|,∣∣∣ϕ(m̄)(xj, u)
∣∣∣ 6 K +M |h|

∀u ∈ Ω(ω̂h, r +4), j = 1, 2, . . . , N − 1,

(4.67)

∣∣∣ϕ(m̄)(x0, u)− ϕ(m̄)(x0, v)
∣∣∣ 6M |h|‖u− v‖∗

1,∞,ω̂h
,∣∣∣ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, v)

∣∣∣ 6 (L+M |h|)‖u− v‖∗
1,∞,ω̂h

∀u, v ∈ Ω(ω̂h, r +4), j = 1, 2, . . . , N − 1,

(4.68)

де через M позначатимемо сталi, якi не залежать вiд |h|.

Доведення. Нерiвнiсть (4.63) випливає з (4.59), а спiввiдношення (4.64) — з
(4.50). Дiйсно,

a(m̄)(xj)− a(xj) =
hj[V

j
1 (xj)− V (m̄)j

1 (xj)]

V j
1 (xj)V

(m̄)j
1 (xj)

= O(hm̄j ),

ϕ(m̄)(x0, u)− ϕ(x0, u) =
1

h1

(
Y 0

2 (x0, u)− Y (m̄)0
2 (x0, u)

)
=

= hm̄1 ψ
0
2(x1, u) +O(hm̄+1

1 ).

(4.69)

Доведемо (4.65), (4.66). Зауважимо, що

ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(x1, u) =
1

~1

[
2∑

α=1

(−1)α
(
Z(m)1
α (x1, u)− Z1

α(x1, u)
)

+

+
1

x2
1

(
Y

(m̄)1
2 (x1, u)− u2

V
(m̄)1

2 (x1)
− Y 1

2 (x1, u)− u2

V 1
2 (x1)

)]
,

(4.70)

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =
1

~j

2∑
α=1

(−1)α
[
Z(m)j
α (xj, u)− Zj

α(xj, u) +

+
(−1)α

x2
j

(
Y

(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V
(m̄)j
α (xj)

−
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

)]
.

(4.71)
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З леми 4.6 та рiвностi

Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α = (−1)αhj−1+α

du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α

+O(h2
j−1+α)

маємо
Z

(m)1
1 (x1, u)− Z1

1(x1, u) = −hm+1
1 ψ̃1

1(x0, u) +O(hm+2
1 ),

Z(m)j
α (xj, u)− Zj

α(xj, u) = −[(−1)α+1hj−1+α]m+1ψ̃j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm+2

j−1+α),

Y
(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V
(m̄)j
α (xj)

−
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

=

=
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α − (−1)α+1hm̄+1

j−1+αψ
j−1+α
1 (xj+(−1)α, u) +O(hm̄+2

j−1+α)

V j
α (xj)− hm̄+1

j−1+αψ̄
j−1+α
1 (xj+(−1)α) +O(hm̄+2

j−1+α)
−

−
Y j
α (xj, u)− uj+(−1)α

V j
α (xj)

= −
(−1)α+1hm̄+1

j−1+αψ
j−1+α
1 (xj+(−1)α, u)

V j
α (xj)

+

+

(−1)α+1hm̄+2
j−1+αψ̄

j−1+α
1 (xj+(−1)α)

du

dx

∣∣∣∣
x=xj+(−1)α[

V j
α (xj)

]2 +O(hm̄+1
j−1+α). (4.72)

З урахуванням (4.72) та спiввiдношення

V j
α (xj) =

hj−1+α

(x2k)j+(−1)α
+O(h2

j−1+α),

рiвностi (4.70), (4.71) за непарних m зводяться до

ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(x1, u) =

=
1

~1

{
1

x2
1

[
hm+1

2 x2
2k2ψ

2
1(x2, u)− hm+1

1 x2
0k0ψ

1
1(x0, u)−

−hm+1
2 x2

2k2ψ̄
2
1(x2)(x

2ku′)2 + hm+1
1 x2

0k0ψ̄
1
1(x0)(x

2ku′)0

]
−

− hm+1
2 ψ̃2

1(x2, u) + hm+1
1 ψ̃1

1(x0, u)
}

+

+O

(
hm+2

1 + hm+2
2

~1

)
,

(4.73)
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ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=
1

~j

{
1

x2
j

[
hm+1
j+1 kj+1ψ

j+1
1 (xj+1, u)− hm+1

j kj−1ψ
j
1(xj−1, u)−

−hm+1
j+1 kj+1ψ̄

j+1
1 (xj+1)(x

2ku′)j+1 + hm+1
j kj−1ψ̄

j
1(xj−1)(x

2ku′)j−1

]
−

− hm+1
j+1 ψ̃

j+1
1 (xj+1, u) +hm+1

j ψ̃j1(xj−1, u)
}

+

+O

(
hm+2
j + hm+2

j+1

~j

)
,

(4.74)

а за парних m – до виразiв

ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(x1, u) =

=
1

x2
1~1

[
hm2 x

2
2k2ψ

2
1(x2, u)− hm1 x2

0k0ψ
1
1(x0, u)−

−hm2 x2
2k2ψ̄

2
1(x2)(x

2ku′)2 + hm1 x
2
0k0ψ̄

1
1(x0)(x

2ku′)0

]
+

+O

(
hm+1

1 + hm+1
2

~1

)
,

(4.75)

ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(xj, u) =

=
1

x2
j~j

[
hmj+1kj+1ψ

j+1
1 (xj+1, u)− hmj kj−1ψ

j
1(xj−1, u) −

− hmj+1kj+1ψ̄
j+1
1 (xj+1)(x

2ku′)j+1 +hmj kj−1ψ̄
j
1(xj−1)(x

2ku′)j−1

]
+

+O

(
hm+1
j + hm+1

j+1

~j

)
.

(4.76)

Оскiльки

kj−1ψ
j
1(xj−1, u) = kjψ

j
1(xj, u) +O(hj), ψ̃

j
1(xj−1, u) = ψ̃j1(xj, u) +O(hj),

kj−1ψ̄
j
1(xj−1)(x

2ku′)j−1 = kjψ̄
j
1(xj)(x

2ku′)j +O(hj),

то з урахуванням xj = xj+(−1)α + (−1)α+1hj−1+α iз (4.73)—(4.76) випливають
оцiнки (4.65), (4.66).
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Доведемо нерiвностi (4.67), (4.68). Iз (4.47), (4.49) випливають спiввiдноше-
ння

Φ̃1(x, u, 0, 0) = 0,
∂Φ̃1(x, u, 0, 0)

∂h
= −f(x, u)

6k(x)
, Φ̃2(x, u, 0, 0) = −f(x, u)

3
,

Φ1(x, u, y, 0) =
y

k(x)
,
∂Φ1(x, u, y, 0)

∂h
= −1

2

(
f(x, u)

k(x)
+

2y

xk(x)
+
yk
′
(x)

k2(x)

)
,

Φ2(x, u, y, 0) = −f(x, u)− 2y

x
, Φ3(x, 0, 0) =

1

x2k(x)
,

∂Φ3(x, 0, 0)

∂h
= − 1

2x2k(x)

(
2

x
+
k
′
(x)

k(x)

)
.

Отже, справджуються рiвностi

Y
(m̄)1

1 (x1, u) =

= u0 + h1Φ̃1 (x0, u0, 0, 0) + h2
1

∂Φ̃1 (x0, u0, 0, 0)

∂h
+

+
h3

1

2

∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2
=

= u0 − h2
1

f(x0, u0)

6k0
+
h3

1

2

∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2
,

Z
(m)1
1 (x1, u) =h1Φ̃2 (x0, u0, 0, 0) + h2

1

∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

˜̃
h
)

∂h
=

=− h1
f(x0, u0)

3
+ h2

1

∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

ˆ̃h
)

∂h
,

Y
(m̄)0

2 (x0, u) =u1 − h1

[
1 +

h1

2

(
2

x1
+
k′1
k1

)]
u′1 −

h2
1

2

f(x1, u1)

k1
−

− h3
1

2

∂2Φ1

(
x1, u1, (ku

′
)1, h̄

)
∂h2

,
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Y (m̄)j
α (xj, u) =

= uj+(−1)α + (−1)α+1hj−1+α

[
1− (−1)α+1hj−1+α

2

(
2

xj+(−1)α
+

+
k′j+(−1)α

kj+(−1)α

)]
u′j+(−1)α −

h2
j−1+α

2

f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)

kj+(−1)α
+

+ (−1)α+1
h3
j−1+α

2

∂2Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, h̄

)
∂h2

,

Z(m)j
α (xj, u) =

(
1− (−1)α+12hj−1+α

xj+(−1)α

)
(ku′)j+(−1)α−

− (−1)α+1hj−1+αf(xj+(−1)α, uj+(−1)α)+

+ h2
j−1+α

∂Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′
)j+(−1)α, h̃

)
∂h

,

V (m̄)j
α (xj) =

hj−1+α

(x2k)j+(−1)α
+ (−1)α+1h2

j−1+α

∂Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̆

)
∂h

,

V (m̄)j
α (xj) =

hj−1+α

(x2k)j+(−1)α

(
1− (−1)α+1hj−1+α

2

(
2

xj+(−1)α
+
k
′

j+(−1)α

kj+(−1)α

))
+

+
h3
j−1+α

2

∂2Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̆

)
∂h2

.

Звiдси

ϕ(m̄)(x0, u) =
1

h1

(
Y

(m̄)0
2 (x0, u)− u(m̄)

1

)
=

=
1

h1

(
−h1

[
1 +

h1

2

(
2

x1
+
k′1
k1

)]
u′1 −

h2
1

2

f(x1, u1)

k1
−

−h
3
1

2

∂2Φ1

(
x1, u1, (ku

′
)1, h̄

)
∂h2

)
=

= −
[
1 +

h1

2

(
2

x1
+
k′1
k1

)]
u′1 −

h1

2

f(x1, u1)

k1
+O(h2

1), (4.77)
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ϕ(m̄)(x1, u) =
1

~1

[
Z

(m)1
2 (x1, u)− Z(m)1

1 (x1, u) +
Y

(m̄)1
2 (x1, u)− u2

x2
1V

(m̄)1
2 (x1)

]
=

=
1

~1

{
h1

3
f(x0, u0) +

[
1− 1

x1V
(m̄)1

2 (x1)

h2

2k2

]
h2f(x2, u2) +

+

[
1 +

2h2

x2
− h2

x2
1V

(m̄)1
2 (x1)

(
1

k2
+
h2

2

(
k
′

2

k2
2

+
2

(xk)2

))]
(ku′)2−

− h2
1

∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

ˆ̃h
)

∂h
+ h2

2

∂Φ2

(
x2, u2, (ku

′)2, h̃
)

∂h
−

− h3
2

2x2
1V

(m̄)1
2 (x1)

∂2Φ1

(
x2, u2, (ku

′)2, h̄
)

∂h2

}
=

=
1

~1

(
h1

3
f(x0, u0) +

h2

2
f(x2, u2)

)
+O

(
h2

1 + h2
2

~1

)
, (4.78)

ϕ(m̄)(xj, u) =

=
1

~j

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(m)j
α (xj, u) + (−1)α

Y
(m̄)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

x2
jV

(m̄)j
α (xj)

]
=

=
1

~j

2∑
α=1

{[
1− 1

x2
jV

(m̄)j
α (xj)

hj−1+α

2kj+(−1)α

]
hj−1+αf(xj+(−1)α, uj+(−1)α) +

+ (−1)α

[
1− (−1)α+1hj−1+α

xj+(−1)α
− hj−1+α

x2
jV

(m̄)j
α (xj)

×

×
(

1

kj+(−1)α
− (−1)α+1hj−1+α

2

(
k
′

j+(−1)α

k2
j+(−1)α

+
1

(xk)j+(−1)α

))]
(ku′)j+(−1)α+

+ (−1)αh2
j−1+α

∂Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̃
)

∂h
+

+
(−1)α+1h3

j−1+α

2x2
jV

(m̄)j
α (xj)

∂2Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̄
)

∂h2

}
=

=
1

~j

2∑
α=1

hj−1+α

2
f(xj+(−1)α, uj+(−1)α) +O

(
h2
j + h2

j+1

~j

)
. (4.79)
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Оскiльки u′1 = hu′′0 +O(h2), то |u′1| 6M |h|. Тодi∣∣∣ϕ(m̄)(x0, u)
∣∣∣ 6M |h|, |ϕ(m̄)(xj, u)| 6 K +M |h|.

Доведемо оцiнку (4.68). Оскiльки

|ϕ(m̄)(x0, u)−ϕ(m̄)(x0, v)| 6 h1

6k0
|f(x0, u0)− f(x0, v0)|+

+
h2

1

2

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ̃1

(
x0, u0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2
−
∂2Φ̃1

(
x0, v0, 0,

ˆ̄h
)

∂h2

∣∣∣∣∣∣ ,
|ϕ(m̄)(x1, u)−ϕ(m̄)(x1, v)| 6 1

~1

[
h1

3
|f(x0, u0)− f(x0, v0)|+

+
h2

2
|f(x2, u2)− f(x2, v2)|

1 +
h2

2

|V (m̄)1
2 (x1)|

∣∣∣∣∣∣
∂Φ3

(
x2, 0, h̆

)
∂h

∣∣∣∣∣∣
+

+
h3

2

2x2
2|V

(m̄)1
2 (x1)|

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ3

(
x2, 0, ĥ

)
∂h2

∣∣∣∣∣∣ ‖x2ku′ − x2kv′‖0,∞,ω̂+
h
+

+ h2
1

∣∣∣∣∣∣∣
∂Φ̃2

(
x0, u0, 0,

ˆ̃h
)

∂h
−
∂Φ̃2

(
x0, v0, 0,

ˆ̃h
)

∂h

∣∣∣∣∣∣∣+
+ h2

2

∣∣∣∣∣∣
∂Φ2

(
x2, u2, (ku

′)2, h̃
)

∂h
−
∂Φ2

(
x2, v2, (kv

′)2, h̃
)

∂h

∣∣∣∣∣∣+
+

h3
2

2x2
1|V

(m̄)1
2 (x1)|

∣∣∣∣∣∂2Φ1

(
x2, u2, (ku

′)2, h̄
)

∂h2
−
∂2Φ1

(
x2, v2, (kv

′)2, h̄
)

∂h2

∣∣∣∣∣
]
,
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|ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, v)| 6

6
1

~j

2∑
α=1

{
hj−1+α

2
|f(xj+(−1)α, uj+(−1)α)− f(xj+(−1)α, vj+(−1)α)| ×

×

1 +
h2
j−1+α

|V (m̄)j
α (xj)|

∣∣∣∣∣∣
∂Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̆

)
∂h

∣∣∣∣∣∣
+

+
h3
j−1+α

2x2
j |V

(m̄)j
α (xj)|

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ3

(
xj+(−1)α, 0, h̃

)
∂h2

∣∣∣∣∣∣ ‖x2ku′ − x2kv′‖0,∞,ω̂+
h
+

+
h3
j−1+α

2x2
j |V

(m̄)j
α (xj)|

∣∣∣∣∣∂2Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̄
)

∂h2
−

−
∂2Φ1

(
xj+(−1)α, vj+(−1)α, (kv

′)j+(−1)α, h̄
)

∂h2

∣∣∣∣∣+
+ h2

j−1+α

∣∣∣∣∣∣
∂Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, (ku

′)j+(−1)α, h̃
)

∂h
−

−
∂Φ2

(
xj+(−1)α, vj+(−1)α, (kv

′)j+(−1)α, h̃
)

∂h

∣∣∣∣∣∣
 ,

то за формулою скiнченних приростiв знайдуться û, ŷ, ū, ȳ, ũ, ỹ такi, що

|ϕ(m̄)(x0, u)−ϕ(m̄)(x0, v)| 6M |h|‖u− v‖0,∞,ω̂−h ,

|ϕ(m̄)(x1, u)− ϕ(m̄)(x1, v)| 6
6 (L+M |h|)‖u− v‖0,∞,ω̂−h +M |h|2‖x2ku′ − x2kv′‖0,∞,ω̂+

h
+

+M |h|


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ̃2

(
x0, û, 0, ĥ

)
∂h∂u

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
x2, ũ, (ku

′
)2, h̃

)
∂h∂u

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
x2, ū, (ku

′
)2, h̄

)
∂h2∂u

∣∣∣∣∣
]
‖u− v‖0,∞,ω̂−h

}
+
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+M |h|


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ̃2

(
x0, u0, ŷ, ĥ

)
∂h∂y

∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
x2, u2, ỹ, h̃

)
∂h∂y

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
x2, u2, ȳ, h̄

)
∂h2∂y

∣∣∣∣∣
]
‖x2ku′ − x2kv′‖0,∞,ω̂+

h

}
,

|ϕ(m̄)(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, v)| 6
6 (L+M |h|)‖u− v‖0,∞,ω̂−h +M |h|2‖x2ku′ − x2kv′‖0,∞,ω̂+

h
+

+M |h|
2∑

α=1


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
xj+(−1)α, ũ, (ku

′
)j+(−1)α, h̃

)
∂h∂u

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
xj+(−1)α, ū, (ku

′
)j+(−1)α, h̄

)
∂h2∂u

∣∣∣∣∣
]
‖u− v‖0,∞,ω̂−h

}
+

+M |h|
2∑

α=1


∣∣∣∣∣∣
∂2Φ2

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, ỹ, h̃

)
∂h∂y

∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∂3Φ1

(
xj+(−1)α, uj+(−1)α, ȳ, h̄

)
∂h2∂y

∣∣∣∣∣
]
‖x2ku′ − x2kv′‖0,∞,ω̂+

h

}
.

Звiдси отримаємо оцiнку (4.68).

Теорема 4.8 Нехай виконуються умови теореми 4.1, леми 4.6, тодi ∃h0 >

0 таке, що при |h| 6 h0 ТРС (4.62) має єдиний розв’язок, точнiсть якого
характеризується оцiнкою

∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
= max

∥∥∥y(m̄) − u
∥∥∥

0,∞,ω̂−h
,

∥∥∥∥∥x2k
dy(m̄)

dx
− x2k

du

dx

∥∥∥∥∥
0,∞,ω̂+

h

 6

6M |h|m̄,

де [
x2k

dy(m̄)

dx

]
x=x1

= x2
1Z

(m)1
1 (x1, y

(m̄)),
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[
x2k

dy(m̄)

dx

]
x=xj

=x2
jZ

(m)j
1

(
xj, y

(m̄)
)

+

+
y

(m̄)
j − Y (m̄)j

1

(
xj, y

(m̄)
)

V
(m̄)j

1 (xj)
, j = 2, 3, ..., N.

Доведення. Покажемо, що за умов теореми ТРС рангу m̄ (4.62) має єдиний
розв’язок y(m̄)(x), x ∈ ω̂h. Використаємо принцип стискувальних вiдображень
(див., напр., [54]). Розглянемо операторне рiвняння

y(m̄)(x) = Rh(x, (y
(m̄)
j )Nj=0) =

∑
ξ∈ω̂h

~(ξ)G(m̄)(x, ξ)ϕ(m̄)
(
ξ, y(m̄)(ξ)

)
+ µ2+

+ h1ϕ
(m̄)
(
x0, y

(m̄)(x0)
)
δi,0,

(4.80)

де δi,j – символ Кронеккера, G(m̄)(x, ξ) – функцiя Грiна задачi (4.62) вигляду
(див., напр., [44, c.184])

G(m̄)(x, ξ) =

{
ξ2V (m̄)(ξ), 0 6 x 6 ξ,

ξ2V (m̄)(x), ξ 6 x 6 R,

V (m̄)(xj) =
N∑

k=j+1

hk
a(m̄)(xk)

=
N∑

k=j+1

V
(m̄)k

1 (xk).

Зауважимо, що [
x2k

dy(m̄)

dx

]
x=x1

= O
(
|h|3
)
,[

x2k
dy(m̄)

dx

]
x=xj

= a(m̄)(xj)y
(m̄)
x̄,j +O (|h|) , j = 2, 3, ..., N.

Враховуючи формулу пiдсумовування за частинами (див., напр., [46, c.233]),
отримаємо

N−1∑
j=1

G(m̄)(xi, xj)~j = V (m̄)(xi)
i∑

j=1

x2
j~j +

N−1∑
j=i+1

V (m̄)(xj)x
2
j~j 6

6
R3

6c1
+M |h|,

(4.81)
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∣∣∣a(m̄)(xi)
∣∣∣N−1∑
j=1

∣∣∣∣(G(m̄)(xi, xj)
)
x̄,i

∣∣∣∣ ~j =
hi

∣∣∣V (m̄)
x̄,i (xi)

∣∣∣∣∣∣V (m̄)i
1 (xi)

∣∣∣
i−1∑
j=1

x2
j~j =

=
i−1∑
j=1

x2
j~j 6

R3

3
+M |h|.

(4.82)

Отже, ∥∥∥Rh(x, (uj)
N
j=0)− u(0)(x)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 max

{
R2

6c1
+M |h|, R

3

3
+M |h|

}
(K +M |h|) =

=
KR2

6c1
max(1, 2Rc1) +M |h| =

= r +M |h| 6 r + ∆ ∀(uj)Nj=0 ∈ Ω(ω̂h, r + ∆), (4.83)

тобто оператор Rh(x, (uj)
N
j=0) переводить Ω(ω̂h, r + ∆) в себе.

Крiм того, враховуючи нерiвностi (4.68)∥∥Rh(x, (uj)
N
j=0)−Rh(x, (vj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 max

{
R2

6c1
+M |h|, R

2

3
+M |h|

}
max

j=1,N−1

∣∣∣ϕ(m̄) (xj, u)− ϕ(m̄) (xj, v)
∣∣∣+

+ h1

∣∣∣ϕ(m̄) (x0, u)− ϕ(m̄) (x0, v)
∣∣∣ 6

6

(
LR2

6c1
max(1, 2Rc1) +M2|h|

)
‖u− v‖∗

1,∞,ω̂h
=

= q2‖u− v‖∗1,∞,ω̂h ∀(uj)
N
j=0, (vj)

N
j=0 ∈ Ω(ω̂h, r + ∆). (4.84)

Якщо вибрати h0 таким, що q2 = q +M2|h| < 1, то вiдображення Rh(x, (uj)
N
j=0)

стискувальне.
Для похибки z(x) = y(m̄) − u(x), x ∈ ω̂h отримаємо задачу

zx,0 = ϕ(x0, u)− ϕ(m̄)(x0, y
(m̄)),

a
(m̄)
2 zx,1/(~1x

2
1) = ϕ(x1, u)− ϕ(m̄)(x1, y

(m̄)) +
(
a2 − a(m̄)

2

)
ux,1/(~1x

2
1),
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1

x2
j

(a(m̄)zx̄)x̂,j = ϕ(xj, u)− ϕ(m̄)(xj, y
(m̄)) +

1

x2
j

[(
a− a(m̄)

)
ux̄
]
x̂,j
,

j = 2, 3, . . . , N − 1, zN = 0,

розв’язок якої за допомогою функцiї Грiна можна записати у виглядi

zi =
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ (xj, u)

]
+

+
N−1∑
j=2

~j
1

x2
j

G(m̄)(xi, xj)
[(
a(m̄)(xj)− a(xj)

)
ux̄,j
]
x̂,j

+

+
1

x2
1

G(m̄)(xi, x1)
(
a

(m̄)
2 − a2

)
ux,1+

+ h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ (x0, u)

}
δi,0 =

(4.85)

=
N∑
j=2

hj

[
1

x2
j

G(m̄)(xi, xj)

]
x̄,j

[
a(xj)− a(m̄)(xj)

]
ux̄,j+

+
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ (xj, u)

]
+

+ h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ (x0, u)

}
δi,0.

Для непарного m з урахуванням (4.64)—(4.65), з (4.85) отримаємо

zi =
N∑
j=2

hj

{
1

x2
j

G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j

[
a(xj)− a(m̄)(xj)

]
ux̄,j−

−
N∑
j=1

hm+2
j

{
G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j
×

×
[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x)x2k(x)

du

dx

)
− ψ̃j1(x, u)

]
x=xj+0

+

+
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (xj, u)

]
+

+h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (x0, u)

}
δi,0 +O(|h|m+1).
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Тодi

|zi| 6
(

1

c1xi
+M |h|

)
‖a− a(m+1)‖0,1,ω̂+

h \x1
‖ux̄‖0,∞,ω̂+

h
+

+M |h|m+1 + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h 6

6M |h|m+1 + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h.

Якщо m – парне, то, враховуючи (4.64), (4.66), рiвнiсть (4.85) запишемо у ви-
глядi

zi =
N∑
j=2

hj

{
1

x2
j

G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j

[
a(xj)− a(m̄)(xj)

]
ux̄,j−

−
N∑
j=1

hm+1
j

{
G(m̄)(xi, xj)

}
x̄,j

[
k(x)

(
ψj1(x, u)− ψ̄j1(x)x2k(x)

du

dx

)]
x=xj+0

+

+
N−1∑
j=1

~jG(m̄)(xi, xj)
[
ϕ(m̄)

(
xj, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (xj, u)

]
+

+h1

{
ϕ(m̄)

(
x0, y

(m̄)
)
− ϕ(m̄) (x0, u)

}
δi,0 +O(|h|m).

Звiдси

|zi| 6
(

1

c1xi
+M |h|

)
‖a− a(m)‖0,1,ω̂+

h \x1
‖ux̄‖0,∞,ω̂+

h
+M |h|m + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h 6

6M |h|m + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h.

Отже,
|zi| 6M |h|m̄ + q2‖z‖∗1,∞,ω̂h.

З врахуванням рiвностi y(m̄)
j = Y j

1 (xj, y
(m̄)
j ) (див. Лемма 4.6), отримаємо∣∣∣∣∣

[
x2k

dz

dx

]
x=x1

∣∣∣∣∣ 6x2
1

∣∣∣Z(m)1
1 (x1, y

(m̄))− Z1
1(x1, y

(m̄))
∣∣∣+

+
∣∣∣x2

1Z
1
1(x1, y

(m̄))− x2
1Z

1
1(x1, u)

∣∣∣ ,
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∣∣∣∣∣
[
x2k

dz

dx

]
x=xj

∣∣∣∣∣ 6x2
j

∣∣∣Z(m)j
1 (xj, y

(m̄))− Zj
1(xj, y

(m̄))
∣∣∣+

+
∣∣∣x2
jZ

j
1(xj, y

(m̄))− x2
jZ

j
1 (xj, u)

∣∣∣+
+

1∣∣∣V (m̄)j
1 (xj)

∣∣∣
∣∣∣Y j

1 (xj, y
(m̄))− Y (m̄)j

1 (xj, y
(m̄))

∣∣∣ , j = 2, 3, ..., N.

Слiд зазначити, що розв’язок ТТРС (4.23) записується у виглядi

u(x) = Rh(x, (uj)
N
j=0) =

N∑
j=1

xj∫
xj−1

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ + µ2, (4.86)

де G(x, ξ)— функцiя Грiна задачi (4.1), функцiя u(x) в правiй частинi(4.86)
визначається формулою

u(x) = Y j
1 (x, u), x ∈ [xj−1, xj], j = 1, 2, ..., N.

Оскiльки оператор Rh(x, (uj)
N
j=0) є стискувальний, то∣∣∣x2

jZ
j
1(xj, y

(m̄))− x2
jZ

j
1 (xj, u)

∣∣∣ 6
6
∥∥Rh(x, (y

m̄
j )Nj=0)−Rh(x, (uj)

N
j=0)

∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6 (q +M1|h|)‖ym̄ − u‖∗1,∞,ω̂h = q1‖ym̄ − u‖∗1,∞,ω̂h, j = 1, 2, ..., N.

Тодi ∣∣∣∣∣
[
x2k

dz

dx

]
x=xj

∣∣∣∣∣ 6M |h|m̄ + q1‖z‖∗1,∞,ω̂h, j = 1, 2, ..., N.

Отже,

‖z‖∗
1,∞,ω̂h

6
M |h|m̄

1−max(q1, q2)
,

з якої в силу того, що max(q1, q2) < 1 при |h| 6 h0 випливає

‖z‖∗
1,∞,ω̂h

6M |h|m̄.

Теорема доведена.
Розв’язок нелiнiйної ТРС (4.62) може бути знайдено методом послiдовних

наближень.
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Теорема 4.9 Нехай виконуються умови теореми 4.8, тодi розв’язок задачi
(4.62) може бути знайдено за допомогою методу послiдовних наближень

y
(m̄,n)
x,0 = −ϕ(m̄)(x0, y

(m̄,n−1)), a
(m̄)
2 y

(m̄,n)
x,1 /(~1x

2
1) = −ϕ(m̄)(x1, y

(m̄,n−1)),

1

x2
j

(
a(m̄)y

(m̄,n)
x̄

)
x̂,j

= −ϕ(m̄)(xj, y
(m̄,n−1)), j = 2, 3, . . . , N − 1,

y
(m̄,n)
N = µ2, n = 1, 2, . . . , y

(m̄,0)
j = µ2, j = 0, 1, . . . , N

(4.87)

i справджується оцiнка∥∥∥y(m̄,n) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
6M(|h|m̄ + qn2 ),

де [
x2k

dy(m̄,n)

dx

]
x=x1

= x2
1Z

(m)1
1 (x1, y

(m̄,n)),

[
x2k

dy(m̄,n)

dx

]
x=xj

=x2
jZ

(m)j
1

(
xj, y

(m̄,n)
)

+

+
y

(m̄)
j − Y (m̄)j

1

(
xj, y

(m̄,n)
)

V
(m̄)j

1 (xj)
, j = 2, 3, ..., N,

стала M не залежить вiд |h|,m, n, а величина q2 = q +M2|h| < 1.

Доведення. В силу теореми 4.8 маємо∥∥∥y(m̄,n) − u
∥∥∥∗

1,∞,ω̂h
6
∥∥∥y(m̄) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

+
∥∥∥y(m̄,n) − y(m̄)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

6

6M |h|m̄ +
∥∥∥y(m̄,n) − y(m̄)

∥∥∥∗
1,∞,ω̂h

.
(4.88)

Послiдовнiсть наближень

y(m̄,n)(x) = Rh(x, (y
(m̄,n−1))Nj=0), x ∈ ω̂h, , n = 1, 2, ... .

збiгається (див. доведення теореми 4.8) i має мiсце оцiнка швидкостi збiжностi
(див., напр., [54, c.391])∥∥∥y(m̄,n) − y(m̄)

∥∥∥∗
0,∞,ω̂h

6
qn2

1− q2
(r + ∆). (4.89)
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З нерiвностей (4.88), (4.89) випливає оцiнка (4.87).
З практичної точки зору для обчислення розв’язку ТРС (4.62) доцiльнiше

використовувати iтерацiйний метод Ньютона. Лiнеаризуємо (4.62) з урахуван-
ням рiвностей

ϕ(m̄)(x0, y
(m̄,n)) = ϕ(m̄)(x0, y

(m̄,n−1)) +
h1

6k0

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 +O(h2
1),

ϕ(m̄)(x1, y
(m̄,n)) =ϕ(m̄)(x1, y

(m̄,n−1)) +
h1

2~1

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 +

+
h2

2~1

∂f(x2, y
(m̄,n−1)
2 )

∂u
∇y(m̄,n)

2 +O

(
h2

1 + h2
2

~1

)
,

ϕ(m̄)(xj, y
(m̄,n)) =ϕ(m̄)(xj, y

(m̄,n−1)) +
hj
2~j

∂f(xj−1, y
(m̄,n−1)
j−1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j−1 +

+
hj+1

2~1

∂f(xj+1, y
(m̄,n−1)
j+1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j+1 +O

(
h2
j + h2

j+1

~j

)
,

тодi модифiкований iтерацiйний метод Ньютона (див., напр., [42]) буде мати
вигляд

∇y(m̄,n)
x,0 +

h1

6k0

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 = −ϕ(m̄)(x0, y
(m̄,n−1))− y(m̄,n−1)

x,0 ,

a
(m̄)
2 ∇y

(m̄,n)
x,1

~1x2
1

+
h1

2~1

∂f(x0, y
(m̄,n−1)
0 )

∂u
∇y(m̄,n)

0 +
h2

2~1

∂f(x2, y
(m̄,n−1)
2 )

∂u
∇y(m̄,n)

2 =

= −ϕ(m̄)(x1, y
(m̄,n−1))−

a
(m̄)
2 y

(m̄,n−1)
x,1

~1x2
1

,

(4.90)

1

x2
j

(
a(m̄)∇y(m̄,n)

x̄

)
x̂,j

+
hj
2~j

∂f(xj−1, y
(m̄,n−1)
j−1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j−1 +

+
hj+1

2~1

∂f(xj+1, y
(m̄,n−1)
j+1 )

∂u
∇y(m̄,n)

j+1 =

= −ϕ(m̄)(xj, y
(m̄,n−1))− 1

x2
j

(
a(m̄)y

(m̄,n−1)
x̄

)
x̂,j
, ∇y(m̄,n)

N = 0,

(4.91)

y
(m̄,n)
j = y

(m̄,n−1)
j +∇y(m̄,n)

j , j = 0, 1, . . . , N, n = 1, 2, . . .
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4.4 Чисельнi експерименти

Приклад 4.1 Розглянемо крайову задачу, яка виникає в астрономiї i описує
рiвновагу iзотермiчних сфер газу [146]

1

x2

d

dx

[
x2du

dx

]
= −u5, x ∈ (0; 1), lim

x→0
x2du

dx
= 0, u(1) =

√
3

2
, (4.92)

з вiдомим точним розв’язком u(x) = (1 + x2/3)−1/2.
Для чисельного розв’язування задачi використаємо ТРС 4-го порядку то-

чностi на рiвномiрнiй сiтцi ω̄h =
{
xj = jh, j = 0, N, h = 1/N

}
, вигляду

y
(4)
x,0 = −ϕ(4)(x0, y

(4)), y
(4)
x,1/(hx

2
1) = −ϕ(4)(x1, y

(4)),

1

x2
j

y
(4)
x̄x,j = −ϕ(4)(xj, y

(4)), j = 2, 3, . . . , N − 1, y
(4)
N = µ2,

(4.93)

ϕ(4)(x0, u) =
1

h

(
Y

(4)0
2 (x0, u)− u1

)
,

ϕ(4)(x1, u) =
1

h

[
Z

(4)1
2 (x1, u)− Z(4)1

1 (x1, u) +
x2

x1

Y
(4)1

2 (x1, u)− u2

h

]
,

ϕ(4)(xj, u) =
1

h

2∑
α=1

(−1)α

[
Z(4)j
α (xj, u) + (−1)α

xj+(−1)α

xj

Y
(4)j
α (xj, u)− uj+(−1)α

h

]
.

де Y
(4)j
α (xj, u), Z

(4)j
α (xj, u)—чисельний розв’язок допомiжних задач Кошi

(4.42)—(4.44).
Зауважимо, що задача Кошi (4.43) є сингулярною, а тому для її чисель-

ного розв’язування будемо використовувати, наприклад, метод рядiв Тейлора
четвертого порядку точностi вигляду

Y
(4)1

1 (x1, u) = u0 −
h2

6
f(0, u0)−

h3

12

df(0, u0)

dx
− h4

40

d2f(0, u0)

dx2
,

Z
(4)1
1 (x1, u) = −h

3
f(0, u0)−

h2

4

df(0, u0)

dx
− h3

10

d2f(0, u0)

dx2
− h4

36

d3f(0, u0)

dx3
,

де f(x, u) = u5.
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Для знаходження розв’язку рiзницевої схеми (4.93) будемо використову-
вати модифiкований iтерацiйний метод Ньютона (4.90),(4.91), а для розв’я-
зування системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь з тридiагональною матрицею
— метод прогонки. Результати розв’язування задачi (4.92) наведено в табли-
цi 4.1. Тут

E1 =
∥∥∥y(4) − u

∥∥∥∗
1,∞,ω̄h

, p = log2

∥∥y(4) − u
∥∥∗

1,∞,ω̄h∥∥y(4) − u
∥∥∗

1,∞,ω̄h/2

.

Отже, ця рiзницева схема має четвертий порядок точностi.

Табл. 4.1. Результати чисельного розв’язування задачi (4.92)

N E1 p
10 0.3955. 10−5

20 0.1477. 10−6 4.7
40 0.9432. 10−8 4.0
80 0.5915. 10−9 4.0
160 0.3699. 10−10 4.0

Чисельнi результати розв’язування задачi (4.92) отриманi рiзними чи-
сельними методами наведено в таблицi 4.2, де E2 = ‖y − u‖0,∞,ω−h =

max
0≤j≤N−1

|yj − uj|, yj—чисельний розв’язок i ω̄h =
{
xj = jh, j = 0, 8, h = 1/8

}
.

Табл. 4.2. Порiвняння чисельних методiв

Чисельнi методи E2

рiзницева схема [146] 0.18. 10−3

метод колокацiї [146] 0.60. 10−4

рiзницева схема (4.93) 0.57. 10−5

Зауважимо, що чисельний розв’язок отриманий за допомогою рiзницевої
схеми (4.23),(4.24),(4.46) є точнiший. Крiм того запропонований тут пiдхiд
дозволяє апроксимувати не лише розв’язок, але i потiк x2k(x)du/dx в точках
сiтки з одним i тим самим порядком точностi.
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Приклад 4.2 Розглянемо крайову задачу

1

x2

d

dx

[
x2du

dx

]
= −4(2 exp(u) + exp(u/2)), x ∈ (0, 1),

lim
x→0

x2du

dx
= 0, u(1) = −2 ln 2,

(4.94)

iз заданим точним розв’язком u(x) = −2 ln(1 + x2). Задачу будемо розв’язува-
ти чисельно на рiвномiрнiй сiтцi ωh = {xj = jh, j = 0, 1, . . . , N, h = 1/N} за
допомогою схеми (4.93). Результати розрахункiв наведенi в таблицi 4.3.

Табл. 4.3. Результати чисельного розв’язування задачi (4.94)

N E1 p
20 0.1381E-04
40 0.9075E-06 3.9
80 0.5718E-07 4
160 0.3578E-08 4
320 0.2237E-09 4

4.5 Висновки до роздiлу 4

За умов iснування та єдиностi розв’язку крайової задачi для нелiнiйних
стацiонарних рiвнянь в сферичнiй системi координат доведено iснування ТТРС,
iснування та єдинiсть її розв’язку, а також збiжнiсть методу послiдовних набли-
жень. Розроблена ефективна алгоритмiчна реалiзацiя ТТРС через усiченi ТРС
рангу m̄, якi для своєї побудови вимагають для кожного вузла сiтки розв’язува-
ння двох лiнiйних та двох нелiнiйних задач Кошi на вiдрiзках [xj−1, xj] (вперед)
i [xj, xj+1] (назад) та сингулярної задачi Кошi на iнтервалi [0, x1], що здiйсню-
ється за один крок за допомогою будь-якого однокрокового методу - розкладу
в ряд Тейлора або Рунге-Кутта. Доведено iснування та єдинiсть розв’язку ТРС
рангу m̄, а також показано, що вона має порядок точностi m̄. Для знаходження
розв’язку ТРС нелiнiйної рiзницевої схеми використовувався метод послiдовних
наближень або Ньютона. Проведено чисельнi експерименти, а також порiвняння
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з iншими чисельними методами, якi пiдтверджують ефективнiсть запропонова-
них рiзницевих схем.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi побудовано та обгрунтовано точнi триточковi рiзни-
цевi схеми та триточковi рiзницевi схеми високого порядку точностi для розв’я-
зування крайових задач для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь в цилiндричнiй та
сферичнiй системах координат.

Основнi результати:

1. Побудовано методи рядiв Тейлора та типу Рунге-Кутта четвертого порядку
точностi для чисельного розв’язування сингулярних задач Кошi для нелi-
нiйних звичайних диференцiальних рiвнянь.

2. Побудовано точнi триточковi рiзницевi схеми розв’язування крайових задач
для нелiнiйних стацiонарних рiвнянь у цилiндричнiй та сферичнiй систе-
мах координат. Встановлено достатнi умови iснування та єдиностi розв’яз-
ку цих схем, доведено збiжнiсть методу послiдовних наближень для його
знаходження.

3. Розроблено ефективну алгоритмiчну реалiзацiю точних триточкових рiзни-
цевих схем через усiченi триточковi рiзницевi схеми довiльного порядку то-
чностi.

4. Дослiджено iснування та єдинiсть розв’язку усiчених триточкових рiзнице-
вих схем.

5. Доведено збiжнiсть та отримано оцiнку похибки усiчених триточкових рi-
зницевих схем.

6. Доведено збiжнiсть та отримано оцiнку похибки iтерацiйного методу послi-
довних наближень розв’язування рiзницевих схем.
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7. Перевiрено рiзницевi схеми на тестових прикладах та пiдтверджено тео-
ретичнi висновки шляхом проведення чисельних експериментiв. Наведено
результати порiвняння розроблених рiзницевих схем з iншими методами.
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