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ÇÀÃÀËÜÍÀ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÎÁÎÒÈ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ çà-
äà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî-
÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâ-
íÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ¹ íàäçâè÷àéíî ïëiäíèì ïîëåì äëÿ äîñëi-
äæåíü òà äæåðåëîì äëÿ áàãàòüîõ ñêëàäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì òà öiêàâèõ
çàñòîñóâàíü. Ïîïóëÿðíiñòü òàêîãî ðîäó äîñëiäæåíü ïîâ'ÿçàíà ç ¨õ àêòèâíèì
âèêîðèñòàííÿì ïðè âèðiøåííi ïðîáëåì ïðèðîäîçíàâñòâà, çîêðåìà, ãiäðî- i ãà-
çîäèíàìiêè, ôiçèêè òåïëà, ôiëüòðàöi¨, äèôóçi¨, ïëàçìè, òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïî-
ïóëÿöié.

Îñíîâè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè, ùî
îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, çàêëàäåíî ó âiäîìié ìî-
íîãðàôi¨ Æ.-Ë. Ëiîíñà (1972 p.). Ïiçíiøå öÿ òåìàòèêà àêòèâíî ðîçâèâàëàñÿ
áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè, ñåðåä ÿêèõ À. Ì. Ñàìîéëåíêî, Ì. Ç. Çãóðîâñüêèé,
Â. Î. Êàïóñòÿí, I. Ã. Áàëàíåíêî, I. Ä. Ïóêàëüñüêèé, Ë. À. Âëàñåíêî, Ë. Âî-
ëîøêî, Æ.-Ï. Ðàéìîíä (J.-P. Raymond), Ñ. Ëåíõàðò (S. Lenhart), Ô. Òðîëòù
(F. Troltzsch), Ç. Ëó (Z. Lu), I. Â. Áóøó¹â (I. V. Bushuev), E. Êàçàñ (E. Casas),
Äæ. Áiíòç (J. Bintz), Õ. Ôiíîòòi (H. Finotti), Ê. Ð. Ôiñòåð (K. R. Fister),
À. Õ. Õåéòåð (A. H. Khater), À. Á. Øàìàðäàíá (A. B. Shamardanb), Ñ. Õ. Ôà-
ðàã (S. H. Farag), Õ. Î. Ôàòòîðiíi (H. O. Fattorini). Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ
ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè, òàêîæ äîñèòü
äîáðå äîñëiäæåíi. Öå çðîáëåíî, çîêðåìà, â ïðàöÿõ Ï. I. Êîãóòà, Î. Ï. Êîãóò,
Î. Ï. Êóïåíêà, Ä. Ð. Àäàìñà (D. R. Adams), Â. Áàðáó (V. Barbu), Ô. Áåðíiñà
(F. Bernis), Ì. Áóêðóøà (M. Boukrouche), Ê. Iòî (Ê. Ito), K. Êóíiøà (K. Ku-
nisch), Ñ. Ëåíõàðò (S. Lenhart), Ã. Ð. Ëåãåðiíãà (G. R. Leugering), Ð. Ìàíçî
(R. Manzo), Ä. À. Òàðçià (D. A. Tarzia). Çàóâàæèìî, ùî ó öèõ äîñëiäæåí-
íÿõ ðîçãëÿäàëîñü îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ
ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé ç ïî-
÷àòêîâèìè óìîâàìè.

Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü ðîçïî÷àëîñü iç äîáðå âiäîìî¨ ïðàöi À.Ì. Òiõîíîâà (1935 ð.), äå áóëî
ïîêàçàíî, ùî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ðiâíÿííÿ
òåïëîïðîâiäíîñòi ãàðàíòó¹òüñÿ ïåâíèìè óìîâàìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ïðè
t→ −∞ , íàïðèêëàä, éîãî îáìåæåíiñòþ. Ïðîòå çãîäîì ó ïðàöÿõ Ì. Ì. Áîêàëà
(1984�1986 ðð.) áóëî ïîêàçàíî, ùî äëÿ äåÿêèõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâ-
íÿíü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ¹äèíèé ó êëàñi ôóíêöié ç äîâiëü-
íîþ ïîâåäiíêîþ ïðè t→ −∞ . Çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ
ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé äîñëiäæóâàëè, çîêðåìà, Ñ. Ä. Åéäåëüìàí,
Î. À. Îëiéíèê, Ñ. Ä. Iâàñèøèí, Î. À. Ïàíêîâ, Ì. Ä. Ìàðòèíåíêî, Ë. Ô. Áîéêî,
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Â. Ï. Ëàâðåí÷óê, Ì. I. Ìàòié÷óê, Ì. Ì. Áîêàëî, Ñ. Ï. Ëàâðåíþê, Í. Ï. Ïðî-
öàõ, Ï. ß. Ïóêà÷, Î. Ì. Áóãðié, Ò. Ì. Áàëàáóøåíêî, Þ. Á. Äìèòðèøèí,
�. I. Ìîiñ¹¹â.

Íà äàíèé ÷àñ äîñòàòíüî ïîâíî âèâ÷åíi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó
âèïàäêó, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè ÷è âàðià-
öiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ïðè íàÿâíîñòi ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Â òîé æå ÷àñ çàäà-
÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè
ðiâíÿííÿìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ðîçãëÿíóòî ëèøå â ðîáîòàõ Ì.Ì. Áîêàëà.
Òàì äîñëiäæåíî âèïàäîê ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñòàíó ñèñòåìè ç êåðóâàííÿìè â
ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîäîâæåíî öi äîñëiäæåííÿ
ó âèïàäêàõ, êîëè ðiâíÿííÿ ñòàíó ¹ íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè
òà âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ, à òàêîæ åâîëþ-
öiéíèìè ðiâíÿííÿìè iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà
êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.
Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ óìîâ iñíó-

âàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç
ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Çàâäàííÿìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹:
� âñòàíîâèòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ êîåôiöi¹íòàìè â çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíèõ
ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü;

� äîñëiäèòè óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó
âèïàäêó, êîëè ñòàí ñèñòåìè ìîäåëþ¹òüñÿ çàäà÷åþ Ôóð'¹ äëÿ ñèëüíî íåëiíié-
íèõ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè òà íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè;

� âiäøóêàòè äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ êîåôiöi¹í-
òàìè â çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâ-
íîñòåé;

� äîñëiäèòè ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðàâèìè ÷àñòèíà-
ìè â çàäà÷i Ôóð'¹ äëÿ ñèëüíî íåëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé;

� âèâ÷èòè êîðåêòíiñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàíè
ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ
ðiâíÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè
ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi
ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âà-
ðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ¹ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ
ëiíiéíèõ, ñëàáêî i ñèëüíî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, à òàêîæ ñëàáêî i
ñèëüíî íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.
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Ìåòîäè äîñëiäæåíü. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òà iäå¨ òåîði¨
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ, çîêðåìà, ìåòîäè Ãàëüîðêiíà, ìîíîòîííîñòi i êîìïàêòíîñòi,
òåîði¨ ïiâãðóï îïåðàòîðiâ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiä-
îáðàæåíü òà iíøi.
Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

âïåðøå:

• âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðå-
æåíü) äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç êå-
ðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ i îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ
çàäà÷, êîëè ðiâíÿííÿìè ñòàíó ¹

� ñëàáêî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç îáìåæåííÿìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó íà
íåñêií÷åííîñòi,

� ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè áåç
îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ i ðîçâ'ÿçêiâ ïðè t→ −∞ ,

� ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè
ïðè ïåâíié ïîâåäiíöi ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi;

• äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðå-
æåíü) äëÿ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ i
îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó âèïàäêó, êîëè ðiâ-
íÿííÿìè ñòàíó ¹

� ñëàáêî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ
ïðè óìîâàõ íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó,

� ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ
áåç îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó;

• âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç
ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè ó ïðà-
âèõ ÷àñòèíàõ i îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

� iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷,

� îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨
ìàþòü òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òàêîæ ïðè äîñëiäæåíi çàäà÷ ãàçî- òà ãi-
äðîäèíàìiêè, òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, õiìi÷íî¨
êiíåòèêè, òîùî.
Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi àâòî-

ðîì ñàìîñòiéíî. Ó ïðàöÿõ, íàïèñàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì,
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Ì. Ì. Áîêàëó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, âèáið ìåòîäiâ äîñëiäæåíü òà àíàëiç
îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.
Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü äîïîâiäàëèñü

òà îáãîâîðþâàëèñü íà Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ
ðiâíÿíü (êåðiâíèêè: ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Ïòàøíèê Á. É., ïðîô.
Iâàí÷îâ Ì. I., ïðîô. Êàëåíþê Ï. I.), à òàêîæ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ:
International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach
(Ëüâiâ, 2012); International conference �Nonlinear Partial Di�erential Equations �
2013� (Äîíåöüê, 2013); VI Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëå-
ìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ òà îïòèìiçàöi¨� (Êàì'ÿíåöü-
Ïîäiëüñüêèé, 2014); International Conference of Young Mathematicians (Êè¨â,
2015); International V. Skorobohatko mathematical conference (Äðîãîáè÷, 2015);
Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâà-
ííÿ� (Óæãîðîä, 2016); Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàí-
íÿ � 2016� (Ëüâiâ, 2016); International Conference on Di�erential Equations dedi-
cated to the 110th anniversary of Ya. B. Lopatynsky (Ëüâiâ, 2016); International
Scienti�c Conference �Di�erential- Functional Equations and their Application�
dedicated to the 80th anniversary of Professor V. I. Fodchuk (×åðíiâöi, 2016);
5th International Conference for Young Scientists on Di�erential Equations and
Applications dedicated to Ya. B. Lopatynsky (Êè¨â, 2016).
Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 9-òè íàóêîâèõ

ïðàöÿõ ó ôàõîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ (çi ñïèñêó ÌÎÍ Óêðà¨íè), ç íèõ 6 �
â æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç, òà äîäàòêîâî
âèñâiòëåíî â 10-òè òåçàõ íàóêîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ êîíôåðåíöié.
Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè. Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòè-

ðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó ëiòåðàòóðè, ùî íàëi÷ó¹ 100 íàéìåíóâàíü i
ðîçìiùåíèé íà 10 ñòîðiíêàõ. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè � 179 ñòîðiíîê.

ÎÑÍÎÂÍÈÉ ÇÌIÑÒ ÐÎÁÎÒÈ

Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè, ñôîðìóëüîâàíî ìåòó i çàâäàííÿ
äîñëiäæåíü, íàóêîâó íîâèçíó, àïðîáàöiþ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ òà ¨õí¹ ïðà-
êòè÷íå i òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ.
Ó ðîçäiëi 1 ïðîàíàëiçîâàíî ïðàöi, ÿêi ñòîñóþòüñÿ çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ

óìîâ òà çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöié-
íèõ íåðiâíîñòåé.
Ó ðîçäiëi 2 âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàíè

ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ëiíiéíèõ, ñèëüíî
òà ñëàáêî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî n ∈ N, Rn = {x = (x1, · · · , xn) | xk ∈ R (k = 1, n)} �

ëiíiéíèé ïðîñòið ç íîðìîþ |x| =
( n∑
k=1

|xk|2
)1/2

, Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn
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ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ Γ , S := (−∞, 0] , Q := Ω× S , Σ := Γ× S .
Íåõàé H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi ∈ L2(Ω) (i = 1, n)} � ïðîñòið Ñîáî-

ë¹âà, ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (v, w)H1(Ω) :=∫
Ω

{
∇v∇w + vw

}
dx òà íîðìîþ ‖v‖H1(Ω) :=

( ∫
Ω

{
|∇v|2 + |v|2

}
dx
)1/2

, äå

∇v = (vx1, . . . , vxn), |∇v|2 =
n∑
i=1

|vxi|2 . Ïiä H1
0(Ω) ðîçóìi¹ìî çàìèêàííÿ â

H1(Ω) ïðîñòîðó C∞c (Ω) , äå C∞c (Ω) � ëiíiéíèé ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Ω ôóíêöié, íîñi¨ ÿêèõ ¹ êîìïàêòàìè. ×å-
ðåç C1

c (−∞, 0), ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà
(−∞, 0) ôóíêöié ç êîìïàêòíèìè íîñiÿìè.

Äëÿ äîâiëüíîãî áàíàõîâîãî (ãiëüáåðòîâîãî) ïðîñòîðó X ÷åðåç Lq
loc

(S;X),
äå q ∈ [1,∞], ïîçíà÷à¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà S i
ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X , à ¨õ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêèé âiäðiçîê [a, b] ⊂ S
íàëåæàòü ïðîñòîðó Lq(a, b;X), à ÷åðåç C(S;X) ïîçíà÷à¹ìî ïðîñòið íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà S i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X .

Âñþäè äàëi ÷åðåç U ïîçíà÷à¹ìî òîé ÷è iíøèé áàíàõiâ àáî ãiëüáåðòiâ ïðî-
ñòið, ÿêèé äëÿ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ¹ ïðîñòîðîì êåðó-
âàíü, à ÷åðåç U∂ � ìíîæèíó äîïóñòèìèõ êåðóâàíü.

Ó ïiäðîçäiëi 2.1 âèâ÷åíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñëàáêî
íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü.

Äëÿ äîâiëüíîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó X , äiéñíîãî ÷èñëà ω i ôóíêöi¨
α ∈ C(S) òàêî¨, ùî α(t) > 0 ∀ t ∈ S , ââîäèìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè

L2
ω,α(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc
(S;X)

∣∣∣ ∫
S

α(t)e
2ω

t∫
0

α(s)ds
‖f(t)‖2

Xdt <∞
}
,

L2
ω,1/α(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc
(S;X)

∣∣∣ ∫
S

[α(t)]−1e
2ω

t∫
0

α(s)ds
‖f(t)‖2

Xdt <∞
}
,

‖f‖L2
ω,γ(S;X) :=

( ∫
S

γ(t) e
2ω

t∫
0

α(s) ds
‖f(t)‖2

X dt
)1/2

, äå γ = α àáîγ = 1/α .

Ïîçíà÷à¹ìî

K := inf
v∈H1

0 (Ω), v 6=0

(∫
Ω

|∇v|2 dx
)(∫

Ω

|v|2 dx
)−1

. (1)

Íåõàé U := L∞(Q) ; U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â U, ïðè÷îìó
U∂ ⊂ {v ∈ U | v(x, t) ≥ 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q}. Ñòàí ñèñòåìè äëÿ çàäà-
íîãî êåðóâàííÿ v ∈ U∂ îïèñó¹ìî ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ
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óìîâ (çàäà÷i Ôóð'¹)

yt −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, y,∇y) + a0(x, t, y,∇y) + v(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

(2)

y
∣∣
Σ

= 0, (3)

lim
t→−∞

eω
∫ t
0
α(s)ds‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0. (4)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(A1) ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q × R × Rn (i = 0, n), ¹ êàðàòåîäîðiâñüêèìè
ôóíêöiÿìè; ai(x, t, 0, 0) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q (i = 0, n) ;

(A2) äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q òà âñiõ (s, ξ) ∈ R× Rn :

|ai(x, t, s, ξ)| ≤ C1,i

(
|s|+ |ξ|

)
+ hi(x, t),

äå C1,i = const > 0 , hi ∈ L2
loc

(S;L2(Ω)) (i = 0, n) ;

(A3) äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q òà âñiõ (s1, ξ
1) , (s2, ξ

2) ∈ R× Rn :

n∑
i=1

(
ai(x, t, s1, ξ

1)− ai(x, t, s2, ξ
2)
)
(ξ1
i − ξ2

i ) +

+
(
a0(x, t, s1, ξ

1)− a0(x, t, s2, ξ
2)
)
(s1 − s2) ≥ α(t)|ξ1 − ξ2|2,

äå α ∈ C(S), α(t) > 0 ∀ t ∈ S;

(F) f ∈ L2
loc

(S;L2(Ω)).

Ïðèêëàäîì ðiâíÿííÿ (2), ùî çàäîâîëüíÿ¹ âèùå íàâåäåíi óìîâè, ¹ ðiâíÿííÿ

yt −∆y + vy = f, (x, t) ∈ Q, äå v ∈ U∂.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2) � (4) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ
y ∈ L2

loc(S;H1
0(Ω))∩C(S;L2(Ω)) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4) òà òîòîæíiñòü∫∫

Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i=1

ai(x, t, y,∇y)ψxiϕ+ (a0(x, t, y,∇y) + v(x, t)y)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (5)

Òåîðåìà 2.1 (êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ). Íåõàé âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè (A1) � (A3), (F) òà v ∈ U∂ . Òîäi ïðàâèëüíi òàêi òâåðäæåííÿ:
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(i) ÿêùî ω ≤ K , äå K � ñòàëà, ÿêà âèçíà÷åíà â (1), òî çàäà÷à (2) � (4) ìà¹
íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó;

(ii) ÿêùî ω < K òà, êðiì òîãî,

f ∈ L2
ω,1/α(S;L2(Ω)), (6)

òî iñíó¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2) � (4), âií íàëåæèòü ïðîñòîðó
L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè

e
ω
τ∫
0

α(s) ds
‖y(·, τ)‖L2(Ω) ≤ C1‖f‖L2

ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S,

‖y‖L2
ω,α(Sτ ;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖f‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S,

äå Sτ := (−∞, τ ] ∀ τ ∈ (−∞, 0] (S0 = S), C1, C2 > 0 � ñòàëi, ùî çàëå-
æàòü ëèøå âiä K òà ω .

Íàâåäåíî ïðèêëàä, ÿêèé ïîêàçó¹, ùî óìîâà ω ≤ K ¹ iñòîòíîþ äëÿ ãàðàíòó-
âàííÿ ¹äèíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2) � (4).

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ âàðòîñòi ìà¹ âèãëÿä

J(v) = ‖y(·, 0; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖v‖L∞(Q), v ∈ U∂,

äå µ ≥ 0, z0 ∈ L2(Ω) � çàäàíi, ïðè÷îìó µ > 0 , ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (7)

Òåîðåìà 2.2 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (A1) � (A3) , (6) òà ω < K . Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (7) ¹
íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

Òàêîæ äîñëiäæåíî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (7) ïðè äî-
äàòêîâîìó ïðèïóùåííi, ùî ðiâíÿííÿ (2) ¹ ëiíiéíèì, à òî÷íiøå, âèêîíó¹òüñÿ
óìîâà

(A) a0(x, t, s, ξ) = ã0(x, t)s, ai(x, t, s, ξ) =
n∑
j=1

aij(x, t)ξj äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q

i áóäü-ÿêèõ (s, ξ) ∈ R × Rn , äå ã0, aij = aji (i = 1, n) ∈ L∞
loc

(Q) ,

ã0(x, t) ≥ 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q ,
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ α(t)|ξ|2 äëÿ ì.â.

(x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ ξ ∈ Rn , äå α ∈ C(S), α(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ S .

Òåîðåìà 2.3 (íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíó-
þòüñÿ óìîâè (A), (6), ω<K, U∂ � îáìåæåíà, µ=0 òà α(t)≥α0 =const>0
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äëÿ ì.â. t∈S. Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (7) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

y ∈ L2
ω,α(S;H1

0(Ω)), yt ∈ L2
loc(S;H−1(Ω)),

yt −
n∑

i,j=1

(aijyxj)xi + (ã0 + u)y = f â L2
loc(S;H−1(Ω)),

y
∣∣
Σ

= 0, lim
t→−∞

e
ω

t∫
0

α(s)ds
‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0,

p ∈ L2
−ω,1/α(S;H1

0(Ω)), pt ∈ L2
loc(S;H−1(Ω)),

−pt −
n∑

i,j=1

(aijpxj)xi + (ã0 + u)p = 0 â L2
loc(S;H−1(Ω)),

p
∣∣
Σ

= 0, p(·, 0) = y(·, 0)− z0(·),∫∫
Q

yp(v − u) dxdt ≤ 0 ∀ v ∈ U∂.

Ó ïiäðîçäiëi 2.2 äîñëiäæåíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñèëüíî
íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè.

Íåõàé U := L∞(Q), à U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â U i U∂ ⊂
{
v ∈

U
∣∣∣ v ≥ 0 ì.ñ. íà Q

}
. Ñòàí ñèñòåìè äëÿ êåðóâàííÿ v ∈ U∂ âèçíà÷à¹ìî

ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

yt −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, y,∇y) + â0(x, t, y,∇y)+

+v(x, t)g(x, t, y) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (8)

y
∣∣
Σ

= 0. (9)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(A1) ai(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈ Q × R1+n (i = 1, n), â0(x, t, s, ξ), (x, t, s, ξ) ∈
Q× R1+n, ¹ êàðàòåîäîðiâñüêèìè ôóíêöiÿìè;

(A2) iñíó¹ p > 2 òàêå, ùî äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q i âñiõ (s, ξ) ∈ R× Rn :

|â0(x, t, s, ξ)| ≤ C1,0

(
|s|p−1 + |ξ|2(p−1)/p

)
+ h0(x, t),

|ai(x, t, s, ξ)| ≤ C1,i

(
|s|p/2 + |ξ|

)
+ hi(x, t), i = 1, n,

äå C1,i = const > 0 (i = 0, n), h0 ∈ Lp
′

loc
(Q) , hi ∈ L2

loc
(Q) (i = 1, n);

(A3) äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q i âñiõ (s1, ξ
1) , (s2, ξ

2) ∈ R× Rn :
n∑
i=1

(
ai(x, t, s1, ξ

1)− ai(x, t, s2, ξ
2)
)
(ξ1
i − ξ2

i ) +

+
(
â0(x, t, s1, ξ

1)− â0(x, t, s2, ξ
2)
)
(s1 − s2) ≥ K1

[
|s1 − s2|p + |ξ1 − ξ2|2

]
,
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äå K1 = const > 0 ;

(F) f ∈ Lp
′

loc
(Q) (1/p+ 1/p′ = 1);

(G1) g(x, t, s), (x, t, s) ∈ Q× R, ¹ êàðàòåîäîðiâñüêîþ ôóíêöi¹þ; g(·,·,0)=0;

(G2) äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q òà âñiõ s1, s2 ∈ R :

0 ≤
(
g(x, t, s1)− g(x, t, s2)

)(
s1 − s2

)
≤M |s1 − s2|2,

äå M = const > 0.

Ïðèêëàäîì ðiâíÿííÿ (8), ùî çàäîâîëüíÿ¹ âèùå íàâåäåíi óìîâè, ¹ ðiâíÿííÿ

yt −∆y + c|y|p−2y + vy = f, (x, t) ∈ Q,

äå c = const > 0, v ∈ U∂.
Îçíà÷åííÿ 2.2. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (8), (9) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ

y ∈ Y p
loc

(Q) := L2
loc(S;H1

0(Ω)) ∩ Lp
loc

(Q) ∩ C(S;L2(Ω)), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòå-
ãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
−yψϕ′+

n∑
i=1

ai(x, t, y,∇y)∂iψϕ+â0(x, t, y,∇y)ψϕ+vg(x, t, y)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0).

Òåîðåìà 2.5 (êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ). Íåõàé âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè (A1)−(A3), (F), (G1), (G2) i v ∈ U∂ . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ñëàáêèé
ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (8), (9) i âií çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|y(x, t)|2 dx+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

[
|∇y|2 + |y|p

]
dxdt ≤

≤ C
{
R−2/(p−2) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

|f |p′ dxdt
}

äëÿ âñiõ t0 , R0 i R òàêèõ, ùî t0 ∈ S , R0 > 0 i R > max{1; 2R0} . Òóò
C > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K , p i mesnΩ .

Ôóíêöiþ âàðòîñòi áåðåìî ó âèãëÿäi

J(v) := G(y(·, ·; v)) + µ‖v‖L∞(Q), v ∈ U∂,

äå µ ≥ 0 � çàäàíà ñòàëà, ïðè÷îìó µ > 0, ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà, à ôóíêöiî-
íàë G : Y p

loc
(Q)→ R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
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(J ) inf
z∈Y p

loc
(Q)
G(z) > −∞ , G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â L2

loc
(S;L2(Ω)) , ÷è

â C(S;L2(Ω)) , ÷è â L2
loc

(S;L2(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) .

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (10)

Òåîðåìà 2.4 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Ïðèïóñòèìî, ùî âè-
êîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A3) , (F) , (G1), (G2) i (J ). Òîäi ìíîæèíà
ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (10) ¹ íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 2.3 âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi
ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè Ôóð'¹ äëÿ ñèëüíî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç
íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè.

Ââîäèìî ïðîñòið

Lqν(S;X) :=
{
f ∈ Lq

loc
(S;X)

∣∣∣ ‖f‖Lqν(S;X) :=
(∫
S

e−2νt‖f(t)‖qX dt
)1/q

<∞
}
,

äå X � äîâiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið, ν ∈ R , q ∈ [1,∞) .

Íåõàé U � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L∞(Q) , U∂ :=
{
v ∈

U
∣∣∣ 0 ≤ v ≤ M ì.ñ. â Q

}
, äå M = const > 0 . Äëÿ çàäàíîãî v ∈ U∂ òà

λ ∈ R ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

yt −
n∑

i,j=1

(aij(x)yxi)xj + c(x)|y|p−2y − v(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (11)

y
∣∣
Σ

= 0, (12)

lim
t→−∞

e−λt‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0. (13)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(A) aij = aji ∈ L∞(Ω) (i, j = 1, n) , iñíó¹ ñòàëà µ > 0 òàêà, ùî
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ µ
n∑
k=1

|ξk|2 äëÿ ì.â. x ∈ Ω i äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn, à òàêîæ,

M − µK > 0;

(C) c ∈ L∞(Ω), c(x) ≥ c0 = const > 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q;

(F) f ∈ L2
loc

(S;L2(Ω));

(P) λ ∈ R, p > 2 .
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Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (11) � (13) íàçèâàþòü ôóí-
êöiþ y ∈ L2

loc(S;H1
0(Ω)) ∩ Lp

loc
(S;Lp(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) , yt ∈ L2

loc(S;L2(Ω)),
ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫

Ωt

{
ytψ +

∑n
i,j=1 aijyxiψxj + (c|y|p−2y − vy)ψ

}
dx =

∫
Ωt

fψ dx

äëÿ ì.â. t ∈ S i âñiõ ψ ∈ H1
0(Ω) ∩ Lp(Ω).

Òåîðåìà 2.7 (êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ). Íåõàé âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè (A) , (C) , (P) , λ > M − µK òà

u ∈ U∂, f ∈ L2
λ(S;L2(Ω)). (14)

Òîäi çàäà÷à (11) � (13) ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y , ïðè÷îìó y ∈
L2
λ(S;H1

0(Ω)) ∩ Lpλ(S;Lp(Ω)) , yt ∈ L2
λ(S;L2(Ω)), òà âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

e−2λt‖y(·, t)‖2
L2(Ω) ≤ C1

t∫
−∞

e−2λs‖f(·, s)‖2
L2(Ω) ds, t ∈ S,

‖y‖2
L2
λ(S;H1

0 (Ω)) + ‖yt‖2
L2
λ(S;L2(Ω)) + ‖y‖p

Lpλ(S;Lp(Ω))
≤ C2‖f‖2

L2
λ(S;L2(Ω)),

äå C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä M,K, µ òà λ .
Äàëi ââàæà¹ìî, ùî λ > 0 , ρ ∈ L1(Q) � çàäàíi, à ôóíêöiÿ âàðòîñòi ìà¹

âèãëÿä

J(v) =

∫∫
Q

[
|y(x, t; v)| − ρ(x, t)|v|2

]
dxdt, v ∈ U∂.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = sup
v∈U∂

J(v). (15)

Òåîðåìà 2.6 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (A) , (C) , (P) , (14) òà λ > M−µK. Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(15) ¹ íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòà-
íè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî òà
ñèëüíî íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî âèïàäîê ñëàáêî íåëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íå-
ðiâíîñòåé ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ.

Íåõàé V òà H � ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ
÷èñåë çi ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (·, ·)V , (·, ·) òà íîðìàìè ‖·‖ , | · | , âiäïîâiäíî.
Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðîñòið V íåïåðåðâíî, ùiëüíî i êîìïàêòíî âêëàäà¹òüñÿ â
H . Ïðîâîäèìî âiäïîâiäíi îòîòîæíåííÿ, ó ðåçóëüòàòi ÿêèõ ìà¹ìî íåïåðåðâíi

òà ùiëüíi âêëàäåííÿ: V ⊂ H ⊂ V ′ .
Ââîäèìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè
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• L∞ν (S;V ) := {f ∈ L∞loc(S;V ) | ess sup
t∈S

[
e−νt‖f(t)‖V

]
<∞};

• W2,loc(S;V ) := {z ∈ L2
loc(S;V )

∣∣ z′ ∈ L2
loc(S;V ′)};

• H1
loc(S;H) := {z ∈ L2

loc(S;H) | z′ ∈ L2
loc(S;H)};

• H1
ν (S;H) := {z ∈ L2

ν(S;H)
∣∣ z′ ∈ L2

ν(S;H)}, ν ∈ R.

Íåõàé Φ : V → (−∞,+∞] � âëàñíèé ôóíêöiîíàë, òîáòî, dom(Φ) := {v ∈
V : Φ(v) < +∞} 6= ∅ , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(A1) Φ
(
αv + (1− α)w

)
6 αΦ(v) + (1− α)Φ(w) ∀ v, w ∈ V, ∀α ∈ [0, 1],

òîáòî, Φ � îïóêëèé,

(A2) vk −→
k→∞

v â V =⇒ lim
k→∞

Φ(vk) ≥ Φ(v),

òîáòî, Φ � ñëàáêî íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó.

Ñóáäèôåðåíöiàëîì ôóíêöiîíàëó Φ íàçèâà¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿ
∂Φ : V → 2V

′
, âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì

∂Φ(v) := {v∗ ∈ V ′ | Φ(w) > Φ(v) + (v∗, w − v) ∀ w ∈ V }, v ∈ V.

Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ñóáäèôåðåíöiàëó ∂Φ ¹ ìíîæèíà D(∂Φ):={v∈V | ∂Φ(v) 6=
∅}. Îòîòîæíþ¹ìî ñóáäèôåðåíöiàë ∂Φ ç éîãî ãðàôiêîì, ïðèïóñêàþ÷è, ùî
[v, v∗] ∈ ∂Φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè v∗ ∈ ∂Φ(v).

Íåõàé U � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L∞(S) , U∂ :=
{
u ∈

U
∣∣∣m 6 u(t) 6 M äëÿ ì.â. t ∈ S

}
, äå m,M ∈ R. Ñòàí ñèñòåìè y(u) =

y(·;u) äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ u ∈ U∂ âèçíà÷à¹ìî ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
+ u(t)y(t) 3 f(t), t ∈ S, (16)

lim
t→−∞

e−γt|y(t)| = 0, (17)

äå γ ∈ R òà f : S → V ′ � çàäàíi.
Çàäà÷ó (16), (17) äëÿ çàäàíèõ Φ, u, f òà γ íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ P(Φ, u, f, γ) .
Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) , (A2) i u ∈ L∞loc(S) ,

f ∈ L2
loc(S;V ′) . Ïiä ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (16) ðîçóìi¹ìî ôóí-

êöiþ y : S → V, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) y ∈ W2,loc(S;V ) ;

2) y(t) ∈ D(∂Φ) äëÿ ì.â. t ∈ S ;

3) iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ L2
loc(S;V ′) òàêà, ùî äëÿ ì.â. t ∈ S ìà¹ìî g(t) ∈

∂Φ
(
y(t)

)
i

y′(t) + g(t) + u(t)y(t) = f(t) â V ′.



13

Äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(A3) iñíó¹ ñòàëà K1 > 0 òàêà, ùî Φ(v) > K1‖v‖2 ∀ v ∈ dom(Φ); Φ(0) = 0;

(A4) iñíó¹ ñòàëà K2 > 0 òàêà, ùî

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > K2|v1 − v2|2 ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ.

Òåîðåìà 3.1 (êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ). Íåõàé âèêîíóþ-
òüñÿ óìîâè (A1) � (A4) . Ïðèïóñòèìî, ùî u ∈ U∂ i f ∈ L2

γ(S;H), äå γ ∈ R
� ñòàëà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

K2 +m+ γ > 0. (18)

Òîäi çàäà÷à P(Φ, u, f, γ) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, âií íàëåæèòü ïðîñòîðó
L∞γ (S;V ) ∩ L2

γ(S;V ) ∩H1
γ(S;H) òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

e−2γτ‖y(τ)‖2 +

τ∫
−∞

e−2γt‖y(t)‖2 dt+

τ∫
−∞

e−2γt|y′(t)|2 dt ≤

≤ C1

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt, τ ∈ S,

äå C1 � äîäàòíà ñòàëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä K1, K2, γ, λ òà m, M.
Ôóíêöiþ âàðòîñòi áåðåìî ó âèãëÿäi

J(u) := G(y(u)) + µ‖u‖U , u ∈ U∂,

äå µ ≥ 0 , ïðè÷îìó µ > 0, ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà, à ôóíêöiîíàë
G : C(S;H)→ R çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

(G) G ¹ ñëàáêî íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â C(S;H) òà inf
z∈C(S;H)

G(z) > −∞ .

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u∗ ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u). (19)

Òåîðåìà 3.2 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (A1)−(A4), (G), (18) i f ∈ L2

γ(S;H). Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i
(19) ¹ íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

Ó ïiäðîçäiëi 3.2 âèâ÷åíî ñèñòåìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ñèëüíî íåëi-
íiéíèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ç êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Íåõàé
V � ñåïàðàáåëüíèé ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ç
íîðìîþ ‖ · ‖ , à H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë çi ñêàëÿð-
íèì äîáóòêîì (·, ·) òà íîðìîþ | · | . Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðîñòið V íåïåðåðâíî,
ùiëüíî i êîìïàêòíî âêëàäà¹òüñÿ â H.

Íåõàé Φ : V → (−∞,+∞] � âëàñíèé, îïóêëèé, íàïiâíåïåðåðâíèé çíèçó
ôóíêöiîíàë,

(
òîáòî, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A1) , (A2) ïiäðîçäiëó 3.1

)
òàêèé, ùî
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(Ã3) iñíóþòü ñòàëi p > 2, K1 > 0 òàêi, ùî

Φ(v) > K1‖v‖p ∀ v ∈ dom(Φ);

Φ(0) = 0;

(Ã4) iñíóþòü ñòàëi q ∈ (2, p] , K2 > 0 òàêi, ùî

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > K2|v1 − v2|q ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ.

Ââîäèìî ïðîñòið

• Wp,loc(S;V ) := {z ∈ Lploc(S;V )
∣∣ z′ ∈ Lp′loc(S;V ′)}.

Íåõàé H∗ � ÿêèé-íåáóäü ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, U :=
{
u ∈ L2

loc(S;H∗)
∣∣∫

S

ω(t)‖u(t)‖2
H∗
dt < ∞

}
, äå ω ∈ C(S) � ôóíêöiÿ òàêà, ùî ω(t) > 0 ∀t ∈ S;

U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â U. Ïðèïóñòèìî, ùî

(C) C ∈ L
(
H∗;H

)
;

(F) f ∈ L2
loc(S;H) .

Ñòàí êåðîâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè y(u) = y(·;u) äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ
u ∈ U∂ îïèñó¹ìî ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
3 f(t) + Cu(t), t ∈ S. (20)

Çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (20) ïðè çàäàíèõ
Φ , f òà u ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç P(Φ, f + Cu) .
Òåîðåìà 3.3 (êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ). Íåõàé âèêîíóþ-

òüñÿ óìîâè (A1), (A2), (Ã3), (Ã4), (C), (F) i u ∈ U∂. Òîäi çàäà÷à P(Φ, f+
Cu) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, âií íàëåæèòü ïðîñòîðó L∞

loc
(S;V )∩H1

loc(S;H) òà
çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè

max
t∈[t1,t2]

|y(t)|2 +

∫ t2

t1

‖y(t)‖p dt ≤ C1 δ
− 2
p−2 + C2

∫ t2

t1−δ
|f(t)|p′ dt,

ess sup
t∈[t1,t2]

‖y(t)‖p +

∫ t2

t1

|y′(t)|2 dt ≤ C3 δ
− p
p−2 + 2

∫ t2

t1−δ
|f(t)|2 dt+

+C4 δ
−1

∫ t1

t1−2δ

|f(t)|p′ dt ∀t1, t2 ∈ S (t1 < t2), ∀δ > 0,

äå Ci (i = 1, 4) � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä K1 , p i λ .

Ôóíêöiþ âàðòîñòi J : U → R áåðåìî ó âèãëÿäi

J(u) := G(y(u)) + µ‖u‖2
U , u ∈ U,

äå µ ≥ 0 � ñòàëà, ïðè÷îìó µ > 0, ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà, à G : C(S;H)→ R
� ôóíêöiîíàë, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
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(G) G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â C(S;H) i, êðiì òîãî, inf
z∈C(S;H)

G(z) >−∞ .

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè u∗ ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u). (21)

Òåîðåìà 3.4 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ

óìîâè (A1) , (A2) , (Ã3) , (Ã4) , (C) , (F) òà (G) . Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ
çàäà÷i (21) ¹ íåïîðîæíüîþ i ñëàáêî çàìêíåíîþ.
Ó ðîçäiëi 4 ðîçãëÿíóòî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, â ÿêèõ ñòàí ñèñòå-

ìè âèçíà÷à¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè, ÿêi çàäàíi íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâî-
ìó ïðîìiæêó i âèðîäæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò, ç êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ
÷àñòèíàõ.

Íåõàé V òà H ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè òàêi æ, ÿê â ïiäðîçäiëi 3.1; λ > 0 �
ñòàëà òàêà, ùî

λ|v|2 ≤ ‖v‖2 ∀v ∈ V ; (22)

T > 0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî; I := (0, T ]; ϕ � ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó
C([0, T ]) ∩ C1((0, T ]) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ϕ(0) = 0, 2) ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ I, 3)

∫ T

0

[ϕ(s)]−1ds = +∞.

ßêùî X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ω ∈ R � äîâiëüíå ÷èñëî, à α ∈ C(I), α(t) >
0 ∀ t ∈ I, òî ïîçíà÷èìî

• L2
ϕ,ω,γ(I;X) :=

{
f ∈L2

loc
(I;X)

∣∣∫
I

γ(t)e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖f(t)‖2

Xdt <∞
}
, äå γ = α àáî γ = 1/α;

• Wϕ,ω,α(I;V ) := {y ∈ L2
ϕ,ω,α(I;V ) | y′ ∈ L2

1/ϕ,ω,1/α(I;V ′)};

• L2,ϕ(I;X) := {f : I → X |
∫
I

[ϕ(t)]−1‖f(t)‖2
X dt <∞};

• W 1
2,ϕ(I;X) :=

{
w : I → X |

∫
I

{
[ϕ(t)]−1‖w(t)‖2

X + ϕ(t)‖w′(t)‖2
X

}
dt <∞

}
.

Ó ïiäðîçäiëi 4.1 äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ àáñòðàêò-
íèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì.

Íåõàé A(t) : V → V ′, t ∈ I, � ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

(A1) ôóíêöiÿ t→ (A(t)v, w) âèìiðíà íà I äëÿ áóäü-ÿêèõ v, w ∈ V ;

(A2) äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ V i t ∈ I âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(A(t)v, v) ≥ α(t)‖v‖2, ‖A(t)v‖∗ ≤ β(t)‖v‖,
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äå α, β ∈ C(I), 0 < α(t) ≤ β(t) ∀ t ∈ I.
Ïðèïóñêà¹ìî, ùî U � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà

â U . Ñòàí ñèñòåìè y(v) = y(·; v) ïðè çàäàíîìó êåðóâàííi v ∈ U âèçíà÷à¹ìî
ôóíêöi¹þ ç ïðîñòîðó Wϕ,ω,α(I;V ) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

ϕ(t)y′(t) + A(t)y(t) = g(t) + (Bv)(t), t ∈ I, (23)

òà óìîâó
eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)| → 0 ïðè t→ 0+, (24)

äå B ∈ L(U ;L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′)) òà g ∈ L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′) .
Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ñïîñòåðåæåíü, C ∈ L(Wϕ,ω,α(I;V ),H) �

îïåðàòîð, ùî âèçíà÷à¹ ñïîñòåðåæåííÿ.
Ôóíêöiþ âàðòîñòi áåðåìî ó âèãëÿäi

J(v) = ‖Cy(v)− z0‖2
H + (Nv, v)U , v ∈ U,

äå z0 ∈ H � çàäàíèé åëåìåíò, N � ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ç ïðîñòîðó L(U) ,
ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Nv, v)U ≥ ν‖v‖2

U ∀ v ∈ U, äå ν = const > 0 .
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè åëåìåíò u ∈ U∂ òàêèé, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (25)

Òåîðåìà 4.2 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (A1), (A2), β(t) ≤ Mα(t), t ∈ I, äå M = const ≥ 1, òà ω < λ,
äå λ � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (22). Òîäi çàäà÷à (25) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i âií
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âàðiàöiéíîþ íåðiâíiñòþ(

Cy(u)− z0, C
(
y(v)− y(u)

))
H

+ (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (26)

Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ðiâ-
íÿíü, îïåðàòîðè ãîëîâíèõ ÷àñòèí ÿêèõ ¹ ãåíåðàòîðàìè àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï
îïåðàòîðiâ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.

Íåõàé a(·, ·) : V × V → R � áiëiíiéíà ôîðìà, ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè
1) a(v, w) = a(w, v), ∀ v, w ∈ V (ñèìåòðè÷íîñòi); 2) a(v, v) ≥ α‖v‖2

V ∀ v ∈
V (êîåðöèòèâíîñòi); 3) |a(v, w)| ≤ β‖v‖V ‖w‖V ∀ v, w ∈ V (íåïåðåðâíîñòi),
äå α i β � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð A : D(A) → H çà ïðàâèëîì: D(A) := {v ∈
V
∣∣ |a(v, w)| ≤ cv|w| ∀w ∈ V, äå cv = const ≥ 0}, (Av,w) := a(v, w) ∀w ∈

V, w ∈ D(A). Òîäi îïåðàòîð A ¹ ëiíiéíèì, ñèìåòðè÷íèì i êîåðöèòèâ-
íèì, à îïåðàòîð −A : D(A) → H ¹ ãåíåðàòîðîì àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè
{T (τ) ≡ e−τA

∣∣ τ ≥ 0} ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ íà H .



17

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ, ùî
âèðîäæó¹òüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó: äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2,ϕ(I;H)
çíàéòè ôóíêöiþ y : I → H òàêó, ùî

ϕ(t)
dy(t)

dt
+ Ay(t) = f(t), t ∈ I , (27)

y ∈ L2,ϕ(I;H). (28)

Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (27), (28) íàçèâàþòü ôóíêöiþ y ∈ C(I;H) ∩
L2,ϕ(I;H) , ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ

y(t) = Lf(t) :=

∫ t

0

[ϕ(s)]−1e−(θ(t)−θ(s))Af(s) ds, t ∈ I, (29)

äå θ(t) :=
∫ t
T [ϕ(s)]−1ds, t ∈ I, à eθ(t)A := e−|θ(t)|A, t ∈ I.

Íåõàé U � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â U . Äëÿ
êîæíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i (27), (28) ïðè f(t) = g(t) + Bv(t), t ∈ I, äå g ∈ L2,ϕ(I;H) � çàäàíà
ôóíêöiÿ, B ∈ L(U ;L2,ϕ(I;H)) � äåÿêèé îïåðàòîð.

Ôóíêöiþ âàðòîñòi áåðåìî ó âèãëÿäi

J(v) = |y(T ; v)− z∗|2 + (Nv, v)U , v ∈ U,

äå H � ïðîñòið ñïîñòåðåæåíü, z∗ � ÿêèé-íåáóäü åëåìåíò ç H , à N ∈ L(U) �
ñèìåòðè÷íèé i êîåðöèòèâíèé îïåðàòîð.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (30)

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé z∗ ∈ D(A) , g ∈ L2,ϕ(I;D(A)) , B(U∂) ⊂ L2,ϕ(I;D(A)) .
Òîäi çàäà÷à (30) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i âií õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-
ííÿìè

ϕ(t)
dy(t)

dt
+ Ay(t) = g(t) +Bu(t), t ∈ I,

−ϕ(t)
dp(t)

dt
+ Ap(t) = 0, t ∈ I, p(T ) = y(T )− z∗,(

B∗p+Nu, v − u
)
U
≥ 0 ∀v ∈ U∂, (31)

y ∈ W 1
2,ϕ(I;H) ∩ L2,ϕ(I;D(A)),

p ∈ C1(I;H) ∩ C(I;D(A)) ∩ L2,ϕ(I;H), u ∈ U∂.

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.6 i, êðiì òîãî, U =
L2,ϕ(I;D(A)), B = I ( I � òîòîæíié îïåðàòîð), Nv = νv ∀ v ∈ U(ν =
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const > 0), U∂ = U . Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (30) ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî
ðiâíÿííÿ

νu(t)) +

∫
I

[ϕ(s)]−1e(θ(t)+θ(s))Au(s) ds =

= eθ(t)Az∗ −
∫
I

[ϕ(s)]−1e(θ(t)+θ(s))Ag(s) ds, t ∈ I, (32)

òà íàâïàêè, ïðè÷îìó äëÿ ν > (2λ1)
−1 ðiâíÿííÿ (32) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè

ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëèæåíü.
Ó ïiäðîçäiëi 4.3 âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòà-

íè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ç ìåæîâèì êåðó-
âàííÿì. Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn (n ∈ N ) ç êóñêîâî-ãëàäêîþ
ìåæåþ Γ , Γ := Γ0 ∪ Γ1 , äå Γ0 ∩ Γ1 = ∅, Γ1 6= ∅, G := Ω× I , Σ0 := Γ0 × I ,
Σ1 := Γ1 × I. Ïîçíà÷èìî H̃1(Ω) = {v ∈ H1(Ω)

∣∣ v|Γ0
= 0}. Ïiä α ðîçóìi¹ìî

ôóíêöiþ ç C(I) òàêó, ùî α(t) > 0 ∀ t ∈ I.
Íåõàé U = L2

ϕ,ω,1/α(I;L2(Γ1)), U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ïiäìíîæèíà â U.
Ñòàí ñèñòåìè äëÿ êåðóâàííÿ v ∈ U âèçíà÷à¹ìî ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

ϕ(t)yt −
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)yxj

)
xi

+ a0(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ G, (33)

y
∣∣
Σ0

= 0,
∂y

∂νA

∣∣∣
Σ1

:=
n∑

i,j=1

aij
∂y

∂xj
cos(ν, xi) = g + v, (34)

lim
t→0

e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds

∫
Ω

|y(x, t)|2 dx = 0. (35)

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî

(A1) a0, aij = aji ∈ L∞(G) (i, j = 1, n) , a0(x, t) ≥ 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ G,
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ α(t)‖ξ‖2 äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn òà ì.â. (x, t) ∈ G ;

(A2) f ∈ L2
ϕ,ω,1/α(I;L2(Ω)) , g ∈ L2

ϕ,ω,1/α(I;L2(Γ1)) .

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (33)-(35) íàçèâà¹ìî ôóí-

êöiþ y ∈ L2
loc(0, T ; H̃1(Ω)) ∩ C(I;L2(Ω)) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (35) òà

iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
G

{
− (ηϕ)tyψ +

n∑
i,j=1

aijyxiψxjϕ+ a0yψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
G

fψϕdxdt+

∫∫
Σ1

(g + v)ψϕdΣ, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (0, T ). (36)
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Ôóíêöiÿ âàðòîñòi ìà¹ âèãëÿä

J(v) = ‖y(·, T ; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖v‖2

U , v ∈ U∂, (37)

äå z0 ∈ L2(Ω) , µ > 0 � çàäàíi.
Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (38)

Òåîðåìà 4.6 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ
óìîâè (A1) , (A2) , ω < 1 òà inf

t∈I
α(t) > 0. Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

(38).

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðó-
âàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè òà âàðiàöiéíèìè
íåðiâíîñòÿìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi
ðiçíèõ ïðîöåñiâ â ïðèðîäi òà åêîíîìiöi.

Ïðàêòè÷íî ó âñiõ âiäîìèõ íàì íàóêîâèõ ïðàöÿõ, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i
îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ÷àñîâèé ïðîìiæîê îáìå-
æåíèé çíèçó i çàäàþòüñÿ ñòàíäàðòíi ïî÷àòêîâi óìîâè. Íàì âiäîìi äâi ðîáîòè,
äå äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, i
òiëüêè ëiíiéíèõ, çàäàíèõ íà íåîáìåæåíîìó çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, ç îáìå-
æåííÿìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞ òà
êåðóâàííÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ çàäà÷ îïòèìàëüíî-
ãî êåðóâàííÿ, êîëè ðiâíÿííÿ ñòàíó ¹ íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè
òà âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè, çàäàíèìè íà íåîáìåæåíîìó çíèçó ÷àñîâîìó
ïðîìiæêó, ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ, à òàêîæ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿ-
ìè, çàäàíèìè íà ñêií÷åííîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì
â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Òóò âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðå-
æåíü) äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç êåðóâàí-
íÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ i îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷, êîëè
ðiâíÿííÿìè ñòàíó ¹ ñëàáêî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç îáìåæåííÿìè íà ïîâåäiíêó
ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åííîñòi, ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ìîíîòîííèìè ïðî-
ñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè áåç îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ i ðîçâ'ÿçêiâ
ïðè t→ −∞ , ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷à-
ñòèíàìè ç ïåâíîþ ïîâåäiíêîþ ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi.

Òàêîæ äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïî-
ñòåðåæåíü) äëÿ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ i
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îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó âèïàäêó, êîëè ðiâíÿííÿ-
ìè ñòàíó ¹ ñëàáêî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹í-
òàõ òà ç óìîâàìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó, ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíî-
ñòi ç êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ áåç îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó.

Êðiì òîãî, âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè ó
ïðàâèõ ÷àñòèíàõ i îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi
ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷, à òàêîæ îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ ó âèïàäêó ôiíàëü-
íîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Öi ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ¨õ ìîæíà âèêîðèñòàòè â òåîði¨
çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, à òàêîæ ïðè
îïòèìiçàöi¨ ïðîöåñiâ, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ
åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ÷è âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.
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Öåáåíêî À.Ì. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ áåç ïî÷àòêîâèõ
óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé. � Ðóêî-
ïèñ.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íèõ
íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.02 � äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ. � Ëüâiâñüêèé íà-
öiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà. Ëüâiâ, 2017.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó
ëiòåðàòóðè. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, ñôîðìó-
ëþâàíî ìåòó, çàâäàííÿ, ïðåäìåò, îá'¹êò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, âêàçàíî íà-
óêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, çâ'ÿçîê ðîáîòè ç
äåðæàâíîþ íàóêîâî�äîñëiäíîþ òåìîþ òà îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à, à òàêîæ
âêàçàíî, äå àïðîáîâàíi òà îïóáëiêîâàíi îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 1 íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè, ùî ñòîñó¹òüñÿ òåìè äèñåðòàöi¨.
Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñëàáêî òà ñèëü-

íî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç êåðóâàííÿìè ó
êîåôiöi¹íòàõ òà ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðåæåíü. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äîñëiäæåíî
çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ áåç
ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü. Çíàéäåíî äîñòàòíi, à ó âè-
ïàäêó ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ñòàíó i íåîáõiäíi, óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ
çàäà÷. Ó ïiäðîçäiëi 2.2 îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëü-
íîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷åþ Ôóð'¹ äëÿ ñèëüíî íå-
ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè áåç
îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ òà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè t→ −∞ .
Ó ïiäðîçäiëi 2.3 âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòå-
ìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ ñèëüíî íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè ç íåìî-
íîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè ç ïåâíèìè îáìåæåííÿìè íà çðîñòàííÿ
âèõiäíèõ äàíèõ òà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè t→ −∞ .

Íà äàíèé ìîìåíò äîñèòü äîáðå âèâ÷åíi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ
ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïðè íàÿâíîñòi ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Ùî ñòîñó-
¹òüñÿ òàêîãî ðîäó çàäà÷, êîëè âiäñóòíÿ ñòàíäàðòíà ïî÷àòêîâà óìîâà, òî âîíè
ðîçãëÿäàëèñü ëèøå äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ñòàíó òà êåðóâàíü ó ïðàâié ÷àñòè-
íi. Âèïàäîê, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ
óìîâ äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ, äîñëiäæåíî âïåð-
øå.
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Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ
âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðåæåíü.
Ó ïiäðîçäiëi 3.1 äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ñèñòåìàìè, ñòàí
ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ñëàáêî íåëiíiéíèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè áåç ïî÷àòêî-
âèõ óìîâ ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 âñòàíîâëåíî óìîâè
iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó âèïàäêó, êîëè ðiâíÿ-
ííÿìè ñòàíó êåðîâàíî¨ ñèñòåìè ¹ ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi áåç
ïî÷àòêîâèõ óìîâ i êåðóâàííÿ ¹ â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Çàóâàæèìî, ùî îïòèìàëü-
íå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé
ðàíiøå íå âèâ÷àëîñü.

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-
íÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, â ÿêèõ êåðóâàí-
íÿ çíàõîäèòüñÿ â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 îòðèìàíî íåîáõiäíi òà
äîñòàòíi óìîâè îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ
àáñòðàêòíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü. Ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ çíà-
éäåíî ñóêóïíiñòü ñïiââiäíîøåíü, ùî õàðàêòåðèçó¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ. Ó
ïiäðîçäiëi 4.2 äîâåäåíî êîðåêòíiñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó âèïàäêó
ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè, îïå-
ðàòîð ãîëîâíî¨ ÷àñòèíè ÿêèõ ¹ ãåíåðàòîðîì àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè îïåðàòîðiâ
â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Ó ïiäðîçäiëi 4.3 âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi
óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ
ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ìåæîâèì êåðóâàííÿì. Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî
êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé
ìîìåíò ÷àñó äîñëiäæåíî âïåðøå.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ, âèðîäæó-
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The thesis is dedicated to the investigation of the optimal control problems
for systems governed by evolution equations and variational inequalities without
initial conditions. Necessary and su�cient conditions for existence of an opti-
mal coe�cient control in the problem without initial conditions for weakly nonli-
near parabolic equations are examined. The su�cient conditions for existence of
an optimal control in the case when the state of controlled system is governed
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by Fourier problem for strongly nonlinear equations with monotone and non-
monotone spatial parts are investigated. The conditions for existence of the soluti-
ons of an optimal control problem for systems governed by Fourier problems for
variational inequalities with controls in the right-hand side and in the coe�cients
are established. The control problem for a linear parabolic equations strongly
degenerated at the initial moment controlled by the right-hand side of the equati-
on are studied. Necessary and su�cient conditions for existence of an optimal
control are proved.
Key words: parabolic equation, evolution equation, degenerated parabolic

equation, parabolic variational inequality, evolutionary variational inequality,
problem without initial condition, optimal control, optimal control problem.
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óñëîâèé äëÿ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé è âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Èçó÷å-
íû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâ-
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ìè ñèëüíî íåëèíåéíûõ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Óñòàíîâëåíà êîððåêòíîñòü
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñèñòåìàìè, ñîñòîÿíèÿ êîòîðûõ îïèñûâàþ-
òñÿ çàäà÷àìè áåç íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ ýâîëþöèîííûõ ñèëüíî âûðîæäà-
þùèõñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè óðàâíåíèé ñ óïðàâëåíèÿìè â ïðàâûõ
÷àñòÿõ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå,

âûðîæäàþùååñÿ ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ïàðàáîëè÷åñêîå âàðèàöèîííîå
íåðàâåíñòâî, ýâîëþöèîííîå âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî, çàäà÷à áåç íà÷àëüíûõ
óñëîâèé, îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.


