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Öåáåíêî À.Ì. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé. � Êâàëiôiêàöiéíà íàóêîâà

ïðàöÿ íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷-

íèõ íàóê (äîêòîðà ôiëîñîôi¨) çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.02 "Äèôåðåíöiàëüíi ðiâ-

íÿííÿ". � Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ,

2017.

Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó

ëiòåðàòóðè. Ó âñòóïi îá ðóíòîâàíî àêòóàëüíiñòü òåìè äîñëiäæåííÿ, ñôîðìó-

ëþâàíî ìåòó, çàâäàííÿ, ïðåäìåò, îá'¹êò òà ìåòîäè äîñëiäæåííÿ, âêàçàíî íà-

óêîâó íîâèçíó, ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ, çâ'ÿçîê ðîáîòè ç

äåðæàâíîþ íàóêîâî-äîñëiäíîþ òåìîþ, îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à òà àïðî-

áàöiþ i ïóáëiêàöi¨ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨.

Ó ðîçäiëi 1 íàâåäåíî îãëÿä ëiòåðàòóðè çà òåìàòèêîþ äèñåðòàöi¨. Ó ïiäðîç-

äiëi 1.1 ðîçãëÿíóòî ðåçóëüòàòè, ùî ñòîñóþòüñÿ çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé. Ó ïiäðîçäiëi 1.2 íàâå-

äåíî îãëÿä ïóáëiêàöié ñòîñîâíî çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè,

ùî îïèñóþòüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè òà âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ç

ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Ïiäðîçäië 1.3 ïðèñâÿ÷åíèé ðåçóëüòàòàì ñòîñîâíî çà-

äà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè

ðiâíÿííÿìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ.

Ó ðîçäiëi 2 ðîçãëÿíóòî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ñëàáêî òà ñèëü-

íî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç êåðóâàííÿìè ó êî-

åôiöi¹íòàõ ïðè ðiçíèõ òèïàõ ñïîñòåðåæåíü. Ó ïiäðîçäiëi 2.1 äîñëiäæåíî çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ñëàáêî íåëiíiéíè-

ìè ðiâíÿííÿìè, ÿêi çàäàíi íà íåîáìåæåíîìó çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, ïðè
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íàÿâíîñòi ïðèïóùåíü ùîäî ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó íà íåñêií÷åííîñòi. Çíàéäåíî

äîñòàòíi, à ó âèïàäêó ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ñòàíó i íåîáõiäíi, óìîâè iñíóâàí-

íÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷. Ó ïiäðîçäiëi 2.2 âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ñèëüíî íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè ç

ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè ïðè âiäñóòíîñòi îáìåæåíü íà çðîñòà-

ííÿ âèõiäíèõ äàíèõ òà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨

äî −∞ . Îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ó ïiäðîçäiëi

2.3 äîñëiäæåíî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ùî ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè

áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñèëüíî íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç íåìîíîòîííèìè ïðî-

ñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè. Ó âèïàäêó ðîçïîäiëåíîãî ñïîñòåðåæåííÿ âñòàíîâëåíî

óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ òàêèõ çàäà÷ ó êëàñàõ ôóíêöié

ç ïåâíîþ ïîâåäiíêîþ íà íåñêií÷åííîñòi.

Íà äàíèé ìîìåíò äîñèòü äîáðå âèâ÷åíi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

äëÿ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè ïðè íàÿâíîñòi ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Ùî

ñòîñó¹òüñÿ òàêîãî ðîäó çàäà÷, êîëè âiäñóòíÿ ñòàíäàðòíà ïî÷àòêîâà óìîâà, òî

âîíè ðîçãëÿäàëèñü ëèøå äëÿ ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ñòàíó òà êåðóâàíü ó ïðàâié

÷àñòèíi. Âèïàäîê, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

äëÿ íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ, ðîçãëÿíóòî âïåðøå.

Ó ðîçäiëi 3 äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ

âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðè ðiçíèõ òèïàõ ñïîñòåðåæåíü.

Ó ïiäðîçäiëi 3.1 ðîçãëÿíóòî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí

ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ñëàáêî íåëiíiéíèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè áåç ïî÷àòêî-

âèõ óìîâ. Äîñëiäæåíî âèïàäîê êåðóâàííÿ ó êîåôiöi¹íòàõ òà äîâåäåíî iñíóâà-

ííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü. Ó ïiäðîçäiëi 3.2 âèâ÷åíî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

â çàäà÷àõ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ó âèïàäêó, êîëè ðiâíÿííÿìè ñòàíó êåðîâà-

íî¨ ñèñòåìè ¹ ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ

÷àñòèíàõ. Âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷. Çàóâàæèìî,

ùî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ âàðiàöiéíèõ

íåðiâíîñòåé ðàíiøå íå âèâ÷àëîñü.

Ó ðîçäiëi 4 âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

òà êåðóâàííÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 âèâ÷åíî îïòèìàëüíå êåðó-

âàííÿ â çàäà÷àõ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ àáñòðàêòíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü.
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Îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi òàêèõ çàäà÷,

à ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ çíàéäåíî ñóêóïíiñòü ñïiââiäíîøåíü,

ùî õàðàêòåðèçó¹ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ. Ó ïiäðîçäiëi 4.2 ðîçãëÿíóòî âèïà-

äîê, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿìè, îïåðàòîðè ãîëîâíèõ ÷àñòèí

ÿêèõ ¹ ãåíåðàòîðîìè àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï îïåðàòîðiâ â ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòî-

ðàõ. Äîâåäåíî êîðåêòíiñòü òàêèõ çàäà÷ ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Ó ïiäðîçäiëi 4.3 äîñëiäæåíî òàêi çàäà÷i ó âèïàäêó, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹-

òüñÿ ëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè. Ðîçãëÿíóòî ìåæîâå êåðóâàííÿ òà

âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó òàêèõ

çàäà÷. Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç ñèëüíèì

âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó äîñëiäæåíî âïåðøå.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

ìàþòü òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè i çàñòîñîâàíi ïðè äîñëiäæåíi çàäà÷ ãàçî- òà

ãiäðîäèíàìiêè, òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, õiìi-

÷íî¨ êiíåòèêè, òîùî.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, åâîëþöiéíå ðiâíÿííÿ, âèðîäæó-

âàíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, ïàðàáîëi÷íà âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü, åâîëþöiéíà

âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü, çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ,

çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.
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Abstract

Tsebenko A. M. Optimal control in problems without initial conditions for

evolution equations and variational inequalities. � Qualifying scienti�c work on

the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of Candidate of Sciences in Physics and

Mathematics (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.02 "Di�erential equati-

ons". � Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2017.

The thesis consists of an introduction, four chapters, conclusions and the

references. The introduction consists of the relevance of research topic, purpose,

objectives, subject, object and research methods. The introduction substantiates

the relevance of research topic. The goal, subject, object and methods of the

research are listed there. Scienti�c novelty, the practical signi�cance of the results,

the relation to scienti�c topic and applicant's contribution are also indicated in

the introduction.

Chapter 1 provides an literature review concerning on the topic of the thesis.

In Section 1.1 we considered the results related to the problems without initial

conditions for the evolution equations and variational inequalities. In Section 1.2

publications and results concerning optimal control problems governed by evoluti-

on equations and variational inequalities with initial conditions. Section 1.3 is an

overview of the results that were previously obtained for linear optimal control

problems, whose states are described by evolution equations without initial condi-

tions.

Section 2 deals with optimal coe�cient control for weakly and strongly nonli-

near parabolic equations without initial conditions and di�erent types of observati-

ons. In Section 2.1 the optimal control for systems governed by weakly nonlinear

equations without initial conditions are considered. Su�cient condition for the

existence of the solution of such problems are found. And in the case of a li-
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near state equation also the necessary conditions for the existence of solution are

established. In Section 2.2 the optimal control problem for systems whose states

are described by Fourier problems for strongly nonlinear equations with monotone

spatial parts are examined. Here we do not impose any restrictions on the growth

of data or the behavior of the solutions of the states of controlled system when

time variable tends to −∞ . Conditions for existence of optimal control for such

problems are obtained. In Section 2.3 the optimal control for systems governed

by problems without initial conditions for highly nonlinear state equations with

monotonic spatial parts are investigated. The case of distributed observations is

considered. The conditions for existence of the optimal control for such problems

in classes of functions with certain behavior on in�nity are established. Currently

optimal control for partial di�erential equations with initial conditions are largely

studied. Optimal control for systems described by problems without initial condi-

tions were considered only in the case of linear state equations and control of the

right-hand side. The case where the state of controlled system is simulated by

problem without initial conditions for nonlinear equations with controls in the

coe�cients is investigated for the �rst time.

Chapter 3 is devoted to the optimal control for problems without initial condi-

tions for evolution variational inequalities with di�erent types of observations. In

Section 3.2 the optimal control in problems without initial conditions for strongly

nonlinear variational inequalities is studied. The control functions appear in the

right-hand sides of the state equations. The conditions for existence of the soluti-

ons of such problems are investigated. In Section 3.1 optimal control in problems

without initial conditions for weakly nonlinear evolution variational inequalities

are examined. The case of coe�cient controls is considered and su�cient condi-

tions for existence of optimal controls are obtained. Note that optimal control

in problems without initial conditions for variational inequalities has not been

studied before.

Section 4 deals with the optimal right-hand side control in problems without

initial conditions for evolution equations with strong degeneration at the initial

moment. In Section 4.1 such problems are investigated in case when the state

of controlled system is described by a linear parabolic equations. The boundary

control is considered and the necessary and su�cient conditions for the existence
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and uniqueness of the solution of such problems are found. In Section 4.2 optimal

control for problems without initial conditions for abstract evolution equations

are studied. Necessary and su�cient conditions for the unique solvability of such

problems are obtained. And in the case of �nal observation a set of relations that

characterizes optimal control is found. Section 4.3 deals with the case where state

of controlled system is governed by equations, operator of the main part of which

is a generator of analytic semigroup of operators in Hilbert space. The correctness

of such problems in the case of a �nal observation is proved. Problems that have

been explored in Chapter 4, i.e. optimal control problems for evolution equations

with strong degeneration of the initial moment are investigated for the �rst time.

The practical signi�cance of the results. The results of the thesis have

theoretical signi�cance and can be used for the development of the theory of

partial di�erential equations and applied in problems of gas- and hydrodynamics,

the theory of biological populations, optimal control, chemical kinetics and more.

Keywords: parabolic equation, evolution equation, degenerated parabolic

equation, parabolic variational inequality, evolutionary variational inequality,

problem without initial condition, optimal control, optimal control problem.
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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

• n � äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî;

• T > 0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå äiéñíå ÷èñëî;

• Rn � ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ

x = (x1, . . . , xn) äiéñíèõ ÷èñåë, ç íîðìîþ |x| := (|x1|2 + . . .+ |xn|2)1/2 ;

• Rn+1 � ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ

(x, t) = (x1, . . . , xn, t) äiéñíèõ ÷èñåë, ç íîðìîþ |(x, t)| := (|x|2 + |t|2)1/2 ;

• Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ;

• Γ = ∂Ω � ìåæà Ω ;

• ν = (ν1, . . . , νn) � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ äî Γ íîðìàëi;

• Γ0, Γ1 � ÷àñòèíè ïîâåðõíi Γ òàêi, ùî Γ0 ∪ Γ1 = Γ i Γ0 ∩ Γ1 = ∅ ;

• S := (−∞, 0] ;

• I := (0, T ] ;

• Q := Ω× S ;

• Σ := Γ× S ;

• G := Ω× I ;

• Σ0 := Γ0 × I, Σ1 := Γ1 × I ;

• 2Z � ñiì'ÿ âñiõ ïiäìíîæèí (äîâiëüíî¨) ìíîæèíè Z ;

• w(t)
∣∣∣t=t2
t=t1

:= w(t2)− w(t1) ;

• C(F ) , äå F � äîâiëüíà ìíîæèíà â Rm ïðè m = n àáî m = n + 1 , �

ïðîñòið íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà F ;

• Ck(Ω) , äå k ∈ N, � ïðîñòið k -ðàç íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ äiéñíî-

çíà÷íèõ ôóíêöié íà Ω ;
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• C∞c (Ω) � ëiíiéíèé ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ

íà Ω ôóíêöié, ÿêi ìàþòü êîìïàêòíèé íîñié;

• C1(R) � ïðîñòið íåïåðåðâíî-äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà R ;

• C1
c (a, b), äå −∞ ≤ a < b ≤ +∞, � ëiíiéíèé ïðîñòið íåïåðåðâíî äèôåðåí-

öiéîâíèõ íà (a, b) ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì;

• Lqloc(S) , äå q ∈ [1,∞] , � ïðîñòið äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà S , çâóæåííÿ

ÿêèõ íà áóäü-ÿêèé âiäðiçîê [t1, t2] ⊂ S íàëåæàòü ïðîñòîðó Lq
(
t1, t2

)
;

• Lq
loc

(F ) , äå q ∈ [1,∞] , F � íåîáìåæåíà âèìiðíà ìíîæèíà, � ëiíiéíèé ïðî-

ñòið âèìiðíèõ íà F ôóíêöié òàêèõ, ùî ¨õ çâóæåííÿ íà äîâiëüíó îáìåæåíó

âèìiðíó ïiäìíîæèíó F ′ ⊂ F íàëåæàòü ïðîñòîðó Lq(F ′) ;

• H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi ∈ L2(Ω) (i = 1, n)} � ïðîñòið Ñîáîë¹âà;

• ∇u := (ux1, . . . , uxn) � ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ u = u(x1, . . . , xn) ;

• (v, w)H1(Ω) :=
∫
Ω

{∇v∇w + vw} dx � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â H1(Ω) ;

• ‖v‖H1(Ω) :=
( ∫

Ω

{
|∇v|2 + |v|2} dx

)1/2
� íîðìà â H1(Ω) ;

• H1
0(Ω) � çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C∞c (Ω) â H1(Ω) ;

• (v, w)H1
0 (Ω) :=

∫
Ω

∇v∇w dx � ñêàëÿðíèé äîáóòîê â H1(Ω) ;

• ‖v‖H1
0 (Ω) :=

( ∫
Ω

|∇v|2 dx
)1/2

� íîðìà â H1
0(Ω) ;

• H−1(Ω) � ñïðÿæåíèé äî H1
0(Ω) ïðîñòið.

Äëÿ äîâiëüíîãî áàíàõîâîãî (ãiëüáåðòîâîãî) ïðîñòîðó X :

• ‖ · ‖X � íîðìà íà X ;

• (·, ·)X � ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà X ;

• X ′ � ñïðÿæåíèé äî X ïðîñòið;

• Lq
loc

(S;X) , äå q ∈ [1,∞] , � ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà S

i ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X , à ¨õ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêèé âiäðiçîê [a, b] ⊂ S

íàëåæàòü ïðîñòîðó Lq(a, b;X) ;

• C(S;X) � ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà S i ïðèéìàþòü

çíà÷åííÿ â X .



Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà äîñëiäæåííþ çà-

äà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî-

÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíöiàëüíèìè ðiâ-

íÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ¹ íàäçâè÷àéíî ïëiäíèì ïîëåì äëÿ äîñëi-

äæåíü òà äæåðåëîì äëÿ áàãàòüîõ ñêëàäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ïðîáëåì òà öiêàâèõ

çàñòîñóâàíü. Ïîïóëÿðíiñòü òàêîãî ðîäó äîñëiäæåíü ïîâ'ÿçàíà ç ¨õ àêòèâíèì

âèêîðèñòàííÿì ïðè âèðiøåííi ïðîáëåì ïðèðîäîçíàâñòâà, çîêðåìà, ãiäðî- i ãà-

çîäèíàìiêè, ôiçèêè òåïëà, ôiëüòðàöi¨, äèôóçi¨, ïëàçìè, òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïî-

ïóëÿöié.

Îñíîâè òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè, ùî

îïèñóþòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, çàêëàäåíî ó âiäîìié ìîíî-

ãðàôi¨ Æ.-Ë. Ëiîíñà [26] (1972 p.). Ïiçíiøå öÿ òåìàòèêà àêòèâíî ðîçâèâà-

ëàñÿ áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè, ñåðåä ÿêèõ À. Ì. Ñàìîéëåíêî, Ì. Ç. Çãóðîâ-

ñüêèé, Â. Î. Êàïóñòÿí, I. Ã. Áàëàíåíêî, I. Ä. Ïóêàëüñüêèé, Â. Ñ. Ìåëüíèê,

Ò. À. Ìåëüíèê, À. Í. Íîâiêîâ, Ë. À. Âëàñåíêî, Ë. Âîëîøêî, Æ.- Ï. Ðàé-

ìîíä (J.-P. Raymond), Ñ. Ëåíõàðò (S. Lenhart), Ç. Ëó (Z. Lu), I. Â. Áóøó¹â

(I. V. Bushuev), E. Êàçàñ (E. Casas), Äæ. Áiíòç (J. Bintz), Õ. Ôiíîòòi (H. Fi-

notti), Ê. Ð. Ôiñòåð (K. R. Fister), À. Õ. Õåéòåð (A. H. Khater), À. Á. Øà-

ìàðäàíá (A. B. Shamardanb), Ñ. Õ. Ôàðàã (S. H. Farag), Õ. Î. Ôàòòîðiíi

(H. O. Fattorini). Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ âà-

ðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè, òàêîæ äîñèòü äîáðå äîñëiäæåíi. Öå çðîáëåíî, çîêðå-

ìà, â ïðàöÿõ Ï. I. Êîãóòà, Î. Ï. Êóïåíêà, Ä. Ð. Àäàìñà (D. R. Adams), Â. Áàð-

áó (V. Barbu), Ô. Áåðíiñà (F. Bernis), Ì. Áóêðóøà (M. Boukrouche), Ê. Iòî

(Ê. Ito), K. Êóíiøà (K. Kunisch), Ñ. Ëåíõàðò (S. Lenhart), Ã. Ð. Ëåãåðiíãà

(G. R. Leugering), Ð. Ìàíçî (R. Manzo), Ä. À. Òàðçià (D. A. Tarzia). Çàóâàæè-

16
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ìî, ùî ó çãàäàíèõ òà áàãàòüîõ iíøèõ äîñëiäæåííÿõ ðîçãëÿäàëîñü îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ äëÿ åâîëþöié-

íèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè.

Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü ðîçïî÷àëîñü iç äîáðå âiäîìî¨ ïðàöi À.Ì. Òiõîíîâà [31] (1935 ð.), äå áóëî

âñòàíîâëåíî, ùî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ðiâíÿí-

íÿ òåïëîïðîâiäíîñòi ãàðàíòó¹òüñÿ ïåâíèìè óìîâàìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó

ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞ , íàïðèêëàä, éîãî îáìåæåíiñòþ. Ïðî-

òå çãîäîì ó ïðàöÿõ Ì.Ì. Áîêàëà (äèâ., íàïðèêëàä, [1, 2]) áóëî ïîêàçàíî, ùî

äëÿ äåÿêèõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ

óìîâ ¹äèíèé ó êëàñi ôóíêöié ç äîâiëüíîþ ïîâåäiíêîþ ïðè ïðÿìóâàííi ÷àñîâî¨

çìiííî¨ äî −∞ . Çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàði-

àöiéíèõ íåðiâíîñòåé äîñëiäæóâàëè, çîêðåìà, Ñ. Ä. Åéäåëüìàí, Î. À. Îëiéíèê,

Ñ. Ä. Iâàñèøèí, Î. À. Ïàíêîâ, Ì. Ä. Ìàðòèíåíêî, Ë. Ô. Áîéêî, Â. Ï. Ëàâðåí-

÷óê, Ì. I. Ìàòié÷óê, Ì. Ì. Áîêàëî, Ñ. Ï. Ëàâðåíþê, Í. Ï. Ïðîöàõ, Ï. ß. Ïó-

êà÷, Î. Ì. Áóãðié, Ò. Ì. Áàëàáóøåíêî, Þ. Á. Äìèòðèøèí, �. I. Ìîiñ¹¹â,

Ð. Øîâàëüòåð (Showalter R.E.).

Íà äàíèé ÷àñ äîñòàòíüî ïîâíî âèâ÷åíi çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó

âèïàäêó, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè ÷è âàðià-

öiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ïðè íàÿâíîñòi ïî÷àòêîâî¨ óìîâè. Â òîé æå ÷àñ çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâ-

íÿííÿìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, ðîçãëÿíóòî ëèøå â äâîõ ðîáîòàõ Ì.Ì. Áîêàëà

[7, 8]. Òàì äîñëiäæåíî âèïàäîê ëiíiéíèõ ðiâíÿíü ñòàíó ñèñòåìè ç êåðóâàííÿìè

â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîäîâæåíî öi äîñëiäæåííÿ

ó âèïàäêàõ, êîëè ðiâíÿííÿ ñòàíó ¹ íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè

òà âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ, à òàêîæ åâîëþ-

öiéíèìè ðiâíÿííÿìè iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà

êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðå-

çóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíî â ðàìêàõ âèêîíàííÿ íàóêîâî�äîñëiäíî¨ äåðæàâ-

íî¨ òåìè êàôåäðè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-

âåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà "Äîñëiäæåííÿ íåëiíiéíèõ çàäà÷ äëÿ äèôåðåí-

öiàëüíèõ îïåðàòîðiâ"(íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0114U004540).
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Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ.Ìåòîþ ðîáîòè ¹ äîñëiäæåííÿ óìîâ iñíó-

âàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç

ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Çàâäàííÿìè äèñåðòàöiéíîãî äîñëiäæåííÿ ¹:

� âñòàíîâèòè íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ êîåôiöi¹íòàìè â çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíèõ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü;

� äîñëiäèòè óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó

âèïàäêó, êîëè ñòàí ñèñòåìè ìîäåëþ¹òüñÿ çàäà÷åþ Ôóð'¹ äëÿ ñèëüíî íåëiíié-

íèõ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè òà íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè;

� âiäøóêàòè äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ êîåôiöi¹í-

òàìè â çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâ-

íîñòåé;

� äîñëiäèòè ïèòàííÿ iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðàâèìè ÷àñòèíà-

ìè â çàäà÷i Ôóð'¹ äëÿ ñèëüíî íåëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé;

� âèâ÷èòè êîðåêòíiñòü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàíè

ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè

ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi

ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âà-

ðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåíü ¹ ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ

ëiíiéíèõ, ñëàáêî i ñèëüíî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, à òàêîæ ñëàáêî i

ñèëüíî íåëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Ìåòîäè äîñëiäæåíü. Ó ðîáîòi âèêîðèñòîâóþòüñÿ ìåòîäè òà iäå¨ òåîði¨

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó, òåîði¨ îïòèìàëü-

íîãî êåðóâàííÿ, çîêðåìà, ìåòîäè Ãàëüîðêiíà, ìîíîòîííîñòi i êîìïàêòíîñòi,

òåîði¨ ïiâãðóï îïåðàòîðiâ â áàíàõîâîìó ïðîñòîði, ïðèíöèï ñòèñêóþ÷èõ âiäîá-

ðàæåíü òà iíøi.
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Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi

âïåðøå:

• âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðå-

æåíü) äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç êå-

ðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ i îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ

çàäà÷, êîëè ðiâíÿííÿìè ñòàíó ¹

� ñëàáêî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç îáìåæåííÿìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó íà

íåñêií÷åííîñòi,

� ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè áåç

îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ i ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi,

� ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè

ïðè íàÿâíîñòi óìîâ íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi;

• äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðå-
æåíü) äëÿ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ i

îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó âèïàäêó, êîëè ðiâ-

íÿííÿìè ñòàíó ¹

� ñëàáêî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ

ïðè íàÿâíîñòi óìîâ íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi,

� ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ

áåç îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi;

• âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç

ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè ó ïðà-

âèõ ÷àñòèíàõ i îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè

� iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷,

� îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨

ìàþòü òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ i ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨

ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, à òàêîæ ïðè äîñëiäæåíi çàäà÷ ãàçî- òà ãi-

äðîäèíàìiêè, òåîði¨ áiîëîãi÷íèõ ïîïóëÿöié, îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, õiìi÷íî¨

êiíåòèêè, òîùî.
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Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi àâòî-

ðîì ñàìîñòiéíî. Ó ïðàöÿõ, íàïèñàíèõ ó ñïiâàâòîðñòâi ç íàóêîâèì êåðiâíèêîì,

Ì. Ì. Áîêàëó íàëåæàòü ïîñòàíîâêà çàäà÷, âèáið ìåòîäiâ äîñëiäæåíü òà àíàëiç

îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü äîïîâiäàëèñü

òà îáãîâîðþâàëèñü íà Ëüâiâñüêîìó ìiñüêîìó ñåìiíàði ç äèôåðåíöiàëüíèõ

ðiâíÿíü (êåðiâíèêè: ÷ëåí-êîð. ÍÀÍ Óêðà¨íè, ïðîô. Ïòàøíèê Á. É., ïðîô.

Iâàí÷îâ Ì. I., ïðîô. Êàëåíþê Ï. I.), à òàêîæ íà íàóêîâèõ êîíôåðåíöiÿõ:

International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach

(Ëüâiâ, 2012); International conference �Nonlinear Partial Di�erential Equations �

2013� (Äîíåöüê, 2013); VI Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Ñó÷àñíi ïðîáëå-

ìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, ïðîãíîçóâàííÿ òà îïòèìiçàöi¨� (Êàì'ÿíåöü-

Ïîäiëüñüêèé, 2014); International Conference of Young Mathematicians (Êè¨â,

2015); International V. Skorobohatko mathematical conference (Äðîãîáè÷, 2015);

Ìiæíàðîäíà íàóêîâà êîíôåðåíöiÿ �Äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ òà ¨õ çàñòîñóâà-

ííÿ� (Óæãîðîä, 2016); Êîíôåðåíöiÿ ìîëîäèõ ó÷åíèõ �Ïiäñòðèãà÷iâñüêi ÷èòàí-

íÿ � 2016� (Ëüâiâ, 2016); International Conference on Di�erential Equations dedi-

cated to the 110th anniversary of Ya. B. Lopatynsky (Ëüâiâ, 2016); International

Scienti�c Conference �Di�erential- Functional Equations and their Application�

dedicated to the 80th anniversary of Professor V. I. Fodchuk (×åðíiâöi, 2016);

5th International Conference for Young Scientists on Di�erential Equations and

Applications dedicated to Ya. B. Lopatynsky (Êè¨â, 2016).

Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â 9-òè íàóêîâèõ

ïðàöÿõ ó ôàõîâèõ ïåðiîäè÷íèõ âèäàííÿõ (çi ñïèñêó ÌÎÍ Óêðà¨íè), ç íèõ 6 �

â æóðíàëàõ, ùî âõîäÿòü äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç, òà äîäàòêîâî

âèñâiòëåíî â 10-òè òåçàõ íàóêîâèõ ìàòåìàòè÷íèõ êîíôåðåíöié.

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã ðîáîòè.Äèñåðòàöiÿ ñêëàäà¹òüñÿ çi âñòóïó, ÷îòèðüîõ

ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà òàêîæ ñïèñêó ëiòåðàòóðè, ùî íàëi÷ó¹ 100 íàéìåíóâàíü

i ðîçìiùåíèé íà 10 ñòîðiíêàõ. Çàãàëüíèé îáñÿã ðîáîòè � 179 ñòîðiíîê.



Ðîçäië 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè

1.1 Çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâ-

íÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé

Çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü âèíèêà¹ ïðè îïèñi

ðiçíîìàíiòíèõ íåñòàöiîíàðíèõ ïðîöåñiâ ó ïðèðîäi, íàïðèêëàä, òåïëîïðîâiä-

íîñòi ÷è äèôóçi¨, â ìîìåíò, ÿêèé íàñòiëüêè âiääàëåíèé âiä ïî÷àòêîâîãî, ùî

âïëèâ ïî÷àòêîâèõ óìîâ ïðàêòè÷íî íå ïîçíà÷à¹òüñÿ íà ïðîòiêàííi ïðîöåñó. Òî-

äi ìîæíà ââàæàòè, ùî ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñïiâïàäà¹ ç −∞ , i âèâ÷àòè äàíèé

ïðîöåñ â çàëåæíîñòi âiä ðåæèìó íà ìåæi îáëàñòi, â ÿêié âií âiäáóâà¹òüñÿ, i

çîâíiøíiõ âïëèâiâ. Âiäïîâiäíà ïî÷àòêîâà óìîâà ìîæå áóòè çàìiíåíà óìîâîþ

íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ïðè t→ −∞ àáî áóòè âiäñóòíüîþ âçàãàëi.

Ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (çàäà÷i Ôóð'¹) äëÿ åâî-

ëþöiéíèõ ðiâíÿíü ðîçïî÷àëîñÿ ç ðîáîòè À. Ì. Òiõîíîâà [31]. Ó íié äîâåäåíî,

ùî äëÿ ¹äèíîñòi êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

ut − uxx = 0, x > 0, t > −∞, (1.1a)

u(0, t) = µ(t), t > −∞, (1.1b)

äå u : [0,+∞)× IR→ IR � íåâiäîìà ôóíêöiÿ, à µ : IR→ IR � äåÿêà çàäàíà

ôóíêöiÿ, äîñòàòíüî âèìàãàòè, ùîá ðîçâ'ÿçîê áóâ îáìåæåíèì. Ó öié ðîáîòi

òàêîæ îòðèìàíî çîáðàæåííÿ öüîãî ¹äèíîãî îáìåæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.1):

u(x, t) =
1

2
√
π

∫ t

−∞

x

(t− τ)3/2
exp

(
− x2

4(t− τ)

)
µ(τ) dτ, x > 0, t > −∞,

äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ µ .

Ïiçíiøå iäå¨ À. Ì. Òiõîíîâà áóëè âèêîðèñòàíi â ðîáîòàõ [19, 80] ïðè äî-

ñëiäæåííi çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ çàãàëüíèõ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ
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ñèñòåì ç ðiçíèìè êðàéîâèìè óìîâàìè. Áóëî äîâåäåíî êîðåêòíó ðîçâ'ÿçíiñòü

öèõ çàäà÷ â ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà ÿê îáìåæåíèõ, òàê i çðîñòàþ÷èõ ôóíêöié, à

òàêîæ îòðèìàíî iíòåãðàëüíi çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ.

Ó ðîáîòàõ [1, 2] âïåðøå äîâåäåíî, ùî çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ

äåÿêèõ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó â

êëàñi ôóíêöié ç äîâiëüíîþ ïîâåäiíêîþ ïðè t→ −∞ . Öå, çîêðåìà, ñòîñó¹òüñÿ

çàäà÷i

ut −
n∑
i=1

(∣∣uxi∣∣p−2
uxi
)
xi

= 0, (x, t) ∈ Q,

u|Σ = 0,

äå Q := Ω × (−∞, 0], Σ := ∂Ω × (−∞, 0], Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn

(n ∈ N) , ∂Ω � ìåæà Ω, p > 2 .

Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü òà äåÿêi ÿêiñíi õàðàêòåðèñòèêè ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i áåç

ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ áàãàòüîõ êëàñiâ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ç ðiçíèìè êðàéî-

âèìè óìîâàìè äîâåäåíî â ðîáîòàõ [3, 4, 5, 6, 17, 21, 43, 44, 45] òà ií. Çîêðåìà,

â ïðàöi [43] âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i áåç

ïî÷àòêîâèõ óìîâ

ut +
∑
|α|≤m

(−1)|α|Dαaα(x, t, δu) =
∑
|α|6m

(−1)|α|Dαfα(x, t), (x, t) ∈ Q,

Dαu
∣∣
Σ

= gα, |α| ≤ m− 1,

äå Dαu := ∂|α|u
∂x

α1
1 ... ∂xαnn

(
α = (α1 . . . αn) � ìóëüòèiíäåêñ, |α| = α1 + · · · + αn �

äîâæèíà α
)
� α -îâà ÷àñòèííà ïîõiäíà ôóíêöi¨ u çà ïðîñòîðîâèìè çìiííè-

ìè, δu = (u, . . . , Dαu, . . . ) � âåêòîð ñêëàäåíèé ç ôóíêöi¨ u òà ¨¨ ÷àñòèííèõ

ïîõiäíèõ Dαu äî ïîðÿäêó m âêëþ÷íî.

Ó ðîáîòi [45] ðåçóëüòàòè [43] óçàãàëüíåíî íà âèïàäîê àíiçîòðîïíèõ ïðîñòî-

ðiâ Ñîáîë¹âà.

Çàäà÷à áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ àáñòðàêòíîãî åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ

u′(t) +A
(
t, u(t)

)
= f(t), t ∈ S := (−∞, 0], (1.2)

äå A(t, ·) : V → V ′ , t ∈ S , � ñiì'ÿ ìîíîòîííèõ îïåðàòîðiâ, ùî äiþòü ç áàíà-

õîâîãî ïðîñòîðó V ó ñïðÿæåíèé V ′ , f : S → V ′ � äåÿêà ôóíêöiÿ, âèâ÷àëàñÿ

â ðîáîòàõ [43, 25, 27, 29, 96] òà ií. Òàê, Ì. Ì. Áîêàëî ó ïðàöi [43] äîâiâ ¹äèíiñòü
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ðîçâ'ÿçêó u ∈ Lploc(S;V ) , u′ ∈ Lp
′

loc(S;V ′) , p > 2 , çàäà÷i (1.2), ÿêùî A(t, ·) ,
t ∈ S , � ñiì'ÿ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, ùî çàäîâîëüíÿþòü ïåâíó óìîâó ìîíî-

òîííîñòi. Òàì æå ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó p = 2 äëÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(1.2) äîäàòêîâî ïîòðiáíî íàêëàäàòè ïåâíi îáìåæåííÿ íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó

òà âèõiäíèõ äàíèõ ïðè t→ −∞ . Ó [43] òàêîæ äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (1.2) â ïðèïóùåííi, ùî îïåðàòîðè A(t, ·) , t ∈ S , ¹ ñèëüíî ìîíîòîí-

íèìè, îáìåæåíèìè, ñåìiíåïåðåðâíèìè òà êîåðöèòèâíèìè. Ó ìîíîãðàôi¨ [27,

ñ. 522-525] âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îáìåæåíîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (1.2), à ó [96, ñ. 131-132] � ðîçâ'ÿçêó ç ïðîñòîðó L2(S;V ) . Ïèòàííÿ

iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.2) â êëàñi îáìåæåíèõ òà ìàéæå ïå-

ðiîäè÷íèõ ôóíêöié áóëî äîñëiäæåíå â [25, ñ. 156-162] òà [29, ñ. 104-113].

Ð. Å. Øîâàëüòåð ó ðîáîòi [97] äîâiâ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈
e2ω·W 1,2(−∞, 0;H) , çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

u′(t) + µu(t) + A
(
u(t)

)
3 f(t), t ∈ (−∞, 0],

äå H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ω + µ > 0 , f ∈ e2ω·W 1,2(−∞, 0;H) , A : H →
2H � ìàêñèìàëüíèé ìîíîòîííèé îïåðàòîð òàêèé, ùî 0 ∈ A(0) . Êðiì òîãî,

ÿêùî A = ∂ϕ , äå ϕ : H → (−∞,+∞] � âëàñíèé îïóêëèé íàïiâíåïåðåðâíèé

çíèçó ôóíêöiîíàë òàêèé, ùî ϕ(0) = 0 = min {ϕ(v) : v ∈ H} , òî öÿ çàäà÷à ¹

îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ i äëÿ êîæíèõ µ > 0 , f ∈ L2(−∞, 0;H) òà ω = 0 .

1.2 Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ùî ìîäåëþþòüñÿ

çàäà÷àìè ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè äëÿ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé

Òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè îïèðà¹òüñÿ

íà òàêi âèõiäíi ïîëîæåííÿ:

1) êåðóâàííÿ v âèáèðàþòü ç äåÿêî¨ ìíîæèíè U∂ (ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êå-

ðóâàíü), ùî ¹ ïiäìíîæèíîþ ïðîñòîðó U (ïðîñòîðó êåðóâàíü);

2) ñòàí y(v) êåðîâàíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷àþòü äëÿ âèáðàíîãî êåðóâàííÿ v ÿê

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ

Λy(v) = Θ(v), (1.3)
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äå Λ � çàäàíèé îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷åíèé êåðîâàíîþ ñèñòåìîþ (Λ � "ìî-

äåëü"ñèñòåìè), Θ(v) � çàäàíà ôóíêöiÿ;

3) ñïîñòåðåæåííÿ z(v) âèçíà÷àþòü ÿê ôóíêöiþ ñòàíó y(v) çà äîïîìîãîþ äå-

ÿêîãî îïåðàòîðà C : z(v) = C(y(v)), v ∈ U∂ ;
4) ôóíêöiþ âàðòîñòi J : U → R çàäàþòü çà äîïîìîãîþ äåÿêî¨ ÷èñëîâî¨ ôóí-

êöi¨ (z, v) 7→ Φ(z, v) ≥ 0 íà "ïðîñòîði ñïîñòåðåæåíü" òà ïðîñòîði (ìíîæèíi)

äîïóñòèìèõ êåðóâàíü:

J(v) = Φ(z(v), v), v ∈ U (àáî U∂). (1.4)

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè ïîëÿãà¹ ó

âiäøóêàííi êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêîãî, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (1.5)

Áóäü-ÿêå òàêå çíà÷åííÿ u íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì.

Â òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ âèðiøóþòü òàêi ïðîáëåìè:

(i) îòðèìàòè óìîâè iñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó J ;

(ii) âèâ÷èòè ñòðóêòóðó i âëàñòèâîñòi ñïiââiäíîøåíü, ÿêi âèðàæàþòü öi óìîâè

(â íèõ ïîâèííà áðàòè ó÷àñòü "ìîäåëü" Λ );

(iii) ñêëàñòè êîíñòðóêòèâíèé àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî çíàõîäæåííÿ àïðîêñèìà-

öié îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ u .

Ïîáóäîâà òåîði¨ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè çà-

ëåæèòü âiä ìîäåëi Λ . Öÿ òåîðiÿ ó âèïàäêó, êîëè Λ ¹ çâè÷àéíèì äèôåðåí-

öiàëüíèì îïåðàòîðîì i ðîçãëÿäàþòü ïèòàííÿ (i) òà (ii), âèêëàäåíà â êíèãàõ

Áîëòÿíñüêîãî [12], Ãàìêðåëiäçå [74], Ìiùåíêà [28] i Õåñòåíåñà [78]. Àëå â áàãà-

òî÷èñåëüíèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ ÷åðåç ñêëàäíiñòü êåðîâàíèõ ñèñòåì â ÿêîñòi

Λ ðîçãëÿäà¹òüñÿ îïåðàòîð ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Iíøèìè ñëîâàìè, äîñëi-

äæóþòüñÿ ñèñòåìè, äëÿ ÿêèõ ñòàí y(v) âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ðîçâ'ÿçîê äèôåðåí-

öiàëüíîãî ðiâíÿííÿ ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè òèïó (1.3), ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi

êðàéîâi óìîâè, à ó âèïàäêó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ùå i ïî÷àòêîâó óìîâó.

Íàâåäåìî ïðèêëàäè âèõiäíèõ ïîëîæåíü çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ.

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ Γ , T > 0 �

ôiêñîâàíå ÷èñëî, Q := Ω× (0, T ] , Σ := Γ× (0, T ] .
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Ïðèêëàä I.

• Ïðîñòið êåðóâàíü � U := L2(Q) , ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü �

U∂ := {v ∈ U | v ≥ 0 ì.ñ. â Q} .

• Ñòàí êåðîâàíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U∂ � ôóíêöiÿ

y = y(v) = y(x, t) = y(x, t; v) , (x, t) ∈ Q , ÿêà ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i

yt −∆y = v â Q, y|Σ = 0, y|t=0 = y0,

äå y0 ∈ L2(Ω) � çàäàíà ôóíêöiÿ.

• Ñïîñòåðåæåííÿ ( ôiíàëüíå) � Cy(v) := y(x, T ; v), x ∈ Ω, v ∈ U∂ .

• Ôóíêöiÿ âàðòîñòi �

J(v) :=

∫
Ω

|y(x, 0; v)− z0(x)|2dx+ µ

∫∫
Q

|v(x, t)|2 dxdt, v ∈ U,

äå z0 ∈ L2(Ω), µ ≥ 0 � çàäàíi.

Ïðèêëàä II.

• Ïðîñòið êåðóâàíü � U := L∞(Ω), ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü �

U∂ := {v ∈ U | m ≤ v ≤M ì.ñ. â Q} , äå m,M � çàäàíi ñòàëi.

• Ñòàí êåðîâàíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U∂ � ôóíêöiÿ

y = y(v) = y(x, t) = y(x, t; v), (x, t) ∈ Q , ÿêà ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i

yt −∆y + vy = 0 â Q, y|Σ = 0, y|t=0 = y0,

äå y0 ∈ L2(Ω) � çàäàíà ôóíêöiÿ.

• Ñïîñòåðåæåííÿ òà ôóíêöiÿ âàðòîñòi òàêi æ, ÿê â ïðèêëàäi I.

Îñíîâíà i ñóòò¹âà âiäìiííiñòü öèõ ïðèêëàäiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî â ïðèêëàäi

I çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ¹ ëiíiéíîþ (áî çàëåæíiñòü ñòàíó ñèñòåìè y

âiä êåðóâàííÿ v ¹ ëiíiéíîþ), à â ïðèêëàäi II öÿ çàäà÷à, íåçâàæàþ÷è íà òå,

ùî ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ ëiíiéíèì ðiâíÿííÿì, ¹ íåëiíiéíî¨ (áî êåðóâàííÿ

¹ êîåôiöi¹íòîì ðiâíÿííÿ i çàëåæíiñòü ñòàíó ñèñòåìè y âiä êåðóâàííÿ v ¹
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íåëiíiéíîþ). Çàóâàæèìî, ùî òàêîæ ðîçãëÿäàþòü âèïàäêè, êîëè êåðóâàííÿ ¹

ó ïî÷àòêîâèõ àáî êðàéîâèõ óìîâàõ çàäà÷i ñòàíó, i ãîâîðÿòü, âiäïîâiäíî, ïðî

ñòàðòîâå àáî ìåæîâå êåðóâàííÿ.

Òåîðiÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äåòåðìiíîâàíèìè ñèñòåìàìè, ùî îïèñó-

þòüñÿ ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè, áàãàòà ðåçóëüòàòàìè i àêòèâíî

ðîçâèâà¹òüñÿ â íàø ÷àñ. �¨ îñíîâè âïåðøå ñèñòåìàòè÷íî îïèñàíî â ìîíîãðà-

ôi¨ [26]. Âàæëèâi ðåçóëüòàòè öi¹¨ òåîði¨ ó âèïàäêó åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ùî

çàäàíi íà îáìåæåíîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, îòðèìàíi, çîêðåìà, â ïðàöÿõ [14,

37, 40, 18, 26, 12, 63, 64, 75, 39, 76, 79, 93, 35, 95, 42, 58, 70, 71, 84, 86, 100,

99, 77]. Ó ðîáîòàõ [100, 63, 64] ñòàí êåðîâàíî¨ ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ

Äiðiõëå äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Çîêðåìà, ó ðîáîòi [100] êåðóâàí-

íÿ çíàõîäèòüñÿ ó êîåôiöi¹íòàõ â ìîëîäøèõ ÷ëåíiâ ðiâíÿííÿ, à ó ðîáîòàõ [63,

64] äîñëiäæóþòüñÿ çàäà÷i ñòàðòîâîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ. Ó ïðàöi [63],

çîêðåìà, ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ. Ó ðîáîòàõ [75] òà

[39] ñòàí ñèñòåìè òàêîæ îïèñó¹òüñÿ çàäà÷åþ Äiðiõëå, àëå äîñëiäæó¹òüñÿ âèïà-

äîê ìåæîâîãî êåðóâàííÿ. Ó ïðàöi [39] êâàäðàòè÷íà ôóíêöiÿ âàðòîñòi âêëþ÷à¹

â ñåáå òàêîæ ôiíàëüíå ñïîñòåðåæåííÿ, à ó ïðàöi [75] � ðîçïîäiëåíå. Ó ðîáîòi

[76] äîñëiäæåíî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî

ðiâíÿííÿ ç íåîáìåæåíèìè êîåôiöi¹íòàìè â ãîëîâíié ÷àñòèíi åëiïòè÷íîãî îïå-

ðàòîðà ó âèïàäêó, êîëè êåðóâàííÿ çàäàíå íà ÷àñòèíi ìåæi îáëàñòi âèçíà÷åííÿ

ðiâíÿííÿ. Ðîáîòà [79] ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì òåïëîïðîâiäíîñòi ç äèíàìi÷íîþ

êðàéîâîþ óìîâîþ. Â öié ðîáîòi øóêàþòü îïòèìàëüíèé êîåôiöi¹íò òåïëîïåðå-

äà÷i, ùî çíàõîäèòüñÿ â êðàéîâié óìîâi, i ðîçãëÿäàþòü âèïàäîê ðîçïîäiëåíîãî

ñïîñòåðåæåííÿ.

Ó ïðàöÿõ [35, 99, 77, 100] ñòàí êåðîâàíî¨ ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ ëiíiéíèìè ïà-

ðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè òà ñèñòåìàìè ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ. Çîêðå-

ìà, ó ïðàöÿõ [100, 35] êåðóâàííÿ ¹ êîåôiöi¹íòîì â ìîëîäøèõ ÷ëåíàõ ðiâíÿííÿ,

à ó ïðàöÿõ [99, 77] êåðóâàííÿ ¹ êîåôiöi¹íòàìè ïðè ïîõiäíèõ âèùèõ ïîðÿäêiâ. Ó

ïðàöi [100] ïîêàçàíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó âèïàäêó

ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ, à òàêîæ îòðèìàíî íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi

ó ôîðìi óçàãàëüíåíîãî ïðàâèëà ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Ó ïðàöi [35] àâòîð äî-

âîäèòü iñíóâàííÿ õî÷à á îäíîãî îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ùî îïè-
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ñóþòüñÿ ñèñòåìàìè ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæóâàíèìè ðîçðèâíèìè êî-

åôiöi¹íòàìè. Ó ðîáîòàõ [99, 77] àâòîðè ðîçãëÿäàþòü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ ç ôóíêöiÿìè âàðòîñòi çàãàëüíîãî âèãëÿäó. Äîñëiäæóþòü êîðåêòíiñòü

ïîñòàíîâêè òàêèõ çàäà÷ òà íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi, ùî îòðèìóþòüñÿ

ó ôîðìi óçàãàëüíåíîãî ïðèíöèïó ìíîæíèêiâ Ëàãðàíæà. Ó ïðàöÿõ [42, 58, 70,

71, 84, 86] âèâ÷àþòü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþ-

òüñÿ íåëiíiéíèìè ðiâíÿííÿìè ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. Çîêðåìà, ó ïðàöi [42]

âèâ÷àþòü çàäà÷ó ðîçïîäiëó ðåñóðñiâ, ÿêà ïîëÿãà¹ ó ìàêñèìiçàöi¨ ÷èñåëüíîñòi

åëåìåíòiâ ïåâíîãî âèäó. Ïîïóëÿöiéíà ìîäåëü ÿâëÿ¹ ñîáîþ ðiâíÿííÿ äëÿ ùiëü-

íîñòi ïîïóëÿöi¨, ÿêà çàëåæèòü âiä êåðóâàííÿ, ùî ¹ ðåñóðñíèì êîåôiöi¹íòîì.

Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, à òàêîæ çíàéäåíî

ñïiââiäíîøåííÿ, ùî éîãî õàðàêòåðèçóþòü. ×èñåëüíî ïðîiëþñòðîâàíî äåêiëüêà

âèïàäêiâ çàäà÷ ç êðàéîâèìè óìîâàìè Äiðiõëå òà Íåéìàíà.

Ó ïðàöi [58] ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïëàñòèíè Êiðõ-

ãîôà. Áiëiíiéíå êåðóâàííÿ âèêîðèñòîâóþòü, ùîá íàáëèçèòè ïëàñòèíó äî áà-

æàíîãî ïðîôiëþ, áåðó÷è äî óâàãè êâàäðàòè÷íó ôóíêöiþ âàðòîñòi. Àâòîðà-

ìè çíàéäåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, à òàêîæ

ñïiââiäíîøåííÿ, ùî éîãî õàðàêòåðèçóþòü. Ó ðîáîòi [70] çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî

êåðóâàííÿ çâîäÿòü äî çàäà÷i îïòèìiçàöi¨, ùî ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì

ìåòîäó ôóíêöié øòðàôó. Äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ. Ó ïðàöi [84] ïðåäñòàâëåíi àíàëiòè÷íi i ÷èñåëüíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ êâàçiëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü. Äîâåäåíî

iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i. Ó ðîáîòi [87] âèâ÷à¹òüñÿ çàäà÷à

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ âèðîäæåíèõ ðiâíÿíü. Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ

îïèñó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè îïòèìàëüíîñòi, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç çàäà÷i äëÿ

ðiâíÿííÿ ñòàíó òà ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i. Äîâåäåíî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè

îïòèìàëüíîñòi äëÿ äîñòàòíüî ìàëîãî iíòåðâàëó ÷àñó ó çâ'ÿçêó ç ïðîòèëåæíi-

ñòþ ÷àñîâèõ îði¹íòàöié äâîõ çàäà÷, ùî âõîäÿòü â ñèñòåìó. Ó ïðàöi [86] äîñëi-

äæó¹òüñÿ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ äëÿ íàïiâëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ

áåç óìîâ òèïó Öåçàði.

Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ âàðiàöié-

íèìè íåðiâíîñòÿìè, òàêîæ ¹ äîñèòü ïîïóëÿðíèìè. Âåëèêà êiëüêiñòü òàêèõ çà-

äà÷ áóëà ðîçãëÿíóòà ó ìîíîãðàôi¨ [38] òà iíøèõ ïðàöÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, [34,
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57, 82]). Çîêðåìà, ó ïðàöi [34] ðîçãëÿäà¹òüñÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ïàðàáîëi÷íèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè.

Òàì äîâåäåíî iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà âèâåäåíî íåîáõiäíi óìî-

âè îïòèìàëüíîñòi. Ó ïðàöi [82] äîñëiäæåíî îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè,

ùî îïèñóþòüñÿ ïàðàáîëi÷íèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè ó âèïàäêó, êîëè

îáëàñòü çìiíè ïðîñòîðîâîãî àðãóìåíòó íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ îáìåæåíîþ.

Ó ðîáîòàõ [66], [67], [81] ðîçãëÿíóòî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòå-

ìàìè, ñòàí ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ çàäà÷àìè äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü. Çîêðåìà, ó

ïðàöÿõ [66], [67] âèâ÷à¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íà ïîâåäiíêà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ó ãóñòèõ áàãàòîðiâíåâèõ ç'¹äíàííÿõ.

1.3 Çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàí

ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè

áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

ßê íàì âiäîìî ñåðåä ðîáiò, ïðèñâÿ÷åíèõ çàäà÷àì îïòèìàëüíîãî êåðóâà-

ííÿ âèïàäîê, êîëè ñòàí êåðîâàíî¨ ñèñòåìè ìîäåëþ¹òüñÿ çàäà÷åþ Ôóð'¹ äëÿ

ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü, ðîçãëÿíóòèé òiëüêè â ðîáîòàõ Ì.Ì. Áîêàëà [7, 8]. Ó

âêàçàíèõ ðîáîòàõ âñòàíîâëåíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ, à òàêîæ ñïiââiäíîøåííÿ, ùî éîãî õàðàêòåðèçóþòü, êîëè ðiâíÿííÿ

ñòàíó ¹ ëiíiéíèìè, à êåðóâàííÿ çíàõîäÿòüñÿ â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Íàâåäåìî ìîäåëüíèé ïðèêëàä çàäà÷, ÿêi äîñëiäæóâàëèñü ó öèõ ðîáîòàõ.

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ Γ , S :=

(−∞; 0] , Q := Ω×S , Σ := Γ×S . Ïðîñòið êåðóâàíü � U := L2(Q) , ìíîæèíà

äîïóñòèìèõ êåðóâàíü � U∂ := {v ∈ U | v ≥ 0 ì.ñ. â Q} . Ñòàí êåðîâàíî¨ ñè-

ñòåìè äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U∂ �ôóíêöiÿ y, ÿêà ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i

yt −∆y = f + v â Q,

y|Σ = 0, lim
t→−∞

e2ωt

∫
Ω

|y(x, t)|2dx = 0,

äå f ∈ L2(Q), ω ∈ R � çàäàíi. Ôóíêöiÿ âàðòîñòi �

J(v) :=

∫
Ω

|y(x, 0; v)− z0(x)|2dx+ µ

∫∫
Q

|v(x, t)|2 dxdt, v ∈ U∂.
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Òóò z0 ∈ L2(Ω) , µ ≥ 0 � çàäàíi.

Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó âiäøóêàííi îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, òîáòî, çíàõîäæåííi

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1.5).

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ïåðåíåñåííþ öèõ äîñëiäæåíü íà âèïàä-

êè, êîëè ñòàí ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè òà

âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè, à òàêîæ ðiâíÿííÿìè iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó; ïðè öüîìó ðîçãëÿäàþòü ñèòóàöi¨, êîëè êåðóâàííÿ ¹

ó êîåôiöi¹íòàõ ðiâíÿíü àáî â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ, à ôóíêöiÿ âàðòîñòi çàäàíà çà

äîïîìîãîþ ðiçíèõ òèïiâ ñïîñòåðåæåíü.

Ìîäåëüíèìè ïðèêëàäàìè ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ñòàíó ç êåðóâàííÿìè ó êî-

åôiöi¹íòàõ, ùî âèâ÷à¹ìî â äàíié ðîáîòi, ¹ ðiâíÿííÿ:

yt −∆y + |y|p−2y ± vy = f â Q,

äå p = 2 àáî p > 2 , Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn , v ≥ 0 � êåðóâàííÿ.

Ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé, ÿêèìè îïèñóþòüñÿ ñòàíè

êåðîâàíèõ ñèñòåì, ùî ðîçãëÿíóòi â äàíié ðîáîòi, ¹ òàêà ïàðàáîëi÷íà âàðiàöiéíà

íåðiâíiñòü:

íåõàé p > 2, Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ,K � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà

â W 1,p(Ω) := {v ∈ Lp(Ω) | vxi ∈ Lp(Ω) (i = 1, n)} , f ∈ L2
loc(Q) i ïîòðiáíî äëÿ

çàäàíîãî êåðóâàííÿ u ∈ L2
loc

(Q) çíàéòè ôóíêöiþ y ∈ Lp
loc

(S;W 1,p(Ω)) òàêó,

ùî äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S ìà¹ìî y(·, t;u) ∈ K òà∫
Ωt

{yt(v − y) + |∇y|p−2∇y∇(v − y) + |y|p−2y(v − y)} dx ≥

≥
∫
Ωt

(f + u)(v − y) dx ∀ v ∈ K, (1.6)

äå Ωt := Ω× {t} ∀ t ∈ R , ∇y := (yx1, . . . , yxn) .

Ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì âèðîäæóâàíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, ÿêèìè îïèñó-

þòüñÿ ñòàíè ðîçãëÿäóâàíèõ íàìè êåðîâàíèõ ñèñòåì, ¹ òàêå ðiâíÿííÿ:

ϕyt −∆y = v â Q,

äå ϕ � ôóíêöiÿ ç ïðîñòîðó C([0, T ]) ∩ C1((0, T ]) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ϕ(0) = 0 ; 2) ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T ] ; 3)
∫ T

0 [ϕ(s)]−1ds = +∞ .
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Äëÿ òàêèõ ðiâíÿíü ñòàíäàðòíi ïî÷àòêîâi óìîâè ïîòðiáíî çàìiíèòè, íàïðè-

êëàä, îáìåæåííÿìè ïîâåäiíêè ðîçâ'ÿçêó ïðè t → +0 . Ðiâíÿííÿ, ùî ñèëüíî

âèðîäæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, ðîçãëÿäàëèñÿ â áàãàòüîõ ðîáîòàõ

(äèâ., íàïðèêëàä, [49, 73, 16]). Çàóâàæèìî, ùî òàêi ðiâíÿííÿ òiñíî ïîâ'ÿçàíi ç

ðiâíÿííÿìè, ÿêi çàäàíi íà íåîáìåæåíîìó çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó. Öåé çâ'ÿ-

çîê äåòàëüíî îïèñàíî, çîêðåìà, â [49] (äèâ. òàêîæ [96]). Â äàíié ðîáîòi éîãî

áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ îá ðóíòóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ ðîçäiëó 4.



Ðîçäië 2

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷i Ôóð'¹

äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç

êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ

Öåé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âèâ÷åííþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòå-

ìàìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ

ëiíiéíèõ, ñèëüíî òà ñëàáêî íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êåðóâàííÿìè ó

êîåôiöi¹íòàõ.

Ìàòåðiàëè ðîçäiëó âèêëàäåíî â ïðàöÿõ [33, 52, 53, 56].

2.1 Ñëàáêî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ

2.1.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ

Íåõàé n � äîâiëüíå ôiêñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî; Rn � ëiíiéíèé ïðîñòið,

ñêëàäåíèé ç âïîðÿäêîâàíèõ íàáîðiâ x = (x1, . . . , xn) äiéñíèõ ÷èñåë, ç íîðìîþ

|x| := (|x1|2 + . . .+ |xn|2)1/2; Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç êóñêîâî ãëàäêîþ

ìåæåþ Γ . Ïîçíà÷èìî S := (−∞, 0] , Q := Ω× S , Σ := Γ× S .
Ïiä L∞

loc
(Q) ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ íà Q ôóíêöié òàêèõ, ùî

¨õ çâóæåííÿ íà äîâiëüíó îáìåæåíó âèìiðíó ïiäìíîæèíó Q′ ⊂ Q íàëåæèòü

ïðîñòîðó L∞(Q′).

Íåõàé X � äîâiëüíèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X òà

íîðìîþ ‖ · ‖X . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L2
loc

(S;X) ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié, ÿêi

âèçíà÷åíi íà S òà ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X , à ¨õ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêèé

âiäðiçîê [a, b] ⊂ S íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(a, b;X).

31
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Íåõàé ω ∈ R , α ∈ C(S) , α(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ S . Ââåäåìî ïðîñòîðè

L2
ω,α(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc
(S;X)

∣∣∣ ∫
S

α(t)e
2ω

t∫
0

α(s)ds
‖f(t)‖2

Xdt <∞
}
.

L2
ω,1/α(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc
(S;X)

∣∣∣ ∫
S

[α(t)]−1e
2ω

t∫
0

α(s)ds
‖f(t)‖2

Xdt <∞
}
.

Öi ïðîñòîðè ¹ ãiëüáåðòîâèìè çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2
ω,γ(S;X) =

∫
S

γ(t) e
2ω

t∫
0

α(s) ds
(f(t), g(t))X dt

òà íîðìîþ

‖f‖L2
ω,γ(S;X) :=

(∫
S

γ(t) e
2ω

t∫
0

α(s) ds
‖f(t)‖2

X dt
)1/2

,

äå γ = α àáî γ = 1/α .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C1
c (I), äå I ïðîìiæîê ÷èñëîâî¨ îñi, ëiíiéíèé ïðîñòið

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ íà I ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ÿêùî I =

(t1, t2) , òîäi áóäåìî ïèñàòè C1
c (t1, t2) çàìiñòü C1

c ((t1, t2)) ).

Íåõàé H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi ∈ L2(Ω) (i = 1, n)} � ïðîñòið Ñîáî-

ë¹âà, ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (v, w)H1(Ω) :=∫
Ω

{
∇v∇w + vw

}
dx òà íîðìîþ ‖v‖H1(Ω) :=

( ∫
Ω

{
|∇v|2 + |v|2

}
dx
)1/2

, äå

∇v = (vx1, . . . , vxn), |∇v|2 =
n∑
i=1

|vxi|2 . Ïiä H1
0(Ω) áóäåìî ðîçóìiòè çàìèêà-

ííÿ â H1(Ω) ïðîñòîðó C∞c (Ω) , äå C∞c (Ω) � ëiíiéíèé ïðîñòið, ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Ω ôóíêöié, ÿêi ìàþòü êîìïàêòíèé

íîñié. Âiäîìî, ùî íà H1
0(Ω) ìîæíà ââåñòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê (v, w)H1

0 (Ω) :=∫
S

∇v∇w dx , ÿêèé ïîðîäæó¹ íîðìó ‖v‖H1
0 (Ω) :=

( ∫
S

|∇v|2 dx
)1/2

, ÿêà åêâiâà-

ëåíòíà ‖ · ‖H1(Ω) . Äàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî íà H1
0(Ω) çàäàíèé ñàìå òàêèé

ñêàëÿðíèé äîáóòîê i âiäïîâiäíà éîìó íîðìà. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç H−1(Ω) ñïðÿ-

æåíèé äî H1
0(Ω) ïðîñòið, òîáòî, ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç âñiõ ëiíiéíèõ

íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà H1
0(Ω) .
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Ïðèïóñêà¹ìî (ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ îòîòîæíåíü ôóíêöiîíàëiâ), ùî ïðîñòið(
L2(Ω)

)′
¹ ïiäïðîñòîðîì H−1(Ω) . Îòîòîæíèâøè íà ïiäñòàâi òåîðåìè Ðiñà

ïðîñòið L2(Ω) ç
(
L2(Ω)

)′
, îäåðæèìî íåïåðåðâíi òà ùiëüíi âêëàäåííÿ

H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω). (2.1)

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó 〈g, v〉H1
0 (Ω) = (g, v) äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ H1

0(Ω)

òà g ∈ L2(Ω) , äå (·, ·) � ñêàëÿðíèé äîáóòîê íà L2(Ω) , à 〈·, ·〉H1
0 (Ω) îçíà÷à¹ äiþ

åëåìåíòà ç ïðîñòîðó H−1(Ω) íà åëåìåíò ïðîñòîðó H1
0(Ω) (êàíîíi÷íèé äîáó-

òîê íà H−1(Ω) × H1
0(Ω) ). Òîìó äàëi âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (·, ·) çàìiñòü

〈·, ·〉H1
0 (Ω) .

Ïîçíà÷èìî

K := inf
v∈H1

0 (Ω), v 6=0

∫
Ω

|∇v|2 dx∫
Ω

|v|2 dx
. (2.2)

Âiäîìî, ùî ñòàëà K ¹ ñêií÷åííîþ i ñïiâïàäà¹ ç ïåðøèì âëàñíèì çíà÷åííÿì

çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

−∆v = λv, v|∂Ω = 0. (2.3)

Ç (2.2) ëåãêî âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü Ôðiäðiêñà:∫
Ω

|∇v|2 dx ≥ K

∫
Ω

|v|2 dx ∀ v ∈ H1
0(Ω). (2.4)

Ç (2.4) ìà¹ìî

‖v‖2
H1(Ω) ≤ (K−1 + 1)‖v‖2

H1
0 (Ω). (2.5)

Äàëi âàæëèâó ðîëü áóäå âiäiãðàâàòè òâåðäæåííÿ, ÿêå ¹ äîáðå âiäîìèì

(äèâ., íàïðèêëàä, [68, òåîðåìà 3, ñ. 287]), àëå ìè ñôîðìóëþ¹ìî éîãî ó çðó-

÷íié äëÿ íàñ ôîðìi.

Ëåìà 2.1. Íåõàé ôóíêöiÿ z ∈ L2(t1, t2;H
1
0(Ω)) , äå t1, t2 ∈ R (t1 < t2) ,

çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

t2∫
t1

∫
Ω

{
−zψϕ′+(g0ψ+

n∑
i=1

giψxi)ϕ
}
dxdt = 0, ψ ∈ H1

0(Ω), ϕ ∈ C1
c (t1, t2), (2.6)
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äëÿ äåÿêèõ gi ∈ L2(Ω× (t1, t2)) (i = 0, n) .

Òîäi

1) ïîõiäíà zt ôóíêöi¨ z ó ñåíñi D′(t1, t2;H
−1(Ω)) (ïðîñòið ðîçïîäiëiâ) íà-

ëåæèòü äî L2(t1, t2;H
−1(Ω)) òà, êðiì òîãî,

äëÿ ì.â. t ∈ (t1, t2) : zt(·, t) = −g0(·, t) +
n∑
i=1

(
gi(·, t)

)
xi
â H−1(Ω), (2.7)

1

2

d

dt
‖z(·, t)‖2

L2(Ω) = (zt(·, t), z(·, t)), (2.8)

i
t2∫
t1

‖zt(·, t)‖2
H−1(Ω) dt ≤ (K−1 + 1)

n∑
i=0

‖gi‖2
L2(Ω×(t1,t2)), (2.9)

äå K � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (2.4);

2) ôóíêöiÿ z íàëåæèòü äî ïðîñòîðó C([t1, t2];L
2(Ω)) i äëÿ áóäü-ÿêèõ

τ1, τ2 ∈ [t1, t2] (τ1 < τ2) òà äîâiëüíèõ θ ∈ C1([t1, t2]) , q ∈ L2(t1, t2;H
1
0(Ω))

ìà¹ìî
τ2∫
τ1

(
zt(·, t), q(·, t)

)
dt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

g0q dxdt+
n∑
i=1

τ2∫
τ1

∫
Ω

giqxi dxdt = 0, (2.10)

1

2
θ(t)

∫
Ω

|z(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

|z|2θ′ dxdt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

{
g0z +

n∑
i=1

gizxi
}
θ dxdt = 0.

(2.11)

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè òâåðäæåííÿ öi¹¨ ëåìè áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç âi-

äîìèõ ðåçóëüòàòiâ, òî íàâåäåìî ñõåìàòè÷íî ëèøå äåÿêi ìîìåíòè äîâåäåííÿ.

Ïî÷íåìî ç òâåðäæåííÿ 1). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðîñòîðè L2(t1, t2;H
1
0(Ω)) ,

L2(t1, t2;H
−1(Ω)) ìîæóòü áóòè îòîòîæíåíi ç ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó ðîçïî-

äiëiâ D′(t1, t2;H−1(Ω)) . Öå, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ ãîâîðèòè ïðî ïîõiäíi ôóíêöié

ç L2(t1, t2;H
1
0(Ω)) â ñåíñi ðîçïîäiëiâ D′(t1, t2;H

−1(Ω)) i íàëåæíiñòü òàêèõ ïî-

õiäíèõ äî L2(t1, t2;H
−1(Ω)) .

Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (2.6) ó âèãëÿäi

−
t2∫
t1

∫
Ω

zψϕ′ dxdt = −
t2∫
t1

∫
Ω

(g0ψ+
n∑
i=1

giψxi)ϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (t1, t2).

(2.12)
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Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ â ñåíñi ðîçïîäiëiâ D′(t1, t2;H
−1(Ω)) , ç (2.12)

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ zt i ¨ ¨ íàëåæíiñòü äî ïðîñòîðó L2(t1, t2;H
−1(Ω)) .

Òîìó, âiäïîâiäíî äî [68, òåîðåìà 3, ñ. 287], âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (2.8). Òàêîæ

ç (2.12) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (t1, t2) ìà¹ìî(
zt(·, t), ψ(·)

)
= −

∫
Ω

[
g0(x, t)ψ(x) +

n∑
i=1

gi(x, t)ψxi(x)
]
dx, (2.13)

òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ (2.7).

Ç (2.13), âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, äëÿ ì.â. t ∈
(t1, t2) îäåðæèìî∣∣(zt(·, t), ψ(·)

)∣∣ ≤ ‖g0(·, t)‖L2(Ω)‖ψ(·)‖L2(Ω) +
n∑
i=1

‖gi(·, t)‖L2(Ω)‖ψxi(·)‖L2(Ω) ≤

≤
( n∑
i=0

‖gi(·, t)‖2
L2(Ω)

)1/2

‖ψ(·)‖H1(Ω)≤
(
(K−1+ 1)

n∑
i=0

‖gi(·, t)‖2
L2(Ω)

)1/2‖ψ(·)‖H1
0 (Ω).

(2.14)

Ç (2.14) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ì.â. t ∈ (t1, t2) âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà

‖zt(·, t)‖2
H−1(Ω) ≤ (K−1 + 1)

n∑
i=0

‖gi(·, t)‖2
L2(Ω),

çâiäêè âèïëèâà¹ (2.9).

Ðîçãëÿíåìî òâåðäæåííÿ 2) ëåìè 2.1. Òîé ôàêò, ùî ôóíêöiÿ z íàëåæèòü

ïðîñòîðó C([t1, t2];L
2(Ω)) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç [68, òåîðåìà 3, òâåðäæå-

ííÿ (I), ñ. 287].

Îñêiëüêè äëÿ ì.â. t ∈ S ôóíêöiÿ q(·, t) ∈ H1
0(Ω) , òî âçÿâøè ψ(·) = q(·, t)

â (2.13), ìà¹ìî(
zt(·, t), q(·, t)

)
= −

∫
Ω

[
g0(x, t)q(x, t) +

n∑
i=1

gi(x, t)qxi(x, t)
]
dx, t ∈ (t1, t2).

(2.15)

Iíòåãðóþ÷è òîòîæíiñòü (2.15) çà t ïî (τ1, τ2) äëÿ äîâiëüíèõ τ1, τ2 ∈ [t1, t2] ,

îòðèìà¹ìî (2.10).

Áåðó÷è q(·, t) = θ(t)z(·, t), t ∈ [t1, t2], â (2.10), îäåðæèìî
τ2∫
τ1

θ(t)
(
zt(·, t), z(·, t)

)
dt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

{
g0z +

n∑
i=1

gizxi
}
θ dxdt = 0. (2.16)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.8) òà iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè, ìàòèìåìî

τ2∫
τ1

θ(t)
(
zt(·, t), z(·, t)

)
dt =

1

2

τ2∫
τ1

θ(t)
d

dt
‖z(·, t)‖2

L2(Ω) dt =

=
1

2
θ(t)‖z(·, t)‖2

L2(Ω)

∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

τ2∫
τ1

θ′(t)‖z(·, t)‖L2(Ω) dt.

Ç (2.16) òà îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îòðèìó¹ìî (2.11).

2.1.2 Êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíié-
íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

yt −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, y,∇y) + a0(x, t, y,∇y) = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (2.17)

äå y : Q→ R � íåâiäîìà ôóíêöiÿ, à âõiäíi äàíi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(A1) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} ôóíêöiÿ

Q× R× Rn 3 (x, t, s, ξ) 7→ ai(x, t, s, ξ) ∈ R

¹ êàðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî, ôóíêöiÿ ai(x, t, ·, ·) : R× Rn → R

¹ íåïåðåðâíîþ äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q , à ai(·, ·, s, ξ) : Q→ R ¹

âèìiðíîþ äëÿ âñiõ (s, ξ) ∈ R× Rn ;

êðiì òîãî, ai(x, t, 0, 0) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q ;

(A2) äëÿ êîæíîãî i ∈ {0, 1, . . . , n} òà äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q i

âñiõ (s, ξ) ∈ R× Rn âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

|ai(x, t, s, ξ)| ≤ hi,1(t)
(
|s|+ |ξ|

)
+ hi,2(x, t),

äå hi,1 ∈ L∞loc(S) , hi,2 ∈ L2
loc

(S;L2(Ω)) ;

(A3) äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q òà âñiõ (s1, ξ
1) , (s2, ξ

2) ∈ R× Rn
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âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

n∑
i=1

(
ai(x, t, s1, ξ

1)− ai(x, t, s2, ξ
2)
)
(ξ1
i − ξ2

i ) +

+
(
a0(x, t, s1, ξ

1)− a0(x, t, s2, ξ
2)
)
(s1 − s2) ≥ α(t)|ξ1 − ξ2|2,

äå α ∈ C(S) òàêà, ùî α(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ S ;

(F) f ∈ L2
loc

(S;L2(Ω)).

Äîäàòêîâî âiä ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.17) âèìàãàòèìåìî âèêîíàííÿ êðàéîâî¨

óìîâè

y
∣∣
Σ

= 0. (2.18)

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ôóíêöiþ y íàçèâà¹ìî ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.17),

ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (2.18), ÿêùî âîíà íàëåæèòü ïðîñòîðó

L2
loc(S;H1

0(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) i âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i=1

ai(x, t, y,∇y)ψxiϕ+ a0(x, t, y,∇y)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.19)

Çàóâàæèìî, ùî ìîæå iñíóâàòè áàãàòî ñëàáêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (2.17),

ÿêi çàäîâîëüíÿþòü êðàéîâó óìîâó (2.18). Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ¹äèíîñòi ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.17), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.18), íåîáõiäíî íàêëà-

äàòè äîäàòêîâi óìîâè íà ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê, íàïðèêëàä, îáìåæåííÿ íà éîãî

ïîâåäiíêó ïðè t→ −∞ . Ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó âiäøóêàííÿ ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ (2.17), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (2.18) òà �àíàëîã�

ïî÷àòêîâî¨ óìîâè

lim
t→−∞

e
ω

t∫
0

α(s)ds
‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0, (2.20)

äå ω ∈ R.
Öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (2.17), (2.18), (2.20), à ôóíêöiþ

y � ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20).
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Òåîðåìà 2.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A3) , (F) . Òîäi ïðàâèëüíi

òàêi òâåðäæåííÿ:

(i) ÿêùî ω ≤ K , äå K � ñòàëà, ÿêà âèçíà÷åíà â (2.2), òî çàäà÷à (2.17),

(2.18), (2.20) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó;

(ii) ÿêùî ω < K òà, êðiì òîãî,

f ∈ L2
ω,1/α(S;L2(Ω)), (2.21)

òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20), âií íà-

ëåæèòü ïðîñòîðó L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè:

e
ω
τ∫
0

α(s) ds
‖y(·, τ)‖L2(Ω) ≤ C1‖f‖L2

ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, (2.22)

‖y‖L2
ω,α(Sτ ;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖f‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, (2.23)

äå Sτ := (−∞, τ ] (τ ∈ (−∞, 0] , S0 = S) , C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi, ùî

çàëåæàòü ëèøå âiä K òà ω .

Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íàì áóäå ïîòðiáíå òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 2.2. Íåõàé ω < K , äå K � ñòàëà, ùî âèçíà÷åíà â (2.2), i âèêîíóþ-

òüñÿ óìîâè (A1) � (A3) . Òîäi, ÿêùî y1 òà y2 � äâà ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷,

ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ âiä çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20) òiëüêè òèì, ùî â ïåðøié

ç íèõ f = f1 , à â äðóãié � f = f2 , äå

fk ∈ L2
ω,1/α(S;L2(Ω)) (k = 1, 2), (2.24)

òî ïðàâèëüíi òàêi îöiíêè:

e
ω
τ∫
0

α(s) ds
‖y1(·, τ)− y2(·, τ)‖2

L2(Ω) ≤ C1‖f1 − f2‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, (2.25)

‖y1 − y2‖L2
ω,α(Sτ ;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖f1 − f2‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, (2.26)

äå ñòàëi C1, C2 òàêi æ ÿê, âiäïîâiäíî, ó (2.22) òà (2.23).

Äîâåäåííÿ. Ç (2.19) äëÿ y12 := y1 − y2 i f12 := f1 − f2 îòðèìà¹ìî òàêó

iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
− y12ψϕ

′ +
n∑
i=0

(
ai(y1)− ai(y2)

)
∂iψϕ

}
dxdt =
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=

∫∫
Q

f12ψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0), (2.27)

äå òóò i äàëi âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ: äëÿ ôóíêöi¨ z : Q→ R :

ai(z)(x, t) := ai(x, t, z(x, t),∇z(x, t)), (x, t) ∈ Q, i = 0, n, (2.28)

∂0z(x, t) := z(x, t), ∂jz(x, t) := zxj(x, t), j = 1, n, (x, t) ∈ Q.

Íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1 ç (2.27) âèïëèâà¹, ùî

1

2
θ(t)

∫
Ω

|y12(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

|y12|2θ′ dxdt+

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

[ n∑
i=0

(
ai(y1)− ai(y2)

)
∂iy12

]
θ dxdt =

τ2∫
τ1

∫
Ω

f12y12θ dxdt, (2.29)

äå θ ∈ C1(S) òà τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi:

ab ≤ ε

2
a2 +

1

2ε
b2, a, b ∈ R, ε > 0, (2.30)

îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ (2.29) òàê∣∣∣ τ2∫
τ1

∫
Ω

f12y12θ dxdt
∣∣∣≤ ε

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

α|y12|2θ dxdt+
1

2ε

τ2∫
τ1

∫
Ω

[α]−1|f12|2θ dxdt, (2.31)

äå α � òà æ ôóíêöiÿ, ùî â óìîâi (A3) , à ε > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.

Ç óìîâè (A3) îòðèìó¹ìî, ùî
τ2∫
τ1

∫
Ω

[ n∑
i=0

(
ai(y1)− ai(y2)

)
∂iy12

]
θ dxdt ≥

τ2∫
τ1

∫
Ω

α|∇y12|2θ dxdt, (2.32)

äå ∇y := (yx1, . . . , yxn).

Ç (2.29), âðàõîâóþ÷è (2.31) òà (2.32), âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

1

2
θ(τ2)

∫
Ω

|y12(x, τ2)|2 dx−
1

2
θ(τ1)

∫
Ω

|y12(x, τ1)|2 dx−
1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

|y12|2θ′ dxdt+

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

α|∇y12|2θ dxdt ≤
ε

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

α|y12|2θ dxdt+
1

2ε

τ2∫
τ1

∫
Ω

[α]−1|f12|2θ dxdt,
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äå ε > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.

Âçÿâøè â öié íåðiâíîñòi θ(t) = 2e
2ω

t∫
0

α(s) ds
, t ∈ S , îòðèìà¹ìî

e
2ω

τ2∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ2)|2dx− e
2ω

τ1∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ1)|2dx−

−2ω

τ2∫
τ1

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s) ds
|y12|2dxdt+ 2

τ2∫
τ1

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s) ds
|∇y12|2 dxdt ≤

≤ ε

τ2∫
τ1

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s) ds
|y12|2 dxdt+

1

ε

τ2∫
τ1

∫
Ω

[α]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
|f12|2 dxdt.

Çâiäñè òà ç (2.4) ìà¹ìî

e
2ω

τ2∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ2)|2 dx− e
2ω

τ1∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ1)|2 dx+ (2.33)

+χ(K,ω, ε)

τ2∫
τ1

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s) ds
|∇y12|2 dxdt ≤

1

ε

τ2∫
τ1

∫
Ω

[α]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
|f12|2 dxdt,

äå χ(K,ω, ε) := (2(K − ω) − ε)/K , ÿêùî 0 < ω < K , òà χ(K,ω, ε) :=

(2K − ε)/K , ÿêùî ω ≤ 0 .

Âçÿâøè â (2.33) ε = K , ÿêùî ω ≤ 0 , òà ε = K − ω , ÿêùî 0 < ω < K , ó

ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

e
2ω

τ2∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ2)|2 dx− e
2ω

τ1∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ1)|2 dx+

+C3

τ2∫
τ1

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s) ds
|∇y12|2 dxdt ≤ C4

τ2∫
τ1

∫
Ω

[α]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
|f12|2 dxdt, (2.34)

äå C3, C4 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä K òà ω .

Ç (2.20) âèïëèâà¹ óìîâà

e
2ω

t∫
0

α(s)ds
∫
Ω

|y12(x, t)|2 dx→ 0 ïðè t→ −∞. (2.35)
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Âðàõîâóþ÷è (2.24) òà (2.35), ñïðÿìó¹ìî τ1 äî −∞ â (2.34). Ó ðåçóëüòàòi,

ïåðåïîçíà÷èâøè τ2 = τ ∈ S , îòðèìà¹ìî

e
2ω

τ∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y12(x, τ)|2 dx+ C3

τ∫
−∞

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s) ds
|∇y12|2 dxdt ≤

≤ C4

τ∫
−∞

∫
Ω

[α]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
|f12|2 dxdt. (2.36)

Çâiäñè îòðèìó¹ìî îöiíêè (2.25) òà (2.26).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1. Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (i). Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæ-

íå. Íåõàé y1, y2 � äâà ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20). Ó âèïàäêó

ω < K , çãiäíî ç ëåìîþ 2.2 (äèâ. (2.25)), ìà¹ìî ðiâíiñòü

e
2ω

τ∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y1(x, τ)− y2(x, τ)|2 dx = 0 ∀τ ∈ S. (2.37)

Ç äîâåäåííÿ ëåìè 2.2 âèïëèâà¹, ùî ðiâíiñòü (2.37) ïðàâèëüíà i äëÿ âèïàäêó

ω = K . Îòæå, ç (2.37) îòðèìó¹ìî, ùî y1(x, t)−y2(x, t) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q ,

òîáòî, y1(x, t) = y2(x, t) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q . Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ

äîâîäèòü òâåðäæåííÿ (i).

Äîâåäåìî òâåðäæåííÿ (ii), òîáòî, iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(2.52), (2.18), (2.20) òà éîãî îöiíêè. Ïî÷íåìî ç îöiíîê ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Ïðèïóñòèìî, ùî y � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20). Ëåãêî áà-

÷èòè, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A1) , ùî y = 0 ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(2.17), (2.18), (2.20) ïðè f = 0 , à òîìó ç îöiíîê (2.25) òà (2.26) (äèâ. ëåìó 2.2)

ïðè y1 = y, f1 = f òà y2 = 0, f2 = 0 âèïëèâàþòü îöiíêè (2.22) òà (2.23). Ç

îöiíêè (2.23) ìà¹ìî, ùî y ∈ L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) .

Òåïåð äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèçíà÷èìî fm(·, t) := f(·, t), ÿêùî −m < t ≤ 0,

i fm(·, t) := 0, ÿêùî t ≤ −m, òà ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨
ym ∈ L2(−m, 0;H1

0(Ω))∩ C([−m, 0];L2(Ω)) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó

ym(x,−m) = 0, x ∈ Ω, (2.38)

(ÿê åëåìåíò ïðîñòîðó C([−m, 0];L2(Ω)) ) òà ðiâíÿííÿ (2.17) â Qm â ñåíñi
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òàêî¨ iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi:∫∫
Qm

{
− ymψϕ′ +

n∑
i=0

ai(ym)∂iψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Qm

fmψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−m, 0). (2.39)

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i ëåãêî âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ ðå-

çóëüòàòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [15]). Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïðîäîâæèìî íóëåì

ym íà âåñü öèëiíäð Q i çàëèøèìî ïîçíà÷åííÿ ym äëÿ öüîãî ïðîäîâæåííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ôóíêöiÿ ym íàëåæèòü äî ïðîñòîðó

L2(S;H1
0(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) òà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (2.19) ç

fm çàìiñòü f , òîáòî,∫∫
Q

{
− ymψϕ′ +

n∑
i=0

ai(ym)∂jψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fmψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.40)

Îòæå, ìè ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ym ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.17),

(2.18), (2.20) ç fm çàìiñòü f . Çâiäñè òà äîâåäåíîãî âèùå, çîêðåìà, âèïëèâàþòü

(äèâ. (2.22), (2.23)) îöiíêè

e
2ω

τ∫
0

α(s) ds
‖ym(·, τ)‖2

L2(Ω) ≤ C1

τ∫
−∞

[α(t)]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
‖f(·, t)‖2

L2(Ω) dt, τ ∈ S,

(2.41)

‖ym‖L2
ω,α(S;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖f‖L2
ω,1/α(S;L2(Ω)). (2.42)

Ðîçãëÿíåìî òîòîæíiñòü (2.40) ïðè m = k òà m = l , äå k, l � äîâiëüíi

íàòóðàëüíi ÷èñëà, l > k , òà çàñòîñó¹ìî äî öèõ òîòîæíîñòåé òâåðäæåííÿ ëåìè
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2.2. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî îöiíêè, ÿêi àíàëîãi÷íi äî (2.25), (2.26), à ñàìå

e
2ω

τ∫
0

α(s) ds
‖yk(·, τ)− yl(·, τ)‖2

L2(Ω) ≤

≤ C1

−k∫
−l

[α(t)]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
‖f(·, t)‖2

L2(Ω) dt, τ ∈ S, (2.43)

‖yk − yl‖L2
ω,α(S;H1

0 (Ω)) ≤ C2

−k∫
−l

[α(t)]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
‖f(·, t)‖2

L2(Ω) dt. (2.44)

Ç óìîâè (2.21) âèïëèâà¹, ùî ïðàâi ÷àñòèíè íåðiâíîñòåé (2.43) òà (2.44) ïðÿ-

ìóþòü äî íóëÿ, êîëè k òà l ïðÿìóþòü äî +∞ . Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{ym}∞m=1 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ â ïðîñòîðàõ L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) òà C(S;L2(Ω)) .

Îñêiëüêè öi ïðîñòîðè ¹ ïîâíèìè, òî çâiäñè ìà¹ìî iñíóâàííÿ ôóíêöi¨

y ∈ L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) òàêî¨, ùî

ym −→
m→∞

y ñèëüíî â L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) i â C(S;L2(Ω)). (2.45)

Çàóâàæèìî, ùî ç (2.45) âèïëèâà¹, ùî

∂iym −→
m→∞

∂iy ñèëüíî â L2
loc

(S;L2(Ω)), i = 0, n. (2.46)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A2) òà îöiíêó (2.42), äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S

(t1 < t2) îòðèìà¹ìî

t2∫
t1

∫
Ω

|ai(ym)|2 dxdt ≤ C5

t2∫
t1

∫
Ω

(
|ym|2 + |∇ym|2 + |hi|2

)
dxdt ≤ C6, (2.47)

äå C5 ,C6 � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä m .

Îòæå, ç (2.47) îòðèìó¹ìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ai(ym)} ¹ îáìåæåíîþ â

L2
loc

(S;L2(Ω)). Çâiäñè òà ç (2.46) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïî-

ñëiäîâíîñòi {ym}∞m=1 (ÿêó òàêîæ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç {ym}∞m=1) òà ôóíêöié

χi∈ L2,loc(S;L2(Ω)) (i = 0, n) òàêèõ, ùî

∂iym −→
m→∞

∂iy ì.ñ. â Q, i = 0, n, (2.48)

ai(ym) −→
m→∞

χi ñëàáêî â L2,loc(S;L2(Ω)), i = 0, n. (2.49)
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Ç óìîâè (A1) òà (2.48) âèïëèâà¹, ùî

ai(ym) −→
m→∞

ai(y) ì.ñ. â Q, i = 0, n. (2.50)

Íà ïiäñòàâi [27, ëåìà 1.3] ç (2.49) òà (2.50) îòðèìó¹ìî, ùî

ai(ym) −→
m→∞

ai(y) ñëàáêî â L2,loc(S;L2(Ω)), i = 0, n. (2.51)

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ y ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20).

Äëÿ öüîãî ñïðÿìó¹ìî m äî +∞ â òîòîæíîñòi (2.40), áåðó÷è äî óâàãè (2.46),

(2.51) òà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fm . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî òîòîæíiñòü (2.19).

Òåïåð, âðàõóâàâøè (2.45), ñïðÿìó¹ìî m äî +∞ â (2.41). Ç îòðèìàíî¨ íåðiâ-

íîñòi òà óìîâè (2.21) çäîáóâà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè (2.20). Îòîæ, ìè äîâåëè,

ùî y ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20).

Çàóâàæåííÿ 2.1 Ôóíêöi¨ yc(x, t) = cv(x)e−Kt, (x, t) ∈ Q (c ∈ R), äå

v ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ çàäà÷i (2.3), ùî âiäïîâiäà¹ ïåðøîìó âëàñíîìó çíà-

÷åííþ, ¹ ñëàáêèìè ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (2.17), ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

(2.18) ó âèïàäêó, êîëè ai(x, t, s, ξ) = ξi (i = 1, n), a0(x, t, s, ξ) = 0 òà

f(x, t) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q i äëÿ áóäü-ÿêèõ (s, ξ) ∈ Rn+1 . Òîäi ìà¹ìî

α(t) = 1 ∀ t ∈ S , à òîìó óìîâà (2.20) íàáóâà¹ âèãëÿäó: eωt‖y(·, t)‖L2(Ω) −→
t→−∞

0 .

Î÷åâèäíî, ùî â äàíîìó âèïàäêó äëÿ íåíóëüîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ (c 6= 0) ìà¹ìî

eωt‖yc(·, t)‖L2(Ω) −→
t→−∞

C = const 6= 0 , ÿêùî ω = K , eωt‖yc(·, t)‖L2(Ω) −→
t→−∞

+∞ ,

ÿêùî ω < K , òà eωt‖yc(·, t)‖L2(Ω) −→
t→−∞

0 , ÿêùî ω > K . Öå îçíà÷à¹, ùî óìî-

âà ω ≤ K ¹ iñòîòíîþ äëÿ ãàðàíòóâàííÿ ¹äèíîñòi ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

(2.17), (2.18), (2.20), òîáòî, ¨¨ íå ìîæíà ïîñëàáèòè.

2.1.3 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà iñíóâàííÿ
¨¨ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé U := L∞(Q) � ïðîñòið êåðóâàíü, à ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü

U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â U ñêëàäåíà ç íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié, òîáòî,

ÿêùî v ∈ U∂ , òî v(x, t) ≥ 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q . Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ñòàí

äîñëiäæóâàíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U∂ îïèñó¹òüñÿ ñëàáêèì
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ðîçâ'ÿçêîì y(v) çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ðiâíÿííÿ

yt −
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, y,∇y) + a0(x, t, y,∇y) + v(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

(2.52)

ç óìîâàìè (2.18) òà (2.20), êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A3), (F) . Öÿ

çàäà÷à ¹ àíàëîãi÷íîþ äî çàäà÷i (2.17), (2.18), (2.20)), òîáòî, y(v) íàëåæèòü

ïðîñòîðó L2
loc

(S;H1
0(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) , çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫

Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i=0

ai(x, t, y,∇y)∂iψϕ+ vyψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0), (2.53)

òà óìîâó (2.20).

Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y öi¹¨ çàäà÷i áóäåìî íàçèâàòè ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà-

÷i (2.52), (2.18), (2.20) äëÿ êåðóâàííÿ v i ïîçíà÷àòè y , àáî y(v) , àáî y(x, t) ,

(x, t) ∈ Q , àáî y(x, t; v) , (x, t) ∈ Q . Äàëi ïðèïóñêà¹ìî, ùî óìîâà (2.21) òà

íåðiâíiñòü ω < K âèêîíóþòüñÿ. Ç ïîïåðåäíîãî ïóíêòó (äèâ. òåîðåìó 2.1),

ìà¹ìî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.52), (2.18), (2.20)

(äëÿ çàäàíîãî v ∈ U∂ ) òà éîãî îöiíêè (2.22), (2.23).
Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ âàðòîñòi ìà¹ âèãëÿä

J(v) = ‖y(·, 0; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖v‖L∞(Q), v ∈ U, (2.54)

äå z0 ∈ L2(Ω) , µ ≥ 0 � çàäàíi.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈
U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (2.55)

Êîðîòêî öþ çàäà÷ó íàçèâàòèìåìî (2.55), à ¨¨ ðîçâ'ÿçêè � îïòèìàëüíèìè êå-

ðóâàííÿìè.

Îäíèì ç îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ òàêå òâåðäæåííÿ:

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A3) , (2.21) òà ω < K .

Êðiì òîãî, ïðèïóñòèìî, ùî µ > 0 , ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà. Òîäi ìíîæèíà

ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.55) ¹ íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ôóíêöiÿ âàðòîñòi J îáìåæåíà çíèçó, òî iñíó¹ ìiíiìiçó-

þ÷à ïîñëiäîâíiñòü {vk} äëÿ J â U∂ , òîáòî, J(vk) −→
k→∞

inf
v∈U∂

J(v) . Çâiäñè òà ç

(2.54) i ïðèïóùåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {vk} ¹ îáìåæåíîþ

â ïðîñòîði L∞(Q) , òîáòî

ess sup
(x,t)∈Q

|vk(x, t)| ≤ C7 ∀k ∈ N, (2.56)

äå C7 � ñòàëà, ùî âiä k íå çàëåæèòü.

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ yk := y(vk) (k ∈ N) ¹ ñëàáêèì

ðîçâ'ÿêîì çàäà÷i (2.52), (2.18), (2.20) äëÿ v = vk , òî∫∫
Q

{
− ykψϕ′ +

n∑
i=0

ai(yk)∂iψϕ+ vkykψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt ∀ψ ∈ H1
0(Ω), ∀ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.57)

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.1 äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî îöiíêè

e
2ω

τ∫
0

α(s) ds
‖yk(·, τ)‖2

L2(Ω) ≤ C1

τ∫
−∞

[α(t)]−1e
2ω

t∫
0

α(s) ds
‖f(·, t)‖2

L2(Ω) dt, τ ∈ S,

(2.58)

‖yk‖L2
ω,α(S;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖f‖L2
ω,1/α(S;L2(Ω)) , (2.59)

äå C1, C2 � ñòàëi ç îöiíîê (2.22), (2.23).

Ç (A2) òà (2.59) âèïëèâà¹, ùî
τ2∫
τ1

∫
Ω

n∑
i=0

|ai(yk)|2 dxdt ≤ C8

τ2∫
τ1

∫
Ω

(
|yk|2 + |∇yk|2 + |hi|2

)
dxdt ≤ C9, (2.60)

äå τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi, à C8 , C9 � äîäàòíi ñòàëi, ùî âiä k íå

çàëåæàòü (àëå ìîæóòü çàëåæàòè âiä τ1 i τ2 ).

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 2) ëåìè 2.1 ç (2.57) äëÿ äîâiëüíèõ τ1, τ2 ∈ S (τ1 <

τ2) òà k ∈ N îòðèìó¹ìî
τ2∫
τ1

‖yk,t‖2
H−1(Ω) dt ≤ (K−1 + 1)

τ2∫
τ1

∫
Ω

( n∑
i=1

|ai(yk)|2 + |a0(yk) + vkyk − f |2
)
dxdt.

(2.61)
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Áåðó÷è äî óâàãè óìîâè (2.21), (2.56) òà (2.60), ç îöiíêè (2.61) îòðèìó¹ìî,

ùî
τ2∫
τ1

‖yk,t‖2
H−1(Ω) dt ≤ C10 ∀ k ∈ N, (2.62)

äå τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi, C10 > 0 ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä τ1 òà τ2 ,

àëå íå çàëåæèòü âiä k .

Ç ëåìè ïðî êîìïàêòíiñòü (äèâ., [88, ðîçäië 4, òâåðäæåííÿ 4.2]), íåïåðåðâ-

íîñòi âêëàäåíü (2.1) òà êîìïàêòíîñòi ïåðøîãî ç íèõ (äèâ. [26, c. 245]), îöiíîê

(2.56), (2.59), (2.60), (2.62) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíî-

ñòi {vk, yk} (ÿêó òàêîæ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç {vk, yk} ) òà ôóíêöié u ∈ U∂ ,
y ∈ L2

ω,α(S;H1
0(Ω)) òà χi ∈ L2

loc
(S;L2(Ω)) (i = 0, n) òàêèõ, ùî

vk −→
k→∞

u ∗ -ñëàáêî â L∞(Q), (2.63)

yk −→
k→∞

y ñëàáêî â L2
ω,α(S;H1

0(Ω)), (2.64)

yk −→
k→∞

y ñèëüíî â L2
loc

(S;L2(Ω)), (2.65)

ai(yk) −→
k→∞

χi ñëàáêî â L2,loc(S;L2(Ω)), i = 0, n. (2.66)

Çàóâàæèìî, ùî ç (2.64) âèïëèâàþòü çáiæíîñòi

∂iyk −→
k→∞

∂iy ñëàáêî â L2
loc

(S;L2(Ω)), i = 0, n. (2.67)

Ïîêàæåìî, ùî çi çáiæíîñòåé (2.63) òà (2.65) âèïëèâà¹ çáiæíiñòü∫∫
Q

ykvkψϕdxdt −→
k→∞

∫∫
Q

yuψϕdxdt ∀ψ ∈ H1
0(Ω),∀ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.68)

Ñïðàâäi, íåõàé g := ψϕ òà t1, t2 ∈ S òàêi, ùî suppϕ ⊂ [t1, t2] . Òîäi ìà¹ìî∫∫
Q

ykvkg dxdt =

t2∫
t1

∫
Ω

(ykvk − yvk + yvk)g dxdt =

=

t2∫
t1

∫
Ω

yvkg dxdt+

t2∫
t1

∫
Ω

(yk − y)vkg dxdt. (2.69)
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Ç (2.56) òà (2.65) âèïëèâà¹, ùî∣∣∣ t2∫
t1

∫
Ω

(yk − y)vkg dxdt
∣∣∣ ≤ ( t2∫

t1

∫
Ω

|vkg|2 dxdt
)1/2( t2∫

t1

∫
Ω

|yk − y|2 dxdt
)1/2

−→
k→∞

0.

(2.70)

Îòæå, íà ïiäñòàâi (2.63) òà (2.70), ç (2.69) îòðèìó¹ìî (2.68).

Àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê áóëî äîâåäåíî çáiæíiñòü (2.68), ìîæíà äîâåñòè, ùî

çi çáiæíîñòåé (2.63) òà (2.65) âèïëèâà¹∫∫
Q

|yk|2vkϕdxdt −→
k→∞

∫∫
Q

|y|2uϕ dxdt ∀ ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.71)

Ñïðÿìóâàâøè k äî +∞ â (2.57), íà ïiäñòàâi (2.65), (2.66), (2.68) îòðèìà¹ìî∫∫
Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i=0

χi∂iψϕ+ uyψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.72)

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 ç òîòîæíîñòi (2.72) âèïëèâà¹, ùî y ∈ C(S;L2(Ω)) .

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî ðiâíiñòü∫
Ωt

{ n∑
i=0

χi∂iψ
}
dx=

∫
Ωt

{ n∑
i=0

ai(y)∂iψ
}
dx äëÿ ì.â. t ∈ S (2.73)

ñïðàâåäëèâà äëÿ âñiõ ψ ∈ H1
0(Ω) . Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìîíîòîííî-

ñòi (äèâ. [27]).

Âiçüìåìî äîâiëüíi ôóíêöi¨ w ∈ L2,loc(S;H1(Ω)) òà θ ∈ C1
c (−∞, 0) ,

θ(t) ≥ 0 äëÿ âñiõ t ∈ (−∞, 0) . Ç óìîâè (A3) äëÿ âñiõ k ∈ N ìà¹ìî

Wk :=

∫∫
Q

{ n∑
i=0

(ai(yk)− ai(w))(∂iyk − ∂iw)
}
θ dxdt ≥ 0.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî

Wk =

∫∫
Q

n∑
i=0

ai(yk)∂iykθ dxdt−

−
∫∫
Q

n∑
i=0

[
ai(yk)∂iw + ai(w)(∂iyk − ∂iw)

]
θ ≥ 0, k ∈ N. (2.74)
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Íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1 ç (2.57) âèïëèâà¹, ùî

−1

2

∫∫
Q

|yk|2θ′ dxdt+

∫∫
Q

{ n∑
i=0

ai(yk)∂iyk + vk|yk|2
}
θ dxdt =

∫∫
Q

fykθ dxdt.

(2.75)

Ç (2.74), íà ïiäñòàâi (2.75), îòðèìà¹ìî

Wk =

∫∫
Q

{1

2
|yk|2θ′+

(
fyk−vk|yk|2

)
θ
}
dxdt−

−
∫∫
Q

n∑
i=0

[
ai(yk)∂iw + ai(w)(∂iyk − ∂iw)

]
θ dxdt ≥ 0, k ∈ N. (2.76)

Âçÿâøè äî óâàãè (2.65) òà (2.71), ìà¹ìî

lim
k→∞

∫∫
Q

{1

2
|yk|2θ′+

(
fyk−vk|yk|2

)
θ
}
dxdt =

∫∫
Q

{1

2
|y|2θ′+

(
fy−u|y|2

)
θ
}
dxdt.

(2.77)

Íà ïiäñòàâi (2.66), (2.67) òà (2.77), ç (2.76) îòðèìà¹ìî

0 ≤ lim
k→∞

Wk =

∫∫
Q

{1

2
|y|2θ′+

(
fy−u|y|2

)
θ
}
dxdt−

−
∫∫
Q

n∑
i=0

[
χi∂iw + ai(w)(∂iy − ∂iw)

]
θdxdt. (2.78)

Ç (2.72) íà ïiäñòàâi ëåìè 2.1 îòðèìà¹ìî∫∫
Q

n∑
i=0

χi∂iyθ dxdt =

∫∫
Q

{1

2
|y|2θ′+

(
fy−u|y|2

)
θ
}
dxdt. (2.79)

Îòæå, ç (2.78) òà (2.79) âèïëèâà¹, ùî∫∫
Q

{ n∑
i=0

(χi − ai(w))(∂iy − ∂iw)
}
θ dxdt ≥ 0. (2.80)

Áåðó÷è w = y−λψ , äå ψ ∈ H1
0(Ω), λ > 0 � äîâiëüíi, òà ïîäiëèâøè îòðèìàíó

íåðiâíiñòü íà λ , îòðèìà¹ìî∫∫
Q

{ n∑
i=0

(χi − ai(u− λψ))∂iψ
}
θ dxdt ≥ 0. (2.81)
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Ñïðÿìóâàâøè λ äî 0+ â (2.81) òà âèêîðèñòàâøè óìîâó (A2) i òåîðåìó Ëåáåãà

ïðî ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïiä çíàêîì iíòåãðàëà (äèâ. [69, ñ. 648]), îòðèìà¹ìî∫∫
Q

{ n∑
i=0

(χi − ai(y))∂iψ
}
θ dxdt = 0. (2.82)

Îñêiëüêè ψ ∈ H1
0(Ω), θ ∈ C1

c (−∞, 0) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, òî ç (2.82) âèïëè-

âà¹ (2.73).

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî y ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.52) ïðè (v =

u) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ êðàéîâó óìîâó (2.18).

Ïîêàæåìî, ùî y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.20). Äëÿ öüîãî äîâåäåìî, ùî

∀τ ∈ S : yk(·, τ) −→
k→∞

y(·, τ) ñèëüíî â L2(Ω). (2.83)

Ç öi¹þ ìåòîþ âiäíiìåìî òîòîæíiñòü (2.57) âiä òîòîæíîñòi (2.53) ïðè v = u :∫∫
Q

{
− (y − yk)ψϕ′ +

n∑
i=0

(
ai(y)− ai(yk)

)
∂iψϕ+ (uy − vkyk)ψϕ

}
dxdt = 0,

ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.84)

Òåïåð äî òîòîæíîñòi (2.84) çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.1 ç z := y − yk, g0 := a0(y)−
−a0(yk)+uy−vkyk, g := ai(y)−ai(yk) (i = 1, n), θ(t) = 2(t−τ+1), τ1 = τ−1 ,

τ2 = τ, äå τ ∈ S � äîâiëüíå ôiêñîâàíå . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx−
τ∫

τ−1

∫
Ω

|y − yk|2 dxdt+ (2.85)

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

[ n∑
i=0

(
ai(y)− ai(yk)

)
∂i(y − yk) + (uy − vkyk)(y − yk)

]
θ dxdt = 0.

Ç (2.85), âðàõîâóþ÷è óìîâó (A3) , ìà¹ìî∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx ≤
τ∫

τ−1

∫
Ω

[
|y − yk|2 −(uy − vkyk)(y − yk)θ

]
dxdt.

(2.86)

Ç íåðiâíîñòi (2.86) ìà¹ìî∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx ≤ 2

τ∫
τ−1

∫
Ω

[
(1+vk)|y − yk|2 + |y||u− vk||y − yk|

]
dxdt.

(2.87)
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Íà ïiäñòàâi (2.56) òà íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî ç (2.87) îòðèìà¹ìî∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx ≤ C11

([ τ∫
τ−1

∫
Ω

|y − yk|2 dxdt
]1/2

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

|y − yk|2 dxdt
)
,

(2.88)

äå C11 > 0 � ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä k .

Ç (2.88), âiäïîâiäíî äî (2.65), îòðèìó¹ìî (2.83). Âçÿâøè äî óâàãè (2.83),

ñïðÿìó¹ìî k äî +∞ â (2.58). Ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi, âiäïîâiäíî äî óìîâè

(2.21), âèïëèâà¹, ùî

lim
τ→−∞

e
2ω

τ∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|y(x, τ |2 dx = 0, (2.89)

òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.20). Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî y = y(u) = y(x, t;u),

(x, t) ∈ Q, ¹ ñòàíîì êåðîâàíî¨ ñèñòåìè äëÿ êåðóâàííÿ u .

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî u ¹ ìiíiìiçóþ÷èì åëåìåíòîì ôóíêöiîíàëó J .

Ñïðàâäi, ç (2.83) âèïëèâà¹, ùî

‖yk(·, 0)− z0(·)‖2
L2(Ω) −→

k→∞
‖y(·, 0)− z0(·)‖2

L2(Ω). (2.90)

Òàêîæ ç (2.63) òà ç âëàñòèâîñòåé ∗ -ñëàáêî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé ìà¹ìî

lim
k→∞
‖vk‖L∞(Q) ≥ ‖u‖L∞(Q). (2.91)

Ç (2.54), (2.90) òà (2.91) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî lim
k→∞

J(vk) ≥ J(u) . Îòîæ, ìè

ïîêàçàëè, ùî u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.55).

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü çàäà÷i (2.55) ¹ ∗ -ñëàáêî
çàìêíåíîþ. Ñïðàâäi, íåõàé {uk} � ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òàêà,
ùî uk → u ∗ -ñëàáêî â L∞(Q) . Àíàëîãi÷íî ÿê áóëî çðîáëåíî âèùå ó âèïàäêó

ïîñëiäîâíîñòi {vk} , ïîêàçó¹ìî, ùî lim
k→∞

J(uk) ≥ J(u) . Àëå J(uk) = inf
v∈U∂

J(v)

∀k ∈ N . Îòæå, u ¹ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì çàäà÷i (2.55).

2.1.4 Íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi

Ó äàíîìó ïóíêòi äîñëiäèìî íåîáõiäíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ç ïîïåðåäíüîãî ïóíêòó ïðè äîäàòêîâèõ óìîâàõ. Ïåðø çà

âñå ïðèïóñêà¹ìî, ùî êîåôiöi¹íòè ðiâíÿííÿ (2.52) çàäîâîëüíÿþòü ùå óìîâó
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(A) a0(x, t, s, ξ) = ã0(x, t)s, ai(x, t, s, ξ) =
n∑
j=1

aij(x, t)ξj äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q

i áóäü-ÿêèõ (s, ξ) ∈ R × Rn , äå ã0, aij = aji (i = 1, n) ∈ L∞
loc

(Q) ,

ã0(x, t) ≥ 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q ,
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ α(t)|ξ|2 äëÿ ì.â.

(x, t) ∈ Q i áóäü-ÿêèõ ξ ∈ Rn , äå α ∈ C(S), α(t) > 0 äëÿ âñiõ t ∈ S .

Î÷åâèäíî, ùî ïðè âèêîíàííi óìîâè (A) âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1)� (A3) , à

ðiâíÿííÿ (2.52) ìà¹ âèãëÿä

yt −
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)yxj

)
xi

+ (ã0(x, t) + v(x, t))y = f(x, t), (x, t) ∈ Q. (2.92)

Áóäåìî òàêîæ ïðèïóñêàòè, ùî v ∈ U∂ , à f çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (F) .

Òåîðåìà 2.3 (íåîáõiäíi óìîâè îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþ-

òüñÿ óìîâè (A) , (2.21), ω < K , U∂ � îáìåæåíà, µ = 0 òà

α(t) ≥ α0 = const > 0 äëÿ ì.â. t ∈ S. (2.93)

Òîäi îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà÷i (2.55) çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

y ∈ L2
ω,α(S;H1

0(Ω)), yt ∈ L2
loc(S;H−1(Ω)),

yt −
n∑

i,j=1

(aijyxj)xi + (ã0 + u)y = f â L2
loc(S;H−1(Ω)),

y
∣∣
Σ

= 0, lim
t→−∞

e
ω

t∫
0

α(s)ds
‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0,

(2.94)


p ∈ L2

−ω,1/α(S;H1
0(Ω)), pt ∈ L2

loc(S;H−1(Ω)),

−pt −
n∑

i,j=1

(aijpxj)xi + (ã0 + u)p = 0 â L2
loc(S;H−1(Ω)),

p
∣∣
Σ

= 0, p(·, 0) = y(·, 0)− z0(·),

(2.95)

∫∫
Q

yp(v − u) dxdt ≤ 0 ∀ v ∈ U∂. (2.96)

Âiäçíà÷èìî, ùî îñêiëüêè ôóíêöiÿ y íàëåæèòü äî L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) , à ôóí-

êöiÿ p íàëåæèòü äî L2
−ω,1/α(S;H1

0(Ω)) , òî äîáóòîê py íàëåæèòü äî L1(Q) , i

îòæå, ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (2.96) âèçíà÷åíà êîðåêòíî.

Çàäà÷ó (2.95) íàçèâàþòü çàäà÷åþ íà ñïðÿæåíèé ñòàí ñèñòåìè, à ¨¨ ñëàáêèé

ðîçâ'ÿçîê � ñïðÿæåíèì ñòàíîì.

Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè 2.3 íàâåäåìî äîäàòêîâi òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 2.3. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (2.93). Òîäi ïðàâèëüíèìè ¹ âêëàäåííÿ

L2
ω,α(Sτ ;H

1
0(Ω)) ⊂ L2

ω,1/α(Sτ ;H
1
0(Ω)) ⊂ L2

ω,1/α(Sτ ;L
2(Ω)) ∀ τ ∈ S,

i âîíè ¹ íåïåðåðâíèìè, òîáòî, iñíóþòü äîäàòíi ñòàëi C8, C9 òàêi, ùî äëÿ

äîâiëüíèõ z∈L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) i τ ∈ S ìà¹ìî

‖z‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)) ≤ C8‖z‖L2

ω,1/α(Sτ ;H1
0 (Ω)) ≤ C9‖z‖L2

ω,α(Sτ ;H1
0 (Ω)). (2.97)

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.3. Ïåðøà íåðiâíiñòü (2.97) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç (2.4).

Íà ïiäñòàâi (2.93), ìà¹ìî 1/α(t) ≤ 1/α0 ≤ α(t)/(α0)
2 äëÿ âñiõ t ∈ S. Çâiä-

ñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
τ∫

−∞

∫
Ω

[α(t)]−1e2ω
∫ t
0
α(s)ds|∇z|2 dxdt ≤ [α0]

−2

τ∫
−∞

∫
Ω

α(t)e2ω
∫ t
0
α(s)ds|∇z|2 dxdt.

äå C9 = C8[α0]
−2 , òîáòî, ïðàâèëüíîþ ¹ äðóãà íåðiâíiñòü ç (2.97).

Ëåìà 2.4. Äëÿ äîâiëüíèõ u, v ∈ U∂ iñíó¹ ôóíêöiÿ χ=χ(u, v)=χ(x, t;u, v)=

= χ(x, t) , (x, t) ∈ Q , ç L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) òàêà, ùî χt ∈ L2
loc(S;H−1(Ω)) (à

çâiäñè âèïëèâà¹, ùî χ ∈ C(S;L2(Ω)) ) i

χε(u, v) :=
y(u+ ε(v − u))− y(u)

ε
−→
ε→0+

χ(u, v) ñëàáêî â L2
ω,α(S;H1

0(Ω)),

(2.98)

χε(u, v) −→
ε→0+

χ(u, v) ñèëüíî â L2
loc(S;L2(Ω)), (2.99)

∀ τ ∈ S : χε(·, τ) −→
ε→0+

χ(·, τ) ñèëüíî â L2(Ω) (ε ∈ (0, 1)). (2.100)

Êðiì òîãî, ôóíêöiÿ χ ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i:

χt −
n∑

i,j=1

(aijχxj)xi + (ã0 + u)χ = (u− v)y, (2.101)

χ
∣∣
Σ

= 0, (2.102)

lim
t→−∞

e
ω

t∫
0

α(s)ds
‖χ(·, t)‖L2(Ω) = 0. (2.103)

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî w := v − u , vε := u + εw , ε ∈ (0, 1) . Îñêiëüêè ìíî-

æèíà U∂ ¹ îïóêëîþ, òî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1) åëåìåíò vε íàëåæèòü äî

U∂ äëÿ áóäü-ÿêèõ u, v ∈ U∂ . Î÷åâèäíî, ùî

vε−→
ε→0

u ñèëüíî â L∞(Q). (2.104)
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Íåõàé ôóíêöiÿ yε := y(vε) � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.92), (2.18), (2.20)

äëÿ v = vε , äå ε ∈ (0, 1) , òîáòî, âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðàëüíà òîòîæíiñòü:∫∫
Q

{
− yεψϕ′ +

n∑
i,j=1

aijy
ε
xi
ψxjϕ+ (ã0 + vε)yεψϕ

}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.105)

Ç òåîðåìè 2.1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ yε , ÿêà íàëåæèòü äî

L2
ω,α(S;H1

0(Ω)), çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (2.105) òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè

e
ω
τ∫
0

α(s) ds
‖yε(·, τ)‖L2(Ω) ≤ C1‖f‖L2

ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, ε ∈ (0, 1), (2.106)

‖yε‖L2
ω,α(Sτ ;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖f‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)) , τ ∈ S, ε ∈ (0, 1). (2.107)

Çàóâàæèìî, ùî çãiäíî ç ëåìîþ 2.3 i (2.107) ìà¹ìî

‖yε‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)) ≤ C9‖yε‖L2

ω,α(Sτ ;H1
0 (Ω)) ≤

≤ C2C9‖f‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S. (2.108)

Áåðó÷è äî óâàãè òâåðäæåííÿ 2) ëåìè 2.1, äëÿ äîâiëüíèõ τ1 i τ2 ç S (τ1 < τ2)

îòðèìà¹ìî

τ2∫
τ1

‖yεt‖2
H−1(Ω) dt ≤

τ2∫
τ1

∫
Ω

( n∑
i=1

∣∣ n∑
j=1

aijy
ε
xj

∣∣2 + |(ã0 + vε)yε − f |2
)
dxdt. (2.109)

Âðàõîâóþ÷è óìîâó (A) , (2.21), (2.104) òà (2.107), ç îöiíêè (2.109) âèïëèâà¹

τ2∫
τ1

‖yεt (·, t)‖2
H−1(Ω) dt ≤ C10, (2.110)

äå τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi, C10 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä τ1

òà τ2 , àëå íå çàëåæèòü âiä ε .

Çãiäíî ç ëåìîþ ïðî êîìïàêòíiñòü (äèâ. [88, ðîçäië 4, òâåðäæåííÿ 4.2]),

âðàõîâóþ÷è êîìïàêòíiñòü âêëàäåííÿ H1
0(Ω) ⊂ L2(Ω) (äèâ. [26 c. 245]), ç

(2.104), (2.107) òà (2.110) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi



55

{yε} (ÿêó òàêîæ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç {yε} ) i ôóíêöi¨ y ∈ L2
ω,α(S;H1

0(Ω))

òàêèõ, ùî

yε −→
ε→0+

y ñëàáêî â L2
ω,α(S;H1

0(Ω)), (2.111)

yε −→
ε→0+

y ñèëüíî â L2
loc

(S;L2(Ω)). (2.112)

Çàóâàæèìî, ùî ç (2.111) âèïëèâà¹

yε −→
ε→0+

y, yεxi −→ε→0+
yxi (i = 1, n) ñëàáêî â L2

loc
(S;L2(Ω)). (2.113)

Àíàëîãi÷íî ÿê äîâîäèëîñü ñïiââiäíîøåííÿ (2.68) íà ïiäñòàâi (2.104) òà (2.112)

ïîêàçó¹ìî, ùî∫∫
Q

yεvεψϕdxdt −→
ε→0+

∫∫
Q

yuψϕdxdt ∀ ψ ∈ H1
0(Ω),∀ ϕ ∈ C1

c (−∞, 0).

(2.114)

Ñïðÿìóâàâøè ε äî 0 â (2.105), ç âðàõóâàííÿì (2.113) i (2.114), îòðèìà¹ìî∫∫
Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i,j=1

aijyxiψxjϕ+ (ã0 + u)yψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.115)

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 ç òîòîæíîñòi (2.115) âèïëèâà¹, ùî y ∈ C(S;L2(Ω)) i

yt ∈ L2
loc(S;H−1(Ω)) . Àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2

∀τ ∈ S : yε(·, τ)−→
ε→∞

y(·, τ) ñèëüíî â L2(Ω). (2.116)

Çâiäñè òàê ñàìî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2.2 ðîáèìî âèñíîâîê ïðî òå, ùî

y çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.20). Îòæå, ôóíêöiÿ y = y(u) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (2.92), (2.18), (2.20).

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ χε âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1)

ôóíêöiÿ χε ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì òàêî¨ çàäà÷i

χεt −
n∑

i,j=1

(aijχ
ε
xj

)xi + (ã0 + u)χε = −wyε, (2.117)

χε
∣∣
Σ

= 0, (2.118)

lim
t→−∞

e
ω

t∫
0

α(s)ds
‖χε(·, t)‖L2(Ω) = 0, (2.119)
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òîáòî, χε íàëåæèòü äî L2
ω,α(S;H1

0(Ω))∩C(S;L2(Ω)) , çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëü-

íó òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
− χεψϕ′ +

n∑
i,j=1

aijχ
ε
xi
ψxjϕ+ (ã0 + u)χεψϕ

}
dxdt =

= −
∫∫
Q

wyεψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0), (2.120)

òà óìîâó (2.119).

Î÷åâèäíî, ùî çàäà÷à (2.117)-(2.119) ñïiâïàäà¹ iç çàäà÷åþ (2.92), (2.18),

(2.20) ïðè v = u i f = −wyε . Çâiäñè íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.1 îòðèìó¹ìî

îöiíêè

e
ω
τ∫
0

α(s) ds
‖χε(·, τ)‖L2(Ω) ≤ C1‖wyε‖L2

ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, ε ∈ (0, 1), (2.121)

‖χε‖L2
ω,α(Sτ ;H1

0 (Ω)) ≤ C2‖wyε‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, ε ∈ (0, 1). (2.122)

Ç îöiíêè (2.108) âèïëèâà¹

‖wyε‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)) ≤ C2C9‖w‖L∞(Q)‖f‖L2

ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), (2.123)

ùî ðàçîì ç (2.121) i (2.122) äà¹ îöiíêè

e
ω
τ∫
0

α(s) ds
‖χε(·, τ)‖L2(Ω) ≤ C10‖f‖L2

ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, (2.124)

‖χε‖L2
ω,α(Sτ ;H1

0 (Ω)) ≤ C11‖f‖L2
ω,1/α(Sτ ;L2(Ω)), τ ∈ S, (2.125)

äå C10, C11 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä ε .

Îñêiëüêè L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, òî ç îöiíêè (2.125) âèïëèâà¹

iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ χ ∈ L2
ω,α(S;H1

0(Ω)) òàêî¨, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2.98).

Ç (2.98) i (2.112) âèïëèâà¹, ùî ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi â (2.120) ïðè

ε→ 0 : ∫∫
Q

{
− χψϕ′ +

n∑
i,j=1

aijχxiψxjϕ+ (ã0 + u)χψϕ
}
dxdt =

= −
∫∫
Q

wyψϕdxdt, ψ ∈ H1
0(Ω), ϕ ∈ C1

c (−∞, 0). (2.126)
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Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ χ ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (2.101), ÿêèé

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.102). Íàì çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ôóíêöiÿ χ çàäîâîëü-

íÿ¹ óìîâó (2.103) i ïðàâèëüíi çáiæíîñòi (2.99), (2.100).

Ç (2.120) i òâåðäæåííÿ 1) ëåìè 2.1 äëÿ äîâiëüíèõ τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2)

îòðèìó¹ìî

τ2∫
τ1

‖χεt‖2
H−1(Ω) dt ≤

τ2∫
τ1

∫
Ω

( n∑
i=1

∣∣ n∑
j=1

aijχ
ε
xj

∣∣2 + |(ã0 + u)χε + wyε|2
)
dxdt. (2.127)

Íà ïiäñòàâi (A) i (2.125) ç îöiíêè (2.127) âèïëèâà¹

τ2∫
τ1

‖χεt(·, t)‖2
H−1(Ω) dt ≤ C12, (2.128)

äå τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi, C12 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä τ1 i τ2 ,

àëå íå çàëåæèòü âiä k .

Ìàþ÷è îöiíêè (2.125), (2.128), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó (àíàëîãi÷íî, ÿê áóëî

îòðèìàíî (2.112)) ïðî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {χε} (ÿêó

òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç {χε} ) òàêî¨, ùî âèêîíó¹òüñÿ (2.99).
Òåïåð äîâåäåìî (2.100). Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî òîòîæíiñòü (2.120) âiä òî-

òîæíîñòi (2.126). Äî îäåðæàíî¨ òîòîæíîñòi çàñòîñó¹ìî ëåìó 2.1 ç z = χ −
χε, g0 = (ã0 + u)(χ − χε) + w(y − yε), gi =

∑n
j=1 aij(χxj − χεxj) (i = 1, n),

θ(t) = 2(t − τ + 1), τ1 = τ − 1, τ2 = τ, äå τ ∈ S � äîâiëüíå . Ó ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî ∫
Ω

|χ(x, τ)− χε(x, τ)|2 dx−
τ∫

τ−1

∫
Ω

|χ− χε|2 dxdt+

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aij(χxj−χεxj)(χxi−χ
ε
xi

)
]
θ dxdt+

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

(
(ã0 + u)(χ− χε) + w(y − yε)

)(
χ− χε

)
θ dxdt = 0. (2.129)
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Ç (2.129), âðàõîâóþ÷è (A) , ìàòèìåìî∫
Ω

|χ(x, τ)− χε(x, τ)|2 dx ≤

≤
τ∫

τ−1

∫
Ω

|χ− χε|2 dxdt+

τ∫
τ−1

∫
Ω

|w||y − yε||χ− χε| dxdt. (2.130)

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, ç (2.130) âèïëèâà¹∫
Ω

|χ(x, τ)− χε(x, τ)|2 dx ≤
τ∫

τ−1

∫
Ω

|χ− χε|2 dxdt+

+C13

( τ∫
τ−1

∫
Ω

|χ− χε|2 dxdt
)1/2( τ∫

τ−1

∫
Ω

|y − yε|2 dxdt
)1/2

,

äå C13 := ‖w‖L∞(Q) .

Çâiäñè, çãiäíî ç (2.99) i (2.112), îòðèìó¹ìî (2.100). Áåðó÷è äî óâàãè (2.100),

ñïðÿìó¹ìî ε → 0 â (2.124). Ç îäåðæàíî¨ íåðiâíîñòi, âiäïîâiäíî äî óìîâè

(2.21), âèïëèâà¹ (2.103).

Ëåìà 2.5. Iñíó¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.95) i, ÿêùî ω < K , òî

âií íàëåæèòü äî L2
−ω,1/α(S;H1

0(Ω)) òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè

e−ω
∫ τ
0
α(s)ds‖p(·, τ)‖L2(Ω) ≤ C14‖p(·, 0)‖L2(Ω), τ ∈ S, (2.131)

‖p‖L2
−ω,1/α(S;H1

0 (Ω)) ≤ C14‖p(·, 0)‖L2(Ω), (2.132)

äå C14 > 0 � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä p .

Äîâåäåííÿ. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó p çàäà÷i (2.95) ëåãêî

âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [27]). Ç ëåìè 2.1 âèïëèâà¹,

ùî pt ∈ L2
loc(S;H−1(Ω)) . Îòæå, íàì çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè ïðàâèëüíiñòü îöi-

íîê (2.131) i (2.132).

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.1 äëÿ τ1 = τ < 0, τ2 = 0 , z = −p , g0 = −(ã0 + u)p, gi =
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= −
n∑
j=1

aijpxj ( i = 1, n ), äå θ ∈ C1(S) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ, îäåðæó¹ìî

1

2
θ(0)

∫
Ω

|p(x, 0)|2 dx− 1

2
θ(τ)

∫
Ω

|p(x, τ)|2 dx− 1

2

0∫
τ

∫
Ω

|p|2θ′ dxdt−

−
0∫

τ

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijpxjpxi + (ã0 + u)|p|2
]
θ dxdt = 0.

Âçÿâøè â öié ðiâíîñòi θ(t) = −e−2ω
∫ t
0
α(s)ds, t ∈ S , îòðèìà¹ìî

1

2
e−2ω

∫ τ
0
α(s)ds

∫
Ω

|p(x, τ)|2 dx− ω
0∫

τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0
α(s)ds|p|2 dxdt+

+

0∫
τ

∫
Ω

e−2ω
∫ t
0
α(s)ds

[ n∑
i,j=1

aijpxjpxi + (ã0 + u)|p|2
]
dxdt =

1

2

∫
Ω

|p(x, 0)|2 dx.

(2.133)

Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A) , ìà¹ìî

e
−2ω

τ∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|p(x, τ)|2dx− 2ω

0∫
τ

∫
Ω

α(t)e
−2ω

t∫
0

α(s) ds
|p|2dxdt+

+2(δ + 1− δ)
0∫

τ

∫
Ω

α(t)e
−2ω

t∫
0

α(s) ds
|∇p|2 dxdt ≤

∫
Ω

|p(x, 0)|2 dx,

äå δ ∈ (0, 1) � äîâiëüíå.

Çâiäñè çãiäíî ç (2.4) îäåðæó¹ìî

e
−2ω

τ∫
0

α(s) ds
∫
Ω

|p(x, τ)|2dx+ 2(δK − ω)

0∫
τ

∫
Ω

α(t)e
−2ω

t∫
0

α(s) ds
|p|2dxdt+

+2(1− δ)
0∫

τ

∫
Ω

α(t)e
−2ω

t∫
0

α(s) ds
|∇p|2 dxdt ≤

∫
Ω

|p(x, 0)|2 dx.

Îñêiëüêè ω < K , òî ìîæíà âèáðàòè δ ∈ (0, 1) òàêèì, ùîáè δK − ω > 0 .
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Òîäi ìàòèìåìî

e−2ω
∫ τ
0
α(s)ds

∫
Ω

|p(x, τ)|2 dx+

0∫
τ

∫
Ω

α(t)e−2ω
∫ t
0
α(s)ds|∇p|2 dxdt ≤

≤ C11

∫
Ω

|p(x, 0)|2 dx, (2.134)

äå C11 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ω òà K .

Ç (2.134), âiäïîâiäíî äî ëåìè 2.3, îòðèìó¹ìî (2.131) i (2.132).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.3. Íåõàé u � îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ çàäà÷i (2.55), v ∈
U∂ � äîâiëüíå. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è òi æ ïîçíà÷åííÿ, ùî áóëè ââåäåíi ïðè

äîâåäåííi ëåìè 2.4, äëÿ âñiõ ε ∈ (0, 1) ìà¹ìî

J(vε)− J(u) ≥ 0. (2.135)

Äîìíîæèâøè íåðiâíiñòü (2.135) íà 1/ε i ïîçíà÷èâøè w := v − u , îäåðæèìî

0 ≤ 1

ε

(
J(vε)− J(u)

)
=

1

ε

[ ∫
Ω

∣∣y(x, 0; vε)− z0(x)
∣∣2dx−

−
∫
Ω

∣∣y(x, 0;u)− z0(x)
∣∣2dx] =

1

ε

∫
Ω

[∣∣y(x, 0; vε)
∣∣2 − ∣∣y(x, 0;u)

∣∣2−
−2z0(x)y(x, 0; vε) + 2z0(x)y(x, 0;u)

]
dx =

=

∫
Ω

y(x, 0; vε)− y(x, 0;u)

ε

[
y(x, 0; vε) + y(x, 0;u)− 2z0(x)

]
dx. (2.136)

Ïåðåïèøåìî íåðiâíiñòü (2.136) òàê:∫
Ω

(
χε(x, 0)

(
yε(x, 0) + y(x, 0)

)
− 2χε(x, 0)z0(x)

)
dx ≥ 0. (2.137)

Íà ïiäñòàâi (2.83) i (2.100) ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (2.137) ïðè ε→ 0+ . Ó

ðåçóëüòàòi îäåðæèìî òàêó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü∫
Ω

χ(x, 0)
(
y(x, 0)− z0(x)

)
dx ≥ 0. (2.138)
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Âèõîäÿ÷è iç çàäà÷i íà ñïðÿæåíèé ñòàí ñèñòåìè (2.95), äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ S
îòðèìó¹ìî

0 =

0∫
τ

(
− pt −

n∑
i,j=1

(aijpxj)xi + (ã0 + u)p, χ
)
dt =

= −
0∫

τ

(pt, χ) dt+

0∫
τ

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijpxjχxi + (ã0 + u)pχ
]
dxdt = 0. (2.139)

Çâiäñè, iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè òà âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A) (ñèìåòðè÷íiñòü

êîåôiöi¹íòiâ aij ) i òå, ùî χ ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.101)�(2.103), îäåð-

æèìî

0 = −
∫
Ωt

pχ dx
∣∣∣t=0

t=τ
+

0∫
τ

(p, χt) dt+

0∫
τ

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijpxiχxj + (ã0 + u)pχ
]
dxdt =

= −
∫
Ω

χ(x, 0)p(x, 0) dx+

∫
Ω

χ(x, τ)p(x, τ) dx+

0∫
τ

(χt, p) dt+

+

0∫
τ

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijχxipxj + (ã0 + u)χp
]
dxdt = −

∫
Ω

χ(x, 0)p(x, 0) dx+

+

∫
Ω

χ(x, τ)p(x, τ) dx+

0∫
τ

(
χt −

n∑
i,j=1

(aijχxi)xj + (ã0 + u)χ, p
)

=

= −
∫
Ω

χ(x, 0)p(x, 0) dx+

∫
Ω

χ(x, τ)p(x, τ) dx−
0∫

τ

∫
Ω

ypw dxdt. (2.140)

Âðàõîâóþ÷è ïî÷àòêîâó óìîâó çàäà÷i (2.95), ç (2.140) ìàòèìåìî∫
Ω

(
y(x, 0)− z0(x)

)
χ(x, 0) dx =

∫
Ω

p(x, τ)χ(x, τ) dx−
0∫

τ

∫
Ω

ypw dxdt. (2.141)

Ïîêàæåìî, ùî ó (2.141) ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè τ → −∞ . Ñïðàâäi,

âiäïîâiäíî äî (2.103) i (2.131), ìà¹ìî∫
Ω

|p(x, τ)χ(x, τ)| dx ≤ ‖p(·, τ)‖L2(Ω)‖χ(·, τ)‖L2(Ω) ≤
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≤ eω
∫ τ
0
α(s)ds‖p(·, 0)‖L2(Ω)e

−ω
∫ τ
0
α(s)dsγ(τ) = ‖p(·, 0)‖L2(Ω)γ(τ), (2.142)

äå, çãiäíî ç óìîâîþ (2.103), ôóíêöiÿ γ òàêà, ùî γ(τ)→ 0 ïðè τ → −∞.
Ç îöiíîê (2.23) òà (2.132), âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî,

îòðèìà¹ìî

0∫
τ

∫
Ω

|ypw| dxdt ≤
( 0∫
τ

∫
Ω

[α]−1e
−2ω

t∫
0

α(s)ds
|p|2dxdt

)1/2

×

×
( 0∫
τ

∫
Ω

αe
2ω

t∫
0

α(s)ds
|y|2dxdt

)1/2

≤ C2C14‖p(·, 0)‖2
L2(Ω) ‖f‖L2

ω,1/α(S;L2(Ω)),

çâiäêè îòðèìó¹ìî, ùî ypw ∈ L1(Q).

Çâiäñè òà (2.142) âèïëèâà¹, ùî ó ðiâíîñòi (2.141) ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi

ïðè τ → −∞ . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∫
Ω

χ(x, 0)
(
y(x, 0)− z0(x)

)
dx = −

∫∫
Q

ypw dxdt. (2.143)

Ç (2.138), âðàõîâóþ÷è (2.143), îäåðæó¹ìî (2.96).

2.2 Ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ìîíîòîííèìè ïðîñòî-

ðîâèìè ÷àñòèíàìè

2.2.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç êóñêîâî ãëàäêîþ ìåæåþ Γ . Ïî-

çíà÷èìî S := (−∞, 0] , Q := Ω × S , Σ := Γ × S , Qt1,t2 := Ω × (t1, t2) ,

Σt1,t2 := Γ× (t1, t2) äëÿ âñiõ t1, t2 ∈ R (t1 < t2) .

Äëÿ êîæíîãî q ∈ [1,∞] ïiä Lq
loc

(Q) ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèìið-

íèõ íà Q ôóíêöié òàêèõ, ùî ¨õ çâóæåííÿ íà äîâiëüíó îáìåæåíó âèìiðíó

ìíîæèíó Q′ ⊂ Q íàëåæèòü ïðîñòîðó Lq(Q′) . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâ-

íiñòü ôóíêöié {zk} ñèëüíî (âiäï., ñëàáêî, ∗ -ñëàáêî) çáiãà¹òüñÿ äî z â Lq
loc

(Q)

(q ∈ [1,∞)) , ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ îáìåæåíî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè Q′ ⊂ Q ïîñëi-

äîâíiñòü {zk|Q′} ñèëüíî (âiäï., ñëàáêî, ∗ -ñëàáêî) çáiãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ z|Q′
â Lq(Q′) (òóò i äàëi z|Q′ � çâóæåííÿ ôóíêöi¨ z íà Q′ ).
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Íåõàé X � äîâiëüíèé áàíàõîâèé ïðîñòið ç íîðìîþ ‖·‖X . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Lq

loc
(S;X) (q ∈ [1,∞]) ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà S

çi çíà÷åííÿìè â X , çâóæåííÿ ÿêèõ íà áóäü-ÿêèé âiäðiçîê [a, b] ⊂ S íàëå-

æàòü ïðîñòîðó Lq(a, b;X). Ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié zm −→
m→∞

z ñèëüíî (âiäï.,

ñëàáêî, ∗ -ñëàáêî) â Lq
loc

(S;X) , ÿêùî äëÿ êîæíèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ìà¹ìî,

ùî zm|t1,t2 −→m→∞ z|t1,t2 ñèëüíî (âiäï., ñëàáêî, ∗ -ñëàáêî) â Lq(t1, t2;X) .

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C1
c (a, b), äå −∞ ≤ a < b ≤ +∞, ëiíiéíèé ïðîñòið

íåïåðåðâíî äèôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà (a, b) ç êîìïàêòèì íîñi¹ì. ×åðåç

C(S;X) ïîçíà÷èìî ïðîñòið íåïåðåðâíèõ ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà S çi çíà÷å-

ííÿìè â X . Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî zm −→
m→∞

z â C(S;X) , ÿêùî äëÿ êîæíèõ

t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ìà¹ìî maxτ∈[t1,t2] ‖z(τ)−zk(τ)‖X −→
k→∞

0.

Íåõàé H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi ∈ L2(Ω) (i = 1, n)} � ïðîñòið Ñîáîë¹âà,

ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(v, w)H1(Ω) :=

∫
Ω

{ n∑
i=1

vxiwxi + vw
}
dx

òà âiäïîâiäíîþ íîðìîþ

‖v‖H1(Ω) :=
(∫

Ω

{ n∑
i=1

|vxi|2 + |v|2
}
dx
)1/2

.

Ïiä H1
0(Ω) áóäåìî ðîçóìiòè çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C∞c (Ω) çà íîðìîþ H1(Ω) ,

äå C∞c (Ω) � ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Ω ôóíêöié ç êîìïà-

êòíèìè íîñiÿìè.

Òàêîæ ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

∂0z := z, ∂jz := zxj ÿêùî, j ∈ {1, . . . , n}.

Ïîçíà÷èìî

V q(Ω) := H1
0(Ω) ∩ Lq(Ω),

äå q > 1 � äîâiëüíå.

Äîáðå âiäîìî, ùî(
V q(Ω)

)′
:= H−1(Ω) + Lq

′
(Ω), q′ =

q

q − 1
.
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2.2.2 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà iñíóâàííÿ
¨¨ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé U := L∞(Q) � ïðîñòið êåðóâàíü. Ïðèïóñòèìî, ùî U∂ � îïóêëà

çàìêíåíà ìíîæèíà â ïðîñòîði U i U∂ ⊂
{
v ∈ U

∣∣∣ v ≥ 0 ì.ñ. íà Q
}
. Ìíî-

æèíà U∂ ¹ ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü.

Ñòàí äîñëiäæóâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U∂
âèçíà÷à¹òüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

yt−
n∑
i=1

d

dxi
ai(x, t, y,∇y)+â0(x, t, y,∇y)+v(x, t)g(x, t, y) = f(x, t), (x, t) ∈ Q,

(2.144)

y
∣∣
Σ

= 0, (2.145)

äå ôóíêöi¨ â0, a1, . . . , an , f i g çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

(A1) ôóíêöi¨

Q× R× Rn 3 (x, t, s, ξ) 7→ ai(x, t, s, ξ) ∈ R (i = 1, n),

Q× R× Rn 3 (x, t, s, ξ) 7→ â0(x, t, s, ξ) ∈ R

¹ êàðàòåîäîðiâñüêèìè ôóíêöiÿìè, òîáòî, â0(x, t, ·, ·) , ai(x, t, ·, ·) : R ×
Rn → R (i = 1, n) íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q , i â0(·, ·, s, ξ) ,
ai(·, ·, s, ξ) : Q → R (i = 1, n) ¹ âèìiðíèìè ôóíêöiÿìè äëÿ âñiõ (s, ξ) ∈
R× Rn ; áiëüøå òîãî, â0(x, t, 0, 0) = 0 , ai(x, t, 0, 0) = 0 (i = 1, n) äëÿ ì.

â. (x, t) ∈ Q ;

(A2) iñíó¹ p > 2 òàêå, ùî äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, . . . , n} , äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q i

âñiõ (s, ξ) ∈ R× Rn ¹ ïðàâèëüíèìè îöiíêè:

|â0(x, t, s, ξ)| ≤ C1

(
|s|p−1 + |ξ|2(p−1)/p

)
+ h0(x, t),

|ai(x, t, s, ξ)| ≤ C2

(
|s|p/2 + |ξ|

)
+ hi(x, t), i = 1, n,

äå C1, C2 = const > 0 , h0 ∈ Lp
′

loc
(Q) , hi ∈ L2

loc
(Q) (i = 1, n) ;
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(A3) äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q i âñiõ (s1, ξ
1) , (s2, ξ

2) ∈ R × Rn âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü
n∑
i=1

(
ai(x, t, s1, ξ

1)− ai(x, t, s2, ξ
2)
)
(ξ1
i − ξ2

i ) +

+
(
â0(x, t, s1, ξ

1)− â0(x, t, s2, ξ
2)
)
(s1 − s2) ≥ K

[
|s1 − s2|p + |ξ1 − ξ2|2

]
,

äå K = const > 0 ;

(F) f ∈ Lp
′

loc
(Q);

(G1) ôóíêöiÿ Q× R 3 (x, t, s) 7→ g(x, t, s) ∈ R ¹ êàðàòåîäîðiâñüêîþ, òîáòî,

g(x, t, ·) : R → R íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q , à g(·, ·, s) :

Q→ R ¹ âèìiðíîþ ôóíêöi¹þ äëÿ âñiõ s ∈ R ; g(·, ·, 0) = 0 ;

(G2) äëÿ êîæíèõ s1, s2 ∈ R i äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

0 ≤
(
g(x, t, s1)− g(x, t, s2)

)(
s1 − s2

)
≤M |s1 − s2|2,

äå M > 0 - äåÿêà ñòàëà.

Íàäàëi p′ = p
p−1 , òîáòî p′ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ 1

p + 1
p′ = 1; ∇y =

= (yx1, . . . , yxn), |∇y|2 =
n∑
i=1

|yxi|2 .

Çàóâàæåííÿ 2.1. Ïðèêëàä ôóíêöi¨ g : g(x, t, s) = g0(x, t)g1(s) , äå g0 ∈
L∞(Q) , g0 ≥ 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q , à g1 : R → R � ìîíîòîííî çðîñòà-

þ÷à òà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Ëiïøèöÿ: |g1(s1)− g1(s2)| ≤M |s1− s2| äëÿ âñiõ

s1, s2 ∈ R .

Îçíà÷åííÿ 2.2. Ôóíêöiÿ y íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.144),

(2.145), ÿêùî y ∈ Y p
loc

(Q) := L2
loc(S;H1

0(Ω)) ∩ Lp
loc

(Q) ∩ C(S;L2(Ω)) i y çàäî-

âîëüíÿ¹ òàêó iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
− yψϕ′+

n∑
i=1

ai(x, t, y,∇y)∂iψϕ+ â0(x, t, y,∇y)ψϕ+ vg(x, t, y)ψϕ
}
dxdt

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.146)
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Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i áóäå íàçèâàòèñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿç-

êîì çàäà÷i (2.144), (2.145) äëÿ êåðóâàííÿ v , i áóäå ïîçíà÷àòèñÿ y , ÷è y(v) , ÷è

y(x, t) , (x, t) ∈ Q , ÷è y(x, t; v) , (x, t) ∈ Q . Ìåòîäîëîãiÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷,

ïîäiáíèõ äî çàäà÷i (2.144), (2.145), ¹ äîñèòü äîáðå ðîçâèíóòà, çîêðåìà, ó òà-

êèõ ðîáîòàõ [49, 43, 47]. Àëå ñàìå òàêó çàäà÷ó, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî â äàíîìó

ïiäðîçäiëi, ðàíiøå íå äîñëiäæóâàëè. Òîìó äëÿ ïîâíîãî ðîçóìiííÿ ìàòåðià-

ëó ó íàñòóïíîìó ïóíêòi ìè íàâîäèìî ïîâíå äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi òà iñíóâàííÿ

ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i òà éîãî îöiíêè. Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ñëàáêîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.144), (2.145) ïîêàçàíî â íàñòóïíîìó ïóíêòi (äèâ. òåîðå-

ìà 2.5).

Ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ âàðòîñòi ìà¹ âèãëÿä

J(v) := G(y(·, ·; v)) + µ‖v‖L∞(Q), (2.147)

äå µ ≥ 0 äîâiëüíà ôiêñîâàíà ñòàëà, ïðè÷îìó µ > 0, ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà,

à ôóíêöiîíàë G : Y p
loc

(Q)→ [0,+∞) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

(J ) inf
z∈Y p

loc
(Q)
G(z) > −∞ , G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó ó L2

loc
(S;L2(Ω)) , ÷è

C(S;L2(Ω)) , ÷èL2
loc

(S;L2(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) .

Çàóâàæåííÿ 2.2. Ìè ìîæåìî âèáðàòè ôóíêöiîíàë G ó òàêîìó âèãëÿäi

G(y(·, ·; v)) := µ1

∫
S

γ(t)‖y(·, t; v)− yd,1(·, t)‖2
L2(Ω)dt+

+µ2 max
t∈S

[
ρ(t)‖y(·, t; v)− yd,2(·, t)‖2

L2(Ω)

]
+

+
N∑
i=1

µ3,i‖y(·, ti; v)− zd,i(·)‖2
L2(Ω), v ∈ U,

äå N ∈ N , yd,1 ∈ L2
loc

(S;L2(Ω)) , yd,2 ∈ C(S;L2(Ω)) , zd,i ∈ L2(Ω) (i = 1, N) ,

γ ∈ L∞(S) i ρ ∈ C(S) ¹ íåâiä'¹ìíi ôóíêöi¨, ÿêi çàíóëÿ¹òüñÿ ïîçà äåÿêèì

îáìåæåíèì iíòåðâàëîì, µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ3,i ≥ 0 (i = 1, N) çàäàíi ñòàëi

i µ1 + µ2 +
N∑
i=1

µ3,i > 0 , à ti ∈ S (i = 1, N) � äîâiëüíèì ÷èíîì âèáðàíi i

ôiêñîâàíi òî÷êè.
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Ðîçãëÿäà¹ìî òàêó çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ

u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (2.148)

Êîðîòêî öþ çàäà÷ó íàçèâà¹ìî çàäà÷åþ (2.148), à ¨¨ ðîçâ'ÿçêè � îïòèìàëüíè-

ìè êåðóâàííÿìè.

Ñòîñîâíî öi¹¨ çàäà÷i ìà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 2.4. Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) − (A3) , (F) ,

(G1), (G2) i (J ) . Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.148) ¹ íåïîðîæíüîþ i

∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

2.2.3 Êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñèëüíî íåëiíié-
íèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ïîêàçàíî êîðåêòíiñòü çàäà÷i (2.144), (2.145).

Òåîðåìà 2.5. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1)− (A3) , (G1), (G2) , (F) i v ∈
U∂ . Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.144), (2.145). Êðiì òîãî,

ïðàâèëüíîþ ¹ îöiíêà

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|y(x, t)|2 dx+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

[
|∇y|2 + |y|p

]
dxdt ≤

≤ C
{
R−2/(p−2) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

|f |p′ dxdt
}

(2.149)

äëÿ âñiõ t0 , R0 i R òàêèõ, ùî t0 ∈ S , R0 > 0 i R > max{1; 2R0} . Òóò C

- äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K , p i mesnΩ .

Íàäàëi ÷åðåç mesnΩ ïîçíà÷àòèìåìî ìiðó Ëåáåãà ìíîæèíè Ω .

Çàóâàæåííÿ 2.3. Çàóâàæèìî, ùî â òåîðåìi 2.5 íå íàêëàäàþòüñÿ îáìå-

æåííÿ íà ïîâåäiíêó ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó i çðîñòàííÿ ôóíêöié aj (j = 0, n)

i f ïðè t → −∞ . Îäíàê, êîëè ó ôîðìóëþâàííi òåîðåìè çàìiíèòè óìîâó

p = 2 íà óìîâó p > 2 (äèâ., íà ïðèêëàä, [49]), òî òâåðäæåííÿ òåîðåìè íå

¹ ïðàâèëüíèì. Îòæå, óìîâà p > 2 ¹ ñóòò¹âîþ.
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Ëåìà 2.6. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöiÿ z ∈ L2(t1, t2;H
1
0(Ω)) ∩ Lp(Qt1,t2) , äå

t1, t2 ∈ R (t1 < t2) , çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü

t2∫
t1

∫
Ω

{
− zψϕ′ +

n∑
i=0

gi∂iψϕ
}
dxdt = 0, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1

c (t1, t2), (2.150)

äëÿ äåÿêèõ gi ∈ L2(Qt1,t2) (i = 1, n), g0 ∈ Lp
′
(Qt1,t2) .

Òîäi

(i) ôóíêöiÿ z íàëåæèòü ïðîñòîðó C([t1, t2];L
2(Ω)) i äëÿ êîæíîãî θ ∈

C1([t1, t2]) i âñiõ τ1, τ2 ∈ [t1, t2] (τ1 < τ2) ìà¹ìî

1

2
θ(t)

∫
Ω

|z(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1
− 1

2

τ2∫
τ1

∫
Ω

|z|2θ′ dxdt+

τ2∫
τ1

∫
Ω

n∑
i=0

gi∂izθ dxdt = 0;

(2.151)

(ii) ïîõiäíà zt ôóíêöi¨ z ó ñåíñi ïðîñòîðó ðîçïîäiëiâ D′
(
t1, t2; (V p(Ω))′

)
íà-

ëåæèòü äî Lp
′(
t1, t2; (V p(Ω))′

)
, êðiì òîãî, âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà

t2∫
t1

‖zt(·, t)‖p
′

(V p(Ω))′ dt ≤ C3

[ n∑
i=1

‖gi‖p
′

Lp′(t1,t2;L2(Ω))
+ ‖g0‖p

′

Lp′(Qt1,t2)

]
, (2.152)

äå C3 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä t1, t2, p i n .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïåðøîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 2 [51]. Ïåðåéäå-

ìî äî äîâåäåííÿ äðóãîãî òâåðäæåííÿ. Âiäìiòèìî, ùî ìà¹ìî òàêi íåïåðåðâíi i

ùiëüíi âêëàäåííÿ

V p(Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂
(
V p(Ω)

)′
. (2.153)

Îñêiëüêè ïðîñòîðè L2(t1, t2;V
p(Ω)) , Lp

′
(t1,t2;(V

p(Ω))′) ìîæóòü áóòè îòîòî-

æíåíi ç ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó ðîçïîäiëiâ D′(t1,t2; (V p(Ω))′) , òî öå äà¹ íàì

çìîãó ãîâîðèòè ïðî ïîõiäíi ôóíêöié L2(t1,t2;V
p(Ω)) ó ñåíñi D′(t1,t2;(V p(Ω))′)

i ¨õíþ íàëåæíiñòü ïðîñòîðó Lp
′
(t1,t2;(V

p(Ω))′) .

Ïåðåïèøåìî ðiâíiñòü (2.150) ó âèãëÿäi

−
t2∫
t1

∫
Ω

zψϕ′ dxdt = −
t2∫
t1

∫
Ω

n∑
i=0

gi∂iψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (t1, t2).

(2.154)
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Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ïîõiäíî¨ â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ç D′(t1, t2;
(
V p(Ω)

)′
) , (2.154)

ìà¹ìî, ùî zt íàëåæèòü ïðîñòîðó Lp
′
(t1, t2; (V p(Ω))′) i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈

(t1, t2) :

< zt(·, t), ψ(·) >V p(Ω)= −
∫
Ω

n∑
i=0

gi(x, t)∂iψ(x) dx,

äå < · , ·>V p(Ω) � êàíîíi÷íèé ñêàðÿðíèé äîáóòîê ìiæ (V p(Ω))′ i V p(Ω) .

Ç âèùåíàâåäåíîãî, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, äëÿ

ìàéæå âñiõ t ∈ (t1, t2) , îòðèìà¹ìî

| < zt(·, t), ψ(·) >V p(Ω) | ≤
n∑
i=1

‖gi(·, t)‖L2(Ω)‖∂iψ(·)‖L2(Ω)+

+‖g0(·, t)‖Lp′(Ω)‖ψ(·)‖Lp(Ω) ≤

≤
( n∑

i=1

‖gi(·, t)‖2
L2(Ω)

)1/2

‖ψ(·)‖H1(Ω) + ‖g0(·, t)‖Lp′(Ω)‖ψ(·)‖Lp(Ω). (2.155)

Ç (2.155) âèïëèâà¹, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (t1, t2) ñïðàâåäëèâîþ ¹ îöiíêà

‖zt(·, t)‖(V p(Ω))′ ≤
( n∑

i=1

‖gi(·, t)‖2
L2(Ω)

)1/2

+ ‖g0(·, t)‖Lp′(Ω) ≤ (2.156)

≤
n∑
i=1

‖gi(·, t)‖L2(Ω) + ‖g0(·, t)‖Lp′(Ω).

Âèêîðèñòà¹ìî íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà

( n∑
i=0

ai
)p′ ≤ (n+ 1)p

′/p
n∑
i=0

ap
′

i , ÿêùî ai ≥ 0 (i = 0, n). (2.157)

Ç (2.156), âèêîðèñòàâøè (2.157), îòðèìà¹ìî

‖zt(·, t)‖p
′

(V p(Ω))′ ≤ C4

( n∑
i=1

‖gi(·, t)‖p
′

L2(Ω) + ‖g0(·, t)‖p
′

Lp′(Ω)

)
, (2.158)

äå C4 := (n+ 1)p
′/p .

Ïðîiíòåãðóâàâøè (2.158) çà t âiä t1 äî t2, ìè îòðèìà¹ìî (2.152).

Ëåìà 2.7. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1 ) � (A3 ) i (G1 ),(G2 ). Ïðèïóñòèìî,

ùî ôóíêöi¨ yl (l = 1, 2) ç L2(t1, t2;H
1
0(Ω))∩Lp(Qt1,t2)∩C([t1, t2];L

2(Ω)) äëÿ
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çàäàíèõ t1, t2 ∈ R òàêèõ, ùî t2 − t1 ≥ 1 , çàäîâîëüíÿþòü ðiâíîñòi

t2∫
t1

∫
Ω

(
−ylψϕ′+

n∑
i=1

ai(x,t,yl,∇yl)∂iψϕ+ â0(x,t,yl,∇yl)ψϕ+vg(x,t,yl)ψϕ
)
dxdt =

=

t2∫
t1

∫
Ω

flψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (t1, t2), (2.159)

äå fl ∈ Lp
′
(Qt1,t2) (l = 1, 2) .

Òîäi ñïðàâåäëèâîþ ¹ íåðiâíiñòü

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|y1(x, t)− y2(x, t)|2 dx+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

(
|∇(y1− y2)|2 + |y1− y2|p

)
dxdt ≤

≤ C
{
R−2/(p−2) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

|f1 − f2|p
′
dxdt

}
(2.160)

äëÿ âñiõ t0 , R0 i R òàêèõ, ùî R0 > 0 , R ≥ max{1; 2R0} i t1 ≤ t0−R < t0 ≤
t2. Òóò C > 0 � ñòàëà òàêà æ ÿê â (2.149).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé t0, R0, R çàäîâîëüíÿþòü óìîâè, ùî âêàçàíi ó ôîðìóëþâàí-

íi ëåìè, i η(t) := t − t0 + R, t ∈ R . Äëÿ çàäàíèõ ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (t1, t2)

âiäíiìåìî ðiâíiñòü (2.159), ïðè l = 1 âiä öi¹¨ æ ðiâíîñòi ïðè l = 2 . Òîäi,

ïîêëàâøè

y12(x, t) := y1(x, t)− y2(x, t), f12(x, t) := f1(x, t)− f2(x, t),

g12(x, t) := g(x, t, y1)− g(x, t, y2),

â0,12(x, t) := â0(x, t, y1(x, t),∇y1(x, t))− â0(x, t, y2(x, t),∇y2(x, t)),

ai,12(x, t) := ai(x, t, y1(x, t),∇y1(x, t))− ai(x, t, y2(x, t),∇y2(x, t))

(i = 1, n; (x, t) ∈ Q),

îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü, ç ÿêî¨ âèêîðèñòàâøè ëåìó 2.6 ç w = y12, g0 = â0,12 +

vg12 − f12 , gj = aj,12 ( j = 1, n ), θ = ηs , s := 2p/(p − 2) , τ1 = t0 − R ,
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τ2 = τ ∈ (t0 −R, t0] , ìàòèìåìî ðiâíiñòü

ηs(τ)

∫
Ω

|y12(x, τ)|2dx+ 2

τ∫
t0−R

∫
Ω

[ n∑
i=1

ai,12∂iy12 + â0,12y12 + vg12y12

]
ηs dxdt =

(2.161)

= s

τ∫
t0−R

∫
Ω

|y12|2ηs−1 dxdt+ 2

τ∫
t0−R

∫
Ω

f12y12η
s dxdt.

Çðîáèìî âiäïîâiäíi îöiíêè iíòåãðàëiâ ðiâíîñòi (2.161).

Ç óìîâ (A3) i (G2) îòðèìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

[ n∑
i=1

ai,12∂iy12 + â0,12y12 + vg12y12

]
ηs dxdt ≥

≥ K

τ∫
t0−R

∫
Ω

[
|∇y12|2 + |y12|p

]
ηs dxdt. (2.162)

Äàëi íàì áóäå ïîòðiáíà íåðiâíiñòü Þíãà:

a b ≤ ε|a|q + ε−1/(q−1) |b| q′, a, b ∈ R, q > 1, 1/q + 1/q′ = 1, ε > 0, (2.163)

ÿêà ¹ íàñëiäêîì ñòàíäàðòíî¨ íåðiâíîñòi Þíãà: a b ≤ |a|q/q + |b|q′/q′ .
Ïîêëàâøè ó (2.163) q = p/2 , q′ = p/(p − 2) , a = |y12|2ηs/q , b = ηs/q

′−1 ,

ε = ε1 > 0 , ìè îòðèìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

|y12|2ηs−1dxdt ≤ ε1

τ∫
t0−R

∫
Ω

|y12|pηs dxdt+ ε
−2/(p−2)
1

τ∫
t0−R

∫
Ω

ηs−p/(p−2) dxdt,

(2.164)

äå ε1 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.

Çíîâó âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü (2.163), îòðèìà¹ìî

τ∫
t0−R

∫
Ω

f12y12η
sdxdt ≤ ε2

τ∫
t0−R

∫
Ω

|y12|pηs dxdt+ ε
−1/(p−1)
2

τ∫
t0−R

∫
Ω

|f12|p
′
ηsdxdt,

(2.165)

äå ε2 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.
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Ç (2.161), âèêîðèñòàâøè (2.162), (2.164), (2.165), (G2) i âçÿâøè ÿêùî ε1 =

K/(2s) , ε2 = K/4 , îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

ηs(τ)

∫
ΩR

|y12(x, τ)|2 dx+K

τ∫
t0−R

∫
Ω

{
|∇y12|2 + |y12|p

}
ηs dxdt ≤

≤ C5

[ τ∫
t0−R

∫
Ω

ηs−p/(p−2) dxdt+

τ∫
t0−R

∫
Ω

|f12|p
′
ηs dxdt

]
, (2.166)

äå C5 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K i p .

Çàçíà÷èìî, ùî 0 ≤ η(t) ≤ R , ÿêùî t ∈ [t0 −R, t0] , i η(t) ≥ R−R0 , ÿêùî

t ∈ [t0 − R0, t0] . Âèêîðèñòàâøè öå i òå, ùî R ≥ max{1; 2R0} (òîäi, çîêðåìà,

ìà¹ìî R/(R−R0) = 1 +R0/(R−R0) ≤ 2 ), ç (2.166) ìè îòðèìà¹ìî ïîòðiáíå

íàì òâåðäæåííÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.5. Ñïî÷àòêó äîâåäåìî, ùî iñíó¹ íå áiëüøå îäíîãî ñëàá-

êîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.144), (2.145). Äîâîäèìî âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé

y1, y2 � äâà (ðiçíi) ñëàáêi ðîçâ'ÿçêè äàíî¨ çàäà÷i. Âèêîðèñòàâøè ëåìó 2.7,

îòðèìà¹ìî

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|y1(x, t)− y2(x, t)|2 dx ≤ CR−2/(p−2), (2.167)

äå t0, R0, R � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî t0 ∈ S , R0 > 0 , R > max{1; 2R0} .
Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà R0 > 0 , t0 ∈ S i ïåðåéäåìî ó (2.167) äî ãðàíèöi, êîëè

R → +∞ . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî y1 = y2 ìàéæå âñþäè íà Qt0−R0,t0 .

Îñêiëüêè R0 i t0 � äîâiëüíi ÷èñëà, òî ìè îäåðæèìî, ùî y1 = y2 ìàéæå âñþäè

íà Q . Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Òåïåð äîâåäåìî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'çêó çàäà÷i (2.144), (2.145). Äëÿ

êîæíîãî m ∈ N ðîçãëÿäà¹ìî ìiøàíó çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ (2.144) ó îáëàñòi

Qm = Ω × (−m, 0) ç îäíîðiäíîþ ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ i êðàéîâèìè óìîâà-

ìè (2.145), à ñàìå: øóêà¹ìî ôóíêöiþ ym ∈ L2(−m, 0;H1
0(Ω)) ∩ Lp(Qm) ∩

C([−m, 0];L2(Ω)) , ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâó óìîâó:

ym|t=−m = 0
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òà iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Qm

{
− ymψϕ′ +

n∑
i=1

ai(ym)∂iψϕ+ â0(ym)ψϕ+ vg(ym)ψϕ
}
dxdt = (2.168)

=

∫∫
Qm

fmψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−m, 0),

äå fm(x, t) := f(x, t), ÿêùî (x, t) ∈ Qm, i fm(x, t) := 0, ÿêùî (x, t) ∈
Q \ Qm, g(z)(x, t) := g(x, t, z(x, t)), ai(z)(x, t) := ai(x, t, z(x, t),∇z(x, t)),

ã0(z)(x, t))(x, t) := ã0(z)(x, t))(x, t, z(x, t),∇z(x, t)).

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ôóíêöi¨ ym âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ.,

íàïðèêëàä, [24, c. 539]).

Ïðîäîâæèìî ym íóëåì íà Q i çà öèì ïðîäîâæåííÿ çàëèøèìî òå æ ñàìå

ïîçíà÷åííÿ ym . Äîâåäåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {ym} çáiãà¹òüñÿ ó ïåâíîìó ñåí-

ñi äî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.144), (2.145). Ñïðàâäi, çàçíà÷èìî, ùî äëÿ

êîæíîãî m ∈ N ôóíêöiÿ ym ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i, ÿêà âiäðiçíÿ¹òüñÿ

âiä çàäà÷i (2.144), (2.145 òiëüêè òèì, ùî f ìà¹ìî fm . Âèêîðèñòàâøè ëåìó

2.7, äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ m i k îòðèìà¹ìî

max
t∈[t0,t0−R0]

∫
Ω

|ym(x, t)−yk(x, t)|2dx+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

[
|∇(ym−yk)|2 + |ym−yk|p

]
dxdt ≤

≤ C
{
R−2/(p−2) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

|fm − fk|p
′
dxdt

}
, (2.169)

äå t0, R0, R � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî t0 ∈ S , R0 > 0 , R > max{1; 2R0} .
Ïîêàæåìî, ùî äëÿ ôiêñîâàíèõ t0 i R0 ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (2.169) ïðÿ-

ìó¹ äî íóëÿ, êîëè m, k → +∞ . Ñïðàâäi, íåõàé ε > 0 � äîâiëüíå ÿêçàâãîäíî

ìàëå ÷èñëî. Âèáåðåìî R íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü

CR−2/(p−2) < ε. (2.170)

Öå ìîæëèâî, îñêiëüêè p > 2 . Çãiäíî ç (2.170) äëÿ äîâiëüíèõ m, k ∈ N òàêèõ,

ùî max{−m,−k} ≤ t0 − R (òîäi fm = fk ìàéæå âñþäè íà Ω× (t0 − R, t0) )
ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (2.169) ¹ ìåíøà çà ε . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâ-

íiñòü çâóæåíü {ym} íà Qt0−R0,t0 ¹ ôóíäàìåíòàëüíîþ ó L2(t0−R0, t0;H
1
0(Ω))∩
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Lp(Qt0−R,t0) ∩ C([t0 − R0, t0];L
2(Ω)). Îñêiëüêè t0 i R0 � äîâiëüíi, òî çâiäñè

âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ y ∈ Y p
loc

(Q) òàêî¨, ùî ym → y ñèëüíî ó ïðîñòî-

ðàõ L2
loc

(S;H1
0(Ω)), Lp

loc
(Q), i (S;L2(Ω)). Çâiäñè, óìîâ (A1), (G1) i ëåìè 2.2

ìîíîãðàôi¨ [15] çà äîïîìîãîþ ïðîñòèõ ìiðêóâàíü îòðèìó¹ìî∫∫
Q

( n∑
i=1

ai(ym)∂iψϕ+ â0(ym)ψϕ+ vg(ym)ψϕ
)
dxdt −→

m→∞

−→
m→∞

∫∫
Q

( n∑
i=1

ai(y)∂iψϕ+ â0(y)ψϕ+ vg(y)ψϕ
)
dxdt.

Âçÿâøè äî óâàãè òå, ùî ó (2.168) iíòåãðóâàííÿ ïî Qm ìîæå áóòè çàìiíåíå

íà iíòåãðóâàííÿ ïî Q , ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ó òîòîæíîñòi (2.168) ïðè m →
∞ . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî (2.146). Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ y ¹ ñëàáêèì

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.144), (2.145). Ïîêëàâøè â ëåìi 2.7 y1 = y, y2 = 0, f1 =

f, f2 = 0 , îòðèìà¹ìî îöiíêó (2.149)

2.2.4 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.4

Íåõàé {vk} � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ J ó U∂, òîáòî, J(vk) −→
k→∞

inf
v∈U∂

J(v).

Çâiäñè òà ç (2.147) i óìîâè íà G âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {vk} ¹ îáìåæåíîþ
ó ïðîñòîði L∞(Q) , òîáòî,

ess sup
(x,t)∈Q

|vk(x, t)| ≤ C6 ∀k ∈ N, (2.171)

äå C6 > 0 � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä k .

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ yk := y(vk) ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (2.144), (2.145) äëÿ v = vk , òî∫∫
Q

{
− ykψϕ′ +

n∑
i=1

ai(yk)∂iψϕ+ â0(yk)ψϕ+ vkg(yk)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.172)



75

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.5 äëÿ êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî îöiíêó

max
t∈[t0−R0,t0]

∫
Ω

|yk(x, t)|2 dx+

t0∫
t0−R0

∫
Ω

[
|∇yk|2 + |yk|p

]
dxdt ≤

≤ C
{
R−2/(p−2) +

t0∫
t0−R

∫
Ω

|f |p′ dxdt
}
, (2.173)

äå t0, R0, R � äîâiëüíi òàêi, ùî t0 ∈ S , R0 > 0, R ≥ max{1, 2R0}, à C �

ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä k ∈ N, .
Íåõàé τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) � äîâiëüíi. Ç (2.173) i óìîâè (F) îòðèìà¹ìî

‖∇yk‖L2(Qτ1,τ2) ≤ C7, ‖yk‖Lp(Qτ1,τ2) ≤ C7, k ∈ N, (2.174)

äå C7 > 0 � ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä k .

Ç (A2) i (2.174) âèïëèâà¹, ùî

τ2∫
τ1

∫
Ω

|â0(yk)|p
′
dxdt ≤ C8

τ2∫
τ1

∫
Ω

(
|yk|p + |∇yk|2 + |h0|p

′)
dxdt ≤ C9, (2.175)

τ2∫
τ1

∫
Ω

|ai(yk)|2dxdt ≤ C10

τ2∫
τ1

∫
Ω

(
|yk|p + |∇yk|2 +

n∑
i=1

|hi|2
)
dxdt ≤ C11, i = 1, n,

(2.176)

äå C8, C9, C10, C11 � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä k .

Îñêiëüêè p > 2 , òî 1 < p′ < 2 . Îòæå, ìà¹ìî íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ

Lp(Qτ1,τ2) ⊂ L2(Qτ1,τ2) ⊂ Lp
′
(Qτ1,τ2). (2.177)

Çãiäíî (2.174), (2.176) i (2.177), îòðèìó¹ìî

( τ2∫
τ1

‖ai(yk)‖p
′

L2(Ω) dt
)1/p′

≤ C12

( τ2∫
τ1

‖ai(yk)‖2
L2(Ω) dt

)1/2

≤ C13, (2.178)

‖yk‖Lp′(Qτ1,τ2) ≤ C14‖yk‖Lp(Qτ1,τ2) ≤ C15, (2.179)

äå C12, C13, C14, C15 � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä k .

Ç (G1), (G2) , îòðèìó¹ìî

|g(x, t, yk(x, t))| ≤M |yk(x, t)| äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q.
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Çâiäñè òà ç (2.171), (2.174) i (2.179) îäåðæèìî

τ2∫
τ1

∫
Ω

|vkg(yk)|p
′
dxdt ≤ (C6)

p′

τ2∫
τ1

∫
Ω

|g(yk)|p
′
dxdt ≤ (2.180)

≤ C16

τ2∫
τ1

∫
Ω

(|yk|p
′
)dxdt ≤ C17,

äå C16 , C17 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi íå çàëåæàòü âiä k .

Âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ (ii) ëåìè 2.6 i (2.157), çãiäíî ç (F) , (2.175),

(2.178), (2.180) ç (2.172) îòðèìà¹ìî

τ2∫
τ1

‖yk,t(·, t)‖p
′

(V p(Ω))′dt ≤ C3

[ n∑
i=1

‖ai(yk)‖p
′

Lp′(t1,t2;L2(Ω))
+

+‖â0(yk) + vkg(yk)− f‖p
′

Lp′(Qt1,t2)

]
≤ C18, (2.181)

äå C18 > 0 � ñòàëà, íåçàëåæíà âiä k .

Äàëi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêå òâåðäæåííÿ:

Òâåðäæåííÿ 2.1 (òåîðåìà Îáåíà, äèâ. [36] i [41, c. 393]). Íåõàé q > 1, r > 1

� äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà, t1, t2 ∈ R (t1 < t2) , W ,L,B � áàíàõîâi ïðîñòîðè

òàêi, ùî W
K
⊂L 	 B . Òîäi

{u ∈ Lq(t1, t2;W) | u′ ∈ Lr(t1, t2;B)}
K
⊂
(
Lq(t1, t2;L) ∩ C([t1, t2];B)

)
,

òîáòî, ÿêùî {um}m∈N � îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â Lq(t1, t2;W) i {u′m}m∈N
îáìåæåíà ïîñëiäîâíiñòü â Lr(t1, t2;B) , òî iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíiñòü

{umj
}j∈N ⊂ {um}m∈N i ôóíêöiÿ u ∈ Lq(t1, t2;L) ∩ C([t1, t2];B) òàêi, ùî

umj
−→
j→∞

u ñèëüíî â Lq(t1, t2;L) i â C([t1, t2];B) .

Îñêiëüêè V p(Ω) � H1
0(Ω)

K
⊂L2(Ω) (äèâ. [26, c. 245]), òî V p(Ω)

K
⊂L2(Ω) .

Íà ïiäñòàâi òâåðäæåííÿ 2.1 äëÿ W = V p(Ω), L = L2(Ω), B = (V p(Ω))′, q =

2, r = p′ , ç îöiíîê (2.171), (2.174), (2.175), (2.176), (2.181) âèïëèâà¹, ùî

iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {vk, yk} (ÿêó òàêîæ ïîçíà÷à¹ìî ÷å-

ðåç {vk, yk} ) i ôóíêöi¨ u ∈ U∂ , y ∈ L2
loc

(S;H1
0(Ω))∩ Lp

loc
(Q) òà χ0 ∈ Lp

′

loc
(Q) ,
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χi ∈ L2
loc

(Q) (i = 1, n) òàêi, ùî

vk −→
k→∞

u ∗ -ñëàáêî â L∞(Q), (2.182)

yk −→
k→∞

y ñëàáêî â L2
loc

(S;H1
0(Ω)), (2.183)

yk −→
k→∞

y ñëàáêî â Lp
loc

(Q), (2.184)

yk −→
k→∞

y ñèëüíî â L2
loc

(S;L2(Ω)), (2.185)

â0(yk) −→
k→∞

χ0 ñëàáêî â Lp
′

loc
(Q), (2.186)

ai(yk) −→
k→∞

χi ñëàáêî â L2
loc

(Q), i = 1, n. (2.187)

Çàóâàæèìî, ùî ç (2.183) âèïëèâà¹

∂iyk −→
k→∞

∂iy ñëàáêî â L2
loc

(Q), i = 0, n. (2.188)

Ïîêàæåìî, ùî ç (2.182) òà (2.185) âèïëèâà¹∫∫
Q

vkg(yk)ψϕdxdt −→
k→∞

∫∫
Q

ug(y)ψϕdxdt ∀ψ ∈ V p(Ω),∀ϕ ∈ C1
c (−∞, 0).

(2.189)

Äiéñíî, íåõàé ϕ ∈ C1
c (−∞, 0) � äîâiëüíå, i t1, t2 ∈ S òàêi, ùî suppϕ ⊂ [t1, t2] .

Òîäi ìà¹ìî∫∫
Q

vkg(yk)ψϕdxdt =

t2∫
t1

∫
Ω

(vkg(yk)− vkg(y) + vkg(y))ψϕdxdt =

=

t2∫
t1

∫
Ω

vkg(y)ψϕdxdt+

t2∫
t1

∫
Ω

vk(g(yk)− g(y))ψϕdxdt. (2.190)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (G2), ëåãêî îòðèìàòè

|g(yk)− g(y)| ≤M |yk − y|.

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, (2.171) i (2.185), îäåð-

æó¹ìî∣∣∣ t2∫
t1

∫
Ω

vk(g(yk)− g(y))ψϕdxdt
∣∣∣ ≤M

t2∫
t1

∫
Ω

vk|yk − y||ψϕ| dxdt ≤

≤M
( t2∫
t1

∫
Ω

|vkψϕ|2 dxdt
)1/2( t2∫

t1

∫
Ω

|yk − y|2 dxdt
)1/2

−→
k→∞

0. (2.191)
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Îòæå, íà ïiäñòàâi (2.182) òà (2.191) ç (2.190) âèïëèâà¹ (2.189).

Àíàëîãi÷íî äî (2.189) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç (2.182) òà (2.185) âèïëèâà¹∫∫
Q

vkg(yk)ykϕdxdt −→
k→∞

∫∫
Q

ug(y)yϕ dxdt ∀ ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.192)

Ñïðàâäi,∫∫
Q

vkg(yk)ykϕdxdt =

∫∫
Q

(
vkg(yk)yk − vkg(y)yk + vkg(y)yk

)
ϕdxdt =

=

∫∫
Q

vkyk(g(yk)− g(y))ϕdxdt+

∫∫
Q

vkg(y)ykϕdxdt.

Àíàëîãi÷íî äî (2.189), ç (2.182) òà (2.185) îòðèìó¹ìî∫∫
Q

vkg(y)ykϕdxdt −→
k→∞

∫∫
Q

ug(y)yϕ dxdt. (2.193)

Ç óìîâè (G2) , íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, (2.171), (2.174) òà (2.185) âè-

ïëèâà¹∣∣∣ ∫∫
Q

vkyk(g(yk)− g(y))ϕdxdt
∣∣∣ ≤M

∫∫
Q

vk|yk||yk − y||ϕ| dxdt −→
k→∞

0. (2.194)

Ç (2.193) òà (2.194) îäåðæó¹ìî (2.192).

Ñïðÿìó¹ìî k äî ∞ â (2.172), âèêîðèñòîâóþ÷è (2.186) � (2.189) îòðèìà¹ìî∫∫
Q

{
− yψϕ′ +

n∑
i=0

χi∂iψϕ+ ug(y)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.195)

Çãiäíî ç ëåìîþ 2.6, ç òîòîæíîñòi (2.195) âèïëèâà¹, ùî y ∈ C(S;L2(Ω)) . Çâiäñè

òà òîãî, ùî y ∈ L2
loc

(S;H1
0(Ω)) ∩ Lp

loc
(Q) âèïëèâà¹ âêëþ÷åííÿ y ∈ Y p

loc
(Q) .

Ïîêàæåìî, ùî ïðàâèëüíà òàêà ðiâíiñòü∫
Ωt

{ n∑
i=0

χi∂iψ
}
dx=

∫
Ωt

{ n∑
i=1

ai(y)∂iψ + â0(y)ψ
}
dx (2.196)
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äëÿ ì.â. t ∈ S i êîæíîãî ψ ∈ V p(Ω) . Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä ìîíî-

òîííîñòi (äèâ. [27, ðîçäië 2]).

Âèáåðåìî äîâiëüíèì ÷èíîì ôóíêöi¨ w ∈ L2
loc

(S;H1(Ω)) i θ ∈ C1
c (−∞, 0) ,

θ(t) ≥ 0 äëÿ âñiõ t ∈ (−∞, 0) . Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A3) äëÿ êîæíîãî

k ∈ N ìà¹ìî

Wk :=

∫∫
Q

{ n∑
i=1

[
(ai(yk)− ai(w))(∂iyk − ∂iw) +

+(â0(yk)− â0(w))(yk − w)
]}
θ dxdt ≥ 0.

Çâiäñè îòðèìó¹ìî

(2.197)

Wk =

∫∫
Q

( n∑
i=1

ai(yk)∂iyk + â0(yk)yk

)
θ dxdt−

∫∫
Q

( n∑
i=1

[
ai(yk)∂iw+

+ai(w)(∂iyk − ∂iw)
]

+ â0(yk)w + â0(w)(yk − w)
)
θ ≥ 0, k ∈ N. (2.198)

Íà ïiäñòàâi ëåìè 2.6 ç (2.172) ìà¹ìî

−1

2

∫∫
Q

|yk|2θ′ dxdt+

∫∫
Q

{ n∑
i=1

ai(yk)∂iyk + â0(yk)yk + vkg(yk)yk

}
θ dxdt =

=

∫∫
Q

fykθ dxdt. (2.199)

Ç (2.198), âèêîðèñòîâóþ÷è (2.199), îòðèìà¹ìî

Wk=

∫∫
Q

{1

2
|yk|2θ′+

(
fyk−vkg(yk)yk

)
θ
}
dxdt−

∫∫
Q

( n∑
i=1

[
ai(yk)∂iw+ (2.200)

+ai(w)(∂iyk − ∂iw)
]

+ â0(yk)w + â0(w)(yk − w)
)
θ dxdt ≥ 0, k ∈ N.

Âðàõîâóþ÷è (2.185) òà (2.192), ìà¹ìî

lim
k→∞

∫∫
Q

{1

2
|yk|2θ′+

(
fyk−vkg(yk)yk

)
θ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

{1

2
|y|2θ′+

(
fy−ug(y)y

)
θ
}
dxdt. (2.201)
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Âðàõîâóþ÷è (2.186) � (2.188) òà (2.201) ç (2.200) îòðèìó¹ìî

0 ≤ lim
k→∞

Wk =

∫∫
Q

{1

2
|y|2θ′+

(
fy−ug(y)y

)
θ
}
dxdt−

−
∫∫
Q

( n∑
i=1

[
χi∂iw + ai(w)(∂iy − ∂iw)

]
+ χ0w + â0(w)(y − w)

)
θdxdt. (2.202)

Ç (2.195), âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 2.6, îäåðæó¹ìî∫∫
Q

n∑
i=0

χi∂iyθ dxdt =

∫∫
Q

{1

2
|y|2θ′+

(
fy−ug(y)y

)
θ
}
dxdt. (2.203)

Îòæå, ç (2.202) òà (2.203) ìà¹ìî∫∫
Q

{ n∑
i=1

(χi − ai(w))(∂iy − ∂iw) + (χ0 − â0(w))(y − w)
}
θ dxdt ≥ 0.(2.204)

Ïiäñòàâëÿþ÷è ó öþ íåðiâíiñòü w = y− λψ , äå ψ ∈ H1
0(Ω), λ > 0 � äîâiëüíi,

òà ïîäiëèâøè îäåðæàíó íåðiâíiñòü íà λ, ìàòèìåìî∫∫
Q

{ n∑
i=1

(χi − ai(u− λψ))∂iψ + (χ0 − â0(u− λψ))ψ
}
θ dxdt ≥ 0. (2.205)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó (A2) òà òåîðåìó Ëåáåãà ïðî ïåðåõiä äî ãðàíèöi ïiä

çíàêîì iíòåãðàëà (äèâ. [69, c. 648]), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè λ → 0+ â

(2.205). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∫∫
Q

{ n∑
i=1

(χi − ai(y))∂iψ + (χ0 − â0(y))ψ
}
θ dxdt = 0. (2.206)

Îñêiëüêè ψ ∈ H1
0(Ω), θ ∈ C1

c (−∞, 0) � äîâiëüíi ôóíêöi¨, òî ç (2.206) âèïëè-

âà¹ (2.196). Ç òîòîæíîñòi (2.195) òà (2.196) ìà¹ìî (2.146) äëÿ v = u .

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî y ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.144), (2.145)

ç v = u , òîáòî, y = y(u) = y(x, t;u), (x, t) ∈ Q, ¹ ñòàíîì êåðîâàíî¨ ñèñòåìè

äëÿ êåðóâàííÿ u . Ïîêàæåìî òåïåð, ùî u ¹ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì. Ñïåðøó

äîâåäåìî, ùî

yk −→
k→∞

y â C(S;L2(Ω)), (2.207)
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òîáòî, äëÿ êîæíîãî iíòåðâàëó [α, β] ⊂ S , ìà¹ìî

max
τ∈[α,β]

∫
Ω

|y(x, τ)−yk(x, τ)|2dx −→
k→∞

0. (2.208)

Äëÿ öüîãî âiäíiìåìî âiä òîòîæíîñòi (2.146) ç v = u òîòîæíiñòü (2.172):∫∫
Q

{
− (y − yk)ψϕ′ +

n∑
i=1

(
ai(y)− ai(yk)

)
∂iψϕ+

+
(
â0(y)− â0(yk)

)
ψϕ+ (ug(y)− vkg(yk))ψϕ

}
dxdt = 0,

ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.209)

Çàñòîñó¹ìî äî îäåðæàíî¨ òîòîæíîñòi (2.209) ëåìó 2.6 ç θ(t) = 2(t−τ+1), τ1 =

τ − 1 , τ2 = τ, äå τ ∈ S� äîâiëüíå ôiêñîâàíå . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx−
τ∫

τ−1

∫
Ω

|y − yk|2 dxdt+

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

[ n∑
i=1

(
ai(y)− ai(yk)

)
(∂iy − ∂iyk)+ (2.210)

+
(
â0(y)− â0(yk)

)
(y − yk) + (ug(y)− vkg(yk))(y − yk)

]
θ dxdt = 0.

Ç (2.210), âðàõîâóþ÷è óìîâè (A3) òà (G2) , ìàòèìåìî:∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx ≤ (2.211)

≤
τ∫

τ−1

∫
Ω

[
|y − yk|2 −(ug(y)− vkg(y) + vkg(y)− vkg(yk))(y − yk)θ

]
dxdt ≤

≤
τ∫

τ−1

∫
Ω

[
|y − yk|2 − (u− vk)g(y)(y − yk)θ − vk(g(y)− g(yk))(y − yk)θ

]
dxdt ≤

≤ 2

τ∫
τ−1

∫
Ω

[
|y − yk|2 + |u− vk||g(y)||y − yk|

]
dxdt.
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Âèêîðèñòîâóþ÷è (2.171), (G1) , (G2) òà íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî, ç

(2.211) îòðèìà¹ìî∫
Ω

|y(x, τ)− yk(x, τ)|2 dx ≤ C17

([ τ∫
τ−1

∫
Ω

|y − yk|2 dxdt
]1/2

+

+

τ∫
τ−1

∫
Ω

|y − yk|2dxdt
)
, (2.212)

äå C17 > 0 � äîâiëüíà ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä k .

Äëÿ êîæíîãî τ ∈ [α, β] , ìà¹ìî [τ−1, τ ] ⊂ [α−1, β] . Îòæå, ç îöiíêè (2.212)

îòðèìà¹ìî

max
τ∈[α,β]

∫
Ω

|y(x, τ)−yk(x, τ)|2dx ≤ (2.213)

≤C17

([ β∫
α−1

∫
Ω

|y − yk|2dxdt
]1/2

+

β∫
α−1

∫
Ω

|y − yk|2dxdt
)
∀τ ∈ [α, β].

Îòæå, âiäïîâiäíî äî (2.185), ç îöiíêè (2.213) âèïëèâà¹ (2.208).

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî u � ìiíiìiçóþ÷èé åëåìåíò ôóíêöiîíàëó J .

Ñïðàâäi, îñêiëüêè ôóíêöiîíàë G : Y p
loc

(Q) → R ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó

â L2
loc

(S;L2(Ω)) , àáî â C(S;L2(Ω)) , àáî â L2
loc

(S;L2(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) i ìà-

¹ìî (2.185), (2.207), òî

lim
k→∞

G(yk) ≥ G(y). (2.214)

Òàêîæ ç (2.182) òà âëàñòèâîñòåé ∗ -ñëàáêî çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé (äèâ. [59,

òâåðäæåííÿ 3.13, ñ. 63]) âèïëèâà¹

lim
k→∞
‖vk‖L∞(Q) ≥ ‖u‖L∞(Q). (2.215)

Ç (2.147), (2.214), (2.215) ëåãêî îòðèìàòè, ùî lim
k→∞

J(vk) ≥ lim
k→∞

G(yk)+

µ lim
k→∞
‖vk‖L∞(Q) ≥ J(u) . Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

(2.148), òîáòî, îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì.

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü çàäà÷i (2.148) ¹ ∗ -ñëàáêî
çàìêíåíîþ. Ñïðàâäi, íåõàé {uk} � ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òà-

êà, ùî uk → u ∗ -ñëàáêî â L∞(Q) . Àíàëîãi÷íî, ÿê áóëî çðîáëåíî âèùå,
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ïîêàçó¹ìî, ùî lim
k→∞

J(uk) ≥ J(u) . Àëå J(uk) = inf
v∈U∂

J(v) ∀k ∈ N . Îòæå, u ¹

îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì çàäà÷i (2.148).

2.3 Ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç íåìîíîòîííèìè ïðîñòî-

ðîâèìè ÷àñòèíàìè

2.3.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ Γ . Ïîçíà-

÷èìî S := (−∞, 0] , Q := Ω × S , Σ := Γ × S , Ωt := Ω × {t}, t ∈ R . Äëÿ

áóäü-ÿêî¨ âèìiðíî¨ ìíîæèíè G ⊂ Rm , äå m = n àáî m = n + 1 , òà äîâiëü-

íîãî q ∈ [1,∞] ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lq(G) ïðîñòið Ëåáåãà ç íîðìîþ ‖ · ‖Lq(G) .

Ïiä Lq
loc

(Q) , äå q ∈ [1,∞] , ðîçóìi¹ìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié íà

Q òàêèõ, ùî ¨õ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêó îáìåæåíó âèìiðíó ìíîæèíó Q′ ⊂ Q

íàëåæèòü ïðîñòîðó Lq(Q′).

Íåõàé X � äîâiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ ‖ · ‖X , q ∈ [1,∞] . Ïî-

çíà÷èìî ÷åðåç Lq
loc

(S;X) ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà S i

ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X , à ¨õ çâóæåííÿ íà áóäü-ÿêèé âiäðiçîê [a, b] ⊂ S

íàëåæèòü ïðîñòîðó Lq(a, b;X).

Íåõàé ν ∈ R . Ââåäåìî ïðîñòið

Lqν(S;X) :=
{
f ∈ Lq

loc
(S;X)

∣∣∣ ∫
S

e−2νt‖f(t)‖qXdt <∞
}
.

Öåé ïðîñòið ¹ áàíàõîâèì ç íîðìîþ

‖f‖Lqν(S;X) :=
(∫
S

e−2νt‖f(t)‖qX dt
)1/q

.

ßêùî X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X , òî ïðîñòið

L2
ν(S;X) òàêîæ ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2
ν(S;X) =

∫
S

e−2νt(f(t), g(t))X dt.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C1
c (I), äå I ⊂ R � iíòåðâàë, ëiíiéíèé ïðîñòið íåïåðåðâ-

íî äèôåðåíöiéîâàíèõ íà I ôóíêöié ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì (ÿêùî I = (t1, t2) ,

òîäi ïèñàòèìåìî C1
c (t1, t2) çàìiñòü C1

c ((t1, t2)) ). Ïiä C(I;X), äå I ⊂ R �
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ïðîìiæîê, X � äîâiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið, ðîçóìi¹ìî ïðîñòið íåïåðåðâíî äè-

ôåðåíöiéîâíèõ ôóíêöié íà I çi çíà÷åííÿì â X . ßêùî I � ÷èñëîâèé âiäðiçîê,

òî C(I;X) � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ ‖z‖C(I;X) = max
t∈I
‖z(t)‖X . Ó âèïàäêó

êîëè I � âiäêðèòèé iíòåðâàë, òî êàæåìî, ùî zm −→
m→∞

z â C(I;X) , ÿêùî

äëÿ êîæíîãî τ1, τ2 ∈ I (τ1 < τ2) ìà¹ìî ‖z−zm‖C([τ1,τ2];X) −→
m→∞

0.

Íåõàé H1(Ω) := {v ∈ L2(Ω) | vxi ∈ L2(Ω) (i = 1, n)} � ïðîñòið Ñîáî-

ë¹âà, ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (v, w)H1(Ω) :=∫
Ω

{ n∑
i=1

vxiwxi +vw
}
dx òà íîðìîþ ‖v‖H1(Ω) :=

( ∫
Ω

{ n∑
i=1

|vxi|2 + |v|2
}
dx
)1/2

. Ïiä

H1
0(Ω) áóäåìî ðîçóìiòè çàìèêàííÿ â H1(Ω) ïðîñòîðó C∞c (Ω) , äå C∞c (Ω)

� ïðîñòið, ùî ñêàëàä¹òüñÿ ç íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ íà Ω ôóíêöié

ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì. Íà H1
0(Ω) çàäà¹ìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê i íîðìó òàê:

(v, w)H1
0 (Ω) =

∫
Ω

∇v∇w dx, ‖v‖H1
0 (Ω) =

( ∫
Ω

|∇v|2 dx
)2

.

Ïîçíà÷èìî

K := inf
v∈H1

0 (Ω), v 6=0

∫
Ω

|∇v|2 dx∫
Ω

|v|2 dx
. (2.216)

Âiäîìî, ùî êîíñòàíòà K ¹ ñêií÷åííîþ i ñïiâïàäà¹ ç ïåðøèì âëàñíèì çíà÷å-

ííÿì çàäà÷i íà âëàñíi çíà÷åííÿ:

−∆v = λv, v|∂Ω = 0. (2.217)

Ç (2.216) ëåãêî âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü Ôðiäðiõñà:∫
Ω

|∇v|2 dx ≥ K

∫
Ω

|v|2 dx ∀ v ∈ H1
0(Ω). (2.218)

Íåõàé q > 1 äiéñíå ÷èñëî, q′ := q
q−1 � ñïðÿæåíå äî q, òîáòî, âèçíà÷åíå

ðiâíiñòþ 1
q + 1

q′ = 1 . Ïîçíà÷èìî

V q(Ω) := H1
0(Ω) ∩ Lq(Ω).

Äîáðå âiäîìî, ùî (
V q(Ω)

)′
:= H−1(Ω) + Lq

′
(Ω).

Òàêîæ ïîçíà÷èìî
∫
Ωt

z dx :=
∫
Ω

z(x, t) dx äëÿ êîæíîãî z ∈ L1
loc

(S;L1(Ω)) òà

ì. â. t ∈ S .



85

2.3.2 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà iñíóâàííÿ
¨¨ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé U � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó L∞(Q) , íàïðèêëàä,

U := L∞(Q) àáî U := {u ∈ L∞(Q) | v(x, t) = 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q \ Qt∗,0} ,
äå t∗ < 0 ¹ äîâiëüíî ôiêñîâàíèì. Ïðèïóñêà¹ìî, ùî U � ¹ ïðîñòið êåðóâàíü,

à U∂ :=
{
v ∈ U

∣∣∣ 0 ≤ v ≤ M ì.â. â Q
}

� ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü,

äå M = const > 0 � çàäàíà ñòàëà.

Ïðèïóñòèìî, ùî ñòàí äîñëiäæóâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäàíîãî êå-

ðóâàííÿ v ∈ U∂ âèçíà÷à¹òüñÿ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

yt −
n∑

i,j=1

(aij(x)yxj)xi + c(x)|y|p−2y − v(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (2.219)

y
∣∣
Σ

= 0, (2.220)

lim
t→−∞

e−λt‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0, (2.221)

äå λ ∈ R � çàäàíà ñòàëà.

Ïåðåä òèì, ÿê äàòè îçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.219)-(2.221),

çðîáèìî äåÿêi ïðèïóùåííÿ:

(A) aij = aji ∈ L∞(Ω) (i, j = 1, n) , iñíó¹ ñòàëà µ = const> 0 òàêà, ùî
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ µ
n∑
k=1

|ξk|2 äëÿ ì.â. x ∈ Ω i äëÿ âñiõ ξ ∈ Rn; êðiì òîãî,

M − µK > 0;

(C) c ∈ L∞(Ω), c(x) ≥ c0 = const > 0 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q;

(F) f ∈ L2
loc

(S;L2(Ω));

(P) p > 2 .

Âèçíà÷èìî p′ = p
p−1 , òîáòî, 1

p + 1
p′ = 1.
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Îçíà÷åííÿ 2.3. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.219)� (2.221) íàçèâàþòü

ôóíêöiþ y ∈ L2
loc(S;H1

0(Ω))∩Lp
loc

(S;Lp(Ω))∩C(S;L2(Ω)) , ÿêùî ¨¨ ïîõiäíà yt

íàëåæèòü äî L2
loc(S;L2(Ω)) i âèêîíó¹òüñÿ iíòåãðàëüíà ðiâíiñòü∫

Ωt

{
ytψ +

n∑
i,j=1

aijyxiψxj + (c|y|p−2y − vy)ψ
}
dx =

=

∫
Ωt

fψ dx äëÿ ì.â. t ∈ S i äëÿ âñiõ ψ ∈ V p(Ω). (2.222)

Ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y çàäà÷i (2.219)�(2.221) áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç y , àáî

y(v) , àáî y(x, t) , (x, t) ∈ Q , ÷è y(x, t; v) , (x, t) ∈ Q .

Òóò i äàëi ââàæàòèìåìî, ùî λ > 0 i ôóíêöiÿ âàðòîñòi ìà¹ âèãëÿä

J(v) =

∫∫
Q

[
|y(x, t; v)| − ρ(x, t)|v|2

]
dxdt, v ∈ U, (2.223)

äå ρ ∈ L1(Q) � âiäîìà ôóíêöiÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.4. ßêùî λ > 0 òà âèêîíó¹òüñÿ (2.221), òîäi ôóíêöiîíàë

J ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì. Ñïðàâäi, ç (2.221) ìà¹ìî, ùî ‖y(·, t)‖L2(Ω) ≤
C̃eλt ∀ t ∈ S , äå C̃ = const > 0. Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü Êîøi-Áóíÿ-

êîâñüêîãî, îòðèìà¹ìî∫∫
Q

|y(x, t)| dxdt =

∫
S

dt

∫
Ω

|y(x, t)| dx ≤ (mesnΩ)1/2

∫
S

‖y(·, t)‖L2(Ω) dt ≤

≤ C̃(mesnΩ)1/2

∫
S

eλtdt <∞.

Îòæå, ïåðøèé äîäàíîê ôóíêöiîíàëó J êîðåêòíî âèçíà÷åíèé. Ç òîãî ùî

ρ ∈ L1(Q), v ∈ L∞(Q) , âèïëèâà¹, ùî i äðóãèé äîäàíîê ôóíêöiîíàëó J òà-

êîæ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé.

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂
òàêå, ùî

J(u) = sup
v∈U∂

J(v). (2.224)

Äàëi öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (2.224), à ¨¨ ðîçâ'ÿçîê � îïòè-

ìàëüíèì êåðóâàííÿì.

Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì äàíîãî ïiäðîçäiëó ¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
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Òåîðåìà 2.6. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A) , (C) , (P) , λ > M − µK òà

f ∈ L2
λ(S;L2(Ω)). (2.225)

Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (2.224) ¹ íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíå-
íîþ.

Çàóâàæåííÿ 2.5. Ó ðåàëüíèõ ïðîöåñàõ ôóíêöiÿ y îïèñó¹ ùiëüíiñòü ïî-

ïóëÿöi¨. Â öüîìó âèïàäêó ïðèðîäíî âèìàãàòè íåâiä'¹ìíiñòü y . Öÿ óìîâà

âèêîíó¹òüñÿ ÿêùî f ≥ 0 (äèâ. ëåìà 2.9).

2.3.3 Êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ íåëiíiéíèõ
ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç íåìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè

Ëåìà 2.8. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A) , (C) , (F) , (P) òà λ ≥M−µK .

Òîäi çàäà÷à (2.219)�(2.221) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé y1, y2 äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i

(2.219)�(2.221). Ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ìiæ ðiâíiñòþ (2.222) ç u = u1 i ðiâíiñòþ

(2.222) ç u = u2 . Òîäi äëÿ z = y1 − y2 îòðèìà¹ìî∫
Ωt

[
ztψ +

n∑
i,j=1

aijzxiψxj + c(|y1|p−2y1 − |y2|p−2y2)ψ−

−vzψ
]
dx = 0 äëÿ òà ì.â. t ∈ S òà ∀ψ ∈ V p(Ω). (2.226)

Ç (2.221) âèïëèâà¹, ùî

e−2λt

∫
Ωt

|z|2 dx→ 0 ïðè t→ −∞. (2.227)

Áåðó÷è â (2.226) ψ(·) = z(·, t) , îòðèìó¹ìî

∫
Ωt

[
ztz +

n∑
i,j=1

aijzxizxj+ (2.228)

+c(|y1|p−2y1 − |y2|p−2y2)(y1 − y2)− v|z|2
]
dx = 0 äëÿ ì. â. t ∈ S.
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Âèáåðåìî äîâiëüíi ÷èñëà τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) . Ïîìíîæèâøè òîòîæíiñòü (2.228)

íà 2e−2λt , ïðîiíòåãðóâàâøè âiä τ1 äî τ2 , îòðèìà¹ìî

e−2λt

∫
Ω

|z(x, t)|2 dx
∣∣∣t=τ2
t=τ1

+ 2

τ2∫
τ1

∫
Ω

e−2λt
[ n∑
i,j=1

aijzxizxj+

+c(|y1|p−2y1 − |y2|p−2y2)(y1 − y2) + (λ− v)|z|2
]
dxdt = 0.

Îòæå, áåðó÷è äî óâàãè, ùî c ≥ 0 , (|s1|p−2s1−|s2|p−2s2)(s1−s2) ≥ 0 ∀s1, s2 ∈
R , i âðàõóâàâøè (A) òà (2.218), îòðèìó¹ìî

e−λτ2
∫
Ω

|z(x, τ2)|2 dx − e−λτ1
∫
Ω

|z(x, τ1)|2 dx+

+ 2(λ+ µK −M)

τ2∫
τ1

∫
Ω

e−2λt|z|2 dxdt ≤ 0. (2.229)

Ç òîãî, ùî λ ≥M − µK , òà ç (2.229) ìà¹ìî

e−2λτ2

∫
Ω

|z(x, τ2)|2 dx ≤ e−2λτ1

∫
Ω

|z(x, τ1)|2 dx. (2.230)

Â (2.230) ôiêñó¹ìî τ2 òà ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè τ1 → −∞ . Çãiäíî ç

óìîâîþ (2.227) îòðèìó¹ìî e−2λτ2
∫
Ω

|z(x, τ2)|2 dx = 0 . Òàê ÿê τ2 ∈ S � äîâiëüíå

÷èñëî, òî ìà¹ìî z(x, t) = 0 äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q , òîáòî, y1(x, t) = y2(x, t) = 0

äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q . Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü íàøå òâåðäæåííÿ.

Çàóâàæåííÿ 2.6. Ó âèïàäêó M − µK ≤ 0 íåìà¹ íåîáõiäíîñòi âèìàãàòè

äîäàòêîâó óìîâó íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íà íåñêií÷åííîñòi (óìîâà (2.221))

äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó (2.219)�(2.221) (äèâ. [52]).

Ëåìà 2.9. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A) , (C) , (F) , (P) , f ≥ 0 òà λ ≥
M − µK . Òîäi ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.219)�(2.221) ¹ íåâiä'¹ìíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïîçíà÷èìî y−(x, t) :=

{
y(x, t), ÿêùî y(x, t) ≤ 0,
0, ÿêùî y(x, t) > 0,

äëÿ ì. â.

(x, t) ∈ Q . Ðîçãëÿíåìî iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (2.222). Â öié òîòîæíîñòi äëÿ

ìàéæå âñiõ t ∈ S âiçüìåìî ψ(·) = y−(·, t) . Òîäi∫
Ωt

{
(y−)ty

− +
n∑

i,j=1

aij(y
−)xi(y

−)xj + c|y−|p − v|y−|2
}
dx =
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=

∫
Ωt

fy− dx äëÿ ì. â. t ∈ S. (2.231)

Ïîìíîæèâøè (2.231) íà e−2λt òà ïðîiíòåãðóâàâøè âiä τ1 äî τ2 ( τ1, τ2 ∈ S �

äîâiëüíi ÷èñëà, τ1 < τ2 ), îòðèìà¹ìî

1

2
e−2λτ2

∫
Ω

|y−(x, τ2)|2 dx−
1

2
e−2λτ1

∫
Ω

|y−(x, τ1)|2 dx+ λ

τ2∫
τ1

∫
Ω

e−2λt|y−|2 dxdt+

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

e−2λt
[ n∑
i,j=1

aij(y
−)xi(y

−)xj + c|y−|p − v|y−|2
]
dxdt =

τ2∫
τ1

∫
Ω

fy−e−2λt dxdt.

(2.232)

Ç òîãî, ùî f ≥ 0, òà óìîâè (A) îòðèìà¹ìî

1

2
e−2λτ2

∫
Ω

|y−(x, τ2)|2 dx−
1

2
e−2λτ1

∫
Ω

|y−(x, τ1)|2 dx

+

τ2∫
τ1

∫
Ω

e−2λt
[
(λ+ µK −M)|y−|2

]
dxdt ≤ 0.

Âðàõóâàâøè, ùî λ ≥M − µK , ç ïîïåðåäíüî¨ íåðiâíîñòi çäîáóâà¹ìî

e−2λτ2

∫
Ω

|y−(x, τ2)|2 dx ≤ e−2λτ1

∫
Ω

|y−(x, τ1)|2 dx. (2.233)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè τ1 → −∞ â (2.233), âðàõîâóþ÷è (2.221). Ó ðå-

çóëüòàòi ìàòèìåìî e−2λτ2
∫
Ω

|y−(x, τ2)|2 dx ≤ 0 . Áåðó÷è äî óâàãè, ùî τ2 ∈ S

äîâiëüíå â (2.233), ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî |y−(x, t)|L2(Ω) = 0 äëÿ ì. â.

t ∈ S , çâiäêè y−(x, t) = 0 ì. â. â Q .

Òåîðåìà 2.7. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A) , (C) , (P) , (2.225) òà λ >

M − µK . Òîäi çàäà÷à (2.219)�(2.221) ìà¹ ¹äèíèé ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê y , ïðè-

÷îìó y ∈ L2
λ(S;H1

0(Ω)) ∩ Lpλ(S;Lp(Ω)) , yt ∈ L2
λ(S;L2(Ω)) . Êðiì òîãî, âèêî-

íóþòüñÿ òàêi îöiíêè:

e−2λt‖y(·, t)‖2
L2(Ω) ≤ C1

t∫
−∞

e−2λs‖f(·, s)‖2
L2(Ω) ds, t ∈ S, (2.234)

‖y‖2
L2
λ(S;H1

0 (Ω)) + ‖yt‖2
L2
λ(S;L2(Ω)) + ‖y‖p

Lpλ(S;Lp(Ω))
≤ C2‖f‖2

L2
λ(S;L2(Ω)), (2.235)

äå C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä M,K, µ òà λ .
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.7. Äëÿ êîæíîãî m ∈ N âèçíà÷èìî Qm := Ω×(−m, 0] ,

Σm := Γ × (−m, 0] , fm(·, t) := f(·, t), ÿêùî − m < t ≤ 0, òà fm(·, t) :=

0, ÿêùî t ≤ −m.
Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíàéòè ôóíêöiþ ym , ùî çàäîâîëüíÿ¹ (â ïåâíîìó ñåíñi)

ðiâíÿííÿ

ym,t −
n∑

i,j=1

(aij(x)ym,xj)xi + c(x)|ym|p−2ym − v(x, t)ym = fm(x, t), (x, t) ∈ Qm,

(2.236)

êðàéîâó óìîâó

y
∣∣
Σm

= 0, (2.237)

òà ïî÷àòêîâó óìîâó

ym(x,−m) = 0, x ∈ Ω. (2.238)

Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.236)�(2.238) íàçèâà¹ìî ôóíêöiþ ym ∈
L2(−m, 0;H1

0(Ω))∩Lp(−m,0;Lp(Ω))∩C([−m, 0];L2(Ω)), ym,t∈L2(−m,0;L2(Ω)),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.238) òà iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫
Ωt

{
ym,tψ +

n∑
i,j=1

aijym,xjψxi + (c|ym|p−2ym − vym)ψ
}
dx =

=

∫
Ωt

fmψ dxdt äëÿ ì. â. t ∈ [−m, 0] òà âñiõ ψ ∈ V p(Ω) . (2.239)

Ëåìà 2.10. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A) , (C) , (F) òà (P) . Òîäi çà-

äà÷à (2.236)�(2.238) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ym . Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî

λ > M − µK öåé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè:

e−2λt

∫
Ωt

|ym|2 dx ≤ C1

t∫
−m

∫
Ω

e−2λs|f(x, s)|2 dxds, t ∈ [−m, 0], (2.240)

∫∫
Qm

e−2λt
[
|∇ym|2 + |ym,t|2 + |ym|p

]
dxdt ≤ C2

∫∫
Qm

e−2λt|fm|2 dxdt, (2.241)

äå C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü òiëüêè âiä M,K, µ i λ .

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.10 íàâåäåíî íèæ÷å â öüîìó ïiäðîçäiëi.

Äëÿ êîæíîãî m ∈ N ïðîäîâæèìî ym íóëåì íà Q i çà öèì ïðîäîâæåííÿì

çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ ym . Çàóâàæèìî. ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ôóíêöiÿ
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ym íàëåæèòü äî L2(S;H1
0(Ω)) ∩ Lp(S;Lp(Ω)) ∩ C(S;L2(Ω)) , ¨ ¨ ïîõiäíà ym,t

íàëåæèòü ïðîñòîðó L2(S;L2(Ω)) i ïðàâèëüíà iíòåãðàëüíà ðiâíiñòü (2.222) ç

f = fm , òîáòî,∫
Ωt

{
ym,tψ +

n∑
i,j=1

aijyxjψxi + (c|ym|p−2ym − vym)ψ
}
dx =

∫
Ωt

fmψ dx

äëÿ ì. â. t ∈ S òà âñiõ ψ ∈ V p(Ω). (2.242)

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ym � ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.219)�(2.221) ç f = fm ,

òà ç ëåìè 2.10 òà óìîâè (2.225), îòðèìó¹ìî îöiíêè:

e−2λt‖ym(·, t)‖2
L2(Ω) ≤ C1

t∫
−∞

e−2λs‖f(·, s‖2
L2(Ω) ds, t ∈ S, (2.243)

‖ym‖2
L2
λ(S;H1

0 (Ω)) + ‖ym,t‖2
L2
λ(S;L2(Ω)) + ‖ym‖pLpλ(S;Lp(Ω))

≤ C2‖f‖2
L2
λ(S;L2(Ω)).(2.244)

Ç òâåðäæåííÿ 2.1, îöiíêè (2.244) òà êîìïàêòíîñòi âêëàäåííÿ H1
0(Ω) ⊂

L2(Ω) îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {ym} (äëÿ ñïðî-

ùåííÿ çà íåþ çàëèøà¹ìî òåæ ñàìå ïîçíà÷åííÿ {ym} ) òà ôóíêöi¨

y ∈ L2
λ(S;H1

0(Ω))∩Lpλ(S;Lp(Ω))∩C(S;L2(Ω)) òàêî¨, ùî yt ∈ L2
λ(S;L2(Ω)) òà

ym −→
m→∞

y ñëàáêî â L2
λ(S;H1

0(Ω)), (2.245)

ym,t −→
m→∞

yt ñëàáêî â L2
λ(S;L2(Ω)), (2.246)

ym −→
m→∞

y ñëàáêî â Lpλ(S;Lp(Ω)), (2.247)

ym −→
m→∞

y â C(S;L2(Ω)), (2.248)

ym −→
m→∞

y ì. â. â Q, (2.249)

|ym|p−2ym −→
m→∞

|y|p−2y ñëàáêî â Lp
′

λ (Q). (2.250)

Ç (2.250) äëÿ áóäü-ÿêèõ ψ ∈ V p(Ω) òà ϕ ∈ C1
c (−∞, 0) ìà¹ìî∫∫

Q

c|ym|p−2ymψϕdxdt −→
m→∞

∫∫
Q

c|y|p−2yψϕdxdt. (2.251)

Ïîêàæåìî, ùî ôóíêöiÿ y ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.219)�(2.221). Äëÿ

öüîãî äîìíîæèìî ðiâíiñòü (2.239) íà äîâiëüíó ôóíêöiþ ϕ ∈ C1
c (−∞, 0) i
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ïðîiíòåãðó¹ìî ïî t ∈ S :∫∫
Q

{
ym,tψϕ+

n∑
i,j=1

aijyxjψxiϕ+ (c|ym|p−2ym − vym)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fmψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.252)

Ñïðÿìó¹ìî â òîòîæíîñòi (2.252) m äî +∞ , áåðó÷è äî óâàãè (2.245), (2.246),

(2.251) òà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fm . Ç îòðèìàíî¨ iíòåãðàëüíî¨ òîòîæíîñòi, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ëåìó Äþáóà-Ðåéìîíà, îòðèìà¹ìî òîòîæíiñòü (2.222). Äàëi, âðà-

õóâàâøè (2.248), ñïðÿìó¹ìî m äî +∞ â (2.243). Ç îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi òà

óìîâè (2.225), îòðèìó¹ìî óìîâó (2.221). Îòæå, ìè äîâåëè, ùî y � ñëàáêèé

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.219)�(2.221). Ç îöiíêè (2.244) òà çáiæíîñòåé (2.245)�(2.247)

ìà¹ìî îöiíêó (2.235). Îöiíêà (2.234) ëåãêî îòðèìó¹òüñÿ ç (2.243) òà (2.248).

Äîâåäåííÿ ëåìè 2.10. Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê ym çàäà÷i

(2.236)�(2.238), äëÿ äîâiëüíîãî ôiêñîâàíîãî m ∈ N , ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç z .

Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Ãàëüîðêiíà. Íåõàé {wl | l ∈ N} ïîâíà ëiíiéíî íåçàëå-
æíà ñèñòåìà ôóíêöié ç V p(Ω) òàêà, ùî ìíîæèíà ñêií÷åííèõ ëiíiéíèõ êîìái-

íàöié öèõ ôóíêöié ¹ ùiëüíî¨ â V p(Ω) . Äëÿ êîæíîãî r ∈ N ïîêëàäåìî

zr(x, t) =
r∑

k=1

cr,k(t)wk(x), (x, t) ∈ Qm,

äå cr,1, . . . , cr,r àáñîëþòíî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi

äëÿ ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü∫
Ωt

zr,twl dx+

∫
Ωt

{ n∑
i,j=1

aijzr,xjwl,xi + c|zr|p−2zrwl − vzrwl
}
dx =

=

∫
Ωt

fwl dx, t ∈ [−m, 0], l = 1, r, (2.253)

cr,l(−m) = 0, l = 1, r. (2.254)

Ç ëiíiéíî¨ íåçàëåæíîñòi ôóíêöié w1, . . . , wr âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ (brk,l)
r
k,l=1

äîäàòíî âèçíà÷åíà, äå brk,l =
∫

Ωwkwl dx (k, l = 1, r) . Îòæå, ñèñòåìà çâè-

÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü (2.253) ìîæå áóòè çâåäåíà äî íîðìàëüíî¨
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ôîðìè. Òîäi ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ. [65]) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ãëîáàëüíî-

ãî ðîçâ'ÿçêó cr,1, . . . .., cr,r çàäà÷i (2.253), (2.254), âèçíà÷åíî¨ íà [−m, t〉 , äå
t ∈ (−m, 0] i ïiä � 〉 � ðîçóìi¹ìî àáî � ) �, àáî � ] �. Ïiçíiøå áóäå âñòàíîâëåíî,

ùî [−m, t〉 = [−m, 0] .

Äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ ç íîìåðîì l ∈ {1, . . . , r} ñèñòåìè (2.253) íà e−2λtcr,l

òà ïiäñóìó¹ìî çà l ∈ {1, . . . , r} . Ïðîiíòåãðóâàâøè îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî t ∈
[−m, τ ] ⊂ [−m, t〉 , îòðèìà¹ìî

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λtzr,tzr dxdt+

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt
[ n∑
i,j=1

aijzr,xjzr,xi +

+c|zr|p − v|zr|2
]
dxdt =

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λtfzr dxdt. (2.255)

Ç (2.255), âèêîðèñòîâóþ÷è (2.254), íåðiâíiñòü Êîøi òà ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ

÷àñòèíàìè, îòðèìó¹ìî

1

2

∫
Ω

e−2λτ |zr(x, τ)|2 dx+ λ

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|zr|2 dxdt+

+

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt
[ n∑
i,j=1

aijzr,xjzr,xi + c|zr|p − v|zr|2
]
dxdt ≤ (2.256)

≤ ε1

2

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|zr|2 dxdt+
1

2ε1

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|f |2 dxdt, τ ∈ [−m, t〉,

äå ε1 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî.

Îñêiëüêè v(x, t) ≤ M äëÿ ì. â. (x, t) ∈ Q , òî âèêîðèñòîâóþ÷è (2.218) òà

óìîâó (A), ç (2.256), îòðèìà¹ìî

1

2

∫
Ω

e−2λτ |zr(x, τ)|2 dx+ (λ−M + µK(1− ε2)−
ε1

2
)

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|zr|2 dxdt+

+

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt
[
ε2µ|∇zr|2 + c0|zr|p

]
dxdt ≤

≤ 1

2ε1

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|f |2 dxdt, τ ∈ [−m, t〉, (2.257)
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äå ε2 ∈ (0, 1) � äîâiëüíå ÷èñëî.

Îñêiëüêè λ > M − µK , òî ìîæíà ëåãêî âèáðàòè ε1 > 0 òà ε2 ∈ (0, 1)

òàêi ùî λ − M + µK(1 − ε2) − ε1
2 > 0 (íàïðèêëàä, ε2 = λ−M+µK

4µK > 0 i

ε1 = λ−M+µK
2 > 0 ). Çâiäñè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü:

∫
Ω

e−2λτ |zr(x, τ)|2 dx+ C3

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt
[
|∇zr|2 + |zr|2 + |zr|p

]
dxdt ≤ (2.258)

≤ C4

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|f |2 dxdt, τ ∈ [−m, t〉,

äå C3, C4 � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä m òà r .

Ç (2.258) îòðèìó¹ìî îöiíêè:

e−2λτ

∫
Ω

|zr(x, τ)|2 dx ≤ C1

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|f |2 dxdt, τ ∈ [−m, t〉, (2.259)

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt
[
|∇zr|2 + |zr|2 + |zr|p

]
dxdt ≤

≤ C2

τ∫
−m

∫
Ω

e−2λt|f |2 dxdt, τ ∈ [−m, t〉. (2.260)

Ç îöiíêè (2.259) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî r ∈ N ìà¹ìî, ùî âåëè÷è-

íà ess sup
t∈[−m,t〉

‖zr(·, t)‖2
L2(Ω) ¹ ñêií÷åííîþ i íå çàëåæèòü âiä t . Öå îçíà÷à¹, ùî

[−m, t〉 = [−m, 0].

Äîìíîæèìî ðiâíÿííÿ ç íîìåðîì l∈{1, . . . , r} ñèñòåìè (2.253) íà e−2λtc′r,l(t)

òà ïðîñóìó¹ìî çà l∈{1, . . . , r} . Ïðîiíòåãðóâóâàâøè t ∈ [−m, 0] , îòðèìà¹ìî∫∫
Qm

e−2λt|zr,t|2 dxdt+

∫∫
Qm

e−2λt
[ n∑
i,j=1

aijzr,xjzr,xit +

+c|zr|p−2zrzr,t − vzrzr,t
]
dxdt =

∫∫
Qm

e−2λtfzr,t dxdt. (2.261)

Ç (2.261), âèêîðèñòîâóþ÷è (2.254), ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè òà òå,

ùî ó íàøîìó âèïàäêó

|zr|p−2zrzr,t =
1

p
(|zr|p)t,
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ìà¹ìî ∫∫
Qm

e−2λt|zr,t|2 dxdt+
1

2

∫
Ω

n∑
i,j=1

aijzr,xj(x, 0)zr,xi(x, 0) dx+

+λ

∫∫
Qm

e−2λt
n∑

i,j=1

aijzr,xjzr,xi dxdt+
1

p

∫
Ω

c(x)|zr(x, 0)|p dx

+
2λ

p

∫∫
Qm

e−2λtc|zr|p dxdt =

∫∫
Qm

e−2λtfzr,t dxdt+

∫∫
Qm

e−2λtvzrzr,t dxdt. (2.262)

Âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (A) , (C) òà íåðiâíiñòü Êîøi, ç (2.262) îòðèìó¹ìî∫∫
Qm

e−2λt|zr,t|2 dxdt+ λµ

∫∫
Qm

e−2λt|∇zr|2 dxdt+

+
2λc0

p

∫∫
Qm

e−2λt|zr|p dxdt ≤
1

2ε4

∫∫
Qm

e−2λt|f |2 dxdt+

+
M

2ε3

∫∫
Qm

e−2λt|zr|2 dxdt+
(ε3M

2
+
ε4

2

)∫∫
Qm

e−2λt|zr,t|2 dxdt. (2.263)

Ç (2.263) òà (2.260), òà âçÿâøè ε3 > 0 i ε4 > 0 òàêi, ùî 1 − ε3M
2 −

ε4
2 > 0 ,

îòðèìó¹ìî îöiíêó∫∫
Qm

e−2λt|zr,t|2 dxdt ≤ C5

∫∫
Qm

e−2λt|f |2 dxdt, (2.264)

äå C5 > 0 � ñòàëà, ùî íå çàëåæèòü âiä m òà r .

Ç îöiíîê (2.259), (2.260) i (2.264) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {zr}∞r=1 îáìå-

æåíà â ïðîñòîðàõ L2(−m, 0;H1
0(Ω)) , L∞(−m, 0;L2(Ω)) òà Lp(−m, 0;Lp(Ω)) ,

à zr,t îáìåæåíà â L2(−m, 0;L2(Ω)) . Îòæå, áåðó÷è äî óâàãè òâåðäæåííÿ 2.1,

îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi {zr}∞r=1 òà ôóíêöi¨ z∈L2(−m,0;H1
0(Ω))
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∩L∞(−m, 0;L2(Ω)) ∩ Lp(−m, 0;Lp(Ω)) òàêî¨, ùî zt ∈ L2(−m, 0;L2(Ω)) i

zr −→
r→∞

z ñëàáêî â L2(−m, 0;H1
0(Ω)), (2.265)

zr,t −→
r→∞

zt ñëàáêî â L2(−m, 0;L2(Ω)), (2.266)

zr −→
r→∞

z ñëàáêî â Lp(−m, 0;Lp(Ω)), (2.267)

zr −→
r→∞

z ñèëüíî â L2(Qm) òà â C([−m, 0];L2(Ω)), (2.268)

zr −→
r→∞

z ì.â. â Q, (2.269)

|zr|p−2zr −→
r→∞
|z|p−2z ñëàáêî â Lp

′

λ (Q). (2.270)

Ç (2.269), (2.270), àíàëîãi÷íî ÿê ç (2.251), ìà¹ìî çáiæíîñòi∫∫
Qm

c|zr|p−2zrψϕdxdt−→
r→∞

∫∫
Qm

c|z|p−2zψϕ dxdt. (2.271)

Íåõàé ν1, ..., νk (k ∈ N) � äîâiëüíi äiéñíi ÷èñëà i ϕ ∈ C1
c (−m, 0) � äîâiëü-

íà ôóíêöiÿ. Äëÿ êîæíîãî j ∈ {1, ..., k} äîìíîæó¹ìî ðiâíÿííÿ ç íîìåðîì

j ∈ {1, . . . , r} ñèñòåìè (2.253) íà νj , ïiäñóìó¹ìî îòðèìàíi ðiâíîñòi òà ïåðå-

õîäèìî äî ãðàíèöi ïðè r → ∞ . Ó ðåçóëüòàòi, ïîçíà÷èâøè ψ =
k∑
j=1

νjwj òà

ïðîiíòåãðóâàâøè îòðèìàíó ðiâíiñòü ïî t ∈ [−m, 0] , îòðèìà¹ìî∫∫
Qm

ztψϕdxdt+

∫∫
Qm

{ n∑
i,j=1

aijzxjψxi + c|z|p−2zψ − vzψ
}
ϕdxdt =

=

∫∫
Qm

fψϕdxdt ∀ϕ ∈ C1
c (−m, 0). (2.272)

Îñêiëüêè ìíîæèíà {ν1w1 + ... + νkwk
∣∣ k ∈ N, ν1, ..., νk ∈ R} ¹ ùiëüíîþ â

V p(Ω) , òî ç (2.272) âèïëèâà¹ ðiâíiñòü∫∫
Qm

ztψϕ dxdt+

∫∫
Qm

{ n∑
i,j=1

aijzxiψxj + c|z|p−2zψ − vzψ
}
ϕdxdt =

=

∫∫
Qm

fψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−m, 0). (2.273)

Âèêîðèñòàâøè ëåìó Äþáóà-Ðåéìîíà, îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (2.239). Îòæå, ìè

ïîêàçàëè, ùî çàäà÷à (2.236)�(2.238) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê z = ym . Ç (2.259), (2.260)

òà (2.264), áåðó÷è äî óâàãè (2.265) � (2.268), îòðèìó¹ìî, ùî ôóíêöiÿ ym çà-

äîâîëüíÿ¹ îöiíêè (2.240), (2.241).
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2.3.4 Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.6

Íåõàé {vk} � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç U∂ òàêà, ùî

J(vk) −→
k→∞

sup
v∈U∂

J(v) . Ïîñëiäîâíiñòü {vk} îáìåæåíà â L∞(Q) , òîáòî,

0 ≤ vk(x, t) ≤M äëÿ ì.â. (x, t) ∈ Q. (2.274)

Îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ yk := y(vk) (k ∈ N) ¹ ñëàáêèì

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.219)�(2.221) ïðè v = vk , òî âèêîíó¹òüñÿ òîòîæíiñòü:∫∫
Q

{
yk,tψϕ+

n∑
i,j=1

aijyk,xjψxiϕ+ (c|yk|p−2yk − vkyk)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt, ψ ∈ V p(Ω), ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.275)

Ç òåîðåìè 2.7 ìà¹ìî îöiíêè

e−2λt‖yk(·, t)‖2
L2(Ω) ≤ C1

t∫
−∞

e−2λs‖f(·, s)‖2
L2(Ω) ds, t ∈ S, (2.276)

‖yk‖2
L2
λ(S;H1

0 (Ω)) + ‖yk,t‖2
L2
λ(S;L2(Ω)) + ‖yk‖pLpλ(S;Lp(Ω))

≤ C2‖f‖2
L2
λ(S;Lp(Ω)). (2.277)

Áåðó÷è äî óâàãè îöiíêó (2.277) äëÿ äîâiëüíèõ τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2), îòðè-

ìó¹ìî
τ2∫
τ1

‖yk,t‖2
L2(Ωt)

dt ≤ C6 ∀ k ∈ N, (2.278)

äå C6 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü âiä τ1 i τ2 , àëå íå çàëåæèòü âiä k .

Ç òîãî, ùî ρ ∈ L1(Q) , âèêîðèñòîâóþ÷è (2.274), îäåðæó¹ìî, ùî ïîñëiäîâ-

íiñòü {√ρvk}∞k=1 îáìåæåíà â L2(Q) . Îñêiëüêè V p(Ω) � H1
0(Ω)

K
⊂L2(Ω) (äèâ.

[26, c. 245]), òî V p(Ω)
K
⊂L2(Ω) . Ç òâåðäæåííÿ 2.1 ïðè W = V p(Ω), L =

L2(Ω), B = L2(Ω), q = 2, r = 2 , ç îöiíîê (2.274), (2.277), (2.278) âèïëè-

âà¹ iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi ïîñëiäîâíîñòi {vk, yk} (çà íåþ çáåðåæåìî ïî-

çíà÷åííÿ {vk, yk} ) òà ôóíêöié u ∈ U∂ , ζ ∈ L2(Q) , y ∈ L2
λ(S;H1

0(Ω)) ∩
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Lpλ(S;Lp(Ω)) , yt ∈ L2
λ(S;L2(Ω)), òàêèõ, ùî

vk −→
k→∞

u ∗ -ñëàáêî â L∞(Q), (2.279)

yk −→
k→∞

y ñëàáêî â L2
λ(S;H1

0(Ω)), (2.280)

yk −→
k→∞

y ñëàáêî â Lpλ(S;Lp(Ω)), (2.281)

yk −→
k→∞

y â C(S;L2(Ω)) òà ñèëüíî â L2
loc

(S;L2(Ω)), (2.282)

yk −→
k→∞

y ì. â. â Q, (2.283)

yk,t −→
k→∞

yt ñëàáêî â L2
λ(S;L2(Ω)) (2.284)

|yk| −→
k→∞
|y| ñëàáêî â L2

λ(S;L2(Ω)). (2.285)

Çàóâàæèìî, ùî ç (2.280) âèïëèâà¹

yk −→
k→∞

y, yk,xi −→
k→∞

yxi (i = 1, n) ñëàáêî â L2
loc

(S;L2(Ω)). (2.286)

ßê ó (2.271), ç (2.277), (2.282) òà [15, ëåìà 2.2] îòðèìó¹ìî

c|yk|p−2yk −→
k→∞

c|y|p−2y ñëàáêî â Lp
′

loc
(Q). (2.287)

Ïîêàæåìî, ùî ç (2.279) òà (2.282) âèïëèâà¹∫∫
Q

ykvkψϕdxdt −→
k→∞

∫∫
Q

yuψϕdxdt ∀ ψ ∈ V p(Ω),∀ ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.288)

Ñïðàâäi, íåõàé g := ψϕ, à t1, t2 ∈ S òàêi, ùî suppϕ ⊂ [t1, t2] . Òîäi ìà¹ìî∫∫
Q

ykvkg dxdt =

t2∫
t1

∫
Ω

(ykvk − yvk + yvk)g dxdt =

=

t2∫
t1

∫
Ω

yvkg dxdt+

t2∫
t1

∫
Ω

(yk − y)vkg dxdt. (2.289)

Ç (2.274) òà (2.282) âèïëèâà¹

∣∣∣ t2∫
t1

∫
Ω

(yk − y)vkg dxdt
∣∣∣ ≤ ( t2∫

t1

∫
Ω

|vkg|2 dxdt
)1/2( t2∫

t1

∫
Ω

|yk − y|2 dxdt
)1/2

−→
k→∞

0.

(2.290)

Îòæå, âèêîðèñòîâóþ÷è (2.279) òà (2.290), ç (2.289) ìà¹ìî (2.288).
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Âèêîðèñòàâøè (2.286) òà (2.288) i ñïðÿìóâàâøè k äî +∞ â (2.275), îòðè-

ìà¹ìî ∫∫
Q

{
ytψϕ+

n∑
i,j=1

aijyxiψxjϕ+ (c|y|p−2y − uy)ψϕ
}
dxdt =

=

∫∫
Q

fψϕdxdt ∀ψ ∈ V p(Ω) ∀ϕ ∈ C1
c (−∞, 0). (2.291)

Íà ïiäñòàâi ëåìè Äþáóà-Ðåéìîíà ç òîòîæíîñòi (2.291) îòðèìà¹ìî, ùî ôóí-

êöiÿ y = y(u) çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü (2.222). Ïîêàæåìî, ùî y

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.221).

Ìàþ÷è íà óâàçi (2.282), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (2.276) ïðè k → ∞ . Ç

îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi, âðàõóâàâøè óìîâó (2.225), îòðèìà¹ìî

lim
t→−∞

e−2λt

∫
Ω

|y(x, t)|2 dx = 0. (2.292)

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî y = y(u) = y(x, t;u), (x, t) ∈ Q, � ñòàí êåðîâàíî¨

ñèñòåìè äëÿ êåðóâàííÿ u .

Çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî u ìàêñèìiçóþ÷èé åëåìåíò ôóíêöiîíàëó J .

Ñïðàâäi, ç (2.279) îòðèìó¹ìî

√
ρvk −→

k→∞

√
ρu ñëàáêî â L2(Q). (2.293)

Íà ïiäñòàâi [59, c. 58, òâåðäæåííÿ 3.5] îòðèìó¹ìî

lim
k→∞
‖√ρvk‖2

L2(Q) ≥ ‖
√
ρu‖2

L2(Q). (2.294)

Ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôóíêöiîíàë w 7→
∫∫
Q

w dxdt : L2
λ(S;L2(Ω)) → R

êîðåêòíî âèçíà÷åíèé. Ñïðàâäi,∣∣∣ ∫∫
Q

w dxdt
∣∣∣ ≤ ∫∫

Q

|w| dxdt =

∫∫
Q

e−λteλt|w| dxdt ≤

≤
(∫∫

Q

e−2λt|w| dxdt
)1/2(∫∫

Q

e2λt dxdt
)1/2

= C7‖w‖L2
λ(S;L2(Ω)), (2.295)

äå C7 > 0 � äåÿêà ñòàëà. Ïîçíà÷èìî öåé ôóíêöiîíàë ÷åðåç I . Âií íàëåæèòü äî(
L2
λ(S;L2(Ω))

)′
. Ñïðàâäi, ëiíiéíiñòü I î÷åâèäíà. Ç îöiíêè (2.295) âèïëèâà¹,
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ùî I îáìåæåíèé. Îòæå, ç (2.285) ìà¹ìî:∫∫
Q

|yk| dxdt = 〈I, |yk|〉 −→
k→∞
〈I, |y|〉 =

∫∫
Q

|y| dxdt. (2.296)

Ç (2.223), (2.294) òà (2.296) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî

lim
k→∞

J(vk) = lim
k→∞

[ ∫∫
Q

|yk| dxdt−
∫∫
Q

ρ|vk|2 dxdt
]
≤

≤ lim
k→∞

∫∫
Q

|yk| dxdt− lim
k→∞
‖√ρvk‖2

L2(Q) ≤
∫∫
Q

|y| dxdt− ‖√ρu‖2
L2(Q) = J(u).

Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.224).

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü çàäà÷i (2.224) ¹ ∗ -ñëàáêî
çàìêíåíîþ. Ñïðàâäi, íåõàé {uk} � ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü, òîá-
òî, J(uk) = sup

v∈U∂
J(v) ∀k ∈ N , òàêà, ùî uk → u ∗ -ñëàáêî â L∞(Q) . Àíàëî-

ãi÷íî, ÿê áóëî çðîáëåíî âèùå, ïîêàçó¹ìî, ùî lim
k→∞

J(uk) ≤ J(u) . Îòæå, u ¹

îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì çàäà÷i (2.224).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó ðîçäiëi 2 çíàéäåíî äîñòàòíi, à â îäíîìó ç âèïàäêiâ i íåîáõiäíi, óìîâè iñíóâà-

ííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñó-

þòüñÿ ñëàáêèìè ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî òà ñèëüíî

íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ.



Ðîçäië 3

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ áåç

ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ

âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðîöåñàìè, ÿêi

ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî òà ñèëüíî íåëiíiéíèõ

âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.

Ìàòåðiàëè ðîçäiëó âèêëàäåíî â ïðàöÿõ [11, 55].

3.1 Ñëàáêî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿ-

ìè ó êîåôiöi¹íòàõ

3.1.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi ôàêòè

Íåõàé S := (−∞, 0] . Ïiä V i H ðîçóìiòèìåìî ñåïàðàáåëüíi ãiëüáåðòîâi

ïðîñòîðè, âiäïîâiäíî, çi ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (·, ·)V , (·, ·) i íîðìàìè ‖ · ‖ ,
| · |. Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ïðîñòið V âêëàäà¹òüñÿ â H ùiëüíî, íåïåðåðâíî i

êîìïàêòíî, òîáòî, V ¹ ïiäìíîæèíîþ H , çàìèêàííÿ V â H çáiãà¹òüñÿ ç H ,

iñíó¹ ñòàëà λ > 0 òàêà, ùî

λ|v|2 6 ‖v‖2 ∀v ∈ V, (3.1)

i äëÿ áóäü-ÿêî¨ îáìåæåíî¨ ïîñëiäîâíîñòi {wk}∞k=1 â V iñíó¹ åëåìåíò w ∈ V i

ïiäïîñëiäîâíiñòü {wkj}∞j=1 ïîñëiäîâíîñòi {wk}∞k=1 òàêà, ùî wkj −→
j→∞

w ñèëüíî

â H .

Íåõàé V ′ i H ′ ñïðÿæåíi, âiäïîâiäíî, äî V òà H ïðîñòîðè. Ââàæàòèìåìî,

ïðîâiâøè âiäïîâiäíå îòîòîæíåííÿ ôóíêöiîíàëiâ, ùî ïðîñòið H ′ ¹ ïiäïðîñòî-

102



103

ðîì ïðîñòîðó V ′. Îòîòîæíèâøè íà ïiäñòàâi òåîðåìè Ðiñà ïðîñòîðè H i H ′ ,

îòðèìà¹ìî íåïåðåðâíi òà ùiëüíi âêëàäåííÿ

V ⊂ H ⊂ V ′ . (3.2)

Çàóâàæèìî,, ùî â äàíîìó âèïàäêó 〈g, v〉V = (g, v) äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ V, g ∈
H, äå 〈·, ·〉V îçíà÷à¹ äiþ åëåìåíòà ç V ′ íà åëåìåíò ç V (êàíîíi÷íèé äîáóòîê

íà V × V ′ ). Òîìó äàëi âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (·, ·) çàìiñòü 〈·, ·〉V . Òàêîæ
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖∗ äëÿ íîðìè â V ′ . Çàóâàæèìî, ùî

λ‖h‖2
∗ 6 |h|2 ∀h ∈ H, (3.3)

äå λ � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (3.1). Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi (3.1) ìà¹ìî

‖h‖∗ = sup
v∈V,‖v‖=1

|(h, v)| 6 sup
v∈V,‖v‖=1

|h||v| 6 λ−1/2|h|.

Ââåäåìî ïîòðiáíi íàì ïðîñòîðè ôóíêöié i ðîçïîäiëiâ. Íåõàé X � äîâiëü-

íèé ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X i íîðìîþ ‖ · ‖X . ×åðåç
C(S;X) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið âèçíà÷åíèõ i íåïåðåðâíèõ íà S çi çíà÷åííÿ-

ìè â X ôóíêöié. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü zm −→
m→∞

z â C(S;X) ,

ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ìà¹ìî ‖z−zm‖C([t1,t2];X) −→
m→∞

0.

Íåõàé q ∈ [1,∞] , q′ � ñïðÿæåíå äî q , òîáòî, 1/q+1/q′ = 1 . Ïiä Lq
loc

(S;X)

ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèçíà÷åíèõ i âèìiðíèõ íà S çi çíà÷åííÿìè â

X ôóíêöié òàêèõ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ¨õ çâóæåííÿ íà

âiäðiçîê [t1, t2] ⊂ S íàëåæàòü ïðîñòîðó Lq(t1, t2;X). Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {zm} îáìåæåíà (âiäïîâiäíî, çáiãà¹òüñÿ äî z ñèëüíî, ñëàáêî ÷è

∗ -ñëàáêî) â Lq
loc

(S;X) , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ïîñëiäîâíiñòü

çâóæåíü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {zm} íà âiäðiçîê [t1, t2] îáìåæåíà âiäïîâiäíî,

çáiãà¹òüñÿ äî çâóæåííÿ z íà öåé âiäðiçîê ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî ÷è ∗ -
ñëàáêî) â Lq(t1, t2;X).

Íåõàé ν ∈ R . Âèçíà÷èìî

L2
ν(S;X) :=

{
f ∈ L2

loc
(S;X)

∣∣∣ ∫
S

e−2νt‖f(t)‖2
Xdt <∞

}
.

Äàíèé ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2
ν(S;X) =

∫
S

e−2νt(f(t), g(t))X dt
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òà íîðìîþ

‖f‖L2
ν(S;X) :=

(∫
S

e−2νt‖f(t)‖2
X dt

)1/2

.

Òàêîæ ââåäåìî ïðîñòiðL∞ν (S;X) :={f∈L∞loc(S;X) | ess sup
t∈S

[
e−νt‖f(t)‖X

]
<∞}.

Ïiä D′(−∞, 0;V ′w) ðîçóìiòèìåìî ïðîñòið âèçíà÷åíèõ íà D(−∞, 0) çi çíà-

÷åííÿìè â V ′w ðîçïîäiëiâ, òîáòî, ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

íà D(−∞, 0) çi çíà÷åííÿìè â V ′w (òóò i äàëi D(−∞, 0) � ïðîñòið íåñêií÷åííî

äèôåðåíöiéîâíèõ i ôiíiòíèõ íà (−∞, 0) ôóíêöié ç âiäïîâiäíîþ òîïîëîãi¹þ,

V ′w � ëiíiéíèé ïðîñòið V ′ çi ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ (äèâ.

(3.2)), ùî ïðîñòîðè L2
loc

(S;V ) , L2
loc(S;H) , L2

loc
(S;V ′) ìîæíà îòîòîæíèòè ç

âiäïîâiäíèìè ïiäïðîñòîðàìè D′(−∞, 0;V ′w) . Öå, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ ãîâîðè-

òè ïðî ïîõiäíi z′ ôóíêöié z ç L2
loc

(S;V ) ÷è L2
loc(S;H) ó ñåíñi ðîçïîäiëiâ

D′(−∞, 0;V ′w) i íàëåæíîñòi öèõ ïîõiäíèõ äî L2
loc(S;H) ÷è L2

loc
(S;V ′) .

Ââåäåìî ùå ïðîñòîðè

H1
loc(S;H) := {z ∈ L2

loc(S;H)
∣∣ z′ ∈ L2

loc(S;H)},

W2,loc(S;V ) := {z ∈ L2
loc(S;V )

∣∣ z′ ∈ L2
loc(S;V ′)}. (3.4)

Ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [15, c. 177-179]) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî

H1
loc(S;H) ⊂ C(S;H) i W2,loc(S;V ) ⊂ C(S;H) . Áiëüøå òîãî, äëÿ äîâiëüíî¨

ôóíêöi¨ z ç W2,loc(S;V ) ÷è ç H1
loc(S;H) ôóíêöiÿ t → |z(t)|2 ¹ àáñîëþòíî

íåïåðåðâíîþ íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó ïðîìåíÿ S òà âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

d

dt
|z(t)|2 = 2(z′(t), z(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S. (3.5)

Ïîçíà÷èìî

H1
ν (S;H) := {z ∈ L2

ν(S;H)
∣∣ z′ ∈ L2

ν(S;H)}, ν ∈ R.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi âiäîìi ôàêòè.

Òâåðäæåííÿ 3.2 (íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà [15, c. 158]). Íåõàé t1 , t2 ∈ R (t1 <

t2) i X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X . Òîäi, ÿêùî
v ∈ L2(t1, t2;X) i w ∈ L2(t1, t2;X) , òî (w(·), v(·))X ∈ L1

(
t1, t2

)
i∫ t2

t1

(w(t), v(t))X dt 6 ‖w‖L2(t1,t2;X)‖v‖L2(t1,t2;X).
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Òâåðäæåííÿ 3.3 ([20, c. 173,179]). Íåõàé Y � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ

‖ · ‖Y , i {vk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Y , ÿêà ñëàáêî ÷è

∗ -ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ äî v â Y . Òîäi lim
k→∞
‖vk‖Y > ‖v‖Y .

Òâåðäæåííÿ 3.4. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {zm} ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði

L2
loc(S;V ), ïîñëiäîâíiñòü {z′m} ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði L2

loc(S;H), òî iñíó-

þòü ôóíêöiÿ z ∈ L2
loc(S;V ) , z′ ∈ L2

loc(S;H) , i ïiäïîñëiäîâíiñòü {zmj
} ïî-

ñëiäîâíîñòi {zm} òàêi, ùî zmj
−→
j→∞

z â C(S;H) i ñëàáêî â L2
loc(S;V ) , à

òàêîæ, z′mj
−→
j→∞

z′ ñëàáêî â L2
loc(S;H) .

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 2.1 ïðè q = 2 , r = 2 , W = V , L = B = H

âèïëèâà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ç ïîñëiäîâíîñòi çâóæåíü

÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {zm} íà âiäðiçîê [t1, t2] ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ â C([t1, t2];H) i ñëàáêî â L2(t1, t2;V ) , à ïîñëiäîâíiñòü

ïîõiäíèõ ÷ëåíiâ öi¹¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi çáiãà¹òüñÿ ñëàáêî â L2(t1, t2;H) . Äëÿ

êîæíîãî k ∈ N âèáåðåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü {zm(k,j)
}∞j=1 äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ â C([−k, 0];H) i ñëàáêî â L2(−k, 0;V ) äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨

ẑk ∈ C([−k, 0];H) ∩ L2(−k, 0;V ), à ïîñëiäîâíiñòü {z′m(k,j)
}∞j=1 ñëàáêî çáiãà¹-

òüñÿ äî ¨¨ ïîõiäíî¨ ẑ ′k â L2(−k, 0;H). Ïðè öüîìó âèáîði ñòåæèìî çà òèì, ùîá

ïîñëiäîâíiñòü {zm(k+1,j)
}∞j=1 áóëà ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi {zm(k,j)

}∞j=1 .

Òåïåð çãiäíî ç äiàãîíàëüíèì ïðîöåñîì âèáèðà¹ìî ïîòðiáíó íàì ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü ó âèãëÿäi {zm(j,j)
}∞j=1, à ôóíêöiþ z âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì: äëÿ êîæíîãî

k ∈ N ïðèéìà¹ìî z(t) := ẑk(t) äëÿ t ∈ (−k,−k + 1].

3.1.2 Êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ñëàáêî íåëiíié-
íèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé

Íåõàé Φ : V → (−∞,+∞] � âëàñíèé ôóíêöiîíàë, òîáòî, dom(Φ) := {v ∈
V : Φ(v) < +∞} 6= ∅, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

(A1) Φ
(
αv + (1− α)w

)
6 αΦ(v) + (1− α)Φ(w) ∀ v, w ∈ V, ∀α ∈ [0, 1],

òîáòî, ôóíêöiîíàë Φ ¹ îïóêëèì,

(A2) vk −→
k→∞

v in V =⇒ lim
k→∞

Φ(vk) ≥ Φ(v),

òîáòî, ôóíêöiîíàë Φ ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó.
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Íàãàäà¹ìî, ùî ñóáäèôåðåíöiàëîì ôóíêöiîíàëó Φ íàçèâàþòü âiäîáðàæåí-

íÿ ∂Φ : V → 2V
′
, âèçíà÷åíå òàê:

∂Φ(v) := {v∗ ∈ V ′ | Φ(w) > Φ(v) + (v∗, w − v) ∀ w ∈ V }, v ∈ V,

à îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñóáäèôåðåíöiàëó ∂Φ � ìíîæèíó D(∂Φ) := {v ∈
V | ∂Φ(v) 6= ∅} . Îòîòîæíþ¹ìî ñóáäèôåðåíöiàë ∂Φ ç éîãî ãðàôiêîì, ïðè-

ïóñêàþ÷è, ùî [v, v∗] ∈ ∂Φ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè v∗ ∈ ∂Φ(v) , òîáòî,

∂Φ = {[v, v∗] | v ∈ D(∂Φ), v∗ ∈ ∂Φ(v)} . Ð. Ðîêàôåëëàð [94, òåîðåìà A] äîâiâ,
ùî ñóáäèôåðåíöiàë ∂Φ ¹ ìàêñèìàëüíî ìîíîòîííèì îïåðàòîðîì, òîáòî,

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > 0 ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ

i äëÿ êîæíîãî åëåìåíòó [v1, v
∗
1] ∈ V × V ′ ìà¹ìî iìïëiêàöiþ

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > 0 ∀ [v2, v
∗
2] ∈ ∂Φ =⇒ [v1, v

∗
1] ∈ ∂Φ.

Äîäàòêîâî ïðèïóñêà¹ìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(A3) iñíó¹ ñòàëà K1 > 0 òàêà, ùî

Φ(v) > K1‖v‖2 ∀ v ∈ dom(Φ);

êðiì òîãî, Φ(0) = 0;

(A4) iñíó¹ ñòàëà K2 > 0 òàêà, ùî

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > K2|v1 − v2|2 ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ.

Çàóâàæåííÿ 3.1. Ç óìîâè (A3) âèïëèâà¹, ùî Φ(v) ≥ Φ(0) + (0, v − 0)

∀v ∈ V , çâiäñè ìà¹ìî 0 ∈ ∂Φ(0) . Çâiäñè òà óìîâè (A4) îòðèìà¹ìî

(v∗, v) ≥ K2|v|2 ∀ [v, v∗] ∈ ∂Φ. (3.6)

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
+ u(t)y(t) 3 f(t), t ∈ S, (3.7)

äå f : S → V ′ i u : S → R � çàäàíi âèìiðíi ôóíêöi¨.
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Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) , (A2) i u ∈ L∞loc(S) , f ∈
L2

loc(S;V ′) . Ôóíêöiÿ y íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.7),

ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) y ∈ W2,loc(S;V );

2) y(t) ∈ D(∂Φ) äëÿ ì.â. t ∈ S ;

3) iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ L2
loc(S;V ′) òàêà, ùî äëÿ ì.â. t ∈ S ìà¹ìî g(t) ∈

∂Φ
(
y(t)

)
i

y′(t) + g(t) + u(t)y(t) = f(t) â V ′.

Äëÿ âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.7) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíàéòè ðîçâ'ÿçîê, ùî

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

lim
t→−∞

e−γt|y(t)| = 0, (3.8)

äå γ ∈ R � çàäàíå.

Çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.7) äëÿ çàäà-

íèõ Φ , u , f , ùî çàäîâîëüíÿ¹ (3.8) äëÿ çàäàíîãî γ , íàçèâàþòü çàäà÷åþ áåç

ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíî¨ âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.7), ÿêó êîðîòêî

íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ P(Φ, u, f, γ) , à ôóíêöiþ y � ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì.

Çàóâàæåííÿ 3.2. Çàäà÷à P(Φ, u, f, γ) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì òàêî¨ çàäà-

÷i. Íåõàé K � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà â V, A : V → V ′ � ìîíî-

òîííèé, îáìåæåíèé òà ñåìiíåïåðåðâíèé îïåðàòîð òàêèé, ùî (A(v), v) ≥
K̃1‖v‖2 ∀v ∈ V , äå K̃1 = const > 0 . Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨

y ∈ W2,loc(S;V ) , ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.8) i äëÿ ì.â. t ∈ S :

y(t) ∈ K i (y′(t) + A(y(t)) + u(t)y(t), v − y(t)) ≥ (f(t), v − y(t)) ∀ v ∈ K.

Òåîðåìà 3.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A4) . Ïðèïóñòèìî, ùî

(F) −∞ < m̃ := ess inf
t∈S

u(t) ≤ ess sup
t∈S

u(t) =: M̃ < +∞ , f ∈ L2
γ(S;H) ,

äå γ ∈ R � ñòàëà, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

K2 + m̃+ γ > 0. (3.9)
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Òîäi çàäà÷à P(Φ, u, f, γ) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, âií íàëåæèòü ïðîñòîðó

L∞γ (S;V ) ∩ L2
γ(S;V ) ∩H1

γ(S;H) i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó:

e−2γτ‖y(τ)‖2 +

τ∫
−∞

e−2γt‖y(t)‖2 dt+

τ∫
−∞

e−2γt|y′(t)|2 dt 6

6 C1

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt, τ ∈ S, (3.10)

äå C1 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K1 , K2 , γ , λ , m̃ i M̃ .

Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè 3.1 íàâåäåìî äîïîìiæíi òâåðæ¹åííÿ.

Âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë ΦH : H → R∞ çà ïðàâèëîì: ΦH(v) := Φ(v) ,

ÿêùî v ∈ V, i ΦH(v) := +∞ â iíøîìó âèïàäêó. Çàçíà÷èìî, ùî óìîâè (A1) ,

(A2) , ëåìà IV.5.2 i òâåðäæåííÿ IV.5.2 ìîíîãðàôi¨ [96] ãàðàíòóþòü, ùî ΦH ¹

âëàñíèì, îïóêëèì i íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó ôóíêöiîíàëîì íà H, dom(ΦH) =

dom(Φ) ⊂ V i ∂ΦH = ∂Φ ∩ (V ×H) , äå ∂ΦH : H → 2H ¹ ñóáäèôåðåíöiàëîì

ôóíêöiîíàëó ΦH . Êðiì òîãî, ç óìîâè (A3) âèïëèâà¹, ùî 0 ∈ ∂ΦH(0) .

Òâåðäæåííÿ 3.5 ([96, ëåìà IV.4.3]). Ïðèïóñòèìî, ùî z ∈ H1(a, b;H)

(−∞ < a < b < +∞) òà iñíó¹ g ∈ L2(a, b;H) òàêà, ùî g(t) ∈ ∂ΦH

(
z(t)

)
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (a, b) . Òîäi ôóíêöiÿ ΦH

(
z(·)
)
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ

íà [a, b] i äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ h : [a, b] → H òàêî¨, ùî h(t) ∈ ∂ΦH

(
z(t)

)
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (a, b), âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

d

dt
ΦH

(
z(t)

)
= (h(t), z′(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (a, b).

Òâåðäæåííÿ 3.6 ([60, òâåðäæåííÿ 3.12], [96, òâåðäæåííÿ IV.5.2]). Íåõàé

T > 0 , f̃ ∈ L2(0, T ;H) i z0 ∈ dom(Φ) . Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ z ∈
H1(0, T ;H) òàêà, ùî z(0) = z0 i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ìà¹ìî

z(t) ∈ D(∂ΦH) i

z′(t) + ∂ΦH

(
z(t)

)
3 f̃(t) â H. (3.11)

Òâåðäæåííÿ 3.7. Íåõàé T > 0 , f̃ ∈ L2(0, T ;H), ũ ∈ L∞(0, T ) i z0 ∈
dom(ΦH) . Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ z ∈ H1(0, T ;H) òàêà, ùî z(0) = z0 i

äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ìà¹ìî z(t) ∈ D(∂ΦH) i

z′(t) + ∂ΦH

(
z(t)

)
+ ũ(t)z(t) 3 f̃(t) â H. (3.12)
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé α > 0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå ÷èñëî i íåõàé

ρ(z1, z2) = max
t∈[0,T ]

[
e−αt|z1(t)− z2(t)|

]
, z1, z2 ∈ C([0, T ];H),

� ìåòðèêà íà C([0, T ];H) . Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið C([0, T ];H) ç öi¹þ ìåòðè-

êîþ ¹ ïîâíèì. Ðîçãëÿíåìî îïåðàòîð A : C([0, T ];H)→ C([0, T ];H) âèçíà÷å-

íèé çà ïðàâèëîì: äëÿ äîâiëüíî¨ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ z̃ ∈ C([0, T ];H) âèçíà÷èìî

ôóíêöiþ ẑ ∈ H1(0, T ;H) ⊂ C([0, T ];H) òàêó, ùî ẑ(0) = z0 i äëÿ ìàéæå âñiõ

t ∈ (0, T ) âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ ẑ(t) ∈ D(ΦH) i

ẑ ′(t) + ∂ΦH(ẑ(t)) 3 f̃(t)− ũ(t)z̃(t) â H. (3.13)

Î÷åâèäíî, ùî âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü (3.13) òîòîæíÿ âàðiàöiéíié íåðiâíîñòi

(3.11) ïiñëÿ çàìiíè f̃ íà f̃ − ũz̃ . Îòæå, âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 3.6 ìè

îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîð A ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèé. Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð

A ¹ ñòèñêóþ÷èì. Ñïðàâäi, íåõàé z̃1, z̃2 � äîâiëüíi ôóíêöi¨ ç C([0, T ];H) i

ẑ1 := Az̃1 , ẑ2 = Az̃2 . Çãiäíî ç (3.13) iñíóþòü ôóíêöi¨ g̃1 i g̃2 ç L2(0, T ;H)

òàêi, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ {1, 2} i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ìàòèìåìî, ùî

g̃k(t) ∈ ∂ΦH(ẑk(t)) i

ẑ′k(t) + g̃k(t) = f̃(t)− ũ(t)z̃k(t), (3.14)

ïðè÷îìó ẑk(0) = z0.

Âiäíiìà¹ìî òîòîæíiñòü (3.14) ïðè k = 2 âiä òîòîæíîñòi (3.14) ïðè k = 1 , i

ïîìíîæèìî, äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) , îòðèìàíó òîòîæíiñòü íà ẑ1(t)− ẑ2(t) .

Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî(
(ẑ1(t)− ẑ2(t))

′, ẑ1(t)− ẑ2(t)
)

+ (g̃1(t)− g̃2(t), ẑ1(t)− ẑ2(t)) =

= −ũ(t)(z̃1(t)− z̃2(t), ẑ1(t)− ẑ2(t)) äëÿ ì.â. t ∈ (0, T ),

ẑ1(0)− ẑ2(0) = 0. (3.15)

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíiñòü (3.15) çà çìiííîþ t âiä 0 äî τ ∈ (0, T ] , áåðó÷è äî

óâàãè, ùî äëÿ ì.â. t ∈ (0, T ) ìà¹ìî(
(ẑ1(t)− ẑ2(t))

′, ẑ1(t)− ẑ2(t)
)

=
1

2

d

dt
|ẑ1(t)− ẑ2(t)|2.
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Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

1

2
|ẑ1(τ)− ẑ2(τ)|2 +

∫ τ

0

(g̃1(t)− g̃2(t), ẑ1(t)− ẑ2(t)) dt =

= −
∫ τ

0

ũ(t)(z̃1(t)− z̃2(t), ẑ1(t)− ẑ2(t)) dt. (3.16)

Çâàæàþ÷è íà óìîâó (A4) , äëÿ ì.â. t ∈ (0, T ) ìà¹ìî íåðiâíiñòü

(g̃1(t)− g̃2(t), ẑ1(t)− ẑ2(t)) > K2|ẑ1(t)− ẑ2(t))|2. (3.17)

ßêùî ũ ∈ L∞(0, T ), òî iñíó¹ ñòàëà M̃ > 0 òàêà, ùî |ũ(t)| 6 M̃ äëÿ ì.â.

t ∈ (0, T ) . Âðàõîâóþ÷è öå i âèêîðèñòîâóþ÷è íà íåðiâíiñòü Êîøi, äëÿ ì.â.

t ∈ (0, T ) îòðèìó¹ìî∣∣ũ(t)
(
z̃1(t)− z̃2(t), ẑ1(t)− ẑ2(t)

)∣∣ 6 M̃ |z̃1(t)− z̃2(t)||ẑ1(t)− ẑ2(t)| 6

6
εM̃

2
|ẑ1(t)− ẑ2(t)|2 +

M̃

2ε
|z̃1(t)− z̃2(t)|2, (3.18)

äå ε > 0 � äîâiëüíà ñòàëà.

Ç(3.16), áåðó÷è äî óâàãè (3.17) i (3.18), ìà¹ìî

|ẑ1(τ)− ẑ2(τ)|2 + (2K2 − εM̃)

∫ τ

0

|ẑ1(t)− ẑ2(t)|2 dt 6

6 M̃ε−1

∫ τ

0

|z̃1(t)− z̃2(t)|2 dt. (3.19)

Âèáðàâøè ε > 0 òàêå, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà 2K2− εM̃ > 0 , ç (3.19) îòðèìó-

¹ìî

|ẑ1(τ)− ẑ2(τ)|2 6 C2

∫ τ

0

|z̃1(t)− z̃2(t)|2 dt, τ ∈ (0, T ], (3.20)

äå C2 > 0 � äåÿêà ñòàëà.

Äîìíîæèâøè (3.20) íà e−2ατ , îòðèìó¹ìî

e−2ατ |ẑ1(τ)− ẑ2(τ)|2 6 C2e
−2ατ

∫ τ

0

e2αte−2αt|z̃1(t)− z̃2(t)|2 dt 6

6 C2e
−2ατ max

t∈[0,T ]

[
e−2αt|z̃1(t)− z̃2(t)|2

] ∫ τ

0

e2αt dt =

=
C2

2α
(1− e−2ατ)

(
ρ(z̃1, z̃2)

)2
6
C2

2α

(
ρ(z̃1, z̃2)

)2
, τ ∈ [0, T ]. (3.21)



111

Ç (3.21) âèïëèâà¹, ùî

ρ(ẑ1, ẑ2) 6
√
C2/(2α)ρ(z̃1, z̃2).

Çâiäñè, âèáðàâøè α > 0 òàêèì, ùîá âèêîíóâàëàñü íåðiâíiñòü C2/(2α) < 1 ,

îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîð A ¹ ñòèñêóþ÷èì. Îòæå, ìîæåìî âèêîðèñòàòè òåîðå-

ìó Áàíàõà ïðî íåðóõîìó òî÷êó, [59, òåîðåìà 5.7] ç ÿêî¨ îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ

¹äèíî¨ ôóíêöi¨ z ∈ C([0, T ];H) òàêî¨, ùî Az = z . Òâåðäæåííÿ 3.7 äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.1. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé

y1, y2 � äâà ðiçíi ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i P(Φ, u, f, γ) . Òîäi äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2}
iñíó¹ ôóíêöiÿ gi ∈ L2

loc(S;V ′) òàêà, ùî äëÿ ì.â. t ∈ S ìà¹ìî, ùî gi(t) ∈
∂Φ
(
yi(t)

)
i

y′i(t) + gi(t) + u(t)yi(t) = f(t) â V ′. (3.22)

Ïîçíà÷èìî z := y1 − y2 . Ç ðiâíîñòåé (3.22) äëÿ ì.â. t ∈ S îòðèìó¹ìî

z′(t) + g1(t)− g2(t) + u(t)z(t) = 0 â V ′. (3.23)

Ç (3.8) âèïëèâà¹ óìîâà

e−2γt|z(t)|2 → 0 ïðè t→ −∞. (3.24)

Äîìíîæèâøè ðiâíiñòü (3.23) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S íà z(t) , îòðèìà¹ìî

(z′(t), z(t)) + (g1(t)− g2(t), y1(t)− y2(t)) + u(t)|z(t)|2 = 0. (3.25)

Çãiäíî ç ðiâíiñòþ (3.5), óìîâîþ (A4) i òèì, ùî gi(t) ∈ ∂Φ(yi(t)) ( i = 1, 2 )

äëÿ ì.â. t ∈ S , îòðèìó¹ìî òàêó äèôåðåíöiàëüíó íåðiâíiñòü

1

2

d|z(t)|2

dt
+ (K2 + m̃)|z(t)|2 6 0 äëÿ ì.â. t ∈ S. (3.26)

Âèáåðåìî äîâiëüíi ÷èñëà τ1, τ2 ∈ S (τ1 < τ2) . Ïîìíîæèâøè íåðiâíiñòü

(3.26) íà e−2γt , òà ïðîiíòåãðóâàâøè çà t âiä τ1 äî τ2, îòðèìà¹ìî

1

2
e−2γt|z(t)|2

∣∣∣τ2
τ1

+ (K2 + m̃+ γ)

τ2∫
τ1

e−2γt|z(t)|2 dt 6 0. (3.27)
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Îñêiëüêè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (3.9), òî ç (3.27) îòðèìà¹ìî

e−2γτ2|z(τ2)|2 6 e−2γτ1|z(τ1)|2. (3.28)

Ó (3.28) çàôiêñó¹ìî τ2 i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ïðè τ1 → −∞ . Âðàõîâóþ÷è

óìîâó (3.24), îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü e−2γτ2|z(τ2)|2 = 0 . Îñêiëüêè τ2 ∈ S ¹ äî-

âiëüíî âèáðàíèì ÷èñëîì, òî ìà¹ìî z(t) = 0 äëÿ ì.â. t ∈ S , çâiäêè âèïëèâà¹,
ùî y1(t) = y2(t) äëÿ ì.â. t ∈ S . Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü ¹äèíiñòü

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i P(Φ, u, f, γ) .

Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ â òðè åòàïè.

Åòàï 1 (íàáëèæåííÿ ðîçâ'ÿçêó). Ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ÿêi

ïåâíèì ÷èíîì àïðîêñèìóþòü ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i P(Φ, u, f, γ) .

Íåõàé f̂k(t) := f(t) äëÿ t ∈ Sk := [−k, 0] , äå k ∈ N . Äëÿ êîæíîãî

k ∈ N ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ ŷk ∈ H1(Sk;H) :=
{
z ∈

L2(Sk;H)
∣∣ z′ ∈ L2(Sk;H)

}
òàêî¨, ùî äëÿ ì.â. t ∈ Sk ìà¹ìî ŷk(t) ∈ D(∂ΦH)

i

ŷ ′k(t) + ∂ΦH

(
ŷk(t)

)
+ u(t)ŷk(t) 3 f̂k(t) â H, (3.29a)

ŷk(−k) = 0. (3.29b)

Âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü (3.29a) îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ ĝk ∈ L2(Sk;H) òàêà,

ùî äëÿ ì.â. t ∈ Sk ìà¹ìî ĝk(t) ∈ ∂ΦH(ûk(t)) i

ŷ ′k(t) + ĝk(t) + u(t)ŷk(t) = f̂k(t) â H. (3.30)

Çàóâàæèìî, ùî D(∂ΦH) ⊂ dom(ΦH) i, êðiì òîãî, ŷk(t) ∈ V äëÿ ì.â.

t ∈ Sk . Ç îçíà÷åííÿ ñóáäèôåðåíöiàëó ôóíêöiîíàëó i òîãî ôàêòó, ùî ĝk(t) ∈
∂Φ(ŷk(t)) äëÿ ì.â. t ∈ Sk , ìà¹ìî

Φ(0) ≥ Φ(ŷk(t)) + (ĝk(t), 0− ŷk(t)) äëÿ ì.â. t ∈ Sk.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå i óìîâó (A3) , îòðèìó¹ìî

(ĝk(t), ŷk(t)) ≥ Φ(ŷk(t)) ≥ K1‖ŷk(t)‖2 äëÿ ì.â. t ∈ Sk. (3.31)

Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòåé ç (3.31) íàëåæèòü äî L1(Sk) , òî ŷk

íàëåæèòü äî L2(Sk;V ) .
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Äëÿ êîæíîãî k ∈ N ïðîäîâæó¹ìî ôóíêöi¨ f̂k, ŷk i ĝk íóëåì íà âåñü iíòåð-

âàë S , i ïîçíà÷èìî öå ïðîäîâæåííÿ fk, yk i gk âiäïîâiäíî. Ç âèùå ñêàçàíîãî

âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ yk íàëåæèòü äî L2(S;V ) , ¨¨

ïîõiäíà y′k íàëåæèòü äî L2(S;H) i äëÿ ì.â. t ∈ S ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ

gk(t) ∈ ∂ΦH

(
yk(t)

)
i âèêîíó¹òüñÿ (äèâ. (3.30) ðiâíiñòü

y′k(t) + gk(t) + u(t)yk(t) = fk(t) â H. (3.32)

Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {yk}+∞
k=1 äî ðîçâ'ÿçêó çà-

äà÷i P(Φ, u, f, γ), íàì ïîòðiáíi ïåâíi îöiíêè ôóíêöié yk (k ∈ N) .

Åòàï 2 (îöiíêè àïðîêñèìóþ÷èõ ðîçâ'ÿçêiâ). Äîìíîæèâøè ðiâíiñòü (3.32)

íà e−2γtyk(t) (äëÿ ì.â. t ∈ S) òà ïðîiíòåãðóâàâøè âiä τ1 äî τ2 ( τ1, τ2 ∈ S
äîâiëüíi ÷èñëà, τ1 < τ2 ), îòðèìà¹ìî∫ τ2

τ1

e−2γt(y′k(t), yk(t)) dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), yk(t)) dt+

+

∫ τ2

τ1

e−2γtu(t)|yk(t)|2 dt =

∫ τ2

τ1

e−2γt(fk(t), yk(t)) dt.

Çâiäñè, áåðó÷è äî óâàãè (3.5) i âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó iíòåãðóâàííÿ ÷àñòè-

íàìè, îòðèìà¹ìî

e−2γt|yk(t)|2
∣∣∣τ2
τ1

+ 2γ

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+ 2

∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), yk(t)) dt+ (3.33)

+ 2

∫ τ2

τ1

e−2γtu(t)|yk(t)|2 dt = 2

∫ τ2

τ1

e−2γt(fk(t), yk(t)) dt.

Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöié yk , âðàõîâóþ÷è (3.31), îòðèìà¹ìî

(gk(t), yk(t)) ≥ Φ
(
yk(t)

)
≥ K1‖yk(t)‖2 äëÿ ì.â. t ∈ S. (3.34)

Òåïåð îöiíèìî òðåòié äîäàíîê ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.33). Ç (3.6) òà (3.34)

äëÿ äîâiëüíîãî δ ∈ (0, 1) îòðèìó¹ìî

2

∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), yk(t)) dt = 2(δ + (1− δ))
∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), yk(t)) dt >

> 2δK2

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+ (1− δ)K1

∫ τ2

τ1

e−2γt‖yk(t)‖2 dt+

+(1− δ)
∫ τ2

τ1

e−2γtΦ
(
yk(t)

)
dt. (3.35)
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Çàñòîñóâàâøè íåðiâíiñòü Êîøi äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.33), ìàòèìåìî:

2

∫ τ2

τ1

e−2γt(fk(t), yk(t)) dt 6 ε

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+ ε−1

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)|2 dt,

(3.36)

äå ε > 0 � äîâiëüíå.

Ç (3.33), áåðó÷è äî óâàãè íåðiâíiñòü (3.35), (3.36) i, âèêîðèñòàâøè ïîçíà÷å-

ííÿ m̃ := inf
t∈S

u(t) , ìàòèìåìî

e−2γt|yk(t)|2
∣∣∣τ2
τ1

+ [2(δK2 + m̃+ γ)− ε]
∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+

+(1− δ)K1

∫ τ2

τ1

e−2γt‖yk(t)‖2 dt+ (1− δ)
∫ τ2

τ1

e−2γtΦ
(
yk(t)

)
dt 6

6 ε−1

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)|2 dt, δ ∈ (0, 1), ε > 0. (3.37)

Îñêiëüêè K1 > 0 , K2 + m̃ + γ > 0, à δ ∈ (0, 1), ε > 0 ¹ äîâiëüíèìè, òî

ñïåðøó âèáåðåìî δ òàêå, ùî δK2 +m+ γ > 0 , à ïîòiì âèáåðåìî ε òàêå, ùî

2(δK2 +m+ γ)− ε > 0 . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî îöiíêó

e−2γt|yk(t)|2
∣∣∣τ2
τ1

+

∫ τ2

τ1

e−2γt‖yk(t)‖2 dt+

∫ τ2

τ1

e−2γtΦ
(
yk(t)

)
dt 6

6 C3

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)|2 dt, (3.38)

äåC3 � äîâiëüíà äîäàòíà êîíñòàíòà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K1, K2, m̃ i γ .

Âèáåðåìî τ2 = τ, äå τ ∈ S � äîâiëüíå, i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi ó (3.38) ïðè

τ1 → −∞ . Âðàõóâàâøè óìîâó (F) òà îçíà÷åííÿ ôóíêöié yk i fk , ìàòèìåìî

e−2γτ |yk(τ)|2 +

∫ τ

−∞
e−2γt‖yk(t)‖2 dt+

+

∫ τ

−∞
e−2γtΦ

(
yk(t)

)
dt 6 C3

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt, τ ∈ S. (3.39)

Â ñèëó äîâiëüíîñòi τ ∈ S ç íåðiâíîñòi (3.39) âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {e−γ·yk(·)}+∞
k=1 ¹ îáìåæåíîþ â L∞(S;H) òà â L2(S;V ), (3.40)

ïîñëiäîâíiñòü
{
e−2γ·Φ

(
yk(·)

)}+∞
k=1

¹ îáìåæåíîþ â L1(S). (3.41)

Òåïåð çíàéäåìî îöiíêè ôóíêöié y′k(t) k ∈ N . Äëÿ ìàéæå êîæíîãî t ∈ S
äîìíîæèìî ðiâíiñòü (3.32) íà e−2γty′k(t) òà ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü
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âiä τ1 äî τ2 ( τ1, τ2 ∈ S � äîâiëüíi ÷èñëà òàêi, ùî τ1 < τ2 ). Ó ðåçóëüòàòi

îòðèìà¹ìî∫ τ2

τ1

e−2γt|y′k(t)|2 dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), y
′
k(t)) dt =

=

∫ τ2

τ1

e−2γt(fk(t), y
′
k(t)) dt−

∫ τ2

τ1

e−2γtu(t)(yk(t), y
′
k(t)) dt. (3.42)

Ç (3.42), âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi � Áóíÿêîâñüêîãî i òå, ùî sup
t∈S

u(t) =:

M̃ <∞ , ìàòèìåìî∫ τ2

τ1

e−2γt|y′k(t)|2 dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), y
′
k(t)) dt 6

6 M̃

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)||y′k(t)| dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)||y′k(t)| dt. (3.43)

Îñêiëüêè gk ∈ L2(τ1, τ2;H) , òî ç òâåðäæåííÿ 3.5 âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ

ΦH

(
yk(·)

)
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà [τ1, τ2] i

d

dt
ΦH

(
yk(t)

)
= (gk(t), y

′
k(t)) äëÿ ì.â. t ∈ (τ1, τ2). (3.44)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.44), ìîæåìî îöiíèòè äðóãèé äîäàíîê ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíî-

ñòi (3.43) : ∫ τ2

τ1

e−2γt(gk(t), y
′
k(t)) dt =

∫ τ2

τ1

e−2γt d

dt
ΦH

(
yk(t)

)
dt =

= e−2γtΦH

(
yk(t)

)∣∣∣τ2
τ1

+ 2γ

∫ τ2

τ1

e−2γtΦH

(
yk(t)

)
dt. (3.45)

Çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (3.43) i âèêî-

ðèñòîâóþ÷è îöiíêó (3.39), ìàòèìåìî

M̃

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)||y′k(t)| dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)||y′k(t)| dt 6

6 M̃ 2

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+
1

4

∫ τ2

τ1

e−2γt|y′k(t)|2 dt+

+

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)|2 dt+
1

4

∫ τ2

τ1

e−2γt|y′k(t)|2 dt 6

6 M̃ 2

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+
1

2

∫ τ2

τ1

e−2γt|y′k(t)|2 dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)|2 dt. (3.46)
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Ç (3.43), âðàõóâàâøè (3.45) i (3.46), îòðèìó¹ìî

1

2

∫ τ2

τ1

e−2γt|y′k(t)|2 dt+ e−2γtΦH

(
yk(t)

)∣∣∣τ2
τ1
6

6 M̃ 2

∫ τ2

τ1

e−2γt|yk(t)|2 dt+ 2|γ|
∫ τ2

τ1

e−2γtΦH

(
yk(t)

)
dt+

∫ τ2

τ1

e−2γt|fk(t)|2 dt.

(3.47)

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíêöié yk òà fk , óìîâè (A3) , (3.1) i (3.39), ïåðå-

éäåìî äî ãðàíèöi ïðè τ1 → −∞ ó (3.47). Ó ðåçóëüòàòi, âçÿâøè τ2 = τ ∈ S ,
ìàòèìåìî

e−2γτΦH

(
yk(τ)

)
+

∫ τ

−∞
e−2γt|y′k(t)|2 dt 6 C4

∫ τ

−∞
e−2γt|fk(t)|2 dt, (3.48)

äå C4 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä K1, γ, λ òà m̃, M̃ .

Ç îçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó ΦH i ôóíêöié fk , âðàõîâóþ÷è óìîâó (A3) (íà-

ãàäà¹ìî, ùî yk(t) ∈ V äëÿ ì.â. t ∈ S ), îòðèìà¹ìî

e−2γτ‖yk(τ)‖2 +

∫ τ

−∞
e−2γt|y′k(t)|2 dt 6 C5

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt, (3.49)

äå C5 > 0 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä K1, γ, λ i m̃, M̃ .

Ç îöiíêè (3.49) i îçíà÷åííÿ ôóíêöié fk âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü
{
yk
}+∞
k=1

îáìåæåíà â L∞γ (S;V ), (3.50)

ïîñëiäîâíiñòü
{
y′k
}+∞
k=1

îáìåæåíà â L2
γ(S;H). (3.51)

Ç (3.32), íà ïiäñòàâi (3.39), (3.49), (F) i îçíà÷åííÿ ôóíêöié fk îòðèìó¹ìî,

ùî

ïîñëiäîâíiñòü {gk}+∞
k=1 îáìåæåíà â L

2
γ(S;H). (3.52)

Åòàï 3 (ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ). Îñêiëüêè ïðîñòîðè V i H ¹ ãiëüáåðòîâèìè

i V êîìïàêòíî âêëàäà¹òüñÿ â H, òî ç (3.40), (3.50)�(3.52) i òâåðäæåííÿ 3.4

âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ôóíêöiÿ y ∈ L∞γ (S;V )∩L2
γ(S;V )∩H1

γ(S;H) ⊂ C(S;H) ,

g ∈ L2
γ(S;H) i ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {yk, gk}+∞

k=1 (çà ÿêîþ çàëèøà¹ìî

ïîçíà÷åííÿ {yk, gk}+∞
k=1 ) òàêi, ùî

yk −→
k→∞

y ∗-ñëàáêî â L∞loc(S;V ), ñëàáêî â L2
γ(S;V ) òà ñëàáêî â H1

γ(S;H),

(3.53)

yk −→
k→∞

y â C(S;H), (3.54)

gk −→
k→∞

g ñëàáêî â L2
γ(S;H). (3.55)
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Çàóâàæèìî, ùî ç (3.53) i (3.55) âèïëèâà¹, ùî

yk −→
k→∞

y, y′k −→
k→∞

y′, gk −→
k→∞

g ñëàáêî â L2
loc

(S;H). (3.56)

Íåõàé v ∈ H,ϕ ∈ D(−∞, 0) � äîâiëüíi. Äëÿ ì.â. t ∈ S äîìíîæèìî ðiâ-

íiñòü (3.32) íà v i ϕ(t) òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî t íà S . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

ðiâíiñòü∫
S

(y′k(t), vϕ(t)) dt+

∫
S

(gk(t), vϕ(t)) dt+

∫
S

u(t)(yk(t), vϕ(t)) dt =

=

∫
S

(fk(t), vϕ(t)) dt, k ∈ N. (3.57)

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (3.57) ïðè k → +∞ , âðàõóâàâøè (3.56) i çáiæíiñòü

ïîñëiäîâíîñòi {fk} äî f â L2
loc(S;H) . Îñêiëüêè v ∈ H,ϕ ∈ D(−∞, 0) ¹

äîâiëüíèìè, òî äëÿ ì.â. t ∈ S îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü

y′(t) + g(t) + u(t)y(t) = f(t) â H.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøà¹òüñÿ òiëüêè ïîêàçàòè, ùî

y(t) ∈ D(∂Φ) i g(t) ∈ ∂Φ
(
y(t)

)
äëÿ ì.â. t ∈ S .

Íåõàé k ∈ N � äîâiëüíå ÷èñëî. Îñêiëüêè gk(t) ∈ ∂ΦH

(
yk(t)

)
äëÿ ìàéæå

êîæíîãî t ∈ S \ S̃k , äå S̃k ⊂ S � ìíîæèíà ìiðè íóëü, òî âèêîðèñòîâóþ÷è

ìîíîòîííiñòü ñóáäèôåðåíöiàëó ∂ΦH , îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî t ∈ S \ S̃k
âèêîíó¹òüñÿ ðiâíîñòi

(gk(t)− v∗, yk(t)− v) > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (3.58)

Íåõàé τ ∈ S , h > 0 � äîâiëüíi ÷èñëà. Ïðîiíòåãðó¹ìî íåðiâíiñòü (3.58) ïî t

âiä τ − h äî τ :∫ τ

τ−h
(gk(t)− v∗, yk(t)− v) dt > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (3.59)

Òåïåð, âðàõîâóþ÷è (3.54) i (3.55), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi (3.59) ïðè k → +∞.
Ó ðåçóëüòàòi äëÿ äîâiëüíèõ [v, v∗] ∈ ∂ΦH îòðèìó¹ìî

0 6
∫ τ

τ−h
(gk(τ)− v∗, yk(t)− v) dt −→

k→∞

∫ τ

τ−h
(g(t)− v∗, y(t)− v) dt ≥ 0. (3.60)
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Ç ìîíîãðàôi¨ [20, òåîðåìà 2, ñ. 192] i (3.60) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî

[v, v∗] ∈ ∂ΦH iñíó¹ ìíîæèíà R[v,v∗] ⊂ S ìiðè íóëü òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî

τ ∈ S \R[v,v∗] ìà¹ìî

0 6 lim
h→+0

1

h

∫ τ

τ−h

(
g(t)− v∗, y(t)− v

)
dt =

(
g(τ)− v∗, y(τ)− v

)
. (3.61)

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ìíîæèíà ìiðè íóëü R ⊂ S òàêà, ùî äëÿ êîæíîãî τ ∈
S \R âèêîíó¹òüñÿ(

g(τ)− v∗, y(τ)− v
)
≥ 0 ∀[v, v∗] ∈ ∂ΦH . (3.62)

Îñêiëüêè V òà H ¹ ñåïàðàáåëüíèìè ïðîñòîðàìè, òî iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà

F ⊂ ∂ΦH , ÿêà ¹ ùiëüíî â ∂ΦH . Ïîçíà÷èìî R := ∪
[v,v∗]∈F

R[v,v∗] . Îñêiëüêè ìíî-

æèíà F ¹ çëi÷åííîþ, à çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ìiðè íóëü ¹ ìíîæèíîþ

ìiðè íóëü, òî R � ìíîæèíà ìiðè íóëü. Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî τ ∈ S \ R
íåðiâíiñòü (3.62) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî [v, v∗] ∈ F . Íåõàé [v̂, v̂ ∗] � äîâiëü-

íèé åëåìåíò ç ∂ΦH . Òîäi iç ùiëüíîñòi F ó ∂ΦH âèïëèâà¹ ìà¹ìî iñíóâàííÿ

ïîñëiäîâíîñòi {[vl, v∗l ]}∞l=1 òàêî¨, ùî vl → v̂ â V , v∗l → v̂∗ â H i äëÿ êîæíîãî

τ ∈ S \R ìà¹ìî

(g(τ)− v∗l , y(τ)− vl) > 0 ∀ l ∈ N. (3.63)

Îòîæ, ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi â (3.63) ïðè l → ∞ , îòðèìà¹ìî (g(τ) −
v̂∗, y(τ)− v̂) > 0 . Òîìó äëÿ ì.â. τ ∈ S âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (3.62). Ç öüîãî,

âiäïîâiäíî äî ìàêñèìàëüíî¨ ìîíîòîííîñòi ∂ΦH , ìà¹ìî, ùî [y(t), g(t)] ∈ ∂ΦH

äëÿ ì.â. t ∈ S .
Îöiíêà (3.10) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i P(Φ, u∗, f, γ) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç

(3.39), (3.49), (3.53) i (3.54), i òâåðäæåííÿ 3.3. Ç (3.39), (3.54), (3.10), ç óðàõó-

âàííÿì (3.1), îòðèìó¹ìî

e−2γτ |yk(τ)|2 6 C1

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt.

Çâiäñè íà ïiäñòàâi óìîâè (F) ìà¹ìî âèêîíàííÿ óìîâè (3.8).

3.1.3 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà iñíóâàííÿ
¨¨ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé U � çàìêíåíèé ëiíiéíèé ïiäïðîñòið L∞(S) , íàïðèêëàä, U :=

L∞(S) ÷è U := {u ∈ L∞(S) | u(t) = 0 äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S \ [t∗, 0]} , äå



119

t∗ < 0 � äîâiëüíå ôiêñîâàíå. Ââàæà¹ìî U ïðîñòîðîì êåðóâàíü, à U∂ :={
u ∈ U

∣∣∣m 6 u(t) 6 M äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S
}
, äå m,M ∈ R � çàäàíi

ñòàëi, ìíîæèíîþ äîïóñòèìèõ êåðóâàíü.

Ââàæà¹ìî, ùî ñòàí äîñëiäæóâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè y(u) = y(·;u) äëÿ

çàäàíîãî êåðóâàííÿ u ∈ U∂ îïèñó¹ ðîç'ÿçîê çàäà÷i P(Φ, u, f, γ) , êîëè âèêî-

íó¹òüñÿ óìîâà

(P) Φ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A1) � (A4) , f ∈ L2
γ(S;H) i

K2 +m+ γ > 0. (3.64)

Ç òåîðåìè 3.1 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ i ¹äèíà ôóíêöiÿ y(u) = y(t;u), t ∈ S , ÿêà
¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i P(Φ, u, f, γ) i íàëåæèòü ïðîñòîðó L∞γ (S;V )∩L2

γ(S;V )∩
H1
γ(S;H).

Íåõàé G : C(S;H)→ R � ôóíêöiîíàë, ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó :

(G) G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â C(S;H) i, êðiì òîãî, inf
z∈C(S;H)

G(z)>−∞ .

Ââàæà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ âàðòîñòi J : U → R ìà¹ âèãëÿä

J(u) := G(y(u)) + µ‖u‖U , u ∈ U, (3.65)

äå µ > 0 � ñòàëà, ïðè÷îìó µ > 0, ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà ìíîæèíà.

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u∗ ∈
U∂ òàêå, ùî

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u). (3.66)

Êîðîòêî íàçèâàòèìåìî öþ çàäà÷ó çàäà÷åþ (3.66), à ¨¨ ðîçâ'ÿçêè � îïòèìàëü-

íèìè êåðóâàííÿìè.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (P) i (G) . Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿç-

êiâ çàäà÷i (3.66) ¹ íåïîðîæíüîþ i ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {uk} � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü äëÿ ôóíêöiîíàëó J â

U∂ : J(uk) −→
k→∞

inf
u∈U∂

J(u) . Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïðîñòîðó U∂ , îòðèìó¹ìî, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {uk}∞k=1 îáìåæåíà â L
∞(S). (3.67)
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Íåõàé äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ yk := y(uk) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

P(Φ, uk, f, γ) , òîáòî, ôóíêöiÿ yk çàäîâîëüíÿ¹ òàêi âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü i óìî-

âó íà íåñêií÷åííîñòi:

y′k(t) + ∂Φ
(
yk(t)

)
+ uk(t)yk(t) 3 f(t), t ∈ S. (3.68)

lim
t→−∞

e−γt|yk(t)| = 0. (3.69)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 3.1 i òåîðåìîþ 3.1, âðàõóâàâøè óìîâó (F) , äëÿ êîæíîãî

k ∈ N ìàòèìåìî âêëþ÷åííþ yk ∈ L∞γ (S;V )∩L2
γ(S;V )∩H1

γ(S;H) ⊂ C(S;H),

yk(t) ∈ D(∂Φ) äëÿ ì.â. t ∈ S , à òàêîæ iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ gk ∈ L2
γ(S;H)

òàêî¨, ùî äëÿ ì.â. t ∈ S , çíà÷åííÿ gk(t) íàëåæèòü äî ∂Φ(yk(t)) i âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü

y′k(t) + gk(t) + uk(t)yk(t) = f(t) â H (3.70)

òà óìîâà (3.69). Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N i τ ∈ S ìà¹ìî îöiíêó

e−2γτ‖yk(τ)‖2 +

τ∫
−∞

e−2γt‖yk(t)‖2 dt+

+

τ∫
−∞

e−2γt|y′k(t)|2 dt 6 C1

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt, (3.71)

äå C1 > 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä K1, K2, γ, λ òà m,M .

Ç îöiíêè (3.71) âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {e−γ·yk(·)}∞k=1 îáìåæåíà â L
∞(S;V ), (3.72)

ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 îáìåæåíà â L
2
γ(S;V ), (3.73)

ïîñëiäîâíiñòü {y′k}∞k=1 îáìåæåíà â L
2
γ(S;H). (3.74)

Ç (3.70), âðàõîâóþ÷è (3.67), (3.73), (3.74) i (F) îòðèìó¹ìî, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {gk}∞k=1 îáìåæåíà â L
2
γ(S;H). (3.75)

Îñêiëüêè V i H ¹ ðåôëåêñèâíèìè ïðîñòîðàìè òà V íåïåðåðâíî, ùiëüíî i

êîìïàêòíî âêëàäà¹òüñÿ â H, òî ç (3.67), (3.72)�(3.75), âðàõîâóþ÷è òâåðäæå-

ííÿ 2.1, âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {uk, yk, gk}∞k=1
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(çà ÿêîþ çàëèøèìî ïîçíà÷åííÿ {uk, yk, gk}∞k=1 ) òà ôóíêöi¨ u∗ ∈ U∂ , y ∈
L∞γ (S;V ) ∩ L2

γ(S;V ) ∩H1
γ(S;H) ⊂ C(S;H) i g ∈ L2

γ(S;H) òàêi, ùî

uk −→
k→∞

u∗ ∗-ñëàáêî â L∞(S), (3.76)

yk −→
k→∞

y ∗-ñëàáêî â L∞loc(S;V ) òà ñëàáêî â L2
γ(S;V ) i H1

γ(S;H), (3.77)

yk −→
k→∞

y â C(S;H), (3.78)

gk −→
k→∞

g ñëàáêî â L2
γ(S;H). (3.79)

Ïîäiáíî, ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 3.1, äëÿ ì.â. t ∈ S äîìíîæèìî ðiâíiñòü (3.70)

íà v i ϕ(t) òà ïðîiíòåãðó¹ìî ïî S , äå v ∈ H,ϕ ∈ D(−∞, 0) � äîâiëüíi. Ó

ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü∫
S

(y′k(t), vϕ(t)) dt+

∫
S

(gk(t), vϕ(t)) dt+

∫
S

uk(t)(yk(t), vϕ(t)) dt =

=

∫
S

(f(t), vϕ(t)) dt, k ∈ N. (3.80)

Ïîêàæåìî, ùî ç (3.76) òà (3.78) âèïëèâà¹∫
S

uk(t)(yk(t), vϕ(t)) dt −→
k→∞

∫
S

u∗(t)(y(t), vϕ(t)) dt ∀v ∈ H, ∀ϕ ∈ D(−∞, 0).

(3.81)

Ñïðàâäi, íåõàé t1, t2 ∈ S òàêi, ùî suppϕ ⊂ [t1, t2] . Òîäi ìà¹ìî, ùî∫
S

uk(t)(yk(t), vϕ(t)) dt =

t2∫
t1

uk(t)(yk(t)− y(t) + y(t), vϕ(t)) dt =

=

t2∫
t1

uk(t)(y(t), vϕ(t)) dt+

t2∫
t1

uk(t)(yk(t)− y(t), vϕ(t)) dt. (3.82)

Ç (3.67), (3.78) òà íåðiâíîñòi Êîøi-Áóíÿêîâñüêîãî âèïëèâà¹, ùî

∣∣∣ t2∫
t1

uk(t)(yk(t)− y(t), vϕ(t)) dt
∣∣∣ ≤

≤M
( t2∫
t1

|ϕ(t)v|2 dt
)1/2( t2∫

t1

|yk(t)− y(t)|2 dt
)1/2

−→
k→∞

0. (3.83)
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Îñêiëüêè (y(·), v)ϕ(·) ∈ L1(S), òî ç (3.76) âèïëèâà¹

t2∫
t1

uk(t)(y(t), vϕ(t)) dt −→
k→∞

t2∫
t1

u∗(t)(y(t), vϕ(t)) dt. (3.84)

Ç (3.82), âðàõîâóþ÷è (3.83) òà(3.84), ìè îòðèìó¹ìî (3.81).

Ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (3.80) ïðè k → +∞, âðàõóâàâøè (3.77), (3.79) òà
(3.81). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

y′(t) + g(t) + u∗(t)y(t) = f(t) â H äëÿ ì.â. t ∈ S.

Ïîäiáíî, ÿê â äîâåäåííi òåîðåìè 3.1, ìè ïîêàçó¹ìî, ùî ôóíêöi¨ y(t) ∈
D(∂Φ) i g(t) ∈ ∂Φ

(
y(t)

)
äëÿ ì.â. t ∈ S . Ç (3.1), (3.71) i (3.78) îòðèìó¹ìî, ùî

e−2γτ |y(τ)|2 6 C1λ
−1

∫ τ

−∞
e−2γt|f(t)|2 dt τ ∈ S.

Çâiäñè âèïëèâà¹ âèêîíàííÿ óìîâè (3.8). Îòæå, ôóíêöiÿ y ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

P(Φ, u∗, f, γ) .

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè, ùî u∗ ¹ ìiíiìóçóþ÷èì åëåìåíòîì ôóíêöiîíàëó J .

Ñïðàâäi, îñêiëüêè ôóíêöiîíàë G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â C(S;H) , òî ç

(3.78) âèïëèâà¹, ùî

lim
k→∞

G(yk) ≥ G(y). (3.85)

Òàêîæ ç (3.76) òà òâåðäæåííÿ 3.3 ìà¹ìî, ùî

lim
k→∞
‖uk‖U ≥ ‖u∗‖U . (3.86)

Ç(3.65), (3.85), (3.86) îòðèìó¹ìî inf
u∈U∂

J(u) = lim
k→∞

J(uk) ≥ lim
k→∞

G(yk)+

µ lim
k→∞
‖uk‖U ≥ J(u∗), òîáòî, u∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.66).

Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.66) ¹ ∗ -ñëàáêî çàìêíåíîþ.

Ñïðàâäi, íåõàé {u∗k} � ïîñëiäîâíiñòü îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü òàêà, ùî u∗k → u∗

∗ -ñëàáêî â L∞(Q) . Àíàëîãi÷íî, ÿê áóëî çðîáëåíî âèùå ìîæíà äîâåñòè, ùî

lim
k→∞

J(u∗k) ≥ J(u∗) . Àëå J(u∗k) = inf
u∈U∂

J(u) ∀k ∈ N . Îòæå, u∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (3.66).
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3.2 Ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿ-

ìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ

3.2.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi ôàêòè

Íåõàé V � ñåïàðàáåëüíèé ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðîñòið íàä ïîëåì äié-

ñíèõ ÷èñåë ç íîðìîþ ‖ · ‖ , à H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë

çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·) òà íîðìîþ | · | . Ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðîñòið V íå-

ïåðåðâíî, ùiëüíî i êîìïàêòíî âêëàäà¹òüñÿ â H , òîáòî, V ¹ ïiäìíîæèíîþ

H , çàìèêàííÿ V â H çáiãà¹òüñÿ ç H , iñíó¹ ñòàëà λ > 0 òàêà, ùî

λ|v|2 ≤ ‖v‖2 ∀v ∈ V, (3.87)

òà äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi {wk}∞k=1 , ÿêà îáìåæåíà â V , iñíó¹ åëåìåíò w ∈
V òà ïiäïîñëiäîâíiñòü {wkj}∞j=1 ïîñëiäîâíîñòi {wk}∞k=1 òàêi, ùî wkj −→

j→∞
w

ñèëüíî â H .

Íåõàé V ′ i H ′ ñïðÿæåíi, âiäïîâiäíî, äî V òà H ïðîñòîðè i ââàæàòèìåìî

(ïðîâiâøè âiäïîâiäíå îòîòîæíåííÿ ôóíêöiîíàëiâ), ùî ïðîñòið H ′ ¹ ïiäïðî-

ñòîðîì ïðîñòîðó V ′ . Îòîòîæíèâøè (íà ïiäñòàâi òåîðåìè Ðiñà) ïðîñòîðè H

òà H ′ , îòðèìà¹ìî íåïåðåðâíi òà ùiëüíi âêëàäåííÿ

V ⊂ H ⊂ V ′ . (3.88)

Çàóâàæèìî, ùî â äàíîìó âèïàäêó 〈g, v〉V = (g, v) äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ V, g ∈
H, äå 〈·, ·〉V îçíà÷à¹ äiþ åëåìåíòà ç V ′ íà åëåìåíò ç V (êàíîíi÷íèé äîáóòîê

íà V × V ′ ). Òîìó äàëi âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (·, ·) çàìiñòü 〈·, ·〉V . Òàêîæ
âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ ‖ · ‖∗ äëÿ íîðìè â V ′ . Çàóâàæèìî, ùî

λ‖h‖2
∗ ≤ |h|2 ∀h ∈ H, (3.89)

äå λ � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (3.87). Ñïðàâäi, íà ïiäñòàâi (3.87) ìà¹ìî

‖h‖∗ = sup
v∈V,‖v‖=1

|(h, v)| ≤ sup
v∈V,‖v‖=1

|h||v| ≤ λ−1/2|h|.

Ââåäåìî ïîòðiáíi íàì äàëi ïðîñòîðè ôóíêöié i ðîçïîäiëiâ, âèçíà÷åíèõ

íà ÷ècëîâîìó ïðîìiæêó çi çíà÷åííÿìè â áàíàõîâîìó ïðîñòîði. Íåõàé S :=

(−∞, 0] . Ïiä X ðîçóìiòèìåìî äîâiëüíèé áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ ‖ · ‖X .
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×åðåç C(S;X) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið âèçíà÷åíèõ i íåïåðåðâíèõ íà S çi çíà-

÷åííÿìè â X ôóíêöié. Ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü {zm}∞m=1 çáiãà¹òüñÿ äî z

â C(S;X) , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ïîñëiäîâíiñòü çâóæåíü

÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {zm}∞m=1 íà âiäðiçîê [t1, t2] çáiãà¹òüñÿ äî çâóæåííÿ z

íà öåé âiäðiçîê â C([t1, t2];X) .

Íåõàé q ∈ [1,∞] , q′ � ñïðÿæåíå äî q , òîáòî, 1/q+1/q′ = 1 . Ïiä Lq
loc

(S;X)

ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèçíà÷åíèõ i âèìiðíèõ íà S çi çíà÷åííÿìè â

X ôóíêöié òàêèõ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ¨õ çâóæåííÿ íà

âiäðiçîê [t1, t2] íàëåæàòü ïðîñòîðó Lq(t1, t2;X). Ñêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíiñòü

{zm}∞m=1 îáìåæåíà (âiäïîâiäíî, çáiãà¹òüñÿ äî z ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî ÷è

∗ -ñëàáêî)) â Lq
loc

(S;X) , ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ïîñëiäîâíiñòü

çâóæåíü ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi {zm}∞m=1 íà âiäðiçîê [t1, t2] îáìåæåíà (âiäïî-

âiäíî, çáiãà¹òüñÿ äî çâóæåííÿ z íà öåé âiäðiçîê ñèëüíî (âiäïîâiäíî, ñëàáêî

÷è ∗ -ñëàáêî)) â Lq(t1, t2;X).

Ïiä D′(−∞, 0;V ′w) ðîçóìiòèìåìî ïðîñòið âèçíà÷åíèõ íà D(−∞, 0) çi çíà-

÷åííÿìè â V ′ ðîçïîäiëiâ, òîáòî ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöiîíàëiâ

íà D(−∞, 0) çi çíà÷åííÿìè â V ′w (òóò i äàëi D(−∞, 0) � ïðîñòið íåñêií÷åí-

íî äèôåðåíöiéîâíèõ i ôiíiòíèõ íà (−∞, 0) ôóíêöié, V ′w � ëiíiéíèé ïðîñòið

V ′ ç ñëàáêîþ òîïîëîãi¹þ). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ (âðàõîâóþ÷è (3.88)), ùî ïðî-

ñòîðè Lq
loc

(S;V ) , L2
loc(S;H) , Lq

′

loc
(S;V ′) ìîæíà îòîòîæíèòè ç âiäïîâiäíèìè

ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó ðîçïîäiëiâ D′(−∞, 0;V ′w) . Öå, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ ãî-

âîðèòè ïðî ïîõiäíi z′ ôóíêöié z ç Lq
loc

(S;V ) i L2
loc(S;H) â ñåíñi ðîçïîäiëiâ

D′(−∞, 0;V ′w) i ïðî íàëåæíiñòü òàêèõ ïîõiäíèõ äî L2
loc(S;H) ÷è Lq

′

loc
(S;V ′) .

×åðåç H1
loc(S;H) ïîçíà÷àòèìåìî ïðîñòið ôóíêöié z ∈ L2

loc(S;H) òàêèõ,

ùî z′ ∈ L2
loc(S;H) . Ââåäåìî ùå ïðîñòið

Wp(S) := {z ∈ Lploc(S;V )
∣∣ z′ ∈ Lp′loc(S;V ′)}. (3.90)

Ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [15, ñ. 177-179]) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî

Wp(S) ⊂ C(S;H) i äëÿ äîâiëüíîé ôóíêöi¨ z ∈ Wp(S) ôóíêöiÿ t → |z(t)|2

¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà áóäü-ÿêîìó âiäðiçêó ïðîìåíÿ S òà âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü
d

dt
|z(t)|2 = 2(z′(t), z(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S. (3.91)

Â öié ðîáîòi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi âiäîìi ôàêòè.
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Òâåðäæåííÿ 3.8 (íåðiâíiñòü Ãåëüäåðà [15, ñò. 158]). Íåõàé q ∈ [1,∞] , 1/q+

1/q′ = 1 , t1 , t2 ∈ R , (t1 < t2) , X � áàíàõiâ ïðîñòið, X ′ � ñïðÿæåíèé äî

X , 〈·, ·〉X � äiÿ åëåìåíòà ç X ′ íà åëåìåíò ç X . Òîäi, ÿêùî v ∈ Lq(t1, t2;X)

i w ∈ Lq′(t1, t2;X ′) , òî 〈w(·), v(·)〉X ∈ L1
(
t1, t2

)
i∫ t2

t1

〈w(t), v(t)〉X dt 6 ‖w‖Lq′(t1,t2;X ′)‖v‖Lq(t1,t2;X).

Òâåðäæåííÿ 3.9 ([43, ëåìà 1.1]). Íåõàé íåâiä'¹ìíà i àáñîëþòíî íåïåðåðâíà

íà êîæíîìó âiäðiçêó ç S ôóíêöiÿ w çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíó íåðiâíiñòü

w′(t) + β(t)χ
(
w(t)

)
6 0 äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S,

äå β ∈ L1
loc(S) , β(t) > 0 äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S ,

∫
S β(t) dt = +∞ , χ ∈

C
(
[0,+∞)

)
, χ(0) = 0 , χ(s) > 0 ïðè s > 0 i

∫ +∞
1

ds
χ(s) < +∞ . Òîäi w ≡ 0

íà S .

Òâåðäæåííÿ 3.10 ([20, ñ. 173,179]). Íåõàé Y � áàíàõiâ ïðîñòið ç íîðìîþ

‖ · ‖Y , à {vk}∞k=1 � ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ïðîñòîðó Y , ÿêà ñëàáêî àáî

∗ -ñëàáêî çáiæíà äî v â Y . Òîäi lim
k→∞
‖vk‖Y > ‖v‖Y .

Òâåðäæåííÿ 3.11. ßêùî ïîñëiäîâíiñòü {zm}∞m=1 ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòî-

ði Lqloc(S;V ), äå q > 1, à ïîñëiäîâíiñòü {z′m} ¹ îáìåæåíîþ ó ïðîñòîði

L2
loc(S;H) , òî iñíóþòü ôóíêöiÿ z ∈ Lploc(S;V ) , z′ ∈ L2

loc(S;H) i ïiäïîñëi-

äîâíiñòü {zmj
}∞j=1 ïîñëiäîâíîñòi {zm}∞m=1 òàêi, ùî zmj

−→
j→∞

z â C(S;H) i

ñëàáêî â Lqloc(S;V ) , à z′mj
−→
j→∞

z′ ñëàáêî â L2
loc(S;H) .

Äîâåäåííÿ. Ç òâåðäæåííÿ 2.1 ïðè r = 2 , W = V , L = B = H âèïëè-

âà¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) ç ïîñëiäîâíîñòi çâóæåíü ÷ëåíiâ

ïîñëiäîâíîñòi {zm}inf .ty
m=1 íà âiäðiçîê [t1, t2] ìîæíà âèáðàòè ïiäïîñëiäîâíiñòü,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ â C([t1, t2];H) i ñëàáêî â Lq(t1, t2;V ) , à ïîñëiäîâíiñòü ïîõi-

äíèõ ÷ëåíiâ öi¹¨ ïiäïîñëiäîâíîñòi ñëàáêî çáiãà¹òüñÿ â L2(t1, t2;H) . Äëÿ êî-

æíîãî k ∈ N âèáåðåìî ïiäïîñëiäîâíiñòü {zm(k,j)}∞j=1 äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi,

ÿêà çáiãà¹òüñÿ â C([−k, 0];H) i ñëàáêî â Lp(−k, 0;V ) äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨

ẑk ∈ C([−k, 0];H) ∩ Lq(−k, 0;V ), à ïîñëiäîâíiñòü {z′m(k,j)}∞j=1 ñëàáêî çáiãà¹-

òüñÿ äî ¨¨ ïîõiäíî¨ ẑ ′k â L2(−k, 0;H). Ïðè öüîìó âèáîði ñòåæèìî çà òèì, ùî-

áè ïîñëiäîâíiñòü {zmk+1,j
}∞j=1 áóëà ïiäïîñëiäîâíiñòþ ïîñëiäîâíîñòi {zmk,j

}∞j=1 .



126

Òåïåð çãiäíî ç äiàãîíàëüíèì ïðîöåñîì âèáèðà¹ìî ïîòðiáíó íàì ïiäïîñëiäîâ-

íiñòü ó âèãëÿäi {zmj,j
}∞j=1, à ôóíêöiþ z âèçíà÷èìî çà ïðàâèëîì: äëÿ êîæíîãî

k ∈ N ïðèéìà¹ìî z(t) := ẑk(t) äëÿ t ∈ (−k,−k + 1].

3.2.2 Êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ íåëiíiéíèõ ïà-
ðàáîëi÷íèõ âêëþ÷åíü

Íåõàé Φ : V → (−∞,+∞] � âëàñíèé ôóíêöiîíàë, òîáòî, dom(Φ) :=

:= {v ∈ V : Φ(v) < +∞} 6= ∅ , ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

(A1) Φ
(
αv + (1− α)w

)
6 αΦ(v) + (1− α)Φ(w) ∀ v, w ∈ V, ∀α ∈ [0, 1],

òîáòî, Φ ¹ îïóêëèì,

(A2) vk −→
k→∞

v â V =⇒ lim
k→∞

Φ(vk) ≥ Φ(v),

òîáòî, Φ ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó.

Íàãàäà¹ìî, ùî ñóáäèôåðåíöiàëîì ôóíêöiîíàëó Φ íàçèâàþòü âiäîáðàæåí-

íÿ ∂Φ : V → 2V
′
, âèçíà÷åíå çà ïðàâèëîì

∂Φ(v) := {v∗ ∈ V ′ | Φ(w) > Φ(v) + (v∗, w − v) ∀ w ∈ V }, v ∈ V,

à îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ñóáäèôåðåíöiàëó ∂Φ � ìíîæèíó D(∂Φ) := {v ∈
V | ∂Φ(v) 6= ∅} . Ìè îòîòîæíþâàòèìåìî ñóáäèôåðåíöiàë ∂Φ ç éîãî ãðàôi-

êîì, ââàæàþ÷è, ùî [v, v∗] ∈ ∂Φ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè v∗ ∈ ∂Φ(v) , òîáòî,

∂Φ = {[v, v∗] | v ∈ D(∂Φ), v∗ ∈ ∂Φ(v))} . Ð. Ðîêàôåëëàð [94, òåîðåìà A] äîâiâ,
ùî ñóáäèôåðåíöiàë ∂Φ ¹ ìàêñèìàëüíèì ìîíîòîííèì îïåðàòîðîì, òîáòî,

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > 0 ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ

i äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà [v1, v
∗
1] ∈ V × V ′ ïðàâèëüíà iìïëiêàöiÿ

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > 0 ∀ [v2, v
∗
2] ∈ ∂Φ =⇒ [v1, v

∗
1] ∈ ∂Φ.

Äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ ùå òàêi óìîâè:

(A3) iñíóþòü ñòàëi p > 2, K1 > 0 òàêi, ùî

Φ(v) > K1‖v‖p ∀ v ∈ dom(Φ);

êðiì òîãî, Φ(0) = 0;
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(A4) iñíóþòü ñòàëi q ∈ (2, p] , K2 > 0 òàêi, ùî

(v∗1 − v∗2, v1 − v2) > K2|v1 − v2|q ∀ [v1, v
∗
1], [v2, v

∗
2] ∈ ∂Φ.

Ðîçãëÿíåìî åâîëþöiéíó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
3 f(t), t ∈ S, (3.92)

äå f : S → V ′ � çàäàíà ôóíêöiÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A3) i f ∈ Lp
′

loc(S;V ′) .

Ôóíêöiþ y íàçèâàòèìåìî ðîçâ'ÿçêîì âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.92), ÿêùî

âîíà çàäîâîëüíÿ¹ òàêi óìîâè:

1) y ∈ Wp,loc(S;V ) ;

2) y(t) ∈ D(∂Φ) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S ;

3) iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ Lp
′

loc(S;V ′) òàêà, ùî äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S ìà¹ìî

g(t) ∈ ∂Φ
(
y(t)

)
i

y′(t) + g(t) = f(t) â V ′.

Çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.92) ïðè çàäà-

íèõ Φ i f íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ eâîëþöiéíî¨ âà-

ðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi (3.92) àáî, êîðîòêî, çàäà÷åþ P(Φ, f) , à ôóíêöiþ y � ¨¨

ðîçâ'ÿçêîì.

Çàóâàæåííÿ. Çàäà÷ó P(Φ, f) ìîæíà çàìiíèòè íà òàêó. Íåõàé K � îïóêëà

i çàìêíåíà ìíîæèíà â V , A : V → V ′ � ìîíîòîííèé, îáìåæåíèé i ñåìiíå-

ïåðåðâíèé îïåðàòîð òàêèé, ùî (A(v), v) ≥ K̃1‖v‖p ∀v ∈ V , äå K̃1 = const

> 0 . Çàäà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨ y ∈ Wp,loc(S;V ) òàêî¨, ùî äëÿ

ìàéæå âñiõ t ∈ S ìà¹ìî y(t) ∈ K i

(y′(t) + A(y(t)), v − y(t)) ≥ (f(t), v − y(t)) ∀ v ∈ K.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A4) i f ∈ L2
loc(S;H) . Òîäi

çàäà÷à P(Φ, f) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i âií íàëåæèòü ïðîñòîðó L∞
loc

(S;V )∩
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H1
loc(S;H) òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè:

max
t∈[t1,t2]

|y(t)|2 +

∫ t2

t1

‖y(t)‖p dt 6 C1 δ
− 2
p−2 + C2

∫ t2

t1−δ
|f(t)|p′ dt, (3.93)

ess sup
t∈[t1,t2]

‖y(t))‖p +

∫ t2

t1

|y′(t)|2 dt 6 C3 δ
− p
p−2 + 2

∫ t2

t1−δ
|f(t)|2 dt+ (3.94)

+ C4 δ
−1

∫ t1

t1−2δ

|f(t)|p′ dt ∀t1, t2 ∈ S (t1 < t2), ∀δ > 0,

äå Ci (i = 1, 4) � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä K1 , p i λ .

Äîâåäåííÿ. �äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à P(Φ, f) ìà¹ áiëüøå

îäíîãî ðîçâ'ÿçêó i íåõàé y1 , y2 � äâà (ðiçíi) ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i P(Φ, f) . Òîäi

äëÿ êîæíîãî i ∈ {1, 2} iñíóþòü ôóíêöi¨ gi ∈ Lp
′

loc(S;V ′) òàêi, ùî äëÿ ìàéæå

âñiõ t ∈ S ìà¹ìî gi(t) ∈ ∂Φ
(
yi(t)

)
i

y′i(t) + gi(t) = f(t) â V ′, i = 1, 2. (3.95)

Ïîêëàäåìî z := y1 − y2 . Ç ðiâíîñòåé (3.95) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S îòðèìà¹ìî

z′(t) + g1(t)− g2(t) = 0 â V ′. (3.96)

Ïîìíîæèâøè ðiâíiñòü (3.96) äëÿ ìàéæå êîæíîãî t ∈ S ñêàëÿðíî íà z(t) ,

äiñòàíåìî

(z′(t), z(t)) + (g1(t)− g2(t), y1(t)− y2(t)) = 0. (3.97)

Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi (3.91), óìîâè (A4) òà òîãî, ùî gi(t) ∈ ∂Φ(yi(t)) ( i = 1, 2 )

äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S , îòðèìà¹ìî òàêó äèôåðåíöiàëüíó íåðiâíiñòü

1

2

d|z(t)|2

dt
+K2

(
|z(t)|2

)q/2
6 0 äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S. (3.98)

Ç (3.98), âðàõóâàâøè, ùî q/2 > 1 , òà âèêîðèñòàâøè òâåðäæåííÿ 3.9, îòðè-

ìà¹ìî ðiâíiñòü z ≡ 0 íà S , òîáòî, y1 = y2 ìàéæå âñþäè íà S . Îòðèìàíå

ïðîòèði÷÷ÿ çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i P(Φ, f) .

Iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó. Äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i P(Φ, f) ïðîâå-

äåìî ó òðè êðîêè.

Êðîê 1 (àïðîêñèìàöiÿ ðîçâ'ÿçêó). Ñïî÷àòêó âèçíà÷èìî ôóíêöiîíàë

ΦH : H → R∞ çà ïðàâèëîì: ΦH(v) := Φ(v) , ÿêùî v ∈ V , i ΦH(v) := +∞



129

â iíøîìó âèïàäêó. Âiäçíà÷èìî, ùî ç óìîâ (A1) , (A2) , ëåìè IV.5.2 òà òâåð-

äæåííÿ IV.5.2 ìîíîãðàôi¨ [96] âèïëèâà¹, ùî ΦH ¹ âëàñíèì, îïóêëèì i íàïiâ-

íåïåðåðâíèì çíèçó ôóíêöiîíàëîì íà ïðîñòîði H , dom(ΦH) = dom(Φ) ⊂ V

i ∂ΦH = ∂Φ ∩ (V × H) , äå ∂ΦH : H → 2H � ñóáäèôåðåíöiàë ôóíêöiîíàëà

ΦH . Êðiì òîãî, ç óìîâè (A3) âèïëèâà¹, ùî 0 ∈ ∂ΦH(0) .

Òåïåð ïîáóäó¹ìî ïîñëiäîâíiñòü ôóíêöié, ùî â ïåâíîìó ñåíñi àïðîêñèìóþòü

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i P(Φ, f) .

Íåõàé f̂k(t) := f(t) äëÿ t ∈ Sk := [−k, 0] , äå k ∈ N . Äëÿ êîæíîãî k ∈ N
ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ ŷk ∈ H1(Sk;H) òàêî¨, ùî äëÿ ìàéæå

âñiõ t ∈ Sk ìà¹ìî ŷk(t) ∈ D(∂ΦH) òà

ŷ ′k(t) + ∂ΦH

(
ŷk(t)

)
3 f̂k(t) â H, (3.99a)

ŷk(−k) = 0. (3.99b)

Âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü (3.99a) îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ ĝk ∈ L2(Sk;H) òàêà,

ùî äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ Sk ìà¹ìî ĝk(t) ∈ ∂ΦH(ûk(t)) i

ŷ ′k(t) + ĝk(t) = f̂k(t) â H. (3.100)

Äàëi âèêîðèñòà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.12 ([60, òâåðäæåííÿ 3.12], [96, òâåðäæåííÿ IV.5.2]). Íå-

õàé T > 0 , f̃ ∈ L2(0, T ;H) i z0 ∈ dom(Φ) . Òîäi iñíó¹ ¹äèíà ôóíêöiÿ

z ∈ H1(0, T ;H) òàêà, ùî z(0) = z0 i äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (0, T ) ïðàâèëüíè-

ìè ¹ âêëþ÷åííÿ z(t) ∈ D(∂Φ) òà

z′(t) + ∂Φ
(
z(t)

)
3 f̃(t) â H.

Ç òâåðäæåííÿ 3.12 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (3.99).

Âiäçíà÷èìî, ùî D(∂ΦH) ⊂ dom(ΦH) , à òîìó ŷk(t) ∈ V äëÿ ìàéæå âñiõ

t ∈ Sk . Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì ñóáäèôåðåíöiàëó ôóíêöiîíàëó i òîãî, ùî ĝk(t) ∈
∂Φ(ŷ(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ Sk , ìà¹ìî

Φ(0) ≥ Φ(ŷk(t)) + (ĝk(t), 0− ŷk(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ Sk.

Çâiäñè òà ç óìîâ (A3) ìà¹ìî

(ĝk(t), ŷk(t)) ≥ Φ(ŷk(t)) ≥ K1‖ŷk(t)‖p äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ Sk. (3.101)
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Îñêiëüêè ëiâà ÷àñòèíà öi¹¨ íèçêè íåðiâíîñòåé íàëåæèòü äî L1(Sk) , òî ŷk

íàëåæèòü äî Lp(Sk;V ) .

Ïðîäîâæèìî äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöi¨ f̂k, ŷk i ĝk íà âåñü ïðîìiæîê S ,

ïîêëàâøè ¨õ ðiâíèìè 0 íà (−∞,−k] , i ïîçíà÷èìî öi ïðîäîâæåííÿ, âiäïîâiä-

íî, ÷åðåç fk, yk òà gk . Çi ñêàçàíîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî k ∈ N
ôóíêöiÿ yk íàëåæèòü äî Lp(S;V ) , ¨ ¨ ïîõiäíà y′k íàëåæèòü äî L

2(S;H) i äëÿ

ìàéæå âñiõ t ∈ S ïðàâèëüíèìè ¹ âêëþ÷åííÿ gk(t) ∈ ∂ΦH

(
yk(t)

)
i ðiâíiñòü

(äèâ. (3.100))

y′k + gk(t) = fk(t) â H. (3.102)

Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {yk}+∞
k=1 äî ðîçâ'ÿçêó çà-

äà÷i P(Φ; f) íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi îöiíêè ôóíêöié yk , k ∈ N .

Êðîê 2 (îöiíêè àïðîêñèìóþ÷èõ ðîçâ'ÿçêiâ).

Íåõàé θ1 ∈ C1(R) òàêà, ùî θ1(t) = 0 ïðè t ∈ (−∞,−1] , θ1(t) = e
t2

t2−1

ïðè t ∈ (−1, 0) , θ1(t) = 1 ïðè t ∈ [0,+∞) . Î÷åâèäíî, ùî θ′1(t) ≥ 0 äëÿ

áóäü-ÿêîãî t ∈ R i

sup
t∈(−1,0)

θ′1(t)

θν1(t)
= C5(ν) <∞ (3.103)

äëÿ êîæíîãî 0 < ν < 1 , äå C5(ν) > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü ëèøå âiä ν .

Íåõàé t1 , t2 ∈ S ( t1 < t2 ), δ > 0 � äîâiëüíi ôiêñîâàíi ÷èñëà. Ïîêëàäåìî

θ(t) := θ1((t− t1)/δ) ∀t ∈ S.

Íåõàé k ∈ N � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Î÷åâèäíî, ùî θyk ∈ L2(S;H) . Äîìíîæèìî

(3.102) ñêàëÿðíî íà θyk òà ïðîiíòåãðó¹ìî çà t âiä t1 − δ äî τ ∈ [t1, t2] . Ó

ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî∫ τ

t1−δ
θ(t)(y′k(t), yk(t)) dt+

∫ τ

t1−δ
θ(t)(gk(t), yk(t)) dt =

=

∫ τ

t1−δ
θ(t)(fk(t), yk(t)) dt.

Çâiäñè, âèêîðèñòàâøè ðiâíiñòü (3.91), ìàòèìåìî∫ τ

t1−δ
θ(t)

d

dt
|yk(t)|2 dt+ 2

∫ τ

t1−δ
θ(t)(gk(t), yk(t)) dt =

= 2

∫ τ

t1−δ
θ(t)(fk(t), yk(t)) dt. (3.104)
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Iíòåãðóþ÷è ÷àñòèíàìè ïåðøèé äîäàíîê ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.104), äiñòà-

íåìî

|yk(τ)|2 + 2

∫ τ

t1−δ
θ(t)(gk(t), yk(t)) dt =

=

∫ t1

t1−δ
θ′(t)|yk(t)|2 dt+ 2

∫ τ

t1−δ
θ(t)(fk(t), yk(t)) dt. (3.105)

Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ yk òà (3.101), îòðèìà¹ìî, ùî

(gk(t), yk(t)) ≥ Φ
(
yk(t)

)
≥ K1‖yk(t)‖p äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S. (3.106)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.106), îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ëiâî¨ ÷àñòèíè (3.105) ó òà-

êèé ñïîñiá:

2

∫ τ

t1−δ
θ(t)(gk(t), yk(t)) dt > 2

∫ τ

t1−δ
θ(t)Φ

(
yk(t)

)
dt >

>
∫ τ

t1−δ
θ(t)

(
Φ
(
yk(t)

)
+K1‖yk(t)‖p

)
dt. (3.107)

Îöiíèìî òåïåð ïåðøèé äîäàíîê ïðàâî¨ ÷àñòèíè ðiâíîñòi (3.105), âèêîðè-

ñòîâóþ÷è (3.87), (3.103) òà íåðiâíiñòü Þíãà:∫ τ

t1−δ
θ′(t)|yk(t)|2 dt 6 λ−1

∫ t1

t1−δ
θ′(t)‖yk(t)‖2 dt =

= λ−1

∫ t1

t1−δ

θ′(t)

θ2/p(t)
θ2/p(t)‖yk(t)‖2 dt 6

6 ε

∫ t1

t1−δ
θ(t)‖yk(t)‖p dt+ C6ε

− 2
p−2

∫ t1

t1−δ

(
θ′(t)θ−2/p(t)

) p
p−2 dt 6

6 ε

∫ t1

t1−δ
θ(t)‖yk(t)‖p dt+ C7 (δε)−

2
p−2 , (3.108)

äå ε > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, λ � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (3.87), a C6 i C7 � äîäàòíi

ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä λ i p .

Òåïåð îöiíèìî äðóãèé äîäàíîê ïðàâî¨ ñòîðîíè ðiâíîñòi (3.105), çàñòîñîâó-

þ÷è íåðiâíiñòü Þíãà òà íåðiâíiñòü (3.89). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

2

∫ τ

t1−δ
θ(t)(fk(t), yk(t)) dt 6

6 η

∫ τ

t1−δ
θ(t)‖yk(t)‖p dt+ C8η

1
1−p

∫ τ

t1−δ
θ(t)|fk(t)|p

′
dt, (3.109)
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äå C8 > 0 � ñòàëà, ùî çàëåæèòü òiëüêè âiä p i λ .

Ç (3.105), âèêîðèñòîâóþ÷è (3.107) � (3.109) ïðè ε = η = K1/4 , îòðèìà¹ìî

|yk(τ)|2 +

∫ τ

t1−δ
θ(t)

(
Φ
(
yk(t)

)
+ ‖yk(t)‖p

)
dt 6

6 C9δ
− 2
p−2 + C10

∫ τ

t1−δ
θ(t)|fk(t)|p

′
dt,

äå C9 òà C10 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä K1 , p i λ .

Çâiäñè, â ñèëó äîâiëüíîñòi τ ∈ [t1, t2] i îçíà÷åííÿ θ , îòðèìà¹ìî

max
t∈[t1,t2]

|yk(t)|2 +

∫ t2

t1

‖yk(t)‖p dt+

∫ t2

t1

Φ
(
yk(t)

)
dt 6

6 2C9δ
− 2
p−2 + 2C10

∫ t2

t1−δ
|fk(t)|p

′
dt. (3.110)

Ç (3.110) òà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fk , â ñèëó äîâiëüíîñòi t1 , t2 ∈ S òà δ > 0 ,

âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {yk}+∞
k=1 îáìåæåíà â L

∞
loc

(S;H) i â Lploc(S;V ), (3.111)

ïîñëiäîâíiñòü
{

Φ
(
yk(·)

)}+∞
k=1

îáìåæåíà â L1
loc(S). (3.112)

Òåïåð çíàéäåìî îöiíêè ôóíêöié y′k , k ∈ N . Íåõàé t1 , t2 i δ � äîâiëüíi äié-

ñíi ÷èñëà òàêi, ùî t1 , t2 ∈ S , t1 < t2, i δ > 0 , θ � òàêà æ ôóíêöiÿ, ÿê âèùå.

Äîìíîæèìî (3.102) ñêàëÿðíî íà ôóíêöiþ θy′k ∈ L2
loc(S;H) òà ïðîiíòåãðó¹ìî

îòðèìàíó ðiâíiñòü çà t âiä t1 − δ äî τ ∈ [t1, t2] :∫ τ

t1−δ
θ(t)|y′k(t)|2 dt+

∫ τ

t1−δ
θ(t)(gk(t), y

′
k(t)) dt =

∫ τ

t1−δ
θ(t)(fk(t), y

′
k(t)) dt.

(3.113)

Âèêîðèñòà¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ

Òâåðäæåííÿ 3.13 ([96, ëåìà IV.4.3]). Íåõàé z ∈ H1(a, b;H), (−∞ < a <

b < +∞) , i iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ L2(a, b;H) òàêà, ùî g(t) ∈ ∂Φ
(
z(t)

)
äëÿ ìàé-

æå âñiõ t ∈ (a, b) . Òîäi ôóíêöiÿ Φ
(
z(·)
)
� àáñîëþòíî íåïåðåðâíà íà âiäðiçêó

[a, b] i äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíêöi¨ h : [a, b] → H òàêî¨, ùî h(t) ∈ ∂Φ
(
z(t)

)
, âè-

êîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

d

dt
Φ
(
z(t)

)
= (h(t), z′(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (a, b).
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Âðàõóâàâøè, ùî gk ∈ L2(t1− δ, t2;H) , ç ðiâíîñòi (3.113) i òâåðäæåííÿ 3.13

âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ ΦH

(
yk(·)

)
¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà [t1 − δ, t2] i

d

dt
ΦH

(
yk(t)

)
= (gk(t), y

′
k(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ (t1 − δ, t2). (3.114)

Âèêîðèñòîâóþ÷è (3.114), ìîæåìî îöiíèòè äðóãèé äîäàíîê ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-

íîñòi (3.113):∫ τ

t1−δ
θ(t)(gk(t), y

′
k(t)) dt =

∫ τ

t1−δ
θ(t)

d

dt
ΦH

(
yk(t)

)
dt =

= ΦH

(
yk(τ)

)
−
∫ τ

t1−δ
θ′(t)ΦH

(
yk(t)

)
dt >

> ΦH

(
yk(τ)

)
− max

t∈[t1−δ,t1]
θ′(t)

∫ t1

t1−δ
ΦH

(
yk(t)

)
dt. (3.115)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü Êîøi, îöiíèìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi

(3.113): ∫ τ

t1−δ
θ(t)(fk(t), y

′
k(t)) dt 6

6
1

2

∫ τ

t1−δ
θ(t)|fk(t)|2 dt+

1

2

∫ τ

t1−δ
θ(t)|y′k(t)|2 dt. (3.116)

Ç (3.113), âðàõóâàâøè (3.115), (3.116) i òå, ùî

max
t∈[t1−δ,t1]

θ′(t) ≤ C12/δ, äå C12 := max
s∈[−1,0]

θ′1(s),

ìàòèìåìî îöiíêó∫ τ

t1

|y′k(t)|2 dt+ ΦH

(
yk(τ)

)
6
∫ τ

t1−δ
|fk(t)|2 dt+ 2C12δ

−1

∫ t1

t1−δ
ΦH

(
yk(t)

)
dt.

Çâiäñè, âðàõóâàâøè äîâiëüíiñòü τ ∈ [t1, t2] , îçíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëó ΦH i

óìîâó (A3) (íàãàäà¹ìî, ùî yk(t) ∈ V äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S ) ìà¹ìî

ess sup
t∈[t1,t2]

||yk(t)||p +

∫ t2

t1

|y′k(t)|2 dt 6

6 2

∫ t2

t1−δ
|fk(t)|2 dt+ 4C12δ

−1

∫ t1

t1−δ
Φ
(
yk(t)

)
dt. (3.117)

Ç (3.117), âðàõóâàâøè (3.110), îòðèìà¹ìî

ess sup
t∈[t1,t2]

‖yk(t))‖p +

∫ t2

t1

|y′k(t)|2 dt 6 C3 δ
− p
p−2 + 2

∫ t2

t1−δ
|fk(t)|2 dt+
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+C4 δ
−1

∫ t1

t1−2δ

|fk(t)|p
′
dt. (3.118)

Ç îöiíêè (3.118) òà îçíà÷åííÿ fk , â ñèëó äîâiëüíîñòi ÷èñåë t1 , t2 ∈ S òà

δ > 0 , âèïëèâà¹, ùî

ïîñëiäîâíiñòü
{
yk
}+∞
k=1

îáìåæåíà â L∞loc(S;V ), (3.119)

ïîñëiäîâíiñòü
{
y′k
}+∞
k=1

îáìåæåíà â L2
loc(S;H). (3.120)

Ç (3.102), (3.120) òà îçíà÷åííÿ ôóíêöi¨ fk îòðèìó¹ìî, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {gk}+∞
k=1 îáìåæåíà â L

2
loc(S;H). (3.121)

Êðîê 3 (ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ). Îñêiëüêè V � ðåôëåêñèâíèé áàíàõiâ ïðî-

ñòið, à H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ïðè÷îìó V âêëàäåíî â H êîìïàêòíî, òî

ç (3.111), (3.119)�(3.121) i òâåðäæåííÿ 3.11 âèïëèâà¹, ùî iñíóþòü ôóíêöi¨

y ∈ L∞loc(S;V ) ∩ H1
loc(S;H) ∈ C(S;H) , g ∈ L2(S;H) òà ïiäïîñëiäîâíiñòü

ïiäïîñëiäîâíîñòi {yk, gk}+∞
k=1 (çà ÿêîþ ìè çáåðåæåìî ïîçíà÷åííÿ {yk, gk}+∞

k=1 )

òàêi, ùî

yk −→
k→∞

y ∗-ñëàáêî â L∞loc(S;V ), ñëàáêî â Lploc(S;V ) i ñëàáêî â H1
loc(S;H),

(3.122)

yk −→
k→∞

y â C(S;H), (3.123)

gk −→
k→∞

g ñëàáêî â L2
loc(S;H). (3.124)

Íåõàé v ∈ H,ϕ ∈ D(−∞, 0) � äîâiëüíi. Äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S ïîìíî-

æèìî ðiâíiñòü (3.102) íà v , à ïîòiì îòðèìàíó ðiâíiñòü ïîìíîæèìî íà ϕ i

ïðîiíòåãðó¹ìî çà t ïî S . Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü∫
S

(y′k(t), v)ϕ(t) dt+

∫
S

(gk(t), v)ϕ(t) dt =

∫
S

(fk(t), v)ϕ(t) dt, k ∈ N. (3.125)

Ïåðåéäåìî â (3.125) äî ãðàíèöi ïðè k →∞ , âðàõóâàâøè ïðè öüîìó (3.122),

(3.124) i çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {fk}∞k=1 äî f â L2
loc(S;H) . Ó ðåçóëüòàòi,

âðàõóâàâøè, ùî v ∈ H,ϕ ∈ D(−∞, 0) � äîâiëüíi, îòðèìà¹ìî äëÿ ìàéæå âñiõ

t ∈ S ðiâíiñòü

y′(t) + g(t) = f(t) â H.
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Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî y(t) ∈
D(∂Φ) i g(t) ∈ ∂Φ

(
y(t)

)
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S .

Íåõàé k ∈ N � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Îñêiëüêè gk(t) ∈ ∂ΦH

(
yk(t)

)
äëÿ êî-

æíîãî t ∈ S \ S̃k , äå S̃k ⊂ S � ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè, òî ç ìîíîòîííîñòi

ñóáäèôåðåíöiàëó ∂ΦH âèïëèâà¹, ùî äëÿ âñiõ t ∈ S \ S̃k âèêîíó¹òüñÿ íåðiâ-

íiñòü

(gk(t)− v∗, yk(t)− v) > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (3.126)

Íåõàé τ ∈ S , h > 0 � äîâiëüíi ÷èñëà. Ïðîiíòåãðó¹ìî (3.126) çà t âiä τ − h
äî τ : ∫ τ

τ−h
(gk(t)− v∗, yk(t)− v) dt > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . (3.127)

Ïåðåéäåìî òåïåð â (3.127) äî ãðàíèöi ïðè k →∞ , âèêîðèñòîâóþ÷è ïðè öüîìó

(3.123) i (3.124). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî

0 ≤
∫ τ

τ−h
(gk(τ)−v∗, yk(t)−v) dt −→

k→∞

∫ τ

τ−h
(g(t)−v∗, y(t)−v) dt ≥ 0 ∀[v, v∗] ∈ ∂ΦH .

(3.128)

Ç ìîíîãðàôi¨ [20, òåîðåìà 2, ñ. 192] i (3.128) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî

[v, v∗] ∈ ∂ΦH iñíó¹ ìíîæèíà R[v,v∗] ⊂ S íóëüîâî¨ ìiðè òàêà, ùî äëÿ âñiõ

τ ∈ S \R[v,v∗] ìà¹ìî

0 ≤ lim
h→+0

1

h

∫ τ

τ−h

(
g(t)− v∗, y(t)− v

)
dt =

(
g(τ)− v∗, y(τ)− v

)
≥ 0. (3.129)

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ ìíîæèíà íóëüîâî¨ ìiðè R ⊂ S òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî

τ ∈ S \ R íåðiâíiñòü (3.129) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ [v, v∗] ∈ ∂ΦH . Îñêiëüêè

V òà V ′ � ñåïàðàáåëüíi ïðîñòîðè, òî iñíó¹ çëi÷åííà ìíîæèíà F ⊂ ∂ΦH ,

ÿêà ¹ ùiëüíîþ â ∂ΦH . Ïîçíà÷èìî R := ∪
[v,v∗]∈F

R[v,v∗] . Îñêiëüêè ìíîæèíà F

çëi÷åííà, à çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ ìíîæèí ìiðè íóëü ¹ ìíîæèíîþ ìiðè íóëü,

òî R ìà¹ íóëüîâó ìiðó. Îòîæ, äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ S \ R íåðiâíiñòü (3.129)

âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ [v, v∗] ∈ F . Íåõàé [v, v∗] � äîâiëüíèé åëåìåíò ç ∂ΦH .

Òîäi çi ùiëüíîñòi F ó ∂ΦH ìà¹ìî iñíóâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi {[vl, v∗l ]}∞l=1 òàêî¨,

ùî vl → v ó V , v∗l → v∗ ó V ′ òà äëÿ áóäü-ÿêîãî τ ∈ S \R âèêîíó¹òüñÿ

(g(τ)− v∗l , y(τ)− vl) > 0 ∀l ∈ N. (3.130)

Ïåðåéøîâøè â öié ðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè l → ∞ , îòðèìà¹ìî (3.129) äëÿ

êîæíîãî t ∈ S \ R , ùî òðåáà áóëî ïîêàçàòè. Îòîæ, äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S
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ìà¹ìî

(g(t)− v∗, y(t)− v) > 0 ∀ [v, v∗] ∈ ∂ΦH .

Çâiäñè, â ñèëó ìàêñèìàëüíî¨ ìîíîòîííîñòi ∂ΦH , âèïëèâà¹, ùî [y(t), g(t)] ∈
∂ΦH äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S .

Îöiíêè (3.93), (3.94) ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i P(Φ; f) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü

ç îöiíîê (3.110) i (3.118), çáiæíîñòåé (3.122) i (3.123) òà òâåðäæåííÿ 3.10.

3.2.3 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà iñíóâàííÿ
¨¨ ðîçâ'ÿçêó

Íåõàé H∗ � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)H∗ òà íîðìîþ

‖ · ‖H∗ :=
√

(·, ·)H∗ . Ðîçãëÿäà¹ìî ïðîñòið U :=
{
u ∈ L2

loc(S;H∗)
∣∣∫

S

ω(t)‖u(t)‖2
H∗
dt < ∞

}
, äå ôóíêöiÿ ω ç ïðîñòîðó C(S) òàêà, ùî ω(t) >

0 ∀t ∈ S . Âií ¹ ãiëüáåðòîâèì iç ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (u1, u2)U :=

:=
∫
S

ω(t)(u1(t), u2(t))H∗ dt, u1, u2 ∈ U, òîäi ‖u‖U :=
( ∫
S

ω(t)‖u(t)‖2
H∗
dt
)1/2

,

u ∈ U. Ââàæà¹ìî, ùî U ¹ ïðîñòîðîì êåðóâàíü. Íåõàé U∂ � îïóêëà òà çàìê-

íåíà ïiäìíîæèíà â U � ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü.

Ïðèïóñòèìî, ùî

(C) C ∈ L
(
H∗;H

)
;

(F) f ∈ L2
loc(S;H) .

Çàóâàæèìî, ùî îïåðàòîð C (äèâ. óìîâó (C) ) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê îïå-

ðàòîð C : L2
loc(S;H∗)→ L2

loc(S;H) , âèçíà÷èâøè éîãî çà ïðàâèëîì: äëÿ áóäü-

ÿêîãî åëåìåíòà u ∈ L2
loc(S;H∗) ïiä Cu ðîçóìi¹ìî åëåìåíò ç L2

loc(S;H) òàêèé,

ùî (Cu)(t) = Cu(t) äëÿ ìàéæå êîæíîãî t ∈ S . Òàê ââåäåíèé îïåðàòîð ¹ ëi-
íiéíèì òà íåïåðåðâíèì. Ñïðàâäi, ëiíiéíiñòü öüîãî îïåðàòîðà ¹ î÷åâèäíîþ, à

ç óìîâè (C) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî u ∈ L2
loc(S;H∗) òà ìàéæå âñiõ t ∈ S

ìà¹ìî íåðiâíiñòü

|Cu(t)|2 ≤ ‖C‖2
L(H∗,H)‖u(t)‖2

H∗
.

Ïðîiíòåãðóâàâøè öþ íåðiâíiñòü âiä t1 äî t2 , äå t1, t2 ∈ S � äîâiëüíi, îòðè-

ìà¹ìî íåðiâíiñòü∫ t2

t1

|Cu(t)|2 dt ≤ ‖C‖2
L(H∗,H)

∫ t2

t1

‖u(t)‖2
H∗
dt,
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çâiäêè âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà C .

Ñòàí êåðîâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè y(u) = y(·;u) äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ

u ∈ U∂ îïèñó¹ìî ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i P(Φ, f+Cu) , òîáòî, çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ

óìîâ äëÿ åâîëþöiéíî¨ âàðiàöiéíî¨ íåðiâíîñòi

y′(t) + ∂Φ
(
y(t)

)
3 f(t) + Cu(t), t ∈ S. (3.131)

Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 3.3 ìà¹ìî i òiëüêè îäíó ôóíêöiþ y(u) , ÿêà ¹ ðîçâ'ÿç-

êîì çàäà÷i P(Φ, f + Cu) .

Íåõàé G : C(S;H)→ R � ôóíêöiîíàë, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó:

(G) G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â C(S;H) i, êðiì òîãî, inf
z∈C(S;H)

G(z) > −∞ .

Ôóíêöiþ âàðòîñòi J : U → R âiçüìåìî ó âèãëÿäi

J(u) := G(y(u)) + µ‖u‖2
U , u ∈ U∂, (3.132)

äå µ > 0 � ñòàëà, ïðè÷îìó µ > 0, ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ïîëÿãà¹ ó âiä-

øóêàííÿ òàêèõ åëåìåíòiâ u∗ ∈ U∂ , ùî

J(u∗) = inf
u∈U∂

J(u). (3.133)

Öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (3.133), à ¨¨ ðîçâ'ÿçêè � îïòè-

ìàëüíèìè êåðóâàííÿìè.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1) � (A4) , (C) , (F) òà (G) .

Òîäi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.133) ¹ íåïîðîæíüîþ i ñëàáêî çàìêíåíîþ

(â U).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé {uk}∞k=1 � ìiíiìiçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü åëåìåíòiâ ç U∂ , òîá-

òî,

J(uk) −→
k→∞

J∗ := inf
u∈U∂

J(u) > −∞ . Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü{
J(uk)

}∞
k=1

¹ îáìåæåíîþ, à öå îçíà÷à¹, áåðó÷è äî óâàãè (3.132), ùî ïîñëi-

äîâíiñòü {uk}∞k=1 ¹ îáìåæåíîþ â ïðîñòîði U , òîáòî,

‖uk‖U ≤ C13 ∀ k ∈ N, (3.134)
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äå ñòàëà C13 > 0 íå çàëåæèòü âiä k .

Îñêiëüêè C ∈ L(H∗;H) , òî ïîñëiäîâíiñòü {Cuk}∞k=1 ¹ îáìåæåíîþ â ïðî-

ñòîði L2
loc(S;H) . Ñïðàâäi, âðàõîâóþ÷è (3.134), äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ S

(t1 < t2) ìà¹ìî

t2∫
t1

|Cuk(t)|2 dt ≤ ‖C‖L(H∗;H)

t2∫
t1

‖uk‖H∗dt ≤

≤ ‖C‖L(H∗;H) sup
t∈[t1,t2]

(1/ω(t))

∫
S

ω(t)‖uk(t)‖2dt ≤ C14‖uk‖U ≤ C15, (3.135)

äå C14, C15 � äîäàòíi ñòàëi, ùî íå çàëåæàòü âiä k .

Íåõàé äëÿ êîæíîãî k ∈ N ôóíêöiÿ yk := y(uk) ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

P(Φ; f + Cuk) , òîáòî, ïðàâèëüíà òàêà âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü

y′k(t) + ∂Φ
(
yk(t)

)
3 f(t) + Cuk(t), t ∈ S. (3.136)

Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 3.2 òà òåîðåìîþ 3.3, âðàõîâóþ÷è óìîâè (C) , (F) , äëÿ

êîæíîãî k ∈ N ìà¹ìî, ùî yk ∈ L∞loc(S;V ) ∩ H1
loc(S;H), yk(t) ∈ D(∂Φ) äëÿ

ìàéæå âñiõ t ∈ S , à òàêîæ iñíó¹ ôóíêöiÿ gk ∈ Lp
′

loc(S;H) òàêà, ùî äëÿ ìàéæå

âñiõ t ∈ S ìà¹ìî gk(t) ∈ ∂Φ(yk(t)) i

y′k(t) + gk(t) = f(t) + Cuk(t) â H. (3.137)

Êðiì òîãî, äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2 ∈ S (t1 < t2) (ïðè δ = 1 ) ïðàâèëüíi îöiíêè

max
t∈[t1,t2]

|yk(t)|2 +

∫ t2

t1

‖yk(t)‖p dt 6 C1 + C2

∫ t2

t1−1

(
|f(t)|+ |Cuk(t)|

)p′
dt,

(3.138)

ess sup
t∈[t1,t2]

‖yk(t))‖p +

∫ t2

t1

|y′k(t)|2 dt 6 C3 + 2

∫ t2

t1−1

(
|f(t)|+ |Cuk(t)|

)2
dt+

+ C4

∫ t1

t1−2

(
|f(t)|+ |Cuk(t)|

)p′
dt ∀t1, t2 ∈ S (t1 < t2), (3.139)

äå Ci (i = 1, 4) � äîäàòíi ñòàëi, ùî çàëåæàòü ëèøå âiä K1 , p i λ .

Ç îöiíîê (3.135), (3.138) i (3.139) îòðèìó¹ìî, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {yk}∞k=1 îáìåæåíà â L
∞(S;V ), (3.140)

ïîñëiäîâíiñòü {y′k}∞k=1 îáìåæåíà â L
2
loc(S;H). (3.141)
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Ç (3.137), âðàõîâóþ÷è (3.135), (3.141) i (F) , ìà¹ìî, ùî

ïîñëiäîâíiñòü {gk}∞k=1 îáìåæåíà â L
2
loc(S;H). (3.142)

Îñêiëüêè V i H ¹ ðåôëåêñèâíèìè ïðîñòîðàìè, òî ç (3.134), (3.140), (3.141),

(3.142), âðàõîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.1, îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi

ïîñëiäîâíîñòi {uk, yk, gk}∞k=1 (çà öi¹þ ïiäïîñëiäîâíiñòþ çàëèøà¹ìî ïîçíà÷åí-

íÿ {uk, yk, gk}∞k=1 ) i ôóíêöié u∗ ∈ U∂ , y ∈ L∞loc(S;V ) ∩H1
loc(S;H) ⊂ C(S;H)

òà g ∈ L2
loc(S;H) òàêèõ, ùî

uk −→
k→∞

u∗ ñëàáêî â U, (3.143)

yk −→
k→∞

y ∗-ñëàáêî â L∞loc(S;V ), ñëàáêî â H1
loc(S;H), (3.144)

yk −→
k→∞

y â C(S;H), (3.145)

gk −→
k→∞

g ñëàáêî â L2
loc(S;H). (3.146)

Ïåðåéäåìî â (3.137) äî ãðàíèöi ïðè k →∞ , âðàõóâàâøè ïðè öüîìó (3.143)

� (3.146), àíàëîãi÷íî, ÿê ìè öå ðîáèëè ó âèïàäêó ðiâíîñòi (3.102). Ó ðåçóëüòàòi

äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü

y′(t) + g(t) = f(t) + Cu∗(t) â H.

Àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3.3 ïîêàçó¹ìî, ùî y(t) ∈ D(∂Φ) i

g(t) ∈ ∂Φ
(
y(t)

)
äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ S . Îòîæ, ôóíêöiÿ y ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

P(Φ; f + Cu∗) .

Çàëèøèëîñü ïîêàçàòè, ùî u∗ ¹ ìiíiìiçóþ÷èì åëåìåíòîì ôóíêöiîíàëó J .

Ñïðàâäi, îñêiëüêè ôóíêöiîíàë G ¹ íàïiâíåïåðåðâíèì çíèçó â C(S;H) , òî ç

(3.145) âèïëèâà¹, ùî

lim
k→∞

G(yk) ≥ G(y). (3.147)

Òàêîæ ç (3.144) i òâåðäæåííÿ 3.10 ìà¹ìî

lim
k→∞
‖uk‖U ≥ ‖u∗‖U . (3.148)

Ç (3.132), (3.147), (3.148) âèïëèâà¹ J∗ = lim
k→∞

J(uk) ≥ lim
k→∞

G(yk) +

µ lim
k→∞
‖uk‖U ≥ J(u∗) . Îòæå, ìè ïîêàçàëè, ùî u∗ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.133),

òîáòî, ¹ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì.
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Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü çàäà÷i (3.133) ¹ ñëàáêî çà-

ìêíåíîþ. Ñïðàâäi, íåõàé {u∗k} � ïîñëiäîâíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i (3.133) òàêà,
ùî u∗k → u∗ ñëàáêî â L∞(Q) . Àíàëîãi÷íî, ÿê áóëî çðîáëåíî, âèùå ïîêàçó-

¹ìî, ùî lim
k→∞

J(u∗k) ≥ J(u∗) . Àëå J(u∗k) = inf
u∈U∂

J(u) ∀k ∈ N. Îòæå, u∗ ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.133).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó ðîçäiëi 3 âñòàíîâëåíî äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ñëàáêî òà ñèëüíî íåëi-

íiéíèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Ðîçãëÿíóòi âèïàä-

êè, êîëè êåðóâàííÿ ¹ ÿê ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ òàê i ó êîåôiöi¹íòàõ âàðiàöiéíèõ

íåðiâíîñòåé.



Ðîçäië 4

Îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷àõ áåç

ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ

ðiâíÿíü iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â

ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åâîëþöié-

íèìè ñèñòåìàìè, ñòàí ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü,

ÿêi çàäàíi íà ñêií÷åíîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó i âèðîäæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé

ìîìåíò. Òàêîãî òèïó ðiâíÿííÿ ðîçãëÿäàëèñÿ â áàãàòüîõ ðîáîòàõ (äèâ., íàïðè-

êëàä, [16, 49, 73]).

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè ðîçäiëó îïóáëiêîâàíî â ïðàöÿõ [9, 10, 33].

4.1 Àáñòðàêòíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ

4.1.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi ôàêòè

Ñïî÷àòêó äàìî îçíà÷åííÿ ïîòðiáíèõ íàì äàëi ïðîñòîðiâ ôóíêöié i ðîçïî-

äiëiâ. Íåõàé X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X i íîðìîþ

‖ ·‖X , T > 0 � äîâiëüíå çàäàíå ÷èñëî, I := (0, T ] � ÷èñëîâèé ïðîìiæîê. Ïiä

L2
loc

(I;X) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèçíà÷åíèõ íà I çi çíà÷åííÿìè â

X ôóíêöié, ÿêi ¹ âèìiðíèìè i äëÿ áóäü-ÿêîãî âiäðiçêó [a, b] ⊂ I ¨õ çâóæåííÿ

íà öåé âiäðiçîê íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(a, b;X). Ïiä D′(0, T ;X) ðîçóìiòè-

ìåìî ïðîñòið âèçíà÷åíèõ íà D(0, T ) çi çíà÷åííÿìè â X ðîçïîäiëiâ, òîáòî

ïðîñòið ëiíiéíèõ ôóíêöiîíàëiâ íà D(0, T ) çi çíà÷åííÿìè â X (D(0, T ) �

ïðîñòið íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíèõ i ôiíiòíèõ íà (0, T ) ôóíêöié). Ëåãêî

ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è iíòåãðàë Áîõíåðà, ùî ïðîñòið L2
loc

(I;X) ìî-
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æíà îòîòîæíèòè ç ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó ðîçïîäiëiâ D′(0, T ;X) . Öå, çîêðå-

ìà, äîçâîëÿ¹ ãîâîðèòè ïðî ïîõiäíi ôóíêöié ç L2
loc

(I;X) â ñåíñi ðîçïîäiëiâ

D′(0, T ;X) i íàëåæíiñòü òàêèõ ïîõiäíèõ äî L2
loc

(I;X) .

×åðåç L(F ;G) , äå F i G � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè, ïîçíà÷èìî áàíàõiâ ïðî-

ñòið ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ îïåðàòîðiâ, ùî ïåðåâîäÿòü F â G . Ïiä L(F ) ðîçó-

ìiòèìåìî L(F ;F ) .

Íåõàé V i H � ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ç, âiäïîâiä-

íî, ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (·, ·)V i (·, ·) òà íîðìàìè ‖ · ‖ i | · | . Ïðèïóñòèìî,
ùî ïðîñòið V âêëàäà¹òüñÿ â H ùiëüíî i íåïåðåðâíî, òîáòî V ¹ ïiäìíîæèíîþ

H , çàìèêàííÿ V çà íîðìîþ H çáiãà¹òüñÿ ç H òà iñíó¹ ñòàëà λ > 0 òàêà, ùî

λ|v|2 ≤ ‖v‖2 ∀v ∈ V. (4.1)

Íåõàé V ′ i H ′ � ñïðÿæåíi, âiäïîâiäíî, äî V òà H ïðîñòîðè. Ââàæàòèìåìî

(ïðîâiâøè âiäïîâiäíå îòîòîæíåííÿ ôóíêöiîíàëiâ), ùî ïðîñòið H ′ ¹ ïiäïðî-

ñòîðîì ïðîñòîðó V ′ . Îòîòîæíèâøè (íà ïiäñòàâi òåîðåìè Ðiññà) ïðîñòîðè H

òà H ′ , îòðèìà¹ìî íåïåðåðâíi òà ùiëüíi âêëàäåííÿ

V ⊂ H ⊂ V ′. (4.2)

Çàóâàæèìî, ùî â öüîìó âèïàäêó 〈g, v〉V = (g, v) äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ V, g ∈
H ⊂ V ′, äå 〈·, ·〉V � îçíà÷à¹ äiþ åëåìåíòà ç ïðîñòîðó V ′ íà åëåìåíò ïðîñòîðó

V (êàíîíi÷íèé äîáóòîê íà V ′×V ). Òîìó äàëi âæèâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (·, ·)
i çàìiñòü 〈·, ·〉V . Òàêîæ âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (·, ·)V ′, ‖ · ‖∗ äëÿ,

âiäïîâiäíî, ñêàëÿðíîãî äîáóòêó i íîðìè â V ′ .

×åðåç ϕ ïîçíà÷èìî ôóíêöiþ ç ïðîñòîðó C([0, T ]),ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ϕ(0) = 0 ; 2) ϕ(t) > 0 ïðè t ∈ (0, T ] ; 3)
∫ T

0 [ϕ(s)]−1ds = +∞ .

Ââåäåìî ùå äåÿêi ôóíêöiéíi ïðîñòîðè. ßêùî X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ω ∈
R , à α ∈ C(I), α(t) > 0 ∀ t ∈ I, òî ïîçíà÷èìî

L2
ϕ,ω,γ(I;X) :=

{
f ∈L2

loc
(I;X) |

∫
I

γ(t)e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖f(t)‖2

X dt <∞
}
,

äå γ = α, γ = 1/α àáî γ = ϕ2/α.

Ëiíiéíèé ïðîñòið L2
ϕ,ω,γ(I;X) ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2
ϕ,ω,γ(I;X) =

∫
I

γ(t)e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1(f(t), g(t))X dt.
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Íà ïiäñòàâi (4.2) ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ïðîñòîðè L2
loc

(I;V ) , L2
loc

(I;V ′),

L2
ϕ,ω,α(I;V ), L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïiäïðîñòîðàìè ïðîñòîðó ðîç-

ïîäiëiâ D′(0, T ;V ′) .

Ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [15, ñ.177�179]) ëåãêî âèïëèâà¹ òà-

êèé ôàêò: ÿêùî ôóíêöiÿ y ç L2
loc

(I;V ) ìà¹ ïîõiäíó y′ ç L2
loc

(I;V ′) , òî y

íàëåæèòü (ìîæëèâî, ïiñëÿ çìiíè ¨¨ çíà÷åíü íà ìíîæèíi ìiðè íóëü) ïðîñòî-

ðó C(I;H) i ôóíêöiÿ t → |y(t)|2 ¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíîþ íà áóäü-ÿêîìó

âiäðiçêó ç I , ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

d

dt
|y(t)|2 = 2(y′(t), y(t)) äëÿ ìàéæå âñiõ t ∈ I. (4.3)

Ââåäåìî ïðîñòið

Wϕ,ω,α(I;V ) := {y ∈ L2
ϕ,ω,α(I;V ) | y′ ∈ L2

ϕ,ω,ϕ2/α(I;V ′)},

ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(y, z)Wϕ,ω,α(I;V ) := (y, z)L2
ϕ,ω,α(I;V ) + (y′, z′)L2

ϕ,ω,ϕ2/α
(I;V ′),

äå y′, z′ ¹ ïîõiäíèìè ôóíêöié, âiäïîâiäíî, y, z â ñåíñi ðîçïîäiëiâ D′(0, T ;V ′) .

Çi ñêàçàííîãî âèùå âèïëèâà¹, ùî

Wϕ,ω,α(I;V ) ⊂ C(I;H). (4.4)

Êðiì òîãî, åëåìåíòè ïðîñòîðó Wϕ,ω,α(I;V ) âîëîäiþòü âëàñòèâîñòÿìè, ùî îïè-

ñàíi â òàêîìó òâåðäæåííi.

Ëåìà 4.1. Íåõàé y ∈ Wϕ,ω,α(I;V ), äå ω ∈ R � äîâiëüíå ÷èñëî. Òîäi iñíó¹

y0 ≥ 0 òàêå, ùî

lim
t→0

eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)| = y0,

ïðè÷îìó, êîëè

inf
t∈I

α(t) > 0, (4.5)

òî y0 = 0.

Êðiì òîãî, ïðàâèëüíîþ ¹ òàêà îöiíêà

e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)|2 ≤ (y0)

2 + (2ωλ−1 + 1)×

×
[ ∫ t

0

α(τ)e2ω
∫ τ
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(τ)]−1‖y(τ)‖2 dτ+

+

∫ t

0

[α(τ)]−1e2ω
∫ τ
T
α(s)[ϕ(s)]−1dsϕ(τ)‖y′(τ)‖∗2 dτ

]
, t ∈ I, (4.6)
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äå λ > 0 � ñòàëà ç (4.1).

Öå òâåðäæåííÿ äîâåäåìî ïiçíiøå.

4.1.2 Êîðåêòíiñòü çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíèõ
ðiâíÿíü, ÿêi ñèëüíî âèðîäæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

Íåõàé A(t) : V → V ′, t ∈ I, � ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ òàêà, ùî

(A1) ôóíêöiÿ t→ (A(t)w, ŵ) âèìiðíà íà I äëÿ áóäü-ÿêèõ w, ŵ ∈ V ;

(A2) äëÿ áóäü-ÿêèõ w ∈ V i t ∈ I âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(A(t)w, ŵ) ≥ α(t)‖w‖2, (4.7)

‖A(t)w‖∗ ≤ β(t)‖w‖, (4.8)

äå α, β ∈ C(I), 0 < α(t) ≤ β(t) ∀ t ∈ I.

Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

ϕ(t)y′(t) + A(t)y(t) = f(t), t ∈ I, (4.9)

äå f ∈ L2
loc

(I;V ′) � çàäàíà ôóíêöiÿ.

Ïiä ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ (4.9) ðîçóìiòèìåìî ôóíêöiþ y ∈ L2
loc

(I;V ) , ÿêà

ìà¹ ïîõiäíó â ñåíñi ðîçïîäiëiâ D′(0, T ;V ′) ç ïðîñòîðó L2
loc

(I;V ′) òà çàäîâîëü-

íÿ¹ ðiâíÿííÿ (4.9) â ïðîñòîði L2
loc

(I;V ′).

Äëÿ ðiâíÿííÿ (4.9) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ: çíàéòè éîãî

ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)| → 0 ïðè t→ 0+, (4.10)

äå ω ∈ R � çàäàíå ÷èñëî.

Ìè äàëi öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (4.9), (4.10).

Òåîðåìà 4.1. Ïðàâèëüíi òàêi äâà òâåðäæåííÿ:

(i) Çàäà÷à (4.9), (4.10) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêùî ω ≤ λ , äå

λ > 0 � ñòàëà ç íåðiâíîñòi (4.1).
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(ii) Íåõàé ω < λ � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî, f ∈ L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′). Êðiì òîãî, ïðè-

ïóñòèìî, ùî iñíó¹ ñòàëà M ≥ 1 òàêà, ùî

β(t) ≤Mα(t), t ∈ I. (4.11)

Òîäi iñíó¹ (¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.9), (4.10), âií íàëåæèòü

ïðîñòîðó Wϕ,ω,α(I;V ) i çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè

e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)|2 ≤

≤ C1

∫ t

0

[α(τ)]−1e2ω
∫ τ
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(τ)]−1‖f(τ)‖2

∗dτ, t ∈ I, (4.12)

‖y‖Wϕ,ω,α(I;V ) ≤ C2‖f‖L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′), (4.13)

äå C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä ω, λ i M.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé S := (−∞, 0]. Ïîêëàäåìî

θ(t):=

∫ t

T

ds

ϕ(s)
, t ∈ I, (4.14)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ−1 ôóíêöiþ, ÿêà ¹ îáåðíåíîþ äî ôóíêöi¨ θ .

Ââåäåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð Z , ÿêèé âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèòü ëi-

íiéíèé ïðîñòið ôóíêöié F :={h : I → V ′} íà ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié

F̃ :={h̃ : S → V ′} çà ïðàâèëîì Zh = h̃, äå h̃(τ):=h(t)|t=θ−1(τ), τ ∈ S, t ∈ I,
òîáòî îïåðàòîð Z ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó F ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ ç

F̃ , îòðèìàíó ç äàíî¨ â ðåçóëüòàòi çàìiíè çìiííèõ

τ = θ(t), t ∈ I, τ ∈ S. (4.15)

Íåõàé α̃ = Zα , β̃ = Zβ . Î÷åâèäíî, ùî

α̃(τ) ≤ β̃(τ) ∀ τ ∈ S.

Äëÿ äîâiëüíèõ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó X çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X i

íîðìîþ ‖ · ‖X , äiéñíîãî ÷èñëà ω òà ôóíêöi¨ α̃ ∈ C(S) , α̃(τ) > 0 ïðè τ ∈ S ,
âèçíà÷èìî ïðîñòið

L2
ω,γ̃(S;X):=

{
f̃ ∈ L2

loc
(S;X)

∣∣ ∫
S

γ̃(τ)e2ω
∫ τ
0
α̃(s)ds‖f̃(τ)‖2

Xdτ <∞
}
,
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äå γ̃ = α̃ àáî γ̃ = 1/α̃.

Öåé ïðîñòið ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f̃ , g̃)L2
ω,γ̃(S;X) =

∫
S

γ̃(τ)e2ω
∫ τ
0
α̃(s)ds(f̃(τ), g̃(τ))Xdτ

òà âiäïîâiäíîþ éîìó íîðìîþ, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç ‖ · ‖L2
ω,γ̃(S;X) .

Ââåäåìî ùå ïðîñòið

Wω,α̃(S;V ):={ỹ ∈ L2
ω,α̃(S;V ) | ỹ ′ ∈ L2

ω,1/α̃(S;V ′)},

ÿêèé ¹ ãiëüáåðòîâèì çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(y, z)Wω,α̃(S;V ):=(y, z)L2
ω,α̃(S;V ) + (y′, z′)L2

ω,1/α̃(S;V ′),

äå y′ i z′ ¹ ïîõiäíèìè ôóíêöié, âiäïîâiäíî, y òà z â ñåíñi ðîçïîäiëiâ

D′(−∞, 0;V ′) .

Çàóâàæèìî, ùî çâóæåííÿ îïåðàòîðà Z íà ïiäïðîñòîðè L2
ϕ,ω,α(I;V ) ,

L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′), Wϕ,ω,α(I;V ) ïðîñòîðó F ¹ içîìåòði¹þ íà ïiäïðîñòîðè, âiäïî-

âiäíî, L2
ω,α̃(S;V ), L2

ω,1/α̃(S;V ′), Wω,α̃(S;V ) ïðîñòîðó F̃ . Ïîêàæåìî öå íà ïðè-

êëàäi ïðîñòîðiâ L2
ϕ,ω,α(I;V ) i L2

ω,α̃(S;V ). Íåõàé y ∈ L2
ϕ,ω,α(I;V ) i ỹ := Zy .

Âðàõîâóþ÷è (4.15), çîêðåìà, ñïiââiäíîøåííÿ dt = ϕ(t)dτ , ìà¹ìî

‖y‖2
L2
ϕ,ω,α(I;V ) ≡

∫
I

α(t)e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖y(t)‖2 dt =

=

∫
S

α̃(τ)e2ω
∫ θ−1(τ)
T

α(s)[ϕ(s)]−1ds‖ỹ(τ)‖2 dτ =

=

∫
S

α̃(τ)e2ω
∫ τ
0
α̃(s)ds‖ỹ(τ)‖2 dτ ≡ ‖ỹ‖2

L2
ω,α̃(S;V ).

Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹ òå, ùî ïîòðiáíî. Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî ïðàâèëüíiñòü

íàøîãî òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî iíøèõ ïàð ïðîñòîðiâ.

Çðîáèìî â çàäà÷i (4.9), (4.10) çàìiíó çìiííèõ (4.15). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà-

¹ìî çàäà÷ó

y′(ỹ) + Ã(τ)ỹ(τ) = f̃(τ), τ ∈ S, (4.16)

eω
∫ τ
0
α̃(s)ds|ỹ(τ)| → 0 ïðè τ → −∞, (4.17)

äå f̃ = Zf , ỹ = Zy , Ã(τ) = A(t)|t=θ−1(τ), τ ∈ S .

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ Ã(τ) : V → V ′, τ ∈ S, çàäîâîëü-
íÿ¹ óìîâè:
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(A′1) ôóíêöiÿ τ → (Ã(τ)w, ŵ) âèìiðíà íà S äëÿ áóäü-ÿêèõ w, ŵ ∈ V ;

(A′2) äëÿ áóäü-ÿêèõ w ∈ V i τ ∈ S âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(Ã(τ)w,w) ≥ α̃(τ)‖w‖2, ‖Ã(τ)w‖∗ ≤ β̃(τ)‖w‖.

Âiäìiòèìî, ùî çàäà÷à (4.16), (4.17) äîñëiäæåíà â ðîáîòi [7] i òàì äîâåäåíî,

ùî

(i) çàäà÷à (4.16), (4.17) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè âèêîíàííi óìîâè

ω ≤ λ, äå λ � ñòàëà ç óìîâè (4.1);

(ii) êîëè ω < λ òà iñíó¹ ñòàëà M ≥ 1 òàêà, ùî

β̃(t) ≤Mα̃(t), t ∈ I,

òî iñíó¹ (¹äèíèé) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.16), (4.17), âií íàëåæèòü Wω,α̃(S;V )

òà çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêè

e2ω
∫ τ
0
α̃(s)ds|ỹ(τ)|2 ≤ C1

∫ τ

−∞
[α̃(ξ)]−1e2ω

∫ ξ
0
α̃(s)ds‖f̃(ξ)‖2

∗dξ, τ ∈ I, (4.18)

‖ỹ‖Wω,α̃(S;V ) ≤ C2‖f̃‖L2
ω,1/α̃(S;V ′), (4.19)

äå C1, C2 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä ω, λ i M .

Íà ïiäñòàâi öèõ ðåçóëüòàòiâ i ñêàçàííîãî âèùå ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê

ïðî òå, ùî äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ íàøî¨ òåîðåìè íàì äîñòàòíüî ïåðåâi-

ðèòè, ùî ç îöiíîê (4.18) i (4.19) âèïëèâàþòü îöiíêè, âiäïîâiäíî, (4.12) i (4.13).

Çàóâàæèìî, ùî îöiíêà (4.13) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç îöiíêè (4.19) òà âëà-

ñòèâîñòåé îïåðàòîðà Z . Ïåðåêîíà¹ìîñÿ â ïðàâèëüíîñòi îöiíêè (4.12). Äëÿ

öüîãî ñïî÷àòêó â ëiâié ÷àñòèíi îöiíêè (4.18) çðîáèìî çàìiíó çìiííî¨ (4.15).

Òîäi îòðèìà¹ìî

e2ω
∫ τ
0
α̃(s)ds|ỹ(τ)|2 = e2ω

∫ θ(t)
0

α̃(s)ds|y(t)|2 = e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)|2. (4.20)

Òåïåð ïðîâåäåìî çàìiíó çìiííèõ ξ = θ(η), η ∈ I, ξ ∈ S, â iíòåãðàëi ïðàâî¨
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÷àñòèíè îöiíêè (4.18):∫ τ

−∞
[α̃(ξ)]−1e2ω

∫ ξ
0
α̃(s)ds‖f̃(ξ)‖2

∗dξ =

=

∫ θ−1(τ)

0

[α(η)]−1e2ω
∫ θ(η)
0

α̃(s)ds[ϕ(η)]−1‖f(η)‖2
∗ dη =

=

∫ t

0

[α(η)]−1e2ω
∫ η
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(η)]−1‖f(η)‖2

∗ dξ. (4.21)

Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòåé (4.20) i (4.21) òà îöiíêè (4.18) ìà¹ìî îöiíêó (4.12).

Äîâåäåííÿ ëåìè 4.1. Ïðàâèëüíiñòü öüîãî òâåðäæåííÿ áåçïîñåðåäíüî âèïëè-

âà¹ ç ëåìè 1 ïðàöi [7]. Ñïðàâäi, íåõàé y ∈ Wϕ,ω,α(I;V ), à ỹ:=Zy. ßê áóëî

ñêàçàíî âèùå, ỹ íàëåæèòü ïðîñòîðó Wω,α̃(S;V ) . Òîäi ç ëåìè 1 ïðàöi [7] âè-

ïëèâà¹ iñíóâàííÿ y0 ≥ 0 òàêîãî, ùî

lim
τ→−∞

eω
∫ τ
0
α̃(s)ds|ỹ(τ)| = y0, (4.22)

ïðè÷îìó, êîëè inft∈S α̃(t) > 0, òî y0 = 0. Òàì æå ïîêàçàíî, ùî ïðàâèëüíîþ

¹ îöiíêà

e2ω
∫ τ
0
α̃(s)ds|ỹ(τ)|2 ≤ (y0)

2 + (2ωλ−1 + 1)
[ ∫ τ

−∞
α̃(η)e2ω

∫ η
0
α̃(s)ds|ỹ(η)|2 dη+

+

∫ τ

−∞
[α̃(η)]−1e2ω

∫ η
0
α̃(s)ds|ỹ ′(η)|2 dη

]
, τ ∈ S. (4.23)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ íàøîãî òâåðäæåííÿ äîñòàòíüî â (4.22) òà (4.23)

ïðîâåñòè çàìiíó çìiííèõ (4.15).

4.1.3 Îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Íåõàé U � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið êåðóâàíü; U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà

â U ; ω � äåÿêå ÷èñëî; A(t) : V → V ′, t ∈ I, � ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ, ÿêà îïèñàíà

â ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi; B � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, ÿêèé ïåðåâî-

äèòü U â L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′) , òîáòî ¹ åëåìåíòîì ïðîñòîðó L(U ;L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′)) ;

g � åëåìåíò ïðîñòîðó L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′) .

Ñòàí äîñëiäæóâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè y(v) = y(·; v) ïðè çàäàíîìó êåðó-

âàííi v ∈ U âèçíà÷à¹ìî ôóíêöi¹þ ç ïðîñòîðó Wϕ,ω,α(I;V ) , ùî ¹ ðîçâ'ÿçêîì

ðiâíÿííÿ

ϕ(t)y′(t) + A(t)y(t) = g(t) + (Bv)(t), t ∈ I, (4.24)
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i çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds|y(t)| → 0 ïðè t→ 0. (4.25)

Íåõàé H � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ñïîñòåðåæåíü; C ∈ L(Wϕ,ω,α(I;V );H) �

çàäàíèé îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷à¹ ñïîñòåðåæåííÿ z(v):=Cy(v) ïðè êåðóâàííi

v ∈ U.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç N ñèìåòðè÷íèé îïåðàòîð ç ïðîñòîðó L(U) , ÿêèé çàäî-

âîëüíÿ¹ óìîâó:

(Nv, v)U ≥ ν‖v‖2
U , v ∈ U, (4.26)

äå ν = const > 0 .

Ïðèéíÿâøè Φ(z, v):=‖z − z0‖2
H + (Nv, v)U , (z, v) ∈ H × U, ââåäåìî â

ðîçãëÿä ôóíêöiþ âàðòîñòi J(v):=Φ(z(v), v), v ∈ U, òîáòî,

J(v) = ‖Cy(v)− z0‖2
H + (Nv, v)U , v ∈ U, (4.27)

äå z0 ∈ H � çàäàíèé åëåìåíò.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ, ÿêó ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ïîëÿãà¹ ó çíà-

õîäæåííi åëåìåíòiâ u ∈ U∂ òàêèõ, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (4.28)

Äàëi öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (4.28) i íàñ öiêàâèòèìå

ïèòàííÿ iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.28).

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A1), (A2), (4.11) i ω < λ , äå λ

� ñòàëà ç íåðiâíîñòi (4.1). Òîäi çàäà÷à (4.28) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i âií

õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âàðiàöiéíîþ íåðiâíiñòþ(
Cy(u)− z0, C

(
y(v)− y(u)

))
H

+ (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (4.29)

Ïðè äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè ñóòò¹âî áóäåìî îïèðàòèñÿ íà òàêå òâåðäæåííÿ,

ïðàâèëüíiñòü ÿêîãî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 1.3 (äèâ. [26, ñ.18]).

Òâåðäæåííÿ 4.14. Íåõàé v 7→ J(v) : U → R � ñòðîãî îïóêëèé i äèôåðåí-

öiéîâíèé ôóíêöiîíàë, ÿêèé ó âèïàäêó, êîëè U∂ � íåîáìåæåíà ìíîæèíà,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

J(v)→ +∞ ïðè ‖v‖U → +∞, v ∈ U∂. (4.30)
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Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.28) i âií õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âàðiàöiéíîþ

íåðiâíiñòþ

J ′(u) · (v − u) ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (4.31)

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.2. Íàì äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî â íàøîìó âèïàäêó âè-

êîíóþòüñÿ âñi óìîâè òâåðäæåííÿ 4.14.

Íåõàé W ∗
ϕ,ω,α(I;V ) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ïðîñòîðó Wϕ,ω,α(I;V ), ÿêèé

ñêëàäà¹òüñÿ ôóíêöié, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (4.10). Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ,

âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4.1 (äèâ. (4.1)), ùî W ∗
ϕ,ω,α(I;V ) ç íîðìîþ ïðîñòîðó

Wϕ,ω,α(I;V ) ¹ áàíàõîâèì ïðîñòîðîì.

Çàóâàæèìî, ùî âiäîáðàæåííÿ y(·) 7→ A(·)y(·) ïåðåâîäèòü ïðîñòið

L2
ϕ,ω,α(I;V ) â ïðîñòið L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′). Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíîãî y ∈ L2
ϕ,ω,α(I;V )

íà ïiäñòàâi (4.8) i (4.11) ìà¹ìî

[α(t)]−1e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖A(t)y(t)‖2

∗ ≤

≤ [α(t)]−1β2(t)e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖y(t)‖2 ≤

≤M 2α(t)e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖y(t)‖2, t ∈ I. (4.32)

Îñêiëüêè ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (4.32) iíòåãðîâíà ïî I , òî ç öi¹¨ íåðiâíî-

ñòi âèïëèâà¹, ùî ôóíêöiÿ t 7→ A(t)y(t) íàëåæèòü ïðîñòîðó L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′) .

Îñêiëüêè y′ ∈ L2
ϕ,ω,ϕ2/α(I;V ′), òî ϕy′ ∈ L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′) . Îòîæ, íà ïiäñòàâi ñêà-

çàíîãî ¹ êîðåêòíî âèçíà÷åíèì îïåðàòîð L : W ∗
ϕ,ω,α(I;V ) → L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′) çà

ïðàâèëîì

(Ly)(t):=ϕ(t)y′(t) + A(t)y(t), t ∈ I, y ∈ W ∗
ϕ,ω(I).

Îñêiëüêè ìè ïðèïóñòèëè, ùî ω < λ , òî ç òåîðåìè 4.1 âèïëèâà¹ ái¹êòèâíiñòü

îïåðàòîðà L , ïðè÷îìó îïåðàòîð L i îáåðíåíèé äî íüîãî L−1:L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′)→

W ∗
ϕ,ω,α(I;V ) ¹ íåïåðåðâíèìè. Ñïðàâäi, äëÿ L öå ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ ç âèêî-

ðèñòàííÿì íåðiâíîñòi (4.32), à äëÿ L−1 âèïëèâà¹ ç îöiíêè (4.13), ÿêùî ïî-

êëàñòè y:=L−1f . Îòæå, îïåðàòîð L çäiéñíþ¹ içîìîðôiçì ìiæ ïðîñòîðàìè

W ∗
ϕ,ω,α(I;V ) i L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′).

Ç (4.24), (4.25) âèïëèâà¹, ùî äëÿ êîæíîãî v ∈ U ñòàí y(v) ñèñòåìè âèçíà-

÷à¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

y(v) = L−1(g +Bv). (4.33)
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Çâiäñè, çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî âiäîáðàæåííÿ v 7→ y(v) : U → W ∗
ϕ,ω(I) ¹

àôiííèì i íåïåðåðâíèì. Â ñèëó öüîãî i íàøèõ ïðèïóùåíü îòðèìà¹ìî, ùî

ôóíêöiîíàë J ¹ ñòðîãî îïóêëèì i íåïåðåðâíèì. Òå, ùî âií ¹ i äèôåðåíöiéîâ-

íèì, äîâîäèòüñÿ öiëêîì àíàëîãi÷íî, ÿê öå çðîáëåíî ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2

ðîáîòè [7]. Äèôåðåíöiàë ôóíêöiîíàëó J ìà¹ âèãëÿä

J ′(v) · h = 2(Cy(v)− z0, CL
−1Bh)H + 2(Nv, h)U , v ∈ U, h ∈ U. (4.34)

Óìîâà (4.30) âèêîíó¹òüñÿ, îñêiëüêè íà ïiäñòàâi (4.26) ìà¹ìî

J(v) = ‖Cy(v)− z0‖2
H + (Nv, v)U ≥ ν‖v‖2, v ∈ U. (4.35)

Çi ñêàçàíîãî i òâåðäæåííÿ 4.14 âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à (4.28) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê i âií õàðàêòåðèçó¹òüñÿ âàðiàöiéíîþ íåðiâíiñòþ (4.31). Íåðiâíiñòü

(4.31) â íàøîìó âèïàäêó, âðàõîâóþ÷è (4.34) i òå, ùî L−1B(v−u) = y(v)−y(u)

(äèâ. (4.33)), ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi (4.29).

4.1.4 Ñóêóïíiñòü ñïiââiäíîøåíü, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü îïòèìàëüíå
êåðóâàííÿ ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ

Äëÿ äàëüøî¨ êîíêðåòèçàöi¨ ñïiââiäíîøåíü, ùî õàðàêòåðèçóþòü îïòèìàëüíå

êåðóâàííÿ. Ìè ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ, òîáòî âèêî-

íàííÿ óìîâè

(F) H = H, C = DP, äå Pz = z(T ) ∀z ∈ Wϕ,ω,α(I;V ), D ∈ L(H)

(ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî P ∈ L(Wϕ,ω,α(I;V );H) ).

Â öüîìó âèïàäêó íåðiâíiñòü (4.29) ìàòèìå âèãëÿä(
Dy(T ;u)− z0, D

(
y(T ; v)− y(T ;u)

))
H

+ (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂. (4.36)

Îñêiëüêè H = H ′, òî ç (4.36) ìà¹ìî

(D∗(Dy(T ;u)− z0), y(T ; v)− y(T ;u))H + (Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂, (4.37)

äå D∗ � ñïðÿæåíèé äî D îïåðàòîð, òîáòî D∗ � îïåðàòîð ç L(H) òàêèé,

ùî

(Dw, ŵ) = (w,D∗ŵ) ∀w, ŵ ∈ H.
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Äëÿ êîæíîãî t ∈ I ÷åðåç A∗(t) : V → V ′ ïîçíà÷èìî ñïðÿæåíèé äî A(t)

îïåðàòîð, òîáòî A∗(t) ∈ L(V ;V ′) òàêèé, ùî

(A∗(t)w, ŵ) = (A(t)ŵ, w) ∀w, ŵ ∈ V. (4.38)

Ââåäåìî â ðîçãëÿä ñïðÿæåíèé ñòàí t 7→ p(t;u) ∈ L2
loc(I;V ) ∩ C(I;H), ÿê

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi

−ϕ(t)p′(t) + A∗(t)p(t) = 0 â D′(I;V ′), (4.39)

p(T ) = D∗(Dy(T ;u)− z0). (4.40)

Iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i âèïëèâà¹ ç âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ,

ÿêùî â íié çðîáèòè çàìiíó t íà −t (äèâ., íàïðèêëàä, [96, òâåðäæåííÿ 2.3,

ñ.112]).

Àíàëîãi÷íî, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 3 ðîáîòè [7], îòðèìó¹ìî òàêi îöiíêè

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.39), (4.40):

|p(t)| ≤ |p(T )|eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds, t ∈ I, (4.41)∫

I

α(t)e−2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds[ϕ(t)]−1‖p(t)‖2 dt ≤

(
2 min{1; 1− λ−1ω}

)−1|p(T )|2,

(4.42)∫
I

[α(t)]−1e−2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1dsϕ(t)‖p′(t)‖2

∗ dt ≤ K2
(
2 min{1; 1− λ−1ω}

)−1|p(T )|2.

(4.43)

Òåïåð äëÿ ìàéæå êîæíîãî t ∈ I ñêàëÿðíî äîìíîæèìî (4.39) íà

[ϕ(t)]−1(y(t; v) − y(t;u)), v ∈ U∂, i ïðîiíòåãðó¹ìî îòðèìàíó ðiâíiñòü çà t âiä

τ ∈ (0, T ) äî T :

−
∫ T

τ

( d
dt
p(t;u), y(t; v)− y(t;u)

)
dt+

+

∫ T

τ

(
A∗(t)p(t;u), (y(t; v)− y(t;u)

)
[ϕ(t)]−1dt=0. (4.44)

Çâiäñè ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü îòðèìà¹ìî

(p(T ;u), y(T ; v)− y(T ;u)) = (p(τ ;u), y(τ ; v)− y(τ ;u))+

+

∫ T

τ

(
p(t;u),

d

dt
(y(t; v)− y(t;u)) + [ϕ(t)]−1A(t)(y(t; v)− y(t;u))

)
dt. (4.45)
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Ç ðiâíîñòåé

ϕ(t)y′(t; v) + A(t)y(t; v) = g(t) + (Bv)(t), t ∈ I,

ϕ(t)y′(t;u) + A(t)y(t;u) = g(t) + (Bu)(t), t ∈ I

âèïëèâà¹ ðiâíiñòü(
y(t; v)− y(t;u)

)′
+ [ϕ(t)]−1A(t)(y(t; v)− y(t, u)) =

= [ϕ(t)]−1(B(v − u))(t), t ∈ I. (4.46)

Ç (4.45), (4.46) ëåãêî çäîáóäåìî

(p(T ;u), y(T ; v)− y(T ;u)) = (p(τ ;u), y(τ ; v)− y(τ ;u))+

+

∫ T

τ

(
p(t;u), (B(v − u))(t)

)
[ϕ(t)]−1dt. (4.47)

Ïîêàæåìî, ùî â (4.47) ìîæíà ïåðåéòè äî ãðàíèöi ïðè τ → 0. Íà ïiäñòàâi

(4.25) i (4.41):

|(p(τ ;u), y(τ ; v)− y(τ ;u))| ≤ |p(τ ;u)| · |y(τ ; v)− y(τ ;u)| ≤

≤ |p(T ;u)|eω
∫ τ
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds(|y(τ ; v)|+ |y(τ ;u)|) = |p(T ;u)|γ(τ), (4.48)

äå γ(t), t ∈ I, � ôóíêöiÿ òàêà, ùî γ(t)→ 0 ïðè t→ 0.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî∫ T

τ

∣∣∣(p(t;u), (B(v − u))(t)
)∣∣∣[ϕ(t)]−1dt ≤

≤
∫ T

τ

‖p(t;u)‖‖(B(v − u))(t)‖∗[ϕ(t)]−1dt =

=

∫ T

τ

[α(t)]1/2e−ω
∫ τ
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds‖p(t;u)‖[ϕ(t)]−1/2× (4.49)

×[α(t)]−1/2eω
∫ τ
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds‖(B(v − u))(t)‖∗[ϕ(t)]−1/2 dt.

Íà ïiäñòàâi (4.42) i òîãî, ùî B(v−u) ∈ L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′), ìîæíà çðîáèòè âèñíî-

âîê ïðî iíòåãðîâíiñòü íà I ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ â iíòåãðàëi ïðàâî¨ ÷àñòèíè

íåðiâíîñòi (4.49). Âðàõóâàâøè öå, à òàêîæ (4.48), ïåðåéäåìî â (4.47) äî ãðà-

íèöi ïðè τ → 0 :

(p(T ;u), y(T ; v)− y(T ;u)) =

∫
I

(p(t;u), (B(v − u))(t))[ϕ(t)]−1dt. (4.50)
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Ïîêëàäåìî p̂(t;u):=p(t;u)e−2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds, t ∈ I. Íà ïiäñòàâi (4.42) ìî-

æåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî p̂(u) ∈ Lϕ,ω,α(I;V ) i ïðàâèëüíîþ ¹ ðiâíiñòü∫
I

(p(t;u), (B(v − u))(t))[ϕ(t)]−1dt =

=

∫
I

e2ω
∫ t
0
α(s)ds((B(v − u))(t), p̂(t;u))[ϕ(t)]−1dt. (4.51)

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.5). Ïîêëàäåìî

Vϕ,ω:=L2
ϕ,ω,α(I;V ), Hϕ,ω:=L2

ϕ,ω,1(I;H), V′ϕ,ω:=L2
ϕ,ω,1/α(I;V ′).

ßê áóëî ñêàçàíî ðàíiøå, ïðîñòîðè Vϕ,ω,Hϕ,ω,V′ϕ,ω ¹ ãiëüáåðòîâèìè. Çàóâàæè-

ìî, ùî â ïðèïóùåííi (4.5) ïðàâèëüíèì ¹ ëàíöþæîê íåïåðåðâíèõ i ùiëüíèõ

âêëþ÷åíü

Vϕ,ω ⊂ Hϕ,ω ⊂ V′ϕ,ω. (4.52)

Îòîòîæíèìî ñïðÿæåíèé äî Hϕ,ω ïðîñòið ç íèì ñàìèì. Òîäi ñïðÿæåíèé

äî Vϕ,ω ïðîñòið îòîòîæíþ¹òüñÿ ç V′ϕ,ω i äiÿ åëåìåíòà f ∈ V′ϕ,ω íà åëåìåíò

v ∈ Vϕ,ω âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

((f, v)) =

∫
I

e2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds(f(t), v(t))[ϕ(t)]−1dt. (4.53)

Íà ïiäñòàâi (4.53) áà÷èìî, ùî (4.51) ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi∫
I

(p(t;u), (B(v − u))(t))[ϕ(t)]−1dt = ((p̂(u), B(v − u))) = 〈B∗p̂(u), v − u〉U .

(4.54)

Îòæå, íà ïiäñòàâi (4.40),(4.50),(4.54) ñïiââiäíîøåííÿ (4.37) ðiâíîñèëüíå íå-

ðiâíîñòi

(Λ−1
U B∗p̂(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂, (4.55)

äå ΛU : U → U ′ êàíîíi÷íèé içîìîðôiçì Ðiñà.

Îòæå, ìè äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ òåîðåìè 4.2 i óìîâè (F)
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òà (4.5). Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.28) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿìè

ϕ(t)
dy(t;u)

dt
+ A(t)y(t;u) = g(t) + (Bu)(t), t ∈ I,

t 7→ y(t;u) ∈ L2
ϕ,ω,α(I;V ),

−ϕ(t)
dp(t;u)

dt
+ A∗(t)p(t;u) = 0, t ∈ I,

p(T ;u) = D∗(Dy(T ;u)− z0),

(Λ−1
U B∗p̂(u) +Nu, v − u)U ≥ 0 ∀v ∈ U∂,

äå p̂(t):=p(t)e−2ω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds, t ∈ I.

4.2 Ðiâíÿííÿ, îïåðàòîðàìè ãîëîâíèõ ÷àñòèí ÿêèõ ¹ ãå-

íåðàòîðè àíàëiòè÷íèõ ïiâãðóï îïåðàòîðiâ â ãiëüáåð-

òîâèõ ïðîñòîðàõ

4.2.1 Âèõiäíi ïîëîæåííÿ

Ââåäåìî äåÿêi ïîòðiáíi íàì äàëi ïîçíà÷åííÿ. Íåõàé P � ÿêèé-íåáóäü ïðî-

ìiæîê äiéñíî¨ îñi, à X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)X
i íîðìîþ ‖ · ‖X . Ïiä C(P ;X) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç

ôóíêöié, ÿêi âèçíà÷åíi íà P, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X òà ¹ íåïåðåðâíèìè.

×åðåç L2(P ;X) ïîçíà÷àòèìåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið âèìiðíèõ (êëàñiâ) ôóíêöié

f : P → X , äëÿ ÿêèõ ‖f(·)‖X ∈ L2(P ), çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)L2(P ;X) :=

∫
P

(f(t), g(t))X dt.

Ïiä L2,loc(P ;X) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ (êëàñiâ) ôóíêöié,

ÿêi âèçíà÷åíi íà P, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X i ¨õ çâóæåííÿ íà äîâiëüíèé

âiäðiçîê [t1, t2] ⊂ P íàëåæàòü ïðîñòîðó L2(t1, t2;X). ×åðåç W 1
2 (P ;X) ïî-

çíà÷àòèìåìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ôóíêöié f ∈ L2(P ;X), ÿêi ìàþòü óçàãàëü-

íåíi ïîõiäíi f ′ â ñåíñi D′( intP ;X) ( intP � âíóòðiøíiñòü ïðîìiæêó P ) ç

ïðîñòîðó L2(P ;X) , çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì

(f, g)W 1
2 (P ;X) :=

∫
P

{(f(t), g(t))X+

+(f ′(t), g′(t))X} dt.
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Ïiä W 1
2,loc(P ;X) ðîçóìiòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið âèìiðíèõ (êëàñiâ) ôóíêöié,

ÿêi âèçíà÷åíi íà P, ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ â X i ¨õ çâóæåííÿ íà äîâiëü-

íèé âiäðiçîê [t1, t2] ⊂ P íàëåæàòü ïðîñòîðó W 1
2 ([t1, t2];X). Âiäîìî [15], ùî

W 1
2,loc(P ;X) ⊂ C(P ;X).

Äàëi ÷åðåç L(X, Y ) , äå X, Y � áàíàõîâi ïðîñòîðè, ïîçíà÷à¹ìî áàíàõiâ

ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi äiþòü íà X i ïðèéìàþòü çíà-

÷åííÿ â Y , ç îïåðàòîðíîþ íîðìîþ ‖ · ‖L(X,Y ). Ïiä L(X) ðîçóìi¹ìî ïðîñòið

L(X,X) .

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ i ïðèïóùåííÿ, ÿêi áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ó ôîðìó-

ëþâàííi çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðîáîòè. Íåõàé V i H � ãiëüáåðòîâi

ïðîñòîðè íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë ç, âiäïîâiäíî, ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè (·, ·)V
i (·, ·) òà íîðìàìè ‖·‖ i | · | . Ïðèïóñòèìî, ùî ïðîñòið V âêëàäà¹òüñÿ â H íå-

ïåðåðâíî, ùiëüíî i êîìïàêòíî, òîáòî, V ¹ ïiäìíîæèíîþ H , çàìèêàííÿ V çà

íîðìîþ H çáiãà¹òüñÿ ç H , ç áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi åëåìåíòiâ ç V , îáìåæå-

íî¨ çà íîðìîþ ïðîñòîðó V , ìîæíà âèäiëèòè ïiäïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ

çà íîðìîþ ïðîñòîðó H , à òàêîæ iñíó¹ ñòàëà λ∗ > 0 òàêà, ùî

|v| ≤ λ∗‖v‖V ∀ v ∈ V.

Íåõàé a(·, ·) : V × V → R � áiëiíiéíà ôîðìà, ÿêà âîëîäi¹ âëàñòèâîñòÿìè

ñèìåòðè÷íîñòi:

a(v, w) = a(w, v), v, w ∈ V,

V−êîåðöèòèâíîñòi:
a(v, v) ≥ α‖v‖2, v ∈ V,

i íåïåðåðâíîñòi:

|a(v, w)| ≤ β‖v‖‖w‖, v, w ∈ V,

äå α i β � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi (î÷åâèäíî, ùî α ≤ β ).

Âèçíà÷èìî îïåðàòîð A : D(A) → H çà òàêèì ïðàâèëîì. Íåõàé D(A) :=

{v ∈ V
∣∣ |a(v, w)| ≤ cv|w|, w ∈ V ( cv ≥ 0 � ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü âiä v)}.

Îòîæ, ÿêùî v ∈ D(A), òî âiäîáðàæåííÿ V 3 w 7→ a(v, w) ∈ R îäíîçíà÷íî

ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ëiíiéíîãî íåïåðåðâíîãî ôóíêöiîíàëó íà H . Çâiäñè çà òå-

îðåìîþ Ðiñà îòðèìó¹ìî iñíóâàííÿ äëÿ êîæíîãî v ∈ D(A) ¹äèíîãî åëåìåíòà
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Av ∈ H òàêîãî, ùî

(Av,w) = a(v, w), w ∈ V. (4.56)

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð A ¹ ëiíiéíèì, ñèìåòðè÷íèì:

(Av,w) = (v, Aw), v, w ∈ D(A), (4.57)

i V−êîåðöèòèâíèì:

(Av, v) ≥ α‖v‖2
V , v ∈ D(A). (4.58)

Çi ñêàçàííîãî âèïëèâà¹ (äèâ., íàïðèêëàä, [98, ðîçäië IV]), ùî A � çàìêíå-

íèé îïåðàòîð â H (òîáòî âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ: ÿêùî {vm}∞m=1 � ïîñëiäîâíiñòü

åëåìåíòiâ ç D(A) i åëåìåíòè v, w ∈ H òàêi, ùî vm −→
m→∞

v i Avm −→
m→∞

w â

H, òî v ∈ D(A) i Av = w ) òà âêëàäåííÿ D(A) ⊂ H ¹ ùiëüíèì.

Ââåäåìî íà D(A) ñêàëÿðíèé äîáóòîê

(v, w)D(A) = (v, w) + (Av,Aw), v, w ∈ D(A),

ÿêèé ïîðîäæó¹ íîðìó ãðàôiêà

‖v‖2 := |v|2 + |Av|2, v ∈ D(A).

Îñêiëüêè îïåðàòîð A ¹ çàìêíåíèì, òî ïðîñòið D(A) ç ââåäåíèì ñêàëÿðíèì

äîáóòêîì ¹ ãiëüáåðòîâèì. Òàêîæ çi ñêàçàííîãî âèïëèâà¹, ùî D(A) ùiëüíî i

êîìïàêòíî âêëàäà¹òüñÿ â H.

ßê äîâåäåíî, íàïðèêëàä, â [98, ðîçäië IV], îïåðàòîð −A : D(A) → H ¹

ãåíåðàòîðîì àíàëiòè÷íî¨ ïiâãðóïè {T (τ) ≡ e−τA
∣∣ τ ≥ 0} ëiíiéíèõ îáìåæåíèõ

îïåðàòîðiâ íà H i

e−τAv =
∞∑
m=1

e−λmτ(v, vm) vm, v ∈ H, τ ≥ 0, (4.59)

äå {λm}∞m=1, {vm}∞m=1 � ïîñëiäîâíîñòi, âiäïîâiäíî, äiéñíèõ ÷èñåë òà åëåìåíòiâ

ç D(A) òàêi, ùî

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ λ3 ≤ ... ≤ λm ≤ ...,

Avm = λmvm ∀m ∈ N,

{vm}∞m=1 � îðòîíîðìîâàíà áàçà â H.
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Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíîãî m ∈ N ÷èñëî λm � âëàñíå çíà÷åííÿ (âçÿòå ñòiëüêè

ðàçiâ, ÿêà éîãî êðàòíiñòü), à vm � âëàñíèé åëåìåíò, âiäïîâiäíèé λm, îïåðà-

òîðà A .

Íà ïiäñòàâi ðiâíîñòi Ïàðñåâàëÿ ç (4.59) îòðèìà¹ìî

|e−τAv|2 =
∞∑
m=1

e−2λmτ |(v, vm)|2 ≤ e−2λ1τ
∞∑
m=1

|(v, vm)|2 = e−2λ1τ |v|2,

v ∈ H, τ ≥ 0,

çâiäêè ìà¹ìî îöiíêó

‖e−τA‖L(H) ≤ eω0τ , τ ≥ 0, äå ω0 := −λ1 < 0. (4.60)

Íåõàé I := (0, T ] , à ϕ � ôóíêöiÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

ϕ ∈ C([0, T ]), ϕ(t) > 0 ïðè t > 0 , ϕ(0) = 0 i
∫ T

0 [ϕ(t)]−1dt = +∞.

Ïîêëàäåìî

θ(t) :=

∫ t

T

[ϕ(s)]−1ds, t ∈ I. (4.61)

i ïîçíà÷èìî ÷åðåç θ−1 ôóíêöiþ, ÿêà ¹ îáåðíåíîþ äî ôóíêöi¨ θ .

Ââåäåìî ùå ïîçíà÷åííÿ. Ïiä L2,ϕ(I;X) , äå X � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, áó-

äåìî ðîçóìiòè ãiëüáåðòiâ ïðîñòið, ñêëàäåíèé ç ôóíêöié w ∈ L2(I;X) òà-

êèõ, ùî
∫
I [ϕ(t)]−1‖w(t)‖2

X dt < ∞ , çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (w, ŵ)L2,ϕ(I;X) =∫
I [ϕ(t)]−1(w(t), ŵ(t))X dt . Íåõàé W 1

2,ϕ(I;X) � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið ôóíêöié w ∈
W 1

2,loc(I;X) òàêèõ, ùî
∫
I

{
[ϕ(t)]−1‖w(t)‖2

X+ϕ(t)‖w′(t)‖2
X

}
dt <∞, çi ñêàëÿð-

íèì äîáóòêîì (w, ŵ)W 1
2,ϕ(I;X) =

∫
I

{
[ϕ(t)]−1(w(t),ŵ(t))X+ϕ(t)(w′(t),ŵ′(t))X

}
dt.

Òóò i äàëi [ϕ(t)]−1 := 1/ϕ(t), t ∈ I.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ åâîëþöiéíîãî ðiâíÿííÿ: äëÿ

çàäàíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ L2,ϕ(I;H) çíàéòè ôóíêöiþ y : I → H òàêó, ùî

ϕ(t)y′(t) + Ay(t) = f(t), t ∈ I , (4.62)

y ∈ L2,ϕ(I;H). (4.63)

Îçíà÷åííÿ 4.1 (äèâ. [49]). Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.62), (4.63) íàçè-

âàþòü ôóíêöiþ y ∈ C(I;H) ∩ L2,ϕ(I;H) , ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ

y(t) = Lf(t) :=

∫ t

0

[ϕ(s)]−1e−(θ(t)−θ(s))Af(s) ds, t ∈ I. (4.64)
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Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à (4.62), (4.63) ¹ çàäà÷åþ Q2 ç ðîáîòè [49] ïðè µ = 0,

q = 2, òà −A çàìiñòü A. Òàì äîâåäåíî ¨¨ êîðåêòíiñòü.

4.2.2 Îäíîçíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ

Íåõàé U � ãiëüáåðòiâ ïðîñòið êåðóâàíü çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (·, ·)U i

íîðìîþ | · |U ; B ∈ L(U ;L2,ϕ(I;H)) � äåÿêèé îïåðàòîð. ×åðåç

B∗ : L2,ϕ(I;H)→ U ïîçíà÷èìî îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà B, òîáòî

(B∗f, v)U = (f,Bv)L2,ϕ(I;H) äëÿ áóäü-ÿêèõ f ∈ L2,ϕ(I;H), v ∈ U.
Ïðèïóñêà¹ìî, ùî äëÿ êåðóâàííÿ v ∈ U ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷åíèé ñëàáêèì

ðîçâ'ÿçêîì y = y(v) çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

ϕ(t)y′(t) + Ay(t) = g(t) +Bv(t), t ∈ I, (4.65)

y ∈ L2,ϕ(I;H), (4.66)

äå g ∈ L2,ϕ(I;H) � çàäàíà ôóíêöiÿ, Bv(t) := (Bv)(t), t ∈ I .
Íåõàé N ∈ L(U) � ñèìåòðè÷íèé i êîåðöèòèâíèé îïåðàòîð, òîáòî

(Nv,w)U = (v,Nw)U i (Nv, v)U ≥ ν‖v‖2
U äëÿ áóäü-ÿêèõ v, w ∈ U, äå

ν = const > 0.

Ââåäåìî ôóíêöiîíàë

J(v) = |y(T ; v)− z∗|2 + (Nv, v)U , v ∈ U,

äå y(·; v) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.65),(4.66), z∗ � çàäàíèé åëåìåíò ç H .

Íåõàé U∂ � îïóêëà çàìêíåíà ìíîæèíà ïðîñòîðó U .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂

òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (4.67)

Áóäü-ÿêå òàêå çíà÷åííÿ u íàçèâà¹òüñÿ îïòèìàëüíèì êåðóâàííÿì.

Äàëi öþ çàäà÷ó êîðîòêî íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (4.67).

Ìåòîþ ïiäðîçäiëó 4.2 ¹ âèðiøåííÿ òàêèõ ïðîáëåì: (i) îòðèìàííÿ óìîâ iñíó-

âàííÿ ãëîáàëüíîãî ìiíiìóìó ôóíêöiîíàëó J ; (ii) âèâ÷åííÿ ñòðóêòóðè i âëà-

ñòèâîñòåé ðiâíÿíü, ÿêi âèðàæàþòü öi óìîâè.

Ñôîðìóëþ¹ìî îñíîâíi ðåçóëüòàòè ïiäðîçäiëó 4.2.



161

Òåîðåìà 4.4. Çàäà÷à (4.67) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ)

i âií õàðàêòåðèçó¹òüñÿ íåðiâíiñòþ(
y(T ;u)− z∗, y(T ; v)− y(T ;u)

)
+

+
(
Nu, v − u

)
U
≥ 0 ∀v ∈ U∂. (4.68)

Òåîðåìà 4.5. Íåõàé z∗ ∈ D(A) , g ∈ L2,ϕ(I;D(A)) , B(U∂)⊂L2,ϕ(I;D(A)).

Òîäi îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ â çàäà÷i (4.67) õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñïiââiäíîøå-

ííÿìè

ϕ(t)y′(t) + Ay(t) = g(t) +Bu(t), t ∈ I,

−ϕ(t)
dp(t)

dt
+ Ap(t) = 0, t ∈ I,

p(T ) = y(T )− z∗,(
B∗p+Nu, v − u

)
U
≥ 0 ∀v ∈ U∂, (4.69)

y ∈ W 1
2,ϕ(I;H) ∩ L2,ϕ(I;D(A)),

p ∈ C1(I;H) ∩ C(I;D(A)) ∩ L2,ϕ(I;H), u ∈ U∂.

Íàñëiäîê 4.1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 4.5 i, êðiì òîãî, U =

L2,ϕ(I;D(A)), B = I ( I � òîòîæíié îïåðàòîð), Nv = νv, v ∈ U(ν =

const > 0), U∂ = U . Òîäi ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ åâîëþ-

öiéíîþ ñèñòåìîþ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ (4.67) ¹ ðîçâ'ÿçêîì iíòåãðàëüíîãî

ðiâíÿííÿ

νu(t) +

∫
I

[ϕ(s)]−1e(θ(t)+θ(s))Au(s) ds =

= eθ(t)Az∗ −
∫
I

[ϕ(s)]−1e(θ(t)+θ(s))Ag(s) ds, t ∈ I, (4.70)

( eθ(t)A := e−|θ(t)|A, t ∈ I, à θ âèçíà÷åíî â (4.61)) òà íàâïàêè, ïðè÷îìó äëÿ

ν > (2λ1)
−1 ðiâíÿííÿ (4.70) ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ìåòîäîì ïîñëiäîâíèõ íàáëè-

æåíü.

Ïåðåéäåìî äî îá ðóíòóâàííÿ öèõ òâåðäæåíü. Íåõàé S := (−∞, 0] . Ââå-

äåìî ëiíiéíèé îïåðàòîð Z , ÿêèé âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî ïåðåâîäèòü ëiíiéíèé
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ïðîñòið ôóíêöié F := {h : I → H} íà ëiíiéíèé ïðîñòið ôóíêöié F̃ := {h̃ :

S → H} çà ïðàâèëîì

Zh = h̃, äå h̃(τ) := h(θ−1(τ)), τ ∈ S,

òîáòî îïåðàòîð Z ôóíêöi¨ ç ïðîñòîðó F ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ôóíêöiþ ç

F̃ , îòðèìàíó ç äàíî¨ â ðåçóëüòàòi çàìiíè çìiííî¨

τ = θ(t), t ∈ I, τ ∈ S. (4.71)

Çàóâàæèìî, ùî çâóæåííÿ îïåðàòîðà Z íà ïiäïðîñòîðè L2,ϕ(I;H) i

W 1
2,ϕ(I;H) ïðîñòîðó F ¹ içîìåòði¹þ íà, âiäïîâiäíî, ïiäïðîñòîðè L2(S;H) òà

W 1
2 (S;H) ïðîñòîðó F̃ . Ïîêàæåìî öå íà ïðèêëàäi ïàðè ïðîñòîðiâ L2,ϕ(I;H)

i L2(S;H). Íåõàé y ∈ L2,ϕ(I;H) i ỹ = Zy . Âðàõîâóþ÷è (4.71) i, çîêðåìà,

ñïiââiäíîøåííÿ dt = ϕ(t)dτ , ìà¹ìî

‖y‖2
L2,ϕ(I;H) ≡

∫
I

[ϕ(t)]−1‖y(t)‖2dt =

∫
S

‖ỹ(τ)‖2dτ ≡ ‖ỹ‖2
L2(S;V ).

Çâiäñè ëåãêî âèïëèâà¹ òå, ùî ïîòðiáíî. Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹ìî ïðàâèëüíiñòü

íàøîãî òâåðäæåííÿ ñòîñîâíî iíøî¨ ïàðè ïðîñòîðiâ.

Ïîçíà÷èìî B̃ := Z|L2,ϕ(I;H) ◦B , äå Z|L2,ϕ(I;H) � çâóæåííÿ îïåðàòîðà Z íà

ïðîñòið L2,ϕ(I;H) . Î÷åâèäíî, ùî B̃ ∈ L(U ;L2(S;H)) .

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó íà çíàõîäæåííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìîþ,

ñòàí ÿêî¨ äëÿ êîæíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿ-

çîê çàäà÷i ỹ = ỹ(v) áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ

ỹ ′(τ) + Aỹ(τ) = g̃(τ) + B̃v(τ), τ ∈ S, (4.72)

ỹ ∈ L2(S;H), (4.73)

äå g̃ := Zg ∈ L2(S;H), B̃v(τ) := (Z|L2,ϕ(I;H)Bv)(τ), τ ∈ I .
Ïiä ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i ðîçóìi¹ìî ôóíêöiþ ỹ(v) ∈ C(S;H) ∩

L2(S;H) , ÿêà çàäàíà ôîðìóëîþ

ỹ(τ, v) = L̃
(
g̃ + B̃v

)
(τ) :=

∫ τ

−∞
e−(τ−γ)A

{
g̃(γ) + B̃v(γ)

}
dγ, τ ∈ S.

Ç òåîðåìè 2.9 ðîáîòè [49] âèïëèâà¹, ùî çàäà÷à (4.72),(4.73) ìà¹ ñëàá-

êèé ðîçâ'ÿçîê. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ (4.71),
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ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà v ïðîñòîðó U i ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó y çàäà÷i

(4.65),(4.66) ôóíêöiÿ ỹ := Zỹ ¹ ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.72),(4.73) i íàâ-

ïàêè.

Ââåäåìî ôóíêöiîíàë

J̃(v) = |ỹ(0; v)− z∗|2 + (Nv, v)U , v ∈ U,

äå ỹ(·; v) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.72),(4.73), i ðîçãëÿíåìî òàêó çàäà÷ó îïòèìàëü-

íîãî êåðóâàííÿ: çíàéòè ũ ∈ U∂ òàêå, ùî

J̃(ũ) = inf
v∈U∂

J̃(v). (4.74)

Öþ çàäà÷ó íàçèâàòèìåìî çàäà÷åþ (4.74).

Ëåãêî áà÷èòè, ùî J̃(v) = J(v) äëÿ âñiõ v ∈ U , à îòæå, ç iñíóâàííÿ ¹äèíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.74) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (4.67). Iñíóâàííÿ æ ¹äèíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (4.74) ãàðàíòó¹òüñÿ òåî-

ðåìîþ 1 ðîáîòè [8]. Öå îçíà÷à¹, ùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.67) iñíó¹ òà ¹äèíèé.

Íåðiâíiñòü (4.68) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç íåðiâíîñòi â òåîðåìi 1 ðîáîòè [8]

i çâ'ÿçêó ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè çàäà÷ (4.65),(4.66) òà (4.72),(4.73). Îòîæ, òåîðåìà

4.4 ¹ ïðàâèëüíîþ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ ïðàâèëüíiñòü òåîðåìè 4.5 i íàñëiäêó

4.1, îïèðàþ÷èñü íà òåîðåìó 2 i íàñëiäîê 1 ðîáîòè [8] òà òå, ùî ỹ = Zy, p̃ = Zp .

4.3 Ëiíiéíi ïàðàáîëi÷íi ðiâíÿííÿ

4.3.1 Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ

Íåõàé Ω � îáìåæåíà îáëàñòü â Rn (n ∈ N ) ç êóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ Γ , à ν

� îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî Γ . Ïðèïóñêà¹ìî, ùî Γ = Γ0∪Γ1 ,

äå Γ0 � çàìèêàííÿ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè íà ïîâåðõíi Γ, Γ1 := Γ \ Γ0, Γ1 6= ∅ .
Íåõàé T > 0 � çàäàíå ÷èñëî, I := (0, T ] , G := Ω × I , Σ0 := Γ0 × I ,

Σ1 := Γ1 × I .
Ïiä H1(Ω) ðîçóìi¹ìî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið âèìiðíèõ ôóíêöié w : Ω → R ,

ÿêi ðàçîì ç óçàãàëüíåíèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó íàëåæàòü äî L2(Ω) ,

çi ñêàëÿðíèì äîáóòêîì (w, ŵ)H1(Ω) :=
∫
Ω

{ n∑
i=1

wxiŵxi + wŵ
}
dx òà íîðìîþ

‖w‖ :=
( ∫

Ω

{ n∑
i=1

|wxi|2 + |w|2
}
dx
)1/2

. Íåõàé γ0 : H1(Ω) → L2(Γ) � îïåðà-

òîð ñëiäó, H̃1(Ω) := {w ∈ H1(Ω)
∣∣ γ0w|Γ0

= 0} � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó H1(Ω) .
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Çàóâàæèìî, ùî ç âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà ñëiäó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ ñòàëî¨

K̃ > 0 òàêî¨, ùî

‖γ0w‖L2(Γ1) ≤ K̃‖w‖H1(Ω) ∀ w ∈ H̃1(Ω). (4.75)

4.3.2 Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà ¨¨ îäíî-
çíà÷íà ðîçâ'ÿçíiñòü

Ñôîðìóëþ¹ìî çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ ïðè öüîìó ïiä ϕ i α ðîçó-

ìiòèìåìî ôóíêöi¨, ÿêi ðîçãëÿäàþòüñÿ â ïiäðîçäiëi 4.1, i âèêîðèñòîâóâàòèìåìî

ïðîñòîðè L2
ϕ,ω,γ(I;X) ââåäåíi òàì.

Íåõàé U := L2
ϕ,ω,1/α(I;L2(Γ1)) � ïðîñòið êåðóâàíü, U∂ � îïóêëà çàìêíåíà

ïiäìíîæèíà ïðîñòîðó U (ìíîæèíà äîïóñòèìèõ êåðóâàíü).

Ñòàí äîñëiäæóâàíî¨ åâîëþöiéíî¨ ñèñòåìè y = y(v) = y(x, t; v), (x, t) ∈ G,
äëÿ çàäàíîãî êåðóâàííÿ v ∈ U âèçíà÷àòèìåìî ÿê ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

ϕ(t)yt −
n∑

i,j=1

(
aij(x, t)yxj

)
xi

+ a0(x, t)y = f(x, t), (x, t) ∈ G, (4.76)

y
∣∣
Σ0

= 0,
∂y

∂νA

∣∣∣
Σ1

= h+ v, (4.77)

lim
t→0

eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds‖y(·, t)‖ = 0, (4.78)

äå ∂y
∂νA

∣∣∣
Σ1

:=
n∑

i,j=1

aijyxj cos(ν, xi)
∣∣∣
Σ1

.

Ïðèïóñòèìî, ùî âèõiäíi äàíi çàäîâîëüíÿþòü óìîâè:

(A1) a0, aij = aji (i, j = 1, n) ∈ L∞(G), a0(x, t) ≥ α(t),
n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ α(t)‖ξ‖2 äëÿ ì.â. (x, t) ∈ G i âñiõ ξ ∈ Rn ;

(A2) f ∈ L2
ϕ,ω,1/α(I;L2(Ω)) , h ∈ L2

ϕ,ω,1/α(I;L2(Γ1)) .

Îçíà÷åííÿ 4.2. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (4.76) � (4.78) íàçèâà¹ìî ôóí-

êöiþ y ∈ L2
loc(I; H̃1(Ω)) ∩ C(I;L2(Ω)), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (4.78)

òà iíòåãðàëüíó òîòîæíiñòü∫∫
Q

{
− (ϕη)tyψ +

n∑
i,j=1

aijyxjψxiη + a0yψη
}
dxdt =
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=

∫∫
Q

fψη dxdt+

∫∫
Σ1

(h+ v)ψη dΓdt, ψ ∈ H1
0(Ω), η ∈ C1

c (0, T ). (4.79)

Ôóíêöiþ âàðòîñòi áåðåìî ó âèãëÿäi

J(v) = ‖y(·, T ; v)− z0(·)‖2
L2(Ω) + µ‖v‖2

U , v ∈ U∂, (4.80)

äå z0 ∈ L2(Ω) , µ ≥ 0 � çàäàíi, ïðè÷îìó µ > 0 , ÿêùî U∂ � íåîáìåæåíà.

Ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó: çíàéòè êåðóâàííÿ u ∈ U∂ òàêå, ùî

J(u) = inf
v∈U∂

J(v). (4.81)

Òåîðåìà 4.6 (iñíóâàííÿ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ). Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìî-

âè (A1) , (A2) , ω < 1 òà

inf
t∈I

α(t) > 0. (4.82)

Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.81) i âií õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ñèñòåìîþ

ñïiââiäíîøåíü:

ϕyt −
n∑

i,j=1

(
aijyxj

)
xi

+ a0y = f, (x, t) ∈ G,

y
∣∣
Σ0

= 0,
∂y

∂νA

∣∣∣
Σ1

= h+ u, lim
t→0

eω
∫ t
T
α(s)[ϕ(s)]−1ds‖y(·, t)‖L2(Ω) = 0;

−ϕpt −
n∑

i,j=1

(
aijpxj

)
xi

+ a0p = 0, (x, t) ∈ G,

p
∣∣
Σ0

= 0,
∂p

∂νA

∣∣∣
Σ1

= 0, p(·, T ) = y(·, T )− z0(·);∫∫
Σ1

[α(t)]−1e
2ω

t∫
T

α(s)[ϕ(s)]−1 ds
[ϕ(t)]−1

(
p̂+ µu

)(
v − u

)
dΓdt ≥ 0 ∀ v ∈ U∂,

äå p̂ = α(t)e
−2ω

t∫
T

α(s)[ϕ(s)]−1 ds
p(x, t), (x, t) ∈ G .

Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (4.81) ¹ êîíêðå-

òèçàöi¹þ çàäà÷i (4.28) ç ïiäðîçäiëó 4.1 ïðè âiäïîâiäíèõ âèõiäíèõ äàíèõ.

Íåõàé V := H̃1(Ω) , H := L2(Ω), V ′ :=
(
H̃1(Ω)

)′
. Òîäi â íåðiâíîñòi (4.1)

λ = 1 .



166

Ñiì'þ îïåðàòîðiâ A(t) : V → V ′, t ∈ I, âèçíà÷èìî òîòîæíiñòþ

(A(t)w, ŵ) =

∫
Ω

[ n∑
i,j=1

aijwxiŵxj + a0wŵ dx
]
, w, ŵ ∈ V, t ∈ I.

Âðàõîâóþ÷è óìîâè (A1) , (A2) öüîãî ïiäðîçäiëó, ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî òàê

ââåäåíà ñiì'ÿ îïåðàòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (A1) , (A2) ïiäðîçäiëó 4.1.

Ââåäåìî îïåðàòîð B̃ : L2(Γ1)→ (H̃1(Ω))′ , ùî äi¹ çà ïðàâèëîì

〈B̃w, ŵ〉 =

∫
Γ1

wŵ dΓ ∀w ∈ L2(Γ1), ŵ ∈ H̃1(Ω).

Î÷åâèäíî, ùî òàê ââåäåíèé îïåðàòîð B̃ ¹ ëiíiéíèì òà îáìåæåíèì. Òîäi

îïåðàòîð B , ùî äi¹ ç ïðîñòîðó U â ïðîñòið L2
ω,ϕ,1/α(I;V ′) , âèçíà÷èìî çà

ïðàâèëîì
(
Bv
)
(t) = B̃

(
u(t)

)
äëÿ ì.â. t ∈ S . Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî

B ∈ L
(
U ;L2

ϕ,ω,1/α(I;V ′)
)
(òîáòî, çàäîâîëüíÿ¹ òi æ óìîâè, ùî i îïåðàòîð B

ïiäðîçäiëó 4.1).

Ôóíêöiþ g ∈ L2
ϕ,ω,1/α(S;V ′) â äàíîìó âèïàäêó çàäà¹ìî òàê:

(g(t), w) =

∫
Ω

f(x, t)w(x) dx+

∫
Γ1

h(x, t)w(x) dΓ, w ∈ V,

äå ôóíêöi¨ f òà h , âiäïîâiäíî, ç (4.76) òà (4.77).

Òóò ìè ìà¹ìî âèïàäîê ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ïðè íà-

øèõ ïðèïóùåííÿõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (F) ïiäðîçäiëó 4.1, ïðè÷îìó D � îäè-

íè÷íèé îïåðàòîð. Âèçíà÷èìî N := µI , äå I � îäèíè÷íèé îïåðàòîð. Î÷åâèäíî,
ùî N ∈ L(U) òà âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (4.26). Âèêîíàííÿ óìîâè (4.11) çàáåçïå-

÷ó¹ óìîâà (A1) , à òî÷íiøå, îáìåæåíiñòü êîåôiöi¹íòiâ a0 òà ai,j . Îòæå, âè-

êîíóþòüñÿ âñi óìîâè òåîðåìè 4.3, ç ÿêî¨ ëåãêî âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ íàøî¨

òåîðåìè.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó ðîçäiëi 4 îäåðæàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè ðîçâ'ÿçíîñòi çàäà÷ îïòè-

ìàëüíîãî êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿ-

ííÿìè, ÿêi ñèëüíî âèðîäæóþòüñÿ â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó, à êåðóâàííÿ ¹ ó

ïðàâèõ ÷àñòèíàõ ðiâíÿíü.



Âèñíîâêè

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðó-

âàííÿ ñèñòåìàìè, ùî îïèñóþòüñÿ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè òà âàðiàöiéíèìè

íåðiâíîñòÿìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Òàêi çàäà÷i âèíèêàþòü ïðè äîñëiäæåííi

ðiçíèõ ïðîöåñiâ â ïðèðîäi òà åêîíîìiöi.

Ïðàêòè÷íî ó âñiõ âiäîìèõ íàì íàóêîâèõ ïðàöÿõ, äå ðîçãëÿäàþòüñÿ çàäà÷i

îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü òà âàðiàöiéíèõ íåðiâíî-

ñòåé, ÷àñîâèé ïðîìiæîê îáìåæåíèé çíèçó i çàäàþòüñÿ ñòàíäàðòíi ïî÷àòêîâi

óìîâè. Ìè çíà¹ìî òiëüêè äâi ðîáîòè, äå äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êå-

ðóâàííÿ äëÿ ëiíiéíèõ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü, çàäàíèõ íà íåîáìåæåíîìó çíèçó

÷àñîâîìó ïðîìiæêó, ç îáìåæåííÿìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó ïðè ïðÿìóâàííi

÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞ òà êåðóâàííÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Òàêîæ, íàñêiëüêè

íàì âiäîìî, íå ðîçãëÿäàëîñÿ îïòèìàëüíå êåðóâàííÿ ñèñòåìàìè, ÿêi îïèñóþ-

òüñÿ ïàðàáîëi÷íèìè âàðiàöiéíèìè íåðiâíîñòÿìè, çàäàíèìè íà íåîáìåæåíîìó

çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, à òàêîæ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè iç ñèëüíèì âè-

ðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò.

Â äàíié äèñåðòàöiéíié ðîáîòi ïðîâåäåíî äîñëiäæåííÿ ó âèïàäêàõ, êîëè ðiâ-

íÿííÿ ñòàíó ¹ íåëiíiéíèìè ïàðàáîëi÷íèìè ðiâíÿííÿìè òà âàðiàöiéíèìè íåðiâ-

íîñòÿìè, çàäàíèìè íà íåîáìåæåíîìó çíèçó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, ç êåðóâàííÿ-

ìè ó êîåôiöi¹íòàõ, à òàêîæ åâîëþöiéíèìè ðiâíÿííÿìè, çàäàíèìè íà ñêií÷åí-

íîìó ÷àñîâîìó ïðîìiæêó, iç ñèëüíèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó

òà êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ.

Âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðåæåíü)

äëÿ íåëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ ç êåðóâàííÿìè ó

êîåôiöi¹íòàõ i îòðèìàíî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òàêèõ çàäà÷, êîëè ðiâíÿ-

ííÿìè ñòàíó ¹ ñëàáêî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç îáìåæåííÿìè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿç-

êó íà íåñêií÷åííîñòi, ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç ìîíîòîííèìè ïðîñòîðîâèìè
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÷àñòèíàìè áåç îáìåæåíü íà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ i ðîçâ'ÿçêiâ ïðè ïðÿ-

ìóâàííi ÷àñîâî¨ çìiííî¨ äî −∞ , ñèëüíî íåëiíiéíi ðiâíÿííÿ ç íåìîíîòîííèìè

ïðîñòîðîâèìè ÷àñòèíàìè ïðè íàÿâíîñòi óìîâ íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ íà íå-

ñêií÷åííîñòi.

Äîñëiäæåíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ (ç ðiçíèìè òèïàìè ñïîñòåðå-

æåíü) äëÿ åâîëþöiéíèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ i îòðè-

ìàíî óìîâè iñíóâàííÿ îïòèìàëüíèõ êåðóâàíü ó âèïàäêó, êîëè ðiâíÿííÿìè

ñòàíó ¹ ñëàáêî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç êåðóâàííÿìè ó êîåôiöi¹íòàõ

ïðè óìîâi íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó, ñèëüíî íåëiíiéíi âàðiàöiéíi íåðiâíîñòi ç

êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ áåç îáìåæåíü íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó.

Âèâ÷åíî çàäà÷i îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ äëÿ åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü iç ñèëü-

íèì âèðîäæåííÿì â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó òà êåðóâàííÿìè ó ïðàâèõ ÷à-

ñòèíàõ i îòðèìàíî íåîáõiäíi òà äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ

òàêèõ çàäà÷, îïòèìàëüíîñòi êåðóâàííÿ ó âèïàäêó ôiíàëüíîãî ñïîñòåðåæåííÿ.

Öi ðåçóëüòàòè ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð i ¨õ ìîæíà âèêîðèñòàòè â òåîði¨

çàäà÷ îïòèìàëüíîãî êåðóâàííÿ òà çàäà÷ áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ, à òàêîæ ïðè

îïòèìiçàöi¨ ïðîöåñiâ, ÿêi ìîäåëþþòüñÿ çàäà÷àìè áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ

åâîëþöiéíèõ ðiâíÿíü ÷è âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.
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