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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Однiєю з форм повноти в класi гаусдор-
фових топологiчних просторiв є поняття H-замкненостi. У загальнiй
топологiї це поняття було введено П. Александровим i П. Урисоном
як узагальнення поняття компактностi. У 1923 р. П. Александров i
П. Урисон1 довели критерiй H–замкненостi топологiчних просторiв.
Згодом М. Катетов2 показав, що неперервний образ H-замкненого
топологiчного простору є H-замкненим i, якщо кожен замкнений
пiдпростiр гаусдорфового простору X є H-замкненим, то X – ком-
пактний простiр.

Поняття H-замкненостi топологiчних просторiв природним чи-
ном переноситься на класи гаусдорфових (напiв)топологiчних ал-
гебр: груп, напiвгруп, напiвграток, тощо.

H-замкненi топологiчнi групи в класi топологiчних груп вивчав
Д. Райков3 i називав їх абсолютно замкненими. Вiн довiв, що топо-
логiчна група є абсолютно замкненою тодi i лише тодi, коли вона пов-
на стосовно двобiчної рiвномiрностi. Дослiдженням H-замкненостi
топологiчних груп в рiзних класах топологiчних напiвгруп займали-
ся Т. Банах, О. Гутiк та О. Равський. Зокрема, О. Равський4 довiв,
що абелева топологiчна група, яка є H-замкненою в класi паратопо-
логiчних груп зображається як об’єднання компактних груп. О. Гу-
тiк5 довiв, що топологiчна група G є H-замкненою в класi напiвто-
пологiчних iнверсних напiвгруп з неперервною iнверсiєю тодi i лише
тодi, коли G є компактним простором. Т. Банах нещодавно показав,
що абелева топологiчна група G є H-замкненою в класi паратопо-
логiчних груп тодi i тiльки тодi, коли G повна за Райковим i має
компактну експоненту.

H-замкненi та абсолютно H-замкненi напiвгрупи введенi
Дж. Степпом в 1969 та 1975 роках, вiдповiдно. У 1969 роцi

1Alexandroff, P., Urysohn, P.: Sur les espaces topologiques compacts. Bull. Intern.
Acad. Pol. Sci. 5–8 (1923).

2Katetov, M.: Uber H-abgeschlossene und bikompakte Raume. Caspis Pest. Mat.
Fys. 69, 36–49 (1940).

3Райков, Д.: О пополнении топологических групп. Известия академии наук
СССР 10, 513–528 (1946).

4Ravsky, O.: On H-closed paratopological groups. Вiсник Львiвського унiверси-
тету. Серiя мех.-мат. 61, 172–179 (2003).

5Gutik, O.: On closures in semitopological inverse semigroups with continuous
inversion. Algebra Discr. Math. 18(1), 59–85 (2014).
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Дж. Степп6 довiв, що кожна гаусдорфова локально компактна то-
пологiчна напiвгрупа X вкладається як щiльна пiднапiвгрупа в H-
замкнену топологiчну напiвгрупу. У 1975 роцi Дж. Степп7 довiв, що
дискретна напiвгратка X є абсолютно H-замкненою в класi тополо-
гiчних напiвграток тодi i лише тодi, коли всi ланцюги в X є скiн-
ченними, а також поставив питання: чи кожна H-замкнена топо-
логiчна напiвгратка є абсолютно H-замкненою? О. Гутiк i Д. Ре-
повш8 дослiджували замикання лiнiйно впорядкованих топологiчних
напiвграток у топологiчних напiвгратках. Вони дали необхiднi i дос-
татнi умови для того, щоб лiнiйно впорядкована напiвгратка була
H-замкненою в класi топологiчних напiвграток, довели, що кожна
лiнiйно впорядкована топологiчна напiвгратка вкладається як щiль-
на пiднапiвгратка в H-замкнену топологiчну напiвгратку i показали,
що довiльнаH-замкнена лiнiйно впорядкована напiвгратка є абсолю-
тно H-замкненою в класi топологiчних напiвграток.

О. Гутiк i К. Павлик9 довели, що напiвгрупа матричних оди-
ниць Bα є H-замкненою в класi топологiчних iнверсних напiвгруп.
Якщо пiднапiвгрупа iдемпотентiв напiвгрупи Bα є компактною, то
напiвгрупа матричних одиниць є H-замкненою в класi топологiчних
напiвгруп10. О. Гутiк та А. Рейтер11 узагальнили результат Гутiка
i Павлик, довiвши, що симметричний iнверсний моноїд обмеженого
скiнченного рангу єH-замкеним в класi напiвтопологiчних напiвгруп
з неперервної iнверсiєю.

Питання iснування нескiнченної нетопологiзовної групи, тобто
групи на якiй iснує лише дискретна гаусдорфова групова топологiя,
було поставлено А. Марковим. В 1980 р. О. Ольшанський розв’язав
цю задачу, побудувавши злiченну нетопологiзовну групу. З iншого
боку Є. Зеленюк показав, що на довiльнiй групi G iснує недискретна
гаусдорфова топологiя τ така, що (G, τ) є квазiтопологiчною гру-

6Stepp, J.: A note on maximal locally compact semigroups. Proc. Amer. Math.
Soc. 20, 251–253 (1969).

7Stepp, J.: Algebraic maximal semilattices. Pacific J. Math. 58(1), 243–248 (1975).
8Gutik, O., Repovs, D.: On linearly ordered H-closed topological semilattices.

Semigroup Forum 77(3), 474–481 (2008).
9Gutik, O., Pavlyk, K.: Topological semigroups of matrix units. Algebra Discrete

Math. 3, 1–17 (2005).
10Gutik, O., Pavlyk, K., Reiter, A.: Topological semigroups of matrix units and

countably compact Brandt λ0-extensions. Мат. Студ. 32(2), 115–131 (2009).
11Gutik, O., Reiter, A.: Symmetric inverse topological semigroups of finite rank 6 n.

Математичнi методи та фiзико-механiчнi поля 52(3), 7–14 (2009).
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пою. Проблему топологiзацiї абелевих напiвгруп займався А. Тайма-
нов, який побудував приклад нетопологiзовної абелевої напiвгрупи.
О. Гутiк показав, що побудована А. Таймановим напiвгрупа є H-
замкненою в класi топологiчних напiвгруп, проте кожен її нескiнчен-
ний неiзоморфний образ допускає топологiю, що перетворює його у
топологiчну напiвгрупу, яка не є H-замкненою.

Бiциклiчна напiвгрупа C(p, q) вiдiграє важливу роль як в алгеб-
раїчнiй теорiї напiвгруп, так i в теорiї топологiчних напiвгруп. На-
приклад, вiдомий результат Андерсена12 стверджує, що (0–)проста
напiвгрупа є цiлком (0–)простою тодi i лише тодi, коли вона не мiс-
тить бiциклiчної напiвгрупи. Задачу топологiзацiї бiциклiчної напiв-
групи вивчали К. Ебергарт i Дж. Селден13, якi довели, що на нiй
iснує лише дискретна напiвгрупова топологiя, а також показали, що
якщо бiциклiчна напiвгрупа C(p, q) є власною щiльною пiднапiвгру-
пою топологiчної напiвгрупи S, то S\C(p, q) є iдеалом в S. М. Берт-
ман i Т. Вест14 показали, що напiвтопологiчний бiциклiчний моноїд
є дискретним простором. О. Гутiк15 довiв, що локально компактна
напiвтопологiчна бiциклiчна напiвгрупа з приєднаним нулем є або
дискретним, або компактним простором. Вiдомо, що бiциклiчна на-
пiвгрупа не вкладається в стабiльнi й Γ-компактнi топологiчнi на-
пiвгрупи. Не iснує злiченно компактної топологiчної iнверсної напiв-
групи, що мiстить iзоморфну копiю бiциклiчної напiвгрупи16. Т. Ба-
нах, С. Дiмiтрова й О. Гутiк17 вказали умови, за яких бiциклiчна
напiвгрупа не вкладається в псевдокомпактнi та злiченнокомпактнi
топологiчнi напiвгрупи. Тим не менше, в аксiоматичних припущен-
нях (континуум-гiпотези чи аксiоми Мартiна) вони показали, що
iснує тихонiвська злiченно компактна топологiчна напiвгрупа, яка

12Andersen, O.: Ein Bericht über die Struktur abstrakter Halbgruppen. Dissertati-
on, University of Hamburg (1952).

13Eberhart, C., Selden, J.: On the closure of the bicyclic semigroup. Trans. Amer.
Math. Soc. 144, 115–126 (1969).

14Bertman, M., West, T.: Conditionally compact bicyclic semitopological semi-
group. Proc. Roy. Irish Acad. 76, 219–226 (1976).

15Gutik, O.: On the dichotomy of a locally compact semitopological bicyclic monoid
with adjoined zero. Вiсник Львiвського унiверситету. Серiя мех.-мат. 80, 33–41
(2015).

16Gutik, O., Repovs, D.: On countably compact 0-simple topological inverse semi-
groups. Semigroup Forum 75(2), 464–469 (2007).

17Banakh, T., Dimitrova, S., Gutik, O.: Embedding the bicyclic semigroup into
countably compact topological semigroups. Topology Appl. 157(18), 2803–2814
(2010).
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мiстить бiциклiчний моноїд.
Одним з узагальнень бiциклiчної напiвгрупи є полiциклiчнi мо-

ноїди, якi введенi М. Нiватом i Ж.-Ф. Перро18. В свою чергу полi-
циклiчнi моноїди є частковими випадками iнверсних напiвгруп над
орiєнтованими графами, зокрема, iнверсна напiвгрупа над орiєнтова-
ним графом, що складається з однiєї вершини та n петель iзоморф-
на полiциклiчному моноїду Pn. Алгебраїчнi властивостi iнверсних
напiвгруп над графами та полiциклiчних моноїдiв дослiджувались
Д. Джонесом, М. Лоусоном та Дж. Мекiном. Топологiзацiя iнвер-
сних напiвгруп над графами дослiджувалась З. Месiаном, Дж. Мiт-
челом, М. Морайне та Й. Пересом19. Вони довели, що кожен нену-
льовий елемент у топологiчнiй iнверснiй напiвгрупi над довiльним
орiєнтованим графом є iзольованою точкою i, що довiльна локально
компактна напiвгрупова топологiя на iнверснiй напiвгрупi над скiн-
ченним орiєнтованим графом є дискретною.

Ще одним узагальненням бiциклiчної напiвгрупи є α-бiциклiчний
моноїд Bα, який введений Д. Хоганом20. У цiй же роботi Д. Хоган
дослiдив алгебраїчнi властивостi α-бiциклiчного моноїда i показав,
що напiвгрупа Bα вiдiграє важливу роль в структурi регулярних бi-
простих напiвгруп, множина iдемпотентiв яких iзоморфна напiвгра-
тцi (ωα,max). Топологiзацiя α-бiциклiчного моноїда дослiджувалась
Д. Хоганом21 та А. Селден22. Зокрема, А. Селден побудувала недис-
кретну топологiю на 2-бiциклiчному моноїдi B2, а Д. Хоган показав,
що елемент (a, b) топологiчного α-бiциклiчного моноїда є iзольова-
ним, якщо a та b є неграничними ординалами.

З вище сказаного випливає, що дослiдження H-замкненостi топо-
логiчних напiвграток, топологiзацiї напiвгруп локально компактною
топологiєю та вкладення топологiчних напiвгруп в близькi до ком-
пактних топологiчнi напiвгрупи є актуальним.

18Nivat, M., Perrot, J.-F.: Une généralisation du monoide bicyclique. C. R. Acad.
Sci. 271, 824–827 (1970).

19Mesyan, Z., Mitchell, J., Morayne M., Peresse, Y.: Topological graph inverse
semigroups. Topology Appl. 208, 106–126 (2016).

20Hogan, J.: Bisimple semigroup with idempotents well-ordered. Semigroup forum
6, 296–316 (1973).

21Hogan, J.: The α-bicyclic semigroup as a topological semigroup. Semigroup forum
28, 265–271 (1984).

22Selden, A.: A nonlocally compact nondiscrete topology for the α-bicyclic semi-
group. Semigroup forum 31, 372–374 (1985).
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Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана на кафедрi геометрiї i топологiї Львiвського
нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Результати дисер-
тацiї частково використанi при виконаннi завдань держбюджетної
теми “Топологiя та її застосування у фрактальнiй геометрiї та мате-
матичнiй економiцi” (номер державної реєстрацiї 0116U001537).

Мета i задачi дослiдження. Метою дисертацiйної роботи
є розв’язок проблеми Степпа, а також вивчення властивостей λ-
полiциклiчного й α-бiциклiчного моноїдiв як топологiчних i напiв-
топологiчних напiвгруп.

Об’єктом дослiдження є топологiчнi напiвгратки, λ-
полiциклiчний i α-бiциклiчний моноїди.

Предметом дослiджень є H-замкненiсть i абсолютна H-
замкненiсть топологiчних напiвграток i λ-полiциклiчного моноїда,
а також топологiзацiя λ-полiциклiчного та α-бiциклiчного моноїдiв.

Завданнями дисертацiйної роботи є:
• побудувати приклад H-замкненої гаусдорфової топологiчної на-

пiвгратки, яка не є абсолютно H-замкненою;
• дослiдити топологiзацiю λ-полiциклiчного i α-бiциклiчного моно-

їдiв, зокрема описати гаусдорфовi локально компактнi тополо-
гiї, що перетворюють λ-полiциклiчний i α-бiциклiчний моноїди в
топологiчнi (напiвтопологiчнi) напiвгрупи;
• дослiдити вкладення λ-полiциклiчного моноїда в близькi до

компактних топологiчнi напiвгрупи;
• описати замикання λ-полiциклiчного моноїда в топологiчнiй

iнверснiй напiвгрупi, зокрема, вказати умови за яких λ-
полiциклiчний моноїд є абсолютно H-замкненим в класi тополо-
гiчних iнверсних напiвгруп.

Методи дослiдження. У процесi вивчення дисертацiйних за-
дач застосовуються методи загальної топологiї, топологiчної алгебри
та алгебраїчної теорiї напiвгруп.

Наукова новизна одержаних результатiв. Результати ро-
боти, що виносяться на захист, є новими i полягають у наступному:

• Розв’язано проблему Степпа, а саме, побудовано приклад H-
замкненої, не абсолютно H-замкненої топологiчної напiвгратки.
• Доведено, що локально компактний напiвтопологiчний λ-

полiциклiчний моноїд Pλ є або дискретним, або компактним прос-
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тором.
• Доведено, що для довiльного кардиналу λ > 1, λ-полiциклiчний

моноїд не вкладається як щiльна пiднапiвгрупа в слабко компакт-
ну топологiчну напiвгрупу.
• Вказано достатнi умови, за виконання яких, топологiчний iнвер-

сний λ-полiциклiчний моноїд Pλ є абсолютно H-замкненою на-
пiвгрупою в класi топологiчних iнверсних напiвгруп.
• Показано, що для довiльного ординалу α 6 ω довiльна локаль-

но компактна напiвгрупова топологiя на α-бiциклiчному моноїдi
Bα є дискретною та побудовано приклад недискретної локально
компактної топологiї τlc на моноїдi Bω+1 такої, що (Bω+1, τlc) є
топологiчною iнверсною напiвгрупою.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiй-
на робота має теоретичний характер. Отриманi результати та розви-
нутi у нiй методи можна застосувати для подальших дослiджень у
топологiчнiй алгебрi та загальнiй топологiї.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що вино-
сяться на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статей, опублiко-
ваних у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi результати,
що належать автору.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї
доповiдались та обговорювались на:
• Мiжнароднiй конференцiї присвяченiй 120-рiччю з дня

народження Стефана Банаха (Львiв, 17–21 вересня 2012 р.);
• IX Мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Львiв, 8–13

липня 2013 р.);
• X Лiтнiй школi “Алгебра, Топологiя, Аналiз” (Одеса, 3–15 серпня

2015 р.);
• Мiжнароднiй конференцiї “Геометрiя i топологiя в Одесi” (Одеса,

2–8 червня 2016 р.);
• VII Європейському математичному конгресi (Берлiн, 18-22 липня

2016р.);
• XI Лiтнiй школi “Алгебра, Топологiя, Аналiз” (Одеса, 1–14 серпня

2016 р.);
• Мiжнароднiй конференцiї присвяченiй 120-рiччю з дня наро-

дження Казiмiра Куратовського (Львiв, 27 вересня—1 жовтня
2016 р.);
• Зимовiй школi з абстрактного аналiзу, Хейнiце, Чехiя (28 сiчня –
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4 лютого 2017 р.).
• Семiнарi з топологiчної алгебри в унiверситетi мiста Градець

Кралове (Чехiя, 2014 р.);
• Семiнарi з топологiчної алгебри у Львiвському нацiональному

унiверситетi iменi Iвана Франка (Львiв, 2012, 2014, 2015, 2016 р.);
• Семiнарi “Топологiя i застосування” у Львiвському нацiонально-

му унiверситетi iменi Iвана Франка (Львiв, 2015, 2016 р.);
• Семiнарi з абстрактного аналiзу в Полiтехнiчному унiверситетi

мiста Лодзь (Польща, 2016 р.);
• Семiнарi лабораторiї топологiї iнституту математики НАН Украї-

ни (Київ, 2017).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiйної роботи опублi-
ковано в 15 наукових працях, з яких 6 ([1–6]) — у фахових видан-
нях iз перелiку, затвердженого Мiнiстерством освiти i науки Укра-
їни (2 ([1,2]) — без спiвавторiв, 2 ([4, 6]) — у наукових фахових ви-
даннях, якi включено до мiжнародної наукометричної бази даних
“Scopus”), 7 ([7–13]) — у матерiалах мiжнародних наукових конферен-
цiй, 2 ([14,15]) — у матерiалах всеукраїнських наукових конференцiй.
У статтi [3] здобувачевi належать усi результати, окрiм зауважень 1,
2, 3, якi не внесенi до дисертацiї. У статтi [4] здобувачевi належать
усi результати, окрiм зауваження 2.1, твердження 3.2 та наслiдку
3.3, якi не внесенi до дисертацiї. У статтi [5] здобувачевi належать
усi результати, окрiм зауваження 1 та наслiдку 4, якi не внесенi до
дисертацiї. У статтi [6] здобувачевi належать твердження 11, лема
13 та приклад 15.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з ано-
тацiї, вступу, перелiку означень i допомiжних тверджень, трьох роз-
дiлiв, висновкiв, одного додатку i списку використаних джерел, який
налiчує 134 найменувань. Загальний обсяг дисертацiї становить 130
сторiнок, обсяг списку використаних джерел – 11 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтована актуальнiсть дисертацiйного дослiджен-
ня, визначенi мета, завдання та методи дослiджень, вказано наукову
новизну, практичне значення отриманих результатiв та особистий
внесок здобувача, а також, наведено форми апробацiї одержаних ре-
зультатiв, описано структуру й обсяг дисертацiї.
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У перелiку означень i допомiжних тверджень наведено
основнi означення та теореми, якi використовуються в текстi дисер-
тацiї.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються H-
замкненi та абсолютно H-замкненi топологiчнi напiвгратки.

Нехай A – деякий клас гаусдорфових напiвтопологiчних напiв-
груп. Напiвгрупа S ∈ A називається H-замкненою в класi A , якщо
S є замкненою пiднапiвгрупою кожної напiвтопологiчної напiвгрупи
T ∈ A , яка мiстить S як пiднапiвгрупу.

Напiвгрупа S ∈ A називається абсолютно H-замкненою в класi
A , якщо довiльний неперервний гомоморфний образ S є H-замкне-
ним в A .

Через (N,max) i (N,min) позначатимемо множину натуральних
чисел з напiвгратковими операцiями max i min, вiдповiдно. Пiд H-
поповненням (AH-поповненням) топологiчної напiвгратки X розу-
мiтимемо довiльну H-замкнену (абослютно H-замкнену) топологiч-
ну напiвгратку X̃, яка мiстить X як щiльну пiднапiвгратку. H-
Поповнення (AH-поповнення) X̃ топологiчної напiвгратки X нази-
ватимемо унiверсальним, якщо кожен неперервний гомоморфiзм h з
X в H-замкнену (абсолютно H-замкнену) топологiчну напiвгратку
Y продовжується до неперервного гомоморфiзму h̃ : X̃ → Y .

В пiдроздiлi 2.1 описано всi H-поповнення дискретних напiвгра-
ток (N,max) та (N,min) i показано, що для цих напiвграток не iснує
унiверсального AH-поповнення.

Нехай F – довiльний вiльний фiльтр на множинi натуральних
чисел N. Розглянемо топологiчний простiр NF = N ∪ {F}, в якому
всi точки x ∈ N є iзольованими, а множини вигляду F ∪ {F}, де
F ∈ F , утворюють базу топологiї в точцi F . Напiвграткова операцiя
min на N продовжується до неперервної напiвграткової операцiї min
на NF наступним чином:

min{n,F} = min{F , n} = n , min{F ,F} = F .

Аналогiчно, напiвграткова операцiя max на N продовжується до не-
перервної напiвграткової операцiї max на NF наступним чином:

max{n,F} = max{F , n} = F = max{F ,F}.

Через NF ,min (NF ,max) позначимо топологiчний простiр NF з визна-
ченою на ньому неперервною напiвгратковою операцiєю min (max).
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Твердження 1.1.1. Для довiльного вiльного фiльтра F на N то-
пологiчнi напiвгратки NF ,min i NF ,max є абсолютно H-замкненими.
Твердження 1.1.2. Кожне H-поповнення дискретної напiвграт-
ки (N,min) ((N,max)) топологiчно iзоморфне напiвгратцi NF ,min

(NF ,max) для деякого вiльного фiльтру F на N.
Твердження 1.1.3. Для дискретних напiвграток (N,min) i
(N,max) не iснує унiверсального AH-поповнення.

В пiдроздiлi 2.2 розвязано проблему Степпа, а саме побудований
приклад H-замкненої але не абсолютно H-замкненої топологiчної
напiвгратки.

Нехай λ – довiльний нескiнченний кардинал i 0 /∈ λ. На дискрет-
ному топологiчному просторi Eλ = {0} ∪ λ означимо напiвграткову
операцiю за формулою:

x · y =

{
x, якщо x = y;
0, якщо x 6= y.

Нехай F – вiльний фiльтр на N, який мiстить множину F з нескiн-
ченним доповненням N \ F . Через Y λ

max позначимо прямий добуток
топологiчних напiвграток NF ,max та Eλ. Легко бачити, що множина

Xλ
F ,max =

(
NF ,max × {0}

)
∪ ((N \ F )× λ)

є замкненою пiднапiвграткою в Y λ
max.

Твердження 1.2.7 Топологiчна напiвгратка Xλ
F ,max є H-

замкненою.
Iз означення напiвгратки Xλ

F ,max випливає, що для довiльної пiд-
множини κ ⊂ λ множина Iκ = (NF ,max × {0}) ∪ ((N \ F )× κ) є
вiдкрито-замкненим iдеалом в Xλ

F ,max. Звiдси випливає, що фактор-
напiвграткаXλ

F ,max/Iκ з фактор-топологiєю є дискретною топологiч-
ною напiвграткою. Зауважимо, що Xλ

F ,max/Iκ топологiчно iзоморф-
на дискретнiй ортогональнiй сумi потужностi λ топологiчних напiв-
граток (N,max). Легко бачити, що напiвгратка Xλ

F ,max/Iκ не є H-
замкненою. Отже справджується наступне твердження:
Твердження 1.2.8 Топологiчна напiвгратка Xλ

F ,max не є абсолют-
но H-замкненою.

Зауважимо, що для довiльної пiдмножини κ ⊂ λ природнiй го-
моморфiзм π : Xλ

F ,max → E/Iκ є вiдкрито-замкненим неперервним
вiдображенням. Тодi з твердження 1.2.7 випливає наступний наслi-
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док:
Наслiдок 1.2.9 Для довiльного нескiнченого кардиналу λ iснує 2λ

неперервних, вiдкрито-замкнених сюр’єктивних гомоморфних обра-
зiв топологiчної напiвгратки Xλ

F ,max, якi не є H-замкненими топо-
логiчними напiвгратками.

У другому роздiлi дисертацiї вивчаються алгебраїчнi та топо-
логiчнi властивостi λ-полiциклiчних моноїдiв. Нехай λ – довiльний
ненульовий кардинал. λ-Полiциклiчним моноїдом Pλ називається мо-
ноїд з нулем, який визначається наступними спiввiдношеннями:

Pλ =
〈
{pi}i∈λ ,

{
p−1i
}
i∈λ | pip

−1
i = 1, pip

−1
j = 0 для всiх i 6= j

〉
.

В пiдроздiлi 2.1 дослiджуються алгебраїчнi властивостi λ-
полiциклiчних моноїдiв. Основним результатом цього пiдроздiлу є
наступна теорема:
Теорема 2.1.4 Для довiльного нескiнченного кардиналу λ, λ-
полiциклiчний моноїд Pλ є конгруенц-простою, комбiнаторною, 0-
бiпростою, 0-E-унiтарною iнверсною напiвгрупою.

В пiдроздiлi 2.2 дослiджуються напiвгруповi топологiзацiї λ-
полiциклiчних моноїдiв.

Наступнi два твердження узагальнюють результати Месiана,
Мiтчела, Морайне та Переса, якi довели, що кожен ненульовий еле-
мент топологiчного λ-полiциклiчного моноїда Pλ є iзольованою точ-
кою i що для довiльного натурального числа n кожна гаусдорфова
локально компактна напiвгрупова топологiя τ на напiвгрупi Pn є
дискретною.
Твердження 2.2.1 Нехай λ – довiльний кардинал > 2 i τ – довiльна
гаусдорфова топологiя на Pλ, що перетворює Pλ в напiвтопологiчну
напiвгрупу. Тодi кожен ненульовий елемент x є iзольованою точкою
в (Pλ, τ).
Твердження 2.2.1 Нехай λ – нескiнченний кардинал. Тодi довiль-
на гаусдорфова напiвгрупова локально компактна топологiя на Pλ є
дискретною.

Наступне твердження узагальнює результат Еберхарта та Селде-
на про те, що якщо бiциклiчна напiвгрупа C(p, q) є власною щiльною
пiднапiвгрупою топологiчної напiвгрупи S, то S\C(p, q) є замкненим
iдеалом в S.
Твердження 2.2.5 Нехай λ – довiльний кардинал > 2 та S – га-
усдорфова напiвтопологiчна напiвгрупа, що мiстить Pλ як щiльну
пiднапiвгрупу. Тодi S \ Pλ ∪ {0} є замкненим iдеалом в S.
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В пiдроздiлi 2.3 вивчаються вкладення λ-полiциклiчних моноїдiв
в близькi до компактних топологiчнi напiвгрупи.

Топологiчний простiр називається слабко компактним, якщо йо-
го довiльне вiдкрите локально скiнченне покриття є скiнченним. За-
уважимо, що тихоновський простiр X є слабко компактним тодi i
лише тодi, коли X є псевдокомпактним простором i, що кожен злi-
ченно компактний простiр є слабко компактним. Наступна теорема
узагальнює результат Гутiка та Павлик про те, що напiвгрупа мат-
ричних одиниць не вкладається в злiченно компактнi топологiчнi
напiвгрупи.
Теорема 2.3.4 Для довiльного нескiнченного кардиналу λ напiвгру-
па λ×λ-матричних одиниць Bλ не вкладається як щiльний пiдпрос-
тiр в гаусдорфову слабко компактну топологiчну напiвгрупу.

Зважаючи на результати Банаха, Гутiка та Дiмiтрової про вкла-
дення бiциклiчного моноїда в злiченно компактнi топологiчнi на-
пiвгрупи, природним чином постає питання: чи вкладається λ-
полiциклiчний моноїд у злiченно компактну топологiчну напiвгру-
пу? Негативну вiдповiдь на це питання дає наступна теорема.
Теорема 2.3.6 Для довiльного кардиналу λ > 2 не iснує гаусдор-
фової слабко компактної топологiчної напiвгрупи S, яка мiстить
λ-полiциклiчний моноїд Pλ як щiльну пiднапiвгрупу.

В пiдроздiлi 2.4 дослiджуються топологiї, якi перетворюють λ-
полiциклiчний моноїд в H-замкнену або мiнiмальну топологiчну iн-
версну напiвгрупу.

У наступнiй теоремi дано достатнi умови абсолютної H-
замкненостi λ-полiциклiчного моноїда в класi топологiчних iнвесних
напiвгруп.
Теорема 2.4.8 Нехай λ – довiльний кардинал > 2 i τ – гаусдор-
фова iнверсна напiвгрупова топологiя на Pλ така, що множина
U(0) ∩ L є нескiнченною для довiльного вiдкритого околу U(0) ну-
ля 0 в (Pλ, τ) i довiльного максимального ланцюга L напiвгратки
E(Pλ). Тодi (Pλ, τ) є абсолютно H-замкненою напiвгрупою в класi
топологiчних iнверсних напiвгруп.

Визначимо топологiю τmi на λ-полiциклiчному моноїдi Pλ насту-
пним чином. Всi ненульовi елементи Pλ є iзольованими точками в
(Pλ, τmi). Для довiльної скiнченної пiдмножини A вiльного моноїда
Mλ покладемо

UA(0) = {a−1b : a, b ∈Mλ \A}.
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База топологiї τmi в точцi 0 визначається сiм’єю

Bmi = {UA(0) : A – скiнченна пiдмножина вMλ}.

Теорема 2.4.12 Для довiльного кардиналу λ > 2, τmi є найслабшою
напiвгруповою iнверсною топологiєю на Pλ.

У пiдроздiлi 2.5 для довiльного ненульового кардинала λ описано
всi гаусдорфовi локально компактнi топологiї на λ-полiциклiчному
моноїдi, що перетворюють його у напiвтопологiчну напiвгрупу.

Наступна теорема узагальнює результат Гутiка про те, що ло-
кально компактна напiвтопологiчна бiциклiчна напiвгрупа з приєд-
наним нулем є або дискретним, або компактним простором.
Теорема 2.5.9 Гаусдорфовий локально компактний напiвтопологiч-
ний λ-полiциклiчний моноїд Pλ є або компактним, або дискретним
простором.

В третьому роздiлi дисертацiйної роботи дослiджуються топо-
логiчнi властивостi α-бiциклiчного моноїда.

Нехай α – довiльний ординал. α-Бiциклiчним моноїдом (α-
бiциклiчною напiвгрупою) Bα називається множина ωα × ωα з ви-
значеною на нiй бiнарною асоцiативною операцiєю:

(a, b) · (c, d) =

{
(a+ (c− b), d), якщо b 6 c;
(a, d+ (b− c)), якщо c < b;

де z = x− y, якщо x = y + z, для довiльних ординалiв x > y.
У пiдроздiлi 3.1 вивчається напiвтопологiчний α-бiциклiчний мо-

ноїд.
Наступне твердження узагальнює результат Хогана про те, що

елемент (a, b) топологiчного α-бiциклiчного моноїда є iзольованим,
якщо a та b є неграничними ординалами.
Теорема 3.1.7 Нехай a ∈ ωα – довiльний неграничний ординал. Тодi
для довiльного ординалу b ∈ ωα обидва елементи (a, b) та (b, a) є
iзольованими точками в напiвтопологiчному моноїдi (Bα, τ).

У пiдроздiлi 3.2 вивчається локально компактний топологiчний
α-бiциклiчний моноїд.

У теоремi 2.9 з роботи23 Д. Хоган стверджує, що довiльна
гаусдорфова локально компактна напiвгрупова топологiя на α-
бiциклiчному моноїдi є дискретною. Наступний приклад показує, що

23Hogan, J.: The α-bicyclic semigroup as a topological semigroup. Semigroup forum
28, 265–271 (1984).
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твердження теореми Хогана в загальному випадку є невiрним.
Приклад 3.2.2 Визначимо топологiю τlc на Bω+1 наступним чи-
ном: усi точки, вiдмiннi вiд точок вигляду (nωω,mωω), де n,m ∈ N
є iзольованими. Сiм’я

B((nωω,mωω)) = {Uk((nωω,mωω)) : k ∈ N}

задає базу топологiї τlc в точцi (nωω,mωω), де

Uk((nω
ω,mωω))={((n−1)ωω+ωt, (m−1)ωω+ωt) : t>k}∪{(nωω,mωω)}.

Отже (Bω+1, τlc) є гаусдорфовою недискретною локально компа-
ктною топологiчною iнверсною напiвгрупою.

Тим не менше, для ординалiв α 6 ω твердження теореми Хогана
є вiрним.
Теорема 3.2.1 Для довiльного ординалу α 6 ω єдиною гаусдорфовою
локально компактною напiвгруповою топологiєю, на α-бiциклiчно-
му моноїдi Bα є дискретна топологiя.

Зауважимо, що методи доведення Теореми 3.2.1 вiдрiзняються
вiд тих, якi використовував Д. Хоган у своїй теоремi.

ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiдженi топологiзацiя, вкладення i за-
микання λ-полiциклiчного моноїда, топологiзацiя α-бiциклiчної на-
пiвгрупи, а також розв’язано проблему Степпа. Отриманi наступнi
результати:
• Описано всi H-поповнення та AH-поповнення дискретних на-

пiвграток (N,max) та (N,min), та доведено, що для дискретних
напiвграток (N,max) та (N,min) не iснує унiверсального AH-
поповнення.
• Розв’язано проблему Степпа, а саме, побудовано приклад H-

замкненої але не абсолютно H-замкненої топологiчної напiвграт-
ки.
• Показано, що довiльний ненульовий елемент x напiвтопологiч-

ного λ-полiциклiчного моноїда (Pλ, τ) є iзольованою точкою в
(Pλ, τ). Доведено, що єдиною гаусдорфовою локально компакт-
ною напiвгруповою топологiєю на Pλ є дискретна топологiя, а
також, що локально компактний напiвтопологiчний λ-полiцик-
лiчний моноїд Pλ є або дискретним, або компактним простором.
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• Описано всi слабко компактнi топологiї, що перетворюють Pλ на
напiвтопологiчну напiвгрупу i доведено, що не iснує слабко ком-
пактної топологiчної напiвгрупи, що мiстить Pλ як щiльну пiдна-
пiвгрупу.
• Знайдено достатнi умови для того, щоб топологiчний iнверсний
λ-полiциклiчний моноїд Pλ був абсолютно H-замкненим в класi
топологiчних iнверсних напiвгруп, побудовано найслабшу топо-
логiю τmi на Pλ таку, що (Pλ, τmi) є топологiчною iнверсною на-
пiвгрупою i доведено, що дискретний моноїд P2 не єH-замкненим
у класi топологiчних iнверсних напiвгруп.
• Доведено, що для довiльного ординалу α 6 ω довiльна локально

компактна напiвгрупова топологiя на моноїдi Bα є дискретною.
Також побудовано приклад недискретної локально компактної
топологiї τlc на моноїдi Bω+1 такої, що (Bω+1, τlc) є топологiчною
iнверсною напiвгрупою.
Дисертацiйна робота має теоретичний характер. Отриманi ре-

зультати та розвинутi у нiй методи можна застосувати для подаль-
ших дослiджень у загальнiй топологiї та топологiчнiй алгебрi.

Основнi результати дисертацiї є новими i носять завершений ха-
рактер.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується повними та
строгими доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у фахових
журналах i були оприлюдненi на багатьох мiжнародних наукових
конференцiях i спецiалiзованих наукових семiнарах.
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АНОТАЦIЯ

Бардила С.О. Повнота топологiчних напiвграток i напiвгруп. —
На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.04 — геометрiя i топо-
логiя. — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,
Львiв, 2017.

Дисертацiя присвячена дослiдженню H-замкнених топологiчних
напiвграток, а також λ-полiциклiчному i α-бiциклiчному моноїдiв як
(напiв)топологiчних напiвгруп.

У дисертацiйнiй роботi розв’язано проблему Степпа, а саме, побу-
дований приклад H-замкненої але не абсолютно H-замкненої топо-
логiчної напiвгратки.

Показано, що довiльний ненульовий елемент x напiвтопологiчно-
го λ-полiциклiчного моноїда Pλ є iзольованою точкою. Доведено, що
єдиною гаусдорфовою локально компактною напiвгруповою тополо-
гiєю на Pλ є дискретна топологiя. Описанi всi топологiї, що пере-
творюють Pλ в локально компактну напiвтопологiчну напiвгрупу.
Доведено, що Pλ не вкладається як щiльна пiднапiвгрупа в слабко
компактну топологiчну напiвгрупу. Побудована найслабша тополо-
гiя, що перетворює λ-полiциклiчний моноїд у топологiчну iнверсну
напiвгрупу. Дано достатнi умови H-замкненостi λ-полiциклiчного
моноїда у класi топологiчних iнверсних напiвгруп.

Також у дисертацiйнiй роботi доведено, що для довiльного орди-
налу α 6 ω локально компактний топологiчний моноїдBα є дискрет-
ним простором, а також побудовано приклад недискретної локально
компактної топологiї τlc на моноїдi Bω+1 такої, що (Bω+1, τlc) є то-
пологiчною iнверсною напiвгрупою.

Ключовi слова: H-замкнена топологiчна напiвгратка, напiвто-
пологiчна напiвгрупа, α-бiциклiчний моноїд, полiциклiчний моноїд,
локально компактний простiр.

ABSTRACT

Bardyla S.O. Completeness of topological semilattices and semi-
groups. — On the rights of manuscript.
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PhD Thesis for a degree in physics and mathematics, speciality
01.01.04 — Geometry and Topology. — Ivan Franko National University
of Lviv, Lviv, 2017.

In PhD Thesis we construct an example of H-closed topological semi-
lattice which is not absolutely H-closed. This example gives a negative
answer to the question of James Stepp.

We prove that each non-zero element of a semitopological λ-
polycyclic monoid Pλ is an isolated point and each Hausdorff locally
compact topological λ-polycyclic monoid is discrete. We describe all
Hausdorff locally compact topologies which make Pλ a locally compact
semitopological semigroup. In particular, we show that a Hausdorff lo-
cally compact semitopological polycyclic monoid is either compact or
discrete. In PhD Thesis we show that there exists no feebly compact
topological semigroup which contains monoid Pλ as a dense subsemi-
group. We construct the coarsest Hausdorff inverse semigroup topology
on the λ-polycyclic monoid and find a sufficient conditions for monoid Pλ
to be absolutely H-closed in the class of topological inverse semigroups.

Also in PhD Thesis we investigate the α-bicyclic semigroup Bα and
prove that for each ordinal α 6 ω a locally compact Hausdorff topologi-
cal monoid Bα is discrete, and an example of non-discrete Hausdorff
locally compact inverse semigroup topology on the semigroup Bω+1 is
constructed.

Key words: H-closed topological semilattice, semitopological semi-
group, α-bicyclic monoid, polycyclic monoid, locally compact space.

АННОТАЦИЯ

Бардыла С. О. Полнота топологических полурешеток и полу-
групп. – На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-ма-
тематических наук по специальности 01.01.04 — геометрия и тополо-
гия. — Львовский национальный университет имени Ивана Франко,
Львов, 2017.

Диссертация посвящена исследованию H-замкнутых
топологических полурешеток, а также λ-полициклического и
α-бициклического моноидов как (полу)топологических полугрупп.

В первом разделе диссертации исследуются H-замкнутые и аб-
солютно H-замкнутые полурешетки. Описано все AH-пополнения
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дискретных полурешоток (N,min) и (N,max) и показано, что для
них не существует универсального AH-пополнения. Решено пробле-
му Степпа, а именно, построен пример H-замкнутой, но не абсолют-
но H-замкнутой полурешетки.

Во втором разделе исследуется полутопологический λ-
полициклический моноид Pλ. Показано, что произвольный ненуле-
вой елемент x полутопологического λ-полициклического моноида
Pλ является изолированной точкой. Доказано, что единственной
гаусдорфовой локально компактной полугрупповой топологией на
Pλ является дискретная топология. Описаны все топологии, кото-
рые превращают Pλ в локально компактную полутопологическую
полугруппу. Доказано, что Pλ не вкладывается как плотная подполу-
группа в слабо компактные топологические полугруппы. Построена
слабейшая топология, что превращает λ-полициклический моноид в
топологическую инверсную полугруппу. Даны достаточные условия
H-замкнутости λ-полициклического моноида в классе топологи-
ческих инверсных полугрупп, а также показано, что дискретный
моноид P2 не является H-замкнутой полугруппой.

В третьем разделе исследуется полутопологический α-
бициклический моноид Bα. Показано, что елемент (a, b) α-
бициклического моноида является изолированной точкой, если хотя
бы один из ординалов a или b является неграничным. Доказано, что
для каждого ординала α 6 ω локально компактный гаусдорфовый
топологический α-бициклический моноид Bα является дискретным
пространством, и построен пример недискретной локально компакт-
ной топологии τlc на моноиде Bω+1 такой, что (Bω+1, τlc) является
топологической инверсной полугруппой.

Ключевые слова: H-замкнутая топологическая полурешетка,
полутопологическая полугруппа, α-бициклический моноид, полици-
клический моноид, локально компактное пространство.


