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АНОТАЦIЯ
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Диференцiаль-
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”
Львiвська полiтехнiка”. —Львiв-

ський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2018.

Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв та спис-

ку лiтератури. У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сфор-

мульовано мету, завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, вказано

наукову новизну, практичне значення отриманих результатiв, зв’язок ро-

боти з науковими темами та особистий внесок здобувача, а також наведено

данi про те, де доповiдались, обговорювались та опублiкованi основнi ре-

зультати дисертацiї.

У роздiлi 1 наведено огляд лiтератури, що стосується теми дисертацiї,

та зроблено короткий опис результатiв дисертацiйної роботи.

У роздiлi 2 розглянуто однорiдну задачу з локальними двоточковими

за часом умовами для диференцiального рiвняння з частинними похiдними

другого порядку за часовою змiнною та загалом нескiнченного порядку за

просторовими змiнними. Встановлено умови, за яких iснує лише тривiаль-

ний розв’язок даної задачi, а також умови iснування нетривiальних розв’яз-

кiв задачi. У випадку iснування ненульових розв’язкiв задачi вказано спо-

сiб їх побудови, використавши для цього iдеї диференцiально-символьного

методу.

У роздiлi 3 дослiджено задачу з неоднорiдними локальними двоточкови-
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ми за часом умовами для однорiдного диференцiального рiвняння з частин-

ними похiдними другого порядку за часовою змiнною та загалом нескiнчен-

ного порядку за просторовими змiнними. Видiлено класи цiлих функцiй, до

яких повиннi належати правi частини двоточкових умов, щоб розв’язок за-

дачi iснував i був єдиним у вiдповiдному класi цiлих функцiй. Вказано спо-

сiб побудови розв’язку задачi за допомогою диференцiально-символьного

методу. Встановлено також умови, за яких розв’язок задачi не iснує.

У роздiлi 4 дослiджено задачу з однорiдними локальними двоточко-

вими за часом умовами для неоднорiдного диференцiального рiвняння з

частинними похiдними другого порядку за часовою змiнною та загалом

нескiнченного порядку за просторовими змiнними. Видiлено класи цiлих

функцiй як класи однозначної розв’язностi задачi. При цьому права части-

на рiвняння повинна належати до класу цiлих функцiй з певним порядком

за просторовими змiнними. У випадку iснування розв’язкiв задачi вказано

спосiб їх побудови. Встановлено також умови, за яких розв’язок задачi не

iснує.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисер-

тацiї мають теоретичний характер. Їх можна застосовувати у подальших

теоретичних дослiдженнях задач з локальними багатоточковими умовами

для рiвнянь iз частинними похiдними, а також при дослiдженнi конкретних

задач практики, зокрема, якi моделюються розглянутими у дисертацiї за-

дачами.

Ключовi слова: диференцiально-символьний метод, рiвняння з час-

тинними похiдними нескiнченного порядку, локальнi двоточковi умови, ха-

рактеристичний визначник.
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ABSTRACT

Malanchuk O. M. The differential-symbol method of solving the two-point

problems for partial differential equations. – Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

The thesis is presented for the degree of Candidate of Sciences in Phy-

sics and Mathematics (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.02
”
Differen-

tial equations”. — Lviv Polytechnic National University. — Ivan Franko National

University of Lviv, Lviv, 2018.

The thesis consists of an introduction, four chapters, conclusions and the

references. The introduction consists of the relevance of research topic, the

purpose, objectives, subject, object and research methods. The introduction

substantiates the relevance of research topic. The goal, subject, object and

methods of the research are listed there. Scientific novelty, the practical signifi-

cance of the results, the relation to scientific topics and applicant’s contribution

are also indicated in the introduction.

Chapter 1 provides the literature review concerning the thesis theme.

In Chapter 2 the homogeneous problem with local two-point in time condi-

tions for partial differential equation of the second order in time and generally

infinite order in spatial variables is considered. The conditions of existence of

only trivial solution of this problem and also the conditions of existence of

nontrivial solutions are investigated. Using the differential-symbol method, the

way of constructing of nontrivial solutions of the problem in the case of their

existence is indicated.

In Chapter 3 the problem with nonhomogeneous local two-point in time

conditions for homogeneous partial differential equation of the second order in

time and generally infinite order in spatial variables is considered. The classes

of entire functions to which the right-hand sides of two-point conditions should

belong in order that the solution of the problem exist and be unique in the

corresponding class of entire functions are established. The way of constructing
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of solution of the problem by using differential-symbol method is indicated. The

conditions of nonexistence of solution of the problem are found.

Chapter 4 is devoted to the problem with homogeneous local two-point in

time conditions for nonhomogeneous partial differential equation of the second

order in time and generally infinite order in spatial variables. The classes of

entire functions as classes of unique solvability of the problem are established.

Moreover, the right-hand side of the equation must belong to the corresponding

class of entire functions with a certain order in spatial variables. In the case

of existence of solutions, the method of their construction is indicated. The

conditions of nonexistence of solution of the problem are found.

The practical significance of the results. The results of this thesis have

theoretical significance. They can be used in further researches of the problems

with local two-point conditions for partial differential equations and also in the

study of specific practice problems which are modeled by considered problems.

Key words: differential-symbol method, partial differential equation of infi-

nite order, local two-point conditions, characteristic determinant.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

N – множина натуральних чисел;
Z – множина цiлих чисел;
R – множина дiйсних чисел;
C – множина комплексних чисел;
Rs, s > 1, – s-вимiрний дiйсний координатний простiр;
Cs, s > 1, – s-вимiрний комплексний координатний простiр;
Zs – множина точок Rs з цiлими координатами;
Zs+ – множина точок Rs з цiлими невiд’ємними координатами;
ν = (ν1, . . . , νs) ∈ Cs, x = (x1, . . . , xs) ∈ Rs, k = (k1, . . . , ks) ∈ Zs

+,

ν · x = ν1x1 + ν2x2 + ...+ νsxs, xk = x1
k1...xs

ks, ∂
∂x =

(
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xs

)
;

|k| = k1 + ...+ ks;
∆3 = ∂2

∂x2
1

+ ∂2

∂x2
2

+ ∂2

∂x2
3
– тривимiрний оператор Лапласа;

En – одинична матриця порядку n ∈ N;
O = (0, 0, ..., 0) – нульовий вектор;
τ – символ транспонування;

δjk =

 1, k = j,

0, k 6= j
– символ Кронекера;

C (Rs) – простiр неперервних на Rs функцiй;
Cq (Rs) – простiр функцiй, неперервних на Rs разом з похiдними до поряд-

ку q включно, q ∈ N.

Позначимо класи функцiй ϕ(x), x ∈ Rs, якi допускають однозначне

аналiтичне продовження до цiлих функцiй певних порядкiв:

Ap′ – клас цiлих функцiй, порядок яких є меншим за p′, де 1 < p′ <∞;

A∞ – клас усiх цiлих функцiй;

A1 – клас функцiй експоненцiйного типу;

A1,r, r > 0, – клас цiлих функцiй дiйсної змiнної x ∈ R першого порядку i

типу меншого, нiж r, або порядку меншого, нiж одиниця.
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Крiм того, позначимо:

Ap′ – клас цiлих функцiй U(t, x), якi для кожного фiксованого t ∈ R нале-

жать до Ap′;
A1,r – клас цiлих функцiй U(t, x), якi для кожного фiксованого t ∈ R на-

лежать до класу A1,r;

KL – клас квазiполiномiв вигляду

ψ(x) =
m∑
j=1

Qj (x) eαj ·x,

де α1, . . . , αm – попарно рiзнi комплекснi вектори з L, L ⊆ Cs, Q1(x), . . . ,

Qm(x) – ненульовi полiноми з комплексними коефiцiєнтами;

KC,L – клас квазiполiномiв вигляду

f (t, x) =
m∑
j=1

N∑
l=1

Plj (t, x) eβlt+αj ·x,

де P11(t, x), . . . , PNm(t, x) – ненульовi полiноми змiнних t, x1, . . . , xs з комп-

лексними коефiцiєнтами, β1, . . . , βN – попарно рiзнi комплекснi числа, а

попарно рiзнi комплекснi вектори α1, . . . , αm належать до L.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню

розв’язностi задач iз локальними двоточковими умовами за часом для рiв-

няння iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом не-

скiнченного порядку за просторовими змiнними.

Останнiм часом дослiдженню розв’язностi задач з локальними та не-

локальними багатоточковими за часом умовами для диференцiальних рiв-

нянь iз частинними похiдними надається значна увага. Це зумовлено не-

обхiднiстю побудови загальної теорiї багатоточкових задач для рiвнянь iз

частинними похiдними, а також тим, що задачi зi значеннями розв’язку

в рiзнi моменти часу мають важливу фiзичну iнтерпретацiю i є моделя-

ми багатьох фiзичних, економiчних, медико-бiологiчних, демографiчних та

iнших процесiв.

Формулювання задач з багатоточковими умовами за однiєю видiленою

змiнною (часовою) для диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними,

а також першi результати (1965 р.) щодо їх розв’язностi на пiдставi мет-

ричного пiдходу належать Б.Й.Пташнику, у працях якого показано, що

такi задачi є, загалом, умовно коректними, а їхня розв’язнiсть у багатьох

випадках пов’язана з проблемою малих знаменникiв.

На сьогоднi, завдяки працям Б.Й.Пташника, а також В. I. Берника,

I. О.Бобика, П.Б.Василишина, В.С. Iлькiва, I. С.Клюс, Л. I.Комарниць-

кої, Б.O.Салиги, Л.П.Силюги, М.М.Симотюка, I. Р.Тимкiва, В.М.Полi-

щук, В.В.Фiголя, П. I.Штабалюка, результати щодо встановлення класiв

коректної розв’язностi задач з багатоточковими умовами за часом та умо-

вами перiодичностi чи майже перiодичностi за просторовими змiнними для

рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними в обмежених областях
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за допомогою метричного пiдходу iстотно розвинуто та одержано чимало

результатiв загального характеру.

Задачам з багатоточковими умовами за часом та без додаткових умов за

просторовими координатами в необмежених областях (смуга, шар) для рiв-

нянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними присвяченi працi I. I. Ан-

типко, В.М.Борок, I.Л.Вiленця, М.А.Перельман, Г. В.Савченко, Л.В.Фар-

дiголи.

Для параболiчних рiвнянь та систем рiвнянь задачi з нелокальними

дво- та багатоточковими умовами в необмежених областях дослiджували

Л. I.Корбут, В.М.Лучко, М. I.Матiйчук, а в обмежених областях, зокре-

ма, А.Т.Асанова, М.Майчровскi, I. Д.Пукальський, Ж.Чабровскi та iншi

вченi.

Численнi дослiдження авторiв, зокрема Ю.Н.Валiцького, М.Л. Горба-

чука, В.В. Городецького, А.А.Дезiна, Я.М.Дрiня, С.Х.Нурметова, В.К.Ро-

манка, присвяченi крайовим задачам для диференцiально-операторних рiв-

нянь з багатоточковими умовами за однiєю видiленою змiнною.

В останнi роки, крiм того, з’являються задачi з багатоточковими умо-

вами за часом, якi мiстять диференцiальнi полiноми за просторовими змiн-

ними, а також задачi для диференцiальних рiвнянь зi зсувами за просторо-

вими координатами. Такi рiвняння можна iнтерпретувати як рiвняння не-

скiнченного порядку за просторовими змiнними. Для розв’язування таких

та iнших задач з умовами за однiєю видiленою змiнною виявився зручним

диференцiально-символьний метод, розроблений у працях П. I.Каленюка

та З.М.Нитребича. Суть методу полягає в тому, що вiн дозволяє встанов-

лювати класи гладких (здебiльшого цiлих) функцiй як класи iснування та

єдиностi розв’язку задач i, що важливо, будувати цей розв’язок у явному

виглядi.

Диференцiально-символьний метод в останнi роки застосовувався до

розв’язування задач в необмежених областях для лiнiйних диференцiальних
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рiвнянь iз частинними похiдними з початковими, дво- та багатоточковими

за часом умовами, умовами Дiрiхле та типу Дiрiхле, умовами Дiрiхле-Ней-

мана, а також iнтегральними за часом умовами у працях М.Б.Воробець,

В.С. Iлькiва, П. I.Каленюка, I. С.Клюс, I. В.Когута, Г.Кудука, З.М.Нитре-

бича, Я.М.Плешiвського, Б.Й.Пташника, П.Я.Пукача, С.М.Репетило,

П.Л.Сохана. Для дослiджуваних диференцiально-символьним методом за-

дач з двоточковими чи n-точковими умовами характерним було задання

значення розв’язку лише в два або n моментiв часу, а також те, що мно-

жина нулiв характеристичного визначника була або порожньою, або не збi-

галася з Cs. Випадок, коли характеристичний визначник задач тотожньо

дорiвнює нулевi, у згаданих вище дослiдженнях був або неможливим, або

не розглядався.

Отже, дослiдження задач для рiвнянь iз частинними похiдними зага-

лом нескiнченного порядку за просторовими змiнними з багатоточковими

за часом умовами загальнiшого вигляду за допомогою диференцiально-

символьного методу представляють iнтерес як з точки зору застосувань,

так i побудови загальної теорiї багатоточкових задач. Залишаються також

недостатньо вивченими питання ядра багатоточкових задач, зокрема, дво-

точкових, а також питання розв’язностi таких задач у випадку, коли харак-

теристичний визначник задачi тотожньо дорiвнює нулевi.

Актуальнiсть теми дисертацiйної роботи полягає у необхiдностi:

– дослiдження ядра задачi для рiвнянь iз частинними похiдними друго-

го порядку за часовою змiнною, за якою задано локальнi двоточковi умови,

та загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними, встановлен-

ня достатнiх умов iснування нетривiальних розв’язкiв задачi в класах цiлих

функцiй, а також необхiдних та достатнiх умов iснування нетривiальних

квазiполiномних розв’язкiв i їх побудовi диференцiально-символьним ме-

тодом;

– встановлення умов iснування та єдиностi розв’язку задачi для одно-
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рiдного рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та

загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними з неоднорiдни-

ми локальними двоточковими умовами, а також задачi для неоднорiдного

рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом не-

скiнченного порядку за просторовими змiнними з однорiдними локальними

двоточковими умовами у класах цiлих функцiй та у класах неперервно ди-

ференцiйовних функцiй, якщо характеристичний визначник задачi вiдмiн-

ний вiд нуля для всiх значень аргумента, а також у класах квазiполiномiв

у випадку iснування непорожньої множини нулiв характеристичного виз-

начника, яка не спiвпадає з Cs, та побудови диференцiально-символьним

методом розв’язкiв задачi;

– дослiдження за допомогою диференцiально-символьного методу за-

дачi з локальними двоточковими умовами для рiвняння iз частинними по-

хiдними другого порядку за часом у випадку, коли характеристичний ви-

значник задачi тотожньо дорiвнює нулевi, встановлення умов iснування та

неiснування розв’язку задачi та побудовi розв’язку задачi у випадку його

iснування.

Цi питання є основним предметом дослiджень дисертацiйної роботи.

Вивчення локальних двоточкових задач за допомогою диференцiально-

символьного методу є суттєвим як для застосувань, так i для побудови

загальної теорiї багатоточкових задач для рiвнянь iз частинними похiдни-

ми.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тема дисертацiйної роботи вiдповiдає науковому напряму кафедри вищої

математики Iнституту прикладної математики та фундаментальних на-

ук Нацiонального унiверситету
”
Львiвська полiтехнiка”, виконана в межах

науково-дослiдної роботи
”
Дослiдження розв’язностi крайових задач для

рiвнянь з частинними похiдними, розробка нових методiв теорiї функцiй та

функцiонального аналiзу, математичне моделювання процесiв рiзної струк-
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тури” (державний реєстрацiйний номер 0116U004101). Роботи проводились

також у межах планових науково-дослiдних робiт Львiвського нацiонально-

го медичного унiверситету iменi Данила Галицького
”
Дослiдження фiзико-

хiмiчних процесiв у бiологiчних тканинах та технiчних системах методами

математичного моделювання” (0112U000161) та
”
Застосування математич-

них методiв для дослiдження фiзико-хiмiчних процесiв в бiотехнiчних сис-

темах” (0117U001078).

Мета i завдання дослiдження. Дослiдити у класах цiлих функцiй

множину розв’язкiв однорiдних задач з локальними двоточковими умова-

ми для рiвнянь з частинними похiдними другого порядку за часом та зага-

лом нескiнченного порядку за просторовими змiнними. Встановити умови

iснування та єдиностi розв’язку неоднорiдних задач з локальними двоточ-

ковими умовами для рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку за

часом та загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними залеж-

но вiд множини нулiв характеристичного визначника задачi. Побудувати

розв’язки розглядуваних задач.

Об’єкт дослiдження: задачi з локальними двоточковими умовами

для рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом

нескiнченного порядку за просторовими змiнними.

Предмет дослiдження: умови розв’язностi задач з локальними дво-

точковими умовами за часом для рiвнянь iз частинними похiдними другого

порядку за часом та загалом нескiнченного порядку за просторовими змiн-

ними та побудова розв’язкiв розглядуваних задач.

Методи дослiдження: диференцiально-символьний метод, методи тео-

рiї диференцiальних рiвнянь та теорiї функцiй комплексної змiнної.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi

отримано такi новi результати:

— дослiджено ядро задачi для рiвнянь iз частинними похiдними другого

порядку за часовою змiнною, за якою задано локальнi двоточковi умови,
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та загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними, встановлено

достатнi умови iснування нетривiальних розв’язкiв задачi в класах цiлих

функцiй, а також необхiднi та достатнi умови iснування нетривiальних ква-

зiполiномних розв’язкiв i запропоновано диференцiально-символьний ме-

тод їх побудови, доведено, що дана задача має лише тривiальний розв’язок

у випадку, коли характеристичний визначник задачi є вiдмiнним вiд нуля

для всiх значень аргумента;

— встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi для одно-

рiдного рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та

загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними з неоднорiдни-

ми локальними двоточковими умовами, а також задачi для неоднорiдного

рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом

нескiнченного порядку за просторовими змiнними з однорiдними локаль-

ними двоточковими умовами у класах цiлих функцiй та у класах неперерв-

но диференцiйовних функцiй, якщо характеристичний визначник задачi

вiдмiнний вiд нуля для всiх значень аргумента, а також у класах квазiпо-

лiномiв у випадку iснування непорожньої множини нулiв характеристич-

ного визначника, яка не спiвпадає з Cs, запропоновано диференцiально-

символьний метод побудови розв’язкiв задачi;

— за допомогою диференцiально-символьного методу дослiджено зада-

чу з локальними двоточковими умовами для рiвняння iз частинними похiд-

ними другого порядку за часом у випадку, коли характеристичний визнач-

ник задачi тотожньо дорiвнює нулевi, знайдено умови iснування та неiсну-

вання розв’язку задачi, у випадку iснування розв’язку задачi запропонова-

но спосiб його побудови.

Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисер-

тацiї мають теоретичний характер. Їх можна застосовувати у подальших

теоретичних дослiдженнях задач з локальними багатоточковими умовами

для рiвнянь iз частинними похiдними у класах цiлих функцiй, а також при
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дослiдженнi конкретних задач практики, якi моделюються розглянутими

задачами.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї отри-

манi автором самостiйно. У спiльних працях [63–68,126–128] науковому ке-

рiвнику З.М.Нитребичу належить формулювання задач та аналiз отрима-

них результатiв. В.С. Iлькiву та П.Я.Пукачу у працi [127] належить iдея

зображення нулiв характеристичного визначника на комплекснiй площинi,

а також приклад 4.5, що стосується рiвняння теорiї пружностi, а у пра-

цi [128] – приклад 3.2.

Апробацiя роботи. Результати дослiджень доповiдались та обговорю-

вались на:

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Диференцiальнi рiвняння та їх

застосування” (Ужгород, 2016 р.);

— Дванадцятiй вiдкритiй науковiй конференцiї IМФН Нацiонального

унiверситету
”
Львiвська полiтехнiка” (Львiв, 2016 р.);

— International conference on differential equations dedicated to the 110th

anniversary of Ya.B. Lopatynsky (Львiв, 2016 р.);

— VII Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Сучаснi проблеми матема-

тичного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї” (Кам’янець-

Подiльський, 2016 р.);

— ХVII мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Диференцiальнi та iнтег-

ральнi рiвняння, їх застосування” iменi академiка М.Кравчука (Ки-

їв, 2016 р.);

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї, присвяченiй 80-рiччю вiд дня

народження М.П.Ленюка (Чернiвцi, 2016 р.);

— Мiжнароднiй науковiй конференцiї
”
Диференцiально-функцiональнi

рiвняння та їх застосування”, присвяченiй 80-рiччю вiд дня народжен-

ня професора В. I.Фодчука (Чернiвцi, 2016 р.);

— Тринадцятiй вiдкритiй науковiй конференцiї IМФН Нацiонального
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унiверситету
”
Львiвська полiтехнiка”, присвяченiй 125-ти рiччю з

дня народження С.Банаха (Львiв, 2017 р.);

— Мiжнароднiй конференцiї
”
Диференцiальнi рiвняння та їх застосу-

вання”, присвяченiй 75-рiччю вiд дня народження д.ф.-м.н., проф.

Д. I.Мартинюка (Кам’янець-Подiльський, 2017 р.);

— International Conference on Differential Equations, Mathematical Phy-

sics and Applications (Черкаси, 2017);

— Всеукраїнськiй науковiй конференцiї
”
Сучаснi проблеми теорiї ймо-

вiрностей та математичного аналiзу” (Ворохта, 2018 р.);

— засiданнi Львiвського мiського семiнару з диференцiальних рiвнянь

(керiвники: д.ф.-м.н., проф. М. I. Iванчов, д.ф.-м.н., проф. П. I. Ка-

ленюк; Львiв, 2017 р.),

— наукових семiнарах кафедри вищої математики IМФН Нацiональ-

ного унiверситету
”
Львiвська полiтехнiка“ (2015 –2018 рр.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї висвiтленi в 9 статтях [63–

68,126–128], з яких 5 статей [63–67] опублiковано у наукових фахових видан-

нях України, з них 2 статтi [66,67] перекладено у виданнях, якi належать до

мiжнародної наукометричної бази
”
Scopus”, 3 статтi [126–128] – у наукових

перiодичних виданнях iнших держав, якi належать до мiжнародних науко-

метричних баз (
”
Scopus” та

”
Web of Science”). Також результати дисертацiї

пройшли апробацiю на мiжнародних та всеукраїнських наукових конферен-

цiях (11 тез доповiдей та матерiалiв конференцiй [54,69–74,129–131]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,

чотирьох роздiлiв та списку використаних лiтературних джерел, що налi-

чує 137 найменувань. Загальний обсяг дисертацiї – 147 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ОПИС РЕЗУЛЬТАТIВ

ДИСЕРТАЦIЇ

У даному роздiлi зроблено огляд лiтератури, що стосується багатоточ-

кових задач для звичайних диференцiальних рiвнянь та диференцiальних

рiвнянь iз частинними похiдними, та наведено короткий опис результатiв

отриманих у дисертацiйнiй роботi.

1.1. Багатоточковi задачi для звичайних диференцiальних

рiвнянь

Серед задач прикладного спрямування часто зустрiчаються n-точковi

задачi вигляду:

y(n)(x) + a1(x) y(n−1)(x) + . . .+ an−1(x) y′(x) + an(x) y(x) = f(x), (1.1)

y(x1) = y1, y(x2) = y2, . . . , y(xn) = yn, x1 < x2 < . . . < xn. (1.2)

Задача (1.1), (1.2) полягає у знаходженнi для рiвняння (1.1) з достат-

ньо гладкими коефiцiєнтами a1(x), . . . , an(x) та правою частиною f(x) та-

кої iнтегральної кривої, яка проходить через n заданих в R2 рiзних точок

(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn).

Окрiм задачi з умовами (1.2), часто вивчають багатоточкову задачу з

кратними вузлами, тобто задачу знаходження розв’язку рiвняння (1.1) при

n > 2, що задовольняє такi умови:

y(s)(xi) = yis, i = 1, q, s = 0, ri − 1, (1.3)

де r1 + r2 + . . .+ rq = n, r1, r2, . . . , rq ∈ N, 1 < q < n.
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Багатоточкову задачу (1.1), (1.3) з одним n-кратним вузлом можна

трактувати як задачу Кошi. Крiм того, за допомогою граничного пере-

ходу при xn → x1, xn−1 → x1, . . . , x2 → x1 з розв’язку задачi (1.1), (1.2)

можна одержати за певною процедурою розв’язок задачi Кошi з початко-

вими умовами в точцi x1. Однак, багатоточкова задача як узагальнення

задачi Кошi, має непритаманнi задачi Кошi властивостi. Зокрема, якщо

однорiдна задача Кошi

y′′(x) + y(x) = 0, (1.4)

y(0) = y′(0) = 0,

має лише нульовий розв’язок, то двоточкова задача для рiвняння (1.4) з

однорiдними умовами

y(0) = 0, y(π) = 0, (1.5)

має, наприклад, ненульовий розв’язок y(x) = sin x.

Багатоточкова задача (1.2), (1.3) дослiджувалася у працi [137] i є вiдо-

мою в лiтературi як задача Валле-Пуссена. Однак, подiбнi задачi вивчалися

i ранiше, зокрема, у працях М.Пiконе (M. Picone) [133] та Я.Д.Тамаркiна

[103].

Зокрема, у працi [103] дослiджено задачу для рiвняння (1.1) з багато-

точковими умовами, що мiстять iнтегральнi доданки:

n∑
k=1


mik∑
j=1

aikj y
(k−1)(xikj) +

b∫
a

aik(x) y(k−1)(x) dx

 = ηi, i = 1, n, (1.6)

де xikj, i, k = 1, n, j = 1,mik, – рiзнi точки вiдрiзка [a; b]; mik ∈ N; aik(x),

i, k = 1, n, – iнтегровнi на [a; b] функцiї; aikj, ηi – заданi дiйснi числа.

Розв’язок задачi (1.1), (1.6) зображено за допомогою функцiї Грiна задачi

з однорiдними багатоточковими умовами, умова iснування якої є умовою

однозначної розв’язностi задачi.

Двоточкова задача (1.4), (1.5) є iллюстрацiєю того, що для єдиностi

розв’язку багатоточкових задач треба задавати бiльше умов, анiж поря-



26

док рiвняння. Хоч, зауважимо, це не завжди так. Наприклад, розв’язком

двоточкової задачi з умовами (1.5) для рiвняння

y′′(x) + 2y′(x) + y(x) = 0

є лише тривiальний розв’язок.

За допомогою функцiї Грiна розв’язнiсть задачi з бiльшою кiлькiстю

багатоточкових умов, нiж порядок рiвняння, дослiджував Ю. В. Покор-

ний [78].

Багатоточковi задачi для рiвнянь, розкладених у добуток диференцiаль-

них полiномiв першого степеня, вивчали О. I. Бобик, П. I. Боднарчук,

Б. Й. Пташник, В. Я. Скоробогатько у працi [7].

Питанням розв’язностi задач з багатоточковими умовами для звичайних

диференцiальних рiвнянь та їх систем присвячено чимало праць, зокрема,

працi Л.Н.Єшукова, T. Kiguradze, А. Ю. Левiна, А. Ю. Лучки, Ю. А. Мит-

ропольського, А. М. Самойленка, Н. I. Ронто, Ф. Хартмана, G. Mammana,

O. Nicoletti, G. Polya (див. [22,48,50,51,56,98,109,122,124,125,134]).

1.2. Багатоточковi задачi для рiвнянь iз частинними

похiдними

Формулювання задач з багатоточковими умовами за однiєю видiленою

змiнною для диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними, а також

першi результати щодо їх розв’язностi на пiдставi метричного пiдходу нале-

жать Б.Й.Пташнику [79–81]. У працях [79,80], зокрема, дослiджена задача

з багатоточковими умовами за часом для рiвнянь iз частинними похiдними

гiперболiчного типу зi сталими та змiнними за часом коефiцiєнтами. Для

побудови розв’язкiв задач застосовано метод Фур’є. В термiнах дiофан-

тових властивостей чисел сформульовано умови однозначної розв’язностi

дослiджуваних задач.

Задача з багатоточковими умовами в часових вузлах для диференцiаль-
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ного рiвняння iз частинними похiдними iстотно вiдрiзняється вiд задачi

Кошi з початковими умовами в одному з вузлiв для цього ж рiвняння. Для

згаданих задач, як i для звичайних диференцiальних рiвнянь, вiдмiнними є,

насамперед, класи єдиностi їх розв’язкiв. Наприклад, задача знаходження

розв’язку рiвняння коливань струни

∂2U

∂t2
− a2∂

2U

∂x2
= 0, T > 0, a > 0, t ∈ (0, T ), x ∈ R, (1.7)

що задовольняє двоточковi умови за часом

U(0, x) = ϕ (x), U(T, x) = ψ (x), (1.8)

є некоректною задачею, оскiльки вiдповiдна однорiдна задача для рiвняння

(1.7) з однорiдними двоточковими умовами

U(0, x) = U(T, x) = 0 (1.9)

має нетривiальнi розв’язки вигляду

U(t, x) = Φ(x+ at)− Φ(x− at),

де Φ(x) – довiльна двiчi неперервно диференцiйовна функцiя з перiодом

2aT. Зауважимо, що задача Кошi для рiвняння (1.7) з однорiдними почат-

ковими умовами в точцi t = 0 має лише тривiальний (нульовий) розв’язок.

У працях [57, 58] З. М. Нитребич запропонував процедуру граничного

переходу, на основi якої з розв’язку задачi з локальними багатоточковими

умовами за часом для рiвняння iз частинними похiдними при прямуваннi

вiдстанi мiж часовими вузлами до нуля можна одержати розв’язок задачi

Кошi для цього ж рiвняння.

Шукаючи розв’язок задачi (1.7), (1.8) у класi перiодичних з перiодом

τ = 2π функцiй за змiнною x, одержуємо такий факт: функцiя Φ(x) по-

винна бути одночасно перiодичною з перiодом τ = 2aT та τ = 2π. Якщо

вiдношення β = π
aT є iррацiональним числом, то неперервна функцiя Φ(x),
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яка має два неспiвмiрних перiоди, є сталою функцiєю, тому двоточкова

задача (1.7), (1.9) має лише тривiальний розв’язок. За умови, що число β

є iррацiональним, за допомогою методу Фур’є розв’язок задачi (1.7), (1.8)

одержуємо у виглядi ряду

U(t, x) = ϕ0 +
ψ0 − ϕ0

T
t+

∑
k∈Z\{0}

ψk sin[akt] + ϕk sin[ak(T − t)]
sin[akT ]

eikx, (1.10)

де ϕj, ψj, j ∈ Z, – коефiцiєнти Фур’є правих частин двоточкових умов (1.8)

вiдповiдно.

Збiжнiсть ряду (1.10) потребує особливого дослiдження, оскiльки його

знаменники sin[akT ], будучи вiдмiнними вiд нуля, можуть для нескiнчен-

ної множини цiлих чисел k набувати як завгодно малi значення. Залежно

вiд того, як швидко наближається iррацiональне число β рацiональними

числами m
k , визначається величина малого знаменника sin[akT ]. Тому, за

умови iснування сталих c > 0 та γ > 0 таких, що для всiх (за винятком

скiнченної кiлькостi) цiлих чисел k та m справджується нерiвнiсть

|α− m

k
| > C|k|−γ−ε, 0 < ε < 1,

i того, що ϕ(x), ψ(x) – достатньо гладкi з перiодом τ = 2π функцiї, iснує

єдиний класичний розв’язок задачi (1.7), (1.8). Цей розв’язок задачi зобра-

жається у виглядi ряду (1.10).

На пiдставi двоточкової задачi (1.7), (1.8) можна зробити такi висновки:

— для єдиностi розв’язку багатоточкових задач, загалом, треба накла-

дати деякi додатковi умови, наприклад, умови перiодичностi за просторо-

вою змiнною;

— питання iснування i єдиностi розв’язкiв багатоточкових задач пов’я-

зане з проблемою малих знаменникiв;

— для оцiнки знизу цих знаменникiв потрiбнi результати теорiї чисел.

На сьогоднi вивчення задач з багатоточковими умовами для рiвнянь

та систем рiвнянь iз частинними похiдними в обмежених областях за до-
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помогою метричного пiдходу iстотно розвинуто та одержано чимало ре-

зультатiв загального характеру. Зокрема, Б.Й.Пташником, В.С. Iлькiвим,

З.М.Нитребичем, I. С.Клюс, Б.O.Салигою, В. I. Берником, I. Р.Тимкiвим,

Л. I.Комарницькою, Л.П.Силюгою, М.М.Симотюком, П.Б.Василишином,

В.М.Полiщук, П. I.Штабалюком, В.В.Фiголем дослiджувались класи ко-

ректної розв’язностi задач з локальними та нелокальними багатоточко-

вими умовами за видiленою змiнною (здебiльшого за часом) для дифе-

ренцiальних рiвнянь iз частинними похiдними, в тому числi нескiнченно-

го порядку за просторовими змiнними. Окрiм вказаних вище праць, див.

[6, 14,25,26,45,46,82–92,97,99,100,105,136] та бiблiографiю в них.

Задачам з багатоточковими умовами за часом в необмежених областях

(без додатових умов за просторовими змiнними) присвяченi працi В. М. Бо-

рок та її учнiв I. I. Антипко, М. А. Перельман, I. Л. Вiленця, Г. В. Савченко,

Л. В. Фардiголи [3–5, 9–12, 15, 53, 96, 106–108]. У цих працях було видiлено

класи єдиностi розв’язку задач для рiвнянь iз частинними похiдними та їх

систем з дво- та багатоточковими локальними та нелокальними за часом

умовами. Зокрема, у працi [9] встановлено умови iснування лише тривiаль-

ного розв’язку U = U(x, t) такої однорiдної задачi

∂2U

∂t2
+P
( ∂
∂x

)∂U
∂t

+Q
( ∂
∂x

)
U = 0, t ∈ (0, T ), x ∈ Rn,

U(x, 0) = U(x, T ) = 0, x ∈ Rn,

(1.11)

де T > 0, P
(
∂
∂x

)
,Q
(
∂
∂x

)
– полiноми вiд ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
зi сталими комплексними

коефiцiєнтами. Для задачi (1.11) побудована множина

Z =
{
s ∈ Cs :

1

4
P 2(−is)−Q(−is) = −k

2π2

T 2
, k ∈ N

}
, i2 = −1,

i введена величина

a = inf
s∈Z
|Im s|, (1.12)

яку названо типом крайової задачi (1.11). Доведено, якщо a > 0, то у класi
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функцiй, що справджують оцiнку

|U(x, t)| 6 A0e
b|x|, t ∈ (0, T ), x ∈ Rn,

задача (1.11) має лише тривiальний розв’язок для b < a (теорема 2) i має

нетривiальний розв’язок для b > a (теорема 2 ′). Праця [12] також присвя-

чена видiленню класiв єдиностi розв’язку багатоточкової задачi в безмеж-

ному шарi. У нiй знайдено умови iснування лише тривiального розв’язку

U(x, t) =
(
U1(x, t), . . . , Un(x, t)

)τ однорiдної системи рiвнянь вигляду

∂U

∂t
− P

(
∂

∂x

)
U = 0, t ∈ (T0, T ), x ∈ Rm, (1.13)

з такими однорiдними багатоточковими за часом умовами

Uik(T1, x) = 0, k = 1, n1,

Ujk(T2, x) = 0, k = 1, n2,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Ulk(Tl , x) = 0, k = 1, nl,

(1.14)

де P
(
∂
∂x

)
– матриця, елементами якої є диференцiальнi полiноми вiд ∂

∂x1
,

∂
∂x2
, . . . , ∂

∂xm
зi сталими коефiцiєнтами; T0 6 T1 < T2 < . . . < Tl 6 T ; l, ns ∈

N, s = 1, l; n1 + n2 + . . .+ nl = n. Для задачi (1.13), (1.14) введено поняття

визначника задачi ∆(s) = detQ(s) де Q(s) – матриця порядку n − n1, що

одержується з блочної матрицi

Q1(s) =
(
e[(T2−T1)P τ (−is)] e[(T3−T1)P τ (−is)] . . . e[(Tl−T1)P τ (−is)]

)
,

шляхом викреслення за певним правилом n1 рядкiв та n1 стовпцiв. Тут мат-

риця P τ(−is) одержується за допомогою транспонування P
(
∂
∂x

)
i замiни

∂
∂x на −is. Задачу (1.13), (1.14) названо виродженою, якщо ∆(s) ≡ 0, i

вiдповiдно невиродженою, якщо ∆(s) 6= 0. Якщо Z – множина нулiв ∆(s) i

задача є невиродженою, то число (1.12) – тип крайової задачi (1.13), (1.14).
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У просторах функцiй Mα,A, що справджують оцiнку

|f(x)| 6 Cfe
A||x||α,

встановлено класи єдиностi розв’язку задачi (1.13), (1.14) в залежностi вiд

типу a ∈ [0;∞]. Зокрема, для задачi з безмежним типом (a = ∞) задача

(1.13), (1.14) має лише тривiальний розв’язок:

— у просторi як завгодно швидко зростаючих функцiй, якщо зведений

порядок p0 системи (1.13) є меншим за одиницю;

— у просторi Mα,A для довiльних α > 0, A > 0, якщо p0 = 1;

— у просторi Mp0
′,A з деяким A > 0, якщо p0 > 1 i p0

′ = p0

p0−1 .

Дослiджено випадки, коли 0 < a < ∞, a = 0 i ∆(s) не має дiйсних нулiв.

У випадку виродженої задачi, тобто ∆(s) ≡ 0, стверджується, що задача

(1.13), (1.14) має нетривiальнi розв’язки. Зауважимо, що у працi [10] задача

(1.13), (1.14) дослiджена для випадку l = 2. Стаття [5] присвячена видiлен-

ню класiв єдиностi розв’язку задачi в областi (T0, T ) × Rm для системи

рiвнянь (1.13) з нелокальними багатоточковими умовами вигляду

n∑
k=1

l∑
q=1

ai, k+(q−1)n Uk(x, Tq) = 0, i = 1, n, (1.15)

в яких rang (aij)
j=1,nl

i=1,n
= n. Залежно вiд типу (1.12) крайової задачi, де Z –

множина нулiв визначника задачi (1.13), (1.15), знайдено умови iснування

лише тривiального розв’язку задачi у просторах функцiйMα,A. У цiй працi

також дослiджена задача для рiвняння

∂2U(x, t)

∂t2
= P

( ∂
∂x

)
U(x, t), t ∈ [T0, T ], x ∈ Rm, (1.16)

в якому P
(
∂
∂x

)
– полiном з комплексними коефiцiєнтами ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xm
з

нелокальними триточковими умовами

3∑
k=1

(
ai,2k−1U(x, Tk) + bi,2k

∂U(x, Tk)

∂t

)
= 0, i ∈ {1, 2}, (1.17)
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де T0 6 T1 < T2 < T3 6 T , а ранг матрицi коефiцiєнтiв в умовах (1.17)

дорiвнює 2. З’ясовано вигляд умов (1.17), за яких задача (1.16), (1.17) є

виродженою (теорема 4), а також має безмежний тип (теорема 5). Вiдзна-

чимо, що задача (1.13), (1.15) у випадку двоточкової задачi (l = 2) дос-

лiджена в [3]. У цiй же ж працi для задачi (1.16), (1.17) знайдено вигляд

двоточкових нелокальних умов, за яких задача є виродженою (теорема 3)

i має нескiнченний тип (теорема 4).

Коректностi задачi у шарi Rn × [0, T ] для диференцiального рiвняння

∂U(x, t)

∂t
= P

(
− iDx

)
U(x, t) (1.18)

з нелокальною двоточковою умовою

A
(
− iDx

)
U(x, 0) +B

(
− iDx

)
U(x, T ) = U0(x), x ∈ Rn, (1.19)

присвячена стаття [106]. У рiвняннi (1.18) та умовах (1.19) символи дифе-

ренцiальних виразiв P (σ), A(σ), B(σ) – довiльнi полiноми з комплексними

коефiцiєнтами, σ ∈ Rn. Для задачi (1.18), (1.19) доведено критерiй корект-

ностi задачi в класi функцiй степеневого зростання (теорема 1). Корект-

нiсть задачi (1.18), (1.19) для випадку A(σ) = A, B(σ) = B, A,B ∈ C,

дослiджена в [11]. У випадку A(σ) = βB(σ), β ∈ C\{0}, коректнiсть за-

дачi (1.18), (1.19) доведена у працi [108]. Задачi, близькi до (1.18), (1.19),

вивчалися у працях [53,96].

Розглянемо клас задач з крайовими умовами за видiленою змiнною (ча-

совою) для лiнiйних диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними

вигляду

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = f(t, x), t ∈ (t0, t1), x ∈ Rs, (1.20)

ljU(t, x) = ϕj(x), j = 1, n, x ∈ Rs, (1.21)

де −∞ 6 t0 < t1 6 ∞, L
(
∂
∂t ,

∂
∂x

)
– диференцiальний полiном n-го степеня

вiдносно ∂
∂t , коефiцiєнтами якого є диференцiальнi вирази (скiнченного або
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нескiнченного порядку) вiдносно ∂
∂x1

, . . ., ∂
∂xs

, l1, . . . , ln – лiнiйнi функцiона-

ли за змiнною t, ϕ1(x), . . . , ϕn(x), f(t, x) – заданi гладкi функцiї.

Для розв’язування задач вигляду (1.20), (1.21) виявився зручним дифе-

ренцiально-символьний метод, розроблений П. I. Каленюком та З. М. Нит-

ребичем у працi [34]. Суть методу полягає в тому, що вiн дозволяє встанов-

лювати класи гладких (здебiльшого цiлих) функцiй як класи iснування та

єдиностi розв’язку задач i, що важливо, будувати цей розв’язок у виглядi

U(t, x) = f
( ∂
∂λ
,
∂

∂ν

){
F (t, x, λ, ν)

}∣∣∣
λ=0, ν=O

+

+
n∑
j=1

ϕj

( ∂
∂ν

){
Tj(t, x, ν)

}∣∣∣
ν=O

.

(1.22)

У формулi (1.22) f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

)
, ϕ1

(
∂
∂ν

)
, . . ., ϕn

(
∂
∂ν

)
– диференцiальнi вирази

загалом нескiнченного порядку, якi визначаються через розвинення f(t, x),

ϕ1(x), . . ., ϕn(x) в ряди Маклорена з вiдповiдною замiною t на ∂
∂λ та x на

∂
∂ν . Вигляд функцiй F (t, x, λ, ν), T1(t, ν), . . ., Tn(t, ν) встановлюється для

кожної задачi окремо.

Зауважимо, що диференцiально-символьний метод дозволяє в окремих

випадках доводити однозначну розв’язнiсть задач у класах неперервно ди-

ференцiйовних (до певного порядку включно) функцiй. За допомогою цьо-

го методу можна також вивчати ядро задач, а також будувати розв’язки

задач у випадку iснування неєдиного розв’язку задачi.

Диференцiально-символьний метод в останнi роки застосовувався до

розв’язування задач в необмежених областях для лiнiйних диференцiальних

рiвнянь iз частинними похiдними з початковими, дво- та багатоточковими

за часом умовами, умовами Дiрiхле та типу Дiрiхле, умовами Дiрiхле-Ней-

мана, а також iнтегральними умовами у працях П. I.Каленюка, З.М.Нитре-

бича, Б.Й.Пташника, В.С. Iлькiва, П.Я.Пукача, П.Л.Сохана, Я.М.Пле-

шiвського, М.Б.Воробець, I. В.Когута, I. С.Клюс, С.М.Репетило, Г.Кудука

[16,17,28–42,45,59–62,76,101,102,116–119].

У працях [34, 59–61] в областi змiнних t > 0, x ∈ Rs за допомогою
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диференцiально-символьного методу дослiджено задачу Кошi

n∑
j=1

(
δij

∂m

∂tm
−

m∑
k=1

akij

(
∂

∂x

)
∂m−k

∂tm−k

)
Uj(t, x) = fi(t, x), i = 1, n, (1.23)

∂kUi
∂tk

(0, x) = ϕki(x), k = 0,m− 1 , i = 1, n, (1.24)

де akij
(
∂
∂x

)
– довiльнi диференцiальнi вирази зi сталими коефiцiєнтами,

символами яких є цiлi аналiтичнi функцiї akij(ν), i,j = 1, n, k= 1,m, ν ∈
Rs, m,n ∈ N. Зауважимо, що дослiдження задачi (1.23), (1.24) у випадку

m = 1, f1(t, x) = 0, . . . , fn(t, x) = 0 проведено в [40], у випадку m = 1,

ϕki(x) = 0, k = 0,m− 1, i = 1, n у [101], у випадку m = 2, f1(t, x) =

0, . . . , fn(t, x) = 0 в [35], а у випадку m = 2, f1(t, x) = 0, . . . , fn(t, x) = 0

в [16].

У працях [36–38] знайдено класи цiлих функцiй як класи однозначної

розв’язностi i вказано диференцiально-символьний метод побудови розв’яз-

ку такої багатоточкової задачi[
En

∂

∂t
− A

( ∂
∂x

)]m
U(t, x) = F (t, x), t ∈ (0, T ), x ∈ Rs, (1.25)

U(tj, x) = Φj(x), j = 1,m, x ∈ Rs, (1.26)

де 0 6 t1 < t2 < . . . < tm 6 T < +∞, A
(
∂
∂x

)
– оператор-матриця роз-

мiру n × n, елементами якої є довiльнi диференцiальнi вирази зi сталими

коефiцiєнтами, символами яких є цiлi функцiї деяких порядкiв, U(t, x) =

(U1(t, x), U2(t, x), . . . , Un(t, x))τ . Задача (1.25), (1.26) характерна тим, що

для неї вiдсутня проблема малих знаменникiв або за термiнологiєю робiт

В.М.Борок задача (1.25), (1.26) має нескiнченний тип. Граничний пере-

хiд вiд розв’язку задачi (1.25), (1.26) при t2 → t1, t3 → t1, . . . , tn → t1 до

розв’язку задачi Кошi для системи рiвнянь (1.25) з початковими умовами

в t = t1 здiйснено в працi [39].

У працi [17] дослiджено задачу Дiрiхле у часовому шарi t ∈ (0, h), x ∈
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Rs (s ∈ N): [
En

∂2

∂t2
− A

(
∂

∂x

)
∂

∂t
−B

(
∂

∂x

)]
U(t, x) = F (t, x), (1.27)

U(0, x) = Φ1(x), U(h, x) = Φ2(x), (1.28)

де A
(
∂
∂x

)
, B

(
∂
∂x

)
– оператор-матрицi розмiру n × n (n ∈ N), елементами

яких є довiльнi диференцiальнi вирази aij
(
∂
∂x

)
, bij

(
∂
∂x

)
, i, j = 1, n, зi стали-

ми комплексними коефiцiєнтами та цiлими символами aij(ν), bij(ν), i, j =

1, n, h > 0, U(t, x) = (U1(t, x), U2(t, x), . . . , Un(t, x))τ , F (t, x) =
(
F1(t, x),

F2(t, x), . . . , Fn(t, x)
)τ , Φj(x) = (Φj1(x),Φj2(x), . . . ,Φjn(x))τ , j = 0, 1. Вста-

новлено, що класом однозначної розв’язностi задачi (1.27), (1.28) у випадку

∆(ν) 6= 0 є певний клас векторних квазiполiномiв. Ядро задачi (1.27), (1.28)

дослiджено у працi [33].

У шарi (0, h)× Rs (s ∈ N) дослiджено коректну n-точкову задачу [45]

n∏
i=1

[
∂

∂t
−

s∑
p=1

ap
∂

∂xp
− bi

]
U(t, x) = 0, (1.29)

U(tj, x) = ϕj(x), j = 1, n, x ∈ Rs, (1.30)

де 0 6 t1 < t2 < . . . < tn 6 h, a1, a2, . . . , as, b1, b2, . . . , bn ∈ R, причому

bi 6= bj для i 6= j, i, j = 1, n. Розв’язок задачi (1.29), (1.30) за допомогою

диференцiально-символьного методу знайдено у виглядi

U(t, x) =
n∑
k=1

ϕk(x1 + a1(t− tk), . . . , xs + as(t− tk))
n∑
i=1

d∨ik
d
ebit, (1.31)

де d = detW ≡ det
∥∥ebitj∥∥

i,j=1,n
, d∨ji – алгебричнi доповнення елементiв dji

матрицiW . Характеристичний визначник задачi (1.29), (1.30) є ненульовою

сталою. Для iснування i єдиностi розв’язку (1.31) задачi (1.29), (1.30) накла-

дається умова, щоб ϕj ∈ Cn(Rs), j = 1, n. У випадку b1 = b2 = . . . = bn

задачу (1.29), (1.30) дослiджено в [62].

У працях [41,42,102] дослiджено задачi Дiрiхле, а також задачi з умова-

ми типу Дiрiхле у нескiнченному шарi для рiвняння Пуассона, полiлiнiй-
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ного рiвняння iз частинними похiдними, для однорiдної системи рiвнянь

Ламе у випадку плоскої деформацiї.

Вивченню задач з нелокальною двоточковою умовою для рiвняння iз

частинними похiдними першого порядку за часом за допомогою диферен-

цiально-символьного методу присвячено працi [30, 31]. Зокрема, у працях

[31] дослiджено задачу[
∂

∂t
− a

(
∂

∂x

)]
U(t, x) = 0, t ∈ (0, h), x ∈ Rs, (1.32)

p

(
∂

∂x

)
U(0, x) + q

(
∂

∂x

)
U(h, x) = ϕ(x), x ∈ Rs, (1.33)

у якiй a
(
∂
∂x

)
— диференцiальний вираз загалом нескiнченного порядку зi

сталими комплексними коефiцiєнтами та цiлим символом a (ν) 6= const,

h > 0, s ∈ N, p
(
∂
∂x

)
, q
(
∂
∂x

)
— диференцiальнi полiноми з комплексними

коефiцiєнтами. Описано ядро задачi (1.32), (1.33), тобто множину нетри-

вiальних квазiполiномних розв’язкiв вiдповiдної однорiдної задачi. Видiле-

но класи квазiполiномiв як класи iснування та єдиностi розв’язку задачi

(1.32), (1.33). Вказано метод побудови розв’язкiв. Зауважимо, що задача

(1.32), (1.33) у випадку p( ∂
∂x) ≡ 1, q( ∂

∂x) ≡ µ, µ ∈ R, ϕ(x) = 0 вивчалася у

працi [29], а у випадку ϕ(x) 6= 0 в [117].

Видiленню класiв однозначної розв’язностi задачi з умовами Дiрiхле-

Неймана на границi смуги (t, x) ∈ (0, h) × R для лiнiйного гiперболiчного

рiвняння високого порядку зi сталими коефiцiєнтами присвячена праця

[76].

Диференцiально-символьний метод застосовувався також до дослiджен-

ня розв’язностi задач для диференцiальних та диференцiально-оператор-

них рiвнянь першого [32, 116, 118] та другого [28, 119] порядкiв за часом з

iнтегральними часовими умовами.

Задачi з нелокальними дво- та багатоточковими умовами для парабо-

лiчних рiвнянь та систем рiвнянь в необмежених областях дослiджувалися

в працях М. I. Матiйчука, Л. I. Корбут, В.М. Лучка [47,52,55]. Зокрема, у
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працях [47,55] встановлено умови коректної розв’язностi задачi

∂U

∂t
−
∑
|k|62b

AkD
k
xU = f(t, x), (t, x) ∈ (0, T )× Rn, (1.34)

µU(0, x)− U(T, x) = ϕ(x), x ∈ Rn, (1.35)

де Ak ∈ C, µ ∈ C. За умови параболiчностi рiвняння (1.34) розв’язок задачi

(1.34), (1.35) подано у виглядi суми iнтеграла Пуассона та об’ємного потен-

цiала. Аналогiчнi результати для параболiчного рiвняння високого порядку

з нелокальними двоточковими умовами в нескiнченному шарi (0, T ) × Rn

отримано в роботi [52].

Задачi для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними похiдними з нело-

кальними багатоточковими умовами за часом в обмежених областях дослiд-

жували Ж.Чабровскi [114], I. Д.Пукальський [93], М.Майчровскi [123],

А.Т.Асанова [110] та iншi.

Iдеї диференцiально-символьного методу в останнi роки успiшно ви-

користовуються для обчислення означених та невластивих iнтегралiв вiд

цiлих функцiй, для обчислення перетворень Фур’є та Лапласа. Зокрема,

A.Kampf, D.M. Jackson, A.Morales у працi [120,121] запропонували наступ-

нi формули:
b∫

a

f(x)dx = lim
ε→0

f

(
∂

∂ε

)
eεb − eεa

ε
,

+∞∫
−∞

f(x)dx = lim
ε→0

[
f

(
∂

∂ε

)
+ f

(
− ∂

∂ε

)]1

ε
,

L[f ](x) =

+∞∫
0

e−xyf(y)dy ⇒ L[f ](x) = f

(
− ∂

∂x

)
1

x
.

Зауважимо, що за допомогою диференцiально-символьного методу до-

волi легко конструюються квазiполiномнi розв’язки задач з умовами за

однiєю видiленою змiнною. Побудовi полiномних та квазiполiномних роз-

в’язкiв диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними та крайових за-
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дач для них присвяченi чимало дослiджень Б.А.Бондаренка, В.В.Кара-

чика, A. Stanoyevitch, G.Hile, P. Pedersen [8, 43,44,115,132].

Задачi у нескiнченному шарi для квазiлiнiйних систем рiвнянь iз час-

тинними похiдними з багатоточковими крайовими умовами вивчались у

працях P.Bassanini, L. Cesari, P. Pucci [111–113,135].

Умови однозначної розв’язностi обернених задач для рiвняння тепло-

провiдностi з невiдомим коефiцiєнтом та вiльним членом з крайовими дво-

точковими нелокальними умовами встановлено в працi М. I. Iванчова [23].

Численнi дослiдження авторiв С.А.Абдо, Н. I.Юрчука, Ю.Н.Валiцько-

го, М.Л. Горбачука, В.В. Городецького, Я.М.Дрiня, А.А.Дезiна, С.Х.Нур-

метова, В.К.Романка, Л.В.Фардiголи (див., зокрема, [1, 2, 13,18, 19, 21, 77,

94,95,107]) присвяченi крайовим задачам для диференцiально-операторних

рiвнянь з багатоточковими умовами за однiєю видiленою змiнною.

Наведений огляд лiтератури свiдчить про те, що дослiдженню двоточко-

вих та багатоточкових задач для рiвнянь iз частинними похiдними присвя-

чено численнi працi. В останнi роки, зокрема, вивчаються задачi з бага-

тоточковими умовами за часом, в якi входять диференцiальнi вирази за

просторовими змiнними, а також задачi для рiвнянь зi зсувами за просто-

ровими координатами. Такi рiвняння можна iнтерпретувати як рiвняння

нескiнченного порядку за просторовими змiнними. Отже, дослiдження за-

дач для рiвнянь iз частинними похiдними загалом нескiнченного порядку

за просторовими змiнними з багатоточковими за часом умовами загальнi-

шого вигляду представляють iнтерес як з точки зору застосувань, так i

побудови загальної теорiї крайових задач.

Залишаються також недостатньо вивченими питання ядра багатоточко-

вих задач, а також питання розв’язностi таких задач у випадку, коли харак-

теристичний визначник задачi дорiвнює нулевi. Результати дисертацiйної

роботи частково заповнюють цю прогалину.
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1.3. Короткий опис результатiв дисертацiї

Дисертацiйну роботу присвячено дослiдженню розв’язностi у класах цi-

лих функцiй задач з двоточковими умовами за часом, у якi входять до-

вiльнi диференцiальнi полiноми з комплексними коефiцiєнтами, для ди-

ференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними другого порядку за часо-

вою змiнною та загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними.

Встановлено умови iснування та неiснування розв’язкiв задачi. Запропоно-

вано формули для побудови розв’язкiв задачi у випадку їх iснування.

В областi R1+s, s ∈ N, дослiджено множину розв’язкiв U = U(t, x)

диференцiального рiвняння

∂2U

∂t2
+ 2a

( ∂
∂x

)∂U
∂t

+ b
( ∂
∂x

)
U = f(t, x), (t, x) ∈ R1+s, (1.36)

що задовольняють двоточковi умови вигляду

A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) = ϕ0(x),

B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) = ϕ1(x), x ∈ Rs.

(1.37)

У рiвняннi (1.36) операторнi коефiцiєнти a
(
∂
∂x

)
, b
(
∂
∂x

)
– довiльнi дифе-

ренцiальнi вирази з комплексними коефiцiєнтами скiнченного або нескiн-

ченного порядку, причому символи a (ν), b (ν) цих коефiцiєнтiв є цiлими

функцiями комплексної вектор-змiнної ν ∈ Cs, f(t, x) – задана цiла функ-

цiя. У двоточкових умовах (1.37) h > 0, ϕ0(x), ϕ1(x) – заданi цiлi функцiї,

A1

(
∂
∂x

)
, A2

(
∂
∂x

)
, B1

(
∂
∂x

)
, B2

(
∂
∂x

)
– диференцiальнi полiноми з комплекс-

ними коефiцiєнтами, причому їх символи A1 (ν), A2 (ν), B1 (ν), B2 (ν) для

кожного ν ∈ Cs задовольняють умови:

|A1 (ν)|2 + |A2 (ν)|2 6= 0, |B1 (ν)|2 + |B2 (ν)|2 6= 0.

Роздiл 2 присвячено розв’язностi задачi (1.36), (1.37), якщо f(t, x) = 0,

ϕ1(x) = ϕ2(x) = 0. У пiдроздiлi 2.1 здiйснено формулювання задачi, з’ясо-
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вано вигляд характеристичного визначника задачi – функцiї ∆(ν). В пiд-

роздiлах 2.2 – 2.4 дослiджено умови iснування нетривiального розв’язку

задачi залежно вiд множини нулiв функцiї ∆(ν). У пiдроздiлi 2.2 доведено,

що у випадку характеристичного визначника, який вiдмiнний вiд нуля для

всiх ν ∈ Cs, однорiдна двоточкова задача має лише тривiальний розв’язок.

Випадок, коли множина нулiв ∆(ν) не є порожньою i не спiвпадає з Cs,

дослiджено в пiдроздiлi 2.3. Встановлено умови iснування нетривiальних

розв’язкiв задачi у класi квазiполiномiв KM , де M – множина нулiв функ-

цiї ∆(ν), та у класi цiлих функцiй, вказано диференцiально-символьний

метод їх побудови. Дослiджено множину розв’язкiв двоточкових задач для

деяких класичних рiвнянь математичної фiзики, зокрема для рiвняння ко-

ливань струни, бiкалоричного та телеграфного рiвнянь, а також рiвняння

Клейна-Гордона-Фока. Пiдроздiл 2.4 присвячено випадку ∆(ν) ≡ 0, видiле-

но класи цiлих функцiй, в яких розв’язок задачi iснує та вказано формули

для його побудови. Наведено конкретнi приклади дослiдження множини

розв’язкiв однорiдних двоточкових задач.

У роздiлi 3 дослiджено множину розв’язкiв задачi (1.36) у випадку

f(t, x) = 0, |ϕ1(x)|2 + |ϕ1(x)|2 > 0. У пiдроздiлi 3.1 введено допомiжнi

функцiї, якi необхiднi для побудови розв’язкiв. У пiдроздiлi 3.2 у випадку

∆ 6= 0 для ∀ν ∈ Cs видiлено клас функцiй, якому повиннi належати ϕ0, ϕ1,

щоб розв’язок задачi iснував i був єдиним, вказано спосiб побудови цього

розв’язку. Випадок, коли множина нулiв характеристичного визначника не

є порожньою та не спiвпадає з Cs, дослiджено в пiдроздiлi 3.3. Для одно-

значної розв’язностi задачi видiлено клас квазiполiномiв KCs\M , де M –

множина нулiв характеристичного визначника, до якого повиннi належати

функцiї ϕ0, ϕ1, подано формулу для знаходження розв’язку. У пiдроздi-

лi 3.4 дослiджено умови iснування та неiснування розв’язкiв задачi для

випадку ∆(ν) ≡ 0. Доведено теореми щодо iснування розв’язкiв задачi у

певних класах цiлих функцiй або класах квазiполiномiв та вказано спосiб
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їх побудови. Розглянуто приклади знаходження розв’язкiв задачi у випад-

ку ϕ0, ϕ1 ∈ KM . Знайдено умови на ϕ0, ϕ1, за яких розв’язок двоточкової

задачi не iснує.

У роздiлi 4 дослiджено множину розв’язкiв задачi (1.36), (1.37), у якiй

ϕ0 = ϕ1 = 0. У пiдроздiлi 4.1 введено допомiжнi функцiї, якi необхiднi

для дослiдження задачi. У пiдроздiлi 4.2 у випадку ∆(ν) 6= 0 для ∀ν ∈ Cs

видiлено клас цiлих функцiй, до якого має належати функцiя f(t, x), щоб

розв’язок задачi iснував i був єдиним. Вказано спосiб побудови розв’язку

задачi. Випадок, коли множина нулiв характеристичного визначника не є

порожньою та не спiвпадає з Cs, дослiджено в пiдроздiлi 4.3. Для одно-

значної розв’язностi задачi видiлено клас квазiполiномiв KC,Cs\M , до якого

повинна належати функцiя f , подано формулу для знаходження розв’язку.

У пiдроздiлi 4.4 дослiджено випадок ∆(ν) ≡ 0. Знайдено умови iснуван-

ня та неiснування розв’язку задачi. У випадку iснування розв’язкiв задачi

вказано спосiб їх побудови.

Висновки до роздiлу 1

У першому роздiлi дисертацiї наведено короткий огляд робiт, присвяче-

них дослiдженню задач з багатоточковими умовами для звичайних дифе-

ренцiальних рiвнянь, а також для рiвнянь та систем рiвнянь iз частинними

похiдними, близьких до тематики дисертацiї. Показано, що класи єдиностi

розв’язку багатоточкової за часом задачi для рiвнянь iз частинними по-

хiдними iстотно вiдрiзняються вiд класiв єдиностi розв’язку вiдповiдної

задачi Кошi для цих же ж рiвнянь. Описано роботи, в яких використо-

вується диференцiально-символьний метод для дослiдження задач Кошi,

багатоточкових задач та крайових задач з умовами Дiрiхле, Неймана, ти-

пу Дiрiхле, типу Неймана i т.д.
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РОЗДIЛ 2

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-СИМВОЛЬНИЙ МЕТОД

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОДНОРIДНОЇ ДВОТОЧКОВОЇ ЗА

ЧАСОМ ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ

ПОХIДНИМИ

У роздiлi дослiджено умови iснування лише тривiального розв’язку, а

також нетривiальних розв’язкiв однорiдної задачi для диференцiального

рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часовою змiнною, за

якою задано локальнi двоточковi умови, та загалом нескiнченного порядку

за просторовими змiнними. У випадку iснування нетривiальних розв’язкiв

задачi запропоновано спосiб їх побудови, використовуючи iдеї диферен-

цiально-символьного методу.

2.1. Формулювання однорiдної двоточкової задачi

В областi R1+s, s ∈ N, дослiджуємо множину розв’язкiв U = U(t, x)

диференцiального рiвняння iз частинними похiдними

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U ≡ ∂2U

∂t2
+ 2a

( ∂
∂x

)∂U
∂t

+ b
( ∂
∂x

)
U = 0, t ∈ R, x ∈ Rs, (2.1)

у якому операторнi коефiцiєнти a
(
∂
∂x

)
, b
(
∂
∂x

)
вважаємо довiльними дифе-

ренцiальними виразами з комплексними сталими коефiцiєнтами скiнченно-

го або нескiнченного порядку, причому символи a (ν), b (ν) цих коефiцiєнтiв

є цiлими функцiями комплексної вектор-змiнної ν ∈ Cs.

За умови, що a (ν) та b (ν) – полiноми, їх степенi за сукупнiстю змiнних

позначимо через pa ∈ Z+ та pb ∈ Z+, а також вважатимемо, що pa = ∞
та pb = ∞, якщо a (ν) та вiдповiдно b (ν) не є полiномами. Позначимо

p = max {pa, pb/2}.
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У множинi розв’язкiв рiвняння (2.1) знайдемо такi розв’язки, що задо-

вольняють однорiднi локальнi двоточковi умови:

l0∂U(t, x) ≡ A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) = 0,

l1∂U(t, x) ≡ B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) = 0, x ∈ Rs, h > 0,

(2.2)

де A1

(
∂
∂x

)
, A2

(
∂
∂x

)
, B1

(
∂
∂x

)
, B2

(
∂
∂x

)
– диференцiальнi полiноми з комплекс-

ними коефiцiєнтами, причому їх символи A1 (ν), A2 (ν), B1 (ν), B2 (ν) для

кожного ν ∈ Cs задовольняють умови:

|A1 (ν)|2 + |A2 (ν)|2 6= 0, |B1 (ν)|2 + |B2 (ν)|2 6= 0.

Пiд розв’язком задачi (2.1), (2.2) розумiємо цiлу функцiю

U(t, x) =
∑
k̂∈Zs+1

+

uk̂ t
k0 xk, k̂ = (k0, k) = (k0, k1, . . . , ks), uk̂ ∈ C,

змiнних t та x ∈ Rs, що задовольняє рiвняння (2.1) та двоточковi умови

(2.2).

Дiя диференцiального виразу b
(
∂
∂x

)
з цiлим символом

b (ν) =
∑
k∈Zs+

bkν
k, bk ∈ C,

на функцiю U у рiвняннi (2.1) визначається так:

b

(
∂

∂x

)
U ≡

∑
k∈Zs+

bk
∂|k|U

∂xk1
1 . . . ∂xkss

.

Дiя диференцiального виразу a
(
∂
∂x

)
на ∂U

∂t визначається аналогiчно. Заува-

жимо, що коректностi дiй диференцiальних виразiв нескiнченного порядку

у класах цiлих функцiй присвяченi працi [27,49].

Встановимо умови, за яких iснують нетривiальнi розв’язки (нетривiаль-

не ядро) даної задачi. У випадку iснування таких розв’язкiв вкажемо метод
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їх побудови. Для цього використаємо iдеї диференцiально-символьного ме-

тоду [34].

Замiнивши ∂
∂x на вектор-параметр ν i символ ∂

∂t на
d
dt з рiвняння (2.1)

одержимо звичайне диференцiальне рiвняння

L

(
d

dt
, ν

)
T (t, ν) ≡

(
d2

dt2
+ 2a(ν)

d

dt
+ b(ν)

)
T (t, ν) = 0, (2.3)

у якому надалi вважаємо, що ν ∈ Cs.

Нормальна в точцi t = 0 фундаментальна система розв’язкiв рiвняння

(2.3) має вигляд:

T0(t, ν) = e−a(ν)t

a(ν)
sinh

[
t
√
D(ν)

]
√
D(ν)

+ cosh
[
t
√
D(ν)

] ,

T1(t, ν) = e−a(ν)t
sinh

[
t
√
D(ν)

]
√
D(ν)

,

(2.4)

де D(ν) = a2(ν)− b(ν).

Оскiльки коефiцiєнти a(ν), b(ν) рiвняння (2.3) за припущенням є цiли-

ми функцiями, то згiдно з теоремою Пуанкаре ([104], с. 59) функцiї T0(t, ν),

T1(t, ν) є також цiлими функцiями порядку p стосовно вектор-параметра

ν.

Запишемо визначник вигляду:

∆ (ν) =

∣∣∣∣∣∣∣
l0νT0(t, ν) l0νT1(t, ν)

l1νT0(t, ν) l1νT1(t, ν)

∣∣∣∣∣∣∣ , (2.5)

де

l0νT0(t, ν) ≡ A1(ν), l0νT1(t, ν) ≡ A2(ν),

l1νT0(t, ν) ≡ B1 (ν)T0(h, ν) +B2 (ν)
dT0

dt
(h, ν),

l1νT1(t, ν) ≡ B1 (ν)T1(h, ν) +B2 (ν)
dT1

dt
(h, ν).
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Визначник (2.5) будемо називати характеристичним визначником зада-

чi (2.1), (2.2). Його можна подати також у виглядi:

∆ (ν) = e−ah
{
A1B1 − a (A1B2 + A2B1) + bA2B2

}sinh
[
h
√
a2 − b

]
√
a2 − b

+

+e−ah
{
A1B2 − A2B1

}
cosh

[
h
√
a2 − b

]
,

де для скорочення записiв позначено a = a (ν) , b = b (ν) , A1 = A1 (ν) ,

A2 = A2 (ν) , B1 = B1 (ν) , B2 = B2 (ν) .

Зазначимо, що функцiя ∆(ν) як суперпозицiя цiлих функцiй є також

цiлою. Зокрема, для a2 = b маємо

∆ (ν) = e−ah
({
A1B1 − a (A1B2 + A2B1) + a2A2B2

}
h+ A1B2 − A2B1

)
.

Якщо в (2.2) A1

(
∂
∂x

)
= 1, B1

(
∂
∂x

)
= 1, A2

(
∂
∂x

)
= 0, B2

(
∂
∂x

)
= 0, то

отримуємо умови

U(0, x) = U(h, x) = 0 (2.6)

i визначник ∆ (ν) набуде вигляду

∆ (ν) = T1 (h, ν) = e−a(ν)h
sinh

[
h
√
D(ν)

]
√
D(ν)

.

Для A1

(
∂
∂x

)
= 0, B1

(
∂
∂x

)
= 0, A2

(
∂
∂x

)
= 1, B2

(
∂
∂x

)
= 1 маємо задачу для

рiвняння (2.1) з умовами

∂U

∂t
(0, x) =

∂U

∂t
(h, x) = 0 (2.7)

i визначник ∆ (ν) має вигляд

∆ (ν) = −dT0

dt
(h, ν) = e−a(ν)h

sinh
[
h
√
D(ν)

]
√
D(ν)

b(ν).

Для визначника ∆ (ν) є можливими такi випадки:

1) ∆ (ν) 6= 0 ∀ν ∈ Cs;

2) ∆ (ν) ≡ 0 на Cs;

3) ∆ (ν) 6≡ 0 i {ν ∈ Cs : ∆ (ν) = 0} 6= ∅.
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2.2. Умови однозначної розв’язностi задачi

Нехай p = max {p, 1} i p′ = p/ (p− 1) для 1 < p <∞ i p′ =∞ для p = 1

та p′ = 1 для p =∞.

Теорема 2.1. Якщо ∆ (ν) 6= 0 ∀ν ∈ Cs, то задача (2.1), (2.2) у класi

цiлих функцiй Ap′ має лише тривiальний розв’язок.

Доведення. Нехай iснує ненульовий цiлий розв’язок U(t, x) рiвняння

(2.1), тобто цiла функцiя вигляду

U(t, x) =
∑
k̄∈Zs+1

+

uk̄ t
k0xk, k̄ = (k0, k1, . . . , ks), uk̄ ∈ C,

змiнних t та x, що задовольняє умови (2.2).

Позначимо U(0, x) = ϕ(x), ∂U
∂t (0, x) = ψ(x). Тодi функцiї ϕ(x) та ψ(x)

є також цiлими з класу Ap′. Запишемо розв’язок задачi (2.1), (2.2) згiдно

з диференцiально-символьним методом [34] як розв’язок задачi Кошi для

рiвняння (2.1) з початковими даними ϕ та ψ у виглядi:

U(t, x) = ϕ
( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

+ ψ
( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

. (2.8)

Оскiльки T0 (t, ν) eν·x та T1 (t, ν) eν·x є цiлими за ν функцiями порядку

p = max {p, 1} > 1, то обидвi цiлi функцiї ϕ(x) та ψ(x) повиннi мати

спряжений (див. [49] для s = 1 та [27] для s > 1) з p порядок p′, тобто

p′ = p/ (p− 1) для 1 < p <∞ i p′ =∞ для p = 1 та p′ = 1 для p =∞.

З виконання двоточкових умов (2.2) для функцiй ϕ та ψ отримаємо в

Rs систему тотожностей

ϕ
(
∂
∂ν

){
A1(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

+ ψ
(
∂
∂ν

){
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O
≡ 0,

ϕ
(
∂
∂ν

){(
B1(ν)T0(h, ν) +B2(ν)

dT0

dt
(h, ν)

)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=O

+

+ ψ
(
∂
∂ν

){(
B1(ν)T1(h, ν) +B2(ν)

dT1

dt
(h, ν)

)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=O

≡ 0,

(2.9)
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Подiємо диференцiальним виразомB1

(
∂
∂x

)
T1

(
h, ∂

∂x

)
+B2

(
∂
∂x

)dT1

dt

(
h, ∂

∂x

)
на

першу тотожнiсть системи (2.9), а на другу тотожнiсть – виразом A2

(
∂
∂x

)
,

пiсля чого вiднiмемо вiд першої тотожностi другу. Отримаємо

ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x∆ (ν)

}∣∣∣∣
ν=O

≡ 0, x ∈ Rs.

Оскiльки функцiя ∆(ν) 6= 0 для всiх ν ∈ Cs, то ∆−1 (ν) є цiлою. Подi-

явши на останню тотожнiсть диференцiальним виразом ∆−1
(
∂
∂x

)
, отрима-

ємо ϕ
(
∂
∂ν

){
eν·x 1

∆(ν)∆ (ν)
}∣∣∣

ν=O
≡ 0, звiдки маємо ϕ

(
∂
∂ν

)
{eν·x}

∣∣
ν=O
≡ 0 або

ϕ (x) ≡ 0.

Аналогiчно, якщо подiємо на першу тотожнiсть системи (2.9) диферен-

цiальним виразом B1

(
∂
∂x

)
T0

(
h, ∂

∂x

)
− B2

(
∂
∂x

)
dT0

dt

(
h, ∂

∂x

)
i на другу тотож-

нiсть виразом A1

(
∂
∂x

)
, а потiм додамо отриманi тотожностi, то одержимо

ψ

(
∂

∂ν

){
eν·x∆ (ν)

}∣∣∣∣
ν=O

≡ 0, x ∈ Rs,

звiдки випливає, що ψ (x) ≡ 0.

Маємо тотожнiсть U (t, x) ≡ 0, яка суперечить припущенню щодо не-

тривiальностi розв’язку задачi (2.1), (2.2).

Приклад 2.1. Дослiдити розв’язнiсть задачi для диференцiально-функ-

цiонального рiвняння

∂2

∂t2
U (t, x1, x2) + 2

∂

∂t
U (t, x1 + 1, x2 − 1) +

+ 2U (x1 + 1, x2 − 1)− U (t, x1, x2) = 0, (t, x) ∈ R3, (2.10)

∂U

∂t
(0, x1, x2) = 0, U(1, x1, x2) +

∂U

∂t
(1, x1, x2) = 0, x ∈ R2. (2.11)

∇ Дана задача є задачею (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = eν1−ν2, b (ν) =

2eν1−ν2 − 1, s = 2, A1 = 0, A2 = 1, B1 = 1, B2 = 1, p =∞.

В даному випадку

T0(t, ν) = e−te
ν1−ν2

{
eν1−ν2

sinh [t(eν1−ν2 − 1)]

eν1−ν2 − 1
+ cosh

[
t(eν1−ν2 − 1)

]}
,
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T1(t, ν) = e−te
ν1−ν2 sinh [t(eν1−ν2 − 1)]

eν1−ν2 − 1
.

Обчислюємо визначник задачi (2.10), (2.11):

∆ (ν) =

∣∣∣∣∣∣
0 1

T0(1, ν) +
dT0

dt
(1, ν) T1 (1, ν) +

dT1

dt
(1, ν)

∣∣∣∣∣∣ = e−2eν1−ν2+1.

Оскiльки ∆(ν) 6= 0 для всiх ν ∈ C2, то за теоремою 2.1 задача (2.10),

(2.11) у класi цiлих функцiй експоненцiального типу має лише нульовий

розв’язок, тобто ядро задачi є тривiальним. 4

2.3. Випадок, коли множина нулiв характеристичного

визначника не є порожньою i не збiгається з Cs

Розглянемо множину

M =
{
ν ∈ Cs : ∆(ν) = 0

}
, (2.12)

причому вважаємо, що M 6= ∅ i M 6= Cs.

Зауваження 2.1. Будь-якому квазiполiному ψ(x) =
m∑
j=1

Qj(x)eαj ·x, m ∈

N, з класу KCs можна поставити у вiдповiднiсть диференцiальний вираз

ψ

(
∂

∂ν

)
=

m∑
j=1

Qj

(
∂

∂ν

)
eαj ·

∂
∂ν ,

дiя якого на цiлу функцiю визначається формулою

ψ

(
∂

∂ν

)
χ(ν) =

m∑
j=1

Qj

(
∂

∂ν

)
χ(αj + ν),

зокрема,

ψ
( ∂
∂ν

)
χ(ν)

∣∣∣∣
ν=O

=
m∑
j=1

Qj

( ∂
∂ν

)
χ(ν)

∣∣∣∣
ν=αj

=
m∑
j=1

Qj

( ∂

∂αj

)
χ(αj).

Зауваження 2.2. Нульовий квазiполiном g(x) = 0 належить як до KM ,

так i до KCs\M , причому KM ∩KCs\M = {0}. Результатом дiї вiдповiдного
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диференцiального виразу g (∂/∂ν) на цiлу функцiю є, очевидно, нульова

функцiя.

Спочатку дослiдимо задачу (2.1), (2.2) для випадку s = 1.

Якщо M 6= ∅ i M 6= Cs, то множина M може мiстити скiнченну

кiлькiсть нулiв функцiї 4 (ν) або може складатись з нескiнченної кiль-

костi нулiв α1, α2, . . . вiдповiдно скiнченної кратностi pα1
, pα2

, . . ., причому

|αn| → ∞ при n→∞. Зауважимо, що для нуля α функцiї ∆(ν) кратностi

pα виконуються умови:

∆(α) = 0, ∆′(α) = 0, . . . ,∆(pα−1)(α) = 0, ∆(pα)(α) 6= 0.

Теорема 2.2. Нехай ψ ∈ KM i має вигляд

ψ(x) = Q (x) eαx, (2.13)

в якому α ∈ M (α – нуль функцiї ∆(ν) кратностi pα ∈ N), Q (x) – не-

тривiальний полiном степеня n 6 pα − 1. Тодi функцiя

U (t, x) = Q
( d
dν

){[
A2(ν)T0(t, ν)− A1 (ν)T1 (t, ν)

]
eνx
}∣∣∣

ν=α
, (2.14)

де T0 (t, ν) , T1 (t, ν) – функцiї (2.4), є нетривiальним розв’язком задачi

(2.1), (2.2) з класу KC,M . Навпаки, якщо розв’язок задачi (2.1), (2.2) є

квазiполiномом з класу KC,M вигляду

U (t, x) =
N∑
l=1

Pl (t, x) eβlt+αx, (2.15)

де N ∈ N, Pl (t, x) , l = 1, N, – полiноми з комплексними коефiцiєнтами

степеня n за змiнною x, βl, α ∈ C, βl 6= βr для r 6= l, r, l = 1, N, то

α ∈M , причому n < pα i цей розв’язок можна подати у виглядi (2.14), в

якому Q (x) =
N∑
l=1

(
βPl (0, x) + ∂Pl

∂t (0, x)
)
.

Доведення. Достатнiсть. Нехай ψ (x) – квазiполiном вигляду (2.13). По-

кажемо, що функцiя

U (t, x) = ψ

(
d

dν

){[
A2 (ν)T0 (t, ν)− A1 (ν)T1 (t, ν)

]
eνx
}∣∣∣∣

ν=0

,
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тобто функцiя (2.14), є розв’язком рiвняння (2.1). Враховуючи комутатив-

нiсть операцiй ∂
∂t ,

∂
∂x i ∂

∂ν , ми отримаємо

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) =

= L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
Q
( d
dν

){[
A2(ν)T0(t, ν)−A1 (ν)T1 (t, ν)

]
eνx
}∣∣∣

ν=α
=

= Q
( d
dν

){
L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){[
A2(ν)T0(t, ν)−A1 (ν)T1 (t, ν)

]
eνx
}∣∣∣∣

ν=α

}
=

= Q
( d
dν

) {
eνxL

( d
dt
, ν
){
A2 (ν)T0 (t, ν)− A1 (ν)T1 (t, ν)

}}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( d
dν

){
eνx
[
A2(ν)L

( d
dt
, ν
)
T0(t, ν)−A1(ν)L

( d
dt
, ν
)
T1(t, ν)

]}∣∣∣∣
ν=α

=0.

Покажемо, що функцiя (2.14) задовольняє першу з двоточкових умов (2.1):

A1

( d
dx

)
U(0, x) + A2

( d
dx

)∂U
∂t

(0, x) =

=Q
( d
dν

){
A1

( d
dx

)[
A2(ν)eνx

]}∣∣∣∣
ν=α

−Q
( d
dν

) {
A2

( d
dx

)[
A1(ν)eνx

]}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( d
dν

){
eνx
[
A1(ν)A2(ν)− A1(ν)A2(ν)

]}∣∣∣∣
ν=α

= 0.

Крiм того,

B1

(
d

dx

)
U(h, x) +B2

(
d

dx

)
∂U

∂t
(h, x) = Q

(
d

dν

){
∆(ν)eνx

}∣∣∣∣
ν=α

.

Оскiльки ν = α – нуль функцiї ∆ (ν) кратностi pα, то i друга умова (2.2)

виконується.

Отже, функцiя U (t, x) є розв’язком задачi (2.1), (2.2).

Обчислюємо

U (0, x) = Q

(
d

dν

){
A2 (ν) eνx

}∣∣∣
ν=α

,

∂U

∂t
(0, x) = −Q

(
d

dν

){
A1 (ν) eνx

}∣∣∣
ν=α

.
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З умови |A1(ν)|2 + |A2(ν)|2 6= 0 випливає, що хоча б одна з функцiй

U(0, x) або ∂U
∂t (0, x) є ненульовою. Отже, функцiя (2.14) є нетривiальним

розв’язком задачi (2.1), (2.2).

Необхiднiсть. Нехай U (t, x) – нетривiальний розв’язок задачi (2.1), (2.2),

який є квазiполiномом вигляду (2.15). Позначимо U (0, x)=ϕ1 (x), ∂U∂t (0,x)=

ϕ2 (x). Тодi ϕ1(x) = eαxQ1(x), ϕ2(x) = eαxQ2(x), де Q1(x) =
N∑̀
=1

P`(0, x),

Q2(x) =
N∑̀
=1

 β`P`(0, x) + ∂P`
∂t (0, x)

 – полiноми степеня n .

Зауважимо, що |ϕ1(x)|2 + |ϕ2(x)|2 6= 0.

Квазiполiном (2.15) як єдиний розв’язок задачi Кошi

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U (t, x) = 0,

U (0, x) = ϕ1 (x) ,
∂U

∂t
(0, x) = ϕ2 (x)

згiдно з диференцiально-символьним методом [34] можна записати у виг-

лядi

U (t, x) = ϕ1

(
d

dν

){
T0 (t, ν) eνx

}∣∣∣∣
ν=0

+ ϕ2

(
d

dν

){
T1 (t, ν) eνx

}∣∣∣∣
ν=0

. (2.16)

Функцiя вигляду (2.16) задовольняє першу з двоточкових умов (2.2), тому

отримаємо рiвнiсть

A1

(
d

dx

)
ϕ1 (x) + A2

(
d

dx

)
ϕ2 (x) ≡ 0. (2.17)

Використовуючи рiвнiсть (2.17) та функцiю вигляду (2.16) можна за-

писати

A1

( d
dx

)
U(t, x) = −ϕ2

( d
dν

) {[
A2(ν)T0(t, ν)− A1(ν)T1(t, ν)

]
eνx
}∣∣∣

ν=0
,

A2

( d
dx

)
U(t, x) = ϕ1

( d
dν

) {[
A2(ν)T0(t, ν)− A1(ν)T1(t, ν)

]
eνx
}∣∣∣

ν=0
,

звiдси

U(t, x) = ϕ
( d
dν

){[
A2(ν)T0(t, ν)− A1(ν)T1(t, ν)

]
eνx
}∣∣∣

ν=0
,
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де ϕ(x) = Q(x)eαx, Q(x) – деякий полiном степеня n.

Покажемо тепер, що α ∈M i degQ(x) < pα. З другої умови (2.2) одер-

жимо

Q

(
d

dν

){
∆ (ν) eνx

}∣∣∣∣
ν=α

≡ 0. (2.18)

Завдяки лiнiйнiй незалежностi функцiй eαx, xeαx, x2eαx, ..., xneαx тотож-

нiсть (2.18) виконується тодi та лише тодi, коли

∆(α) = ∆′(α) = . . . = ∆(n)(α) = 0.

Звiдси випливає, що α ∈M i n < pα.

Приклад 2.2. Знайти розв’язок рiвняння[
∂2

∂t2
− 2

∂3

∂t∂x2
+

∂4

∂x4

]
U (t, x) = 0, (2.19)

що задовольняє умови

U(0, x)− ∂U

∂t
(0, x) = 0, U(h, x)− ∂U

∂t
(h, x) = 0. (2.20)

∇ Задача (2.19), (2.20) є задачею (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = −ν2, b (ν) =

ν4, A1(ν) = B1(ν) = 1, A2(ν) = B2(ν) = −1, p = 2. Нормальна фундамен-

тальна система розв’язкiв рiвняння[
d2

dt2
− 2 ν2 d

dt
+ ν4

]
T (t, ν) = 0

має вигляд:

T0 (t, ν) = eν
2t
(
−ν2t+ 1

)
, T1 (t, ν) = eν

2tt.

Запишемо характеристичний визначник задачi та множину M :

∆ (ν) = h eν
2h
(
ν2 − 1

)2
,

M =
{
ν ∈ C :

(
ν2 − 1

)2
= 0
}
.

Числа ν = ±1 для функцiї ∆ (ν) є двократними нулями, тому за теоре-

мою 2.2 розв’язками задачi (2.19), (2.20) є

U (t, x) =
(
c1 + c2

d

dν

){(
ν2t− t− 1

)
eν

2t+νx
}∣∣∣

ν=±1
= (c1 + c2x)et±x,
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де c1, c2 ∈ C. 4
Розглянемо двоточковi за часом задачi для деяких класичних рiвнянь

математичної фiзики, знайдемо елементи їх ядра згiдно з теоремою 2.2.

Рiвняння коливань струни. Розглянемо задачу знаходження нетри-

вiальних розв’язкiв диференцiального рiвняння з частинними похiдними

∂2U

∂t2
= γ2∂

2U

∂x2
, (t, x) ∈ R2, γ = const > 0, (2.21)

якi задовольняють двоточковi умови

U(0, x) + ∂U
∂t (0, x) = 0, U(h, x) + ∂U

∂t (h, x) = 0, x ∈ R. (2.22)

Задача (2.21), (2.22) є задачею (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = 0, b (ν) =

−γ2ν2, A1 (ν) = A2 (ν) = 1, B1 (ν) = B2 (ν) = 1, p = 1.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв звичайного диферен-

цiального рiвняння
d2T

dt2
= γ2ν2T

має вигляд:

T0 (t, ν) = cosh [γνt] , T1 (t, ν) =
sinh [γνt]

γν
.

Зауважимо, що T0 (t, 0) = 1, T1 (t, 0) = t.

Запишемо характеристичний визначник ∆(ν) задачi:

∆ (ν) =
sinh [γνh]

γν

[
1− γ2ν2

]
.

Множина M матиме вигляд:

M = M1 ∪M2,

M1 =

{
νk± : νk± = ±πk

γh
i, k ∈ N

}
,

M2 =

{
ν0± : ν0± = ±1

γ

}
, i2 = 1.

Re ν

Im ν

0 ν0+ν0−

ν1+

ν2+

ν3+

ν1−

ν2−

ν3−
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Нулi функцiї ∆(ν) симетричнi вiдносно точки (0, 0) комплексної пло-

щини. Вiдстань мiж νk+ i νk+1,+ для k ∈ N рiвна π
γh .

Числа νk± з M1 є простими нулями функцiї ∆ (ν), тому згiдно з теоре-

мою 2.2 нетривiальними розв’язками задачi (2.21), (2.22) є наступнi функ-

цiї:

Uk±(t, x) =
{

[T0 (t, ν)− T1 (t, ν)] eνx
}∣∣∣

ν=±iπkγh

або

Uk± (t, x) =

(
cos

πkt

h
−

sin πkt
h

πk
h

)
e±i

πk
hγx, k ∈ N.

Зауважимо, що остання формула для всiх k ∈ N мiстить двi серiї

розв’язкiв задачi (2.21), (2.22): перша – зi знаком „+” i друга – зi знаком

„–”.

Числа ν0± з M2 є також простими нулями функцiї ∆ (ν). Отже, вiд-

повiдно до теореми 2.2, нетривiальними розв’язками задачi (2.21), (2.22) є

функцiї вигляду

U0± (t, x) = e−t±
1
γx.

Зауважимо, що розв’язки Uk±(t, x), U0±(t, x) знайдено з точнiстю до не-

нульових сталих множникiв.

Рiвняння Клейна-Гордона-Фока. Розглянемо двоточкову задачу для

рiвняння[
∂2

∂t2
− γ2 ∂

2

∂x2
+m2

]
U (t, x) = 0, (t, x) ∈ R2, γ,m = const > 0 (2.23)

з умовами (2.22).

Задача (2.23), (2.22) є задачею (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = 0, b (ν) =

−γ2ν2 +m2, A1(ν) = A2 (ν) = 1, B1 (ν) = B2 (ν) = 1, p = 1.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв звичайного диферен-

цiального рiвняння
d2T

dt2
=
(
γ2ν2 −m2

)
T
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має вигляд

T0 (t, ν) = cosh
[
t
√
γ2ν2 −m2

]
, T1 (t, ν) =

sinh
[
t
√
γ2ν2 −m2

]
√
γ2ν2 −m2

.

Зауважимо, що T0 (t, 0) = cos[mt], T1 (t, 0) =
sin[mt]

m
.

Характеристичний визначник задачi (2.23), (2.22) i множина M будуть

наступними:

∆ (ν) =
sinh

[
h
√
γ2ν2 −m2

]
√
γ2ν2 −m2

[
1− γ2ν2 +m2

]
,

M =

{
νk± : νk± = ±

√
m2h2 − π2k2

γh
, k ∈ N

}⋃{
ν0± : ν0± = ±

√
1 +m2

γ

}
.

Re ν

Im ν

ν0+ν0−

ν1+

ν2+

ν3+

ν1−
ν2−
ν3−

Множина M у випадку mh
π < 1

Re ν

Im ν

0 ν0+ν0−

ν2+

ν3+

ν4+

ν2−
ν3−
ν4−

Множина M у випадку mh
π = 1

Елементи множини M є симетричними вiдносно точки (0, 0) комплекс-

ної площини. Вiдстань мiж νk+ i νk+1,+ для k →∞ прямує до π
γh .

У випадку mh
π < 1 числа νk± = ±

√
m2h2−π2k2

γh , k ∈ N, є простими нуля-

ми функцiї ∆ (ν) i за теоремою 2.2 отримаємо таку серiю квазiполiномних

розв’язкiв задачi (2.23), (2.22):

Uk± (t, x) =

(
cos

πkt

h
−

sin πkt
h

πk
h

)
e±i
√
π2k2−m2h2

γh x. (2.24)

У випадку mh
π = 1 число ν1± = 0 є двократним нулем функцiї ∆(ν),
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тому за теоремою 2.2 обчислюємо

U0 (t, x) =
(
c1 + c2

d

dν

){
[T0 (t, ν)− T1 (t, ν)] eνx

}∣∣∣∣∣
ν=0

=

= (c1 + c2x)
(

cos [mt]− sin [mt]

m

)
,

(2.25)

де c1, c2 ∈ C, |c1|2 + |c2|2 > 0.

Для чисел ν0± = ±
√

1+m2

γ , якi є простими нулями функцiї ∆(ν), отри-

маємо такi розв’язки задачi (2.23), (2.22):

U± (t, x) = e−t±
√

1+m2

γ x.

Для mh
π > 1 маємо:

Re ν

Im ν

ν0+

ν1+

ν2+νk0+

ν1−

ν2− νk0−ν0−

νk0+1,+

νk0+2,+

νk0+3,+

νk0+1,−
νk0+2,−
νk0+3,−

Множина M у випадку mh
π 6∈ N,

[mhπ ] = k0 ∈ N

Re ν

Im ν

0

ν0+

ν1+

ν2+νk0−1,+

ν1−

ν2− νk0−1,−ν0−

νk0+1,+

νk0+2,+

νk0+3,+

νk0+1,−
νk0+2,−
νk0+3,−

Множина M у випадку
mh
π = k0 ∈ N\{1}

Якщо mh
π 6∈ N, mh

π > 1 i [mhπ ] = k0 ∈ N для 1 6 k 6 k0 маємо такi

розв’язки задачi (2.23), (2.22):

Uk± (t, x) =

(
cos

πkt

h
−

sin πkt
h

πk
h

)
e±
√
m2h2−π2k2

γh x. (2.26)

Якщо mh
π = k0 ∈ N\{1}, то розв’язки задачi (2.23), (2.22) складаються

з:

— розв’язкiв (2.24) для k > k0;

— розв’язкiв (2.25) для k = k0;

— розв’язкiв (2.26) для k < k0.
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Телеграфне рiвняння. В областi (t, x) ∈ R2 знайти нетривiальнi

розв’язки рiвняння[
∂2

∂t2
+ 2m

∂

∂t
− γ2 ∂

2

∂x2

]
U (t, x) = 0, γ,m = const > 0, (2.27)

якi задовольняють умови

αU(0, x) + β
∂U

∂t
(0, x) = 0, αU(h, x) + β

∂U

∂t
(h, x) = 0, x ∈ R, (2.28)

де α, β ∈ R, α2 + β2 6= 0.

Розглянемо задачу (2.27), (2.28) як задачу (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = m,

b (ν) = −γ2ν2, A1 (ν) = B1 (ν) = α, A2 (ν) = B2 (ν) = β, p = 1.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв звичайного диферен-

цiального рiвняння
d2T

dt2
+ 2m

dT

dt
− γ2ν2T = 0

матиме вигляд:

T0 (t, ν) = e−mt

msinh
[
t
√
γ2ν2 +m2

]
√
γ2ν2 +m2

+ cosh
[
t
√
γ2ν2 +m2

] ,

T1 (t, ν) = e−mt
sinh

[
t
√
γ2ν2 +m2

]
√
γ2ν2 +m2

.

Запишемо характеристичний визначник задачi (2.27), (2.28):

∆(ν) = e−mt
sinh

[
h
√
γ2ν2 +m2

]
√
γ2ν2 +m2

(
α2 − 2αβm− β2ν2γ2

)
.

Розглянемо множину нулiв функцiї ∆(ν):

M =


M1, β = 0;

M1 ∪M2, β 6= 0, α2 > 2αβm;

M1 ∪M3, β 6= 0, α2 = 2αβm;

M1 ∪M4, β 6= 0, α2 < 2αβm,



58

де

M1 =

{
νk± : νk± = ±i

√
m2h2 + π2k2

γh
, k ∈ N

}
,

M2 =

{
µ0± : µ0± = ±

√
α2 − 2αβm

βγ

}
,

M3 = {0}, M4 =

{
ν0± : ν0± = ±i

√
2αβm− α2

βγ

}
.

Множини M1, M2, M3 та M4 комплексної площини є наступними:

Re ν

Im ν

0

ν1+

ν2+

ν3+

ν1−
ν2−
ν3−

µ0+µ0−

ν0+

ν0−

Елементи множини M є симетричними вiдносно точки (0, 0) комплекс-

ної площини. Вiдстань мiж νk+ i νk+1,+ з M1 для k →∞ прямує до π
γh .

Числа νk± зM1 є простими нулями, тодi згiдно з теоремою 2.2 розв’язки

задачi (2.27), (2.28) будуть наступними:

Uk± (t, x) =

(
β cos

πkt

h
+ (βm− α)

sin πkt
h

πk
h

)
e−mt±

√
π2k2+m2h2

γh ix, k ∈ N.

Для простих нулiв µ0± з M2 запишемо такi розв’язки задачi (2.27),

(2.28):

U0± (t, x) = e−mt±
√
α2−2αβm
βγ x.
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У випадку β 6= 0 i α2 = 2αβm число ν = 0 є двократним нулем функцiї

∆(ν), тодi запишемо такi розв’язки задачi (2.27), (2.28):

U(t, x) =
(
c1 + c2

d

dν

){(
βT0(t, ν)− αT1(t, ν)

)
eνx
}∣∣∣

ν=0
=

= (c1 + c2x)

(
β cosh[mt] + (βm− α)

sinh[mt]

m

)
e−mt,

де c1, c2 ∈ C, |c1|2 + |c2|2 > 0.

Для ν0± з M4 отримаємо такi розв’язки задачi (2.27), (2.28):

U00± (t, x) = e−mt±
√

2αβm−α2

βγ x.

Бiкалоричне рiвняння. Знайти нетривiальнi розв’язки задачi для

рiвняння[
∂

∂t
− a2 ∂

2

∂x2

]2

U (t, x) = 0, (t, x) ∈ R2, a = const > 0, (2.29)

з двоточковими умовами

∂U

∂x
(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0,

∂U

∂x
(1, x) +

∂U

∂t
(1, x) = 0, x ∈ R. (2.30)

Задача (2.29), (2.30) є задачею (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = −a2ν2, b (ν) =

a4ν4, A1(ν) = ν, A2(ν) = 1, B1(ν) = ν, B2(ν) = 1, h = 1, p = 2.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв рiвняння

d2T

dt2
− 2a2ν2dT

dt
+ a4ν4T = 0

має вигляд:

T0 (t, ν) = ea
2ν2t(−a2ν2t+ 1), T1 (t, ν) = t ea

2ν2t.

Запишемо характеристичний визначник задачi та множину M :

∆ (ν) = ea
2ν2 (

a2ν2 + ν
)2
,
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M =
{
ν ∈ C :

(
a2ν2 + ν

)2
= 0
}
.

Re ν

Im ν

0− 1
a2

Числа ν = 0 i ν = − 1
a2 є двократними нулями функцiї ∆ (ν), тому згiдно

з теоремою 2.2 нетривiальними розв’язками задачi (2.29), (2.30) є наступнi

функцiї:

U1(t, x) =
{

[T0 (t, ν)− νT1 (t, ν)] eνx
}∣∣∣

ν=0
= 1,

U2(t, x) =
d

dν

{
[T0 (t, ν)− νT1 (t, ν)] eνx

}∣∣∣
ν=0

= x− t,

U3(t, x) =
{

[T0 (t, ν)− νT1 (t, ν)] eνx
}∣∣∣

ν=− 1
a2

= e
t−x
a2 ,

U4(t, x) =
d

dν

{
[T0 (t, ν)− νT1 (t, ν)] eνx

}∣∣∣
ν=− 1

a2

= (x− t) e
t−x
a2 .

Зауважимо, що задача (2.29), (2.30) має лише розв’язки вигляду

U(t, x) = c1 + c2(x− t) + e
t−x
a2 (c3 + c4(x− t)),

де c1, c2, c3, c4 ∈ C.

Розглянемо задачу (2.1), (2.2) для випадку x ∈ Rs, s ∈ N\ {1} .
Запишемо функцiю вигляду

Φ(t, x, ν) =
{
A2 (ν)T0 (t, ν)− A1 (ν)T1 (t, ν)

}
eν·x, (2.31)

яка є цiлою за вектор-параметром ν ∈ Cs. Позначимо її порядок за сукуп-

нiстю параметрiв ν1, . . . , νs через p̃. Зауважимо, що 1 6 p̃ 6 p.

Нехай α ∈ M, де M – множина вигляду (2.12). Для комплексного век-

тора α розглянемо множину мультиiндексiв:

Ω1(α) =

{
ω = (ω1, . . . , ωs) ∈ Zs+ :

( ∂
∂ν

)ω
∆(ν)

∣∣∣∣
ν=α

≡ ∆(ω)(α) 6= 0

}
,

(2.32)

де
(
∂
∂ν

)ω
∆(ν) = ∂|ω|∆(ν)

∂ν
ω1
1 ... ∂νωss

.
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Для двох векторiв ω = (ω1, . . . , ωs) i σ = (σ1, . . . , σs) ∈ Zs+ припускаємо

ω > σ, якщо ω1 > σ1, . . . , ωs > σs. Крiм того, позначимо Cσ
ω = ω!

σ!(ω−σ)! , де

ω! =
s∏

k=1

ωk!, ωk! = 1 · 2 · . . . · ωk, 0! = 1.

Поруч з множиною (2.32) введемо в розгляд множини:

Ω(α) = {ω̃ ∈ Zs+ : ω̃ > ω, ω ∈ Ω1(α)} , Ω(α) = Zs+\Ω(α).

Зауважимо такий факт: якщо ω ∈ Ω(α), тодi ∆(σ)(α) = 0 для всiх

σ ∈ Zs+ таких, що σ 6 ω.

Теорема 2.3. Якщо ω ∈ Ω (α), тодi функцiя вигляду

U (t, x) =
( ∂
∂ν

)ω{
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

(2.33)

є нетривiальним розв’язком задачi (2.1), (2.2), де Φ(t, x, ν) – функцiя (2.31).

Доведення. Покажемо, що функцiя U (t, x) вигляду (2.33) є розв’язком

рiвняння (2.1):

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){( ∂
∂ν

)ω{
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

}
=

=
( ∂
∂ν

)ω {
L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

}
=

=
( ∂
∂ν

)ω {
eν·x

[
A2(ν)L

( d
dt
, ν
)
T0(t, ν)− A1(ν)L

( d
dt
, ν
)
T1(t, ν)

]}∣∣∣∣
ν=α

= 0.

Перша з двоточкових умов (2.2) виконується:

A1

( ∂
∂x

)
U (0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) =

=
( ∂
∂ν

)ω[{
A1(ν)A2 (ν)− A1(ν)A2(ν)

}
eν·x
]∣∣∣∣
ν=α

≡ 0.

Покажемо виконання другої двоточкової умови (2.2):

B1

( ∂
∂x

){( ∂
∂ν

)ω
Φ(h, x, ν)

∣∣∣
ν=α

}
+B2

( ∂
∂x

){( ∂
∂ν

)ω∂Φ

∂t
(h, x, ν)

∣∣∣
ν=α

}
=

=
( ∂
∂ν

)ω{
B1 (ν)

[
A2 (ν)T0 (h, ν)− A1 (ν)T1 (h, ν)

]
eν·x
}∣∣∣

ν=α
+



62

+
( ∂
∂ν

)ω {
B2 (ν)

[
A2 (ν)

dT0

dt
(h, ν)− A1 (ν)

dT1

dt
(h, ν)

]
eν·x
} ∣∣∣

ν=α
=

=
( ∂
∂ν

)ω{
∆ (ν) eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

= eα·x
(
∂

∂α
+ x

)ω
∆ (α) =

= eα·x
∑

O6q6ω

Cq
ωx

ω−q∆(q) (α) .

Оскiльки ω ∈ Ω (α), то згiдно з зауваженим фактом для довiльного

q ∈ Zs+ такого, що q 6 ω, виконуються рiвностi ∆(q) (α) = 0. Отже, функцiя

(2.33) задовольняє другу умову (2.2).

Доведемо, що формула (2.33) визначає нетривiальний розв’язок задачi

(2.1), (2.2). Для цього обчислимо значення цiєї функцiї та її похiдної в точцi

t = 0:

U (0, x) =
( ∂
∂ν

)ω{
Φ(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=
( ∂
∂ν

)ω{
A2 (ν) eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

=

= eα·x
( ∂

∂α
+ x
)ω
A2(α) = eα·x

∑
O6q6ω

Cq
ωx

ω−qA
(q)
2 (α) ;

∂U

∂t
(0, x) =

( ∂
∂ν

)ω
{[A2 (ν)T ′0 (0, ν)− A1 (ν)T ′1 (0, ν)] eν·x}

∣∣∣∣
ν=α

=

= −
( ∂
∂ν

)ω{
A1 (ν) eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

= −eα·x
( ∂

∂α
+ x
)ω
A1(α) =

= −eα·x
∑

O6q6ω

Cq
ωx

ω−qA
(q)
1 (α) .

В останнiх сумах коефiцiєнтами при xω є A2(α) i A1(α). З того, що

|A1(α)|2 + |A2(α)|2 6= 0, випливає, що хоча б один з виразiв U (0, x) або
∂U
∂t (0, x) є вiдмiнним вiд нуля квазiполiномом. Це означає, що функцiя

(2.33) є нетривiальним розв’язком задачi (2.1), (2.2).

Приклад 2.3. В областi (t, x1, x2) ∈ R3 знайти розв’язки двоточкової

задачi

∂2

∂t2
U(t, x1, x2) + 2

∂2

∂t∂x1
U(t, x1, x2) +

∂2

∂x2
1

U(t, x1, x2 + 1) = 0,

∂U

∂x1
(0, x1, x2) +

∂U

∂t
(0, x1, x2) = 0, U(1, x1, x2) = 0.

(2.34)
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∇ Для даної задачi маємо a(ν) = ν1, b(ν) = ν2
1e
ν2, A1(ν) = ν1, B2(ν) = 0,

A2(ν) = B1(ν) = 1, s = 2, h = 1, p =∞.

Функцiї

T0(t, ν) = e−ν1t

{
sinh

[
t ν1

√
1− eν2

]
√

1− eν2
+ cosh

[
t ν1

√
1− eν2

]}
,

T1(t, ν) = e−ν1t
sinh

[
tν1

√
1− eν2

]
ν1

√
1− eν2

утворюють нормальну в точцi t = 0 фундаментальну систему розв’язкiв

звичайного диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2ν1

d

dt
+ ν2

1e
ν2

]
T (t, ν) = 0.

Характеристичний визначник задачi (2.34) i вiдповiдна множинаM ма-

тимуть вигляд:

∆(ν) = e−ν1 cosh
[
ν1

√
1− eν2

]
,

M =
{
ν ∈ C2 : ν1

√
1− eν2 =

(π
2

+ πk
)
i, k ∈ Z

}
.

Множина M мiстить наступнi вектори:

αk(µ) =

((π
2 + πk

)
i

√
1− eµ

, µ

)
, µ ∈ C \ {2πmi, m ∈ Z} , k ∈ Z.

Знайдемо частиннi похiднi першого порядку функцiї ∆(ν) в точцi ν =

αk(µ):
∂∆

∂ν1

(
αk(µ)

)
=

= e−ν1

{√
1− eν2 sinh

[
ν1

√
1− eν2

]
− cosh

[
ν1

√
1− eν2

] }∣∣∣
ν=αk(µ)

=

= (−1)k
√

1− eµ e−
(π2 +πk)i√

1−eµ 6= 0,

∂∆

∂ν2
(αk(µ)) = − ν1

2
√

1− eν2
eν2−ν1 sinh

[
ν1

√
1− eν2

]∣∣∣∣
ν=αk(µ)

=

=

(
π
2 + πk

)
i

2 (1− eµ)
(−1)k eµ−

(π2 +πk)i√
1−eµ 6= 0.
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Отже, Ω (αk(µ)) =
{

(0, 0)
}
. Функцiя (2.31) матиме вигляд

Φ(t, x, ν) = cosh
[
t ν1

√
1− eν2

]
eν1(x1−t)+ν2x2.

За теоремою 2.3 для довiльних µ ∈ C \
{

2πmi, m ∈ Z
}
i k ∈ Z знахо-

димо такi нетривiальнi розв’язки задачi (2.34):

Uk (t, x1, x2, µ) = Φ (t, x, αk(µ)) = cos
[(π

2
+ πk

)
t
]
e

(π2 +πk)i√
1−eµ (x1−t)+µx2.

Зауважимо, що отриманi розв’язки задачi (2.34) знайдено з точнiстю до

множника, який залежить вiд параметра µ, тобто це функцiї вигляду

Uk (t, x1, x2, µ) = c(µ) cos
[(π

2
+ πk

)
t
]
e

(π2 +πk)i√
1−eµ (x1−t)+µx2.

4

Лема 2.1. Нехай задано цiлу функцiю γ(ν), аналiтичну функцiю µ(ν),

причому µ(α) 6= 0 для деякого α ∈ Cs, полiном ϕ(x) =
∑

06|r|6n
ϕrx

r, ϕr ∈ C,

r ∈ Zs+, степiнь якого дорiвнює n ∈ Z+, тобто
∑
|r|=n
|ϕr| > 0. Тодi iснує

полiном ϕµ(x) степеня n, для якого виконується така рiвнiсть

ϕ
( ∂
∂ν

){
µ(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

= ϕµ
( ∂
∂ν

){
γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

. (2.35)

Доведення. Лiву частину рiвностi (2.35) подамо у виглядi

∑
06|r|6n

ϕr

( ∂
∂ν

)r{
µ(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣∣∣
ν=α

=

=
∑

06|r|6n

ϕr
∑
O6q6r

Cq
rµ

(r−q)(α)
( ∂
∂ν

)q{
γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣∣∣
ν=α

.

Змiнивши порядок сумування, одержимо

ϕ
( ∂
∂ν

){
µ(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

=

=
∑

06|r|6n

( ∂
∂ν

)r{
γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣∣∣
ν=α

∑
q>r, |q|6n

Cr
qµ

(q−r)(α)ϕq.
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Отже, шуканий полiном ϕµ(x) має такий вигляд:

ϕµ(x) = µ(α)
∑
|r|=n

ϕrx
r +

∑
06|r|6n−1

xr
∑

q>r, |q|6n

Cr
qµ

(q−r)(α)ϕq.

Оскiльки µ(α) 6= 0 i
∑
|r|=n
|ϕr| > 0, то побудований полiном ϕµ(x) має

степiнь n i для нього виконується рiвнiсть (2.35).

Лема 2.2. Нехай A = A
(
∂
∂x

)
– диференцiальний полiном з комплекс-

ними коефiцiєнтами, α ∈ Cs i ϕα(x) = ϕ(x)eα·x – квазiполiном, що на-

лежить до ядра оператора A, тобто ϕα ∈ kerA, або A
(
∂
∂x

)
ϕα(x) = 0.

Тодi A(α) = 0 i для довiльної аналiтичної в околi ν = O функцiї γ(ν)

виконується тотожнiсть

ϕα

( ∂
∂ν

){
A(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

= ϕ
( ∂
∂ν

){
A(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α
≡ 0, x ∈ Rs.

(2.36)

Доведення. Зобразимо квазiполiномний елемент ядра оператора A у

виглядi

ϕα(x) = ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

.

Подiємо на останню рiвнiсть диференцiальним виразом A
(
∂
∂x

)
:

A
( ∂
∂x

)
ϕα(x) = A

( ∂
∂x

)
ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

=

= ϕ
( ∂
∂ν

){
A
( ∂
∂x

)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

= ϕ
( ∂
∂ν

){
A(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

.

Оскiльки ϕα ∈ kerA, то виконується тотожнiсть на Rs:

ϕ
( ∂
∂ν

){
A(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

≡ 0. (2.37)

Тодi для довiльного x ∈ Rs маємо

ϕ
( ∂
∂ν

){
A(ν)γ(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

= γ
( ∂
∂x

)
ϕ
( ∂
∂ν

){
A(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

= γ
( ∂
∂x

)
· 0 =0.

Отже, тотожнiсть (2.36) встановлено.
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Доведемо тепер, що A(α) = 0. Нехай ϕ(x) =
∑

06|r|6n
ϕrx

r, ϕr ∈ C, при-

чому
∑
|r|=n
|ϕr| > 0, тобто degϕ(x) = n, n ∈ Z+. Тодi з тотожностi (2.37)

отримуємо

0 ≡
∑

06|r|6n

ϕr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

=
∑
|r|=n

ϕr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

+
∑

06|r|<n

ϕr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

=
∑
|r|=n

ϕr
∑
O6q6r

Cq
rx

qeα·xA(r−q)(α) +
∑

06|r|<n

ϕr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

= eα·xA(α)
∑
|r|=n

ϕrx
r + eα·x

∑
|r|=n

ϕr
∑

O6q6r, q 6=r

Cq
rA

(r−q)(α)xq+

+
∑

06|r|<n

ϕr

( ∂
∂ν

)r {
A(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

.

З умови
∑
|r|=n
|ϕr| > 0 одержуємо, що A(α) = 0.

Теорема 2.4. НехайM – множина (2.12) i g(x) – нетривiальний одно-

членний квазiполiном з класу KM вигляду

g(x) = Q(x)eα·x, (2.38)

в якому Q(x) =
∑

06|r|6n
Drx

r – полiном n-го степеня (
∑
|r|=n
|Dr| > 0, n ∈

Z+), коефiцiєнти Dr якого задовольняють однорiдну систему алгебричних

рiвнянь: ∑
r>q, 06|r|6n,
r−q∈Ω1(α)

DrC
q
r∆

(r−q)(α) = 0, q ∈ Zs+, |q| 6 n− 1. (2.39)

Тодi квазiполiном

U(t, x) = g
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= Q
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

, (2.40)

в якому Φ(t, x, ν) – функцiя вигляду (2.31), є нетривiальним розв’язком

задачi (2.1), (2.2). Навпаки, якщо ненульовий квазiполiном, одночленний
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за змiнною x, тобто U(t, x) = F (t, x)eα·x, є розв’язком задачi (2.1), (2.2),

то його можна зобразити у виглядi (2.40), де g(x) належить до KM , має

вигляд (2.38) i коефiцiєнти Dr полiнома Q(x) задовольняють систему

(2.39).

Доведення. Достатнiсть. Покажемо спочатку, що функцiя (2.40) задо-

вольняє рiвняння (2.1). Враховуючи комутативнiсть операцiй ∂
∂t ,

∂
∂x та ∂

∂ν

маємо

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){
g
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
=

= g
( ∂
∂ν

){
L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
=

= g
( ∂
∂ν

) {
eν·x

[
A2(ν)L

( d
dt
, ν
)
T0(t, ν)− A1(ν)L

( d
dt
, ν
)
T1(t, ν)

]}∣∣∣∣
ν=O

= 0.

Покажемо для функцiї (2.40) виконання першої умови (2.2):

A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) =

= A1

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

){
Φ(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

+ A2

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

){∂Φ

∂t
(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
A1

( ∂
∂x

)
[A2(ν)eν·x]

}∣∣∣∣
ν=α

−Q
( ∂
∂ν

){
A2

( ∂
∂x

)
[A1(ν)eν·x]

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
eν·x
[
A1(ν)A2(ν)− A1(ν)A2(ν)

]}∣∣∣∣
ν=α

= 0.

Функцiя (2.40) задовольняє другу умову (2.2). Справдi,

B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) =

= B1

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

){
Φ(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

+B2

( ∂
∂x

)
Q
( ∂
∂ν

) {∂Φ

∂t
(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
B1(ν)Φ(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

+Q
( ∂
∂ν

) {
B2(ν)

∂Φ

∂t
(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=

= Q
( ∂
∂ν

){
eν·x∆(ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=
∑

06|r|6n

Dr

( ∂
∂ν

)r{
eν·x∆(ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=
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=
∑

06|r|6n

Dr

∑
O6q6r

Cq
rx

qeα·x∆(r−q)(α) = eα·x
∑

06|r|6n

∑
O6q6r

DrC
q
rx

q∆(r−q)(α) =

= eα·x
∑

06|q|6n

xq
∑

r>q, |r|6n

DrC
q
r∆

(r−q)(α).

Останнiй вираз дорiвнюватиме нулю тодi та лише тодi, коли

∀q ∈ Zs+, |q| 6 n :
∑

r>q, |r|6n

DrC
q
r∆

(r−q)(α) = 0.

Зауважимо, якщо |q| = n, то r = q, а усi рiвностi Dq∆(α) = 0 в останнiй

системi будуть тотожностями 0 ≡ 0 для всiх Dq. Крiм того, залишаємо

лише тi доданки, для яких ∆(r−q)(α) 6= 0, тобто для r − q ∈ Ω1(α). Отже,

останню систему можна записати у виглядi (2.39).

Покажемо, що функцiя (2.40) є ненульовою. Для цього обчислимо зна-

чення цiєї функцiї та її похiдної в точцi t = 0:

U(0, x) =
∑

06|r|6n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

=
∑
|r|=n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

+
∑

06|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

=
∑
|r|=n

Dr

∑
O6q6r

Cq
rx

qeα·xA
(r−q)
2 (α) +

∑
06|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

= eα·xA2(α)
∑
|r|=n

Drx
r + eα·x

∑
|r|=n

Dr

∑
O6q6r, q 6=r

Cq
rA

(r−q)
2 (α)xq+

+
∑

06|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

.

Аналогiчно

∂U

∂t
(0, x) = −

∑
06|r|6n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A1(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

=

= −eα·xA1(α)
∑
|r|=n

Drx
r − eα·x

∑
|r|=n

Dr

∑
O6q6r, q 6=r

Cq
rA

(r−q)
1 (α)xq−
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−
∑

06|r|<n

Dr

( ∂
∂ν

)r {
A1(ν)eν·x

}∣∣∣
ν=α

.

З умови
∑
|r|=n
|Dr| > 0 одержуємо, що

∑
|r|=n

Drx
r – нетривiальний полi-

ном степеня n ∈ Z+. Оскiльки |A1(α)|2 + |A2(ν)|2 > 0, то нетривiальними

одночленними за змiнною x квазiполiномами є U(0, x) або ∂U
∂t (0, x). Отже,

функцiя вигляду (2.40), як розв’язок задачi Кошi з ненульовими початко-

вими даними є нетривiальною.

Доведемо необхiднiсть. Нехай U(t, x) – нетривiальний розв’язок задачi

(2.1), (2.2), що належить до KC,Cs i має за змiнною x одночленний вигляд,

тобто

U(t, x) = F (t, x)eα·x, α ∈ Cs, (2.41)

де F (t, x) =
N∑
l=1

Pl (t, x) eβlt, P1(t, x), . . . , PN(t, x) – полiноми змiнних t,

x1, . . . ,xs з комплексними коефiцiєнтами, β1, . . . , βN – попарно рiзнi комп-

лекснi числа, N ∈ N.

Позначимо U(0, x) = g1(x) = ϕ1(x)eα·x, ∂U∂t (0, x) = g2(x) = ϕ2(x)eα·x, де

ϕ1(x) = F (0, x), ϕ2(x) = ∂F
∂t (0, x). Тодi хоча б один з полiномiв ϕ1(x) або

ϕ2(x) є нетривiальним. Квазiполiном U(t, x) як єдиний розв’язок задачi

Кошi

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = 0,

U(0, x) = g1(x),
∂U

∂t
(0, x) = g2(x)

можна згiдно з диференцiально-символьним методом [34] записати у виг-

лядi

U(t, x) = g1

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

+ g2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

або

U(t, x) = ϕ1

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

+ ϕ2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

. (2.42)

Покажемо, що функцiю (2.42) можна подати у виглядi (2.40) з деяким

нетривiальним полiномом Q(x). Нехай спочатку обидва полiноми ϕ1(x) та
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ϕ2(x) є нетривiальними. З умови |A1(α)|2 + |A2(α)|2 6= 0 одержуємо, що

A1(α) 6= 0 або A2(α) 6= 0. Припустимо, що A1(α) 6= 0. Вiдповiдно до леми

2.1 для полiнома ϕ1(x) iснує полiном ϕA1
1 (x) того ж степеня такий, що

U(t, x) = ϕA1
1

( ∂
∂ν

){T0(t, ν)

A1(ν)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

+ ϕ2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

.

З виконання для функцiї U(t, x) першої двоточкової умови (2.2) одер-

жимо тотожнiсть

ϕA1
1 (x) + ϕ2

( ∂
∂ν

){
A2(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

≡ 0,

з урахуванням якої маємо

U(t, x) = −ϕ2

( ∂
∂ν

){[A2(ν)T0(t, ν)

A1(ν)
− T1(t, ν)

]
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

=

= −ϕA
−1
1

2

( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

.

Отже, розв’язок (2.41) задачi (2.1), (2.2) ми подали у виглядi (2.40), де

Q(x) = −ϕA
−1
1

2 (x).

Цiлком аналогiчно доводиться, що за умови A2(α) 6= 0 розв’язок (2.41)

задачi (2.1), (2.2) можна подати у виглядi (2.40), де Q(x) = ϕ
A−1

2
1 (x).

Розглянемо тепер випадок, коли ϕ1(x) ≡ 0, а, отже, ϕ2(x) 6≡ 0. Тодi

розв’язок задачi (2.1), (2.2) можна подати у виглядi

U(t, x) = ϕ2

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

. (2.43)

З виконання першої двоточкової умови одержуємо, що

ϕ2(x)eα·x ∈ kerA2

( ∂
∂x

)
.

Звiдси згiдно з лемою 2.2 маємо, що A2(α) = 0, а тому A1(α) 6= 0. Тодi

функцiю (2.43) можна подати у виглядi

U(t, x) = − ϕA
−1
1

2

( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

,
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оскiльки за лемою 2.2 маємо

ϕ
A−1

1
2

( ∂
∂ν

){
[A2(ν)T0(t, ν)] eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

= ϕ2

( ∂
∂ν

){A2(ν)T0(t, ν)

A1(ν)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=α

≡ 0.

Аналогiчним є доведення i у випадку, коли ϕ2(x) ≡ 0.

Отже, доведено, що розв’язок (2.41) задачi (2.1), (2.2) можна подати

у виглядi (2.40), де Q(x) =
∑

06|r|6n
Drx

r – нетривiальний полiном степеня

n ∈ Z+, тобто
∑
|r|=n
|Dr| > 0.

З виконання другої умови (2.2) для функцiї (2.41) одержимо тотожнiсть

Q
( ∂
∂ν

){
∆(ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=α

≡ 0,

з якої одержуємо ∑
|r|=n

Drx
r∆(α) + . . . ≡ 0,

де . . . означає полiном вектор-змiнної x, степеня нижчого за n. Звiдси

випливає, що Dr∆(α) ≡ 0 для всiх |r| = n, тобто ∆(α) = 0 i α ∈ M .

Це означає, що квазiполiном g(x) = Q(x)eα·x належить до KM . Коефiцiєн-

ти полiнома Q(x) задовольняють при цьому систему (2.39) (див. доведення

достатностi в теоремi 2.4).

Зауваження 2.3. Якщо до множини Ω1(α) не належать мультиiндекси

r ∈ Zs+, для яких |r| < k, k ∈ N, то в системi лiнiйних алгебричних рiвнянь

(2.39) для коефiцiєнтiв Dr, |r| < k, полiнома Q(x) одержуємо тотожностi

0 ≡ 0. Тому усi згаданi коефiцiєнти є довiльними. Для побудови нетривiаль-

ного розв’язку задачi (2.1), (2.2) за формулою (2.40) можна взяти довiльний

ненульовий квазiполiном (2.38), у якого degQ(x) 6 k − 1.

Зауваження 2.4. Якщо M = Cs, тобто ∆(ν) ≡ 0, то рiвняння в сис-

темi (2.39) для коефiцiєнтiв полiнома Q(x) будуть тотожностями 0 ≡ 0,

тому формула (2.40) визначає нетривiальнi розв’язки задачi (2.1), (2.2) для

довiльного нетривiального квазiполiнома (2.38).
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Приклад 2.4. Знайти в областi (t, x) ∈ R3 розв’язки U = U(t, x) дво-

точкової задачi
∂2U

∂t2
+ 2

∂U

∂t
+
(

1− ∂4

∂x2
1∂x

2
2

)
U = 0, (2.44)

(
1+

∂2

∂x2
1

)
U(0, x)+

∂U

∂t
(0, x) = 0,

(
1+

∂2

∂x2
2

)
U(1, x)+

∂U

∂t
(1, x) = 0. (2.45)

∇ Маємо a(ν) = 1, b(ν) = 1− ν2
1ν

2
2 , A1(ν) = 1 + ν2

1 , A2(ν) = B2(ν) = 1,

B1(ν) = 1 + ν2
2 , s = 2, h = 1, p = 2.

Характеристичний визначник та множина M задачi (2.44), (2.45) мати-

муть вигляд:

∆(ν) = e−1
(
ν2

1 − ν2
2

)
cosh[ν1ν2], M =

{
(ν1, ν2) ∈ C2 : ∆(ν) = 0

}
.

Функцiя (2.31) для задачi (2.44), (2.45) має вигляд

Φ(t, x, ν) =

{
cosh[ν1ν2t]− ν2

1

sinh[ν1ν2t]

ν1ν2

}
eν1x1+ν2x2−t.

Розглянемо пiдмножини векторiв, з яких складається множина M :

1) ν = α±(µ) ≡ (±µ, µ), де µ ∈ C, причому µ 6= 0 i µ 6= µ∗, а µ∗ – корiнь

рiвняння cosh[µ2] = 0;

2) ν = β(µ) ≡
(
µ2
∗
µ , µ

)
, де µ ∈ C, причому µ 6= 0 i µ 6= µ∗;

3) ν = O ≡ (0, 0);

4) ν = γ± ≡
(
± µ∗, µ∗

)
.

Використовуючи теорему 2.4 побудуємо нетривiальнi розв’язки задачi

(2.44), (2.45), що вiдповiдають ν = α±(µ) з першої пiдмножини.

Обчислюємо

∂∆

∂ν1

(
α±(µ)

)
= ±2e−1µ cosh[µ2] 6= 0,

∂∆

∂ν2

(
α±(µ)

)
= −2e−1µ cosh[µ2] 6= 0,

тому (1, 0), (0, 1) ∈ Ω(α±(µ)).

Узявши квазiполiном вигляду

g(x1, x2) =
(
D00 +D10x1 +D01x2

)
e±µx1+µx2, D00, D10, D01 ∈ C, (2.46)
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для D00, D10, D01 записуємо систему алгебричних рiвнянь (2.39), яка є

одним рiвнянням вигляду

D00∆
(
α±(µ)

)
+D10

∂∆

∂ν1

(
α±(µ)

)
+D01

∂∆

∂ν2

(
α±(µ)

)
= 0. (2.47)

З рiвняння (2.47) одержуємо, що D00, D10 – довiльнi ненульовi сталi, а

D01 = ±D10. За формулою (2.40)

U(t, x) =

[
D00 +D10

( ∂

∂ν1
± ∂

∂ν2

)]
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=α±(µ)

, (D00, D10) 6= O,

знаходимо нетривiальнi розв’язки задачi (2.44), (2.45).

Зокрема, розв’язками задачi (2.44), (2.45) є:

U0±(t, x, µ) = Φ(t, x, ν)
∣∣∣
ν=α±(µ)

= e−(1+µ2)t±µx1+µx2,

U1±(t, x, µ) =
( ∂Φ

∂ν1
± ∂Φ

∂ν2

)∣∣∣∣
ν=α±(µ)

= e−(1+µ2)t±µx1+µx2 {−2µt± µx1 + µx2} .

Зауважимо, що розв’язки U1±(t, x, µ) можна знайти шляхом диферен-

цiювання розв’язкiв U0±(t, x, µ) за параметром µ, а саме

U1±(t, x, µ) =
∂

∂µ
U0±(t, x, µ).

Аналогiчно, iншi розв’язки задачi (2.44), (2.45), що вiдповiдають

ν=α±(µ), можна отримувати за формулою

Uk±(t, x, µ) =
∂k

∂µk
e−(1+µ2)t±µx1+µx2, k ∈ N\{1}.

Знайдемо тепер розв’язки задачi (2.44), (2.45), що вiдповiдають

ν = β(µ) з другої пiдмножини M . Обчислюємо

∂∆

∂ν1

(
β(µ)

)
= e−1

(µ4
∗
µ2
− µ2

)
µ sinh[µ2

∗] 6= 0,

∂∆

∂ν2

(
β(µ)

)
= e−1

(µ4
∗
µ2
− µ2

)µ2
∗
µ

sinh[µ2
∗] 6= 0.
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Маємо (1, 0), (0, 1) ∈ Ω1(β(µ)). Розглянемо квазiполiном вигляду

g(x1, x2) =
(
D00 +D10x1 +D01x2

)
e
µ2
∗
µ x1+µx2, D00, D10, D01 ∈ C,

для коефiцiєнтiв якого одержуємо систему рiвнянь (одне рiвняння):

D10
∂∆

∂ν1

(
β(µ)

)
+D01

∂∆

∂ν2

(
β(µ)

)
= 0. (2.48)

З рiвняння (2.48) одержуємо, що D00, D01 – довiльнi сталi, а D10 =

−µ2
∗
µ2D10. Згiдно з теоремою 2.4 нетривiальнi розв’язки задачi (2.44), (2.45)

знаходимо за формулою

U(t, x) =

[
D00 +D01

(
− µ2

∗
µ2

∂

∂ν1
+

∂

∂ν2

)]
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=β(µ)

, (D00, D01) 6= 0.

Зокрема, нетривiальними розв’язками задачi (2.44), (2.45) є такi функ-

цiї:

U0(t, x, µ) = Φ(t, x, ν)
∣∣∣
ν=β(µ)

=

{
cosh[µ2

∗t]−
µ2
∗
µ2

sinh[µ2
∗t]

}
e
µ2
∗
µ x1+µx2−t,

U1(t, x, µ) =
(
− µ2

∗
µ2

∂

∂ν1
+

∂

∂ν2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=β(µ)

=

=

{(
x2 −

µ2
∗
µ2
x1

)
cosh[µ2

∗t]−
(2µ2

∗
µ3
− µ4

∗
µ2

(
x2 −

µ2
∗
µ2
x1

))
sinh[µ2

∗t]

}
e
µ2
∗
µ x1+µx2−t.

Знову легко перевiрити, що U1(t, x, µ) = ∂
∂µU0(t, x, µ).

Зауважимо, що iншi розв’язки задачi (2.44), (2.45), що вiдповiдають

ν = β(µ), можна шукати за формулою

Uk(t, x, µ) =
∂k

∂µk

{(
cosh[µ2

∗t]−
µ2
∗
µ2

sinh[µ2
∗t]
)
e
µ2
∗
µ x1+µx2−t

}
, k ∈ N\{1}.

Розглянемо побудову нетривiальних розв’язкiв задачi (2.44), (2.45) за

вектором ν = O з третьої пiдмножини, причому побудову виконаємо за

допомогою полiнома третього степеня

g(x1, x2) =
∑
|k+j|63

Dkjx
k
1x

j
2.



75

Оскiльки усi похiднi до третього порядку включно вiд ∆(ν) при ν = O

дорiвнюють нулевi (за виключенням ∂2∆
∂ν2

1
(O) = 2e−1, ∂2∆

∂ν2
2
(O) = −2e−1), то

для сталих коефiцiєнтiв D00, . . . , D03 отримуємо таку систему алгебричних

рiвнянь: 

D20C
(0,0)
(2,0)

∂2∆

∂ν2
1

(O) +D02C
(0,0)
(0,2)

∂2∆

∂ν2
2

(O) = 0,

D30C
(1,0)
(3,0)

∂2∆

∂ν2
1

(O) +D12C
(1,0)
(1,2)

∂2∆

∂ν2
2

(O) = 0,

D21C
(0,1)
(2,1)

∂2∆

∂ν2
1

(O) +D03C
(0,1)
(0,3)

∂2∆

∂ν2
2

(O) = 0,

звiдки одержуємо D20 = D02, D12 = 3D30, D21 = 3D03, де D00, D01, D11,

D02, D30, D03 вiдмiннi вiд нуля. За теоремою 2.4 знаходимо такi ненульовi

розв’язки задачi (2.44), (2.45):

U00(t, x) = Φ(t, x, O) = e−t, U10(t, x) =
∂Φ

∂ν1

∣∣∣∣
ν=O

= x1e
−t,

U01(t, x) =
∂Φ

∂ν2

∣∣∣∣
ν=O

= x2e
−t, U11(t, x) =

∂2Φ

∂ν1∂ν2

∣∣∣∣
ν=O

= x1x2e
−t,

U20(t, x) =
( ∂2

∂ν2
1

+
∂2

∂ν2
2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=O

=
(
− 2t+ x2

1 + x2
2

)
e−t,

U30(t, x) =
( ∂3

∂ν3
1

+ 3
∂3

∂ν1∂ν2
2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=O

=
(
− 6tx1 + x3

1 + 3x1x
2
2

)
e−t,

U03(t, x) =
(

3
∂3

∂ν2
1∂ν2

+
∂3

∂ν3
2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=O

=
(
− 6tx2 + x3

2 + 3x2
1x2

)
e−t.

Зауважимо, що U00(t, x) = U0±(t, x, O), однак, решта знайдених розв’яз-

кiв U10(t, x), U01(t, x), U11(t, x), U20(t, x), U30(t, x), U03(t, x) не можна отри-

мати з U0±(t, x, µ) шляхом диференцiювання за µ у точцi µ = 0.

Розглянемо нарештi четвертий випадок, коли γ± = (±µ∗, µ∗). Обчислю-

ємо

∆(γ±) =
∂∆

∂ν1
(γ±) =

∂∆

∂ν2
(γ±) = 0,

∂2∆

∂ν2
1

(γ±) = 4e−1µ2
∗ sinh[µ2

∗] 6= 0,

∂2∆

∂ν1∂ν2
(γ±) = ∓e−1µ2

∗ sinh[µ2
∗] 6= 0;

∂2∆

∂ν2
2

(γ±) = −4e−1µ2
∗ sinh[µ2

∗] 6= 0.
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Маємо (2, 0), (1, 1), (0, 2) ∈ Ω1(γ±). Побудуємо нетривiальнi розв’язки за-

дачi (2.44), (2.45) за допомогою квазiполiнома вигляду

g(x1, x2) =
(
D00 +D10x1 +D01x2 +D20x

2
1 +D11x1x2 +D02x

2
2

)
e±µ∗x1+µ∗x2.

Для сталих D00, . . . , D02 запишемо систему алгебричних рiвнянь (2.39),

яка буде одним рiвнянням (див. зауваження 2.3):

D20
∂2∆

∂ν2
1

(
γ±(µ)

)
+D11

∂2∆

∂ν1∂ν2

(
γ±(µ)

)
+D02

∂2∆

∂ν2
2

(
γ±(µ)

)
= 0

або

4D20 ∓D11 − 4D02 = 0,

звiдки одержуємо, що D00, D10, D01, D20, D02 – довiльнi сталi, причому(
D00, D10, D01, D20, D02

)
6= O, а D11 = ±4

(
D20−D02

)
. Вiдповiдно до теоре-

ми 2.4 знаходимо нетривiальнi розв’язки задачi (2.44), (2.45):

U00±(t, x) = Φ(t, x, γ±) =
{

cosh[µ2
∗t]− sinh[µ2

∗t]
}
e±µ∗x1+µ∗x2−t =

= e−(1+µ2
∗)t±µ∗x1+µ∗x2.

Як бачимо, U00±(t, x) = U0±(t, x, µ∗). Крiм того, обчислюємо

U10±(t, x) =
∂Φ

∂ν1

∣∣∣∣
ν=γ±

=

{(
x1 ∓ µ∗t

)
e−µ

2
∗t ∓ 1

µ∗
sinh[µ2

∗t]

}
e±µ∗x1+µ∗x2−t,

U01±(t, x) =
∂Φ

∂ν2

∣∣∣∣
ν=γ±

=

{(
x2 − µ∗t

)
e−µ

2
∗t +

1

µ∗
sinh[µ2

∗t]

}
e±µ∗x1+µ∗x2−t.

Зауважимо знову, що функцiї U10±(t, x), U01±(t, x) не можна отримати

з U0±(t, x, µ) та U0(t, x, µ) шляхом диференцiювання за µ у точцi µ = µ∗.

Крiм того, за теоремою 2.4 знаходимо iншi нетривiальнi розв’язки задачi

(2.44), (2.45) за формулою

U(t, x) =

[
D20

∂2

∂ν2
1

± 4
(
D20 −D02

) ∂2

∂ν1∂ν2
+D02

∂2

∂ν2
2

]
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=γ±

.

Очевидно, що окремими розв’язками задачi (2.44), (2.45) є

U20±(t, x) =
( ∂2

∂ν2
1

± 4
∂2

∂ν1∂ν2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=γ±

,
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U02±(t, x) =
(
∓ 4

∂2

∂ν1∂ν2
+

∂2

∂ν2
2

)
Φ(t, x, ν)

∣∣∣∣
ν=γ±

.

Зокрема,

U20±(t, x) =
{(
− t+ x1(x1 ∓ µ∗t)± 4(x1 ∓ µ∗t)x2+

+5µ∗t(µ∗t−
1

µ∗
∓ x1)

)
cosh[µ2

∗t]±
(

5(x1 ∓ µ∗t)µ∗t+

+(µ∗t−
1

µ∗
∓ x1)(x1 ± 4x2) +

x1

µ∗
± 4(t+

1

µ∗
)
)
× sinh[µ2

∗t]
}
e±µ∗x1+µ∗x2−t.

Зауважимо знову, що розв’язки U20±(t, x) та U02±(t, x) не можна отри-

мати з розв’язку U0±(t, x, µ) за допомогою диференцiювання за µ у точцi

µ = µ∗. 4

2.4. Випадок, коли множина нулiв характеристичного

визначника збiгається з Cs

Дослiдимо розв’язнiсть задачi (2.1), (2.2) у випадку ∆(ν) ≡ 0.

Теорема 2.5. Якщо для задачi (2.1), (2.2) виконується умова ∆(ν) ≡
0, то у класi Ap̃ ′ iснують цiлi нетривiальнi розв’язки цiєї задачi, якi

можна подати у виглядi

U (t, x) = ϕ
( ∂
∂ν

){
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

, (2.49)

де ϕ(x) – довiльна цiла функцiя порядку p̃ ′.

Доведення. Оскiльки ∆(ν) ≡ 0, то виконується тотожнiсть

A1(ν)
{
B1 (ν)T1(h, ν) +B2 (ν) dT1

dt (h, ν)
}
≡

≡ A2(ν)
{
B1 (ν)T0(h, ν) +B2 (ν) dT0

dt (h, ν)
}
.

(2.50)

Функцiя (2.49) задовольняє рiвняння (2.1). Доводиться цей факт ана-

логiчно, як у теоремi 2.4.
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Покажемо виконання першої умови (2.2):

A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) =

= A1

( ∂
∂x

)
ϕ
( ∂
∂ν

){
Φ(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

+ A2

( ∂
∂x

)
ϕ
( ∂
∂ν

){∂Φ

∂t
(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

=

= ϕ
( ∂
∂ν

) {
A1

( ∂
∂x

)
[A2(ν)eν·x]

}∣∣∣∣
ν=O

−ϕ
( ∂
∂ν

) {
A2

( ∂
∂x

)
[A1(ν)eν·x]

}∣∣∣∣
ν=O

=

= ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x
[
A1(ν)A2(ν)− A1(ν)A2(ν)

]}∣∣∣∣
ν=O

= 0.

Завдяки тотожностi (2.50) функцiя (2.49) задовольняє також другу умо-

ву (2.2):

B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) =

= B1

( ∂
∂x

)
ϕ
( ∂
∂ν

){
Φ(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

+B2

( ∂
∂x

)
ϕ
( ∂
∂ν

) {∂Φ

∂t
(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

=

= ϕ
( ∂
∂ν

){
B1(ν)Φ(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

+ ϕ
( ∂
∂ν

) {
B2(ν)

∂Φ

∂t
(h, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

=

= ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x∆(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= 0.

Отже, ми довели, що функцiя (2.49) є розв’язком задачi (2.1), (2.2), у якiй

ϕ(x) – довiльна цiла функцiя порядку p̃ ′ за сукупнiстю змiнних.

Покажемо, що функцiя (2.49) є ненульовою. Справдi,

U(0, x) = ϕ
( ∂
∂ν

){
Φ(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= ϕ
( ∂
∂ν

){[
A2(ν)eν·x

]}∣∣∣
ν=O

,

∂U

∂t
(0, x) = ϕ

( ∂
∂ν

){∂Φ

∂t
(0, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= −ϕ
( ∂
∂ν

){[
A1(ν)eν·x

]}∣∣∣
ν=O

.

Оскiльки |A1(ν)|2 + |A2(ν)|2 > 0 для довiльного ν ∈ Cs, то нетривiаль-

ними є U(0, x) або ∂U
∂t (0, x). Отже, функцiя (2.49) як розв’язок задачi Кошi

з ненульовими початковими даними є нетривiальною.

Приклад 2.5. В областi t ∈ R, x ∈ R знайти розв’язок диференцiально-

функцiонального рiвняння

∂2

∂t2
U (t, x) + 2

∂

∂t
U (t, x+ 1) + 2U (t, x+ 1)− U (t, x) = 0, (2.51)
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що задовольняє двоточковi умови

U(0, x) +
∂U

∂t
(0, x) = 0, U(h, x) +

∂U

∂t
(h, x) = 0. (2.52)

O Диференцiально-функцiональне рiвняння (2.51) подамо у виглядi та-

кого диференцiального рiвняння нескiнченного порядку[
∂2

∂t2
+ 2e

∂
∂x
∂

∂t
+ 2e

∂
∂x − 1

]
U (t, x) = 0.

Задача (2.51), (2.52) є задачею (2.1), (2.2), в якiй a (ν) = eν, b (ν) =

2eν − 1, A1 (ν) = A2 (ν) = 1, B1 (ν) = B2 (ν) = 1, p =∞.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв рiвняння[
d2

dt2
+ 2eν

d

dt
+ 2eν − 1

]
T (t, ν) = 0

має вигляд

T0 (t, ν) =
2eν − 1− e−2(eν−1)t

2 (eν − 1)
e−t, T1 (t, ν) =

1− e−2(eν−1)t

2 (eν − 1)
e−t.

Характеристичний визначник ∆(ν) задачi (2.51), (2.52) є таким:

∆ (ν) = T1 (h, ν) +
dT 1

dt
(h, ν)− T0 (h, ν)− dT 0

dt
(h, ν) ≡ 0.

За формулою (2.49) маємо

U (t, x) =ϕ

(
∂

∂ν

){
[T0(t, ν)− T1(t, ν)] eνx

}∣∣∣
ν=0

=

=ϕ

(
∂

∂ν

){
e−t+νx

}∣∣∣
ν=0

= e−tϕ (x) .

Як бачимо, функцiї T0 (t, ν) та T1 (t, ν) є цiлими за ν функцiями нескiн-

ченного порядку (p = ∞), однак функцiя [T0(t, ν)− T1(t, ν)] eνx = e−t+νx

має перший порядок (p̃ = 1).

Отже, розв’язок задачi (2.51), (2.52) набуває вигляду

U (t, x) = e−tϕ (x) ,

де ϕ ∈ C(R). Ядро цiєї задачi є нескiнченновимiрним. 4
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Приклад 2.6. Знайти в областi (t, x) ∈ R2 розв’язки двоточкової задачi

∂2U

∂t2
+ 2a

( ∂
∂x

)∂U
∂t

+

(
π2k2

h2
+ a2

( ∂
∂x

))
U = 0, k ∈ N, (2.53)

αU(0, x) + β
∂U

∂t
(0, x) = 0, αU(h, x) + β

∂U

∂t
(h, x) = 0, (2.54)

де α, β ∈ R, α2 + β2 6= 0.

O Для задачi (2.53), (2.54) маємо a(ν) – цiла функцiя, b(ν) = a(ν)+ π2k2

h2 ,

A1(ν) = α, A2(ν) = β, B1(ν) = α, B2(ν) = β, D(ν) = −π2k2

h2 .

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдного до (2.53)

звичайного диференцiального рiвняння має вигляд

T0 (t, ν) = e−a(ν)t

{
h a (ν) sin πkt

h

πk
+ cos

πkt

h

}
, T1 (t, ν) = h e−a(ν)t sin

πkt
h

πk
,

а характеристичний визначник задачi є таким:

∆ (ν) = e−a(ν)hh sin [πk]

πk

(
α2 − 2αβa (ν) + β2

(
a2 (ν) +

π2k2

h2

))
≡ 0.

Шукаючи нетривiальнi розв’язки задачi (2.53), (2.54) у виглядi (2.49)

для k ∈ N отримуємо

Uk(t, x) =
h sin

πkt

h
πk

ϕ

(
∂

∂ν

){
e−a(ν)t+νx (βa (ν)− α)

}∣∣∣
ν=0

+

+β cos
πkt

h
ϕ

(
∂

∂ν

){
e−a(ν)t+νx

}∣∣∣
ν=0

.

(2.55)

Розв’язки (2.55) будуть цiлими розв’язками задачi (2.53), (2.54), якщо ϕ

є цiлою функцiєю, порядок q якої має такi обмеження ([49], с. 316):

1) q = 1, якщо a (ν) не є полiномом (pa =∞);

2) 1 < q < pa
pa−1 6 2, якщо 2 6 pa <∞;

3) q =∞, якщо pa 6 1, тобто a (ν) – лiнiйна функцiя.

Для лiнiйної функцiї a (ν) = Aν + B, де A,B ∈ R, отримуємо нетри-

вiальнi класичнi розв’язки задачi (2.53), (2.54) у виглядi

Uk (t, x) =
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= e−Bt

[
h sin πkt

h

πk
{βAϕ′ (x− At) +(Bβ − α)ϕ (x− At)}+β cos

πkt

h
ϕ(x− At)

]
,

де k ∈ N, ϕ ∈ C3(R). Ядро цiєї задачi є нескiнченновимiрним.

Зокрема, для k = 1, h = π, a (ν) = ν нетривiальними розв’язками задачi

(2.53), (2.54) будуть функцiї вигляду

U(t, x) = β ϕ(x− t) cos t− αϕ(x− t) sin t + βϕ′(x− t) sin t,

причому в останнiй формулi достатньо вважати, що ϕ ∈ C3(R).

Якщо ж, окрiм цього, α = 0, β = 1 нетривiальними розв’язками задачi

(2.53), (2.54) будуть функцiї

U(t, x) = ϕ(x− t) cos t+ ϕ′(x− t) sin t,

де ϕ ∈ C3(R).

Якщо ж α = 1, β = 0 i задачу розглядати у смузi (0, π)× R, то маємо

задачу Дiрiхле, нетривiальними розв’язками якої є функцiї

U(t, x) = ϕ(x− t) sin t,

де ϕ ∈ C2(R) (такий результат отримано у [24]). 4

Приклад 2.7. Знайти в областi (t, x1, x2) ∈ R3 розв’язки рiвняння[
∂2

∂t2
+ 2
( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

) ∂
∂t

+
( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)2

+ 1

]
U(t, x1, x2) = 0, (2.56)

що задовольняють локальнi двоточковi умови( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0,( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U(h, x) +

∂U

∂t
(h, x) = 0.

(2.57)

∇ Для даної задачi маємо a(ν) = ν1 + ν2, b(ν) = (ν1 + ν2)
2 + 1, A1(ν) =

B1(ν) = ν1 + ν2, A2(ν) = B2(ν) = 1, s = 2, p = 1.
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Нормальна в точцi t = 0 фундаментальна система розв’язкiв вiдповiд-

ного до (2.56) звичайного диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2 (ν1 + ν2)

d

dt
+ (ν1 + ν2)

2 + 1

]
T (t, ν1, ν2) = 0

матиме вигляд

T0 (t, ν) = e−(ν1+ν2)t
{

(ν1 + ν2) sin t+ cos t
}
, T1 (t, ν) = e−(ν1+ν2)t sin t.

Запишемо характеристичний визначник задачi (2.56), (2.57):

∆(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣
ν1 + ν2 1

(ν1 + ν2)T0(h, ν) + dT0

dt (h, ν) (ν1 + ν2)T1(h, ν) + dT1

dt (h, ν)

∣∣∣∣∣∣∣ =

= e−(ν1+ν2)h sinh.

У випадку h 6= πk, k ∈ N, виконується умова ∆ (ν) 6= 0 для довiльного

ν ∈ C2, тому за теоремою 2.1 задача (2.56), (2.57) має лише тривiальний

розв’язок.

Якщо h = πk, де k ∈ N, то виконується тотожнiсть ∆ (ν) ≡ 0. Тому

згiдно з теоремою 2.5 iснують нетривiальнi розв’язки задачi (2.56), (2.57).

Функцiя (2.31) набуває вигляду

Φ(t, x, ν) =
{
T0 (t, ν)− (ν1 + ν2)T1 (t, ν)

}
eν·x = e−(ν1+ν2)t+ν·x cos t.

Шукаємо нетривiальнi розв’язки задачi (2.56), (2.57) у випадку h = πk,

де k ∈ N, за формулою (2.49):

U (t, x) = ϕ
( ∂
∂ν

) {
e−(ν1+ν2)t+ν·x cos t

}∣∣∣
ν=O

=

= cos t ϕ
( ∂
∂ν

) {
e−(ν1+ν2)t+ν1x1+ν2x2

}∣∣∣
ν=O

= ϕ (x1 − t, x2 − t) cos t.

Ядро задачi є нескiнченновимiрним. Зауважимо, що умову цiлостi функ-

цiї ϕ можна послабити, розглядаючи класичнi розв’язки задачi (2.56), (2.57),

а саме, можна вважати, що ϕ ∈ C2(R2). 4



83

Приклад 2.8. В областi (t, x) ∈ R4 знайти розв’язки двоточкової за-

дачi [
∂

∂t
+ a
( ∂
∂x

)]2

U(t, x) = 0,[
a
( ∂
∂x

)
+ c
( ∂
∂x

)]
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0, U(1, x) = 0,

(2.58)

в якiй a
(
∂
∂x

)
, c
(
∂
∂x

)
– диференцiальнi полiноми з комплексними коефiцiєн-

тами.

∇ Задача (2.58) є задачею (2.1), (2.2), у якiй b(ν) = a2(ν), A1(ν) =

a(ν) + c(ν), A2(ν) = B1(ν) = 1, B2(ν) = 0, h = 1, s = 3.

Нормальну в точцi t = 0 фундаментальну систему розв’язкiв звичайно-

го диференцiального рiвняння[
d

dt
+ a(ν)

]2

T (t, ν) = 0

утворюють функцiї

T0(t, ν) = e−a(ν)t {a(ν)t+ 1} , T1(t, ν) = t e−a(ν)t.

Обчислимо характеристичний визначник задачi (2.58):

∆(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣
a(ν) + c(ν) 1

T0(1, ν) T1(1, ν)

∣∣∣∣∣∣∣ = e−a(ν)
{
c(ν)− 1

}
.

Розглянемо випадки.

Випадок 1. Нехай c(ν) = c ∈ C\{1}. Тодi для довiльного ν ∈ C3

виконується умова ∆(ν) = e−a(ν) {c− 1} 6= 0. Тому за теоремою 2.1 задача

(2.58) має лише тривiальний розв’язок.

Випадок 2. Якщо c(ν) = 1, то ∆(ν) ≡ 0. Функцiя (2.31) має вигляд

Φ(t, x, ν) =
{
T0(t, ν)− [a(ν) + 1]T1(t, ν)

}
eν·x = (1− t)e−a(ν)t+ν·x.
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Згiдно з теоремою 2.5 знаходимо такi нетривiальнi розв’язки задачi

(2.58):

U(t, x) = (1− t)ϕ
( ∂
∂ν

){
e−a(ν)t+ν·x

}∣∣∣∣
ν=O

,

де ϕ – довiльна цiла функцiя трьох змiнних, порядок якої є спряженим з

числом p = max {1, deg a(ν)} (deg a(ν) – степiнь полiнома a(ν) за сукуп-

нiстю змiнних ν1, ν2, ν3).

Випадок 3.Нехай c(ν) = ν3, a(ν) = ν3−ν1ν2. Тодi задача (2.58) набуває

вигляду [
∂

∂t
+

∂

∂x3
− ∂2

∂x1∂x2

]2

U(t, x) = 0,[
2
∂

∂x3
− ∂2

∂x1∂x2
+ 1

]
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0, U(1, x) = 0.

(2.59)

Для задачi (2.59) маємо

Φ(t, x, ν) =
{

1− (ν3 + 1)t
}
e(−ν3+ν1ν2)t+ν·x,

∆(ν) = ν3e
−ν3+ν1ν2, M =

{
ν ∈ C3 : ν3 = 0

}
.

Множина M складається з векторiв: α ≡ α(µ1, µ2) = (µ1, µ2, 0), де

µ1, µ2 ∈ C. Обчислюємо

∂j∆

∂xj1
(α) = νj2ν3e

−ν3+ν1ν2

∣∣∣
ν=α

= 0,
∂j∆

∂xj2
(α) = νj1ν3e

−ν3+ν1ν2

∣∣∣
ν=α

= 0,

∂∆

∂x3
(α) = (1− ν3) e

−ν3+ν1ν2

∣∣∣
ν=α

= eµ1µ2 6= 0, j ∈ N.

До множини Ω(α) належать усi мультиiндекси ω ∈ Z3
+ такi, що ω >

(0, 0, 1). Оскiльки для довiльнихm,n∈Z+ виконуються рiвностi ∂
m+n∆

∂xm1 ∂x
n
2
(α)=

0, то Ω(α) =
{

(m,n, 0), m, n ∈ Z+

}
.

За теоремою 2.4 для довiльних m,n ∈ Z+ та µ1, µ2 ∈ C знаходимо такi

нетривiальнi розв’язки задачi (2.59):

Umn(t, x, µ1, µ2) =
∂m+n

∂νm1 ∂ν
n
2

{
Φ(t, x, ν)

}∣∣∣∣
ν=α

=
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= (1− t) ∂m+n

∂νm1 ∂ν
n
2

eν1ν2t+ν1x1+ν2x2+ν3x3

∣∣∣∣
ν=α

= (1− t) ∂m+n

∂µm1 ∂µ
n
2

eµ1µ2t+µ1x1+µ2x2 =

= m!n! (1− t) eµ1µ2t+µ1x1+µ2x2

min{m,n}∑
j=0

tj

j!

(µ2t+ x1)
m−j

(m− j)!
(µ1t+ x2)

n−j

(n− j)!
.

Неважко переконатися, що нетривiальними розв’язками задачi (2.59) є

також функцiї вигляду

U(t, x, ν1, ν2) = (1− t)ϕ
( ∂

∂ν1
,
∂

∂ν2

)
eν1ν2t+ν1x1+ν2x2, (2.60)

де ϕ – довiльна ненульова цiла функцiя двох змiнних, порядок за сукупнiс-

тю змiнних якої є не вище другого, а ν1, ν2 – довiльнi комплекснi параметри.

4

Висновки до роздiлу 2

Однорiдна задача для рiвняння iз частинними похiдними другого по-

рядку за часовою змiнною, за якою задано локальнi двоточковi умови, та

загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними має лише три-

вiальний розв’язок у випадку, коли характеристичний визначник задачi є

вiдмiнним вiд нуля для всiх значень ν ∈ Cs.

У випадку iнших значень характеристичного визначника задачi доведе-

но теореми, що дають необхiднi та достатнi умови iснування нетривiальних

розв’язкiв в класах квазiполiномiв, а також достатнi умови в класах цiлих

та неперервно диференцiйовних функцiй. Запропоновано диференцiально-

символьний метод їх побудови.

Подано приклади застосування методу.

Основнi результати роздiлу опублiковано у статтях [63–65, 126, 127], а

також додатково у [69–74,129,130].
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РОЗДIЛ 3

ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОРIДНОГО РIВНЯННЯ З

НЕОДНОРIДНИМИ ДВОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ

У цьому роздiлi дослiджено розв’язнiсть задачi для однорiдного рiв-

няння з частинними похiдними другого порядку за часовою змiнною та за-

галом нескiнченного порядку за просторовими змiнними з неоднорiдними

локальними двоточковими умовами. Видiлено класи цiлих функцiй як кла-

си однозначної розв’язностi задачi. Встановлено умови iснування та умо-

ви неiснування розв’язку задачi залежно вiд множини нулiв характерис-

тичного визначника. У випадку iснування розв’язкiв задачi запропоновано

диференцiально-символьний метод їх побудови.

3.1. Формулювання задачi

У просторi R1+s змiнних t, x1, . . . , xs розглянемо задачу

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) ≡ ∂2U

∂t2
+ 2a

( ∂
∂x

)∂U
∂t

+ b
( ∂
∂x

)
U = 0, (3.1)

l0∂U(t, x) ≡ A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) = ϕ0(x),

l1∂U(t, x) ≡ B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) = ϕ1(x),

(3.2)

у якiй h > 0, а ϕ0(x), ϕ1(x) – заданi функцiї, причому хоча б одна з них є не-

нульовою. Диференцiальнi вирази a( ∂
∂x), b( ∂

∂x), A1(
∂
∂x), A2(

∂
∂x), B1(

∂
∂x), B2(

∂
∂x)

є такими ж, як i в рiвняннi (2.1) та умовах (2.2).

Знайдемо розв’язки T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) вiдповiдного до (3.1) звичайного
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диференцiального рiвняння (2.3), що задовольняють двоточковi умови

l0νT̃k (t, ν) ≡ A1(ν)T̃k (0, ν) + A2(ν)
dT̃k
dt

(0, ν) = δ0k,

l1νT̃k (t, ν) ≡ B1(ν)T̃k (h, ν) +B2(ν)
dT̃k
dt

(h, ν) = δ1k, k ∈ {0, 1} .

(3.3)

Шукаємо цi розв’язки у виглядi

T̃k(t, ν) = ck1(ν)T0(t, ν) + ck2(ν)T1(t, ν), k ∈ {0, 1},

де c01(ν), c02(ν), c11(ν), c12(ν) – невiдомi функцiї вектор-параметра ν ∈
Cs, а T0(t, ν), T1(t, ν) – нормальна фундаментальна в точцi t = 0 система

розв’язкiв рiвняння (2.3).

Умова ∆(ν) 6=0 є умовою iснування функцiй T̃0(t, ν) , T̃1(t, ν), де ∆(ν) –

функцiя вигляду (2.5).

3.2. Умови однозначної розв’язностi задачi у класi цiлих

функцiй

У випадку ∆ (ν) 6= 0 для всiх ν ∈ Cs функцiя ∆−1(ν) є також цiлою

функцiєю, а тому функцiї T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) визначаються однозначно для

довiльного ν ∈ Cs. Цi функцiї є цiлими стосовно цього вектор-параметра i

мають такий вигляд:

T̃0 (t, ν) = ∆−1(ν)
{
T0(t, ν) l1νT1(t, ν)− T1(t, ν) l1νT0(t, ν)

}
=

=
e−a(t+h)

∆ (ν)

[
(B1 − aB2)

sinh
[
(h− t)

√
a2 − b

]
√
a2 − b

+

+B2 cosh
[
(h− t)

√
a2 − b

] ]
,

T̃1 (t, ν) = ∆−1(ν)
{
− T0(t, ν) l0νT1(t, ν) + T1(t, ν) l0νT0(t, ν)

}
=

=
e−at

∆ (ν)

[
(A1 − aA2)

sinh
[
t
√
a2 − b

]
√
a2 − b

− A2 cosh
[
t
√
a2 − b

]]
,

(3.4)
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де a = a (ν) , b = b (ν) , A1 = A1 (ν) , A2 = A2 (ν) , B1 = B1 (ν) , B2 = B2 (ν) .

Зауважимо, що функцiї (3.4) для a2 = b є такими

T̃0 (t, ν) =
e−a(t+h)

∆ (ν)
[(B1 − aB2) (h− t) +B2] ,

T̃1 (t, ν) =
e−at

∆ (ν)
[(A1 − aA2) t− A2] .

Порядок цiлих функцiй T̃0 (t, ν) eν·x, T̃1 (t, ν) eν·x за сукупнiстю парамет-

рiв ν1, ν2, . . . , νs позначимо через p. Зауважимо, що p > 1 або p =∞.

Теорема 3.1. Нехай ∆ (ν) 6= 0 для довiльного ν ∈ Cs i p – порядок

цiлих функцiй T̃0 (t, ν) eν·x, T̃1 (t, ν) eν·x за сукупнiстю параметрiв ν1, ν2,

. . . , νs. Якщо ϕ0, ϕ1 ∈ Ap′, то у класi Ap′ iснує єдиний розв’язок задачi

(3.1), (3.2). Цей розв’язок можна подати у виглядi

U(t, x) = ϕ0

(
∂

∂ν

){
T̃0 (t, ν) eν·x

}∣∣∣
ν=O

+ϕ1

(
∂

∂ν

){
T̃1 (t, ν) eν·x

}∣∣∣
ν=O

. (3.5)

Доведення. Для цiлих функцiй ϕ0, ϕ1 ∈ Ap′ диференцiальнi вирази не-

скiнченного порядку ϕ0

(
∂
∂ν

)
та ϕ1

(
∂
∂ν

)
визначимо шляхом замiни x на ∂

∂ν

у рядах Маклорена для функцiй ϕ0 (x) та ϕ1 (x). Тодi вираз (3.5) є деяким

рядом. Цей ряд визначає цiлу функцiю U (t, x), яка є квазiполiномом за

змiнною t i для кожного фiксованого t належить до класу Ap′ (див. [49]

для s = 1 та [27] для s > 1).

Покажемо, що функцiя (3.5) задовольняє рiвняння (3.1). З того, що

функцiї (3.4) є розв’язками рiвняння (2.3), враховуючи комутативнiсть опе-

рацiй ∂
∂t ,

∂
∂x ,

∂
∂ν , отримаємо:

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

) 1∑
j=0

ϕj

(
∂

∂ν

){
T̃j (t, ν) eν·x

}∣∣∣
ν=O

=

=
1∑
j=0

ϕj

(
∂

∂ν

)
L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

) {
T̃j (t, ν) eν·x

}∣∣∣
ν=O

=

=
1∑
j=0

ϕj

(
∂

∂ν

)[
eν·x

{
L

(
d

dt
, ν

)
T̃j (t, ν)

}]∣∣∣∣
ν=O

= 0.
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Оскiльки функцiї (3.4) задовольняють умови (3.3), то для j ∈ {0, 1}
отримуємо

lj∂U (t, x) =
1∑

k=0

ϕk

(
∂

∂ν

) {
eν·x ljνT̃k(t, ν)

}∣∣∣
ν=O

=

=
1∑

k=0

ϕk

(
∂

∂ν

){
eν·xδjk

}∣∣∣
ν=O

= ϕj (x) .

Отже, функцiя (3.5) є розв’язком задачi (3.1), (3.2).

Для доведення єдиностi розв’язку задачi (3.1), (3.2) у класi Ap′ насампе-

ред покажемо, що кожен її розв’язок можна подати у виглядi (3.5). Отже,

припустимо, що iснує цiлий розв’язок U(t, x) рiвняння (3.1), тобто цiла

функцiя вигляду

U(t, x) =
∑
k̄∈Zs+1

+

uk̄ t
k0xk, k̄ = (k0, k) = (k0, k1, . . . , ks), uk̄ ∈ C,

змiнних t та x, що задовольняє умови (3.2).

Позначимо U(0, x) = ϕ(x), ∂U
∂t (0, x) = ψ(x). Тодi функцiї ϕ(x) та ψ(x)

є також цiлими з класу Ap′. Запишемо розв’язок задачi (3.1), (3.2) згiдно з

диференцiально-символьним методом [34] як єдиний розв’язок задачi Кошi

для рiвняння (3.1) з початковими даними ϕ та ψ у виглядi:

U(t, x) = ϕ
( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

+ ψ
( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣∣
ν=O

. (3.6)

Оскiльки U(t, x) задовольняє умови (3.2), то маємо систему рiвнянь

ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x l0νT0(t, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

+ ψ
( ∂
∂ν

){
eν·x l0νT1(t, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= ϕ0(x),

ϕ
( ∂
∂ν

){
eν·x l1νT0(t, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

+ ψ
( ∂
∂ν

){
eν·x l1νT1(t, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= ϕ1(x),

яку запишемо у матричному виглядi:l0∂T0

(
t,
∂

∂x

)
l0∂T1

(
t,
∂

∂x

)
l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)
l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)

ϕ(x)

ψ(x)

 =

ϕ0(x)

ϕ1(x)

 .
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Розв’язуючи цю систему, знаходимо

ϕ(x) = ∆−1(ν)

{
l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)
ϕ0(x)− l0∂T1

(
t,
∂

∂x

)
ϕ1(x)

}
,

ψ(x) = ∆−1(ν)

{
−l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)
ϕ0(x) + l0∂T0

(
t,
∂

∂x

)
ϕ1(x)

}
.

Пiдставляючи знайденi ϕ та ψ у рiвнiсть (3.6), одержуємо

U(t, x) = ∆−1

(
∂

∂x

){
T0

(
t,
∂

∂x

)
l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)
−

−T1

(
t,
∂

∂x

)
l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)}
ϕ0(x)+

+∆−1

(
∂

∂x

){
− T0

(
t,
∂

∂x

)
l0∂T1

(
t,
∂

∂x

)
+

+T1

(
t,
∂

∂x

)
l0∂T0

(
t,
∂

∂x

)}
ϕ1(x) =

= T̃0

(
t,
∂

∂x

)
ϕ0(x) + T̃1

(
t,
∂

∂x

)
ϕ1(x) =

= ϕ0

(
∂

∂ν

){
T̃0 (t, ν) eν·x

}∣∣∣
ν=O

+ ϕ1

(
∂

∂ν

){
T̃1 (t, ν) eν·x

}∣∣∣
ν=O

.

За умови ∆(ν) 6= 0 для довiльного ν ∈ Cs функцiї T̃0 (t, ν), T̃1 (t, ν)

можна знайти однозначно, тому у класi цiлих функцiй Ap′ розв’язок задачi

(3.1), (3.2) є єдиним.

Приклад 3.1. В областi (t, x) ∈ R4 знайти розв’язок двоточкової задачi[
∂

∂t
−∆3

]2

U(t, x) = 0,

(
2−∆3

)
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = ϕ0(x), U(1, x) = ϕ1(x).

(3.7)

∇ Задача (3.7) є задачею (3.1), (3.2), у якiй a(ν) = −||ν||2 ≡ −(ν2
1 +

ν2
2 + ν2

3), b(ν) = a2(ν), A1(ν) = 2 − ||ν||2, A2(ν) = B1(ν) = 1, B2(ν) = 0,

h = 1, s = 3.
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Характеристичний визначник та множинаM для задачi (3.7) є такими:

∆(ν) = e||ν||
2

, M = ∅.

Функцiї (3.4) мають вигляд

T̃0 (t, ν) = (1− t)e||ν||2t, T̃1 (t, ν) = (2t− 1)e||ν||
2(t−1) (3.8)

i є цiлими (для t 6∈ {0, 1}) другого порядку за сукупнiстю змiнних ν1, ν2, ν3

(p = 2). Якщо ϕ0, ϕ1 ∈ A2, то у класi A2 iснує єдиний розв’язок задачi

(3.7). Цей розв’язок згiдно з теоремою 3.1 можна подати у виглядi (3.5), де

T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) – функцiї (3.4).

Зокрема, якщо ϕ0(x) = x1e
x2−x3, ϕ1(x) = 0, то за формулою (3.5) зна-

ходимо:

U(t, x) =
∂

∂ν1

{
(1− t)e||ν||2t+ν·x

}∣∣∣
ν1=0, ν2=1, ν3=−1

= (1− t)x1e
2t+x2−x3.

Знайдений розв’язок задачi (3.7) у класi A2 є єдиним. 4

Приклад 3.2. Знайти в областi (t, x1, x2) ∈ R3 розв’язок рiвняння[
∂2

∂t2
+ 2

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
∂

∂t
+

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)2

+ 1

]
U (t, x) = 0, (3.9)

що задовольняє локальнi двоточковi умови:(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U (0, x) +

∂

∂t
U (0, x) = ϕ0 (x) ,(

∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U
(π

2
, x
)

+
∂

∂t
U
(π

2
, x
)

= ϕ1 (x) .

(3.10)

∇ Для даної задачi маємо a(ν) = ν1 + ν2, b(ν) = (ν1 + ν2)
2 + 1, A1(ν) =

B1(ν) = ν1 + ν2, A2(ν) = B2(ν) = 1, h = π
2 , s = 2.

Характеристичний визначник задачi (3.9), (3.10) та функцiї (3.4) мають

вигляд

∆ (ν) = e−(ν1+ν2)π2 ,

T̃0 (t, ν) = e−(ν1+ν2)t sin t, T̃1 (t, ν) = −e−(ν1+ν2)(t+π
2 ) cos t.
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Множина нулiв характеристичного визначника задачi є порожньою, а

функцiї T̃0 (t, ν), T̃1 (t, ν) є цiлими функцiями, причому першого порядку

за сукупнiстю параметрiв ν1, ν2.

Розв’язок задачi (3.9), (3.10) можна знайти за формулою (3.5):

U (t, x) = ϕ0

(
∂

∂ν

) {
e−(ν1+ν2)t+ν·x sin t

}∣∣∣
ν=O

+

+ϕ1

(
∂

∂ν

) {
−e−(ν1+ν2)(t+π

2 )+ν·x cos t
}∣∣∣

ν=O
=

= ϕ0 (x1 − t, x2 − t) sin t− ϕ1

(
x1 − t−

π

2
, x2 − t−

π

2

)
cos t.

Отримана формула

U(t, x) = ϕ0 (x1 − t, x2 − t) sin t− ϕ1

(
x1 − t−

π

2
, x2 − t−

π

2

)
cos t

має змiст не лише для цiлих функцiй ϕ0 (x) , ϕ1 (x). Ця формула зображає

класичний розв’язок задачi (3.9), (3.10) у разi двiчi неперервно диферен-

цiйовних на R2 функцiй ϕ0(x), ϕ1(x). 4

3.3. Класи квазiполiномiв як класи однозначної розв’язностi

задачi

Встановимо однозначну розв’язнiсть задачi (3.1), (3.2) у класах квазi-

полiномiв KL та KC,L для довiльної пiдмножини L (L 6= ∅, L 6= Cs) з

простору Cs.

Для ν ∈ Cs\M , де M – множина вигляду (2.12), тобто

M = {ν ∈ Cs : ∆(ν) = 0},

функцiї T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) можна однозначно знайти у виглядi (3.4). Вони

є квазiполiномами за змiнною t i можуть бути мероморфними за вектор-

змiнною ν на множинi M .
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Теорема 3.2. Нехай ϕ0, ϕ1 ∈ KCs\M i M – множина (2.12), причому

M 6= Cs, M 6= ∅. Тодi у класi квазiполiномiв KC,Cs\M iснує єдиний розв’я-

зок задачi (3.1), (3.2). Цей розв’язок можна подати у виглядi (3.5), де

T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) – функцiї (3.4).

Доведення. Якщо ϕ0, ϕ1 ∈ KCs\M , то згiдно iз зауваженням 2.1 функцiя

(3.5) є квазiполiномом з класу KC,Cs\M .

Аналогiчно як у теоремi 3.1 доводиться, що функцiя (3.5) задовольняє

рiвняння (3.1) та умови (3.2).

Для доведення єдиностi розв’язку задачi (3.1), (3.2) в класi KC,Cs\M

спочатку аналогiчно як у теоремi 3.1 треба показати, що кожен розв’язок

задачi у класi KC,Cs\M можна зобразити у виглядi (3.5), а далi використати

умову, що для ν ∈ Cs\M функцiї T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) визначаються однознач-

но.

Приклад 3.3. В областi (t, x1, x2) ∈ R3 розв’язати двоточкову задачу

для диференцiально-функцiонального рiвняння

∂2U(t, x1, x2)

∂t2
+ 2

∂2U

∂t∂x1
(t, x1, x2) +

∂2U

∂x2
1

(t, x1, x2 + 1) = 0,

∂U

∂x1
(0, x1, x2) +

∂U

∂t
(0, x1, x2) = ex1, U(1, x1, x2) = x2e

x1.

(3.11)

∇ Задача (3.11) є задачею (3.1), (3.2), у якiй a(ν) = ν1, b(ν) = ν2
1e
ν2,

s = 2, h = 1, A1(ν) = ν1, A2(ν) = 1, B1(ν) = 1, B2(ν) = 0, ϕ0 (x) =

ex1, ϕ1 (x) = x2e
x1.

Характеристичний визначник задачi (3.11) та множина M матимуть

вигляд:

∆(ν) = −e−ν1 cosh
[
ν1

√
1− eν2

]
,

M =
{
ν ∈ C2 : ν1

√
1− eν2 =

(π
2

+ πk
)
i, k ∈ Z

}
. (3.12)

Запишемо функцiї (3.4) для задачi (3.11):

T̃0 (t, ν) = −e−ν1t
sinh

[
ν1 (1− t)

√
1− eν2

]
ν1

√
1− eν2 cosh

[
ν1

√
1− eν2

] ,
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T̃1 (t, ν) = e−ν1(t−1) cosh
[
ν1t
√

1− eν2

]
cosh

[
ν1

√
1− eν2

] .
Оскiльки ϕ0, ϕ1 ∈ KC2\M , то розв’язок задачi (3.11) знайдемо за фор-

мулою (3.5):

U (t, x) = e
∂
∂ν1

{
eν1x1+ν2x2T̃0 (t, ν)

}∣∣∣
ν=O

+ e
∂
∂ν1

∂

∂ν2

{
eν1x1+ν2x2T̃1 (t, ν)

}∣∣∣
ν=O

=

= ex1

{
T̃0(t, 1, 0) + x2T̃1(t, 1, 0) +

∂T̃1

∂ν2
(t, 1, 0)

}
=

= ex1−t (t− 1) +
1

2
ex1−t+1

(
2x2 − t2 + 1

)
.

Отже, розв’язок задачi (3.11) має вигляд

U(t, x) = ex1−t
(
t− 1 + ex2 −

et2

2
+
e

2

)
i є єдиним за теоремою 3.2 у класi квазiполiномiвKC,C2\M , деM – множина

(3.12). 4

Приклад 3.4. В областi (t, x) ∈ R4 знайти розв’язок двоточкової задачi[
∂

∂t
+

∂

∂x3
− ∂2

∂x1∂x2

]2

U(t, x) = 0,[
2
∂

∂x3
− ∂2

∂x1∂x2
+ 1

]
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = ϕ0(x), U(1, x) = ϕ1(x).

(3.13)

∇ Задача (3.13) є задачею (3.1), (3.2), у якiй a(ν) = ν3 − ν1ν2, b(ν) =

a2(ν), A1(ν) = 2ν3 − ν1ν2 + 1, A2(ν) = B1(ν) = 1, B2(ν) = 0, h = 1, s = 3.

Для задачi (3.13) маємо

∆(ν) = ν3e
−ν3+ν1ν2, M =

{
ν ∈ C3 : ν3 = 0

}
,

T̃0(t, ν) =
e(ν1ν2−ν3)t

ν3
(1− t), T̃1(t, ν) =

e(ν1ν2−ν3)(t−1)

ν3
[(ν3 + 1)t− 1].

Нехай в задачi (3.13) ϕ0(x) = x1e
x2−x3, ϕ1(x) = 0. Цi функцiї належать

до класу KC3\M .
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За формулою (3.5) знаходимо розв’язок двоточкової задачi

U(t, x) = (1− t) ∂

∂ν1

{
e(ν1ν2−ν3)t+ν1x1+ν2x2+ν3x3

ν3

}∣∣∣∣
ν1=0, ν2=1, ν3=−1

=

= (1− t)
{

(ν2t+ x1)e
(ν1ν2−ν3)t+ν1x1+ν2x2+ν3x3

ν3

}∣∣∣∣
ν1=0, ν2=1, ν3=−1

=

= (1− t)
{

(t+ x1)e
t+x2−x3

−1

}
= (t− 1)(t+ x1)e

t+x2−x3.

Знайдений розв’язок

U(t, x) = (t− 1)(t+ x1)e
t+x2−x3

задачi (3.13) за теоремою 3.2 є єдиним у класi квазiполiномiв KC,C3\M . 4

Розглянемо ще один клас iснування та єдиностi розв’язку задачi (3.1),

(3.2) для випадку s = 1.

Теорема 3.3. Нехай r = inf
ν∈M
|ν|, де M – множина (2.12), причому

r 6= 0. Якщо ϕ0, ϕ1 ∈ A1,r, то у класi функцiй A1,r iснує єдиний розв’язок

задачi (3.1), (3.2), який можна подати у виглядi (3.5).

Доведення. Визначимо диференцiальнi вирази ϕ0

(
∂
∂ν

)
, ϕ1

(
∂
∂ν

)
нескiн-

ченного порядку шляхом замiни x на ∂
∂ν у рядах Маклорена для функцiй

ϕ0 (x) , ϕ1 (x). Тодi вираз (3.5) є деяким рядом. Цей ряд визначає функцiю

U (t, x), яка є цiлою функцiєю за змiнною t i для кожного фiксованого t

належить до класу A1,r, що випливає з рiвностей для j ∈ {0, 1}

ϕj

(
∂

∂ν

) {
T̃j (t, ν) eνx

}∣∣∣
ν=0

=

= ϕj

(
∂

∂ν

)
T̃j

(
t,
∂

∂x

){
eνx
}∣∣∣

ν=0
= T̃j

(
t,
∂

∂x

)
ϕj (x)

i леми 1 [76]. Отже, U ∈ A1,r.

Для доведення єдиностi розв’язку задачi (3.1), (3.2) треба повторити

хiд доведення теореми 3.1 i використати умову, що всерединi круга радiуса

r = inf
ν∈M
|ν| не мiститься нулiв ∆(ν).
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Приклад 3.5. Розглянемо двоточкову задачу[
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
+

1

4

]
U (t, x) = 0, (t, x) ∈ R2,

U(0, x) +
∂U

∂t
(0, x) = ϕ0(x), U(π, x) +

∂U

∂t
(π, x) = ϕ1(x), x ∈ R.

(3.14)

∇ Задача (3.14) – це задача (3.1), (3.2), у якiй a (ν) = 0, b (ν) = −ν2 + 1
4 ,

A1 (ν) = A2 (ν) = 1, B1 (ν) = B2 (ν) = 1.

Характеристичний визначник задачi (3.14) та множина M є наступни-

ми:

∆ (ν) =
sinh

[
π
√
ν2 − 1

4

]
√
ν2 − 1

4

(5

4
− ν2

)
,

M =

{
νk± = ±

√
1

4
− k2, k ∈ N

}⋃{
ν0± = ±

√
5

4

}
.

Re ν

Im ν

√
5/2−

√
5/2

√
3/2

√
15/2

√
35/2

−
√

3/2

−
√

15/2

−
√

35/2

Якщо ϕ0, ϕ1 ∈ A1,
√

3/2, то розв’язок задачi (3.14) згiдно з теоремою 3.3

можна знайти за формулою (3.5), в якiй

T̃0 (t, ν) =
1

∆(ν)


sinh

[
(π − t)

√
ν2 − 1

4

]
√
ν2 − 1

4

+ cosh
[
(π − t)

√
ν2 − 1

4

] ,
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T̃1 (t, ν) =
1

∆(ν)


sinh

[
t
√
ν2 − 1

4

]
√
ν2 − 1

4

− cosh
[
t

√
ν2 − 1

4

] .

Зокрема, якщо ϕ0(x) = 0, ϕ1(x) = e−x/2, то за формулою (3.5) знаходи-

мо

U(t, x) =
t− 1

π
e−x/2.

У класi цiлих функцiй A1,
√

3/2 знайдений розв’язок є єдиним. 4

3.4. Умови iснування та неiснування розв’язкiв задачi

Дослiдимо розв’язнiсть задачi (3.1), (3.2) у випадку ∆(ν) ≡ 0.

Теорема 3.4. Нехай для задачi (3.1), (3.2) виконується тотожнiсть

∆(ν) ≡ 0 на Cs. Якщо деякого x ∈ Rs та для ϕ0, ϕ1 ∈ Ap′ справджується

хоча б одна з умов{
l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)}
ϕ0(x) 6= A2

(
∂

∂x

)
ϕ1(x) (3.15)

або {
l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)}
ϕ0(x) 6= A1

(
∂

∂x

)
ϕ1(x), (3.16)

то у класi цiлих функцiй Ap′ розв’язок задачi (3.1), (3.2) не iснує.

Доведення. Припустимо, що iснує цiлий розв’язок U(t, x) рiвняння (3.1),

що задовольняє умови (3.2). Позначимо U(0, x) = ϕ(x), ∂U
∂t (0, x) = ψ(x).

Тодi функцiї ϕ(x) та ψ(x) є також цiлими з класу Ap′.

Запишемо розв’язок задачi (3.1), (3.2) згiдно з диференцiально-символь-

ним методом [34] як розв’язок задачi Кошi для рiвняння (3.1) з початко-

вими даними ϕ та ψ у виглядi (3.6).

З виконання умов (3.2) для U(t, x) одержуємо матричне рiвнянняl0∂T0

(
t,
∂

∂x

)
l0∂T1

(
t,
∂

∂x

)
l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)
l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)

ϕ(x)

ψ(x)

 =

ϕ0(x)

ϕ1(x)

 .
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Помножимо останнє рiвняння на матричний диференцiальний вираз l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)
−l0∂T1

(
t,
∂

∂x

)
−l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)
l0∂T0

(
t,
∂

∂x

)
 .

З умови ∆(ν) ≡ 0 маємо l1∂T1

(
t,
∂

∂x

)
−l0∂T1

(
t,
∂

∂x

)
−l1∂T0

(
t,
∂

∂x

)
l0∂T0

(
t,
∂

∂x

)

ϕ0(x)

ϕ1(x)

 =

0

0

 .

Оскiльки l0∂T1

(
t, ∂∂x

)
= A2

(
∂
∂x

)
i l0∂T0

(
t, ∂∂x

)
= A1

(
∂
∂x

)
, то маємо супе-

речнiсть з умовами (3.15) та (3.16).

Приклад 3.6. Знайти в областi (t, x1, x2) ∈ R3 розв’язки рiвняння[
∂2

∂t2
+ 2
( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

) ∂
∂t

+
( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)2

+ 1

]
U(t, x) = 0, (3.17)

що задовольняють неоднорiднi локальнi двоточковi умови( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = ϕ0(x),( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U(π, x) +

∂U

∂t
(π, x) = ϕ1(x).

(3.18)

∇ Для даної задачi маємо a(ν) = ν1 + ν2, b(ν) = (ν1 + ν2)
2 + 1, A1(ν) =

B1(ν) = ν1 + ν2, A2(ν) = B2(ν) = 1, s = 2, h = π, p = 1.

Нормальна в точцi t = 0 фундаментальна система розв’язкiв вiдповiд-

ного до (3.17) звичайного диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2 (ν1 + ν2)

d

dt
+ (ν1 + ν2)

2 + 1

]
T (t, ν) = 0

матиме вигляд

T0 (t, ν) = e−(ν1+ν2)t
{

(ν1 + ν2) sin t+ cos t
}
, T1 (t, ν) = e−(ν1+ν2)t sin t.
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Запишемо характеристичний визначник задачi (3.17), (3.18):

∆(ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ν1 + ν2 1

(ν1 + ν2)T0(π, ν) +
dT0

dt
(π, ν) (ν1 + ν2)T1(π, ν) +

dT1

dt
(π, ν)

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= e−(ν1+ν2)π sinπ ≡ 0.

Умови (3.15) та (3.16) для задачi (3.17), (3.18) мають вигляд

−ϕ0(x1 − π, x2 − π) 6= ϕ1(x1, x2),

−
( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
ϕ0(x1 − π, x2 − π) 6=

( ∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
ϕ1(x1, x2).

(3.19)

Отже, у випадку виконання умов (3.19) згiдно з теоремою 3.4 розв’язок

неоднорiдної задачi (3.17), (3.18) у класi цiлих функцiй не iснує. 4

Теорема 3.5. Нехай для задачi (3.1), (3.2) ∆(ν) ≡ 0 на Cs i A1(ν) 6≡ 0.

Якщо для ненульового квазiполiнома ϕ0 з KP , де P = {ν ∈ Cs : A1(ν) 6= 0},
на Rs справджується тотожнiсть

A−1
1

(
∂

∂x

){
B1

(
∂

∂x

)
T0

(
h,

∂

∂x

)
+B2

(
∂

∂x

)
dT0

dt

(
h,

∂

∂x

)}
ϕ0(x) ≡ ϕ1(x),

(3.20)

то розв’язок задачi (3.1), (3.2) у класi KC, P iснує. Цей розв’язок задачi

можна знайти за формулою

U (t, x) = ϕ0

(
∂

∂ν

) {
T0(t, ν)eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

. (3.21)

Доведення. Якщо ϕ0 ∈ KP , то дiя ϕ0

(
∂
∂ν

)
на A−1

1 (ν)T0(t, ν)eν·x є корект-

ною, а пiсля покладання ν = O формула (3.21) визначає квазiполiном з

класу KC, P .

Доведемо, що формула (3.21) визначає розв’язок задачi (3.1), (3.2).

Дiйсно, враховуючи комутативнiсть операцiй диференцiювання ∂
∂x ,

∂
∂t та

∂
∂ν , маємо:

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) = L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

){
ϕ0

(
∂

∂ν

) {
T0(t, ν)eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
=
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= ϕ0

(
∂

∂ν

){
L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

){
T0(t, ν)eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
=

= ϕ0

(
∂

∂ν

) {
eν·x

A1(ν)
L

(
d

dt
, ν

)
T0(t, ν)

}∣∣∣∣
ν=O

= 0.

Отже, функцiя (3.21) задовольняє рiвняння (3.1).

Покажемо виконання першої двоточкової умови (3.2) в точцi t = 0:

A1

(
∂

∂x

)
U(0, x)+A2

(
∂

∂x

)
∂U

∂t
(0, x) =

= A1

(
∂

∂x

)
ϕ0

(
∂

∂ν

) {
1 · eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

+

+ A2

(
∂

∂x

)
ϕ0

(
∂

∂ν

) {
0 · eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

=

= ϕ0

(
∂

∂ν

){
eν·x
}∣∣∣

ν=O
= ϕ0(x)

{
eν·x
}∣∣∣

ν=O
= ϕ0(x).

Тепер доведемо, що функцiя вигляду (3.21) задовольняє другу двоточ-

кову умову (3.2) в точцi t = h, використавши при цьому тотожнiсть (3.20):

B1

(
∂

∂x

)
U(h, x) +B2

(
∂

∂x

)
∂U

∂t
(h, x) =

= B1

(
∂

∂x

){
ϕ0

(
∂

∂ν

) {
T0(h, ν)eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

}
+

+B2

(
∂

∂x

){
ϕ0

(
∂

∂ν

) { dT0

dt (h, ν)eν·x

A1(ν)

}∣∣∣∣∣
ν=O

}
=

= B1

(
∂

∂x

)
T0

(
h, ∂∂x

)
A1

(
∂
∂x

) ϕ0(x) +B2

(
∂

∂x

) dT0

dt

(
h, ∂∂x

)
A1

(
∂
∂x

) ϕ0(x) =

=
1

A1

(
∂
∂x

) {B1

(
∂

∂x

)
T0

(
h,

∂

∂x

)
+B2

(
∂

∂x

)
dT0

dt

(
h,

∂

∂x

)}
ϕ0(x) =

=
1

A1

(
∂
∂x

)A1

(
∂

∂x

)
ϕ1(x) = ϕ1(x).

Теорему доведено.

Теорема 3.6. Нехай для задачi (3.1), (3.2) ∆(ν) ≡ 0 на Cs i A2(ν) 6≡ 0.

Якщо для ненульового квазiполiнома ϕ0 зKN , де N = {ν ∈ Cs: A2(ν) 6= 0},
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на Rs справджується тотожнiсть

A−1
2

(
∂

∂x

){
B1

(
∂

∂x

)
T1

(
h,

∂

∂x

)
+B2

(
∂

∂x

)
dT1

dt

(
h,

∂

∂x

)}
ϕ0(x) ≡ ϕ1(x),

(3.22)

то розв’язок задачi (3.1), (3.2) у класi KC, N iснує. Цей розв’язок задачi

можна знайти за формулою

U (t, x) = ϕ0

( ∂
∂ν

){T1(t, ν)eν·x

A2(ν)

}∣∣∣∣
ν=O

. (3.23)

Доведення. Для доведення теореми треба провести аналогiчнi мiрку-

вання, що й при доведеннi теореми 3.5.

Зауважимо, що умова |A1 (ν)|2 + |A2 (ν)|2 6= 0 для всiх ν ∈ Cs справ-

джується, зокрема, якщо A1(ν) = A1 або A2(ν) = A2, де A1, A2 ∈ C\{0}.

Теорема 3.7. Нехай для задачi (3.1), (3.2) ∆(ν) ≡ 0 на Cs i A1(ν) =

A1 ∈ C\{0}. Якщо на Rs для ϕ0 ∈ Ap′ справджується тотожнiсть{
B1

(
∂

∂x

)
T0

(
h,

∂

∂x

)
+B2

(
∂

∂x

)
dT0

dt

(
h,

∂

∂x

)}
ϕ0(x) ≡ A1ϕ1(x),

(3.24)

то розв’язок задачi (3.1), (3.2) у класi Ap′ iснує. Цей розв’язок задачi мож-

на знайти за формулою

U (t, x) =
1

A1
ϕ0

( ∂
∂ν

){
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

. (3.25)

Доведення. Оскiльки p ∈ [1; +∞] – порядок цiлої функцiї T0(t, ν)eν·x

за сукупнiстю змiнних ν1, . . . , νs i ϕ0 ∈ Ap′, то дiя ϕ0

(
∂
∂ν

)
на T0(t, ν)eν·x є

коректною i пiсля покладання ν = O визначає цiлу функцiю з Ap′ [27]. За-

уважимо, що для цiлої функцiї ϕ0 (x) з класу Ap′ диференцiальний вираз

ϕ0

(
∂
∂ν

)
визначаємо шляхом замiни у розвиненнi цiєї функцiї в ряд Макло-

рена вектор-змiнної x на ∂
∂ν .

Те, що функцiя (3.25) задовольняє рiвняння (3.1) та умови (3.2), дово-

диться аналогiчно, як у теоремi 3.5.



102

Теорема 3.8. Нехай для задачi (3.1), (3.2) ∆(ν) ≡ 0 на Cs i A2(ν) =

A2 ∈ C\{0}. Якщо на Rs для ненульової функцiї ϕ0 з Ap′ справджується

тотожнiсть{
B1

(
∂

∂x

)
T1

(
h,

∂

∂x

)
+B2

(
∂

∂x

)
dT1

dt

(
h,

∂

∂x

)}
ϕ0(x) ≡ A2ϕ1(x),

(3.26)

то розв’язок задачi (3.1), (3.2) у класi Ap′ iснує. Цей розв’язок задачi мож-

на знайти за формулою

U (t, x) =
1

A2
ϕ0

( ∂
∂ν

){
T1(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

. (3.27)

Доведення. Доведення є аналогiчним до доведення теореми 3.7.

Зауваження 3.1. Якщо A1(ν) 6≡ 0, A2(ν) 6≡ 0 i ∆(ν) ≡ 0 на Cs, то

тотожностi (3.20) та (3.22) для ϕ0(x) з KM∩N збiгаються, а обидвi формули

(3.21) та (3.23) визначають розв’язки задачi (3.1), (3.2) у класi KC,M∩N ,

якi вiдрiзняються мiж собою на елементи ядра задачi. Справдi, для рiзницi

V (t, x) розв’язкiв задачi (3.1), (3.2), обчислюваних за формулами (3.21) та

(3.23), маємо:

V (t, x) = ϕ0

(
∂

∂ν

) {(
T0(t, ν)

A1(ν)
− T1(t, ν)

A2(ν)

)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=O

=

= ϕ0

(
∂

∂ν

) {
A2(ν)T0(t, ν)− A1(ν)T1(t, ν)

A1(ν)A2(ν)
eν·x
}∣∣∣∣

ν=O

=

= ψ

(
∂

∂ν

) {[
A2(ν)T0(t, ν)− A1(ν)T1(t, ν)

]
eν·x
}∣∣∣

ν=O
,

де A1(
∂
∂x)A2(

∂
∂x)ψ(x) = ϕ0(x).

У роздiлi 2 показано, що для довiльної ненульової функцiї ψ(x) з Ap′

формула

V (t, x) = ψ

(
∂

∂ν

) {[
A2(ν)T0(t, ν)− A1(ν)T1(t, ν)

]
eν·x
}∣∣∣

ν=O

визначає нетривiальнi елементи ядра задачi (3.1) та (3.2).

Розглянемо деякi приклади двоточкових задач (3.1) та (3.2). На пiдста-

вi теорем 3.5 – 3.8 встановимо умови розв’язностi цих задач та у випадку



103

iснування розв’язкiв задачi побудуємо їх у класах цiлих та неперервно ди-

ференцiйовних функцiй за вказаними формулами (3.21) та (3.23), (3.25) та

(3.27).

Приклад 3.7. У просторi змiнних t ∈ R, x ∈ R2 дослiдимо iснування

розв’язкiв задачi[
∂2

∂t2
+ 2

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
∂

∂t
+ 1 +

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)2
]
U(t, x) = 0, (3.28)

(
∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U (0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = ϕ0 (x) ,(

∂

∂x1
+

∂

∂x2

)
U (π, x) +

∂U

∂t
(π, x) = ϕ1 (x) .

(3.29)

∇ Задача (3.28), (3.29) є задачею (3.1), (3.2), в якiй a (ν) = ν1 + ν2,

b(ν) = 1 + (ν1 +ν2)
2, ν = (ν1, ν2), A1(ν) = B1(ν) = ν1 +ν2, A2(ν) = B2(ν) =

1, h = π, s = 2, p = 1.

Вiдповiдну однорiдну задачу (2.56), (2.57) дослiджено у роздiлi 2 (прик-

лад 2.7). Встановлено, що характеристичний визначник задачi (2.56), (2.57)

тотожньо рiвний нулю.

Для дослiдження розв’язностi задачi (3.28), (3.29) у класi A∞ засто-

суємо теорему 3.8, оскiльки A2(ν) = 1.

Тотожнiсть (3.26) набуває вигляду

dT1

dt

(
π,

∂

∂x

)
ϕ0(x) ≡ ϕ1(x)

або

−e(− ∂
∂x1
− ∂
∂x2

)πϕ0(x) ≡ ϕ1(x),

звiдки отримуємо умову iснування розв’язку задачi (3.28), (3.29):

−ϕ0(x1 − π, x2 − π) ≡ ϕ1(x1, x2). (3.30)

Для знаходження розв’язку задачi (3.28), (3.29), (3.30) застосуємо фор-

мулу (3.27), яка набуває вигляду

U (t, x) = ϕ0

( ∂
∂ν

){
e−(ν1+ν2)t+ν·x sin t

}∣∣∣
ν=O

.
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З цього зображення за допомогою диференцiально-символьного методу

отримуємо розв’язок задачi (3.28), (3.29), (3.30) у виглядi

U(t, x) = ϕ0(x1 − t, x2 − t)sin t. (3.31)

Зауважимо, що формула (3.31) визначає розв’язок задачi (3.28), (3.29),

(3.30) не лише для ϕ0 ∈ A∞, але й для довiльної двiчi неперервно дифе-

ренцiйовної на R2 функцiї ϕ0(x). Вiдзначимо також, що розв’язок задачi

(3.28), (3.29), (3.30) вигляду (3.31) у класi A∞ не є єдиним. Сума (3.31) з

довiльним елементом ядра задачi (3.28), (3.29), тобто розв’язками задачi

(2.56), (2.57) вигляду (див. приклад 2.7)

U(t, x) = ϕ(x1 − t, x2 − t) cos t,

де ϕ(x) ∈ C2(R2) функцiя, є також розв’язком задачi (3.28), (3.29), (3.30).

4

Приклад 3.8. Дослiдимо умови iснування розв’язку двоточкової зада-

чi в областi змiнних t ∈ R, x ∈ R3 для однорiдного диференцiально-функ-

цiонального рiвняння

∂2

∂t2
U (t, x1, x2, x3) + 2

∂

∂t
U (t, x1 + 3, x2 − 1, x3 + 1) +

+ U (t, x1, x2, x3) + U (t, x1 + 6, x2 − 2, x3 + 2) = 0 (3.32)

з неоднорiдними локальними умовами

U(0, x) +
∂2U

∂t∂x1
(0, x) = ϕ0 (x) , U(π, x) +

∂2U

∂t∂x1
(π, x) = ϕ1 (x) . (3.33)

∇ Диференцiально-функцiональне рiвняння (3.32) запишемо у виглядi

диференцiального рiвняння нескiнченного порядку[
∂2

∂t2
+ 2e3 ∂

∂x1
− ∂
∂x2

+ ∂
∂x3

∂

∂t
+ 1 + e6 ∂

∂x1
−2 ∂

∂x2
+2 ∂

∂x2

]
U (t, x) = 0.

Тодi маємо a (ν) = e3ν1−ν2+ν3, b (ν) = 1+e6ν1−2ν2+2ν3, ν = (ν1, ν2, ν3), A1 (ν) =

B1 (ν) = 1, A2 (ν) = B2 (ν) = ν1, s = 3, h = π, p =∞.
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Нормальна фундаментальна система в точцi t = 0 розв’язкiв звичайно-

го диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2e3ν1−ν2+ν3

d

dt
+ 1 + e6ν1−2ν2+2ν3

]
T (t, ν) = 0

має вигляд

T0 (t, ν) = e−t e
3ν1−ν2+ν3

[
e3ν1−ν2+ν3 sin t+ cos t

]
,

T1 (t, ν) = e−t e
3ν1−ν2

sin t.

Обчислимо характеристичний визначник задачi (3.32), (3.33): ∆ (ν) ≡ 0

на C3. Оскiльки A1(ν) = 1, то для дослiдження розв’язностi задачi (3.32),

(3.33) у класi A1 застосуємо теорему 3.7.

Тотожнiсть (3.24) набуває вигляду

T0

(
π,

∂

∂x

)
ϕ0(x) ≡ ϕ1(x)

або

−e−π e
3 ∂
∂x1
− ∂
∂x2

+ ∂
∂x3ϕ0(x) ≡ ϕ1(x). (3.34)

Виконання тотожностi (3.34) для цiлих функцiй експоненцiйного типу

ϕ0 та ϕ1 – це умова iснування розв’язку задачi (3.32), (3.33).

Побудуємо розв’язки задачi (3.32), (3.33), (3.34) для цiлої функцiї експо-

ненцiйного типу ϕ0 (x) = ex1+2x2−x3. Функцiя ϕ1(x) згiдно з тотожнiстю

(3.34) має вигляд

ϕ1(x) = −e−π e
3 ∂
∂x1
− ∂
∂x2

+ ∂
∂x3 ex1+2x2−x3 = −ex1+2x2−x3−π.

Розв’язок задачi (3.32), (3.33), (3.34) знаходимо за формулою (3.25):

U (t, x) =
1

A1
e

∂
∂ν1

+2 ∂
∂ν2
− ∂
∂ν3

{
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

=

= T0 (t, 1, 2,−1) ex1+2x2−x3 = ex1+2x2−x3−t (sin t+ cos t) .

Оскiльки ϕ0(x) є квазiполiномом з класу KC\{0}, то розв’язок задачi

(3.32), (3.33), (3.34) можна знайти також за формулою (3.23):

U (t, x) = e
∂
∂ν1

+2 ∂
∂ν2
− ∂
∂ν3

{
T1 (t, ν)

ν1
eν·x
}∣∣∣∣

ν=O

=
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= T1 (t, 1, 2,−1) ex1+2x2−x3 = ex1+2x2−x3−t sin t.

Зауважимо, що рiзниця знайдених розв’якiв задачi (3.32), (3.33), (3.34),

у якiй ϕ0 (x) = ex1+2x2−x3, є функцiя вигляду

U(t, x) = ex1+2x2−x3−t cos t,

яка належить до ядра задачi (3.32), (3.33).

Розглянемо ще один випадок, коли ϕ0 (x) = 1+2x1−x2. Згiдно з умовою

iснування розв’яку задачi (3.32), (3.33) знайдемо вигляд функцiї ϕ1 (x):

ϕ1 (x) = −e−πe
3 ∂
∂x1
− ∂
∂x2

+ ∂
∂x3ϕ0 (x) =

{
(−e−πe3ν1−ν2+ν3

)
∣∣∣
ν=O

+

+
∂

∂ν1
(−e−πe3ν1−ν2+ν3

)
∣∣∣
ν=O

∂

∂x1
+

∂

∂ν2
(−e−πe3ν1−ν2+ν3

)
∣∣∣
ν=O

∂

∂x2
+

+
∂

∂ν3
(−e−πe3ν1−ν2+ν3

)
∣∣∣
ν=O

∂

∂x3
+ . . .

}
ϕ0(x) =

= −e−π
{

1−3π
∂

∂x1
+π

∂

∂x2
−π ∂

∂x3
+. . .

}
(1+2x1−x2) = −e−π(1+2x1−x2−7π).

Розв’язок задачi (3.32), (3.33), у якiй ϕ0 (x) = 1 + 2x1 − x2, ϕ1 (x) =

−e−π(1 + 2x1 − x2 − 7π) знайдемо за формулою (3.25):

U (t, x) =

(
1 + 2

∂

∂ν1
− ∂

∂ν2

){
T0(t, ν)eν·x

}∣∣∣
ν=O

=

= (1 + 2x1 − x2)T0(t, O) + 2
∂T0

∂ν1
(t, O)− ∂T0

∂ν2
(t, O) =

= e−t
[
(8 + 2x1 − x2 − 7t) sin t+ (1 + 2x1 − x2 − 7t) cos t

]
.

Зауважимо, що формула (3.27) для знаходження розв’язку задачi (3.32),

(3.33) у випадку полiномного вигляду ϕ0(x) є незастосовною. 4

Приклад 3.9. Дослiдимо розв’язнiсть задачi:[
∂2

∂t2
+ 2

∂2

∂t∂x
+ 4 +

∂2

∂x2

]
U(t, x) = 0, (t, x) ∈ R2, (3.35)(

1− ∂

∂x

)
U(0, x) +

(
1 +

∂

∂x

)
∂U

∂t
(0, x) = ϕ0 (x) ,(

1− ∂

∂x

)
U(π, x) +

(
1 +

∂

∂x

)
∂U

∂t
(π, x) = ϕ1 (x) , x ∈ R.

(3.36)



107

∇ Дана задача є задачею (3.1), (3.2), в якiй a (ν) = ν, b(ν) = 4 + ν2,

A1(ν) = B1(ν) = 1− ν, A2(ν) = B2(ν) = 1 + ν, s = 1, h = π, p = 1.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв в точцi t = 0 звичайно-

го диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2ν

d

dt
+ 4 + ν2

]
T (t, ν) = 0

має вигляд

T0 (t, ν) = e−νt
{
ν

sin[2t]

2
+ cos[2t]

}
, T1 (t, ν) = e−νt

sin[2t]

2
.

Характеристичний визначник задачi (3.35), (3.36) є тотожним нулем.

З’ясуємо умови iснування розв’язку задачi вiдповiдно до теорем 3.5 та 3.6.

Тотожностi (3.20) та (3.22) збiгаються i мають такий вигляд:

e−π
d
dxϕ0(x) ≡ ϕ1(x).

Отже, розв’язок задачi (3.35), (3.36) iснує, якщо справджується умова

ϕ0(x− π) ≡ ϕ1(x). (3.37)

Розв’язок задачi (3.35), (3.36), (3.37) можна знаходити за формулами

(3.21) та (3.23), якi набувають вигляду

U (t, x) = ϕ0

(
∂

∂ν

) {
T0(t, ν)eνx

1− ν

}∣∣∣∣
ν=0

, (3.38)

U (t, x) = ϕ0

(
∂

∂ν

) {
T1(t, ν)eνx

1 + ν

}∣∣∣∣
ν=0

. (3.39)

При цьому формули (3.38) та (3.39) є застосовними для ϕ0 ∈ KC\{1} та

ϕ0 ∈ KC\{−1} вiдповiдно.

Якщо, наприклад, ϕ0(x) = x за формулами (3.38) та (3.39) вiдповiдно

знаходимо такi розв’язки задачi (3.35), (3.36), (3.37):

U1(t, x) = xT0(t, 0) +
∂T0

∂ν
(t, 0) + T0(t, 0) = (x+ 1− t) cos[2t] +

sin[2t]

2
,
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U2(t, x) = xT1(t, 0) +
∂T1

∂ν
(t, 0)− T1(t, 0) = (x− 1− t)sin[2t]

2
.

Зауважимо, що рiзниця знайдених розв’язкiв

U1(t, x)− U2(t, x) = (x+ 1− t) cos[2t]− (x− 2− t)sin[2t]

2

є елементом ядра задачi (3.35), (3.36). 4
Розглянемо випадок, коли в умовах (3.2) ϕ0, ϕ1 ∈ KM i множина M є

непорожньою i не збiгається з Cs. У цьому разi умови iснування i єдиностi

розв’язку задачi (3.1), (3.2), сформульованi у теоремi 3.2, не виконуються.

Виявляється все ж, що розв’язок задачi (3.1), (3.2) iснує, але не є єдиним

у класi квазiполiномiв KC,M , оскiльки задача згiдно з теоремами 2.2, 2.3,

2.4 має нетривiальне ядро.

Якщо ϕ0, ϕ1 ∈ KM , то з використанням елементiв ядра задачi можна

вказати новi формули, вiдмiннi вiд (3.5), за допомогою яких будуть знахо-

дитися розв’язки задачi. Покажемо це на конкретних прикладах.

Приклад 3.10. Розглянемо двоточкову задачу (3.13), у якiй

ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = ex1+2x2.

∇ Оскiльки ϕ0, ϕ1 6∈ KC3\M , де M =
{
ν ∈ C3 : ν3 = 0

}
, то формула

(3.5), очевидно, є непридатною. Цю формулу будемо
”
пiдправляти” роз-

в’язками вiдповiдної однорiдної задачi – задачi (2.59) (випадок 3 прикладу

2.8 роздiлу 2), зокрема, функцiями вигляду

Φ1(t, x, ν) = c1(ν)(1− t)eν1ν2t+ν1x1+ν2x2,

Φ2(t, x, ν) = c2(ν)(1− t)eν1ν2(t−1)+ν1x1+ν2x2,

якi одержуються з функцiї (2.60) при ϕ = c1(ν) та ϕ = c2(ν)e−ν1ν2 вiдпо-

вiдно. За рахунок цих елементiв ядра задачi можна запропонувати таку

формулу для знаходження розв’язку задачi (3.13) у випадку ϕ0, ϕ1 ∈ KM :

U(t, x) = (1− t)ϕ0

(
∂

∂ν

) {
eν1ν2t+ν1x1+ν2x2

e−ν3t+ν3x3 − 1

ν3

}∣∣∣∣
ν=O

+



109

+ϕ1

(
∂

∂ν

) {
eν1ν2(t−1)+ν1x1+ν2x2

e−ν3(t−1)+ν3x3 [(ν3 + 1)t− 1]− (t− 1)

ν3

}∣∣∣∣
ν=O

.

Зокрема, для ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = ex1+2x2 знаходимо

U(t, x) = (1− t)
{
eν1ν2t+ν1x1+ν2x2

e−ν3t+ν3x3 − 1

ν3

}∣∣∣∣
ν=O

+

+

{
eν1ν2(t−1)+ν1x1+ν2x2

e−ν3(t−1)+ν3x3 [(ν3 + 1)t− 1]− (t− 1)

ν3

}∣∣∣∣
ν1=1,ν2=2,ν3=0

=

= (1− t) lim
ν3→0

e−ν3t+ν3x3 − 1

ν3
+

+e2(t−1)+x1+2x2 lim
ν3→0

e−ν3(t−1)+ν3x3 [(ν3 + 1)t− 1]− (t− 1)

ν3
=

= (1− t)(x3 − t) + e2(t−1)+x1+2x2

{
t+ (t− 1)(x3 − t+ 1)

}
.

Зауважимо, що знайдений розв’язок задачi не є єдиним, оскiльки у класi

квазiполiномiв KC,M iснують нетривiальнi елементи ядра задачi, наприк-

лад, вигляду U(t, x) = A(1 − t), де A ∈ C\{0} (див. приклад 2.8), тобто

розв’язками задачi (3.13), в якiй ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = ex1+2x2 у класi KC,M

також є однопараметрична множина функцiй

U(t, x) = (1− t)(A+ x3 − t) + e2(t−1)+x1+2x2

{
t+ (t− 1)(x3 − t+ 1)

}
,

де A ∈ C\{0}. 4

Висновки до роздiлу 3

У роздiлi доведено, що задача для однорiдного рiвняння iз частинни-

ми похiдними другого порядку за часовою змiнною, за якою задано не-

однорiднi локальнi двоточковi умови, та загалом нескiнченного порядку

за просторовими змiнними може не мати розв’язку, якщо характеристич-

ний визначник задачi ∆(ν) тотожно дорiвнює нулевi. В iншому випадку

видiлено класи цiлих функцiй як класи iснування та єдиностi розв’язку за-

дачi, а також запропоновано диференцiально-символьний метод побудови
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розв’язку. У класах iснування розв’язкiв задачi запропоновано формули

для знаходження цих розв’язкiв. Подано приклади застосування методу.

Основнi результати, поданi в даному роздiлi, опублiковано в працях

[66,68,128], а також додатково висвiтлено в [131].
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РОЗДIЛ 4

ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ НЕОДНОРIДНОГО

РIВНЯННЯ З ОДНОРIДНИМИ УМОВАМИ

У цьому роздiлi дослiджено розв’язнiсть задачi для неоднорiдного рiв-

няння з частинними похiдними другого порядку за часовою змiнною та

загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними з однорiдними

локальними двоточковими умовами. У класах цiлих функцiй встановле-

но умови iснування та єдиностi розв’язку задачi. Знайдено також умови

iснування та неiснування розв’язку задачi залежно вiд множини нулiв ха-

рактеристичного визначника. У випадку iснування розв’язкiв задачi запро-

поновано диференцiально-символьний метод їх побудови.

4.1. Формулювання задачi.

У просторi R1+s, де s ∈ N, змiнних t та x = (x1, . . . , xs) дослiдимо

розв’язнiсть двоточкової задачi

L
( ∂
∂t
,
∂

∂x

)
U(t, x) ≡ ∂2U

∂t2
+ 2 a

( ∂
∂x

)∂U
∂t

+ b
( ∂
∂x

)
U = f(t, x), (4.1)

l0∂U(t, x) ≡ A1

( ∂
∂x

)
U(0, x) + A2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(0, x) = 0,

l1∂U(t, x) ≡ B1

( ∂
∂x

)
U(h, x) +B2

( ∂
∂x

)∂U
∂t

(h, x) = 0, h > 0.

(4.2)

У рiвняннi (4.1) f(t, x) – задана цiла ненульова функцiя.
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4.2. Однозначна розв’язнiсть задачi у класi цiлих функцiй

Якщо для довiльного ν ∈ Cs виконується умова ∆ (ν) 6= 0, то функцiї

T̃0 (t, ν) та T̃1 (t, ν) визначаються однозначно i мають вигляд

T̃0 (t, ν)=
e−a(ν)(t+h)

∆ (ν)

[(
B1(ν)−a(ν)B2(ν)

)sinh [(h−t)D(ν)]

D(ν)
+

+B2(ν) cosh [(h− t)D(ν)]

]
,

T̃1 (t, ν) =
e−a(ν)t

∆ (ν)

[(
A1(ν)− a(ν)A2(ν)

)sinh [tD(ν)]

D(ν)
−

−A2(ν) cosh [tD(ν)]

]
,

(4.3)

де D(ν) =
√
a2(ν)− b(ν).

Розглянемо функцiю

G (t, λ, ν) =
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
, (4.4)

яка є розв’язком задачi Кошi

L

(
d

dt
, ν

)
G = eλt,

G
∣∣∣
t=0

= 0,
∂G

∂t

∣∣∣
t=0

= 0,

а тому є цiлою [104] за параметром λ ∈ C та вектор-параметром ν ∈ Cs.

Поряд з функцiєю (4.4) розглянемо ще одну функцiю вигляду

F (t, λ, ν) =

=
eλt − [A1(ν) + λA2(ν)] T̃0 (t, ν)− [B1(ν) + λB2(ν)] eλhT̃1 (t, ν)

L (λ, ν)
. (4.5)

де T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) – функцiї (4.3).
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Лема 4.1. Для функцiї (4.5) правильним є таке зображення:

F (t, λ, ν) = G (t, λ, ν)−

−
{
B1(ν)G (h, λ, ν) +B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

}
T̃1 (t, ν) . (4.6)

Доведення. Зi спiввiдношень (3.4) знаходимо

T0 (t, ν) = A1(ν)T̃0 (t, ν) + d0(h, ν)T̃1 (t, ν) ,

T1 (t, ν) = A2(ν)T̃0 (t, ν) + d1(h, ν)T̃1 (t, ν) .

(4.7)

Тодi маємо

(A1(ν) + λA2(ν)) T̃0 (t, ν) =

= T0 (t, ν) + λT1 (t, ν)−
[
d0(h, ν) + λd1(h, ν)

]
T̃1 (t, ν) .

Використовуючи останню рiвнiсть, зробимо наступнi перетворення над

F (t, λ, ν):

F (t, λ, ν) =
1

L(λ, ν)

{
eλt − T0(t, ν)− λT1(t, ν)+

+
[
d0(h, ν) + λd1(h, ν)

]
T̃1(t, ν)− [B1(ν) + λB2(ν)] eλhT̃1(t, ν)

}
=

= G(t, λ, ν)− 1

L(λ, ν)

{
B1(ν)

[
eλh − T0(h, ν)− λT1(h, ν)

]
+

+ B2(ν)

[
λeλh − ∂T0

∂t
(h, ν)− λ∂T1

∂t
(h, ν)

]}
T̃1(t, ν) =

= G (t, λ, ν)−
{
B1(ν)G (h, λ, ν) +B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

}
T̃1 (t, ν) .

Лему доведено.

Лема 4.2. Функцiя F (t, λ, ν) є квазiполiномом за t та цiлою за пара-

метром λ та вектор-параметром ν.

Доведення. Функцiї T̃0 (t, ν) та T̃1 (t, ν) є квазiполiномами за t, тому iз

зображення (4.6) випливає, що F (t, λ, ν) є також квазiполiномом за цiєю

ж змiнною.
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З вигляду (4.5) для функцiї F (t, λ, ν) i того, що T̃0 (t, ν) , T̃1 (t, ν) та

G (t, λ, ν) є цiлими за параметром λ ∈ C та вектор-параметром ν ∈ Cs вiд-

повiдно, випливає, що F (t, λ, ν) є також цiлою за параметром λ та вектор-

параметром ν ∈ Cs.

Лему доведено.

Нехай p ∈ [1; +∞] – порядок цiлої функцiї F (t, λ, ν) eν·x за сукупнiстю

змiнних ν1, ν2, . . . , νs.

Теорема 4.1. Якщо f ∈ Ap′ i для довiльного ν ∈ Cs виконується

умова ∆(ν) 6= 0, то у класi Ap′ iснує єдиний розв’язок задачi (4.1), (4.2).

Цей розв’язок можна подати у виглядi

U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
F (t, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

, (4.8)

де F (t, λ, ν) – функцiя (4.5).

Доведення. Нехай f (t, x) – цiла функцiя, що належить до класу Ap′.

Визначимо диференцiальний вираз f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

)
як диференцiальний вираз

загалом нескiнченного порядку через вiдповiдний ряд Маклорена, замiню-

ючи у розвиненнi функцiї f (t, x) змiнну t та вектор-змiнну x вiдповiдно на
∂
∂λ та ∂

∂ν . Тодi вираз (4.8) є рядом, що визначає цiлу функцiю U (t, x), яка

для кожного фiксованого t є цiлою функцiєю класу Ap′ [27], тобто U (t, x)

належить до класу Ap′. Таке твердження випливає з того, що функцiя

F (t, λ, ν) eν·x, на яку дiє диференцiальний вираз, є цiлою першого порядку

за λ та порядку p за сукупнiстю змiнних ν1, . . . , νs.

Покажемо, що цiла функцiя (4.8) задовольняє рiвняння (4.1):

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U (t, x) =

= L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
F (t, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

){
F (t, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) {
eν·xL

(
d

dt
, ν

)
F (t, λ, ν)

}∣∣∣∣
λ=0, ν=O

.
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Оскiльки функцiї (3.4) задовольняють рiвняння (3.3), то

L

(
d

dt
, ν

)
F (t, λ, ν) =

= L

(
d

dt
, ν

)
1

L (λ, ν)

{
eλt −

(
A1(ν) + λA2(ν)

)
T̃0 (t, ν) −

−
(
B1(ν) + λB2(ν)

)
eλhT̃1 (t, ν)

}
=

=
1

L (λ, ν)

{
L

(
d

dt
, ν

)
eλt −

(
A1(ν) + λA2(ν)

)
L

(
d

dt
, ν

)
T̃0 (t, ν) −

−
(
B1(ν) + λB2(ν)

)
eλhL

(
d

dt
, ν

)
T̃1 (t, ν)

}
=

=
1

L (λ, ν)
L

(
d

dt
, ν

)
eλt = eλt.

Отже, маємо

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
eλt+ν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

= f (t, x) .

Покажемо, що функцiя (4.8) справджує умови (4.2). Використаємо для

цього такi властивостi функцiї F (t, λ, ν):

A1(ν)F (0, λ, ν) + A2(ν)
∂F

∂t
(0, λ, ν) ≡ 0,

B1(ν)F (h, λ, ν) +B2(ν)
∂F

∂t
(h, λ, ν) ≡ 0,

якi перевiряються безпосередньо.

Маємо

l0∂U(t, x) = A1

(
∂

∂x

)
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
F (0, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

+

+A2

(
∂

∂x

)
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){∂F
∂t

(0, λ, ν) eν·x
}∣∣∣

λ=0, ν=O
=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
eν·xA1(ν)F (0, λ, ν)

}∣∣∣
λ=0, ν=O

+

+f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
eν·xA2(ν)

∂F

∂t
(0, λ, ν)

}∣∣∣
λ=0, ν=O

=
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= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
eν·x
[
A1(ν)F (0, λ, ν) + A2(ν)

∂F

∂t
(0, λ, ν)

]}∣∣∣
λ=0, ν=O

≡ 0.

Аналогiчно доводиться, що функцiя (4.8) задовольняє умови (4.2) в точ-

цi t = h.

У класi Ap′ немає iнших розв’язкiв задачi (4.1), (4.2), окрiм розв’язку

(4.8), оскiльки у випадку ∆ (ν) 6= 0 ∀ν ∈ Cs вiдповiдна однорiдна задача в

Ap′ згiдно з теоремою 2.1 має лише тривiальний розв’язок.

Приклад 4.1. Знайти розв’язок двоточкової задачi[
∂

∂t
−∆3

]2

U(t, x) = f(t, x), (t, x) ∈ R4,

(
2−∆3

)
U(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0, U(1, x) = 0, x ∈ R3.

(4.9)

O Задача (4.9) є задачею (4.1), (4.2), у якiй a(ν) = −||ν||2 ≡ −(ν2
1 +

ν2
2 + ν2

3), b(ν) = a2(ν), A1(ν) = 2 − ||ν||2, A2(ν) = B1(ν) = 1, B2(ν) = 0,

h = 1, s = 3, p = 2.

Характеристичний визначник задачi (4.9), функцiї (3.4) та (4.5) мають

вигляд:

∆(ν) = e||ν||
2

,

T̃0 (t, ν) = (1− t)e||ν||2t, T̃1 (t, ν) = (2t− 1)e||ν||
2(t−1).

F (t, λ, ν)=
eλt−

(
2 + λ− ‖ν‖2

)
(1− t) e‖ν‖

2
t−eλ (2t− 1) e‖ν‖

2
(t−1)(

λ− ‖ν‖2
)2 . (4.10)

Функцiя (4.10) є цiлою за λ першого порядку та порядку p = 2 за су-

купнiстю параметрiв ν1, ν2, ν3. Якщо f ∈ A2, то за теоремою 4.1 у класi A2

iснує єдиний розв’язок задачi (4.9), який можна подати у виглядi (4.8), де

F (t, λ, ν) – функцiя (4.10).

Зокрема, для функцiї вигляду f(t, x) = tex1 з класу A2 за формулою

(4.8) знаходимо:

U(t, x) =
∂

∂λ
e

∂
∂ν1

{
F (t, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

=
∂F

∂λ
(t, 0, 1, 0, 0)ex1 =
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=
[
2 + t− 3(1− t)et − 3 (2t− 1) et−1

]
ex1.

Розв’язок задачi (4.9) за теоремою 4.1 у класi A2 є єдиним. 4

4.3. Класи квазiполiномiв як класи однозначної розв’язностi

задачi

Встановимо однозначну розв’язнiсть задачi (4.1), (4.2) у класi квазiпо-

лiномiв KC, L для деякої пiдмножини L (L 6= ∅, L 6= Cs) з простору Cs.

Зауваження 4.1. Кожному квазiполiному f ∈ KC, L вигляду

f(t, x) =
m∑
j=1

N∑
k=1

fkj (t, x) eβkt+αj ·x, m,N ∈ N, (4.11)

можна поставити у вiдповiднiсть диференцiальний вираз нескiнченного по-

рядку f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

)
, що дiє на цiлу функцiю Γ(λ, ν) за формулою

f
( ∂
∂λ
,
∂

∂ν

)
Γ(λ, ν) =

m∑
j=1

N∑
k=1

fkj

( ∂
∂λ
,
∂

∂ν

)
Γ(λ+ βk, ν + αj). (4.12)

Теорема 4.2. Нехай f ∈ KC, L, де L = Cs\M , а M – множина (2.12),

причому M 6= Cs i M 6= ∅. Тодi у класi квазiполiномiв KC, L iснує єдиний

розв’язок задачi (4.1), (4.2). Цей розв’язок можна подати у виглядi (4.8),

де F (t, λ, ν) – функцiя (4.5).

Доведення. Нехай f ∈ KC,Cs\M i має вигляд (4.11). Тодi згiдно з фор-

мулами (4.8) та (4.12) маємо:

U(t, x) =
m∑
j=1

N∑
k=1

fkj

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)
eβk

∂
∂λ+αj · ∂∂ν

{
F (t, λ, ν)eν·x

}∣∣∣∣∣
λ=0, ν=O

=

=
m∑
j=1

N∑
k=1

fkj

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
F (t, λ, ν)eν·x

}∣∣∣∣∣
λ=βk, ν=αj

.

З останнього зображення випливає, що U ∈ KC,Cs\M .

Аналогiчно як у теоремi 4.1 доводиться, що функцiя (4.8) задовольняє

рiвняння (4.1) та умови (4.2).
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Знайдений розв’язок задачi (4.1), (4.2) у класiKC,Cs\M є єдиним, оскiль-

ки у випадку ∆ (ν) 6= 0 ∀ν ∈ Cs\M вiдповiдна однорiдна задача згiдно з

теоремою 2.1 має в KC,Cs\M лише тривiальний розв’язок.

Приклад 4.2. В областi (t, x1, x2) ∈ R3 розв’язати двоточкову задачу

для диференцiально-функцiонального рiвняння

∂2U

∂t2
(t, x1, x2) + 2

∂2U

∂t∂x1
(t, x1, x2) +

∂2U

∂x2
1

(t, x1, x2 + 1) = et+x1,

∂U

∂x1
(0, x1, x2) +

∂U

∂t
(0, x1, x2) = 0, U(1, x1, x2) = 0.

(4.13)

O Задача (4.13) є задачею (4.1), (4.2), у якiй a(ν) = ν1, b(ν) = ν2
1e
ν2,

s = 2, h = 1, A1(ν) = ν1, A2(ν) = 1, B1(ν) = 1, B2(ν) = 0, f(t, x) = et+x1.

Характеристичний визначник задачi (4.13), множина M , функцiї (3.4)

та (4.10) матимуть вигляд:

∆(ν) = −e−ν1 cosh
[
ν1

√
1− eν2

]
,

M =
{
ν ∈ C2 : ν1

√
1− eν2 =

(π
2

+ πk
)
i, k ∈ Z

}
, (4.14)

T̃0 (t, ν) = −e−ν1t
sinh

[
ν1 (1− t)

√
1− eν2

]
ν1

√
1− eν2 cosh

[
ν1

√
1− eν2

] ,
T̃1 (t, ν) = e−ν1(t−1) cosh

[
ν1t
√

1− eν2

]
cosh

[
ν1

√
1− eν2

] ,
F (t, λ, ν) =

eλt − (ν1 + λ) T̃0 (t, ν)− eλT̃1 (t, ν)

λ2 + 2λν1 + eν2ν2
1

.

Оскiльки f(t, x) = et+x1 є квазiполiномом вигляду (4.11), у якомуm = 1,

N = 1, f11(t, x) = 1, β1 = 1, α1 = (1, 0) i α1 не належить до множини (4.14)

(∆(α1) = −e−1), то за формулою (4.8) обчислюємо:

U (t, x) = e
∂
∂λ+ ∂

∂ν1

{
F (t, λ, ν)eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

= F (t, 1, 1, 0)ex1 =

=
1

4

(
et − 2T̃0 (t, 1, 0)− eT̃1 (t, 1, 0)

)
ex1 =

=
1

4

(
et + 2e−t (1− t)− e2−t) ex1.
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Отже, знайдено розв’язок задачi (4.13) вигляду

U(t, x) =
1

4

(
et + 2e−t (1− t)− e2−t) ex1,

який є єдиним за теоремою 4.2 у класi квазiполiномiв KC,C2\M , де M –

множина (4.14). 4

У випадку однiєї просторової змiнної s = 1 вкажемо ще один клас

однозначної розв’язностi задачi (4.1), (4.2).

Теорема 4.3. Нехай r = inf
ν∈M
|ν|, де M – множина (2.12) при s = 1,

причому r > 0, тобто ∆(0) 6= 0. Якщо f ∈ A1,r, то у класi функцiй A1,r

iснує єдиний розв’язок задачi (4.1), (4.2), який можна подати у виглядi

(4.8).

Доведення. Згiдно з лемою 4.2 функцiя F (t, λ, ν) є цiлою за λ першого

порядку, мероморфною за ν та аналiтичною в крузiKr =
{
ν ∈ C : |ν| < r

}
,

оскiльки ∆(ν) 6= 0 для ν ∈ Kr. Тодi дiя диференцiального виразу загалом

нескiнченного порядку f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

)
, визначеного рядом Маклорена для цiлої

функцiї f (t, x) замiною t i x вiдповiдно на ∂
∂λ та ∂

∂ν , на F (t, λ, ν) eνx є ко-

ректною, якщо f ∈ A1,r [76]. Результатом такої дiї пiсля покладання λ = 0

та ν = 0 є функцiя U(t, x), яка є квазiполiномом за змiнною t i цiлою з

класу A1,r за змiнною x, тобто U ∈ A1,r.

Аналогiчно як у теоремi 4.1 доводиться, що функцiя (4.8) задовольняє

рiвняння (4.1) та умови (4.2).

У класi A1,r iнших розв’язкiв задачi (4.1), (4.2), крiм (4.8), немає, оскiль-

ки ∆(ν) 6= 0 для ν ∈ Kr i вiдповiдна однорiдна двоточкова задача у класi

A1,r згiдно з теоремою 2.2 має лише тривiальний розв’язок.

Теорему доведено.

Приклад 4.3. Розглянемо двоточкову задачу[
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2
+

1

4

]
U (t, x) = e−

t+x
2 , (t, x) ∈ R2,

U(0, x) +
∂U

∂t
(0, x) = 0, U(π, x) +

∂U

∂t
(π, x) = 0, x ∈ R.

(4.15)
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O Для задачi (4.15) як задачi (4.1), (4.2) маємо: a (ν) = 0, b (ν) = −ν2 +

1
4 , A1 (ν) = A2 (ν) = B1 (ν) = B2 (ν) = 1, h = π.

∆ (ν) =
sinh

[
π
√
ν2 − 1

4

]
√
ν2 − 1

4

(5

4
− ν2

)
, ∆(0) =

5

8
, r = inf

ν∈M
|ν| =

√
3

2
,

T̃0 (t, ν) =
1

∆(ν)


sinh

[
(π − t)

√
ν2 − 1

4

]
√
ν2 − 1

4

+ cosh
[
(π − t)

√
ν2 − 1

4

] ,

T̃1 (t, ν) =
1

∆(ν)


sinh

[
t
√
ν2 − 1

4

]
√
ν2 − 1

4

− cosh
[
t

√
ν2 − 1

4

] ,

F (t, λ, ν) =
eλt − (1 + λ)T̃0 (t, ν)− (1 + λ)eπλT̃1 (t, ν)

λ2 − ν2 + 1
4

.

Оскiльки функцiя f (t, x) = e−
t+x

2 належить до A1,
√

3/2, то згiдно з тео-

ремою 4.3 у класi цiлих функцiй A1,
√

3/2 iснує єдиний розв’язок задачi (4.15)

i його знаходимо за формулою (4.8):

U(t, x) = e−
1
2

(
∂
∂λ+ ∂

∂ν

){
F (t, λ, ν) eνx

}∣∣∣
λ=ν=0

=

= F
(
t,−1

2
,−1

2

)
e−

1
2x =

=
e−

1
2 t − (1− 1

2)T̃0

(
t,−1

2

)
− (1− 1

2)e−
1
2πT̃1

(
t,−1

2

)
1
4 −

1
4 + 1

4

e−
1
2x =

=
1

4
e−

1
2x
{
e−

1
2 − 1

2π
(π − t+ 1)− 1

2π
e−

π
2 (t− 1)

}
.

Отже, знайдений розв’язок задачi (4.15)

U(t, x) =
1

4
e−

1
2x
{
e−

1
2 − 1

2π
(π − t+ 1)− 1

2π
e−

π
2 (t− 1)

}
у класi цiлих функцiй A1,

√
3/2 є єдиним. 4
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4.4. Умови iснування та неiснування розв’язкiв задачi

Теорема 4.4. Нехай для двоточкової задачi (4.1), (4.2) виконуються

умови:

1) ∆ (ν) ≡ 0 на Cs,

2) ∃x ∈ Rs таке, що для f ∈ Ap′ справджується хоча б одна з нерiв-

ностей:

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){(
B1(ν)G (h, λ, ν)+B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
A1(ν)eν·x

}∣∣∣∣
λ=0, ν=O

6≡0,

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){(
B1(ν)G (h, λ, ν)+B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
A2(ν)eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

6≡ 0,

(4.16)

тодi розв’язок задачi (4.1), (4.2) у класi Ap′ не iснує.

Доведення. Припустимо, що iснує цiлий розв’язок U (t, x) з класу Ap′

задачi (4.1), (4.2). Позначимо U (0, x) = ϕ0 (x), ∂U∂t (0, x) = ϕ1 (x) . Функцiї

ϕ0 (x) та ϕ1 (x) належать до класу Ap′.

Подамо функцiю U (t, x) згiдно з диференцiально-символьним методом

[34] як розв’язок задачi Кошi з початковими умовами ϕ0 (x) та ϕ1 (x) та

правою частиною рiвняння f (t, x) у виглядi

U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
G (t, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

+

+
1∑
j=0

ϕj

(
∂

∂ν

){
Tj (t, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

. (4.17)

З того, що функцiя (4.17) задовольняє умови (4.2), маємо l0∂U (t, x) ≡ 0.

Оскiльки G (0, λ, ν) = ∂G
∂t (0, λ, ν) = 0, то пiдставивши функцiю (4.17) в

першу умову з (4.2), отримаємо

A1

(
∂

∂x

)
ϕ0 (x) + A2

(
∂

∂x

)
ϕ1 (x) ≡ 0.
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З другої умови (4.2) маємо

B1

(
∂

∂x

)
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
G (h, λ, ν) eν·x

}∣∣∣
λ=0,ν=O

+

+B2

(
∂

∂x

)
f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) {
∂G

∂t
(h, λ, ν) eν·x

}∣∣∣∣
λ=0,ν=O

+

+B1

(
∂

∂x

)
T0

(
h,

∂

∂x

)
ϕ0 (x) +B2

(
∂

∂x

)
dT 0

dt

(
h,

∂

∂x

)
ϕ0 (x) +

+B1

(
∂

∂x

)
T1

(
h,

∂

∂x

)
ϕ1 (x) +B2

(
∂

∂x

)
dT1

dt

(
h,

∂

∂x

)
ϕ1 (x) ≡ 0.

Двi останнi тотожностi запишемо у матричному виглядi: A1

(
∂
∂x

)
A2

(
∂
∂x

)
l1∂T0

(
t, ∂∂x

)
l1∂T1

(
t, ∂∂x

)
ϕ0 (x)

ϕ1 (x)

 =

=−

 0

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){(
B1(ν)G (h, λ, ν) +B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
eν·x
}∣∣∣

λ=0, ν=O

 .

Подiявши на останнє рiвняння матричним диференцiальним виразом l1∂T1

(
t, ∂∂x

)
−A2

(
∂
∂x

)
−l1∂T0

(
t, ∂∂x

)
A1

(
∂
∂x

)
 ,

одержимо  M
(
∂
∂x

)
ϕ0 (x)

M
(
∂
∂x

)
ϕ1 (x)

 =

=

−A2

(
∂
∂x

)
f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

) {(
B1G (h, λ, ν) +B2

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
eν·x
}∣∣∣∣

λ=0,ν=O

A1

(
∂
∂x

)
f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

) {(
B1G (h, λ, ν) +B2

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
eν·x
}∣∣∣∣

λ=0,ν=O

 .

Оператор ∆
(
∂
∂x

)
є нульовим оператором, оскiльки ∆ (ν) ≡ 0 на Cs, тому

для ∀x ∈ Rs маємо виконання двох тотожностей:

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
A2(ν)

(
B1(ν)G (h, λ, ν) +B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
eν·x
}∣∣∣

λ=0,ν=O

≡0,
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f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
A1(ν)

(
B1(ν)G (h, λ, ν)+B2(ν)

∂G

∂t
(h, λ, ν)

)
eν·x
}∣∣∣

λ=0,ν=O
≡0.

Отримали суперечнiсть з умовами (4.16).

Вкажемо конкретнi приклади двоточкових задач, розв’язки яких не

iснують.

Приклад 4.4. Розглянемо задачу з локальними двоточковими умова-

ми в просторi (t, x) ∈ R2[
∂2

∂t2
+ 2

∂2

∂t∂x
+ 1 +

∂2

∂x2

]
U (t, x) = f(t, x), (4.18)

∂U

∂x
(0, x) +

∂U

∂t
(0, x) = 0,

∂U

∂x
(π, x) +

∂U

∂t
(π, x) = 0. (4.19)

O Дана задача є задачею (4.1), (4.2), в якiй a (ν) = ν, b(ν) = ν2 + 1, h = π,

A1(ν) = B1(ν) = ν, A2(ν) = B2(ν) = 1.

Нормальна фундаментальна система розв’язкiв вiдповiдного до (4.18)

однорiдного звичайного диференцiального рiвняння має вигляд

T0 (t, ν) = e−νt [ν sin t+ cos t] , T1 (t, ν) = e−νt sin t,

а характеристичний визначник задачi є таким:

∆ (ν) =

∣∣∣∣∣∣ ν 1

−νe−πν −e−πν

∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Для задачi (4.18), (4.19) функцiя (4.4) матиме вигляд:

G (π, λ, ν) = e−νπ
eπ(λ+ν) + 1

(λ+ ν)2 + 1
,

тодi умова (4.16) – умова неiснування розв’язкiв задачi (4.18), (4.19) за-

пишеться таким чином: iснує x ∈ R таке, що виконується хоча б одна з

нерiвностей

f
( ∂
∂λ
,
∂

∂ν

){
νe−νπ (ν + λ)

e(λ+ν)π + 1

(λ+ ν)2 + 1
eνx
}∣∣∣∣

λ=0, ν=0

6= 0,

f
( ∂
∂λ
,
∂

∂ν

){
e−νπ (ν + λ)

e(λ+ν)π + 1

(λ+ ν)2 + 1
eνx
}∣∣∣∣

λ=0, ν=0

6= 0.

(4.20)
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У випадку f (t, x) = ex перша з умов (4.20) матиме вигляд:

e
∂
∂ν

{
νe−νπ (ν + λ)

eπ(λ+ν) + 1

(λ+ ν)2 + 1
eνx
}∣∣∣∣

λ=0, ν=0

=

=

{
νe−νπ (ν + λ)

eπ(λ+ν) + 1

(λ+ ν)2 + 1
eνx
}∣∣∣∣

λ=0, ν=1

=
1 + e−π

2
ex.

Оскiльки 1+e−π

2 ex 6= 0 для ∀x ∈ R, то задача (4.18), (4.19) для функцiї

f (t, x) = ex розв’язкiв у класi цiлих функцiй не має. 4

Теорема 4.5. Нехай для двоточкової задачi (4.1), (4.2) виконуються

умови:

1) ∆ (ν) ≡ 0 на Cs,

2) для ∀x ∈ Rs i f ∈ Ap′ справджується тотожнiсть:

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)(
l1ν {G (t, λ, ν) eν·x}

)∣∣∣
λ=0, ν=O

≡ 0, (4.21)

тодi розв’язок задачi (4.1), (4.2) у класi Ap′ iснує i його можна знайти за

формулою

U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) {
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
eν·x
}∣∣∣∣

λ=0, ν=O

. (4.22)

Доведення. Функцiя G (t, λ, ν) є квазiполiномом за t, цiлою за λ першо-

го порядку i порядку p за сукупнiстю параметрiв ν1, ..., νs. Для f ∈ Ap′ дiя

f
(
∂
∂λ ,

∂
∂ν

)
на G (t, λ, ν) eν·x є коректною [27] i результат дiї належить до Ap′.

Цiла функцiя (4.22) задовольняє рiвняння (4.1):

L

(
∂

∂t
,
∂

∂x

)
U (t, x) =

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) eν·x
L

(
d

dt
, ν

)(
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

)
L (λ, ν)


∣∣∣∣∣∣∣∣
λ=0,ν=O

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

){
eλt+ν·x

}∣∣∣
λ=0, ν=O

= f (t, x) .
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Крiм того, з умови G (0, λ, ν) =
∂G

∂t
(0, λ, ν) = 0 маємо

l0∂U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) (
A1

(
∂

∂x

){
G (0, λ, ν) eν·x

})∣∣∣∣
λ=0, ν=O

+

+f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) (
A2

(
∂

∂x

){
∂G

∂t
(0, λ, ν) eν·x

})∣∣∣∣
λ=0, ν=O

≡ 0.

Враховуючи рiвнiсть (4.21), покажемо, що функцiя (4.22) задовольняє

другу умову з (4.2):

l1∂U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) (
B1

(
∂

∂x

)
{G (h, λ, ν) eν·x}

)∣∣∣∣
λ=0, ν=O

+

+f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) (
B2

(
∂

∂x

){
∂G

∂t
(h, λ, ν) eν·x

})∣∣∣∣
λ=0, ν=O

=

= f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

)(
l1ν {G (t, λ, ν) eν·x}

)∣∣∣
λ=0, ν=O

≡ 0.

Встановимо умови розв’язностi двоточкової задачi (4.1), (4.2) для конк-

ретних прикладiв.

Приклад 4.5. Дослiдимо умови розв’язностi задачi (4.18), (4.19) (прик-

лад 4.4).

∇ У прикладi 4.4 показано, що характеристичний визначник задачi

(4.18), (4.19) тотожньо рiвний нулю.

Умовою iснування розв’язку задачi (4.18), (4.19) є виконання такої тотож-

ностi на R:

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) {
e−νπ (λ+ ν)

e(λ+ν)π + 1

(λ+ ν)2 + 1
eνx
}∣∣∣∣

λ=ν=0

≡ 0.

Ця тотожнiсть виконується, наприклад, якщо f (t, x) = ex−t. Справдi,

e
∂
∂ν−

∂
∂λ

{
eν(x−π) (1 + λ)

e(λ+ν)π + 1

(λ+ ν)2 + 1
eν·x
}∣∣∣∣

λ=0, ν=0

=

=

{
eν(x−π) (1 + λ)

e(λ+ν)π + 1

(λ+ ν)2 + 1
eν·x
}∣∣∣∣

λ=−1, ν=1

≡ 0.
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За теоремою 4.5 задача (4.18), (4.19) має в A∞ розв’язок, який обчис-

люється за формулою (4.22):

U (t, x) = e−
∂
∂λ+ ∂

∂ν

{
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
eνx
}∣∣∣∣

λ=ν=0

=

=

{
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
eνx
}∣∣∣∣

λ=−1, ν=1

=

=
e−t − T0 (t, 1) + T1 (t, 1)

L (−1, 1)
ex = ex−t − ex−t cos t.

Зауважимо, що даний розв’язок задачi (4.18), (4.19) не є єдиним, оскiль-

ки його знайдено з точнiстю до елементiв ядра задачi, якi є розв’язками

задачi (2.53), (2.54) (див. приклад 2.6 роздiлу 2) для випадку k = 1, h = π,

a (ν) = ν, α = 1, β = 1. Елементи ядра задачi (4.18), (4.19) – це функцiї

вигляду

U (t, x) = ϕ (x− t) cos t− ϕ(x− t) sin t+ ϕ′(x− t) sin t,

де ϕ ∈ C2(R). 4

Приклад 4.6. Дослiдимо умови iснування розв’язку двоточкової зада-

чi в областi змiнних t ∈ R, x = (x1, x2, x3) ∈ R3 для неоднорiдного дифе-

ренцiально-функцiонального рiвняння

∂2

∂t2
U (t, x) + 2

∂

∂t
U (t, x+ ω) + 2U (t, x+ ω)− U (t, x) = f (t, x) (4.23)

з однорiдними локальними умовами

U(0, x) +
∂U

∂t
(0, x) = 0, U(1, x) +

∂U

∂t
(1, x) = 0, (4.24)

де ω = (1, 1,−1).

∇ Диференцiально-функцiональне рiвняння (4.23) можна записати у

виглядi диференцiального рiвняння нескiнченного порядку[
∂2

∂t2
+ 2 eω·

∂
∂x
∂

∂t
+ 2 eω·

∂
∂x − 1

]
U (t, x) = f(t, x).
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Тодi маємо a (ν) = eω·ν, b (ν) = 2 eω·ν − 1, ν = (ν1, ν2, ν3), A1 (ν) = A2 (ν) =

B1 (ν) = B2 (ν) = 1, s = 3, h = 1, p =∞.

Нормальна фундаментальна система в точцi t = 0 розв’язкiв звичайно-

го диференцiального рiвняння[
d2

dt2
+ 2 eω·ν

d

dt
+ 2 eω·ν − 1

]
T (t, ν) = 0

має вигляд

T0(t, ν) = e−te
ω·ν
{
eω·ν

sinh [t(eω·ν − 1)]

eω·ν − 1
+ cosh [t(eω·ν − 1)]

}
,

T1(t, ν) = e−te
ω·ν sinh [t(eω·ν − 1)]

eω·ν − 1
,

(4.25)

(для eω·ν = 1, зокрема, T0(t, ν) = e−t(t+ 1), T1(t, ν) = te−t).

Для задачi (4.23), (4.24) маємо:

∆ (ν) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1

e−e
ω·ν sinh [eω·ν − 1]

eω·ν − 1
e−e

ω·ν sinh [eω·ν − 1]

eω·ν − 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≡ 0.

Умовою iснування розв’язку задачi (4.23), (4.24) є виконання для f ∈ A1

тотожностi на R3:

f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) {
eλ − e−2eω·ν+1

λ− 1 + 2eω·ν
eν·x
}∣∣∣∣

λ=0, ν=O

≡ 0. (4.26)

Умова (4.26) виконується, зокрема, якщо права частина рiвняння (4.23)

має вигляд:

f(t, x) = cos[2πt]e−t+x2+x3.

Справдi,

cos
[
2π

∂

∂λ

]
e−

∂
∂λ+ ∂

∂ν2
+ ∂
∂ν3

(
l1ν
{
G(t, λ, ν)eν·x

})∣∣∣
λ=0, ν=O

=

=
1

2

{
eν·xl1νG(t, λ, ν)

}∣∣∣
λ=2πi−1, ν=(0,1,1)

+
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+
1

2

{
eν·xl1νG(t, λ, ν)

}∣∣∣
λ=−2πi−1, ν=(0,1,1)

=

=
1

2
ex2+x3

{eλ − e−1

λ+ 1

}∣∣∣
λ=2πi−1

+
1

2
ex2+x3

{eλ − e−1

λ+ 1

}∣∣∣
λ=−2πi−1

≡ 0.

Отже, у випадку функцiї f(t, x) = cos[2πt]e−t+x2+x3 задача (4.23), (4.24)

має в A1 розв’язок, який знайдемо за формулою (4.22):

U (t, x) = f

(
∂

∂λ
,
∂

∂ν

) {
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
eν·x
}∣∣∣∣

λ=0, ν=O

=

=
1

2

{
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
eν·x
}∣∣∣∣

λ=2πi−1, ν=(0,1,1)

+

+
1

2

{
eλt − T0 (t, ν)− λT1 (t, ν)

L (λ, ν)
eν·x
}∣∣∣∣

λ=−2πi−1, ν=(0,1,1)

=

=
1

4π2
e−t+x2+x3

{
1− cos[2πt]

}
.

Зауважимо, що отриманий розв’язок задачi (4.23), (4.24) не є єдиним,

оскiльки його знайдено з точнiстю до елементiв ядра задачi вигляду

U (t, x) = ϕ (x) e−t,

де ϕ – довiльна неперервна на R3 функцiя. Елементи ядра задачi (4.23),

(4.24) знаходяться аналогiчно, як в задачi (2.51), (2.52) (приклад 2.5 роздi-

лу 2). 4

Висновки до роздiлу 4

Доcлiджено розв’язнiсть задачi для неоднорiдного рiвняння iз частин-

ними похiдними другого порядку за часовою змiнною, за якою задано

однорiднi локальнi двоточковi умови, та загалом нескiнченного порядку за

просторовими змiнними у випадку, якщо визначник задачi не є тотожним

нулем. Видiлено класи цiлих функцiй як класи iснування та єдиностi роз-

в’язку задачi, а також запропоновано диференцiально-символьний метод

побудови розв’язку.
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У випадку ∆(ν) ≡ 0 для всiх ν ∈ Cs знайдено умови iснування та

неiснування розв’язку задачi. За умови iснування розв’язку задачi вказано

спосiб його побудови.

Умови розв’язностi двоточкової задачi проiлюстровано на конкретних

прикладах.

Результати роздiлу 4 опублiковано в [67] та додатково висвiтлено в [75].
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ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню розв’язностi задач з ло-

кальними за часовою змiнною двоточковими умовами для рiвнянь iз час-

тинними похiдними другого порядку за часом та загалом нескiнченного

порядку за просторовими змiнними у просторах цiлих функцiй.

Одержано такi новi результати:

• дослiджено ядро задачi для рiвнянь iз частинними похiдними другого

порядку за часовою змiнною, за якою задано локальнi двоточковi умови,

та загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними; встановле-

но достатнi умови iснування нетривiальних розв’язкiв задачi в класах цi-

лих функцiй, а також необхiднi та достатнi умови iснування нетривiальних

квазiполiномних розв’язкiв i запропоновано диференцiально-символьний

метод їх побудови; доведено, що однорiдна задача має лише тривiальний

розв’язок у випадку, коли характеристичний визначник задачi є вiдмiнним

вiд нуля для всiх значень аргумента;

• встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку задачi для одно-

рiдного рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та

загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними з неоднорiдни-

ми локальними двоточковими умовами, а також задачi для неоднорiдного

рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та загалом

нескiнченного порядку за просторовими змiнними з однорiдними локаль-

ними двоточковими умовами у класах цiлих функцiй та у класах неперерв-

но диференцiйовних функцiй, якщо характеристичний визначник задачi

вiдмiнний вiд нуля для всiх значень аргумента, а також у класах квазiпо-

лiномiв у випадку iснування непорожньої множини нулiв характеристич-

ного визначника, яка не спiвпадає з Cs; запропоновано диференцiально-
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символьний метод побудови розв’язкiв задачi;

• за допомогою диференцiально-символьного методу дослiджено задачу

з локальними двоточковими умовами, що мiстять диференцiальнi полiно-

ми, для рiвняння iз частинними похiдними другого порядку за часом та

загалом нескiнченного порядку за просторовими змiнними у випадку, ко-

ли характеристичний визначник задачi тотожньо дорiвнює нулевi; знайде-

но умови iснування та неiснування розв’язку задачi; у випадку iснування

розв’язкiв задачi запропоновано спосiб їх побудови.

Результати дисертацiї мають теоретичний характер. Їх можна засто-

совувати у подальших теоретичних дослiдженнях задач з локальними ба-

гатоточковими умовами для рiвнянь iз частинними похiдними та систем

таких рiвнянь, а також при дослiдженнi конкретних задач практики, якi

моделюються розглянутими у дисертацiї задачами.
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