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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Елiптичнi функцiї як особливий роздiл спецiальних
функцiй посiдають центральне мiсце в математицi ще з ХIХ столiття. Теорiя
елiптичних функцiй зародилася у працях Л. Ейлера, А. Лежандра, К. Гаус-
са, Н. Абеля, К. Якобi i динамiчно розвивалась завдяки дослiдженням таких
видатних математикiв як Ф. Ейзенштейн, Ж. Лiувiлль, К. Вейєрштрасс, Б. Рi-
ман, Л. Кронекер, Ф. Фробенiус, Г. Вебер, Р. Фрiкке.

Елiптичнi функцiї, вирiзняючись неабияким багатством, рiзноманiттям та
унiверсальнiстю своїх властивостей, постiйно служили i досi служать дже-
релом натхнення та нових iдей для математикiв, а також, поєднуючи в собi
не тiльки аналiтичну, а й алгебраїчно-арифметичну, геометричну i тополо-
гiчну природу, були i є сполучною ланкою для рiзних математичних теорiй та
дисциплiн.

Теорiя елiптичних функцiй тiсно пов’язана з теорiєю локсодромних функ-
цiй, якi з’явились дещо пiзнiше i вiдомi завдяки монографiям О. Раузенбер-
гера (1884 р.) та Ж. Валiрона (1947 р.). Локсодромнi функцiї дають просту
конструкцiю елiптичних. За словами А. Кондратюка цi теорiї є дуальними.

Розвиток теорiї елiптичних функцiй у XX столiттi пов’язаний з iменами
Ф. Фуртвенглера, Т. Такагi, Е. Артiна, М. Дойрiнга, Х. Хассе, К. Шевалле,
I. Шафаревича, Г. Шiмури, С. Ленга, А. Вейля, Н. Ахiєзера, К. Чандразекха-
рана, Д. Массера.

А от щодо локсодромних функцiй, то вiдновлення iнтересу до їх вивчен-
ня вiдбулося вже в XXI столiттi, зокрема пiсля звернення до цiєї тематики
А. Кондратюка. А. Кондратюком та його учнями отримано важливi резуль-
тати в теорiї локсодромних функцiй та їх узагальнень.

Також дослiдженням локсодромних функцiй та їх застосувань в даний час
займаються Д. Кровдi, С. Кос, Т. Погани, Дж. Маркотт, М. Саломон та iншi.

Теорiєю елiптичних функцiй та їх застосувань в останнi роки також займа-
ється чимало математикiв, зокрема А. Дiентсфрей, Дж. Хуанг, Й. Чен, Ж. Ян,
М. Вальдшмiдт, Г. Пастрас та iншi.

Завдяки своїм особливим властивостям, як елiптичнi, так i локсодромнi
функцiї знайшли чимало застосувань в рiзних галузях математики (таких як
комплексний аналiз, теорiя функцiй, алгебра i теорiя чисел, геометрiя i то-
пологiя, диференцiальнi рiвняння), фiзики (класична та квантова механiка,
електротехнiка, оптика, динамiка, теорiя потенцiалiв, комп’ютерна фiзика та
iн.).

Оскiльки локсодромнi та елiптичнi функцiї володiють такими унiкальними
i водночас унiверсальними властивостями i, крiм того, мають досить широке
поле застосувань, то природнiм чином постає питання про узагальнення класiв
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елiптичних та локсодромних функцiй та дослiдження їх властивостей. Акту-
альнiсть цiєї тематики визначається не тiльки внутрiшнiми потребами теорiї,
а й вiдомими потребами сумiжних наук. Вивчення цих об’єктiв становить пев-
ний науковий iнтерес i може знайти застосування у подальших теоретичних
та прикладних дослiдженнях.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ро-
бота виконана на кафедрi математичного i функцiонального аналiзу Львiв-
ського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Результати дисертацiї
частково використанi при виконаннi завдань держбюджетної теми МА-06 Ф
"Iнварiантнi функцiональнi пiдпростори в нелiнiйних однорiдних просторах та
оберненi задачi теорiї операторiв" (номер державної реєстрацiї 0115U003250).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослi-
дження властивостей узагальнених локсодромних та узагальнених елiптичних
функцiй.

Для досягнення поставленої мети в дисертацiї потрiбно розв’язати такi зав-
дання:

− знайти i описати всi мероморфнi та голоморфнi розв’язки
функцiонального рiвняння f(qz) = pf(z), z ∈ C \ {0}, q, p ∈ C \ {0},
|q| < 1 та дослiдити їх властивостi;

− знайти i описати всi мероморфнi та голоморфнi розв’язки
функцiонального рiвняння f(qz) = R(z)f(z), z ∈ C \ {0}, q ∈ C \ {0},
|q| < 1, R − рацiональна функцiя;

− побудувати узагальнення елiптичних функцiй та знайти аналоги класи-
чних ℘, ζ i σ-функцiй Вейєрштрасса;

− встановити зв’язок мiж квазi-елiптичними та p-локсодромними функцiя-
ми.

Об’єктами дослiдження є узагальненi локсодромнi та узагальненi елiпти-
чнi функцiї, а предметом дослiджень – властивостi узагальнених локсодром-
них та узагальнених елiптичних функцiй.

Методи дослiдження. У процесi вивчення дисертацiйних задач
застосовуються методи комплексного аналiзу, теорiї функцiй, деякi прийоми
з теорiї елiптичних та локсодромних функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати отриманi в
дисертацiйнiй роботi є новими та оригiнальними.

Основнi науковi результати, що виносяться на захист:

− отримано зображення p-локсодромних функцiй;
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− дослiджено розташування нулiв та полюсiв p-локсодромної функцiї та
отримано спiввiдношення мiж їх кiлькiстю;

− доведено Жюлiа винятковiсть p-локсодромних функцiй;

− наведено зв’язок мiж модуль-локсодромними та p-локсодромними фун-
кцiями;

− введено поняття рацiонально-локсодромної функцiї шляхом розв’язку
вiдповiдного функцiонального рiвняння;

− отримано зображення рацiонально-локсодромних функцiй;

− введено поняття квазi-елiптичної функцiї та отримано аналоги деяких
класичних теорем теорiї Вейєрштрасса елiптичних функцiй;

− побудовано квазi-елiптичну функцiю Вейєрштрасса – ℘αβ, яка є безпосе-
реднiм узагальненням класичного випадку;

− знайдено аналоги ζ- та σ-функцiй Вейєрштрасса для класу квазi-
елiптичних функцiй;

− встановлено зв’язок мiж квазi-елiптичними та p-локсодромними функцi-
ями;

− наведено спiввiдношення мiж класами квазi-елiптичних та модуль-
елiптичних функцiй.

Практичне значення отриманих результатiв. Науковi результати ди-
сертацiї носять теоретичний характер i є певним внеском в теорiю мероморф-
них функцiй. Вони можуть бути використанi як у подальших дослiдженнях з
теорiї функцiй, так i у iнших роздiлах сучасної математики.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи отри-
манi її автором самостiйно.

Зi статтей, опублiкованих у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi
результати, що належать автору. Зокрема, у статтi [1] автору належать усi
результати, за винятком тих, що наведенi у роздiлi 3 згаданої статтi; у статтi
[2] автору належить лише роздiл 3. Результати з цих двох статтей, що не на-
лежать авторовi до дисертацiї не включенi. У спiльних з науковим керiвником
публiкацiях ([5]−[9]) А. Христiянину належить постановка задач та загальне
керiвництво роботою.

3



Апробацiя результатiв дисертацiї.
Усi основнi результати дисертацiї доповiдались та обговорювались на нау-

кових конференцiях, наукових семiнарах i лiтнiй школi, а саме:

1) Львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй,
у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка, Львiв,
29.10.2015 р., 5.11.2015 р., 10.05.2018 р. (керiвники: проф. О. Б. Скаскiв,
проф. I. Е. Чижиков, проф. М. В. Заболоцький, проф. П. В. Фiлевич);

2) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу" , смт. Ворохта, 24–27 лютого 2016 р.;

3) науковому семiнарi з комплексного i нелiнiйного аналiзу, у Львiвсько-
му нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка, Львiв, 23.06.2016 р.,
30.06.2016 р. (керiвник – проф. А. А. Кондратюк );

4) науковому семiнарi з комплексного аналiзу кафедри математики
"Oberseminar Funktionentheorie" у Вюрцбурзькому унiверститетi iменi
Юлiуса Максимiлiана, Вюрцбург, Нiмеччина, 8 липня 2016 р. (керiвни-
ки: проф. О. Ротт, проф. С. Рушевай);

5) всеукраїнськiй науковiй конференцiї, присвяченiй 55-рiччю кафедри ви-
щої математики Iвано-Франкiвського нацiонального технiчного унiверси-
тету нафти i газу "Прикладнi задачi математики" , Iвано-Франкiвськ, 13–
15 жовтня 2016 р.;

6) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiр-
ностей та математичного аналiзу" , смт. Ворохта, 22–25 лютого 2017 р.;

7) XII-й Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" , с. Колочава, 10–23 лип-
ня 2017 р.;

8) мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу, присвяченiй 125-
рiччю з дня народження Стефана Банаха, Львiв, 18–23 вересня 2017 р.;

9) Львiвському мiжвузiвському семiнарi з функцiонального аналiзу iменi
проф. В. Е. Лянце, у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана
Франка, Львiв, 10 жовтня 2017 р. (керiвник – проф. О. Г. Сторож).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї вiдображено у 18 наукових
публiкацiях, а саме 9 статтях (2 з яких без спiвавторiв), 4 тезах мiжнарод-
них конференцiй, 4 тезах всеукраїнських конференцiй (1 без спiвавторiв) та
1 тезах лiтньої школи. Всi статтi опублiкованi в наукових фахових видан-
нях, що задовольняють вимоги, якi передбаченi законодавством України щодо
кандидатських дисертацiй. Серед статтей є такi, що входять до мiжнародних
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науково-метричних баз, зокрема таких як Zentralblatt MATH, MathSciNet,
Scopus, Web of Science.

Структура i обсяг дисертацiї Дисертацiя складається з анотацiї (укра-
їнською та англiйською мовами), перелiку основних позначень, вступу, 4-ох
роздiлiв, висновкiв, списку лiтератури та одного додатку. Загальний обсяг ро-
боти – 127 сторiнок, обсяг списку використаних джерел налiчує 101 наймену-
вання i займає 10 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, вказанi мета, зав-
дання та методи дослiджень, пiдкреслено наукову новизну отриманих резуль-
татiв, наведено форми апробацiї одержаних результатiв, описано особистий
внесок здобувача, кiлькiсть публiкацiй, структуру та обсяг дисертацiї.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи проведено огляд лiтератури за
тематикою дисертацiї i подано огляд основних результатiв. В пiдроздiлi 1.1
зроблено аналiз лiтературних джерел, наведено необхiднi означення та теоре-
ми, пов’язанi з тематикою дослiджень i висвiтлено передумови вибору тема-
тики дисертацiї. Пiдкреслено значний вклад А. Кондратюка в розвиток теорiї
локсодромних функцiй та їх узагальнень. В пiдроздiлi 1.2 наведенi основнi
результати дослiджень.

Другий роздiл дисертацiї присвячений дослiдженню p-локсодромних
функцiй та їх властивостей, вiн складається з трьох пiдроздiлiв.

Позначимо C∗ = C \ {0}.
Означення 2.1.1. Нехай q, p ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗ функцiя f

називається p-локсодромною з мультиплiкатором q, якщо для кожно-
го z ∈ C∗ виконується рiвнiсть

f(qz) = pf(z).

Символ Lqp позначає клас p-локсодромних функцiй з мультиплiкатором q.

У пiдроздiлi 2.1 описано клас p-локсодромних функцiй та їх елементар-
нi властивостi; наведено приклади; дослiджено розташування нулiв та полю-
сiв p-локсодромної функцiї та показано, що нулi та полюси p-локсодромної
функцiї у випадку недодатного q лежать на логарифмiчнiй спiралi; знайдено
рiвняння цiєї логарифмiчної спiралi; доведено теореми про зображення ме-
роморфної та голоморфної p-локсодромної функкцiї, про кiлькiсть нулiв та
полюсiв p-локсодромної функкцiї, про Жюлiа винятковiсть функцiй з цього
класу; виконано порiвняльний аналiз та окреслено основнi вiдмiнностi мiж
локсодромними та p-локсодромними функцiями.

Позначимо Aq(R) = {z ∈ C : |q|R < |z| ≤ R}, R > 0.
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Теорема 2.1.7. Нехай f ∈ Lqp i не має нi нулiв, нi полюсiв на межi кiльця
Aq(R). Тодi кiлькiсть нулiв функцiї f у кiльцi Aq(R) дорiвнює кiлькостi її
полюсiв у кiльцi Aq(R) з урахуванням їх кратностей.

Нехай a1, ..., am i b1, ..., bm є нулями i полюсами функцiї f ∈ Lqp в кiльцi
Aq(1) вiдповiдно. Позначимо λ =

a1 · ... · am
b1 · ... · bm

.

Означення. Функцiя P : C∗ → C, що визначається рiвнiстю

P (z) = (1− z)
∞∏
n=1

(1− qnz)
(

1− qn

z

)
, q ∈ C∗, |q| < 1,

називається первинною функцiєю Шотткi-Кляйна1.
Теорема 2.1.8. Вiдмiнна вiд нуля, мероморфна в C∗ функцiя f належить

до класу Lqp, p 6= 1, тодi i лише тодi, коли iснує ν ∈ Z, таке що λ =
p

qν
i f

має вигляд

f(z) = czν
P
(
z
a1

)
· ... · P

(
z
am

)
P
(
z
b1

)
· ... · P

(
z
bm

) ,
де c – стала.

Наслiдок 2.1.9. Нехай f ∈ Lqp. Якщо f голоморфна в C∗, то f(z) ≡ 0 або
iснує k ∈ Z\{0}, таке що p = qk i f(z) = czk, де c – стала. I навпаки, голо-
морфна в C∗ функцiя вигляду f(z) = czk, де k ∈ Z\{0}, c – стала, належить
до класу Lqp.

Означення. Мероморфна в C∗ функцiя f називається Жюлiа винятко-
вою 2, якщо для деякого q, 0 < |q| < 1, сiм’я {fn}, n ∈ Z, де fn(z) = f(qnz),
є нормальною в C∗.

Через Pf позначимо множину полюсiв p-локсодромної функцiї f.
Теорема 2.1.10. Кожна функцiя f ∈ Lqp є Жюлiа винятковою в C∗ \Pf .
Пiдроздiл 2.2 присвячений дослiдженню ще одного узагальнення поняття

локсодромностi – модуль-локсодромних функцiй.
Означення 2.2.1. Нехай q ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗ функцiя f

називається модуль-локсодромною з мультиплiкатором q, якщо для
всiх z ∈ C∗

|f(qz)| = |f(z)|.
Символом |L|q позначаємо множину модуль-локсодромних функцiй з

мультиплiкатором q.

1Hellegouarch, Y.: Invitation to the Mathematics of Fermat-Wiles. Academic Press (2002).
2Montel, P.: Leçons sur les familles normales de fonctions analytiques at leurs applications. Gauthier-Villars,

Paris (1927).
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В цьому пiдроздiлi доведено Теорему 2.2.2 про зв’язок мiж модуль-локсод-
ромними та p-локсодромними функцiями.

Позначимо клас p-локсодромних функцiй з мультиплiкатором q, де p = eiα,
α ∈ R, через Lαq .

Теорема 2.2.2.
⋃
α∈R
Lαq = |L|q.

Як вiдомо, локсодромнi функцiї тiсно пов’язанi з елiптичними, тому нашим
завданням також було побудувати деяке узагальнення елiптичних функцiй.
Найпершим кроком у цьому напрямку стало вивчення так званих p-елiптичних
функцiй. Цей об’єкт розглянуто у пiдроздiлi 2.3.

Означення 2.3.1. Нехай ω1, ω2 – комплекснi числа, такi що Imω2

ω1
> 0.

Мероморфна в C функцiя g називається p-елiптичною з перiодами ω1, ω2,
якщо iснує p ∈ C∗, таке, що для всiх u ∈ C

g(u+ ω1) = g(u), g(u+ ω2) = pg(u).

У пiдроздiлi 2.3 проiлюстровано зв’язок мiж p-локсодромними та p-
елiптичними функцiями.

Iншими словами, у роздiлi 2 зроблено перший крок у напрямку знаходжен-
ня узагальнень локсодромних функцiй, а саме знайдено мероморфнi та голо-
морфнi розв’язки функцiонального рiвняння

f(qz) = p(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1

у випадку p(z) ≡ const. Природно, наступним кроком є розгляд випадку,
коли p(z) є функцiєю, не обов’язково сталою. Саме цьому присвячений третiй
роздiл, який складається з трьох пiдроздiлiв.

У пiдроздiлi 3.1 розглядаються функцiональнi рiвняння

f(qz) =
a

zm
f(z), z ∈ C∗, a ∈ C∗, m ∈ Z (3.13)

та

f(qz) =
a

(b− z)m
f(z), z ∈ C∗, a, b ∈ C∗, m ∈ Z. (3.21)

Позначимо

H(z) =
∞∏
n=0

(1− qnz), q ∈ C∗, |q| < 1.

Доведено теореми, що описують вигляд мероморфних та голоморфних
розв’язкiв рiвнянь (3.13) i (3.21).
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Теорема 3.1.6. Мероморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвняння (3.13)
тодi i лише тодi, коли

f(z) = Pm((−1)mz)g(z),

де g ∈ Lqa.
Теорема 3.1.8. Kожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.13)

можна зобразити у виглядi f(z) = Czν
m∏
j=1

P

(
z

cj

)
, де ν ∈ Z, c1, c2, . . . cm

– комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що
m∏
j=1

cj = (−1)maq−ν, а C –

стала.
Теорема 3.1.9. Якщо m – вiд’ємне цiле, то рiвняння (3.13) не має голо-

морфних в C∗ розв’язкiв.
Теорема 3.1.11. Мероморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвняння (3.21)

тодi i лише тодi, коли
f(z) = Hm

(z
b

)
g(z),

де g ∈ Lqp, p =
a

bm
.

Теорема 3.1.13. Нехай m ∈ N, a = bmqk, де k – додатне цiле. Тодi кожен
голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.21) має вигляд f(z) = CzkHm(zb), де
C – стала.

Теорема 3.1.14. Якщо m – вiд’ємне цiле, то рiвняння (3.21) не має го-
ломорфних в C∗ розв’язкiв.

Застосування результатiв пiдроздiлу 3.1 надало можливiсть знайти меро-
морфнi та голоморфнi розв’язки функцiонального рiвняння

f(qz) = p(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1

у випадку коли p(z) є рацiональною функцiєю.
Нехай R – рацiональна функцiя вiд z. Тодi R можна подати у виглядi

R(z) = Czm
(a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)
(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)

, m ∈ Z,

де a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд 0 комплекснi числа, не обов’язково
рiзнi, але такi, що ai 6= bj для всiх i, j, а C – стала.

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто рiвняння

f(qz) = R(z)f(z), z ∈ C∗. (3.27)
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i описано його мероморфнi в C∗ розв’язки. Розв’язки рiвняння (3.27) назива-
тимемо рацiонально-локсодромними функцiями . Основним результатом
пiдроздiлу 3.2 є нижче наведена теорема.

Теорема 3.2.2. Нехай a1, a2, . . . , ak та b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд нуля
комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що ai 6= bj для всiх i, j, C –
стала, m ∈ Z, g ∈ Lqp, де p = C a1a2...ak

b1b2...bl
. Тодi кожен мероморфний в C∗

розв’язок рiвняння (3.27) має вигляд

f(z) =
H( zb1 )H( zb2 ) . . . H( zbl )

H( za1
)H( za2

) . . . H( zak
)Pm((−1)mz)

g(z).

Опираючись на результати пiдроздiлу 3.1, отримуємо, що голоморфнi в C∗
розв’язки рiвняння (3.27) iснуватимуть лише за умови, що R(z) матиме такий
вигляд

R(z) =
M(z)

zm(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
,

де b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд 0 комплекснi числа, не обов’язково рiзнi,
degM(z) = 0 i m ≥ 0. Тодi рiвняння (3.27) набуде вигляду

f(qz) =
M

zm(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
f(z), (3.31)

де z ∈ C∗, M = const.

Теорема 3.3.2. Кожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.31) мож-

на записати у виглядi f(z) = Czν
l∏

i=1
H

(
z

bi

)
m∏
j=1

P

(
z

cj

)
, де C – стала, ν ∈

Z\{0}, c1, c2, . . . cm – вiдмiннi вiд нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi,

такi що M = (−1)mqν
l∏

i=1
bi

m∏
j=1

cj.

Роздiл 4 дисертацiї присвячений узагальненню теорiї Вейєрштрасса елiп-
тичних функцiй. Основним отриманим узагальненням елiптичних функцiй, є
так званi квазi-елiптичнi функцiї.

Означення 2.3.1. Нехай p = eiα, q = eiβ, де α, β ∈ R. Мероморфна в
C функцiя g називається квазi-елiптичною, якщо iснують ω1, ω2 ∈ C∗,
Imω2

ω1
> 0, такi що для всiх u ∈ C

g(u+ ω1) = pg(u), g(u+ ω2) = qg(u).

Символом QE позначаємо множину квазi-елiптичних функцiй.

9



В пiдроздiлi 4.1 висвiтлено основнi аспекти теорiї квазi-елiптичних функ-
цiй, зокрема, показано, що квазi-елiптичнi функцiї справдi є узагальненням
елiптичних; побудовано аналоги вiдомих ℘, σ та ζ-функцiй Вейєрштрасса в
теорiї квазi-елiптичних функцiй.

Позначимо

Gαβ(u) =
1

u2 +
∑
ω 6=0

(
1

(u− ω)2 −
1

ω2

)
ei(mα+nβ),

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z. Функцiя Gαβ є мероморф-

ною в C.
Нехай

Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)
eiα − 1

=
Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)
eiβ − 1

.

Якщо α = β = 0 mod 2π, то довизначимо C00 = 0.

Теорема 4.1.6. Функцiя

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ

належить до класу QE з p = eiα, q = eiβ.

Зрештою, бачимо, що ℘00 збiгається з класичною ℘-функцiєю Вей-
єрштрасса. Отже, ℘αβ справдi є узагальненням класичного випадку.

Функцiю ℘αβ, визначену таким чином, називатимемо квазi-елiптичною ℘-
функцiєю Вейєрштрасса.

Мероморфну функцiю

ζαβ(u) =
1

u
+
∑
ω 6=0

(
1

u− ω
+

1

ω
+

u

ω2

)
ei(mα+nβ),

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, ω = mω1 +nω2, m

2 +n2 6= 0, m, n ∈ Z, називатимемо
узагальненою ζ-функцiєю Вейєрштрасса.

Слiд зауважити, що у випадку α = β = 0 mod 2π, ζ00 дорiвнює класичнiй
ζ-функцiї Вейєрштрасса.

Розглянемо цiлi функцiї

σmn(u) =
(
1− u

ω

)
e

u
ω + u2

2ω2 , m2 + n2 6= 0,

i
σ00(u) = u.
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Цi функцiї ми вважаємо узагальненням σ-функцiї Вейєрштрасса для класу
квазi-елiптичних функцiй.

Вiдзначимо, що якщо розглядати добуток
∏

m,n∈Z
σmn(u), то отримаємо

класичну σ-функцiю Вейєрштрасса.
Нижче, подано рiвностi, якi демонструють зв’язок мiж узагальненими

функцiями ℘αβ, ζαβ та σmn

℘αβ(u) = −ζ ′αβ(u) + Cαβ,

ζαβ(u) =
∑
m,n∈Z

ei(mα+nβ)σ
′
mn(u)

σmn(u)
,

℘αβ(u) = Cαβ +
∑
m,n∈Z

ei(mα+nβ) (σ
′
mn(u))

2 − σ′′mn(u)σmn(u)
σ2
mn(u)

.

У пiдроздiлi 4.2 наведено ще одне узагальнення елiптичних функцiй –
модуль-елiптичнi функцiї.

Означення 4.2.1. Мероморфна в C функцiя f називається модуль-
елiптичною, якщо iснують ω1, ω2 ∈ C∗, такi що Imω2

ω1
> 0 i для всiх u ∈ C

|f(u+ ω1)| = |f(u)|, |f(u+ ω2)| = |f(u)|.

Клас модуль-елiптичних функцiй позначаємо символом |E|.
Доведено теорему про зв’язок мiж модуль-елiптичними та квазi-

елiптичними функцiями.
Теорема 4.2.2.

⋃
α∈R,β∈R

QEαβ = |E|.

ВИСНОВКИ

В дисертацiйнiй роботi розв’язано низку актуальних задач теорiї мероморф-
них функцiй. Змiст отриманих результатiв полягає в тому, що

− знайдено та описано всi мероморфнi розв’язки функцiонального рiвняння
f(qz) = pf(z), q, p ∈ C∗, |q| < 1, якi називатимемо p-локсодромними
функцiями;

− описано найпростiшi властивостi p-локсодромних функцiй;

− доведено критерiй p-локсодромностi;

− отримано зображення голоморфної p-локсодромної функцiї;
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− доведено теорему про спiввiдношення мiж кiлькiстю нулiв та полюсiв p-
локсодромної функцiї;

− дослiджено розташування нулiв та полюсiв p-локсодромної функцiї та по-
казано, що нулi та полюси p-локсодромної функцiї у випадку недодатного
q лежать на логарифмiчнiй спiралi, отримано зображення цiєї логариф-
мiчної спiралi;

− доведено Жюлiа винятковiсть p-локсодромних функцiй;

− зроблено порiвняльний аналiз та окреслено основнi вiдмiнностi мiж кла-
сичними локсодромними та p-локсодромними функцiями;

− встановлено зв’язок мiж p-локсодромними та модуль-локсодромними
функцiями, а також мiж p-локсодромними та p-елiптичними функцiями;

− знайдено i описано всi мероморфнi та голоморфнi розв’язки функцiональ-
ного рiвняння f(qz) = R(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1, де R – рацiональна
функцiя;

− введено клас квазi-елiптичних функцiй;

− показано нетривiальнiсть класу квазi-елiптичних функцiй;

− для функцiй з цього класу отримано аналоги деяких класичних теорем
теорiї елiптичних функцiй;

− побудовано квазi-елiптичну функцiю Вейєрштрасса – ℘αβ, яка є безпосе-
реднiм узагальненням класичного випадку;

− знайдено аналоги ζ- та σ-функцiй Вейєрштрасса для класу квазi-
елiптичних функцiй;

− показано зв’язок та спiввiдношення мiж узагальненими функцiями Вей-
єрштрасса ℘αβ, ζαβ та σmn;

− встановлено зв’язок мiж квазi-елiптичними та p-локсодромними функцi-
ями, а також мiж квазi-елiптичними та модуль-елiптичними функцiями,
якi є ще одним альтернативним узагальненням елiптичних функцiй.

Основнi результати дисертацiї є новими i носять завершений характер.
Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується чiткими та розлоги-

ми доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у фахових журналах i
були оприлюдненi на багатьох мiжнародних та всеукраїнських наукових кон-
ференцiях i спецiалiзованих наукових семiнарах.
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АНОТАЦIЯ

Лукiвська Дз. В. Властивостi узагальнених локсодромних та елiптичних
функцiй. − На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01 − математичний аналiз. −
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2018.

В роботi вперше введено таке поняття як p-локсодромна функцiя, доведено
критерiй p-локсодромностi, знайдено зображення голоморфної p-локсодромної
функцiї, доведено теорему про кiлькiсть нулiв та полюсiв p-локсодромної
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функцiї, знайдено вигляд логарифмiчної спiралi, на якiй розташованi ну-
лi та полюси p-локсодромної функцiї, встановлено Жюлiа винятковiсть p-
локсодромних функцiй. Також запропоновано ще одне суттєве узагальнення
поняття локсодромностi – рацiонально-локсодромнi функцiї.

Вперше введено поняття квазi-елiптичної функцiї. Побудовано аналоги вi-
домих ℘, ζ та σ-функцiй Вейєрштрасса в теорiї квазi-елiптичних функцiй,
встановлено зв’язок квазi-елiптичних функцiй з p-локсодромними функцiями.

Ключовi слова: p-локсодромна функцiя, модуль-локсодромна функ-
цiя, рацiонально-локсодромна функцiя, квазi-елiптична функцiя, модуль-
елiптична функцiя, первинна функцiя Шотткi-Кляйна, Жюлiа винятковiсть,
℘-функцiя Вейєрштрасса, ζ-функцiя Вейєрштрасса, σ-функцiя Вейєрштрасса.

АННОТАЦИЯ

Лукивська Дз. В. Свойства обобщенных локсодромических и эллипти-
ческих функций. − На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-
математических наук по специальности 01.01.01 − математический анализ.
− Львовский национальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2018.

В работе впервые введено такое понятие как p-локсодромическая функция,
доказано критерий p-локсодромичности, найдено изображение голоморфной
p-локсодромической функции, доказана теорема о количестве нулей и по-
люсов p-локсодромической функции, найдено вид логарифмической спира-
ли, на которой расположены нули и полюса p-локсодромической функции,
установлена Жюлиа исключительность p-локсодромических функций. Также
предложено еще одно существенное обобщение понятия p-локсодромичности –
рационально-локсодромические функции.

Впервые введено понятие квази-эллиптической функции. Построены
аналоги известных ℘, ζ и σ-функций Вейєрштрасса в теории квази-
эллиптических функций, установлено связь между квази-эллиптическими и
p-локсодромическими функциями.

Ключевые слова: p-локсодромическая функция, модуль-
локсодромическая функция, рационально-локсодромическая функция,
квази-эллиптическая функция, модуль-эллиптическая функция, первич-
ная функция Шоттки-Клейна, Жюлиа исключительность, ℘-функция
Вейєрштрасса, ζ-функция Вейєрштрасса, σ-функция Вейєрштрасса.

ABSTRACT

Lukivska Dz. V. The properties of generalized loxodromic and generalized
elliptic functions. − On the rights of manuscript.
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PhD Thesis for a degree in physics and mathematics, speciality 01.01.01
«Mathematical Analysis». − Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2018.

The PhD Thesis is devoted to a generalization of loxodromic and elliptic functi-
ons.

Let q ∈ C\{0}, |q| < 1. A meromorphic in C\{0} function f is said to be
loxodromic of multiplicator q if for every z ∈ C \ {0} holds f(qz) = f(z).

A meromorphic in C function g is called elliptic, if there exist ω1, ω2 ∈ C \ {0},
such that Imω2

ω1
> 0 and for every u ∈ C hold

g(u+ ω1) = g(u), g(u+ ω2) = g(u).

We introduce for the first time the notion of p-loxodromic function (a
meromorphic in C\{0} function f, such that for every z ∈ C\{0} f(qz) = pf(z)
for some fixed q, p ∈ C \ {0}, |q| < 1); the criterion of p-loxodromicity is proved;
the representation of holomorphic p-loxodromic function is found; the theorem
about the number of zeros and poles of p-loxodromic function is proved; a logarith-
mic spiral, containing zeros and poles of p-loxodromic function is found; a Julia
exceptionality of p-loxodromic functions is established.

The PhD Thesis also contains another generalization of loxodromicity, namely
rationally-loxodromic functions, i. e. meromorphic in C \ {0} functions f, such
that for some q ∈ C \ {0}, |q| < 1 and for every z ∈ C \ {0} satisfy the following
condition f(qz) = R(z)f(z), where R is a rational function.

Also, the notion of quasi-elliptic function is introduced. Let p = eiα, q = eiβ,
where α, β ∈ R. A meromorphic in C function g is called quasi-elliptic, if there
exist ω1, ω2 ∈ C \ {0}, Imω2

ω1
> 0, such that for every u ∈ C

g(u+ ω1) = pg(u), g(u+ ω2) = qg(u).

For the class of quasi-elliptic function analogues of the classic Weierstrass ℘,
ζ and σ-functions are constructed. The connection between quasi-elliptic and p-
loxodromic functions is obtained.

Additionally, the PhD Thesis also contains alternative generalizations of
loxodromic and elliptic functions, so called modulo-loxodromic and modulo-elliptic
functions. The theorems, which describe relations between the classes of modulo-
loxodromic and p-loxodromic as well as between modulo-elliptic and quasi-elliptic
functions are proved.

Key words: p-loxodromic function, modulo-loxodromic function, rationally-
loxodromic function, quasi-elliptic function, modulo-elliptic function, the Schottky-
Klein prime function, Julia exceptionality, the Weierstrass ℘-function, the Wei-
erstrass ζ-function, the Weierstrass σ-function.
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