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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Аналiтична теорiя диференцiальних рiвнянь та рiв-
нянь з частинними похiдними виникла ще в дев’ятнадцятому столiттi. Її тео-
ретичним опертям стали результати О. Кошi, С. Ковалевської, Ф. Фробенiуса,
Е. Хольмґрена. Їхнi здобутки такi, як теорема Кошi - Ковалевської про iснуван-
ня та єдинiсть задачi Кошi для рiвняння з частинними похiдними з аналiтичними
коефiцiєнтами, чи теорема Фробенiуса про iнтегровнiсть системи рiвнянь з частин-
ними похiдними (так званої системи Пфаффа) або теорема єдиностi Хольмґрена
стали основою, на якiй наступнi поколiння математикiв побудували струнку тео-
рiю. Ще тодi ж Ш. Брiо та Ж. Буке (1875) сформулювали таку задачу: „Випадки,
коли можна проiнтегрувати диференцiальне рiвняння, надзвичайно рiдкiснi i їх
варто розглядати як виняток; але ми можемо розглядати диференцiальне рiвня-
ння як визначення деякої функцiї i пропонувати вивчати властивостi цiєї функцiї
на основi вигляду диференцiального рiвняння.“ Так була поставлена давня вели-
ка наукова проблема в аналiтичнiй теорiї диференцiальних рiвнянь — проблема
опису властивостей їхнiх розв’язкiв.

Зважаючи на її загальнiсть, iншi математики ставили конкретнiшi питан-
ня, пов’язанi з аналiтичними властивостями розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.
Зокрема, тривалий час лишається нерозв’язаною вiдома класична проблема 1.35
з коментарями О. Е. Єременка зi збiрника проблем У. Хеймана (1984) про ви-
значення верхнiх та нижнiх оцiнок зростання цiлих та мероморфних розв’язкiв
алгебраїчних диференцiальних рiвнянь. Як слушно вiн зауважує там, iснують
певнi оцiнки зростання усiх мероморфних та цiлих розв’язкiв алгебраїчних дифе-
ренцiальних рiвнянь першого порядку. Вони отриманi як самим О. Е. Єременком
(1982), так i А. А. Гольдбергом (1956) та А. Мальмквiстом (1920). Натомiсть для
рiвнянь другого порядку вiдомо, що порядок їхнiх цiлих розв’язкiв є додатним. Iн-
шi цiкавi результати про вигляд та поводження мероморфних розв’язкiв рiвнянь
другого порядку за додаткових припущень отримав Н. Штайнмец (1980,1982).
Тим не менш, У. Хейман (1996) вказує приклади рiвнянь другого порядку, що не
задовольняють умови Штайнмеца i для яких водночас невiдомо, чи вони мають
розв’язки нескiнченного порядку зростання. Крiм того, досi залишається неспро-
стованою давня гiпотеза У. Хеймана про те, що ln |f(z)| ≤ expn(|z|) для цiлих
розв’язкiв алгебраїчних диференцiальних рiвнянь n-го порядку.

Проте бiльшiсть результатiв свiдчить, що великi класи диференцiальних рiв-
нянь мають своїми розв’язками аналiтичнi функцiї, якi в тому чи iншому сенсi
мають певнi “регулярнi властивостi”. Тим паче, що кожен розв’язок лiнiйного ди-
ференцiйного рiвняння з цiлими коефiцiєнтами i старшим коефiцiєнтом рiвним
одиницi локально є аналiтичною функцiєю i за теоремою про монодромiю допу-
скає цiле продовження (тобто, на всю комплексну площину), яка за звичайними
теоремами єдиностi з теорiї аналiтичних функцiй задовольняє те ж саме рiвнян-
ня. Тому, тривалий час виглядала досить вiрогiдною гiпотеза видатного аналiтика
Б. Я. Левiна у формулюваннi В. П. Петренка (1984) про те, що кожен цiлий розв’я-
зок скiнченного порядку лiнiйного однорiдного диференцiального рiвняння n-го
порядку з цiлими коефiцiєнтами має також цiлком регулярне зростання. У такiй
постановцi ця гiпотеза була спростована А. А. Гольдбергом (1994), який показав,
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що довiльна цiла функцiя f з нулями порядку щонайбiльше n − 1 задовольняє
деяке лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння n−го порядку. Уточнена поста-
новка цiєї задачi з додатковою умовою цiлком регулярного зростання коефiцiєнтiв
рiвняння вiдома в лiтературi пiд назвою проблеми Гольдберга - Островського - Пе-
тренка (GOP-проблема). У недавнiй статтi I. Лайне, Я. Хейтокангаса, К. Тохґе та
Ч.-Т. Вен (2015) написано, що ця проблема досi залишається вiдкритою.

Серед методiв дослiдження властивостей розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь найрiзноманiтнiшого вигляду одне з центральних мiсць займає теорiя Вiмана
- Валiрона, методи якої вiддавна продемонстрували свою ефективнiсть. Зокрема,
У. Хейман скористався цими методами для отримання оцiнок зростання розв’яз-
кiв, видiливши пiдклас алгебраїчних диференцiальних рiвнянь n-го порядку, цiлi
розв’язки яких мають скiнченний порядок, що не перевищує деякої сталої, за-
лежної вiд степенiв многочленiв, якi входять у рiвняння. Надалi М. М. Шере-
мета й О. Б. Скаскiв разом зi своїми учнями ефективно розвинули методи типу
Вiмана-Валiрона в класах аналiтичних функцiй, зображуваних рядами Дiрiхле
та деякими загальнiшими об’єктами. I. Е. Чижиков зi своїми учнями зумiли за-
класти пiдвалини подiбного пiдходу до дробових похiдних, довiвши аналог одного
з основних спiввiдношень теорiї в цьому випадку та застосувавши його до оцiн-
ки зростання розв’язкiв деяких рiвнянь з дробовими похiдними. Проте класична
теорiя Вiмана-Валiрона стосується в основному властивостей цiлих функцiй, що
заданi своїми степеневими розвиненнями, та їхнiх похiдних. Вже навiть у випад-
ку аналiтичних функцiй в одиничному крузi не все так прозоро, як у випадку
цiлих функцiй, не говорячи вже про випадок аналiтичних функцiй у довiльнiй
кратно-круговiй областi.

З iншого боку в цiлому рядi випадкiв тонкi iнструменти для дослiдження
властивостей аналiтичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, зокрема, згаданої
вище гiпотези Хеймана, дає теорiя аналiтичних функцiй обмеженого iндексу. Ця
теорiя започаткована Б. Лепсоном (1968) i Дж. Макдоннелом (1957) та розро-
блена зусиллями С. Шаха, Г. Фрiке, Р. Роя, М. М. Шеремети, О. Б. Скаскiва,
I. Е. Чижикова, А. Д. Кузика, В. О. Кушнiра, М. Т. Бордуляк, Ю. С. Трухана,
Ф. Нурая, Р. Патерсона та iнших. Варто зазначити, що аналiтичнi функцiї обме-
женого l-iндексу мають цiлий ряд “регулярних властивостей”. Зокрема, в них у
певному сенсi обмежений (рiвномiрний) розподiл значень. Вiдомий такий факт
(У. Хейман, 1973), що аналiтична функцiя має обмежений l-розподiл значень то-
дi i тiльки тодi, коли її похiдна має обмежений l-iндекс. Функцiї з таких класiв
допускають апрiорнi оцiнки швидкостi їхнього зростання, а також є розв’язками
диференцiальних рiвнянь за прозорих умов на аналiтичнi коефiцiєнти цих рiв-
нянь. Звiдси, зокрема, щоразу для класу диференцiальних рiвнянь, обмеженiсть
l-iндексу розв’язкiв яких встановлюється, випливає доведення згаданої гiпотези
У. Хеймана про максимально можливу швидкiсть зростання розв’язкiв у порiв-
няннi зi швидкiстю зростання коефiцiєнтiв диференцiального рiвняння.

У зв’язку з викладеним вище є безсумнiвним важливе значення дослiджень
рiзноманiтних класiв аналiтичних функцiй обмеженого l-iндексу. Зрозумiло, що
задачi, подiбнi до описаних вище, актуальнi не лише для функцiй з C, а й для
функцiй з Cn. Зазначимо, що у теорiї аналiтичних функцiй вiд декiлькох ком-
плексних змiнних є двi провiднi групи методiв. Перша з них ґрунтується на вла-
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стивостях, якi можна отримати з властивостей аналiтичних функцiй вiд однiєї
змiнної, розглядаючи дану функцiю F , як аналiтичну функцiю за кожною змiн-
ною окремо. Цей пiдхiд породжує поняття обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, в означеннi якого мiстяться усi можливi частиннi похiднi. Iнша група ме-
тодiв обумовлена дослiдженням так званих „зрiзок“ функцiї, тобто, аналiтичних
функцiй вiд однiєї змiнної g(τ) = F (a+ bτ), τ ∈ C, якi є звуженнями аналiтичної
функцiї F на довiльнi комплекснi прямi {z = a+ bτ : τ ∈ C}, a, b ∈ Cn. Вiдповiд-
но, це призводить до поняття обмеженого L-iндексу за напрямком Cn \ {0}, яке
використовує похiднi за напрямком.

Крiм самого n-вимiрного комплексного простору, важливими геометричними
об’єктами у ньому є куля та полiкруг. Вiдкритi кулi та вiдкритi полiкруги бiголо-
морфно не еквiвалентнi мiж собою. Зате саме на таких об’єктах добре розробляти
методи багатовимiрного комплексного аналiзу.

Зважаючи на вищезгадане, виникає необхiднiсть розгляду таких класiв фун-
кцiй 1) цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком; 2) цiлi функцiї обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних; 3) аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого
L-iндексу за напрямком; 4) аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних; 5) аналiтичнi в полiкрузi функцiї обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних; 6) мероморфнi функцiї вiд однiєї змiнної. Для кожного з
цих класiв потрiбно знайти не лише критерiї приналежностi до них, а й на основi
знайдених критерiїв розробити або вдосконалити пiдходи до дослiдження обмеже-
ностi iндексу аналiтичних розв’язкiв диференцiйних рiвнянь та рiвнянь з частин-
ними похiдними. Насправдi перехiд у Cn та введення в розгляд поняття функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних вимагає дослiдження систем рiвнянь
з частинними похiдними, а також знаходження оцiнки їхнiх аналiтичних розв’яз-
кiв через сталi, що залежать вiд коефiцiєнтiв. Приклад функцiї exp(z1z2), яка
має необмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних для довiльної функцiї L(z) =
(l1(z1), l2(z2)), i обмежений L-iндекс для функцiї L(z) = (|z2|+ 1, |z1|+ 1), призво-
дить до появи припущення, зрештою i реалiзованого у дисертацiї, що для вини-
кнення можливостi дослiджувати довiльну цiлу функцiю вiд декiлькох компле-
ксних змiнних з обмеженою кратнiстю нульових точок потрiбно вибирати вектор-
функцiю L загального вигляду.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Напря-
мок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений планами наукової роботи
Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка. Дисертацiйна робота
є складовою частиною дослiджень за держбюджетними темами Мг–58Ф “Асим-
птотичнi методи дослiдження гармонiйних та аналiтичних функцiй, зображених
випадковими рядами, iнтегралами Лапласа–Стiльтьєса та їх узагальненнями” (но-
мер держреєстрацiї 0110 U 001365), Мг–145Ф “Новi комплексно–ймовiрнiснi мето-
ди дослiдження асимптотичних властивостей аналiтичних i субгармонiйних фун-
кцiй, зображених випадковими рядами та iнтегралами” (номер держреєстрацiї
0113 U 003051), Мг–159Ф “Методи комплексного та гармонiйного аналiзу в тео-
рiї аналiтичних функцiй в банахових просторах” (номер держреєстрацiї 0113 U
000184), що виконувались на кафедрi теорiї функцiй i теорiї ймовiрностей.

Мета i завдання дослiдження. Мета дисертацiї — розширення теорiї
цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком i обмеженого L-iндексу за су-
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купнiстю змiнних, побудова теорiї аналiтичних у кулi чи полiкрузi функцiй обме-
женого L-iндексу за напрямком або обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних,
а також їхнє застосування в аналiтичнiй теорiї диференцiальних рiвнянь, рiвнянь
з частинними похiдними та їхнiх систем. Об’єкт дослiдження: цiлi та аналiти-
чнi в кулi чи полiкрузi функцiї вiд декiлькох змiнних обмеженого L-iндексу за
напрямком та обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, цiлi та аналiтичнi в
крузi чи в площинi з виколотою точкою функцiї вiд однiєї змiнної. Предмет дослi-
дження: асимптотичнi та локальнi властивостi функцiй з розглядуваних класiв,
аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними та їхнiх систем.

Задачi дослiдження:
— ввести гнучке поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для цiлих

функцiй вiд декiлькох змiнних, яке б дозволило дослiджувати властивостi
будь-яких цiлих функцiй з обмеженою кратнiстю нульових точок, а також
отримати критерiї приналежностi цiлих функцiй для цього класу;

— ввести гнучке поняття обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу за су-
купнiстю змiнних для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй, яке б дозволило
дослiджувати властивостi будь-яких аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй з
особливостями на одиничнiй сферi, а також отримати критерiї приналежностi
аналiтичних функцiй для цього класу;

— знайти точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля функцiй з вiд-
повiдних класiв на колi чи кiстяку полiкруга;

— видiлити клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрямком
b ∈ C2 \ {0} таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C} вони мають
обмежений iндекс та знайти функцiю L, для якої такi цiлi функцiї матимуть
обмежений L-iндекс за тим напрямком (задача А. А. Кондратюка);

— довести гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх умов обмеженостi L-
iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка максимуму модуля, мiнiму-
му модуля, логарифмiчний критерiй) шляхом замiни квантора загальностi на
квантор iснування;

— довести гiпотезу М. М. Шеремети про обмеженiсть l-iндексу деяких компо-
зицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної, встановити умови обмеженостi
L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю змiнних деяких компози-
цiй цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних;

— дослiдити обмеженiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння w(p) = f(z, w), де
f : C2 → C — цiла функцiя;

— знайти достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цiлих чи
аналiтичних в кулi розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними загаль-
нiшого вигляду, нiж вiдомi досi, та отримати точнi оцiнки їхнього зростання
через параметри, обумовленi коефiцiєнтами систем;

— застосувати вичерпування багатовимiрного комплексного простору кулями
для встановлення нових характеристичних властивостей цiлих та аналiтичних
в кулi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних;

— отримати аналог логарифмiчного критерiю та оцiнки максимуму модуля че-
рез мiнiмум модуля для цiлих та аналiтичних в кулi функцiй обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних;

— з’ясувати, чи умову „F голоморфна в Cn“ можна замiнити на умову „F —
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голоморфна на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ у теорiї цiлих функцiй обмеже-
ного L-iндексу за напрямком та отримати при цьому аналоги всiх тверджень
(питання С. Ю. Фаворова);

— для аналiтичних в полiкрузi та у кулi функцiй обмеженого L-iндексу за су-
купнiстю змiнних вивести аналог теореми Хеймана, з’ясувати поводження
коефiцiєнтiв розвинення у степеневий ряд;
Для розв’язання поставлених задач використовуються методи теорiї фун-

кцiй, багатовимiрного комплексного аналiзу, аналiтичної теорiї диференцiальних
рiвнянь та рiвнянь з частинними похiдними, а також певнi прийоми з праць А. А.
Гольдберга, М. М. Шеремети та їхнiх учнiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї, якi
виносяться на захист, є новими. У роботi вперше отримано такi результати:
— узагальнено поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для цiлих

функцiй вiд декiлькох змiнних з використанням вектор-функцiй L загальнi-
шого вигляду, встановлено критерiї приналежностi цiлих функцiй до цього
класу, теореми iснування та iншi властивостi;

— узагальнено поняття обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу за су-
купнiстю змiнних для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй, дослiджено ха-
рактеристичнi властивостi функцiй з цих класiв;

— знайдено точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля функцiй з цих
класiв функцiй обмеженого iндексу на колi чи кiстяку полiкруга;

— видiлено клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрямком
b ∈ C2 \ {0} таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C} вони мають
обмежений iндекс та знайдено функцiю L, для якої деякi цiлi функцiї з опи-
саною властивiстю матимуть обмежений L-iндекс за тим самим напрямком;

— повнiстю доведено гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх умов обме-
женостi L-iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка максимуму моду-
ля, мiнiмуму модуля на колi, логарифмiчний критерiй) через замiну квантора
загальностi на квантор iснування;

— доведено достатнiсть гiпотези М. М. Шеремети про обмеженiсть l-iндексу де-
яких композицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної, встановлено достатнi
умови обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них деяких композицiй цiлих функцiй;

— отримано достатнi умови обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв диференцi-
ального рiвняння w(p) = f(z, w), де f : C2 → C — цiла функцiя;

— знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цiлих
та аналiтичних в кулi розв’язкiв спецiальних систем лiнiйних рiвнянь з ча-
стинними похiдними вищих порядкiв та отримано точнi оцiнки їхнього зро-
стання через параметри, залежнi вiд коефiцiєнтiв систем;

— виявлено новi характеристичнi властивостi цiлих та аналiтичних в кулi фун-
кцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних через оцiнку максимуму
модуля таких функцiй на сферi замiсть кiстяка полiкруга;

— вперше отримано аналоги логарифмiчного критерiю у виглядi достатнiх умов
та оцiнки максимуму модуля через мiнiмум модуля для цiлих та аналiтичних
в кулi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних;
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— доведено побудовою вiдповiдного прикладу, що умову „F голоморфна в Cn“
неможливо замiнити на умову „F — голоморфна на усiх зрiзках вигляду z0 +
tb“ у теорiї цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком та отримати
при цьому аналоги всiх тверджень;

— встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в кулi та у полiкрузi
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних та описано поводження
коефiцiєнтiв розвинення у степеневий ряд.
Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiйної

роботи мають теоретичний характер та є вагомим внеском у теорiю голоморфних
функцiй вiд декiлькох змiнних. Зокрема, в теорiю цiлих функцiй та функцiй,
аналiтичних у кулi або у полiкрузi. Вони можуть бути застосованi в аналiтичнiй
теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, рiвнянь з частинними похiдними, а
також їхнiх систем.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiйної роботи
отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим консультантом працях
О. Б. Скаскiву належать постановка задач, визначення загальної схеми дослiдже-
ння та обговорення отриманих результатiв. У спiльнiй статтi iз М. М. Шереме-
тою [27] спiвавтору належать постановка проблем та обговорення отриманих ре-
зультатiв. В опублiкованiй статтi [18] М. Т. Бордуляк належать доведення теорем
3, 4, 5, 6 у випадку, коли L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Переробка їхнiх доведень
пiд загальнiший клас функцiй вигляду L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), z ∈ Cn, а також
доведення теорем 7, 8 належать здобувачу. У статтi [5] П. В. Фiлевич — автор
теорем 5 та 6, решта тверджень належать здобувачу. У статтях з Н. В. Петречко
здобувач — автор теореми 2 з [20], теореми 5.1 з [4], теореми 2 з [25], теореми 2
з [7] i теорем 2-3 з [19]. Решта тверджень з вказаних чотирьох праць належать
Н. В. Петречко. Твердження, отриманi спiвавторами здобувача, включенi у ру-
копис дисертацiї лишень у випадку, коли вони потрiбнi для подальших викладок.
Для вiдмiнностi вони пронумерованi римськими цифрами та наводяться без до-
ведень.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи до-
повiдалися та обговорювалися на 23 мiжнародних та всеукраїнських конференцi-
ях, лiтнiх школах та мiжнародних семiнарах, вичерпний перелiк яких наведений
нижче у списку праць, якi засвiдчують апробацiю матерiалiв дисертацiї.

Про результати дисертацiї неодноразово доповiдалося на Львiвському мiсько-
му семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники проф. А. А. Кондратюк,
проф. О. Б. Скаскiв у 2011-2016, тепер проф. М. В. Заболоцький, проф. О. Б. Ска-
скiв, проф. П. В. Фiлевич, проф. I. Е. Чижиков у 2017-2018) та на семiнарi з теорiї
потенцiалу та застосувань (керiвники проф. О. Б. Скаскiв, проф. I. Е. Чижиков,
2012-2016), на семiнарi „Analyse géometrique“ у лабораторiї iменi Поля Пенлеве,
унiверситет Лiлль-1, Францiя, 14 лютого 2014 року (керiвники — проф. С. М. Iва-
шкович, проф. Л. Бланш-Сентi); засiданнях математичної комiсiї Наукового То-
вариства iм. Шевченка (Львiв, 27 березня 2015 року i 29 березня 2018 року); мi-
ському семiнарi з теорiї функцiй в Харкiвському нацiональному унiверситетi iм.
В. Н. Каразiна, 5 квiтня 2018 року (керiвники — проф. С. Ю. Фаворов, проф.
Л. Б. Голiнський), семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН
України (керiвник — проф. А. С. Романюк, 11 травня 2018 року), семiнарi кафе-
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дри математичного аналiзу Житомирського державного унiверситету iм. I. Фран-
ка (керiвники — проф. Є. О. Севостьянов, проф. А. О. Погоруй, 18 травня 2018
року), семiнарi вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту матема-
тики НАН України (керiвник — проф. С. А. Плакса, 29 травня 2018 року), семiнарi
„Сучасний аналiз“ у Київському нацiональному унiверситетi iм. Т. Г. Шевченка
(керiвники — проф. I. О. Шевчук, проф. О. О. Курченко, проф. В. М. Радченко,
30 травня 2018 року), а також на iнших семiнарах.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 60 роботах, 31 з
них (в тому числi 13 статей) опублiковано без спiвавторiв, 29 статей в українських
та закордонних фахових виданнях iз фiзико-математичних наук, 11 статей на-
друковано в українських та закордонних виданнях [1–8,10,27,29], що включенi до
мiжнародних наукометричних баз (Web of Science, Scopus), 2 — монографiї [30,31],
29 тез конференцiй.

Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з перелiку умов-
них позначень, вступу, 7 роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку
використаних джерел. Повний обсяг дисертацiї становить 352 сторiнки. Основ-
ний текст дисертацiї викладено на 339 сторiнках. Список використаних джерел
мiстить 297 найменувань та займає 13 сторiнок. Дисертацiя мiстить чотири ри-
сунки.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обґрунтовується актуальнiсть теми, дається короткий огляд резуль-
татiв, що мають безпосереднє вiдношення до теми роботи, та загальна характери-
стика дисертацiї.

У роздiлi 1 наведено огляд праць, що стосуються обмеженостi l-iндексу, L-
iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю змiнних, а також формулюються
основнi результати дисертацiї.

Роздiл 2 присвячений аналiтичним в кулi функцiям обмеженого L-iндексу за
напрямком. Нехай b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок, Bn = {z ∈
Cn : |z| < 1}, L : Bn → R+ — неперервна функцiя така, що для всiх z ∈ Bn

L(z) > β|b|
1−|z| , β = const > 1.

Аналiтична в Bn функцiя F (z) називається функцiєю обмеженого L-iндексу
за напрямком b ∈ Cn, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для кожного m ∈ Z+ та
кожного z ∈ Bn справджується така нерiвнiсть

|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

≤ max
0≤k≤m0

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

, (1)

де ∂0
bF (z) = F (z), ∂bF (z) =

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj, ∂
k
bF (z) = ∂b

(
∂k−1
b F (z)

)
, k ≥ 2.

Найменше таке цiле числоm0 = m0(b) називається L-iндексом за напрямком
b аналiтичної функцiї F (z) та позначається через Nb(F,L,Bn) = m0.

Для η ∈ [0, β] визначимо λb1 (η, L) = infz∈Bn inf {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)}
та λb2 (z, η, L) = supz∈Bn sup {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} . ЧерезQb,β(Bn) визна-
чимо клас усiх функцiй L таких, що для всiх η ∈ [0, β] 0 < λb1 (η, L) ≤ λb2 (η, L) <
+∞. Нехай D ≡ B1, Qβ(D) ≡ Q1,β(D).
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Наступна теорема 2.1 з якiсної точки зору є новою в теорiї функцiй обмеже-
ного iндексу, бо замiсть скрiзь щiльної множини на гiперплощинi, розглядається
скрiзь щiльна множина на послiдовностi сфер, збiжнiй до межi кулi.

Теорема 2.1. Нехай (rp) — додатна послiдовнiсть така, що rp → 1 при
p → ∞, Dp = {z ∈ Cn : |z| = rp}, Ap — скрiзь щiльна множина в Dp (тобто,

Ap = Dp) та A =
∞⋃
p=1

Ap. Аналiтична в Bn функцiя F (z) є обмеженого L-iндексу

за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснує число M > 0 таке, що для
всiх z0 ∈ A функцiя gz0(t) = F (z0 + tb) є обмеженого lz0-iндексу N(gz0, lz0) ≤
M < +∞, як функцiя вiд змiнної t, де lz0(t) ≡ L(z0 + tb), причому Nb(F,L,Bn) =
max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A}.

Теорема 2.2. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя
F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли для
кожного η, 0 < η ≤ β, iснує n0 = n0(η) ∈ Z+ та P1 = P1(η) ≥ 1 таке, що для
кожного z ∈ Bn iснує k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0, для якого справджується така
нерiвнiсть

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)} ≤ P1|∂k0

b F (z)|. (2)
Використовуючи теорему 2.2, доводиться такий критерiй обмеженостi L-iндексу
за напрямком.

Теорема 2.3. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)
має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якого r1 та будь-якого r2 при 0 < r1 < r2 ≤ β, знайдеться P1 = P1(r1, r2) ≥ 1 таке,
що для кожного z0 ∈ Bn max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r2

L(z0)

}
≤ P1 max

{
|F (z0 + tb)| :

|t| = r1
L(z0)

}
.

Нижче наводимо критерiй, який є аналогом теореми Хеймана. Вiн зручний
для отримання достатнiх умов обмеженостi L-iндексу за напрямком та оцiнок
зростання аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними.

Теорема 2.4. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)
є обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснують
p ∈ Z+ та C > 0 такi, що для кожного z ∈ Bn справедлива така нерiвнiсть
|∂p+1

b F (z)|
Lp+1(z) ≤ C max

{
|∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p
}
.

Наступна теорема забезпечує оцiнку максимуму модуля аналiтичної функцiї
на колi вздовж зрiзки за напрямком через її мiнiмум модуля. Вона носить допо-
мiжний характер, але досить важлива для доведення логарифмiчного критерiю.

Теорема 2.5. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)
є обмеженого L-iндексу за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли для кожного R,
0 < R ≤ β, знайдуться числа P2(R) ≥ 1 та η(R) ∈ (0, R) такi, що для всiх z0 ∈ Bn
та деякого r = r(z0) ∈ [η(R), R] виконується нерiвнiсть

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤ P2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
. (3)

Наступний критерiй обмеженостi L-iндексу за напрямком описує поводже-
ння логарифмiчної похiдної за напрямком та розподiл нулiв аналiтичної в кулi
функцiї. Вiдповiдне твердження для цього класу голоморфних функцiй, а також
для iнших, часто називатимемо для стислостi логарифмiчним критерiєм. Нехай
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gz0(t) := F (z0 + tb). Якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) 6= 0 для всiх t ∈ Sz0, то
приймемо за означенням Gb

r (F, z0) := ∅; якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) ≡ 0, то
позначаємо Gb

r (F, z0) := {z0+tb : t ∈ Sz0}. А якщо при деякому z0 ∈ Bn gz0(t) 6≡ 0
та a0

k — нулi gz0(t), тобто, F (z0 + a0
kb) = 0, то вважаємо, що

Gb
r (F, z0) :=

⋃
k

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤ r/L(z0 + a0
kb)
}
, r > 0.

Нехай Gb
r (F ) =

⋃
z0∈Bn G

b
r (F, z0). Через n

(
r, z0, 1/F

)
=
∑
|a0
k|≤r

1 позначимо лi-
чильну функцiю нулiв a0

k.
Теорема 2.6. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, L ∈ Qb,β(Bn) та

Bn \Gb
β(F ) 6= ∅. F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки

тодi, коли:

1) для кожного r ∈ (0, β] iснує P = P (r) > 0 таке, що для кожного z ∈ Bn\Gb
r (F )∣∣∣ 1

F (z)
∂F (z)
∂b

∣∣∣ ≤ PL(z);

2) для кожного r ∈ (0, β] знайдеться ñ(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Bn при
F (z0 + tb) 6≡ 0 n

(
r

L(z0) , z
0, 1
F

)
≤ ñ(r).

Розглянемо таке рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p−1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z). (4)

Для цього рiвняння правильна така теорема, яка забезпечує достатнi умови обме-
женостi L-iндексу за напрямком аналiтичних у кулi його розв’язкiв та доводиться
iз використанням логарифмiчного критерiю.

Теорема 2.7. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn), g0(z), . . . , gp(z), h(z) — аналiти-
чнi в Bn функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком b, Bn\Gb

β(g0) 6= ∅ та для
кожного r ∈ (0; β] iснує T = T (r) > 0 таке, що для кожного z ∈ Bn\Gb

r (g0) та
j = 1, . . . , p виконується нерiвнiсть |gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|.Тодi аналiтична фун-
кцiя F (z), z ∈ Bn, яка задовольняє рiвняння (4), має обмежений L-iндекс за
напрямком b.

За допомогою аналога теореми Хеймана у дисертацiї отримано оцiнки зро-
стання функцiй з цього класу (теорема 2.8), якi полягають у виконаннi такої не-
рiвностi limr→(1−|z0|)/|b|

ln |F (z0+reiθb)|∫ r
0 L(z0+teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1 за певних умов на функцiю
L.

У роздiлi 3 вивчаються аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних. Нам потрiбнi деякi типовi позначення. Позначимо R+ =
[0,+∞), 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1), 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

j−те мiсце
, 0, . . . , 0) ∈ Rn

+,

R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, |z| =

√∑n
j=1 |zj|2. Для A =

(a1, . . . , an) ∈ Rn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn використовуватимемо формальнi позна-
чення без порушення умов iснування вiдповiдних виразiв AB = (a1b1, · · · , anbn),

A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), AB = ab11 a
b2
2 · . . . · abnn , а запис A < B означає, що

aj < bj, j ∈ {1, . . . , n}; подiбним чином визначається вiдношення A ≤ B. Для
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K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позначимо K! = k1! · . . . · kn!, ‖K‖ = k1 + · · ·+ kn. Додаван-
ня, скалярне множення та спряження визначенi в Cn покомпонентно. Для z ∈ Cn

та w ∈ Cn визначимо 〈z, w〉 = z1w1 + · · · + znwn, де wk — комплексно спряжене
число до wk. Полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0

j | < rj, j = 1, . . . , n} позначаємо через
Dn(z0, R), його кiстяк {z ∈ Cn : |zj − z0

j | = rj, j = 1, . . . , n} — через Tn(z0, R),

замкнений полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0
j | ≤ rj, j = 1, . . . , n} — через Dn[z0, R],

Dn = Dn(0,1). Вiдкрита куля {z ∈ Cn : |z−z0| < r} позначається через Bn(z0, r),
її топологiчна межа — це сфера Sn(z0, r) = {z ∈ Cn : |z−z0| = r}, замкнена куля
{z ∈ Cn : |z−z0| ≤ r}— через Bn[z0, r], Bn = Bn(0, 1), D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ та частинних похiдних аналiтичної в Bn функцiї
F (z) = F (z1, . . . , zn) використовуємо запис F (K)(z) = ∂‖K‖F

∂zK
= ∂k1+···+knF

∂z
k1
1 ...∂zknn

. Нехай
L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Bn → R+ — неперервна функцiя така, що

(∀z ∈ Bn) : lj(z) > β/(1− |z|), j ∈ {1, . . . , n}, (5)

де β >
√
n — деяка стала.

Аналiтична функцiя F : Bn→C називається функцiєю обмеженого L-iндексу
(за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ Bn та всiх
J ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
. (6)

Найменше таке цiле число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних фун-
кцiї F та позначається через N(F,L,Bn).

Через Q(Bn) позначимо клас функцiй L, якi задовольняють (5) та таку умову
для кожного j∈{1, . . . , n} та деякого R = (r1, . . . , rn)

sup
z,w∈Bn

{
lj(z)

lj(w)
: |zk − wk| ≤

rk
min{lk(z), lk(w)}

, k ∈ {1, . . . , n}
}
<∞. (7)

Наступна теорема є базовою при встановленнi ефективнiших критерiїв обме-
женостi iндексу, якi формулюються в термiнах поводження максимуму модуля на
колi (кiстяку полiкруга) чи в термiнах обмежень на логарифмiчну похiдну.

Теорема 3.1. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли для кожного R ∈ Rn

+,
|R| ≤ β, знайдеться n0 ∈ Z+, p0 > 0 таке, що для всiх z0 ∈ Bn iснує K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, та max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

Теорема 3.2. Нехай L ∈ Q(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn функцiя
F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для кожно-
го R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та
max

{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)| i досить, щоб для кожного

R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn ∀j ∈ {1, . . . , n} ∃K0

j = k0
j · 1j таке, що

k0
j ≤ n0 та max

{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)|.
Для аналiтичної функцiї F : Bn → C покладемоM(r, z0, F)=max{|F (z)| : z ∈

Tn(z0, r)}, де z0 ∈ Bn, r ∈ Rn
+.
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Теорема 3.3. Нехай L ∈ Q(Bn), F : Bn → C — аналiтична функцiя. Якщо
iснують R′, R′′ ∈ Rn

+, R
′ < R′′, |R′′| < β та p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 такi, що для
кожного z0 ∈ Bn

M
(
R′′/L(z0), z0, F

)
≤ p1M

(
R′/L(z0), z0, F

)
, (8)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Також справедливi такi вiдповiднi необхiднi умови до теореми 3.3, але в них

стверджується виконання нерiвностi (8) для будь-яких R′, R′′ ∈ Rn
+, деякої сталої

p1 = p1(R
′, R′′) ≥ 1 та кожного z0 ∈ Cn.

Наступна теорема є аналогом теореми Хеймана для аналiтичних в кулi фун-
кцiй. Цей аналог нами застосовується до дослiдження властивостей аналiтичних
розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними.

Теорема 3.5. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична функцiя F в Bn має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+ та c ∈ R+

такi, що для всiх z ∈ Bn

max

{
|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ c ·max

{
|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
. (9)

Зв’язок мiж обмеженiстю L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю
змiнних встановлює така теорема.

Теорема 3.6. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), L ∈ Q(Bn). Якщо аналi-
тична в Bn функцiя F має обмежений lj-iндекс за напрямком 1j для кожного
j ∈ {1, . . . , n}, то F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Позначимо [0, 2π]n = [0, 2π]× · · · × [0, 2π]︸ ︷︷ ︸
n раз

. Для R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, Θ =

(θ1, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n, A = (a1, . . . , an) ∈ Cn писатимемо ReiΘ = (r1e
iθ1, . . . , rne

iθn),
arg A = (arg a1, . . . , arg an).

Через K(Bn) позначимо клас додатних неперервних функцiй L = (l1, . . . , ln),
де lj : Bn → R+ задовольняє (5) та iснує c ≥ 1 таке, що для будь-якого R ∈ Rn

+

при |R| < 1 та j ∈ {1, . . . , n} maxΘ1,Θ2∈[0,2π]n
lj(Re

iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c. У випадку L(z) =

(l1(|z1|, . . . , |zn|), . . . , ln(|z1|, . . . , |zn|)) маємо, що L ∈ K(Bn). Для простоти запису
позначимо M(F,R) = max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}, де |R| < 1.

Теорема 3.10. Нехай L ∈ Q(Bn) ∩K(Bn), β > c
√
n. Якщо аналiтична в Bn

функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(F,R)=O

(
min
σn∈Sn

min
Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R(j, σn, t)e
iΘ)dt

)
при |R| → 1− 0,

де σn — перестановка {1, . . . , n}, Sn — множина усiх перестановок {1, . . . , n},

R(j,σn,t)=(r′1,. . ., r
′
n), r′k=


r0
k, якщо σn(k) < j,
t, якщо k = j,
rk, якщо σn(k) > j,

k∈{1, . . . , n}, R0 = (r0
1, . . . , r

0
n)

— фiксований радiус.
Наш основний результат про зростання аналiтичних в кулi функцiй обмеже-

ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних має такий вигляд.
Теорема 3.12. Нехай L(R) = (l1(R), . . . , ln(R)), lj(R) — додатна неперервно

диференцiйовна функцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1. Якщо
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функцiя L задовольняє (5) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних, то

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1.

Позначимо `(z) = min1≤j≤n lj(z), L(z) = max1≤j≤n lj(z). Через Q′(Bn) позна-
чимо клас додатних неперервних функцiй L, якi задовольняють умову (∀r ∈
[0, β], j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(r) ≤ λ2,j(r) <∞, де λ1,j(r)= inf

z0∈Bn
inf
{
lj(z)/lj(z

0) :

z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
, λ2,j(r) = sup

z0∈Bn
sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
.Тут та-

кi позначення λ1,j(r), λ2,j(r) дiйснi лише для теореми 3.13.
Основний результат про вичерпування кулями для аналiтичних в одиничнiй

кулi функцiй має такий вигляд.
Теорема 3.13. Нехай L ∈ Q′(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn функцiя

F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для кожного
r ∈ (0, β] iснували n0 ∈ Z+, p0 > 0 такi, що для всiх z0 ∈ Bn знайдеться K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

i досить, щоб для кожного r ∈ (0, β] знайшлися n0 ∈ Z+ та p0 > 0 такi, що для
будь-якого z0 ∈ Bn iснує K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)|

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя за кожною
змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Через W (Bn) позначимо клас
додатних неперервних функцiй L таких, що r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)

+/(rjl
2
j (Re

iΘ))→
0 рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, j ∈ {1, . . . , n}, при |R| → 1− 0.

Сформулюємо твердження, якi дають оцiнки зростання аналiтичних розв’яз-
кiв такої системи рiвнянь з частинними похiдними:

Gpj1j(z)F (pj1j)(z) +
∑

‖Sj‖≤pj−1

GSj(z)F (Sj)(z) = Hj(z), j ∈ {1, . . . , n} (10)

pj ∈ N, Sj ∈ Zn+, Hj та GSj — аналiтичнi функцiї в Bn. Позначимо QW (Bn) =
Q(Bn) ∩W (Bn).

Кажемо, що неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними вигляду
(10) належить до класу A(G,H,L), якщо L ∈ QW (Bn), для всiх z ∈ Bn та для
кожного j ∈ {1, . . . , n} аналiтичнi в Bn функцiї Hj та GSj задовольняють такi
умови:
1) для кожного ‖Sj‖ ≤ pj − 1 та для будь-якого M ∈ Zn+, ‖M‖ ≤ 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk,∣∣∣G(M)

Sj
(z)
∣∣∣LSj−M(z)≤BSj ,M l

pj
j (z)|Gpj1j(z)|,

∣∣∣G(M)
pj1j

(z)
∣∣∣≤Bpj1j ,MLM(z)|Gpj1j(z)|,

2) для кожного I ∈ Zn+, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk,

∣∣∣H(I)
j (z)

∣∣∣ ≤ DI,jL
I(z)|Hj(z)|,
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3) Gpj1j(z) 6= 0,
де BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M — додатнi сталi, H(z) = (H1(z), . . . , Hn(z)), G(z) — матри-
ця, утворена з коефiцiєнтiв GSJ (z) системи (10).

Теорема 3.14. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними
вигляду (10) належить до класу A(G,H,L) та аналiтична функцiя F (z) у Bn
задовольняє (10), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c},

де c — деяка стала, залежна вiд BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M .
Якщо система (10) — однорiдна (Hj(z) ≡ 0), то попередня теорема спрости-

ться, бо формула для сталої c набуде iншого вигляду i дещо змiняться умови в
означеннi класу A(G,H,L).

Нехай ZF — нульова множина аналiтичної в Bn функцiї F. Позначимо

GR(F ) =
⋃

z0∈ZF

Dn
(
z0, R/L(z0)

)
.

Теорема 3.16. Нехай L ∈ Qn, F — аналiтична в Bn функцiя. Якщо ∃R ∈ Rn
+

з rj ∈ (0, β
2
√
n
), ∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn

+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0 (R′ = 0 для ZF = ∅) таке,
що ∀z0 ∈ Bn ∃R0 = R0(z0) ∈ Rn

+, Θ ≤ R0 ≤ R, для якого

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(β)lj(z0)

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤p2min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (meas — лебегова
мiра на кiстяку полiкруга).

Теорема 3.17. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична функцiя F : Bn → C
задовольняє такi умови:
1) для кожного R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, iснує p1 = p1(R) > 0 таке, що для всiх
z ∈ Bn \GR(F ) та для кожного j ∈ {1, . . . , n} 1

|F (z)|

∣∣∣∂F (z)
∂zj

∣∣∣ ≤ p1lj(z),

2) для будь-яких R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, та R′ ≥ 0 iснує p2 = p2(R,R

′) ≥ 1 та-
ке, що для всiх z0 ∈ Bn, що T n(z0, R

L(z0)) \ GR′(F ) =
⋃
iCi 6= ∅, де Ci —

зв’язнi неперетиннi множини, виконується принаймнi одна з таких умов а)
max
i

min
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
min
z∈Ci
|F (z)|, або б) max

i
max
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
max
z∈Ci
|F (z)|,

або в) |F (z∗)| = maxi maxz∈Ci |F (z)|, |F (z∗∗)| = mini minz∈Ci |F (z)|, i z∗, z∗∗
належать до однiєї i тiєї самої множини Ci0

3) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснують Θ, R′ ∈ Rn

+, 0 < θj <
2rj

2+3λ2,j(β) , такi,
що для всiх z ∈ Bn

meas {GR′(F ) ∩ Dn [z,R/L(z)]} <
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z)

,
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то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (тут meas — це 2n-вимiрна
лебегова мiра).

Теорема 3.7. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, L ∈ Q(Bn) та для
кожного j ∈ {1, 2, . . . , n} Bn \ G1j

β/
√
n
(F ) 6= ∅. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n}

справджуються такi умови:
1) для будь-якого r ∈ (0; β/

√
n] iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що для всiх z ∈

Bn\G1j
r (F )

∣∣∣ 1
F (z)

∂F (z)
∂zj

∣∣∣ ≤ Pjlj(z);

2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Bn, для яких
F (z0 + t1j) 6≡ 0, n1j

(
r

lj(z0) , z
0, 1
F

)
≤ ñj(r),

то F (z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
У роздiлi 4 розглядаються аналiтичнi в полiкрузi функцiї обмеженого L-

iндексу за сукупнiстю змiнних. У цьому роздiлi залишаються чинними позначен-
ня iз роздiлу 3. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Dn → R+ — неперервнi
функцiї такi, що (∀z ∈ Dn) lj(z) > β/(1− |zj|), j ∈ {1, . . . , n}, а β > 1 — де-
яка стала, β := (β, . . . , β) ∈ Rn. Тодi через Q(Dn) позначимо клас неперервних
вектор-функцiй L = (l1, . . . , ln) : Dn → Rn

+, якi (∀R = (r1, . . . , rn) ∈ [0, β]n)
(∀j ∈ {1, . . . , n}) задовольняють умову (7), де sup(z,w)∈Bn замiнено на sup(z,w)∈Dn .

Аналiтична функцiя F : Dn→C називається функцiєю обмеженого L-iндексу
(за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+ така, що для всiх z ∈ Dn та кожного
J ∈ Zn+ виконується нерiвнiсть (6) Стисло опишемо нашi результати для аналiти-
чних у полiкрузi функцiй. Зокрема, теорема 4.1 за своїм формулювання подiбна
до наведеної вище теореми 3.2 для аналiтичних в кулi функцiй. Вiдмiнностi поля-
гають в iншому виборi радiусiв, точок та дещо iнших умовах на вектор-функцiю
L.

Також згадаємо наш результат для n = 2, тобто, для аналiтичних в одинично-
му бiкрузi функцiй. Теорема 4.2 в дисертацiї є аналогом вiдомої теореми Хеймана,
встановленої ним для цiлих функцiй обмеженого iндексу вiд однiєї комплексної
змiнної. За формулюванням вона подiбна до теореми 3.5, але тепер вiдповiднi
умови повиннi виконуватися для точок з бiкруга.

Нехай z0 ∈ D2. Розвинемо аналiтичну в D2 функцiю F (z) у степеневий ряд,
записаний у дiагональнiй формi

F (z) =
∞∑

k1+k2=0

pk1+k2
((z1 − z0

1), (z2 − z0
2)) =

∞∑
k=0

∑
j1+j2=k

bj1,j2(z1 − z0
1)j1(z2 − z0

2)j2,

(11)

де pk — однорiднi многочлени степеня k, bj1,j2 = F (j1,j2)(z0)
j1!j2! . Многочлен pk0

, k0 ∈
Z+, називається головним у степеневому розвиненнi (11) на T2(z0, R), якщо для
кожного z ∈ T2(z0, R) правильна нерiвнiсть

|
∑

k1+k2 6=k0

pk1+k2
((z1 − z0

1), (z2 − z0
2))| ≤ 1

2
max{|bj1,j2|r

j1
1 r

j2
2 : j1 + j2 = k0}.

Теорема 4.3. Нехай β > 1, L ∈ Q(D2). Якщо iснують p ∈ Z+, d ∈ (0; 1],
η ∈ (0; d) такi, що для кожного z0 ∈ D2 та деякого R = (r1, r2) при rj = rj(d, z

0) ∈
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(η, d), j ∈ {1, 2}, i певного k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядi
(11) на T2(z0, R/L(z0)), то аналiтична в D2 функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних.

У роздiлi 5 об’єктом вивчення є цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за напрям-
ком. У ньому використовуються позначення з роздiлу 2. Нагадаємо означення
функцiй з цього класу. Нехай L : Cn → R+ — неперервна функцiя.

Цiла функцiя F : Cn → C називається функцiєю обмеженого L-iндексу за
напрямком b, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для всiх m ∈ Z+ та кожного z ∈ Cn

справджується нерiвнiсть (1). Найменше таке цiле число m0, для якого виконує-
ться (1), називається L-iндексом за напрямком функцiї F та позначається через
Nb(F,L). Якщо такого m0 не iснує, то покладемо Nb(F,L) =∞, а F називатиме-
мо функцiєю необмеженого L-iндексу за напрямком b.

Новi результати, отриманi у цьому роздiлi для цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком iстотно посилюють ранiше встановленi нами твердження
i їхньою основною принциповою вiдмiннiстю вiд результатiв з кандидатської ди-
сертацiї здобувача, полягають у замiнi в достатнiх умовах з вiдповiдних критерiїв
квантора загальностi на квантор iснування. Тобто, з огляду на цю обставину, для
того, щоб переконатися в обмеженостi L-iндексу за напрямком заданої функцiї,
достатньо перевiрити виконання певних нерiвностей лише при деякому фiксова-
ному значеннi параметра (для кiл одного радiуса), а не для всiх можливих його
значень. Цю iдею нам вдалося послiдовно реалiзувати для всiх основних критерi-
їв, а також при встановленнi достатнiх умов обмеженостi L-iндексу за напрямком
цiлих розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними.

Допомiжний клас Qn
b означаємо так: iснує η ≥ 0

λb(η) = sup
z∈Cn

sup
t1,t2∈C

{
L(z + t1b)

L(z + t2b)
: |t1 − t2| ≤

η

min{L(z + t1b), L(z + t2b)}

}
<∞.

Використовуючи iдею Г. Фрiке, отримали модифiкацiю одного критерiю зi слаб-
шими достатнiми умовами обмеженостi L-iндексу за напрямком.

Теорема 5.4. Нехай L ∈ Qn
b. Якщо iснують сталi η > 0, n0 = n0(η) ∈ Z+

та P1 = P1(η) ≥ 1 такi, що для всiх z ∈ Cn iснує k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0,
для якого виконується нерiвнiсть (2), то цiла функцiя F : Cn → C є функцiєю
обмеженого L-iндексу за напрямком b.

Теорема 5.5. Нехай L ∈ Qn
b, F — цiла функцiя в Cn. Якщо iснують R > 0,

P2 ≥ 1 та η ∈ (0, R) такi, що для всiх z0 ∈ Cn та деякого r = r(z0) ∈ [η,R]
виконується нерiвнiсть (3), то F має обмежений L-iндекс за напрямком b.

Позначимо Gr(F ) := Gb
r (F )

⋃
z : F (z)=0{z+ tb : |t| < r/L(z)}, a0

k - нулi функцiї
F (z0 + tb) при фiксованому z0 ∈ Cn. Через nz0(r, F ) = nb

(
r, z0, 1/F

)
:=
∑
|a0
k|≤r

1

позначимо лiчильну функцiю нулiв a0
k функцiї зрiзки F (z0 + tb) в крузi {t ∈

C : |t| ≤ r}. Якщо для заданого z0 ∈ Cn та для всiх t ∈ C F (z0 + tb) ≡ 0, то ми
покладемо nz0(r) = −1. Позначимо n(r) = supz∈Cn nz(r/L(z)).

Теорема 5.6. Нехай L ∈ Qn
b, F (z) — цiла функцiя в Cn. Якщо виконуються

такi умови:
1) iснують r1 > 0, P > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn\Gr1(F ) |∂bF (z)

F (z) | ≤ P ;

2) знайдеться r2 > 0 таке, що n(r2) ∈ [−1;∞) та 2r1 · n(r2) < r2/λb(r2), де r1 —
вибране з попередньої умови,
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то функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком b.
Зауважимо, що теореми 5.5 та 5.6 є новими навiть для цiлих функцiй вiд

однiєї змiнної та l ≡ 1.
Тепер розглянемо таке рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p−1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z), (12)

де gj, h — цiлi функцiї в Cn, j ∈ {0, 1, . . . , p}. У кандидатськiй дисертацiї здобува-
ча було отримано достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих
розв’язкiв рiвняння (12). У них, по сутi, вимагається, щоб деякi нерiвностi повиннi
виконувалися зовнi кругiв будь-якого радiуса. Замiнюючи квантор загальностi на
квантор iснування, ми послабили цi умови.

Позначимо g∗(z) = h(z) ·
∏p

j=0 gj(z), n(r, g∗) = sup
z∈Cn

nb(r/L(z), z, 1/g∗), r∗ =

sup
s≥1

(s−1)λ1(s)
8(n(s,g∗)+1) . Справедлива така теорема.

Теорема 5.7. Нехай L∈Qn
b, та g0(z), . . . , gp(z), h(z) — цiлi функцiї обмеже-

ного L-iндексу за напрямком b ∈ Cn \ {0}. Припустимо, що iснують r ∈ (0; r∗) та
T > 0 такi, що для кожного z ∈ Cn\Gr(g0) та j = 1, . . . , p виконуються нерiвностi
|gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|.Тодi цiла функцiя F, яка задовольняє (12), має обмежений
L-iндекс за напрямком b.

Це твердження також є новим в одновимiрному випадку.
Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння вигляду

w(p) = f(z, w). (13)
С. М. Шах, Ґ. Фрiке, М. М. Шеремета, А. Д. Кузик та iншi не вивчали обме-
женiсть iндексу цiлого розв’язку рiвняння (13), тому що права частина рiвняння
є функцiєю вiд двох змiнних. Проте, зважаючи на теорiю функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком, цiлком природно поставити вiдповiдне питання.

Теорема 5.8. Нехай lj ∈ Q2
1j
, f(z, w) — цiла функцiя обмеженого lj-iндексу

за напрямками 1j для кожного j ∈ {1, 2}. Якщо iснує C > 0 та l ∈ Q такi, що
для всiх (z, w) ∈ C2 \ (G11

r (f) ∪G12
r (f))

l1(z, w) + l2(z, w)|f(z, w)| ≤ Cl(z),

то кожна цiла функцiя, що задовольняє (13), має обмежений l-iндекс.
Як застосування теореми 5.8, ми розглянемо алгебраїчне диференцiальне рiв-

няння такого типу:

w(p) = g(z) +
k∑
j=0

ajw
j, aj ∈ C. (14)

Наслiдок 5.2. Нехай g(z) — цiла функцiя обмеженого l-iндексу, l∗(z) :=
l(z)+|g(z)|, l∗ ∈ Q. Тодi кожна цiла функцiя, яка задовольняє (14), має обмежений
l∗-iндекс.

Зважаючи на те, що обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлої функцiї
F необхiдно i досить, щоби були рiвномiрно обмеженi lz-iндекси (lz = L(z + tb))
функцiї-зрiзки F (z + tb) по всiх z ∈ Cn, у свiй час виникло таке природне пита-
ння: чи iснує цiла функцiя F (z) з N(gz0, lz0) < +∞ для кожного z0 ∈ Cn, але
Nb(F,L) = +∞?
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Нижче вiтку квадратного кореня з комплексного числа вибираємо на основi
умови

√
1 = 1. Ствердна вiдповiдь на згадане питання отримана ще в кандидат-

ськiй дисертацiї здобувача. Там доведено, що F (z1, z2) = cos
√
z1z2 має необме-

жений iндекс за напрямком (1, 1). Але традицiйно розв’язування одних проблем
призводить до виникнення iнших. У нашому випадку цiкавим є таке питання:

Проблема 1 ( [22, Проблема 17]). Якi умови на нульову множину та зростання
цiлих функцiй забезпечують обмеженiсть iндексу функцiї F (z0

1 + b1t, z
0
2 + b2t)

для кожної фiксованої точки (z0
1, z

0
2) ∈ C2 та необмеженiсть iндексу функцiї

F (z1, z2) за напрямком b = (b1, b2)?

Вiдповiдь дає така теорема.
Теорема 5.1. Нехай f(t), t ∈ C, — парна цiла трансцендентна функцiя

обмеженого iндексу. Тодi: 1) для кожного напрямку b = (b1, b2) ∈ C2 \ {0} та
кожної фiксованої пари z0

1, z
0
2 ∈ C функцiя g(t) = f(

√
(z0

1 + b1t)(z0
2 + b2t)) є цi-

лою функцiєю обмеженого iндексу (t ∈ C); 2) функцiя f(
√
z1z2) є необмеженого

iндексу за кожним напрямком b.
Зважаючи на описанi властивостi функцiї F (z1, z2) = cos

√
z1z2, на львiвсько-

му мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (2007) проф. А. А. Кондратюк
поставив питання:

Проблема 2. Якою є найменша неперервна функцiя L : C2 → R+, що гаранту-
ватиме обмеженiсть L-iндексу за напрямком b функцiї F (z1, z2) = cos

√
z1z2?

Використовуючи пiдхiд через рiвняння з частинними похiдними, дано вiд-
повiдь на питання Кондратюка в теоремi 5.10, згiдно з якою ця функцiя має
обмежений Lε,b-iндекс за напрямком b, де

Lε,b(z1, z2) :=

{ |b1z2+b2z1|√
|z1z2|

+ 1, |z1z2| > ε2,

|b1z2+b2z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2.

Насправдi на шляху пошуку вiдповiдi на питання А. А. Кондратюка нами
встановлено дещо бiльше. Опишемо цi результати. Розглянемо такi рiвняння з
похiдними за напрямком b = (b1, b2)

z1z2(b1z2 + b2z1)∂
2
bF (z) +

(b1z2 − b2z1)
2

2
∂bF (z) +

(b1z2 + b2z1)
3

4
F (z) = 0 (15)

для b1 6= 0, b2 6= 0 та
4z1∂

2
bF (z) + 2b1∂bF (z) + b2

1z2F (z) = 0, для b1 6= 0, b2 = 0. (16)

Для b1 = 0, b2 6= 0 можна розглянути рiвняння з частинними похiдними, яке збi-
гається з (16) з точнiстю до перестановок змiнних z1 та z2. По сутi, нами доведено
у теоремi 5.9, що кожний цiлий розв’язок цих рiвнянь є функцiєю обмеженого
Lε,b-iндексу за вiдповiдним напрямком b.

Нехай Ln (n ≥ 1) — клас додатних неперервних функцiй L : Cn → R+. У 2006
роцi на львiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй проф. М. М. Шеремета
поставив питання: якою є оцiнка зростання максимуму модуля цiлої функцiї
обмеженого L-iндексу за напрямком? Для заданого z0 ∈ Cn розвинемо функцiю
F (z0 + wb) у степеневий ряд по w ∈ C F (z0 + wb) =

∑∞
m=0 bm(z0)wm, bm(z0) =
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1
m!

∂mF (z0)
∂bm . Позначимо µb(r, z0, F ) = max{|bm(z0)|rm : m ≥ 0}, νb(r, z0, F ) =

max{m : |bm(z0)|rm = µb(r, z0, F )},
ϕ(δ, θ, z0) = lim

r→+∞
min

{
L(z0 + teiθb) : r/(1 + δ) ≤ t ≤ r

}
/L(z0 + reiθb).

Легко бачити, що ∃ limδ→+0 ϕ(δ, θ, z0) := ϕ0(θ, z
0).

У дисертацiї отримано оцiнки зростання цiлих функцiй обмеженого L-iндекс
за напрямком у виглядi теореми 5.11, з якої випливає такий наслiдок.

Наслiдок 5.3. Нехай b ∈ Cn\{0}, L ∈ Ln буде додатна неперервна функцiя
така, що (∀z0 ∈ Cn) (∀θ ∈ [0, 2π]) : rL(z0 + reiθb)→ +∞ (r → +∞) та

inf
z0∈Cn

min
θ∈[0,2π]

ϕ0(θ, z
0) = ϕ0 ∈ (0, 1]. (17)

Якщо цiла трансцендентна функцiя F є обмеженого L-iндексу з напрямком b з
Nb(F,L) <∞, то

sup
z0∈Cn

max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

νb(r, z0, F )

rL(z0 + reiθb)
≤ Nb(F,L) + 1

ϕ0
,

sup
z0∈Cn

max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

ln max{|F (z0 + τb)| : |τ | = r}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1

ϕ2
0

.

Зауважимо, що наслiдок 5.3 та згадана теорема 5.11 при n = 1 є узагальнен-
нями вiдповiдного результату Шеремети та Кузика у двох напрямах: 1) вiдсутнє
припущення, що функцiя l має вигляд l(|z|); 2) вiдсутнє припущення, що ϕ0 = 1
(нашi результати справедливi для будь-якого ϕ0 ∈ (0, 1]).

Наведемо результат, який вказує достатнi умови обмеженостi L-iндексу за
напрямком для композицiї цiлих функцiй.

Теорема 5.12. Нехай b ∈ Cn \{0}, f — цiла функцiя в C, Φ — цiла функцiя
в Cn така, що ∂bΦ(z) 6= 0 та

∣∣∣∂jbΦ(z)
∣∣∣ ≤ K |∂bΦ(z)|j , K ≡ const > 0, для всiх

z ∈ Cn та кожного j ≤ p, де p = N(f, l) або p = Nb(F,L) вiдповiдно.
Нехай l ∈ Q, l(w) ≥ 1, w ∈ C та L ∈ Qn

b, де L(z) =
∣∣∂bΦ(z)

∣∣l(Φ(z)). Цiла
функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i тiльки тодi, коли F (z) = f(Φ(z)) має
обмежений L-iндекс за напрямком b.

Отриманi умови є слабшими при n = 1, нiж результати В. Кушнiра (2002).
Зазначимо, що умова ∂bΦ(z) 6= 0 в теоремi 5.12 обумовлена суто методом доведе-
ння. Насправдi її можна позбутися та довести загальнiше твердження, але уже з
бiльшою функцiєю L(z) � max

1≤j≤p

{
1,
∣∣∣∂jbΦ(z)

∣∣∣} l(Φ(z)). Вiдповiдна теорема 5.13 з

дисертацiї є новою навiть при n = 1.
Також у дисертацiї встановлено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за на-

прямком для суми цiлих функцiй (це теореми 5.2, 5.3), причому теорема 5.2 є
новою для n = 1, а теорема 5.3 є новою навiть у випадку n = 1 та l ≡ 1, тоб-
то, для цiлих функцiй обмеженого iндексу. Побудовано вiдповiдний приклад двох
цiлих функцiй обмеженого iндексу за напрямком b, сума яких є функцiєю нео-
бмеженого iндексу за цим напрямком.

У наших дослiдженнях обмеженостi L-iндексу за напрямком ми часто роз-
глядали зрiзки {z0 + tb : t ∈ C}. Потiм фiксували z0 ∈ Cn та застосовували
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мiркування з одновимiрного випадку. Пiсля цього будували рiвномiрнi оцiнки по
усiх z0. Це стислий опис методу.

Виходячи з цього, проф. С. Ю. Фаворов (2015) поставив таку проблему.

Проблема 3. Нехай b ∈ Cn\{0}— заданий напрямок, L : Cn → R+ — неперервна
функцiя. Чи можна замiнити умову „F голоморфна в Cn“ на умову „F — голо-
морфна на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ та з цього вивести усi вiдомi властивостi
цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком?

Наша вiдповiдь на питання Фаворова є заперечною. Таке послаблення обме-
жень на функцiю F не дозволяє довести деякi теореми. А саме у твердженнi 5.4 ди-
сертацiї побудовано приклад функцiї, яка голоморфна на зрiзках {z0+tb : t ∈ C},
але не голоморфна за сукупнiстю змiнних i така, що вона має необмежений iндекс
за напрямком b в деякiй обмеженiй областi. Хоча, як вiдомо, кожна цiла функцiя
є обмеженого iндексу за напрямком b в обмеженiй областi, в якiй вона вiдмiнна
вiд тотожного нуля на зрiзках {z0 + tb : t ∈ C} (див. лема 5.1).

Цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних вивчаються в шо-
стому роздiлi. У ньому залишаються дiйсними позначення з роздiлу 3.

Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) — додатнi неперервнi функцiї, z ∈ Cn,
j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, називається функцiєю обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних, якщо iснує число m ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ Cn

та J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+ виконується (6). Найменше таке цiле число m, для
якого (6) виконується, називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних функцiї F
та позначається через N(F,L).

Через Qn (зокрема, Q := Q1) позначимо клас додатних неперервних функцiй
L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) таких, що ∃R0 ∈ Rn

+,∃C, c ∈ Rn
+(0 < c ≤ C), ∀z0 ∈

Cn ∀z ∈ Dn[z0, R0/L(z0)] c ≤ L(z)/L(z0) ≤ C.
Нехай L(z) = L(R), R = (r1, . . . , rn), z = (z1, . . . , zn), rk = |zk| (1 ≤ k ≤ n).

Позначимо r∗ = max1≤k≤n rk, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ). У цьому випадку наш
основний результат про зростання функцiй з цього класу має вигляд

Теорема 6.12. Нехай L(R) = (l1(R), . . . , ln(R)), lj(R) — додатнi неперерв-
но диференцiйовнi неспаднi функцiї за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k, j ∈
{1, . . . , n}. Якщо цiла функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за су-
купнiстю змiнних, то

lim
|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1.

Для неперервних функцiй L : Cn → Rn
+ клас Kn визначається по аналогiї

до класу K(Bn), просто вiдповiдна нерiвнiсть справджується для всiх R ∈ Rn
+

замiсть |R| < 1.
Теорема 6.13. Нехай L ∈ Qn ∩Kn. Якщо цiла функцiя F має обмежений

L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(F,R)=O

(
min
σn∈Sn

min
Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R(j, σn, t)e
iΘ)dt

)
при |R| → ∞,

де σn — перестановка з {1, . . . , n}, Sn — множина усiх перестановок з {1, . . . , n},
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R(j,σn, t)=(r′1, . . . , r
′
n), r′k=


r0
k, якщо σn(k) < j,
t, якщо k = j,
rk, якщо σn(k) > j,

k∈{1, . . . , n}, R0 =(r0
1, . . . , r

0
n)

— досить великий радiус.
Зазначимо, що теорема 6.13 нова навiть для n = 1, бо ми замiнили умо-

ву l = l(|z|) на умову l ∈ K, тобто, iснує c > 0 таке, що для кожного r > 0

max
θ1,θ2∈[0,2π]

l(reiθ2)
l(reiθ1)

≤ c.

Теорема 6.14. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна фун-
кцiя за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо цiла
функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних та iснує
C > 0 таке, що функцiя L задовольняє нерiвностi

sup
R∈Rn+

max
t∈[0,r∗]

max
Θ∈[0,2π]n

max
1≤j≤n

(−(uj(t, R,Θ))′t)
+

rj
r∗ l

2
j (

t
r∗Re

iΘ)
≤ C,

max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

〈
R,L

(
τReiΘ

)〉
dτ → +∞ при |R| → +∞,

то
lim

|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ (C + 1)N + 1.

Оцiнка в теоремi 6.14 для n = 1 точнiша, нiж результат Шеремети, який
отриманий для випадку n = 1, C 6= 0 та l(|z|). Справдi, вiдповiдна теорема на
с. 83 монографiї Шеремети1 стверджує, що

lim
r→+∞

ln max{|f(z) : |z| = r}∫ r
0 l(τ)dτ

≤ (C + 1)(N + 1).

Очевидно, що NC +N + 1 < (C + 1)(N + 1) для C 6= 0 та N 6= 0.
У дисертацiї сформульовано та доведено твердження, якi дають оцiнки зро-

стання цiлих розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними (10), де Hj та GSj

— цiлi функцiї. Кажемо, що неоднорiдна система рiвнянь (10) з цiлими коефiцi-
єнтами належить до класу A(G,H,L), якщо L ∈ QW n та вiдповiднi умови 1)-3)
на 12 виконуються для всiх z ∈ Cn замiсть z ∈ Bn.

Теорема 6.7. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними
(10) з цiлими коефiцiєнтами належить до класу A(G,H,L) i цiла функцiя F (z)
задовольняє (10), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c},

де c — стала, залежна вiд BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M .
Якщо система (10) — однорiдна (Hj(z) ≡ 0), то попередню теорему можна

дещо спростити через простiшi умови на коефiцiєнти та iнакше обрану сталу c.
Зазначимо, що отриманi оцiнки через сталу c є точними. Вiдповiднi приклади

наведено у пiдроздiлi 6.4.3 дисертацiї. Теореми 6.7 та пов’язанi з нею теорема 6.8
1Sheremeta, M.: Analytic functions of bounded index, Mathematical Studies. Monograph Series, vol. 6. VNTL Publishers, Lviv

(1999)



21

для однорiдної системи i твердження 6.13-6.14 є узагальненнями результатiв М.
Салмассi (1978) у двох напрямках:
— вiдсутнє припущення, що коефiцiєнти в системi (10) є сталими;
— розглядається система, що також може мiстити мiшанi частиннi похiднi.

Теореми 6.7-6.8 i твердження 6.13-6.14 також є покращеними аналогами ре-
зультатiв М. Бордуляк (1996) для системи (10) у трьох напрямках:
— вiдсутнє припущення, що коефiцiєнти у (10) є функцiями з вiдокремленими
змiнними;
— функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) має загальнiший вигляд, нiж L(z) = (l1(|z1|),
. . . , ln(|zn|)), де z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn;
— отримано точнi, в загальному, не покращуванi оцiнки зростання цiлих розв’язкiв
системи. Зазначимо, що оцiнки зростання розв’язкiв системи взагалi не обговорю-
валися М. Бордуляк та М. Салмассi.

Також у дисертацiї отримано теореми 6.15 та 6.16, якi забезпечують достатнi
умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для суми цiлих функцiй F i
G. Вiдповiднi умови подано у виглядi обмежень на локальне поводження похiдних
цих функцiй. Згаданi твердження є новими для функцiй обмеженого iндексу за
сукупнiстю змiнних.

Позначимо ZF =
⋃
z∈Cn{z : F (z) = 0} та GR(F ) =

⋃
z0∈ZF D

n
(
z0, R

L(z0)

)
.

Теорема 6.4. Нехай L ∈ Qn, F — цiла в Cn функцiя. Якщо ∃R > 0 0 <
R < 1, ∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn

+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0 (R′ = 0 для ZF = ∅) такi, що
∀z0 ∈ Cn ∃R0 = R0(z0) ∈ Rn

+, Θ ≤ R0 ≤ R, для якого

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(2(R + 1))lj(z0)

,

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤p2min

{
|F (z)| : z∈Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (meas — мiра Лебега
на кiстяку полiкруга).

Позначимо c(z′, r) = {z ∈ C : |z − z′| = r
l(z′)}. Для n = 1 з теореми 6.4

випливає такий наслiдок.
Наслiдок 6.2. Нехай l ∈ Q, f — цiла функцiя. Якщо ∃r > 0, ∃r′ ≥ 0, ∃p2 ≥ 1

∃θ ∈ (0, r), такi, що ∀z0 ∈ C ∃r0 = r0(z0) ∈ [θ; r], та meas
{
c(z0, r0) ∩GR′(F )

}
<

2πθ
3l(z0)λ2(2r+2) i max

{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0)

}
≤ p2 min

{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0) \Gr′(f)

}
,

то функцiя f має обмежений l-iндекс (тут meas означає мiру Лебега на колi).
У деякому розумiннi цей наслiдок є новим для цiлих функцiй вiд однiєї змiн-

ної, бо коло c(z0, r0) може мiстити нулi функцiї f. Разом з тим у вiдповiдних
теоремах, отриманих М. Шереметою, А. Кузиком та Г. Фрiке, коло c(z0, r0) виби-
ралося так, щоб f(z) 6= 0 для всiх z ∈ c(z0, r0).

Наведемо отриманий нами аналог достатнiх умов логарифмiчного критерiю
для цього класу функцiй.

Теорема 6.5. Нехай L ∈ Qn. Якщо цiла функцiя F задовольняє такi умови:
1) для кожного R > 0 iснує p1 = p1(R) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn \GR(F ) та

всiх j ∈ {1, . . . , n} 1
|F (z)|

∣∣∣∂F (z)
∂zj

∣∣∣ ≤ p1lj(z),
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2) для кожного R > 0 та R′ ≥ 0 iснує p2 = p2(R,R
′) ≥ 1, що для всiх z0 ∈ Cn та-

ких, що T n(z0, R
L(z0))\GR′(F ) =

⋃
iCi 6= ∅, де Ci — зв’язнi неперетиннi множи-

ни, i виконується одна з трьох умов a) max
i

min
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
min
z∈Ci
|F (z)|, або

b) max
i

max
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
max
z∈Ci
|F (z)|, або c) |F (z∗)| = maxi maxz∈Ci |F (z)|,

|F (z∗∗)| = mini minz∈Ci |F (z)|, та точки z∗, z∗∗ належать до однiєї i тiєї мно-
жини Ci0

3) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснують Θ, R′ ∈ Rn

+, 0 < θj <
2rj

2+3λ2,j(2(R+1)) ,

такi, що для всiх z ∈ Bn

meas {GR′(F ) ∩ Dn [z,R/L(z)]} <
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z)

,

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (тут meas є 2n-вимiрна мiра
Лебега).

Iншi достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних можна
отримати через логарифмiчнi похiднi за напрямками 1j та розподiл нулiв вздовж
тих напрямкiв.

Теорема 6.3. Нехай F (z) — цiла в Cn функцiя та для кожного j ∈ {1, . . . , n}
lj(z) ∈ Qn

1j
i Cn \G1j

r (F ) 6= ∅. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n} справджуються
такi умови
1) для будь-якого r > 0 iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn\G1j

r (F )∣∣∣ 1
F (z)

∂F (z)
∂zj

∣∣∣ ≤ Pjlj(z);

2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Cn, для яких
F (z0 + t1j) 6≡ 0, n1j

(
r

lj(z0) , z
0, 1
F

)
≤ ñj(r),

то F (z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Усi двi наведенi теореми є повнiстю новими в теорiї функцiй обмеженого iнде-

ксу за сукупнiстю змiнних, причому теорема 6.5 заодно дає ствердну вiдповiдь на
питання проф. I. Е. Чижикова про можливiсть збiльшити розмiр виняткової мно-
жини, зовнi якої оцiнюються частиннi логарифмiчнi похiднi, якщо порiвнювати з
теоремою 6.3.

У дисертацiї також розглядається композицiя цiлих функцiй обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних.

Додатково введемо такi позначення ∇Φ(z) = (∂Φ(z)
∂z1

, . . . , ∂Φ(z)
∂zn

) та |∇|Φ(z) =

(|∂Φ(z)
∂z1
|, . . . , |∂Φ(z)

∂zn
|). Наш основний результат про композицiю формулюється у ви-

глядi такої теореми.
Теорема 6.9. Нехай f цiла функцiя в C, Φ цiла функцiя в Cn така що

для деякого p i для всiх z ∈ Cn, k ∈ {1, . . . , n} та J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn+ \ {0},
‖J‖ ≤ p виконуються нерiвностi ∂Φ(z)

∂zk
6= 0 та |Φ(J)(z)| ≤ C|∇|Φ(z)J , C ≡ const >

0. Нехай функцiя l ∈ Q така, що l(w) ≥ 1 (w ∈ C) та L ∈ Qn, де L(z) =
l(Φ(z))|∇|Φ(z). Цiла функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i тiльки тодi, коли
F (z) = f(Φ(z)) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Проф. М.М. Шеремета сформулював загальнiше питання: Нехай G : C2 →
C — цiла функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, Φ1 : Cn → C
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та Φ2 : Cm → C — цiлi функцiї, L : C2 → R+ — неперервна функцiя. Якою
має бути неперервна функцiя L̃ : Cn+m → Rn

+, щоб складена функцiя H(z, w) =
G(Φ1(z),Φ2(w)) мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних? На це пита-
ння у дисертацiї дає вiдповiдь теорема 6.10, яка за формулюванням подiбна до
теореми 6.9.

Нехай F — цiла функцiя, ZF — нульова множина функцiї F. Якщо z0 ∈ ZF ,
то через pF (z0) позначимо “кратнiсть” нульової точки z0 функцiї F, тобто, таке
цiле число, що для всiх J, ‖J‖ < pF (z0), F (J)(z0) = 0, але, принаймнi для одного
J, ‖J‖ = pF (z0), виконується F (J)(z0) 6= 0.

Теорема 6.11. Для того, щоб для цiлої функцiї F iснувала додатна непе-
рервна вектор-функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) така, що F (z) є функцiєю обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно та досить, щоб iснувало p ∈ Z+

таке, що pF (z0) ≤ p для всiх z0 ∈ ZF .
Наведений результат показує широту дослiджуваного класу цiлих функцiй

обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
Тепер згадаємо результати, пов’язанi з вичерпуванням n-вимiрного компле-

ксного простору кулями замiсть полiкругiв. Основним результатом такого типу
для цiлих функцiй у вiдповiдному пiдроздiлi є теорема 6.2, яка за формулюванням
подiбна до теореми 3.13, наведеної вище для аналiтичних в кулi функцiй.

Нарештi роздiл 7 мiстить одновимiрнi результати, якi нами не отриманi для
функцiй вiд декiлькох змiнних. В ньому розглядається обмежений l-iндекс та M -
iндекс для функцiй вiд однiєї змiнної. Нехай G — довiльна область в C та l —
додатна неперервна функцiя в G. Для r ∈ [0, β] покладемо λ1(r) = inf{ l(z)l(z0) :

|z − z0| ≤ r
l(z0) , z0 ∈ G} and λ2(r) = sup{ l(z)l(z0) : |z − z0| ≤ r

l(z0) , z0 ∈ G}. Через
Qβ(G) позначимо клас додатних неперервних функцiй l, якi задовольняють умову

(∀z ∈ G) : l(z) >
β

dist{z, ∂G}
, β = const > 1 i для деякого r0 ∈ [0, β] 0 <

λ1(r0) ≤ λ2(r0) < +∞. Аналiтична функцiя f в G ⊂ C називається функцiєю
обмеженого l-iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+ та кожного

z ∈ G |f (n)(z)|
n!ln(z)

≤ max

{
|f (k)(z)|
k!lk(z)

: 0 ≤ k ≤ N

}
.

У дисертацiї доведено достатнiсть умов наступної гiпотези М. М. Шеремети2,
а за певних додаткових обмежень також обґрунтовано їхню необхiднiсть.

Гiпотеза 7.2. Нехай f — цiла функцiя та

g(z) =
q1

(1− z)p
+

q2

(1− z)p−1
+ . . .+

qp
1− z

+ qp+1, p ∈ N, qj ∈ C, q1 6= 0.

Складена функцiя F = f(g) у D має обмежений l-iндекс у C\{0} з l(|z|) = β
(1−|z|)p+1

тодi i тiльки тодi, коли f є обмеженого iндексу.
Теорема 7.1. Нехай f — цiла функцiя. Функцiя f( q1zp + q2

zp−1 + . . .+ qp+1) має
обмежений l-iндекс у C\{0} з l(|z|) = β

|z|p+1 тодi i тiльки тодi, коли функцiя f має
обмежений iндекс, де p ∈ N, qj ∈ C, q1 6= 0.

Теорема 7.2. Для того, щоб функцiя F була обмеженого l-iндексу з l(r) =
2Sheremeta, M.M.: On the l-index boundedness of some composition of functions. Mat. Stud. 47(2), 207–210 (2017). doi:

10.15330/ms.47.2.207-210



24

β
(1−r)p+1 , досить, а якщо f — цiла функцiя скiнченного порядку та 0 — її пiкарiвське
виняткове значення, то i необхiдно, щоб f була обмеженого iндексу.

Подiбна задача розглянута для аналiтичних функцiй обмеженого l − M -
iндексу (теореми 7.3 та 7.4).

Визначимо таку функцiю lρ(z) = |z|ρ−1, |z| ≥ 1. У пiдроздiлi 7.3 описано
проблему, неявно поставлену А. А. Гольдбергом (1996): яким є зв’язок мiж
класом цiлих функцiй цiлком регулярного зростання зi скiнченним порядком ρ
та класом цiлих функцiй обмеженого lρ-iндексу? Ми розглядаємо деякi частин-
нi проблеми, якi мають безпосереднiй стосунок до цiєї проблеми Гольдберга. А
саме видiлено клас цiлих функцiй цiлком регулярного зростання, нулi яких не
задовольняють жодну з умов Левiна (C) та (C′) та мають необмежений lρ-iндекс
(твердження 7.3).

Насамкiнець розглядаємо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння

f (p)(z) + g1(z)f (p−1)(z) + · · ·+ gp(z)f(z) = 0. (18)

Нехай ϕ — додатна необмежена функцiя, яка строго зростає на [1,+∞), ϕ−1

— обернена функцiя до ϕ, M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}. Визначимо порядок
зростання цiлої функцiї так σ̃0

ϕ[f ] = lim supr→+∞
ϕ(M(r,f))

ln r , αϕ = sup{σ̃0
ϕ[gj]| j =

1, 2, . . . , p}, а функцiю l1 задамо так l1(z) = max
1≤j≤p

(ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln |z|))1/j, |z| >

r1, де ε > 0 — задане, r1 вибране так, щоб c = max
1≤j≤p

(ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln r1))

1/j ≥ 1.

Також нам потрiбна бiльша функцiя l0(z) = ϕ−1((αϕ + ε) ln |z|), |z| > r0, де r0 —
вибране так, щоб c0 = ϕ−1((αϕ + ε) ln r0) ≥ 1.

Теорема 7.5. Нехай ϕ — додатна необмежена функцiя, що строго зростає
на [1,+∞). Якщо αϕ ∈ (0,+∞), l1 ∈ Q, кожна цiла функцiя gj має обмежений
l1-iндекс (j ∈ {1, . . . , p}), то кожна цiла функцiя, що задовольняє (18), має обме-
жений l1-iндекс. Якщо, крiм того, l0 ∈ Q, ϕ— неперервно диференцiйовна функцiя
вiд дiйсної змiнної t ∈ [1,+∞), то для кожної цiлої трансцендентної функцiї f,
що задовольняє (18), справджується така оцiнка

lim
r→∞

lnM(r, f)∫ r
r0
ϕ−1((αϕ + ε) ln r)dr

≤ N(f, l0) + 1.

За ще однiєї додаткової умови, що t2ϕ′(t)e
ϕ(t)
αϕ+ε → +∞ при t→ +∞, у теоремi

7.6 нами встановлено таке: limr→∞
lnM(r,f)∫ r

r0
ϕ−1((αϕ+ε) ln r)dr

≤ p.

ЗАГАЛЬНI ВИСНОВКИ

Варто зазначити, що дослiджуванi в дисертацiї класи цiлих та аналiтичних
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних чи обмеженого L-iндексу
за напрямком є досить широкими. Про це свiдчать доведенi теореми iснуван-
ня. Зокрема, для цiлої функцiї F : Cn → C iснує додатна неперервна функцiя
L : Cn → Rn

+ така, що F — обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, тодi i
тiльки тодi, коли F має обмежену кратнiсть нульових точок. Цей факт забезпечує
широту та всеохопнiсть проведених дослiджень, бо завдяки вибору вектор-функцiї
L можна вивчати досить складнi за структурою та властивостями функцiї.
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Навiть бiльше, запропонованi пiдходи до введення поняття обмеженостi L-
iндексу за сукупнiстю змiнних для аналiтичних у полiкрузi чи в одиничнiй кулi
функцiй дозволяють вивчати функцiй вiд декiлькох змiнних, якi дiйсно мають
особливi точки на межi полiкруга чи на одиничнiй сферi. Це було нездiйсненним
при розглядi функцiй, якi задовольняють означення обмеженого iндексу в сенсi
Крiшни-Шаха для аналiтичних довiльнiй областi з Cn функцiй, бо такi функцiї
насправдi виявлялися цiлими.

Серед вагомих здобуткiв дисертацiйної роботи треба вiдзначити такi:
1) для класу цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних обмеженого L-iндексу за су-

купнiстю змiнних встановлено новi критерiї приналежностi функцiй до цього
класу, теореми iснування та iншi властивостi;

2) для класу аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй вiд декiлькох змiнних обме-
женого L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю змiнних дослiдже-
но характеристичнi властивостi функцiй з цього класу;

3) знайдено точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля функцiй з
вiдповiдних класiв функцiй обмеженого iндексу на колi чи кiстяку полiкруга,
причому розв’язано проблему Шеремети про зростання цiлих обмеженого L-
iндексу за напрямку;

4) видiлено клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрямком
b таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C} вони мають обмеже-
ний iндекс та знайдено функцiю L, для якої деякi цiлi функцiї з описаною
властивiстю матимуть обмежений L-iндекс за тим напрямком;

5) повнiстю доведено гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх умов обме-
женостi L-iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка максимуму моду-
ля, мiнiмуму модуля на колi, логарифмiчний критерiй) через замiну квантора
загальностi на квантор iснування;

6) встановлено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком композицiї
цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних. Отриманi умови є слабшими в однови-
мiрному випадку, нiж вiдомi досi;

7) доведено достатнiсть умов у гiпотезi М. М. Шеремети про обмеженiсть l-
iндексу деяких композицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної та дано
вiдповiдь на питання М. М. Шеремети про обмеженiсть L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних композицiй цiлих функцiй;

8) отримано достатнi умови обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв диференцi-
ального рiвняння w(p) = f(z, w), де f — цiла функцiя, p ∈ N.

9) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу за
сукупнiстю змiнних для суми цiлих функцiй;

10) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цiлих
чи аналiтичних в кулi розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частинними по-
хiдними вищих порядкiв та отримано точнi оцiнки їхнього зростання через
параметри, залежнi вiд коефiцiєнтiв систем;

11) виявлено новi характеристичнi властивостi функцiй обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних через оцiнку максимуму модуля таких функцiй на сферi
замiсть кiстяка полiкруга;

12) вперше отримано аналоги логарифмiчного критерiю у виглядi достатнiх умов
та оцiнки максимуму модуля через мiнiмум модуля для цiлих функцiй обме-
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женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, причому один з цих аналогiв є ствер-
дною вiдповiддю на питання I. Е. Чижикова про можливiсть оцiнки частинних
логарифмiчних похiдних ззовнi бiльших виняткових множин;

13) побудовою вiдповiдного прикладу спростовано гiпотезу С. Ю. Фаворова, що
умову „F голоморфна в Cn“ можна замiнити на умову „F — голоморфна на
усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ в теорiї цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за
напрямком;

14) встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в полiкрузi функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних та описано поводження коефi-
цiєнтiв розвинення у степеневий ряд;
Iншим потужним пiдходом, який дозволяє дослiджувати асимптотику ана-

лiтичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, є метод Вiмана - Валiрона. Проте
наразi нам не вiдома адаптацiя цього методу до систем рiвнянь з частинними
похiдними, якi розглянутi в цiй працi. Водночас, на таких системах досить гну-
чко працює поняття обмеженого iндексу, його узагальнення для рiзних класiв
функцiй та вiдповiднi аналоги теореми Хеймана, завдяки яким можна встанови-
ти обмеженiсть iндексу аналiтичних розв’язкiв таких систем, а звiдти витягнути
оцiнки зростання через коефiцiєнти систем, певне регулярне поводження як са-
мих розв’язкiв, так i їхнiх похiдних, оцiнки логарифмiчних похiдних розв’язкiв,
рiвномiрний в деякому розумiннi розподiл їхнiх нулiв та багато iнших цiкавих
властивостей, не знаходячи при цьому явного вигляду розв’язку.

Крiм того, узагальнюючи одновимiрнi результати на багатовимiрний компле-
ксний простiр, у багатьох випадках (результати з пунктiв 3, 5, 6, 7, 9, 10, 12) нам
вдалося добитися покращення нових вiдповiдних одновимiрних наслiдкiв через
послаблення достатнiх умов або через уточнення нерiвностей.
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АНОТАЦIЯ

Бандура А. I. Властивостi класiв голоморфних функцiй обмеженого iндексу.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних на-
ук за спецiальнiстю 01.01.01 „Математичний аналiз“ (111 — Математика). — Львiв-
ський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2018.

У роботi об’єктом досiдження є класи цiлих та аналiтичних в кулi чи у по-
лiкрузi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних чи обмеженого L-
iндексу за напрямком. Такi класи є доволi широкими. Про це свiдчать доведенi
теореми iснування. Зокрема, для цiлої функцiї F : Cn → C iснує додатна непе-
рервна функцiя L : Cn → Rn

+ така, що F — обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, тодi й тiльки тодi, коли F має обмежену кратнiсть нульових точок. Для
цiлих та аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй вiд декiлькох змiнних обмежено-
го L-iндексу за сукупнiстю змiнних встановлено критерiї належностi функцiй до
вiдповiдних класiв, теореми iснування та iншi властивостi, якi описують локальне
поводження їхнiх частинних похiдних на кiстяках полiкруга. Знайдено точнi оцiн-
ки зростання логарифма максимуму модуля таких функцiй на кiстяку полiкруга,
що покращують в одновимiрному випадку вiдповiдну оцiнку, доведену ранiше М.
М. Шереметою. Знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю
змiнних цiлих та аналiтичних в кулi розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частин-
ними похiдними вищих порядкiв та отримано точнi оцiнки їхнього зростання через
параметри, залежнi вiд коефiцiєнтiв систем. Запропоновано повнiстю новий пiд-
хiд у теорiї функцiй вiд декiлькох змiнних обмеженого iндексу — використання
вичерпання багатовимiрного простору кулями замiсть полiкругiв, що дозволило
виявити новi характеристичнi властивостi функцiй обмеженого L-iндексу за суку-
пнiстю змiнних через оцiнку максимуму модуля таких функцiй та їхнiх похiдних
на сферi. Вперше отримано аналоги логарифмiчного критерiю та оцiнки макси-
муму модуля через мiнiмум модуля для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних. Знайденi умови мiстять обмеження на поводження частин-
них логарифмiчних похiдних за усiма змiнними зовнi деяких виняткових множин
та на мiру нульової множини цiлої функцiї в полiкрузi.

Ключовi слова: цiла функцiя, аналiтична функцiя, куля, полiкруг, похi-
дна за напрямком, частинна похiдна, обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних,
обмежений L-iндекс за напрямком, лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвняння
n-го порядку, системи лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними, розподiл нулiв.

АННОТАЦИЯ

Бандура А. И. Свойства классов голоморфных функций ограниченного индекса.
- Квалификационная научная работа на правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико - математических
наук по специальности 01.01.01 „Математический анализ“ (111 — Математика). —
Львовский национальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2018.

В работе объектом исследования являются классы целых и аналитических
в шаре или в поликруге функций ограниченного L-индекса по совокупности пе-
ременных или ограниченного L-индекса по направлению. Эти классы являются
довольно широкими. На это указывают доказанные теоремы существования. В
частности, для целой функции F : Cn → C существует положительная непре-
рывная функция L : Cn → Rn

+ такая, что F является функцией ограниченного
L-индекса по совокупности переменных, тогда и только тогда, когда нулевые то-



31

чки F имеют ограниченную кратность. Для целых и аналитических в единичном
шаре функций нескольких переменных ограниченного L-индекса по совокупно-
сти переменных получены критерии принадлежности функций соответствующим
классам, теоремы существования, а также другие свойства, описывающие локаль-
ное поведение их частных производных на остове поликруга. Получены точные
оценки роста логарифма максимума модуля таких функций на остове поликруга,
улучшающие в одномерном случае соответствующую оценку, доказанную ранее
М. Н. Шереметой. Найдены достаточные условия ограниченности L-индекса по
совокупности переменных целых и аналитических в шаре решений систем ли-
нейных уравнений в частных производных высших порядков и получены точные
оценки их роста через параметры, определяемые коэффициентамы систем. Пре-
дложен новый в теории функций нескольких переменных ограниченного инде-
кса подход, основывающийся на исчерпании многомерного пространства шарами
вместо поликругов, что дало возможность обнаружить новые характеристиче-
ские свойства функций ограниченного L-индекса по совокупности переменных в
терминах оценок максимума модуля таких функций и их производных на сфе-
ре. Впервые получены аналоги логарифмического критерия и оценки максимума
модуля через минимум модуля для целых функций ограниченного L-индекса по
совокупности переменных. Полученные условия содержат ограничения на поведе-
ние частных логарифмических производных по всем переменным вне некоторых
исключительных множеств и на меру нулевого множества целой функции в по-
ликруге.

Ключевые слова: целая функция, аналитическая функция, шар, поликруг,
проиводная по направлению, частная производная, ограниченный L-индекс по со-
вокупности переменных, ограниченный L-индекс по направлению, линейное нео-
днородное дифференциальное уравнение n-го порядка, система линейных урав-
нений в частных производных, распределение нулей.
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Bandura A.I. Properties of classes of holomorphic functions of bounded index.— Quali-
fying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences, speci-
ality 01.01.01 — Mathematical analysis (111 - Mathematics), Ivan Franko National
University of L’viv, Lviv, 2018.

The objects of investigations are classes of entire and analytic functions in the
unit ball or in a polydisc of bounded L-index in joint variables index or of bounded
L-index in direction. These classes are quite wide. This is proved by the existence
theorems. Particularly, for an entire function F : Cn → C there exists a positive
continuous function L : Cn → Rn

+ such that F has bounded L-index in direction if
and only if F has bounded multiplicity of zero points. For entire and analytic functions
of several variables in the unit ball of bounded L-index in joint variables there is
established characterizations of these classes, existence theorems and other properties
which describe local behavior of the partial derivatives on the skeletons of polydisc
or estimates of coefficients of power series expansions. Also we have obtained sharp
growth estimates of logarithm of maximum modulus for these functions on the skeleton
of polydisc. In this way, we improve some growth estimate for functions of one variable
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proved by M. M. Sheremeta.
There are deduced sufficient conditions of boundedness of the L-index in joint

variables for entire and analytic solutions in the unit ball of linear higher-order systems
of partial differential equations. For these solutions we find sharp estimates of its growth
by parameters depending of the coefficients of the system.

Developing a new approach in function theory of bounded index a usage ball
exhaustion instead polydisc in multidimensional complex space allowed us to discover
new characteristic properties of functions of bounded L-index in joint variables by
estimate of maximum modulus of the functions and its derivatives on a sphere.

As sufficient conditions there are presented analogs of logarithmic criterion for
entire functions of bounded L-index in joint variables. The obtained conditions describe
behavior of partial logarithmic derivatives in all variables outside some exceptional sets
and a measure of zero zet in polydisc.

We also examine characterizations of entire and analytic functions in the unit
ball of several variables of bounded L-index in a direction. For these classes there are
sharp growth estimates of logarithm maximum modulus on a circle. Using logarithmic
criterion there is selected a subclass of entire functions of unbounded index in any
direction such that they have bounded index in each slice {z0 + tb : t ∈ C} for a given
z0 ∈ Cn. For some functions with described property there is a constructed a positive
continuous function such that they have bounded L-index in the same direction. We
fully prove a hypothesis about weaker sufficient conditions of L-index boundedness
in direction for entire functions (estimate of maximum modulus, minimum modulus
on a circle, logarithmic criterion) by replacement of universal quantifier on existential
quantifier of some radius.

The sufficient conditions of l-index boudedness of entire solutions of equation
w′ = f(z, w) are presented. This is revealed that the condition „F is holomorphic
in Cn“ is essential. It can not be replaced by the condition "F is holomorphic on all
slices of the form z0 + tb"in the theory of entire functions of bounded L-index in the
direction.

Keywords: entire function, analytic function, ball, polydisc, derivative in di-
rection, partial derivative, bounded L-index in joint variables, bounded L-index in
direction, linear non-homogeneous n-th order differential equation, system of linear
partial differential equations, zero distribution.
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