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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Клас субгармонiйних функцiй в областi D ⊂ C
є узагальненням опуклих на вiдрiзку (a, b) функцiй. Основи теорiї субгар-
монiйних функцiй були закладенi Ф. Рiссом. Напiвнеперервна зверху фун-
кцiя u : D → [−∞,+∞) називається субгармонiйною в областi D, якщо
виконується нерiвнiсть

u(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(z + reit)dt,

для всiх z ∈ D та достатньо малих r. Поняття та теорiя M-субгармонiйних
функцiй належить Девiду Ульрiху1. Функцiя u ∈ C2 є M-субгармонiйною
тодi i тiльки тодi, коли (∆̃u)(a) ≥ 0 для всiх a ∈ B, де ∆̃ — iнварiантний
лапласiан,

∆̃f(a) = 4(1− |a|2)
n∑

j,k=1

(δj,k − ājāk)
∂2f(a)

∂zj∂z̄k
,

δj,k — символ Кронекера. Клас M-субгармонiйних функцiй є одним з n-
вимiрних узагальнень субгармонiйних функцiй. У випадку n = 1 класи M-
субгармонiйних та субгармонiйних функцiй збiгаються. Зауважимо, що для
M-субгармонiйних функцiй, на вiдмiну вiд плюрiсубгармонiйних функцiй,
виконується аналог теореми Рiсса про розклад2 M-субгармонiйної функцiї у
рiзницю M-гармонiйної функцiї i iнварiантного потенцiалу Грiна, тому ве-
лике значення у вивченнi всього класу M-субгармонiйних функцiй мають
потенцiали Грiна.

Добре вiдомо, що властивостi аналiтичних та субгармонiйних функцiй тi-
сно пов’язанi з їх зростанням. Тому класичними об’єктами вивчення є класи
Гардi обмежених аналiтичних функцiй, класи Неванлiнни аналiтичних фун-
кцiй з обмеженою характеристикою, субгармонiйних функцiй з обмеженими
iнтегральними середнiми та їхнi узагальнення, у тому числi i багатовимiрнi3.
Такими задачами для одиничного кругу D = {z ∈ C : |z| < 1} займалися
I. Привалов, Ф. Рiсс, В. Смирнов, М. Цудзi, М. Арсов, О. Фростман, М. Джр-
башян, Ф. Шамоян, Ч. Горовiц, Е. Беллер та iншi. У випадку n > 1, точну

1Ulrich, D.: Radial limits of M -subharmonic functions. Trans. Amer. Math. Soc. 292, 501–518 (1985).
2Stoll, M.: Harmonic and Subharmonic Function Theory on the Hyperbolic Ball. London Mathematical

Society Lecture Note Series. 431, (2016).
3Шведенко, С. В.: Классы Харди и связанные с ними пространства аналитических функций в едини-

чном круге, поликруге и шаре. Итоги науки и техн. Сер. Мат. анал. 23, 3–124 (1985).
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оцiнку швидкостi зростання

mp(r,Gµ) =

(∫
S

|Gµ(rξ)|p dσ(ξ)
) 1

p

, p > 0,

де Gµ — iнварiантний потенцiал Грiна на B = {z ∈ Cn : ∥z∥ < 1}, для всьо-
го класу борелевих мiр, якi задовольняють умову

∫
B(1 − |w|2)ndµ(w) < ∞,

багатовимiрного аналогу умови Бляшке, знайшов М. Столл4. Зазначимо, що
аналогiчнi результати для потенцiалiв Грiна в одиничнiй кулi в Rn були опу-
блiкованi ранiше в роботах М. Столла5 та С. Гардiнера6. Дослiдження у ви-
падку дiйсної змiнної описанi Столлом2. Також гранична поведiнка iнварi-
антних потенцiалiв Грiна дослiджена К. Т. Ханом7. Випадок n = 1 вивчений
глибше, наприклад у роботi Лiндена8.

Оцiнка, знайдена М. Столлом4 не враховує властивостей конкретної мi-
ри µ. Тодi, як властивостi гладкостi повної мiри або мiри Грiшина субгар-
монiйної функцiї дозволяють нам описати зростання вiдповiдного потенцi-
алу. Зокрема для одновимiрного комплексного простору I. Е. Чижиковим
знайдено необхiднi i достатнi умови для оцiнки зростання p-их середнiх су-
бгармонiйних функцiй в термiнах властивостей мiри Рiсса9. Зазначимо, що у
випадку u = log |B|, де B — добуток Бляшке, аналогiчний результат iншим
методом отримали Я. В. Микитюк i Я. В. Василькiв10. У другому роздiлi
дисертацiї цей результат узагальнено для багатьох комплексних змiнних. Та-
кож описано зростання p-х середнiх iнварiантного потенцiалу Грiнаmp(r,Gµ)

в термiнах властивостей мiри µ, що узагальнює результати Столла.
Вже майже два столiття у математикiв не згасає iнтерес до такого об’єкту,

як iнтеграл Пуассона та його узагальнення, через велику кiлькiсть застосу-
вань у рiвняннях математичної фiзики, теорiї потенцiалу, тощо. У дисерта-
цiйнiй роботi дослiджується зростання аналiтичних та гармонiйних функцiй

4Stoll, M.: Rate of growth of pth means of invariant potentials in the unit ball of Cn. J. Math. Anal. Appl.
143, 480–499 (1989).

5Stoll, M.: On the rate of growth of the means Mp of holomorphic and pluriharmonic functions on the ball.
J.Math. Anal. Appl. 93, 109–127 (1983).

6 Gardiner, S. J.: Growth properties of pth means of potentials in the unit ball. Proc. Amer. Math. Soc.
103, 861–869 (1988).

7Hahn, K. T., Singman, D.: Boundary behavior of invariant Green’s potentials on the unit ball in Cn. Trans.
Amer. Math. Soc. 309., 339–354 (1988).

8Linden, C. N.: Integral logarithmic means for regular functions. Pacific J. of Math. 138, 119–127 (1989).
9Chyzhykov, I.: Growth of pth means of analytic and subharmonic function in the unit disk and angular

distribution of zeros. arXiv:1509. 02141v2 [math.CV], 1–19 (2015).
10Микитюк, Я. В., Василькiв, Я.В.: Критерiї обмеженостi iнтегральних середнiх логарифмiв добуткiв

Бляшке. Доп. НАН України 8, 10-–14 (2000).
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в кулi B, якi можна представити у виглядi iнтегралу Кошi-Стiлтьєса та iнте-
гралу Пуассона-Стiлтьєса, зокрема знайдено точну оцiнку зростання iнтегра-
лу Кошi-Стiлтьєса в одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiлтьєса
та оцiнку зростання iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса. Випадок диференцiйова-
них мiр (вiдносно мiри σ) є добре вiдомим11. Необхiднi та достатнi умови
зростання iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса при певному способi прямування до
межi в термiнах мiри Стiлтьєса описанi I. Чижиковим та О. Золотою12.

У вивченнi функцiй вигляду f(z) =
∑∞

k=1 akz
k, якi є аналiтичними i одно-

листими в одиничному крузi D природно постає питання вивчення пiдкласу
в якому f(D) має простi геометричнi властивостi. Для прикладу, якщо f –
аналiтична в D, f ′(0) ̸= 0 i виконується умова Rezf

′(z)
f(z) > 0, то f – однолиста

в D та область f(D) – зiркова вiдносно початку координат. Функцiї, для яких
виконуються такi умови, називають зiрковими в D. Зiрковi областi та зiрко-
вi функцiї можуть бути узагальненi, використовуючи логарифмiчнi спiралi
γλ : t 7→ exp(teiλ), t ∈ R, −π

2 < λ < π
2 замiсть вiдрiзкiв.

У третьому роздiлi узагальнено результат Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Суга-
ва13, якi спростували гiпотезу Гансена14, щодо поведiнки максимуму модуля
λ-спiралеподiбних функцiй на колi радiуса r, 0 < r < 1. Через Fλ позна-
чатимемо клас λ-спiралеподiбних функцiй, таких, що f ′(0) = 1. Для R > 0,
нехай α(R, f) позначатиме довжину найбiльшої дуги, яка мiститься в множи-
нi {ζ ∈ ∂D : Rζ ∈ f(D)}. Також позначимо M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}
та q0 = 1

π lim
R→+∞

α(R, f) cos2 λ.

Гiпотеза Гансена рiвносильна припущенню, що величина δf(r) у вира-
зi logM(r, f) ≡ q0 log

1
1−r + δf(r) обмежена зверху. З прикладу Кiма та

Сугави випливає, що δf(r) може зростати як log log 1
1−r при r → 1− для

f ∈ Fλ, q0 = q0(λ). В дисертацiйнiй роботi описано максимальну швидкiсть
зростання δf(r) для класу λ-спiралеподiбних в одиничному крузi функцiй Fλ
та оцiнено коефiцiєнти з розкладу в ряд Тейлора для екстремальної фун-
кцiї f .

11Stoll, M.: Invariant Potential Theory in the Unit Ball of Cn. Cambridge University Press. (1994).
12Chyzhykov, I.: Growth and representation of analytic and harmonic functions in the unit disc. Ukrainian

Math. Bulletin. 3(1), 31–44 (2006).
Chyzhykov, I., Zolota, O.: Sharp estimates of the growth of the Poisson-Stieltjes integral in the polydisc. Mat.
Stud. 34(2), 193–196 (2010).

13Kim, Yong Chan, Sugawa, Toshiyuki.: Correspondence between spirallike functions and starlike functions.
Math. Nachr. 285(2-3), 322–331 (2012).

14Hansen, L. J.: The Hardy class of a spirallike function. Michigan Math.J. 18, 279–282 (1971).
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Зв’язок роботи з науковими програмами, темами. Тематика дисер-
тацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi проводяться в галузi мате-
матики у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка. Ма-
терiал дисертацiї є складовою частиною держбюджетних тем:
Мг–159 Ф "Методи комплексного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiти-
чних функцiй у банахових просторах"(номер держреєстрацiї 0113 U 000184),
Мг–145 Ф "Новi комплексно-ймовiрнiснi методи дослiдження асимптотичних
властивостей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадкови-
ми рядами та iнтегралами"(номер держреєстрацiї 0113 U 003051).

Мета i завдання дослiджень. Метою дисертацiї є:

• описати асимптотичне поводження p-их середнiх

mp(r,Gµ) =

(∫
S

|Gµ(rξ)|p dσ(ξ)
) 1

p

, p > 0

iнварiантного потенцiалу ГрiнаGµ(z) =
∫
B G(z, w)dµ(w) в термiнах вла-

стивостей мiри µ, де G − функцiя Грiна iнварiантного лапласiану в оди-
ничнiй кулi B;

• описати асимптотичне поводження при r → 1− p-их середнiх M-суб-
гармонiйних функцiй у термiнах гладкостi мiри Рiсса;

• знайти точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiлтьєса та iнтегралу
Пуассона-Стiлтьєса в одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри
Стiлтьєса;

• описати максимальну швидкiсть зростання рiзницi logM(r, f)−q0 log 1
1−r ,

0 < r < 1, q0 = q0(λ) для класу λ-спiралеподiбних в одиничному крузi
функцiй

Fλ = {f ∈ S : ℜ(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0, z ∈ D}, λ ∈ (−π/2, π/2),

де M(r, f) – максимум модуля функцiї f на колi радiуса r, та оцiнити
коефiцiєнти Тейлора функцiї f .

Об’єктом дослiдження є iнварiантний потенцiал Грiна, M-субгармонiйнi
функцiї, iнтеграли Кошi-Стiлтьєса та Пуассона-Стiлтьєса в одиничнiй кулi в
Cn, та λ-спiралеподiбнi функцiї в одиничному крузi комплексної площини.
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Предметом дослiдження є асимптотичнi оцiнки iнварiантного потенцiалу
Грiна, M-субгармонiйних функцiї, iнтегралiв Кошi-Стiлтьєса та Пуассона-
Стiлтьєса, оцiнки зростання λ-спiралеподiбних функцiй.

Методи дослiдження. Для розв’язання задач у дисертацiйнiй роботi вико-
ристовуються методи математичного та комплексного аналiзу, а також деякi
iдеї та пiдходи з праць А. Грiшина, М. Столла, В. Рудiна, I. Чижикова.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї
є новими. У роботi вперше:

• описано асимптотичне поводження середнiх iнварiантного потенцiалу
Грiна mp(r,Gµ) в термiнах властивостей мiри µ;

• описано асимптотичне поводження при r → 1− p-их середнiх M-суб-
гармонiйних функцiй у термiнах гладкостi їхньої мiри Рiсса;

• встановлено точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiльтьєса та оцiн-
ку зростання iнтегралу Пуассона-Стiльтьєса в одиничнiй кулi в Cn в
термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса;

• описано швидкiсть зростання δf(r) для класу λ-спiралеподiбних в оди-
ничному крузi функцiй Fλ.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi результати,
отриманi в дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний характер та можуть
бути використанi у подальших дослiдженнях з теорiї потенцiалу та теорiї
функцiй багатьох комплексних змiнних.

Особистий внесок здобувача. В опублiкованих спiльно з науковим ке-
рiвником I. Е. Чижиковим працях спiвавтору належать постановки задач,
загальне керiвництво над роботою та обговорення одержаних результатiв.
Викладенi в дисертацiйнiй роботi результати отриманi автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано
на таких конференцiях:

• мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї присвяченiй 120-рiччю
з дня народження Стефана Банаха (17-21 вересня 2012 р., Львiв);

• всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймовiрно-
стей та математичного аналiзу"(25 лютого-3 березня 2013 р., Ворохта);

• мiжнароднiй конференцiї "Комплексний аналiз, теорiя потенцiалу та її
застосування"(19-23 серпня 2013 р., Київ);
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• мiжнароднiй науковiй конференцiї "Complex Analysis and Related Topi-
cs"( Lviv, Ukraine, September 23-28, 2013);

• мiжнароднiй науковiй конференцiї "Complex Analysis and Related Topi-
cs"( Lviv, Ukraine, May 30-June 4, 2016);

• мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї присвяченiй 125-рiччю
з дня народження Стефана Банаха (18-23 вересня 2017 р., Львiв).

Результати дисертацiї доповiдалися на:

• львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (ке-
рiвники проф. А. А. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв);

• cемiнарi з теорiї потенцiалу та його застосувань у Львiвському нацiо-
нальному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвники проф. О. Б. Скаскiв
i проф. I. Е. Чижиков);

• семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Дрогобицькому державному пе-
дагогiчному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвник проф. Б. В. Вин-
ницький).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 (з них 1 -
одноосiбно) статтях у виданнях [1-6] в яких слiд публiкувати результати ди-
сертацiї, зокрема 2 ([1,4]) — у закордонних виданнях, 3 ([2,4,6]) — з бази
даних SCOPUS i 7 тезах конференцiй рiзного рiвня.

Структура i об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї, пе-
релiку умовних позначень, вступу, 3 роздiлiв, висновкiв та списку викори-
станих джерел, який налiчує 52 найменування. Загальний обсяг дисертацiї -
126 сторiнок, обсяг списку використаних джерел - 6 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У першому роздiлi дисертацiйної роботи наведено огляд лiтератури за
темою дисертацiї, окреслено коло проблем, якi залишалися нерозв’язаними,
i сформульовано основнi результати дисертацiї.

У другому роздiлi описано швидкiсть зростання

mp(r,Gµ) =

(∫
S

|Gµ(rξ)|p dσ(ξ)
) 1

p

, p > 0,
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де Gµ — iнварiантний потенцiал Грiна, B — одинична куля в Cn, S — межа
B, для всього класу борелевих мiр, якi задовольняють умову∫

B

(1− |w|2)ndµ(w) <∞. (1)

Для ξ ∈ S i δ > 0 визначимо множину C(ξ, δ) = {z ∈ B : d(z, ξ) < δ1/2} та
мiру dλ(z) = (1 − |z|)ndµ(z), де d(a, b) = |1 − ⟨a, b⟩|1/2 неiзотропна метрика
на S.

Наступна теорема є основним результатом пiдроздiлу 2.1.
Теорема 2.1. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1

2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n i нехай µ —
борелева мiра, яка задовольняє умову (1). Тодi

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Як наслiдок ми отримали критерiй обмеженостi iнварiантного потенцiалу
Грiна.

Наслiдок 2.1. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , i нехай µ — борелева мiра,

яка задовольняє (1). Тодi

mp (r,Gµ) = O (1) , 0 < r < 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δn) , 0 < δ < 1.

Встановлено також “o”-аналог теореми 2.1.
Теорема 2.2. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1

2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ —
борелева мiра, що задовольняє умову (1). Тодi

mp (r,Gµ) = o
(
(1− r)γ−n

)
, r → 1−

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= o (δγ) , δ → 0 + .
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Далi розглянемо випадок 0 < p < 1. Для цього iнтервалу справджується
аналог твердження необхiдностi теореми 2.1. У протилежному напрямку до-
ведено таку точну оцiнку.

Теорема 2.4. Нехай n > 1, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ — борелева
мiра, що задовольняє умову (1). Якщо∫

S

λ (C(ξ, δ)) dσ(ξ) = O (δγ) , 0 < δ < 1.

то
mp (r,Gµ) = O

(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1.

Наступне твердження показує точнiсть оцiнки в теоремi 2.4.
Твердження 2.3. Для n > 1, 0 < p ≤ 1, n < γ < 2n, iснує борелева мiра

µ на B така, що
Gµ(z) = O

(
(1− |z|)γ−n

)
, |z| ↑ 1

та
λ (C(ξ, δ)) ≥ δγ, 0 < δ < 1.

Використовуючи теорему 2.1, ми можемо отримати узагальнення, яке опи-
сує зростання p-х середнiх субгармонiйної функцiї у термiнах властивостей
мiри µ.

Напiвнеперервна зверху функцiя u : B → [−∞,∞), яка задовольняє умо-
ву u ̸≡ −∞, називається M-субгармонiйною в B, якщо

u(a) ≤
∫
S

u(φa(rξ))dσ(ξ)

для всiх a ∈ B та всiх r достатньо малих, де φw(z) — iнволютивний автомор-
фiзм, σ — нормована мiра Лебега на S така, що σ(S) = 1.

Введемо такий аналог повної мiри Грiшина, для пiдкласу M-субгармонiйних
функцiй мiра λ визначена наступним чином

dλ(w) =
4n2

n+ 1
dν(w) + (1− |w|2)ndµu(w)

для w ∈ B̄, тобто

λ(E) =

∫
E

4n2

n+ 1
dν(w) +

∫
E

(1− |w|2)ndµu(w),

де E — борелева пiдмножина B̄ така, що E ∩ S — борелева пiдмножина S.
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Теорема 2.5. Нехай u — недодатня M-субгармонiйна функцiя в B, для
якої виконується u ̸≡ −∞, 1 ≤ p < 2n−1

2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n. Тодi

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Для M-гармонiйних функцiй можна сформулювати такий наслiдок.
Наслiдок 2.3. Нехай u = P[ν](z) в B, де ν — невiд’ємна борелева мiра

на S, p > 1 i 0 ≤ γ < 2n. Тодi

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

νp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Наступна теорема описує асимптотичну поведiнку p-их значень M-суб-
гармонiйних функцiй, використовуючи клас функцiй ширший нiж степеневi
та охоплює випадок γ = 2n.

Теорема 2.6. Нехай u— недодатна M-субгармонiйна функцiя вB, n ∈ N,
u ̸≡ −∞, 1 ≤ p < 2n−1

2(n−1) . Нехай функцiя Φ: [0, 2] → [0,∞) така, що для всiх
t > 1 i 0 < tδ < 2 виконується

Φ(tδ) = O

(
t2n

ψ(log(e+ t))
Φ(δ)

)
для деякої додатної зростаючої функцiї ψ, що задовольняє умови∫ ∞

1

dt

ψ(t)
<∞ та ψ(ct) ≍ ψ(t), c > 1.

Тодi

mp (r, u) = O

(
Φ(1− r)

(1− r)n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (Φ(δ)) , 0 < δ < 1.
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Не важко перевiрити, що функцiя Φ(t) = t2n

logβ e
t

, t ∈ (0, 2], Φ(0) = 0 не
задовольняє припущення теореми 2.6 для жодного β ∈ R. Для цього випадку
отримаємо таке твердження.

Теорема 2.7. Нехай u — недодатна M-субгармонiйна функцiя в B, n ∈
N \ {1}, u ̸≡ −∞, 1 < p < 2n−1

2(n−1) . Нехай β > 1 i κ > 1. Якщо(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O
(
δ2n logβ

e

δ

)
, 0 < δ < 2,

то
mp (r, u) = O

(
(1− r)n logβ+κ e

1− r

)
, r ↑ 1.

У пiдроздiлi 2.3 ми знаходимо точну оцiнку зростання iнтеграла Кошi-
Стiлтьєса C[µ](z) =

∫
Sn

dµ(ξ)
(1−⟨z,ξ⟩)n та оцiнку зростання iнтеграла Пуассона-

Стiлтьєса P [µ](z) =
∫
S

(1−|z|2)n
|1−⟨z,ξ⟩|2ndµ(ξ) в одиничнiй кулi в Cn в термiнах глад-

костi мiри Стiльтьєса.
Теорема 2.8. Нехай µ — комплекснозначна борелева мiра на S, p ∈ (0, n].

Якщо
∃c > 0 : ω(δ, µ) ≤ cδ2(n−p), 0 < δ ≤

√
2,

то
C[µ](z) = O

(
1

(1− |z|)p

)
, z ∈ B.

Показано, що ця оцiнка непокращувана з точнiстю до константи.
Теорема 2.9. Нехай µ — додатна борелева мiра на S, p ∈ (0, n). Тодi

∃c > 0 : ω(δ, µ) ≤ cδ2(n−p), 0 < δ < 1 ⇔ P [µ](z) = O

(
1

(1− |z|)p

)
, z ∈ B.

У третьому роздiлi узагальнено результат Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Суга-
ва, якi спростували гiпотезу Гансена, щодо поведiнки максимуму модуля
M(r, f) λ-спiралеподiбних функцiй на колi радiуса r, 0 < r < 1.

Для функцiї f з класу λ-спiралеподiбних функцiй

Fλ = {f ∈ S : ℜ(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0, z ∈ D}, λ ∈ (−π/2, π/2),

запишемо logM(r, f) ≡ q0 log
1

1−r + δf(r), 0 < r < 1. Гiпотеза Хансена
рiвносильна припущенню, що величина δf(r) обмежена зверху. З прикладу
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Кiма та Сугави випливає, що δf(r) може зростати як log log 1
1−r при r → 1−

для f ∈ Fλ, q0 = q0(λ).
Природно виникає наступне питання, яка максимальна швидкiсть зроста-

ння δf(r) для класу Fλ?

Зауваження 1. З означення q0 випливає, що δf(r) = o(log 1
1−r), r → 1−. Ми

показуємо, що це спiввiдношення не можна покращити.

Наступна теорема є основним результатом третього роздiлу.
Теорема 3.1. Нехай ψ — необмежена повiльно зростаюча функцiя, 0 ≤

A < 2π, −π
2 < λ < π

2 . Тодi iснує функцiя f ∈ Fλ така, що A(f) = A i
константа D > 0 така, що

logM(r, f) ≥ A cos2 λ

π
log

1

1− r
+
D log 1

1−r
ψ( 1

1−r)
+O(1), r ∈ (0, 1).

Далi, за додаткових умов на гладкiсть функцiї ψ, оцiнено коефiцiєнти в
розкладi Тейлора для функцiї f , побудованої в теоремi 3.1.

Твердження 3.1. Нехай виконуються припущення теореми iA cos2 λ > π.
Крiм того припустимо, що f(z) =

∑∞
n=0 anz

n, ψ диференцiйована та викону-
ється рiвнiсть

lim
t→+∞

ψ′(t)t log t

ψ2(t)
= 0.

Тодi iснує послiдовнiсть натуральних чисел (nk), nk ↑ +∞ (k → ∞), така,
що

|ank| ≥ cn
α(1− 1

nk
)

k ,

де α(r) = q0 − 1 + D
ψ( 1

1−r )
, c > 0.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi дослiджено асимптотичне поводження p-их середнiх
значень недодатних M-субгармонiйних функцiй в одиничнiй кулi в термiнах
властивостей мiри Рiсса µ та межової мiри. Описане зростання iнтегралiв
Кошi-Стiлтьєса, Пуассона-Стiлтьєса в одиничнiй кулi та зростання спiрале-
подiбних в одиничному крузi функцiй. У роботi отримано такi результати:

• Описано зростання середнiх iнварiантного потенцiалу Грiна mp(r,Gµ) в
термiнах властивостей мiри µ, що є узагальненням результату М. Стол-
ла, який знайшов точну оцiнку швидкостi зростання mp(r,Gµ), для 1 ≤
p < 2n−1

2n−3 , без урахування властивостей конкретної мiри µ.

• Знайдено непокращуванi оцiнки зростання mp(r,Gµ) для 0 < p < 1.

• Дослiджено асимптотичну поведiнку p-их середнiх недодатних M-суб-
гармонiйних функцiй, що зображуються у виглядi

u(z) = Hu(z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w),

де Hu — найменша M-гармонiйна мажоранта функцiї u, у термiнах
гладкостi мiри Рiсса µ та межової мiри. Теорема 2.5 узагальнює резуль-
тат I.Е.Чижикова для субгармонiйних функцiй в одновимiрному ком-
плексному просторi.

• Отримано точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiльтьєса в одини-
чнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса та оцiнку зростання
iнтегралу Пуассона-Стiльтьєса.

• Узагальнено результат Йонг Чан Кiма та Тошiюкi Сугава, якi спростува-
ли гiпотезу Гансена, щодо поведiнки максимуму модуля λ-спiралеподiбних
функцiй на колi радiуса r, 0 < r < 1.

Результати дисертацiйної роботи мають теоретичний характер та можуть
бути використанi у подальших дослiдженнях з теорiї потенцiалу та теорiї
функцiй багатьох комплексних змiнних.
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АНОТАЦIЯ

Войтович М. А. Асимптотичнi властивостi субгармонiйних та аналi-
тичних функцiй в одиничнiй кулi. – На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.01 – математичний аналiз. – Львiвський на-
цiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2018.

Дисертацiя присвячена дослiдженню асимптотичних властивостей iнварi-
антного потенцiалу Грiна, M-субгармонiйних функцiй, аналiтичних та гар-
монiйних функцiй, якi можуть бути зображенi у виглядi iнтегралiв Кошi-
Стiлтьєса та Пуассона-Стiлтьєса в одиничнiй кулi в Cn, n ∈ N.

У дисертацiйнiй роботi описано асимптотичне поводження при r → 1− се-
реднiх iнварiантного потенцiалу Грiна mp(r,Gµ) в термiнах властивостей мi-
ри µ, що є узагальненням результату Столла. Також, на основi попереднiх ре-
зультатiв, дослiджено асимптотичну поведiнку M-субгармонiйних функцiй
в одиничнiй кулi в Cn в термiнах властивостей мiри Рiсса i межової мiри
породженої граничними значеннями.

В дисертацiйнiй роботi описано зростання аналiтичних та гармонiйних
функцiй в одиничнiй кулi, якi можуть бути зображенi у виглядi iнтегралiв
Кошi-Стiлтьєса та Пуассона-Стiлтьєса. Оцiнки доведено в термiнах гладкостi
мiри Стiлтьєса через модуль неперервностi мiри µ.

Узагальнено результат Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Сугава, якi спростува-
ли гiпотезу Гансена, щодо поведiнки максимуму модуля λ-спiралеподiбних
функцiй на колi радiуса r, 0 < r < 1.
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ABSTRACT

Voitovych M. A. Asymptotic properties of subharmonic and analytic functions
in the unit ball. – On the rights of manuscript.

PhD Thesis for the degree of Candidate of Sciences in physics and mathemati-
cs, speciality 01.01.01 – Mathematical Analysis. – Ivan Franko Lviv National
University, Lviv, 2018.

The thesis consists of the abstract, the list of notation, the introduction, 3
sections divided into subsections, the conclusions and the references. The total
volume of the thesis is 110 pages, the volume of references with 52 items is 5
pages.

In the introduction it is presented the actuality of the topic, the purpose and
research proposals, the novelty of results, the practical meaning, the approbation
of the results obtained and the number of publications.

In the first section the review of results related to the topic of the thesis and
of the main results are given.

In Subsection 2.1 it is described the asymptotic behavior of pth means of the
invariant Green potential mp(r,Gµ), r → 1− in terms of smoothness properties
of the measure µ. It is a generalization of the result due to M. Stoll. Also, based
on previous results, in Subsection 2.2 it is investigated the asymptotic behavior of
M-subharmonic functions in the unit ball in Cn in terms of smoothness properties
of the Riesz measure µ and the boundary measure. In Subsection 2.3 we are
interested in description of the growth of analytic and harmonic functions in the
unit ball represented by the Cauchy-Stieltjes or Poisson-Stieltjes integrals. We
find estimates in terms of smoothness of the Stieltjes measure using the modulus
of continuity of Stieltjes measure.

In the third section we describe the growth of spirallike functions in the unit di-
sk. Hansen conjectured that δf(r) in equality logM(r, f) ≡ 1

πA(f) cos
2 λ log 1

1−r+

δf(r) is bounded from above. It follows from the example of Kim and Sugawa
that δf(r) can grow as log log 1

1−r as r → 1−. In PhD Thesis it is described the
maximum growth rate δf(r) for the class of λ-spirallike functions in the unit disk.
Also the Taylor coefficients of extremal function f are estimated.
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АННОТАЦИЯ

Войтович М. А. Асимптотические свойства субгармонических и анали-
тических функций в единичном шаре. – На правах рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени кандидата физико-математиче-
ских наук по специальности 01.01.01 – математический анализ. – Львовский
национальный университет имени Ивана Франко, Львов, 2018.

Диссертация посвящена исследованию инвариантного потенциала Грина,
M-субгармонических функций, аналитических и гармонических функций,
которые могут быть представлены в виде интегралов Коши-Стильтьеса и
Пуассона-Стильтьеса в единичном шаре.

В диссертационной работе описано асимптотическое поведение при r →
1− средних инвариантного потенциала Грина mp(r,Gµ) в терминах свойств
меры µ, что является обобщением результата Столла. Также, на основе пре-
дыдущих результатов исследовано асимптотическое поведение M-субгармо-
нических функций в единичном шаре в Cn в терминах свойств меры Рисса
и предельной меры порожденной граничными значениями.

В диссертационной работе также описан рост аналитических и гармони-
ческих функций в единичном шаре, которые могут быть представлены в ви-
де интегралов Коши-Стильтьеса и Пуассона-Стильтьеса. Оценки доказани в
терминах гладкости меры Стильтьеса через модуль непрерывности меры µ.

Обобщено результат Йонг Чан Кима и Тошиюки Сугава, опровергающие
гипотезу Хансена, о поведении максимума модуля λ-спиралевидных фун-
кций в круге радиуса r, 0 < r < 1.

Ключевые слова: инвариантный потенциал Грина, M-субгармоническая
функция, интеграл Коши-Стильтьеса, интеграл Пуассона-Стильтьеса, мера
Рисса, спиралевидная функция, лебеговые средние, однолистные функции.
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