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Дисертацiя складається зi вступу, 7 роздiлiв, висновкiв, списку використа-

них джерел. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сформульо-

вано мету, завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено наукову

новизну, практичне значення отриманих результатiв, зв’язок роботи з наукови-

ми темами та особистий внесок здобувача, а також вказано, де апробованi та

опублiкованi основнi результати дисертацiї.

У роботi об’єктом вивчення є класи цiлих та аналiтичних в кулi чи у по-

лiкрузi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних чи обмеженого

L-iндексу за напрямком. Такi класи є доволi широкими. Про це свiдчать дове-

денi теореми iснування. Зокрема, для цiлої функцiї F : Cn → C iснує додатна

неперервна функцiя L : Cn → Rn
+ така, що F — обмеженого L-iндексу за су-

купнiстю змiнних, тодi i тiльки тодi, коли F має обмежену кратнiсть нульових

точок. Для цiлих та аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй вiд декiлькох змiн-

них обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних встановлено критерiї прина-

лежностi функцiй до вiдповiдних класiв, теореми iснування та iншi властиво-

стi, якi описують локальне поводження їхнiх частинних похiдних на кiстяках

полiкруга чи коефiцiєнтiв розвинень у степеневий ряд знайдено точнi оцiнки

зростання логарифма максимуму модуля таких функцiй на кiстяку полiкруга,

причому вдалося покращити одну одновимiрну оцiнку зростання, встановлену

М. М. Шереметою.

Знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цi-

лих та аналiтичних в кулi розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частинними
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похiдними вищих порядкiв та отримано точнi оцiнки їхнього зростання через

параметри, залежнi вiд коефiцiєнтiв систем. Запропоновано повнiстю новий пiд-

хiд у теорiї функцiй вiд декiлькох змiнних обмеженого iндексу — використання

вичерпання багатовимiрного простору кулями замiсть полiкругiв, що дозволи-

ло виявити новi характеристичнi властивостi функцiй обмеженого L-iндексу за

сукупнiстю змiнних через оцiнку максимуму модуля таких функцiй та їхнiх

похiдних на сферi.

Вперше отримано аналоги логарифмiчного критерiю у виглядi достатнiх

умов та оцiнки максимуму модуля через мiнiмум модуля для цiлих функцiй

обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Знайденi обмеження описують

поводження частинних логарифмiчних похiдних за усiма змiнними ззовнi де-

яких виняткових множин та мiру нульової множини цiлої функцiї в полiкрузi.

Дослiджено характеристичнi властивостi цiлих та аналiтичних в одиничнiй

кулi функцiй вiд декiлькох змiнних обмеженого L-iндексу за напрямком, зна-

йдено точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля таких функцiй на

колi, а також видiлено пiдклас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-

яким напрямком b таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C} вони

мають обмежений iндекс, та знайдено функцiю L, для якої деякi цiлi функцiї з

описаною властивiстю матимуть обмежений L-iндекс за тим самим напрямком.

Водночас повнiстю доведено гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх

умов обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка макси-

муму модуля, мiнiмуму модуля на колi, логарифмiчний критерiй) через замiну

квантора загальностi на квантор iснування деякого радiуса.

Доведено достатнiсть умов у гiпотезi М. М. Шеремети [213] про обмеженiсть

l-iндексу деяких композицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної та дано

вiдповiдь на питання М. М. Шеремети про обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю

змiнних композицiй цiлих функцiй. Отримано достатнi умови обмеженостi l-

iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння w′ = f(z, w). Виявлено факт iстотностi умови

„F голоморфна в Cn“, тобто, її не можна замiнити на умову „F — голоморфна
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на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ у теорiї цiлих функцiй обмеженого L-iндексу

за напрямком.

Встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в полiкрузi функцiй

обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних та описано поводження коефiцiєн-

тiв розвинення у степеневий ряд таких функцiй. Узагальнено результати Пойя-

Клунi про зростання композицiї цiлих функцiй на випадок деяких композицiй

аналiтичних функцiй. Дослiджується взаємозв’язок мiж класами функцiй обме-

женого lρ-iндексу та функцiями цiлком регулярного зростання через побудову

функцiю скiнченного порядку ρ i цiлком регулярного зростання, нулi якої не

задовольняють вiдомi умови Левiна C та (C ′) i яка причому має необмежений

lρ-iндекс. Запропоновано пiдхiд до введення поняття обмеженостi l-iндексу для

мероморфних функцiй.

Узагальнюючи одновимiрнi результати на багатовимiрний комплексний про-

стiр, у багатьох випадках нам вдалося досягти покращення нових вiдповiдних

одновимiрних наслiдкiв через послаблення достатнiх умов або через уточнення

нерiвностей.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими. Вони мають

теоретичний характер та можуть бути використанi в багатовимiрному компле-

ксному аналiзi, аналiтичнiй теорiї диференцiальних рiвнянь.

Ключовi слова: цiла функцiя, аналiтична функцiя, куля, полiкруг, похiдна

за напрямком, частинна похiдна, обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних,

обмежений L-iндекс за напрямком, лiнiйне неоднорiдне диференцiальне рiвня-

ння n-го порядку, системи лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними, розподiл

нулiв.
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ABSTRACT

Bandura A.I. Properties of classes of holomorphic functions of bounded index.

— Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Physical and Mathematical Sciences,

speciality 01.01.01 — Mathematical analysis (111 - Mathematics), Ivan Franko

National University of Lviv, Lviv, 2018.

The thesis consists of an introduction, 7 sections, conclusions, references. The

introduction consists of the relevance of research topic, purpose, objectives, sub-

ject, object and research methods. The introduction substantiates the relevance

of research topic. The goal, subject, object and methods of the research are listed

there. Scientific novelty, the practical significance of the results, the relation to

scientific topic and applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

The objects of investigations are classes of entire and analytic functions in

the unit ball or in a polydisc of bounded L-index in joint variables index or of

bounded L-index in direction. These classes are quite wide. This is proved by the

existence theorems. Particularly, for an entire function F : Cn → C there exists

a positive continuous function L : Cn → Rn
+ such that F has bounded L-index in

direction if and only if F has bounded multiplicity of zero points.

For entire and analytic functions of several variables in the unit ball of bounded

L-index in joint variables there is established characterizations of these classes,

existence theorems and other properties which describe local behavior of the par-

tial derivatives on the skeletons of polydisc or estimates of coefficients of power

series expansions. Also we have obtained sharp growth estimates of logarithm of

maximum modulus for these functions on the skeleton of polydisc. In this way,

we improve some growth estimate for functions of one variable proved by M. M.

Sheremeta.

There are deduced sufficient conditions of boundedness of the L-index in joint

variables for entire and analytic solutions in the unit ball of linear higher-order

systems of partial differential equations. For these solutions we find sharp esti-

mates of its growth by parameters depending of the coefficients of the system.

Developing a new approach in function theory of bounded index a usage ball

exhaustion instead polydisc in multidimensional complex space allowed us to dis-

cover new characteristic properties of functions of bounded L-index in joint vari-

ables by estimate of maximum modulus of the functions and its derivatives on a

sphere.

As sufficient conditions there are presented analogs of logarithmic criterion for

entire functions of bounded L-index in joint variables. The obtained conditions

describe behavior of partial logarithmic derivatives in all variables outside some
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exceptional sets and a measure of zero zet in polydisc.

We also examine characterizations of entire and analytic functions in the unit

ball of several variables of bounded L-index in a direction. For these classes there

are sharp growth estimates of logarithm maximum modulus on a circle. Using

logarithmic criterion there is selected a subclass of entire functions of unbounded

index in any direction such that they have bounded index in each slice {z0 + tb :

t ∈ C} for a given z0 ∈ Cn. For some functions with described property there is a

constructed a positive continuous function such that they have bounded L-index in

the same direction. We fully prove a hypothesis about weaker sufficient conditions

of L-index boundedness in direction for entire functions (estimate of maximum

modulus, minimum modulus on a circle, logarithmic criterion) by replacement of

universal quantifier on existential quantifier of some radius.

The sufficiency of conditions in Sheremeta’s hypothesis [213] about the bound-

edness of l-index for some compositions of analytic functions of one variable is

proved. We also present an answer to Sheremeta’s question about the bounded-

ness of the L-index in joint variables for compositions of entire functions of several

variables.

The sufficient conditions of l-index boudedness of entire solutions of equation

w′ = f(z, w) are presented. This is revealed that the condition
”
F is holomorphic

in Cn“ is essential. It can not be replaced by the condition ”F is holomorphic on

all slices of the form z0 + tb” in the theory of entire functions of bounded L-index

in the direction.

An analog of Hayman’s Theorem for analytic functions in a polydisc of

bounded L-index in joint variables is proved. We describe the behavior of power

series expansions coefficients for these functions. The results of Polya-Clunie

about the growth of the composition of entire functions are generalized for a case

of some compositions of analytic functions. The relationship between classes of

functions of a bounded lρ-index and functions of completely regular growth are

considered. We construct a function of finite order ρ and a completely regular

growth whose zeros do not satisfy the known Levin conditions C and (C ′) and

the function has an unbounded lρ-index. We propose approach to genaralize a

concept of l-index boundedness for meromorphic functions.

Generalizing one-dimensional results on a multidimensional complex space we

have been able in many cases to improve the new corresponding one-dimensional

corollaries as by the weakening of sufficient conditions so by refinement of inequal-

ities.

All results of the thesis are new. They have a theoretical meaning and can

be used in multidimensional complex analysis and analytic theory of differential

equations.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Для роздiлу 2

• b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn — заданий напрямок, Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1}, Bn = {z ∈ Cn :

|z| ≤ 1}, L : Bn → R+ — неперервна функцiя така, що для всiх z ∈ Bn L(z) > β|b|
1−|z| ,

β = const > 1, b 6= 0.

• Для заданого z ∈ Bn позначимо Sz = {t ∈ C : z + tb ∈ Bn}, lz(t) = L(z + tb),

gz(t) = F (z + tb).

• Для η ∈ [0, β], z ∈ Bn, визначимо λb1 (z, η, L) = inf
{
L(z+tb)
L(z)

: |t| ≤ η
L(z)

}
, λb1 (η, L) =

inf{λb1 (z, η, L) : z ∈ Bn}, та λb2 (z, η, L) = sup
{
L(z+tb)
L(z)

: |t| ≤ η
L(z)

}
, λb2 (η, L) =

sup{λb2 (z, η, L) : z ∈ Bn}.
Якщо це спричинятиме неоднозначностей, то λb1(z, t0, η) ≡ λb1(z, t0, η, L), λb2 (z, t0, η) ≡
λb2 (z, t0, η, L), λb1 (z, η) ≡ λb1 (z, η, L), λb2 (z, η) ≡ λb2 (z, η, L), λb1 (η) ≡ λb1 (η, L), λb2 (z, η) ≡
λb2 (η, L).

• Через Qb,β(Bn) визначимо клас усiх функцiй L таких, що для всiх η ∈ [0, β] 0 <

λb1 (η) ≤ λb2 (η) < +∞.
• D ≡ B1, Qβ(D) ≡ Q1,β(D).

• Нехай gz0(t) := F (z0 + tb). Якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) 6= 0 для всiх t ∈ Sz0 , то
Gb
r (F, z0) := ∅; якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) ≡ 0, то Gb

r (F, z0) := {z0 +tb : t ∈ Sz0}.
А якщо при деякому z0 ∈ Bn gz0(t) 6≡ 0 та a0

k — нулi gz0(t), тобто, F (z0 + a0
kb) = 0, то

Gb
r (F, z0) :=

⋃
k

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤
r

L(z0 + a0
kb)

}
, r > 0.

• nb

(
r, z0, 1/F

)
=
∑
|a0k|≤r

1 — лiчильна функцiя нулiв a0
k функцiї F (z0 + tb). Якщо це

спричинятиме неоднозначностей, то n(r, z0, 1/F ) = nb(r, z0, 1/F ).

Для роздiлу 3

• 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) ∈ Rn
+, [0, 2π]n = [0, 2π]× · · · × [0, 2π]︸ ︷︷ ︸

n раз

.

• дляR = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+,Θ = (θ1, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n таK = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позначимо

‖K‖ = k1 + · · ·+ kn, Re
iΘ = (r1e

iθ1 , . . . , rne
iθn), K! = k1! · . . . · kn!.

• для A = (a1, . . . , an) ∈ Cn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Cn використовуватимемо такi формальнi

позначення: |A| =
(∑n

j=1 |aj|2
)1/2

, arg A = (arg a1, . . . , arg an), A±B = (a1±b1, . . . , an±
bn), AB = (a1b1, · · · , anbn), A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), AB = ab11 a

b2
2 · . . . abnn , однак не

порушуючи при цьому умов iснування вказаних виразiв.
• Для z, w ∈ Cn визначимо 〈z, w〉 = z1w1 + · · · + znwn, де wk — комплексно спряжене

число до wk.
• для A, B ∈ Rn позначимо max{A,B} = (max{a1, b1}, . . . ,max{an, bn}), а запис A < B

означає, що aj < bj для всiх j ∈ {1, . . . , n}; подiбно визначається вiдношення A ≤ B.
• Полiкруг Dn(z0, R) = {z ∈ Cn : |zj − z0

j | < rj, j = 1, . . . , n}.
• Кiстяк полiкруга Tn(z0, R) = {z ∈ Cn : |zj − z0

j | = rj, j = 1, . . . , n}.
• Замкнений полiкруг Dn[z0, R] = {z ∈ Cn : |zj − z0

j | ≤ rj, j = 1, . . . , n}.
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• для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ та частинних похiдних цiлої функцiї F (z) = F (z1, . . . , zn)

використовуємо запис

F (K)(z) =
∂‖K‖F

∂zK
=

∂k1+···+knF

∂zk11 . . . ∂zknn
.

• M(R, z0, F )=max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0, R)}.
• Вiдкрита куля Bn(z0, r) = {z ∈ Cn : |z − z0| < r}, сфера Sn(z0, r) = {z ∈ Cn :

|z − z0| = r}, замкнена куля {z ∈ Cn : |z − z0| ≤ r} — через Bn[z0, r], Bn = Bn(0, 1),

D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.
• Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Bn → R+ — неперервна функцiя така, що

(∀z ∈ Bn) : lj(z) > β/(1− |z|), j ∈ {1, . . . , n}, (1)

де β >
√
n — деяка стала.

Через Q(Bn) позначимо клас функцiй L, якi задовольняють (1) та (∀R ∈ Rn
+, |R| ≤

β, j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞, де

λ1,j(R) = inf
z0∈Bn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ2,j(R) = sup
z0∈Bn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
.

Λ1(R) = (λ1,1(R), . . . , λ1,n(R)), Λ2(R) = (λ2,1(R), . . . , λ2,n(R)).

Для роздiлу 4
У ньому чиннi позначення з роздiлу 3, якщо тут не переозначенi.
• Dn = Dn(0,1), D = {z ∈ C : |z| < 1}.
• Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Dn → R+ — неперервнi функцiї такi, що

(∀z ∈ Dn) : lj(z) > β/(1− |zj|), j ∈ {1, . . . , n},

а β > 1 — деяка стала, β := (β, . . . , β).

Через Qn(Dn) позначимо клас додатних неперервних вектор-функцiй L : Dn → R+,

якi задовольняють умову (∀rj ∈ [0, β], j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞, де

λ1,j(R) = inf
z0∈Dn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ2,j(R) = sup
z0∈Dn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
.

Для роздiлу 5
У ньому чиннi позначення з роздiлу 2, якщо тут не переозначенi.
• R+ = (0,+∞), 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1), 2 = (2, . . . , 2) ∈ Rn

+.

• b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок.
• L : Cn → R+ — неперервна функцiя.
• λb1 (η) = infz∈Cn inf {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} .
• λb2 (η) = supz∈Cn sup {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} .
• Qn

b — клас додатних неперервних функцiй L, якi задовольняють умову (∀η ≥ 0) 0 <

λb1 (η) ≤ λb2 (η) < +∞.
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• Gr = Gb
r (F ) :=

⋃
z : F (z)=0{z + tb : |t| < r/L(z)},

• Нехай a0
k - нулi функцiї F (z0 + tb) при фiксованому z0 ∈ Cn. Через nz0(r) =

nb

(
r, z0, 1/F

)
:=
∑
|a0k|≤r

1 позначимо лiчильну функцiю кiлькостi нулiв a0
k функцiї

F (z0 + tb) в крузi {t ∈ C : |t| ≤ r}. Якщо F (z0 + tb) ≡ 0 при всiх t ∈ C та заданого
z0 ∈ Cn, то покладемо nz0(r) = −1.

• Нехай L∗(z) — додатна неперервна функцiя в Cn. Писатимемо L � L∗, якщо для
деяких θ1, θ2, 0 < θ1 ≤ θ2 < +∞, та для всiх z ∈ Cn виконуються нерiвностi θ1L(z) ≤
L∗(z) ≤ θ2L(z).

Для роздiлу 6
У ньому чиннi позначення з роздiлу 3, якщо тут не переозначенi.
• Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) — додатнi неперервнi функцiї, z ∈ Cn, j ∈
{1, 2, . . . , n}, а L̃(z) = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)). Запис L � L̃ означає, що iснують θ1 ∈ R+,

θ2 ∈ R+ такi, що ∀z ∈ Cn θ1l̃j(z) ≤ lj(z) ≤ θ2l̃j(z).

• Через Qn (зокрема, Q := Q1) позначимо клас додатних неперервних функцiй L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)) таких, що ∃R0 ∈ Rn
+,∃C, c ∈ Rn

+(0 < c ≤ C), ∀z0 ∈ Cn ∀z ∈
Dn[z0, R0/L(z0)] c ≤ L(z)/L(z0) ≤ C.

• Клас Qn можна ввести рiвносильно так: для R ∈ Rn
+, j ∈ {1, . . . , n} та L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)) визначимо

λ1,j(z0, R) = inf
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ2,j(z0, R) = sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ1,j(R) = inf
z0∈Cn

λ1,j(z0, R), λ2,j(R) = sup
z0∈Cn

λ2,j(z0, R),

Λk(R) = (λk,j(R), . . . , λk,n(R)) (k ∈ {1, 2}).

Вiдповiдно, через Qn позначимо клас додатних неперервних вектор-функцiй L(z), якi
для кожного R ∈ Rn

+ задовольняють умову 0 < Λ1(R) ≤ Λ2(R) < +∞.
В окремих пiдроздiлах вводяться також додатковi позначення, якi дiйснi лише в них.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Аналiтична теорiя диференцiальних рiвнянь та рiв-
нянь з частинними похiдними виникла ще в дев’ятнадцятому столiттi. Її теоре-
тичним опертям стали результати О. Кошi, С. Ковалевської, Ф. Фробенiуса, Е.
Хольмґрена. Їхнi здобутки такi, як теорема Кошi - Ковалевської про iснування
та єдинiсть задачi Кошi для рiвняння з частинними похiдними з аналiтични-
ми коефiцiєнтами, чи теорема Фробенiуса про iнтегровнiсть системи рiвнянь
з частинними похiдними (так званої системи Пфаффа) або теорема єдиностi
Хольмґрена стали основою, на якiй наступнi поколiння математикiв побудува-
ли струнку теорiю. Ще тодi ж Ш. Брiо та Ж. Буке [75, c. 325] сформулювали
таку задачу: „Випадки, коли можна проiнтегрувати диференцiальне рiвняння,
надзвичайно рiдкiснi i їх варто розглядати як виняток; але ми можемо роз-
глядати диференцiальне рiвняння як визначення деякої функцiї i пропонувати
вивчати властивостi цiєї функцiї на основi вигляду диференцiального рiвнян-
ня.“ Так була поставлена давня велика наукова проблема в аналiтичнiй теорiї
диференцiальних рiвнянь — проблема опису властивостей їхнiх розв’язкiв.

Зважаючи на її загальнiсть, iншi математики ставили конкретнiшi питання,
пов’язанi з аналiтичними властивостями розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.
Зокрема, тривалий час лишається нерозв’язаною вiдома класична проблема
1.35 з коментарями О. Е. Єременка зi збiрника проблем У. Хеймана [65] про
визначення верхнiх та нижнiх оцiнок зростання цiлих та мероморфних розв’яз-
кiв алгебраїчних диференцiальних рiвнянь. Як слушно вiн зауважує там, iсну-
ють певнi оцiнки зростання усiх мероморфних та цiлих розв’язкiв алгебраї-
чних диференцiальних рiвнянь першого порядку. Вони отриманi як самим О.
Е. Єременком [95], так i А. А. Гольдбергом [265] та А. Мальмквiстом [164]. На-
томiсть для рiвнянь другого порядку вiдомо, що порядок їхнiх цiлих розв’язкiв
є додатним [246] . Iншi цiкавi результати про вигляд та поводження меромор-
фних розв’язкiв рiвнянь другого порядку за додаткових припущень отримав Н.
Штайнмец [237, 238]. Тим не менш, У. Хейман [129] вказує приклади рiвнянь
другого порядку, що не задовольняють умови Штайнмеца i для яких водночас
невiдомо, чи вони мають розв’язки нескiнченного порядку зростання.

Водночас О. Е. Єременко [96] зазначає, що немає верхньої оцiнки, яка спра-
ведлива для усiх цiлих чи мероморфних розв’язкiв рiвнянь порядку бiльшого
за одиницю, хоча для певних типiв рiвнянь вищих порядкiв такi оцiнки iсну-
ють [129]. Крiм того, досi залишається неспростованою давня гiпотеза про те,
що ln |f(z)| ≤ expn(|z|) для цiлих розв’язкiв алгебраїчних диференцiальних
рiвнянь n-го порядку.

Проте бiльшiсть результатiв свiдчить, що великi класи диференцiальних рiв-
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нянь мають своїми розв’язками аналiтичнi функцiї, якi в тому чи iншому сенсi
мають певнi “регулярнi властивостi”. Тим паче, що кожен розв’язок лiнiйного
диференцiйного рiвняння з цiлими коефiцiєнтами i старшим коефiцiєнтом рiв-
ним одиницi локально є аналiтичною функцiєю i за теоремою про монодромiю
допускає цiле продовження (тобто, на всю комплексну площину), яка за звичай-
ними теоремами єдиностi з теорiї аналiтичних функцiй задовольняє те ж саме
рiвняння. Тому, тривалий час виглядала досить вiрогiдною гiпотеза видатного
аналiтика Б.Я. Левiна у формулюваннi В. П. Петренка [279] про те, що кожен
цiлий розв’язок скiнченного порядку лiнiйного однорiдного диференцiального
рiвняння n-го порядку з цiлими коефiцiєнтами має також цiлком регулярне зро-
стання. У такiй постановцi ця гiпотеза була спростована А.А. Гольдбергом [119],
який показав, що довiльна цiла функцiя f з нулями порядку щонайбiльше n−1

задовольняє деяке лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння n−го порядку.
Це спонукало А. А. Гольдберга спiльно з Й. В. Островським накласти дода-
ткову умову цiлком регулярного зростання коефiцiєнтiв рiвняння i висунути
гiпотезу, що його цiлi розв’язки скiнченного порядку матимуть цiлком регуляр-
не зростання. Ця уточнена постановка вiдома в лiтературi пiд назвою проблеми
Гольдберга - Островського - Петренка (GOP-проблема). Незважаючи на 30 ро-
кiв дослiджень та численнi монографiї про властивостi рiзних класiв функцiй
цiлком регулярного зростання [3, 123, 158, 178, 266, 269], ця задача залишається
вiдкритою. Про це прямо написано в недавнiй статтi вiдомого фахiвця з ана-
лiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь I. Лайне [134] у спiвавторствi з Я.
Хейтокангасом, К. Тохґе та Ч.-Т. Вен, якi отримали певнi результати стосов-
но цiєї проблеми, коли коефiцiєнти або розв’язки рiвняння є експоненцiйними
многочленами.

Серед методiв дослiдження властивостей розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь найрiзноманiтнiшого вигляду одне з центральних мiсць займає теорiя
Вiмана-Валiрона, методи якої вiддавна продемонстрували свою ефективнiсть.
Зокрема, У. Хейман скористався цими методами для отримання оцiнок зростан-
ня розв’язкiв в [129], видiливши пiдклас алгебраїчних диференцiальних рiвнянь
n-го порядку, цiлi розв’язки яких мають скiнченний порядок, що не перевищує
деякої сталої, залежної вiд степенiв многочленiв, якi входять у рiвняння.

У подальшому М.М. Шеремета [204,205] i О.Б. Скаскiв [224,280,281] разом
зi своїми учнями ефективно розвинули методи типу Вiмана-Валiрона в класах
аналiтичних функцiй, зображуваних рядами Дiрiхле та деякими загальнiши-
ми об’єктами. I.Е. Чижиков зi своїми учнями [85, 86] зумiли закласти пiдвали-
ни подiбного пiдходу до дробових похiдних, довiвши аналог одного з основних
спiввiдношень теорiї в цьому випадку та застосувавши його до оцiнки зроста-
ння розв’язкiв деяких рiвнянь з дробовими похiдними. Проте класична теорiя
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Вiмана-Валiрона стосується в основному властивостей цiлих функцiй, що зада-
нi своїми степеневими розвиненнями, та їхнiх похiдних. Вже навiть у випадку
аналiтичних функцiй в одиничному крузi не все так прозоро, як у випадку цi-
лих функцiй, не говорячи вже про випадок аналiтичних функцiй у довiльнiй
кратно-круговiй областi. Варто зазначити, що один з розробникiв методiв типу
Вiмана-Валiрона у багатовимiрному комплексному просторi та його застосувань
до рiвнянь з частинними похiдними Ш. Стрелiц [239] скористався цим методом
для того, щоб при дослiдженнi алгебраїчних диференцiальних рiвнянь першого
порядку встановити обмеженiсть iндексу їхнiх цiлих розв’язкiв.

З iншого боку в цiлому рядi випадкiв тонкi дослiдження властивостей аналi-
тичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь вдається проводити за допомогою
методiв теорiї аналiтичних функцiй обмеженого l-iндексу, започаткованої Б.
Лепсоном [156] i Дж. Макдоннелом [162] та розробленої зусиллями С. Шаха, Г.
Фрiке, Р. Роя, М.М. Шеремети, О.Б. Скаскiва, I. Е. Чижикова, А. Д. Кузика, В.
О. Кушнiра, М. Т. Бордуляк, Ю. С. Трухана, Ф. Нурая, Р. Патерсона та iнших.
Варто зазначити, що аналiтичнi функцiї обмеженого l- iндексу мають цiлий ряд
“регулярних властивостей”. Зокрема, в них у певному сенсi обмежений (рiвно-
мiрний) розподiл значень. Вiдомий такий факт [128], що аналiтична функцiя
має обмежений l-розподiл значень тодi i тiльки тодi, коли її похiдна має обме-
жений l-iндекс. Функцiї з таких класiв допускають апрiорнi оцiнки швидкостi
їхнього зростання, а також є розв’язками диференцiальних рiвнянь за прозорих
умов на аналiтичнi коефiцiєнти цих рiвнянь.

Звiдси, зокрема, щоразу для класу диференцiальних рiвнянь, обмеженiсть
l-iндексу розв’язкiв яких встановлюється, випливає доведення згаданої гiпотези
У.Хеймана про максимально можливу швидкiсть зростання розв’язкiв у порiв-
няннi зi швидкiстю зростання коефiцiєнтiв диференцiального рiвняння. Вар-
то зауважити, що поняття обмеженостi iндексу самодостатнє i теорiя функцiй
обмеженого iндексу має власнi методи для дослiдження властивостей аналi-
тичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, тобто, в нiй вiдсутня доконечна
потреба в методi Вiмана-Валiрона для встановлення обмеженостi iндексу, як
цим користувався Ш. Стрелiц [239].

Водночас ще А. А. Гольдберг [267] непрямо поставив задачу встановлен-
ня взаємозв’язку мiж класом цiлих функцiй цiлком регулярного зростання та
класом цiлих функцiй обмеженого lρ-iндексу, повне вирiшення якої могло б
наблизити розв’язання проблеми Гольдберга - Островського - Петренка (тут
lρ(r) = rρ−1, ρ — порядок функцiї).

У зв’язку з викладеним вище є безсумнiвним важливе значення дослiджень
рiзноманiтних класiв аналiтичних функцiй обмеженого l-iндексу. Зрозумiло, що
задачi, подiбнi до описаних вище, актуальнi не лише для функцiй з C, а й для
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функцiй з Cn. Зазначимо, що у теорiї аналiтичних функцiй вiд декiлькох ком-
плексних змiнних є двi провiднi групи методiв. Перша з них ґрунтується на вла-
стивостях, якi можна отримати з властивостей аналiтичних функцiй вiд однiєї
змiнної, розглядаючи дану функцiю F , як аналiтичну функцiю за кожною змiн-
ною окремо. Цей пiдхiд породжує поняття обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, в означеннi якого мiстяться усi можливi частиннi похiднi. Iнша група
методiв обумовлена дослiдженням так званих „зрiзок“ функцiї, тобто, аналiти-
чних функцiй вiд однiєї змiнної g(τ) = F (a + bτ), τ ∈ C, якi є звуженнями
аналiтичної функцiї F на довiльнi комплекснi прямi {z = a + bτ : τ ∈ C},
a, b ∈ Cn. Вiдповiдно, це призводить до поняття обмеженого L-iндексу за на-
прямком Cn \ {0}, яке використовує похiднi за напрямком.

Крiм самого n-вимiрного комплексного простору, важливими геометрични-
ми об’єктами у ньому є куля та полiкруг. Вiдкритi кулi та вiдкритi полiкруги
бiголоморфно не еквiвалентнi мiж собою. Зате саме на таких об’єктах добре
розробляти методи багатовимiрного комплексного аналiзу. Через це iнтерес до
аналiтичних в кулi та полiкрузi функцiй досi залишається на високому рiвнi.
Про це свiдчать останнi монографiї [186,245].

Зважаючи на вищезгадане, виникає необхiднiсть розгляду таких класiв фун-
кцiй 1) цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком; 2) цiлi функцiї обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних; 3) аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого
L-iндексу за напрямком; 4) аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних; 5) аналiтичнi в полiкрузi функцiї обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних; 6) мероморфнi функцiї вiд однiєї змiнної. Для кожно-
го з цих класiв потрiбно знайти не лише критерiї приналежностi до них, а й
на основi знайдених критерiїв розробити або вдосконалити пiдходи до дослi-
дження обмеженостi iндексу аналiтичних розв’язкiв диференцiйних рiвнянь та
рiвнянь з частинними похiдними. Насправдi перехiд у Cn та введення в розгляд
поняття функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних вимагає дослi-
дження систем рiвнянь з частинними похiдними, а також знаходження оцiнки
їхнiх аналiтичних розв’язкiв через сталi, що залежать вiд коефiцiєнтiв.

Насамкiнець варто визнати, що iдея О. Б. Скаскiва, М. М.Шеремети та А. Д.
Кузика [150] про замiну в означеннi обмеженого iндексу дробу |f

(p)(z)|
p! на |f

(p)(z)|
p!lp(z)

(l : C → R+ — неперервна функцiя) виявилася досить вдалою та гнучкою, бо
дозволяє дослiджувати широкий клас цiлих функцiй через поняття обмеженого
l-iндексу. Про це свiдчить такий результат [66]: для цiлої функцiї f : C → C
iснує додатна неперервна функцiя l така, що f має обмежений l-iндекс тодi
i тiльки тодi, коли нулi функцiї f мають обмежену кратнiсть. Подiбнi твер-
дження справджуються для аналiтичних функцiй вiд декiлькох комплексних
змiнних. Водночас така загальнiсть не спостерiгалася у випадку функцiй вiд
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однiєї змiнної обмеженого iндексу (l ≡ 1). Такi функцiї, як вiдомо з результатiв
Ґ. Фрiке та У. Хеймана [128], належать до функцiй експоненцiйного типу.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. На-
прямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений планами наукової ро-
боти Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Дисертацiйна робота є складовою частиною дослiджень за держбюджетни-
ми темами Мг–58Ф “Асимптотичнi методи дослiдження гармонiйних та ана-
лiтичних функцiй, зображених випадковими рядами, iнтегралами Лапласа–
Стiльтьєса та їх узагальненнями” (номер держреєстрацiї 0110 U 001365), Мг–
145Ф “Новi комплексно–ймовiрнiснi методи дослiдження асимптотичних вла-
стивостей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадковими ря-
дами та iнтегралами” (номер держреєстрацiї 0113 U 003051), Мг–159Ф “Методи
комплексного та гармонiйного аналiзу в теорiї аналiтичних функцiй в банахових
просторах” (номер держреєстрацiї 0113 U 000184), що виконувались на кафедрi
теорiї функцiй i теорiї ймовiрностей.

Мета й завдання дослiдження. Мета дослiдження — розширення те-
орiї цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком i обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних, побудова теорiї аналiтичних у кулi чи полiкрузi функцiй
обмеженого L-iндексу за напрямком або обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, а також їхнє застосування в аналiтичнiй теорiї диференцiальних рiв-
нянь, рiвнянь з частинними похiдними та їхнiх систем.

Завдання дослiдження:
1) ввести гнучке поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для

цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних, яке б дозволило дослiджувати вла-
стивостi будь-яких цiлих функцiй з обмеженою кратнiстю нульових точок,
а також отримати критерiї приналежностi цiлих функцiй для цього класу;

2) ввести гнучке поняття обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу
за сукупнiстю змiнних для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй, яке б
дозволило дослiджувати властивостi будь-яких аналiтичних в одиничнiй
кулi функцiй з особливостями на одиничнiй сферi, а також отримати кри-
терiї приналежностi аналiтичних функцiй для цього класу;

3) знайти точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля функцiй з
вiдповiдних класiв на колi чи кiстяку полiкруга;

4) видiлити клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрям-
ком b ∈ C2 \ {0} таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C}
вони мають обмежений iндекс та знайти функцiю L, для якої такi цiлi
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функцiї матимуть обмежений L-iндекс за тим напрямком (задача А. А.
Кондратюка);

5) довести гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх умов обмежено-
стi L-iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка максимуму модуля,
мiнiмуму модуля, логарифмiчний критерiй) шляхом замiни квантора за-
гальностi на квантор iснування;

6) довести гiпотезу М. М. Шеремети [213] про обмеженiсть l-iндексу деяких
композицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної, встановити умови
обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю змiнних
деяких композицiй цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних;

7) дослiдити обмеженiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння w(p) = f(z, w),

де f : C2 → C — цiла функцiя;
8) знайти достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цiлих

чи аналiтичних в кулi розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними
загальнiшого вигляду, нiж вiдомi досi, та отримати точнi оцiнки їхнього
зростання через параметри, обумовленi коефiцiєнтами систем;

9) застосувати вичерпування багатовимiрного комплексного простору куля-
ми для встановлення нових характеристичних властивостей цiлих та ана-
лiтичних в кулi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних;

10) отримати аналог логарифмiчного критерiю та оцiнки максимуму модуля
через мiнiмум модуля для цiлих та аналiтичних в кулi функцiй обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних;

11) з’ясувати, чи умову „F голоморфна в Cn“ можна замiнити на умову „F
— голоморфна на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ у теорiї цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за напрямком та отримати при цьому аналоги всiх
тверджень (питання С. Ю. Фаворова);

12) для аналiтичних в полiкрузi та у кулi функцiй обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних вивести аналог теореми Хеймана, з’ясувати поводже-
ння коефiцiєнтiв розвинення у степеневий ряд;

Об’єкт дослiдження: цiлi та аналiтичнi в кулi чи полiкрузi функцiї вiд де-
кiлькох змiнних обмеженого L-iндексу за напрямком та обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних, цiлi та аналiтичнi в крузi чи в площинi з виколотою
точкою функцiї вiд однiєї змiнної.

Предмет дослiдження: асимптотичнi та локальнi властивостi функцiй з роз-
глядуваних класiв, аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними та
їхнiх систем.

Методи дослiдження: використовуються методи теорiї функцiй, багатови-
мiрного комплексного аналiзу, аналiтичної теорiї диференцiальних рiвнянь та
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рiвнянь з частинними похiдними, а також певнi прийоми з праць А. А. Голь-
дберга, М. М. Шеремети та їхнiх учнiв.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї,
якi виносяться на захист, є новими. У роботi вперше отримано такi результати:

1) узагальнено поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для
цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних з використанням вектор-функцiй L

загальнiшого вигляду, встановлено критерiї приналежностi цiлих функцiй
до цього класу, теореми iснування та iншi властивостi;

2) узагальнено поняття обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу за
сукупнiстю змiнних для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй, дослiдже-
но характеристичнi властивостi функцiй з цих класiв;

3) знайдено точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля функцiй
з цих класiв функцiй обмеженого iндексу на колi чи кiстяку полiкруга;

4) видiлено клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрям-
ком b ∈ C2 \ {0} таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C}
вони мають обмежений iндекс та знайдено функцiю L, для якої деякi цi-
лi функцiї з описаною властивiстю матимуть обмежений L-iндекс за тим
самим напрямком;

5) повнiстю доведено гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх умов
обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка макси-
муму модуля, мiнiмуму модуля на колi, логарифмiчний критерiй) через
замiну квантора загальностi на квантор iснування;

6) доведено достатнiсть гiпотези М. М. Шеремети [213] про обмеженiсть l-
iндексу деяких композицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної, вста-
новлено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-iндексу
за сукупнiстю змiнних деяких композицiй цiлих функцiй;

7) отримано достатнi умови обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння
w(p) = f(z, w), де f : C2 → C — цiла функцiя;

8) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цi-
лих та аналiтичних в кулi розв’язкiв спецiальних систем лiнiйних рiвнянь
з частинними похiдними вищих порядкiв та отримано точнi оцiнки їхнього
зростання через параметри, залежнi вiд коефiцiєнтiв систем;

9) виявлено новi характеристичнi властивостi цiлих та аналiтичних в кулi
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних через оцiнку ма-
ксимуму модуля таких функцiй на сферi замiсть кiстяка полiкруга;

10) вперше отримано аналоги логарифмiчного критерiю у виглядi достатнiх
умов та оцiнки максимуму модуля через мiнiмум модуля для цiлих та
аналiтичних в кулi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних;
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11) доведено побудовою вiдповiдного прикладу, що умову „F голоморфна в
Cn“ неможливо замiнити на умову „F — голоморфна на усiх зрiзках ви-
гляду z0 + tb“ у теорiї цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком
та отримати при цьому аналоги всiх тверджень;

12) встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в кулi та у полi-
крузi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних та описано
поводження коефiцiєнтiв розвинення у степеневий ряд;

Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-
цiйної роботи мають теоретичний характер та є вагомим внеском у теорiю го-
ломорфних функцiй вiд декiлькох змiнних. Зокрема, в теорiю цiлих функцiй
та функцiй, аналiтичних у кулi або у полiкрузi. Вони можуть бути застосова-
нi в аналiтичнiй теорiї звичайних диференцiальних рiвнянь, рiвнянь з частин-
ними похiдними, а також їхнiх систем. Результати можуть бути використанi
для подальших дослiджень в Iнститутi математики НАН України, Iнститутi
прикладної математики i механiки НАН України, Фiзико-технiчному iнститутi
низьких температур iм. Б.I. Вєркiна НАН України.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiйної ро-
боти отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим консультантом
працях О.Б. Скаскiву належать постановка задач, визначення загальної схе-
ми дослiдження та обговорення отриманих результатiв. У спiльнiй статтi iз
М.М.Шереметою [62] спiвавтору належать постановка проблем та обговорення
отриманих результатiв. В опублiкованiй статтi [47] М. Т. Бордуляк належать до-
ведення теорем 3, 4, 5, 6 у випадку, коли L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Переробка
їхнiх доведень пiд загальнiший клас функцiй вигляду L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)),

z ∈ Cn, а також доведення теорем 7, 8 належать здобувачу. У статтi [36] П.
В. Фiлевич — автор теорем 5 та 6, решта тверджень належать здобувачу. У
статтях з Н. В. Петречко здобувач — автор теореми 2 з [54], теореми 5.1 з [26],
теореми 2 з [252], теореми 2 з [52] i теорем 2-3 з [53]. Решта тверджень з вказаних
чотирьох праць належать Н. В. Петречко. Твердження, отриманi спiвавторами
здобувача, включенi у рукопис дисертацiї лишень у випадку, коли вони потрi-
бнi для подальших викладок. Для вiдмiнностi вони пронумерованi римськими
цифрами та наводяться без доведень.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи
доповiдалися та обговорювалися на таких мiжнародних та всеукраїнських кон-
ференцiях, лiтнiх школах та мiжнародних семiнарах:
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1) International conference „Complex analysis and its applications“ (Kharkiv,
August 16-18, 2011).

2) International conference “Theory of approximation of functions and its appli-
cations” dedicated to the 70th anniversary of corresponding member of NASU,
professor A. I. Stepanets: (Kamianets-Podilsky, May 28 — June 3, 2012).

3) International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach:
abstracts of reports (Lviv, 17-21 September 2012).

4) International conference “Complex analysis and related topics”: abstracts
(Lviv, September 23-28, 2013; Lviv, May 30-June 4, 2016).

5) IV International Hahn conference dedicated to the 135-th anniversary of Hans
Hahn (Chernivtsi, June 30 - July 5, 2014).

6) IX-th Summer school Algebra, Topology and Analysis (Polianytsia, July 7 -
July 18, 2014).

7) II Int. Seminar on Analytic functions (Ivano-Frankivsk, June 1-3, 2015).
8) Наукова конференцiя, присвячена 100-рiччю вiд дня народження К. М.

Фiшмана та М. К. Фаґе (Чернiвцi, 1-4 липня 2015 року).
9) International Conference «Contemporary Problems of Natural Sciences»

«Tarapov Readings-2016» (Kharkiv, March 1–15, 2016).
10) International conference "Theory of appoximation of functions and its appli-

cations"in honor of 75th anniversary of corresponding member of NASU,
professor A. I. Stepanets (Slovyansk, May 28 - June 3, 2017).

11) International conference "Computational methods and Function theory
2017"(July 10-15, 2017, UMCS, Lublin, Poland).

12) International conference in functional analysis dedicated to the 125th anni-
versary of Stefan Banach (18-23 September 2017, Lviv, Ukraine).

13) International conference on Differential equations, Mathematical Physics and
Applications (October 17-19, 2017, Cherkasy, Ukraine).

14) XIXth International conference on analytic functions and related topics (25-29
June 2018, University of Rzeszów, Poland).

15) Всеукраїнська наукова конференцiя „Сучаснi проблем теорiї ймовiрностей
та математичного аналiзу“ (Ворохта, 23-28 лютого 2011, 25 лютого-3 бе-
резня 2013, 24 лютого - 2 березня 2014, 25 лютого - 1 березня 2015, 24-27
лютого 2016, 22-25 лютого 2017, 27 лютого - 2 березня 2018).

16) Всеукраїнська наукова конференцiя „Прикладнi задачi математики“: ма-
терiали конференцiї (Яремче, 13-15 жовтня 2011; Iвано-Франкiвськ 13-15
жовтня 2016).
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Про результати дисертацiї неодноразово доповiдалося на Львiвсько-
му мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники проф.
А. А. Кондратюк, проф. О. Б. Скаскiв у 2011-2016, тепер проф. М.В. Забо-
лоцький, проф. О. Б. Скаскiв, проф. П.В. Фiлевич, проф. I.Е. Чижиков у 2017-
2018) та на семiнарi з теорiї потенцiалу та застосувань (керiвники проф. О.
Б. Скаскiв, проф. I. Е. Чижиков, 2012-2016), засiданнях математичної комiсiї
Iвано-Франкiвського осередку НТШ (2012-2018), семiнарi з математичного мо-
делювання в Iвано-Франкiвському нацiональному технiчному унiверситетi на-
фти i газу (керiвник проф. В. М. Мойсишин, 2012-2017), а також на: семiнарi
„Analyse géometrique“ у лабораторiї iменi Поля Пенлеве, унiверситет Лiлль-1,
Францiя, 14 лютого 2014 року (керiвники — проф. С. М. Iвашкович, проф. Л.
Бланш-Сентi); засiданнях математичної комiсiї Наукового Товариства iм. Шев-
ченка (Львiв, 27 березня 2015 року i 29 березня 2018 року); мiському семiнарi з
теорiї функцiй в Харкiвському нацiональному унiверситетi iм. В. Н. Каразiна, 5
квiтня 2018 року (керiвники — проф. С. Ю. Фаворов, проф. Л. Б. Голiнський),
семiнарi вiддiлу теорiї функцiй Iнституту математики НАН України (керiвник
— проф. А.С.Романюк, 11 травня 2018 року), семiнарi кафедри математично-
го аналiзу Житомирського державного унiверситету iм. I. Франка (керiвники
— проф. Є. О. Севостьянов, проф. А. О. Погоруй, 18 травня 2018 року), се-
мiнарi вiддiлу комплексного аналiзу i теорiї потенцiалу Iнституту математики
НАН України (керiвник — проф. С.А. Плакса, 29 травня 2018 року), семiнарi
„Сучасний аналiз“ у Київському нацiональному унiверситетi iм. Т. Г. Шевченка
(керiвники — проф. I.О. Шевчук, проф. О.О. Курченко, проф. В.М. Радченко,
30 травня 2018 року).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 60 роботах
[7–25, 27, 28, 30–49, 52–54, 56–64, 250–253, 256–258], 31 з них (в тому числi 13
статей) опублiковано без спiвавторiв [7–23, 37–46, 63, 64, 250, 256], 29 статей
[20,32–37,39–44,46,47,52–54,56–58,60,62–64,250–252,256] в українських та закор-
донних фахових виданнях iз фiзико-математичних наук, 11 статей надруковано
в українських та закордонних виданнях [20,32–36,46,52,58,62,64], що включенi
до мiжнародних наукометричних баз (Web of Science, Scopus), 2 — моногра-
фiї [30,31], 29 тез конференцiй [7–19,21–25,27,28,38,45,48,49,59,61,253,257,258].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, 7
роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку використаних джерел.
Повний обсяг дисертацiї становить 352 сторiнки. Основний текст дисертацiї ви-
кладено на 339 сторiнках. Список використаних джерел мiстить 297 наймену-
вань та займає 13 сторiнок. Дисертацiя мiстить чотири рисунки.
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РОЗДIЛ 1. ВИХIДНI ПОЛОЖЕННЯ, ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА
ОСНОВНI НАПРЯМКИ ДОСЛIДЖЕННЯ

1.1 Огляд вiдомих результатiв, якi вiдносяться до тематики дисер-
тацiйного дослiдження

Прийнято вважати, що поняття обмеженого iндексу для цiлих функцiй вiд
однiєї змiнної запропоноване в 1968 р. Б. Лепсоном [156]. Хоча насправдi воно
вперше появилося у 1957 р. в дисертацiї (PhD) учня Б. Лепсона, Дж. Макдон-
нела [162]. Пiд функцiєю обмеженого iндексу вони розумiли цiлу функцiю f,

для якої iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх p ∈ Z+ та кожного z ∈ C виконується

|f (p)(z)|
p!

≤ max

{|f (k)(z)|
k!

: 0 ≤ k ≤ N

}
. (1.1)

Найменше таке N, для якого справджується (1.1), називається iндексом фун-
кцiї f i позначається N(f). При цьому Б. Лепсон [156] сформулював зада-
чу дослiдження характеристичних властивостей функцiй з цього класу. У
1968 р. С.М.Шах довiв [191], що кожний цiлий розв’язок рiвняння f (n)(t) +∑n−1

j=0 ajf
(j)(t) = 0 зi сталими воефiцiєнтами aj ∈ C є функцiєю обмеженого

iндексу. Багато iнших математикiв (Г. Фрiке, С. Шах, У. Хейман, В. Пудж, Ф.
Ґрос, Р. Рой, В. Сисарчик, Б. Лi, Ґ. Крiшна, М. Салмассi, Ґ. Франк, Е. Муес,
А. Боуз, К. Екблау, Д. Сомасундарам, Р. Тхамiжарасi, М. Салмассi, С. Бажпаї,
Б. Лi, О. Кнаб, В. Срiнiвасулу, С. Срiдгар, В. Хеннекемпер, А. Кiнґ, Р. Пауел,
Х. Танґ, С. Датта, I. Лахiрi, Н. Маюмдер [5, 74, 92, 94, 98–102, 106, 107, 109, 110,
112, 113, 125, 126, 135, 140, 143–145, 151, 154, 155, 157, 163, 165, 173, 185, 189, 193, 194,
197, 199, 202, 203, 223, 226–229, 231–236, 240]) присвятили свої статтi дослiджен-
ню властивостей функцiй обмеженого iндексу, а також дослiдженню обмежено-
стi iндексу цiлих розв’язкiв рiзних типiв диференцiальних рiвнянь скiнченного
порядку. У. Хейман [128] i Г.Фрiке [105] довели, що кожна цiла функцiя має
обмежений розподiл значень тодi i тiльки тодi, коли її похiдна має обмежений
iндекс, причому цiла функцiя f(z) (z ∈ C) називається функцiєю обмеженого
розподiлу значень [128,190], якщо iснують сталi p ≥ 0, R > 0 такi, що рiвняння
f(z) = w має не бiльше, нiж p коренiв у будь-якому крузi радiуса R.

Згодом результат С.М.Шаха [191] було узагальнено на випадок, коли коефi-
цiєнти aj = aj(z) рiвняння f (n)(t) +

∑n−1
j=0 ajf

(j)(t) = 0 є многочленами [192], а
також на рiвняння f (n)(t)+

∑n−1
j=0 ajf

(j)(t) = g(t), де g(t) – цiла функцiя обмеже-
ного iндексу [114], або взагалi усi коефiцiєнти aj(z) є цiлими функцiями обме-
женого iндексу, що задовольняють певнi додатковi умови [115]. Врештi-решт С.
Шах [198] та У. Хейман [128] довели, що кожна цiла функцiя обмеженого iнде-
ксу є функцiєю експоненцiйного типу, тобто, має швидкiсть зростання не вищу
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за нормальний тип при порядку зростання ρ = 1. Остання обставина iстотно
обмежує зону використання поняття функцiй обмеженого iндексу. Тому, при-
родно, що з’являються рiзнi менш чи бiльш вдалi спроби узагальнення цього
поняття з метою виходу за межi класу функцiй експоненцiйного типу:
• для цiлих функцiй вiд однiєї змiнної — обмежений M -iндекс [116], уза-

гальнений iндекс [239], обмежений l-iндекс [150], ν-обмежений iндекс [184],
обмежений iндекс у сенсi Ґ. Франка [97], обмежений l−M -iндекс [248], L-
обмежений iндекс [152], обмежений iндекс над не-Архiмедовим полем [230];
• для рядiв Дiрiхле — обмежений iндекс [4], лiнiйний обмежений l-iндекс

[219],M -обмежений iндекс [229], обмежений l−M -iндекс [166], обмежений
l − µ-iндекс [215];
• для векторнозначних цiлих функцiй вiд однiєї змiнної — обмежений iн-

декс зi sup-нормою [130], обмежений iндекс з евклiдовою нормою [182],
ν-обмежений iндекс [180], обмежений l-iндекс [72];
• для векторнозначних цiлих функцiй вiд двох змiнних — обмежений iндекс

зi sup-нормою [169];
• для аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної — обмежений l-iндекс в крузi

[283], обмежений l-iндекс у довiльнiй областi G ⊂ C [149];
• для мероморфних функцiй вiд однiєї змiнної — обмежений iндекс [179];
• для цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних — обмежений iндекс [188], L-

обмежений iндекс [80], обмежений L-iндекс [264], обмежений L-iндекс за
напрямком [254], обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних [47];
• для аналiтичних функцiй вiд декiлькох змiнних — обмежений iндекс у

довiльнiй областi G ⊂ Cn [146], обмежений L-iндекс за напрямком в ку-
лi [29, 64], обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних у полiкрузi [54],
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних у кулi [35].

Вище ми згадали лише першi статтi, в яких вводилося вiдповiдне поняття.
Детальний аналiз усiх цих аналогiв поняття цiлої функцiї обмеженого iнде-
ксу зайняв би надто багато мiсця, тому, зупинимося лише на найважливiших з
них, якi є близькими до наших дослiджень. Перш за все зазначимо, що наразi
найгнучкiшим можна вважати означення поняття цiлої функцiї обмеженого l-
iндексу, запропоноване А.Д. Кузиком та М.М. Шереметою [150] (l : C → R —
неперервна функцiя). Їхня iдея полягала в замiнi дробу |f

(p)(t)|
p! на такий вираз

|f (p)(t)|
p!lp(t) в (1.1). При цьому вони встановили, що iншi вiдомi на той час пiдходи до
узагальнення поняття обмеженого iндексу не дозволяють вийти за межi класу
функцiй експоненцiйного типу Зокрема, це стосувалося iдеї Т. Лакшмiнарасiм-
хана [152]. Натомiсть в [66] доведено, що для будь-якої цiлої функцiї f : C→ C з
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обмеженими в сукупностi кратностями нулiв iснує додатна неперервна функцiя
l така, що f має обмежений l-iндекс.

Поняття обмеженого M -iндексу [116, 196] та обмеженого l − M -iндексу
[247, 248] дозволяють дослiджувати цiлi функцiї з необмеженоюв сукупнiстю
кратнiстю нулiв. Тут у вiдповiдних означеннях просто замiсть |f (p)(t)|

p! у (1.1)

беруть вiдповiдно M(f (p),r)
p! та M(f (p),r)

p!lp(r) , де M(f (p), r) = max{|f (p)(t)| : |t| = r}.
У працях А.А. Гольдберга, М.М. Шеремети, А.Д. Кузика, З.М. Шере-

мети, М.Т. Бордуляк, Ю.С. Трухана, I. Н. Пересьолкової та I.Е. Чижикова
[66–71,73,87,120–122,147,150,207–212,214,218,220,221,242,262,268,270,271,273,
278, 284, 289–296] теорiя цiлих функцiй вiд однiєї змiнної обмеженого l-iндексу
набула певного завершеного вигляду. Найважливiшим її здобутком, поза вся-
ким сумнiвом, є логарифмiчний критерiй, бо, накладаючи обмеження на пово-
дження логарифмiчної похiдної поза околами нулiв певного радiуса та на роз-
подiл нулiв, вiн дає можливiсть дослiджувати обмеженiсть l-iндексу не лише
цiлих розв’язкiв диф.рiвнянь, а й рiзного типу нескiнченних добуткiв. Сформу-
люємо це твердження точно. Через Q позначимо клас додатних неперервних на
[0,+∞) функцiй l таких, що l(x+O( 1

l(x))) = O(l(x)) при x→ +∞. Нехай ak —
нулi цiлої функцiї f(t), t ∈ C. Для r > 0 покладемо n(r, t0, 1/f) =

∑
|ak−t0|≤r 1,

Gr(f) =
⋃
k{z : |z − ak| ≤ r/l(|ak|)}.

Теорема 1.1 ([220]). Нехай l ∈ Q. Для того, щоб цiла функцiя f мала обме-
жений l-iндекс необхiдно i досить, щоб виконувались такi двi умови:

1) для будь-якого r > 0 iснувало P = P (r) > 0, таке, що для всiх t ∈
C \Gr(f) виконується нерiвнiсть |f ′(t)/f(t)| < Pl(|t|);

2) для довiльного r > 0 iснувало ñ = ñ(r) ∈ Z+, що при всiх t0 ∈ C справ-
джується n(r/l(|t0|), t0, 1/f) < ñ.

Для цiлих функцiй обмеженого iндексу (l(z) ≡ 1) логарифмiчний критерiй
ранiше встановив Г. Фрiке [104].

Поняття обмеженого l-iндексу природно поширюється на класи аналiтичних
в деякiй областi функцiй. С. М. Строчик i М. М. Шеремета [283] узагальнили
поняття обмеженого l-iндексу для аналiтичних в крузi функцiй та отримали ряд
аналогiв вiдомих теорем про властивостi цiлих функцiй обмеженого l-iндексу.
Згодом В. О. Кушнiр та М. М.Шеремета [149] поширили це поняття на клас ана-
лiтичних у довiльнiй областi з C функцiй. Власне, нехай G — довiльна область
з C, а l — додатна неперервна функцiя в G така, що для всiх z ∈ G виконується

l(z) >
β

dist{z, ∂G} , (1.2)

де β ≡ const > 1, а dist{z, ∂G} — вiдстань вiд точки z до межi областi G. Аналi-
тичну в областi G функцiю f називають функцiєю обмеженого l-iндексу, якщо
iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх p ∈ Z+ i z ∈ G виконується нерiвнiсть (1.1) зз
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|f (p)(t)|
p!lp(t) замiсть |f

(p)(t)|
p! . Рiзноманiтнi властивостi функцiй з цього класу дослiджу-

вались в [6,148,149,263,274–276]. Отриманi там критерiї вдало використав Ю. С.
Трухан, який дослiджував обмеженiсть l-iндексу добуткiв Бляшке, Нафталеви-
ча - Цудзi та рiзних спецiальних аналiтичних функцiй [216,217,241,243,285–289].

Оскiльки дана дисертацiя в основному стосується багатовимiрного компле-
ксного простору, опишемо здобутки теорiї функцiй обмеженого iндексу для ньо-
го. Зазначимо, що наразi тут виокремилися два напрямки дослiджень — функцiї
F : C → Cn або функцiї F : Cn → C. Замiсть C чи Cn вiдповiдно може бути
також деяка область в них. У першому випадку, по сутi, маємо цiлi чи аналi-
тичнi в деякiй областi з Cn кривi обмеженого iндексу чи обмеженого l-iндексу.
З рiзними видами норм вони розглядалися Л. Ф. Хiтом, С. М. Шахом, Р. Роєм,
М. М. Шереметою, М. Т. Бордуляк у статтях [72,130,180,182,297].

У другому випадку отримуємо аналiтичнi функцiї вiд декiлькох компле-
ксних змiнних, якi є основним об’єктом наших дослiджень. Розглянемо докла-
днiше як пiдходи до введення поняття обмеженого iндексу в Cn, так i встанов-
ленi ранiше вiдповiднi результати. Структура простору Cn диктує рiзнi пiдходи,
серед яких видiлимо два фундаментально рiзнi. Перший базується на поняттi
частинної похiдної i в означеннi вiдповiдно розглядаються усi частиннi похiднi
певного порядку. Так отримуємо поняття функцiї обмеженого iндексу за суку-
пнiстю змiнних. А для другого, основою є поняття похiдної за напрямком, що
призводить до поняття функцiї обмеженого iндексу за напрямком.

Спочатку, як i в [260,261,264], вважатимемо, що
L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) ∈ Qn, де lj ∈ Q (j ∈ {1, 2, . . . , n}).

Означення 1.1 ([264]). Нехай lj : R+ → (0,+∞), j ∈ {1, 2, . . . , n},— неперервнi
функцiї. Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, називається функцiєю обмеженого L-
iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує число m ∈ Z+ таке, що для всiх
z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn та J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
,

де ‖J‖ = j1 + . . . + jn, F
(J)(z) =

∂‖J‖F

(∂z1)j1(∂z2)j2 · · · (∂zn)jn
, J ! = j1! · . . . · jn,

LJ(z) = lj11 (|z1|) · . . . · ljnn (|zn|).
Якщо lj(x) ≡ 1, j ∈ {1, 2, . . . , n}, то цiла функцiя називається функцiєю

обмеженого iндексу за сукупнiстю змiнних. Найменше з таких чисел m нази-
вається L-iндексом функцiї F за сукупнiстю змiнних i позначається N(F,L).

Термiн „за сукупнiстю змiнних“ (in joint variables) введений порiвняно недав-
но в [47] для того, щоб поняття обмеженого iндексу, означенi, вiдповiдно, через
частиннi похiднi i через похiднi за напрямком, можна було легко розрiзняти.

Наведене вище означення 1.1 (М.Т. Бордуляк, М.М. Шеремета [264]) при
n = 1 збiгається з означенням обмеженого l-iндексу [150], а коли ще й l ≡ 1,
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то з означенням обмеженого iндексу [156]. Але при L(z) ≡
(

1
α1
, . . . , 1

αn

)
воно

появилося значно ранiше – у статтi [146] Дж. Ґ. Крiшна та С. М. Шах запро-
понували означення аналiтичної в областi Ω ⊂ Cn функцiї обмеженого iндексу
для α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+. Якщо L(z) ≡
(

1
α1
, . . . , 1

αn

)
та Ω = Cn, то означен-

ня 1.1 збiгається з означенням Крiшни - Шаха. Зазначимо, що насправдi їхнiй
пiдхiд не дозволяє розглядати аналiтичнi в областi функцiї обмеженого iнде-
ксу. Усi функцiї, якi задовольняють їхнє означення, необхiдно є цiлими навiть
в iнтерпретацiї для однiєї змiнної. Це випливає з необхiдної умови обмежено-
стi l-iндексу для аналiтичних в крузi радiуса R функцiй [206, теорема 3.3, с.71]:∫ r

0 l(t)dt→∞ при r → R. Згодом М. Салмассi [187,188], ввiв у розгляд цiлi фун-
кцiї обмеженого iндексу вiд двох змiнних (в означеннi Крiшни-Шаха α = (1, 1)

або, що те саме, в означеннi 1.1 L ≡ (1, 1)). Для них вiн встановив аналоги
деяких теорем Фрiке з [103, 108] про локальне поводження максимуму модуля
цiлої функцiї та її похiдних на колi, а також теореми Хеймана з [128]. Зазна-
чимо, що вiдповiднi двовимiрнi твердження описували поводження максимуму
модуля цiлої функцiї та її частинних похiдних на кiстяку бiкруга. Нещодавно
одне з тих тверджень повторно довели Ф. Нурай та Р. Патерсон [170]. Крiм
цього, М. Салмассi [187] першим дослiдив обмеженiсть iндексу цiлих розв’язкiв
лiнiйних систем рiвнянь з частинними похiдними такого вигляду{

a0f
(n1,0)(z) + a1f

(n1−1,0)(z) + . . .+ an1
f(z) = g(z), a0 6= 0,

b0f
(0,n2)(z) + b2f

(0,n2−1)(z) + . . .+ bn2
f(z) = h(z), b0 6= 0,

z = (z1, z2),

де aj ∈ C, bi ∈ C, h(z) та g(z) — довiльнi цiлi функцiї в C2 обмеженого iндексу
за сукупнiстю змiнних. Ним встановлено, що усi цiлi розв’язки цiєї системи
мають обмежений iндекс.

Паралельно Б. Чакраборти, Р. Чанда, Т. Куматра, [77–80], на основi згада-
ного вище пiдходу Т. Лакшмiнарасiмхана з [152], ввели поняття цiлої функцiї
вiд декiлькох змiнних L-обмеженого iндексу, де L : Cn → R+ — неперервна
функцiя. Також вони довели цiлий ряд аналогiв теорем Фрiке для цiлих фун-
кцiй обмеженого iндексу вiд багатьох змiнних. Але, як встановили у випадку
однiєї змiнної А.Д. Кузик та М. М. Шеремета [150], їхнiй пiдхiд не дозволяє
вийти за межi класу функцiй експоненцiйного типу.

Ф. Нурай та Р. Патерсон [167] довели, що цiла функцiя вiд двох змiнних
обмеженого iндексу матиме експоненцiйний тип. Крiм того, ними ж [168] не-
давно встановлено зв’язок мiж поняттям обмеженого iндексу та радiусом одно-
листостi, вiдповiдно p-листостi, цiлих функцiй вiд двох змiнних та їхнiх частин-
них похiдних у довiльних точках з C2. Подiбнi твердження для n = 1 отриманi
в [195,212].

Повертаючись до дослiджень М. М.Шеремети, зазначимо, що йому зi своїми



32

учнями вдалося довести для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних твердження, якi описують 1) оцiнку максимуму модуля частинних
похiдних цiлої функцiї на кiстяку полiкруга через значення у центрi; 2) оцiнку
максимуму модуля на бiльшому кiстяку через менший кiстяк; 3) аналог теоре-
ми Хеймана з [128]; 4) оцiнку зростання логарифма максимуму модуля функцiї
на кiстяку полiкруга та 5) достатнi умови обмеженостi цiлих розв’язкiв систем
рiвнянь з частинними похiдними такого вигляду:

aj(z)f (K0
j )(z) +

∑
‖K‖≤s−1

gK,j(z)f (K)(z) = hj(z), j ∈ {1, . . . ,m}
де для всiх j ∈ {1, . . . ,m} ‖K0

j ‖ = s, {f (K0
j )(z) : j = 1, . . . ,m} — множина усiх

можливих частинних похiдних порядку s функцiї f , цiлi функцiї aj, gK,j, hj є

функцiями з вiдокремленими змiнними вигляду g(z) =
n∏
j=1

gj(zj).

Вiдзначимо, що на те, що в рамках поняття з означення 1.1 з L(z) =

(l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) його природно слiд застосовувати до функцiй з вiдокрем-
леними змiнними або до функцiй вигляду f(c1z1 + c2z2 + . . . + cnzn), вказує
необхiдна умова обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних в сенсi означен-
ня 1.1, отримана у [264]:

ln max{|f(z)| : |zj| = rj, j ∈ {1, . . . , n}} = O

(∑n

j=1

∫ rj

0

lj(t)dt

)
при r1 + . . .+ rn → +∞. Ця умова вказує на те, що такi функцiї асимптотично
поводяться як функцiї з вiдокремленими змiнними. Звiдси отримуємо також, що
функцiя f(z1, z2) = exp(z1z2) є необмеженого L-iндексу для будь-якої функцiї
L(z) = (l1(|z1|), l2(|z2|)), адже ln max{| exp(z1z2)| : |zj| = rj, j ∈ {1, 2}} = r1r2.
Хоча з iншого боку, exp(z1z2) взагалi не має нулiв i, всупереч, цьому, природно
було би очiкувати (зважаючи на цитований вище одновимiрний результат з [66]),
що функцiя exp(z1z2) буде обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Цей
недолiк означення 1.1 ми усунемо в роздiлi 6 шляхом розгляду в означеннi
поняття ширшого класу вектор-функцiй L, а, отже й iстотно ширшого класу
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Вище вже згадувалося про ще один пiдхiд до введення поняття обмеже-
ного iндексу для цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних,який базується на ви-
користаннi в означеннi, замiсть частинних похiдних, похiдних за напрямком i
основи якого розробленi у кандидатськiй дисертацiї здобувача. Наведемо озна-
чення вiдповiдного поняття, введеного здобувачем спiльно з О. Б. Скаскiвим в
статтi [254].

Нехай R+ = (0,+∞), 0 = (0, . . . , 0), b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} — заданий
напрямок, L : Cn → R+ — неперервна функцiя.

Цiла функцiя F : Cn → C називається функцiєю обмеженого L-iндексу за
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напрямком b, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для всiх m ∈ Z+ та кожного z ∈ Cn

справджується нерiвнiсть:

|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

≤ max
{|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ m0

}
, (1.3)

де ∂0
bF (z) = F (z), ∂bF (z) =

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj, ∂
k
bF (z) = ∂b

(
∂k−1
b F (z)

)
, k ≥ 2.

Найменше таке цiле число m0, для якого виконується (1.3), називається L-
iндексом за напрямком функцiї F та позначається через Nb(F,L). Якщо такого
m0 не iснує, то покладемо Nb(F,L) = ∞, а F у цьому випадку називатимемо
функцiєю необмеженого L-iндексу за напрямком b. Якщо ж L(z) ≡ 1, то F
називається функцiєю обмеженого iндексу за напрямком b та Nb(F ) = Nb(F, 1)

зветься iндексом за напрямком b. При n = 1, b = 1, L(z) = l(z), z ∈ C
нерiвнiсть (1.3) визначає функцiю обмеженого l-iндексу з l-iндексом N(F, l) ≡
N1(F, l) [150, 273], а якщо додатково ще й l(z) ≡ 1, то отримуємо означення
обмеженого iндексу з iндексом N(F ) ≡ N1(F, 1) [156,162].

Такий пiдхiд у свiй час появився через згадану вище певну обмеженiсть пiд-
ходiв на основi поняття з означення 1.1, а також через те, що тi пiдходи не дають
змоги отримати аналог важливого в можливих застосуваннях логарифмiчного
критерiю (аналог теореми 1.1).

Опишемо результати з кандидатської дисертацiї здобувача, якi мають без-
посереднє вiдношення до даної дисертацiї. Деякi з них сформульовано нижче
у вiдповiдних роздiлах даної дисертацiї (це переважно роздiл 5), оскiльки во-
ни використовуються як допомiжнi твердження у доведеннi нових теоретичних
положень.

Отже, нами [254, 259] було доведено кiлька тверджень, якi встановлюють
зв’язок мiж функцiєю F (z) обмеженого L-iндексу за напрямом та функцiями
вiд однiєї змiнної вигляду gz0(t) = F (z + tb), де t ∈ C, i вказано вимоги на
множину A, за яких виконується рiвнiсть Nb(F,L) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A},
де lz0(t) ≡ L(z0 + tb), Nb(F,L) — L-iндекс за напрямом b функцiї F. У свiй
час вони були повнiстю новими i обумовленi наявнiстю в означеннi похiдної за
напрямом.
Теорема 1.2 ([254, 259]). Цiла функцiя F (z) має обмежений L-iндекс за на-
прямом b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснує стала M > 0 така, що
для всiх z0 ∈ Cn функцiя gz0(t) = F (z0 + tb) є обмеженого lz0-iндексу
N(gz0, lz0) ≤ M < +∞, як функцiя вiд t ∈ C, де lz0(t) ≡ L(z0 + tb). При
цьому Nb(F,L) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Cn}.

У зв’язку з теоремою 1.2 у 2006 р. проф. С.Ю. Фаворов сформулював таке
запитання: за яких мiнiмальних вимог на множину A справджується рiвнiсть
Nb(F,L) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A}, де lz0(t) ≡ L(z0 + tb).
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Через A позначимо замикання множини A ⊂ Cn. Вiдповiдно знайденi най-
меншi вимоги на множину A набули такого вигляду.
Наслiдок 1.1 ([55, 259]). Нехай b ∈ Cn — фiксований напрям, A0 — довiльна
множина в Cn така, що A0 = {z ∈ Cn : 〈z, c〉 = 1}, де 〈c,b〉 6= 0, c ∈ Cn. Цiла
функцiя F (z) є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямом b ∈ Cn тодi i
тiльки тодi, коли iснує стала M > 0 така, що для всiх z0 ∈ A0 функцiя
gbz0(t) = F (z0 + tb) є обмеженого lbz0-iндексу N(gbz0, lbz0) ≤M < +∞, як функцiя
вiд t ∈ C, де lbz0(t) ≡ L(z0 + tb). При цьому Nb(F,L) = max{N(gbz0, lbz0) : z0 ∈
A0}.

Також у [259] було отримано кiлька критерiїв, якi описують обмеженiсть L-
iндексу за напрямом у термiнах локального поводження похiдних за напрямом,
поводження максимуму та мiнiмуму модуля на колах, поводження логарифмi-
чної похiдної за напрямом, доведено аналог теореми Хеймана, а також встанов-
лено зв’язок мiж функцiями обмеженого L-iндексу за напрямом та функцiями
обмеженого L-iндексу за. Згаданi критерiї є багатовимiрними аналогами твер-
джень для функцiй обмеженого l-iндексу. Зауважимо, що в багатьох доведен-
нях використовується методика, розроблена М.М. Шереметою, А.Д. Кузиком,
Г.Фрiке, У.Хейманом в одновимiрному випадку [104, 108, 128, 150, 206, 219, 220],
адаптована нами для похiдних за напрямком. Специфiка наших дослiджень
полягає в тому, що накладаються умови на виконання певних нерiвностей на
колах будь-якого радiуса вздовж зрiзок вигляду {z0 + tb : t ∈ C}. А з цього
виводиться обмеженiсть L-iндексу за напрямком.

Також було отримано твердження, яке вказує на обмеженiсть L-iндексу за
напрямом при змiнi самого напряму.
Теорема 1.3 ([254, 259]). Нехай L ∈ Qn

b, m ∈ C,m 6= 0. Цiла функцiя F (z),
z ∈ Cn, є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямом b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, коли F (z) є обмеженого L-iндексу за напрямом mb.

Частковий опис найменшої множини напрямiв, достатньої для обмеженостi
L-iндексу за усiма напрямами, дала така теорема.
Теорема 1.4 ([254, 259]). Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, буде функцiєю обмеже-
ного L-iндексу за кожним напрямом у Cn тодi i тiльки тодi, коли вона буде
функцiєю обмеженого L-iндексу за кожним напрямом b ∈ Cn, |b| = 1, таким,
що сума головних значень аргументiв усiх компонент вектора b кратна 2π,

тобто,
n∑
j=1

arg(bj) = 2πm, де m ∈ Z.

Серед iнших тверджень у [259] варто згадати теорему про обмеженiсть L-
iндексу за напрямком добутку цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних (однови-
мiрнi результати є в [80,104,111,181,183,220]).

Також було встановлено зв’язок мiж цiлими функцiями обмеженого iндексу
за напрямком та обмеженого iндексу в сенсi означення 1.1. Для η > 0, z ∈ Cn,

b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} та додатної неперервної функцiї L : Cn → R+

визначимо
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λb1 (η) = inf
z∈Cn

inf {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} ,
λb2 (η) = sup

z∈Cn
sup {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} .

Через Qn
b позначимо клас функцiй L, якi задовольняють умову

(∀η ≥ 0) : 0 < λb1 (η) ≤ λb2 (η) < +∞. (1.4)

Припустимо, що для L ∈ Qn
b iснують такi функцiї lj(zj) ∈ Q, що для всiх z ∈

Cn справджується L(z1, . . . , zn) ≤ min{lj(zj) : j = 1, 2, . . . , n}. Тодi через L̃(z)

позначимо вектор-функцiю L̃(z) = (l1(z1), l2(z2), . . . , ln(zn)). За цих припущень
правильна така теорема.
Теорема 1.5 ( [254, 259]). Нехай L ∈ Qn

ej
, цiла функцiя F (z) — обмеженого

L-iндексу за кожним напрямом ej, j ∈ {1, 2, . . . , n}. Тодi F (z) — обмеженого
L̃-iндексу за сукупнiстю змiнних у сенсi означення 1.1.

Крiм того, в [259] отримано умови, за яких цiлi розв’язки деяких рiвнянь з
частинними похiдними є функцiями обмеженого L-iндексу за напрямом, i зна-
йдено оцiнки зростання тих розв’язкiв. Тому вiдповiднi твердження мали одно-
вимiрнi аналоги за винятком наведеного нижче наслiдку 1.2. Розглянемо таку
систему рiвнянь з частинними похiдними

aj,0(z)F (z) + aj,1(z)
∂F (z)

∂zj
+ . . .+ aj,pj(z)

∂pjF

∂z
pj
j

= hj(z), 1 ≤ j ≤ n. (1.5)

Для неї справджується наслiдок, який дає достатнi умови обмеженостi L̃-
iндексу в сенсi означення 1.1.
Наслiдок 1.2 ( [254, 259]). Нехай ajk(z), hj(z) — цiлi функцiї обмеженого
lj(zj) -iндексу за напрямом 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

j−те мiсце
, . . . , 0) ∈ Cn, lj ∈ Qn

1j
,

j ∈ {1, 2, . . . , n}, k ∈ {0, 1, . . . , pj}, pj ∈ N, z ∈ Cn. Нехай для кожно-
го r > 0 та деякої сталої M = M(r) > 0 i всiх z ∈ Cn\G1j

r (ajpj) (у нас
G

1j
r (ajpj) визначається аналогiчно, як i Gb

r (g0) у (5.4)) виконуються нерiвно-
стi |ajk(z)| ≤M |ajpj(z)|lpj−kj (zj). Якщо F (z) — цiлий розв’язок системи (1.5),
то F (z) — обмеженого L̃-iндексу за сукупнiстю змiнних у сенсi означення
1.1, де L̃(z) = (l1(z1), . . . , ln(zn)).

У зв’язку з теоремою 1.2 виникло таке питання: чи iснує цiла функцiя
F : Cn → C i напрямок b ∈ Cn такi, що N(gz0, lz0) < +∞ для всiх z0 ∈ Cn, але
Nb(F,L) = +∞? У статтi [255] розглянуто цiлу функцiю F (z1, z2) = cos

√
z1z2 =

+∞∑
n=1

(−1)n(z1z2)
n

(2n)!
i доведено, що при z1 = z0

1 + t, z2 = z0
2 + t, де z0

1, z
0
2 ∈ C

— фiксованi, t ∈ C, функцiя F — обмеженого iндексу, як функцiя вiд t, але
F (z1, z2) є функцiєю необмеженого iндексу за напрямком b = (1, 1). З цього
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прикладу випливає, що множину A0 у наслiдку 1.2 в загальному випадку не
можна зменшити до скiнченної множини.

Крiм того, вивчалася обмеженiсть L-iндексу композицiй цiлих функцiй.
Основним результатом такого типу є наступне твердження.
Теорема 1.6 ( [255, 259]). Якщо f(t), t ∈ C, — цiла функцiя обмеженого l-
iндексу i N(f, l) = Ñ , l ∈ Q, то F (t, z) ≡ f(tz), (t, z) ∈ C2, — цiла фун-
кцiя обмеженого L1(t, z) ≡ (|z| + 1)l(tz)-iндексу за напрямом b1 = (1, 0)

i Nb(F,L1) = Ñ , обмеженого L2(t, z) ≡ (|t| + 1)l(tz)-iндексу за напрямом
b2 = (0, 1) i Nb2

(F,L2) = Ñ .

Нагадаємо, що f(z, t) = exp(zt) має необмежений L-iндекс за означенням
(1.1) для будь-якої вектор-функцiї L(z, t) = (l1(|z|), l2(|t|), але, зважаючи на
теорему 1.6, вона має обмежений L-iндекс за напрямком (1, 0) для L(z, t) =

|z|+ 1 та за напрямком (0; 1) для L(z, t) = |t|+ 1.
Насамкiнець, було доведено теорему, яка вказала шлях отримання доста-

тнiх умов обмеженостi L-iндексу за напрямом для цiлих функцiй з “плоскими”
нулями.
Теорема 1.7 ([249,259]). Якщо цiла функцiя f(t), t ∈ C, обмеженого l-iндексу,
l(|t|) ∈ Q, то функцiя f(〈z,m〉) обмеженого L-iндексу за кожним напрямом
b ∈ Cn, де L(z) = l(|〈z,m〉|), z ∈ Cn, а m — довiльний вектор з Cn.

З iншими проблемами у теорiй функцiй обмеженого iндексу можна позна-
йомитися у [57,71,207,210,225].

1.2 Основнi напрямки та результати дослiдження

У цьому пiдроздiлi опишемо основнi результати цього дисертацiйного дослi-
дження, а також їхнiй зв’язок з попереднiми результатами, як попередникiв,
так i результатами кандидатської дисертацiї здобувача.

1.2.1 Аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого L-iндексу за напрям-
ком. Нехай b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок, Bn = {z ∈ Cn :

|z| < 1}, Bn = {z ∈ Cn : |z| ≤ 1}, L : Bn → R+ — неперервна функцiя така, що
для всiх z ∈ Bn

L(z) >
β|b|

1− |z| , β = const > 1,b 6= 0.

Для заданого z ∈ Bn позначимо Sz = {t ∈ C : z + tb ∈ Bn}.
Аналiтична в Bn функцiя F (z) називається функцiєю обмеженого L-iндексу

за напрямком b ∈ Cn, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для кожного m ∈ Z+ та
кожного z ∈ Bn справджується така нерiвнiсть

|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

≤ max
0≤k≤m0

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

,
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де ∂0
bF (z) = F (z), ∂bF (z) =

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj, ∂
k
bF (z) = ∂b

(
∂k−1
b F (z)

)
, k ≥ 2.

Найменше таке цiле число m0 = m0(b) називається L-iндексом за напрям-
ком b аналiтичної функцiї F (z) та позначається через Nb(F,L,Bn) = m0.

Для η ∈ [0, β], z ∈ Bn, t0 ∈ Sz таких, що z+t0b ∈ Bn визначимо λb1 (z, η, L) =

inf {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} , λb1 (η, L) = inf{λb1 (z, η, L) : z ∈ Bn}, та
λb2 (z, η, L) = sup {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} , λb2 (η, L) = sup{λb2 (z, η, L) :

z ∈ Bn}.
Через Qb,β(Bn) визначимо клас усiх функцiй L таких, що для всiх η ∈ [0, β]

0 < λb1 (η, L) ≤ λb2 (η, L) < +∞.Нехай D ≡ B1, Qβ(D) ≡ Q1,β(D).Для спрощення
запису покладемо lz(t) = L(z + tb), gz(t) = F (z + tb) для заданого z ∈ Bn.

Наступна теорема 2.1 з якiсної точки зору є новою в теорiї функцiй обмеже-
ного iндексу, бо замiсть скрiзь щiльної множини на гiперплощинi, розглядається
скрiзь щiльна множина на послiдовностi сфер, збiжнiй до межi.

Теорема 2.1. Нехай (rp) — додатна послiдовнiсть така, що rp → 1 при
p → ∞, Dp = {z ∈ Cn : |z| = rp}, Ap — скрiзь щiльна множина в Dp (тобто.

Ap = Dp) та A =
∞⋃
p=1

Ap. Аналiтична в Bn функцiя F (z) є обмеженого L-iндексу

за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснує число M > 0 таке, що для
всiх z0 ∈ A функцiя gz0(t) = F (z0 + tb) є обмеженого lz0-iндексу N(gz0, lz0) ≤
M < +∞, як функцiя вiд змiнної t ∈ Sz0, де lz0(t) ≡ L(z0 + tb), причому
Nb(F,L,Bn) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A}.

Теорема 2.2. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя
F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли для
кожного η, 0 < η ≤ β, iснує n0 = n0(η) ∈ Z+ та P1 = P1(η) ≥ 1 таке, що для
кожного z ∈ Bn iснує k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0, для якого справджується
така нерiвнiсть

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)} ≤ P1|∂k0

b F (z)|.
Використовуючи теорему 2.2, доводиться такий критерiй обмеженостi L-

iндексу за напрямком.
Теорема 2.3. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)

має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якого r1 та будь-якого r2 при 0 < r1 < r2 ≤ β, знайдеться P1 = P1(r1, r2) ≥ 1
таке, що для кожного z0 ∈ Bn

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r2

L(z0)

}
≤ P1 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r1

L(z0)

}
.

Нижче наводимо критерiй, який є аналогом теореми Хеймана [128]. Вiн зру-
чний для отримання достатнiх умов обмеженостi L-iндексу за напрямком та
оцiнок зростання аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними.
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Теорема 2.4. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)
є обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснують
p ∈ Z+ та C > 0 такi, що для кожного z ∈ Bn справедлива така нерiвнiсть

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ C max

{
|∂(k)

b F (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
.

Наступна теорема забезпечує оцiнку максимуму модуля аналiтичної фун-
кцiї на колi вздовж зрiзки за напрямком через її мiнiмум модуля. Вона носить
допомiжний характер, але досить важлива для доведення логарифмiчного кри-
терiю.

Теорема 2.5. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)
є обмеженого L-iндексу за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли для кожного
R, 0 < R ≤ β, знайдуться числа P2(R) ≥ 1 та η(R) ∈ (0, R) такi, що для всiх
z0 ∈ Bn та деякого r = r(z0) ∈ [η(R), R] виконується нерiвнiсть

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤ P2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
.

Наступний критерiй обмеженостi L-iндексу за напрямком описує поводже-
ння логарифмiчної похiдної за напрямком та розподiл нулiв аналiтичної в кулi
функцiї. Вiдповiдне твердження для цього класу голоморфних функцiй, а та-
кож для iнших, часто називатимемо для стислостi логарифмiчним критерiєм.
Нам потрiбнi додатковi позначення.

Нехай gz0(t) := F (z0 + tb). Якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) 6= 0 для всiх
t ∈ Sz0, то приймемо за означенням Gb

r (F, z0) := ∅; якщо для заданого z0 ∈ Bn
gz0(t) ≡ 0, то позначаємо Gb

r (F, z0) := {z0 + tb : t ∈ Sz0}. А якщо при деякому
z0 ∈ Bn gz0(t) 6≡ 0 та a0

k — нулi gz0(t), тобто, F (z0 + a0
kb) = 0, то вважаємо, що

Gb
r (F, z0) :=

⋃
k

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤ r/L(z0 + a0
kb)
}
, r > 0.

Нехай Gb
r (F ) =

⋃
z0∈Bn G

b
r (F, z0). Через n

(
r, z0, 1/F

)
=
∑
|a0
k|≤r 1 позначимо лi-

чильну функцiю нулiв a0
k.

Теорема 2.6. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, L ∈ Qb,β(Bn) та
Bn \ Gb

β(F ) 6= ∅. F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i
тiльки тодi, коли:

1) для кожного r ∈ (0, β] iснує P = P (r) > 0 таке, що для кожного z ∈
Bn\Gb

r (F ) ∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂b

∣∣∣∣ ≤ PL(z);

2) для кожного r ∈ (0, β] знайдеться ñ(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Bn
при F (z0 + tb) 6≡ 0

n

(
r

L(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñ(r).



39

Розглянемо таке рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p−1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z). (1.6)

Для цього рiвняння правильна така теорема, яка забезпечує достатнi умови
обмеженостi L-iндексу за напрямком аналiтичних у кулi його розв’язкiв та до-
водиться iз використанням логарифмiчного критерiю.

Теорема 2.7. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn), g0(z), . . . , gp(z), h(z) — аналiтичнi
в Bn функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком b, Bn\Gb

β(g0) 6= ∅ та для
кожного r ∈ (0; β] iснує T = T (r) > 0 таке, що для кожного z ∈ Bn\Gb

r (g0) та
j = 1, . . . , p виконується нерiвнiсть

|gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|.
Тодi аналiтична функцiя F (z), z ∈ Bn, яка задовольняє рiвняння (1.6), має
обмежений L-iндекс за напрямком b.

Позначимо a+ = max{a, 0}, u(r) = u(z0, θ, r) = L(z0+reiθ).Нижче наводимо
оцiнки зростання функцiй з цього класу, якi отримуються за допомогою аналога
теореми Хеймана.

Теорема 2.8. Нехай L : Bn → R+, для кожного z0 ∈ Bn, θ ∈ [0, 2π] функцiя
L(z0 + reiθb) — неперервно диференцiйовна вiд дiйсної змiнної r ∈ [0, 1−|z0|

|b| ).

Якщо аналiтична в Bn функцiя F є обмеженого L-iндексу за напрямком b, то
для кожного z0 ∈ Bn, θ ∈ [0, 2π], r ∈ [0, 1−|z0|

|b| ) та кожного цiлого числа p ≥ 0

ln max
|t|=r

( |∂pbF (z0+tb)|
p!Lp(z0+tb)

)
≤ lnmax

{ |∂kbF (z0)|
k!Lk(z0)

: 0≤k≤N
}

+

+ max
θ∈[0,2π]

∫ r

0

{
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−u′t(z0, θ, t))+

L(z0 + teiθb)

}
dt

Коли ж, крiм того, для кожного z0 ∈ Bn (−u′(r))+ /(L2(z0 + reiθb)) → 0 при
r → 1−|z0|

|b| рiвномiрно по θ ∈ [0, 2π], тодi для всiх z0 ∈ Bn та θ ∈ [0, 2π]

lim
r→(1−|z0|)/|b|

ln |F (z0 + reiθb)|∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1,

Наслiдок 2.2. Нехай F : Bn → C — аналiтична функцiя обмеженого L-
iндексу за напрямком b, N = Nb(F,L,Bn), z0 — фiксована точка в Bn така, що
F (z0) = 1. За цих умов для кожного r ∈ [0, 1−|z0|

|b| ) справджується нерiвнiсть∫ r

0

n(t, z0, 0, 1/F )

t
dt ≤ ln max{|F (z0 + tb)| : |t| = r} ≤

≤ ln max

{
1

p!Lp(z0)

∣∣∣∣∂pF (z0)

∂bp

∣∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ N

}
+

+ max
θ∈[0,2π]

∫ r

0

{
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−L′t(z0 + teiθb))+

L(z0 + teiθb)

}
dt.
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1.2.2 Аналiтичнi в кулi функцiї обмеженого L-iндексу за су-
купнiстю змiнних. Нам потрiбнi деякi типовi позначення. Позначимо
R+ = [0,+∞), 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn

+, 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn
+, 1j =

(0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) ∈ Rn
+, R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn

+, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn,

|z| =
√∑n

j=1 |zj|2. Для A = (a1, . . . , an) ∈ Rn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn використо-
вуватимемо формальнi позначення без порушення умов iснування вiдповiдних
виразiв AB = (a1b1, · · · , anbn), A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), A

B = ab11 a
b2
2 · . . . · abnn , а

запис A < B означає, що aj < bj, j ∈ {1, . . . , n}; подiбним чином визначається
вiдношення A ≤ B. Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позначимо K! = k1! · . . . · kn!,
‖K‖ = k1 + · · ·+ kn. Додавання, скалярне множення та спряження визначенi в
Cn покомпонентно. Для z ∈ Cn та w ∈ Cn визначимо

〈z, w〉 = z1w1 + · · ·+ znwn,

де wk — комплексно спряжене число до wk.Полiкруг {z ∈ Cn : |zj−z0
j | < rj, j =

1, . . . , n} позначаємо через Dn(z0, R), його кiстяк {z ∈ Cn : |zj − z0
j | = rj, j =

1, . . . , n} — через Tn(z0, R), замкнений полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0
j | ≤ rj, j =

1, . . . , n} — через Dn[z0, R], Dn = Dn(0,1), D = {z ∈ C : |z| < 1}. Вiдкрита куля
{z ∈ Cn : |z − z0| < r} позначається через Bn(z0, r), її топологiчна межа — це
сфера Sn(z0, r) = {z ∈ Cn : |z− z0| = r}, замкнена куля {z ∈ Cn : |z− z0| ≤ r}
— через Bn[z0, r], Bn = Bn(0, 1), D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ та частинних похiдних аналiтичної в Bn функцiї
F (z) = F (z1, . . . , zn) використовуємо запис

F (K)(z) =
∂‖K‖F

∂zK
=

∂k1+···+knF

∂zk1
1 . . . ∂zknn

.

Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Bn → R+ — неперервна функцiя така,
що

(∀z ∈ Bn) : lj(z) > β/(1− |z|), j ∈ {1, . . . , n}, (1.7)
де β >

√
n — деяка стала. Позначимо β = β√

n
1.

Аналiтична функцiя F : Bn → C називається функцiєю обмеженого L-
iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ Bn
та всiх J ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
.

Найменше таке цiле число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних
функцiї F та позначається через N(F,L,Bn).

Через Q(Bn) позначимо клас функцiй L, якi задовольняють (1.7) та таку
умову (∀R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞, де
λ1,j(R) = inf

z0∈Bn
inf
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
,
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λ2,j(R) = sup
z0∈Bn

sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
.

Наступна теорема є базовою при встановленнi ефективнiших критерiїв обме-
женостi iндексу, якi формулюються в термiнах поводження максимуму модуля
на колi (кiстяку полiкруга) чи в термiнах обмежень на логарифмiчну похiдну.

Теорема 3.1. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли для кожного R ∈ Rn

+,
|R| ≤ β, знайдеться n0 ∈ Z+, p0 > 0 таке, що для всiх z0 ∈ Bn iснує K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, та

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

Теорема 3.2. Нехай L ∈ Q(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn функцiя
F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для кожного
R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max
{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)|

i досить, щоб для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn

∀j ∈ {1, . . . , n} ∃K0
j = (0, . . . , 0, k0

j︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) таких, що k0
j ≤ n0 та

max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)|.

Для аналiтичної в кулi Bn функцiї F покладемо M(r, z0, F ) =

max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0, r)}, де z0 ∈ Bn, r ∈ Rn
+.

Теорема 3.3. Нехай L ∈ Q(Bn), F : Bn → C — аналiтична функцiя. Якщо
iснують R′, R′′ ∈ Rn

+, R
′ < R′′, |R′′| < β та p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 такi, що для
кожного z0 ∈ Bn

M
(
R′′/L(z0), z0, F

)
≤ p1M

(
R′/L(z0), z0, F

)
, (1.8)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Також справедливi такi необхiднi умови.
Теорема 3.4. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична в Bn функцiя F має

обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то для будь-яких R′, R′′ ∈ Rn
+,

R′ < R′′, |R′′| ≤ β, знайдеться номер p1 = p1(R
′, R′′) ≥ 1 такий, що для кожного

z0 ∈ Bn правильна нерiвнiсть (1.8).
Наступна теорема є аналогом теореми Хеймана [128] для аналiтичних в кулi

функцiй. Цей аналог нами застосовується до дослiдження властивостей аналi-
тичних розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними.

Теорема 3.5. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична функцiя F в Bn має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+ та
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c ∈ R+ такi, що для всiх z ∈ Bn

max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ c ·max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
.

Зв’язок мiж обмеженiстю L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних встановлює така теорема.

Теорема 3.6. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична
в Bn функцiя F має обмежений lj-iндекс за напрямком 1j для кожного j ∈
{1, . . . , n}, то F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Нехай z0 ∈ Bn. Розвинемо аналiтичну функцiю F : Bn → C у степеневий
ряд, записаний у дiагональнiй формi

F (z) =
∞∑
k=0

pk(z − z0) =
∞∑
k=0

∑
‖J‖=k

bJ(z − z0)J , (1.9)

де pk — однорiднi многочлени k-го степеня, bJ = F (J)(z0)
J ! . Многочлен pk0

, k0 ∈ Z+,

називається головним у степеневому розвиненнi (1.9) на Tn(z0, R), якщо для
кожного z ∈ Tn(z0, R) виконується така нерiвнiсть∣∣∣∣∑

k 6=k0

pk(z − z0)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
max{|bJ |RJ : ‖J‖ = k0}.

Теорема 3.8. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична функцiя F в Bn має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то iснує p ∈ Z+, що для всiх d ∈
(0; β√

n
] знайдеться η(d) ∈ (0; d) таке, що для кожного z0 ∈ Bn та деякого r =

r(d, z0) ∈ (η(d), d), k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядi (1.9) на
Tn(z0, r1

L(z0)).

Теорема 3.9. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо iснують p ∈ Z+, d ∈ (0; 1], η ∈ (0; d)

такi, що для кожного z0 ∈ Bn та деякого R = (r1, . . . , rn) з rj = rj(d, z
0) ∈ (η, d),

j ∈ {1, . . . , n}, та певного k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядах
(1.9) на T2(z0, R/L(z0)), то аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних.

Позначимо [0, 2π]n = [0, 2π]× · · · × [0, 2π]︸ ︷︷ ︸
n раз

. Для R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, Θ =

(θ1, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n, A = (a1, . . . , an) ∈ Cn писатимемо

ReiΘ = (r1e
iθ1, . . . , rne

iθn), arg A = (arg a1, . . . , arg an).

Через K(Bn) позначимо клас додатних неперервних функцiй L = (l1, . . . , ln),

де lj : Bn → R+ задовольняє (1.7) та iснує c ≥ 1 таке, що для будь-якого R ∈ Rn
+

при |R| < 1 та j ∈ {1, . . . , n} maxΘ1,Θ2∈[0,2π]n
lj(Re

iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c. У випадку L(z) =

(l1(|z1|, . . . , |zn|), . . . , ln(|z1|, . . . , |zn|)) маємо, що L ∈ K(Bn). Легко довести, що
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|ez|+1
1−|z| ∈ Q(D) \K(D), але ee

|z|

1−|z| ∈ K(D) \Q(D). Крiм цього, при L1,L2 ∈ K(Bn)
також L1 + L2 ∈ K(Bn) та L1L2 ∈ K(Bn). Для простоти запису позначимо
M(F,R) = max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}, де |R| < 1.

Теорема 3.10. Нехай L ∈ Q(Bn) ∩ K(Bn), β > c
√
n. Якщо аналiтична в

Bn функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(F,R)=O

(
min
σn∈Sn

min
Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R(j, σn, t)e
iΘ)dt

)
при |R| → 1− 0,

де σn — перестановка множини {1, . . . , n}, Sn — множина усiх перестановок

{1, . . . , n}, R(j, σn, t)= (r′1, . . . , r
′
n), r

′
k=


r0
k, якщо σn(k) < j,

t, якщо k = j,

rk, якщо σn(k) > j,

k ∈ {1, . . . , n},

R0 = (r0
1, . . . , r

0
n) фiксований радiус.

Наслiдок 3.1. Якщо L ∈ Q(Bn) ∩ K(Bn), min
Θ∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ) — неспадна за

кожною змiнною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k 6= j, аналiтична в Bn функцiя F має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} = O

(
min

Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R
(j)eiΘ)dt

)
при |R| → 1− 0, де R(j) = (r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn).

Позначимо a+ = max{a, 0}, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ), де a ∈ R, t ∈ R+,

j ∈ {1, . . . , n}, r∗ = max1≤j≤n rj 6= 0 та t
r∗ |R| < 1.

Теорема 3.11. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна фун-
кцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо функцiя
L задовольняє (1.7) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних, то для кожного Θ ∈ [0, 2π]n та всiхR ∈ Rn

+,
|R| < 1, i S ∈ Zn+

ln max

{ |F (S)(ReiΘ)|
S!LS(ReiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
≤ ln max

{|F (S)(0)|
S!LS(0)

: ‖S‖ ≤ N

}
+

+

∫ r∗

0

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

rj
r∗

(kj + 1)lj

( τ
r∗
ReiΘ

)}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

kj(−u′j(τ))+

lj
(
τ
r∗Re

iΘ
) }) dτ.

Наслiдок 3.2. Нехай L(R) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя
за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1. Якщо функцiя L задовольняє
(1.7) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за
сукупнiстю змiнних та для кожного j ∈ {1, . . . , n}

〈R,∇lj(R)〉
rjl2j (R)

→ 0 при |R| → 1− 0,

то
lim

|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1,
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де ∇lj(R) = (
∂lj(R)
∂r1

, . . . ,
∂lj(R)
rn

).

Наш основний результат про зростання аналiтичних в кулi функцiй обме-
женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних має такий вигляд.

Теорема 3.12. Нехай L(R) = (l1(R), . . . , ln(R)), lj(R) — додатна неперерв-
но диференцiйовна функцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1.
Якщо функцiя L задовольняє (1.7) та аналiтична в Bn функцiя F має обмеже-
ний L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних, то

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1.

Позначимо `(z) = min1≤j≤n lj(z), L(z) = max1≤j≤n lj(z). Через Q′(Bn) по-
значимо клас додатних неперервних функцiй L, якi задовольняють умову
(∀r ∈ [0, β], j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(r) ≤ λ2,j(r) <∞, де

λ1,j(r) = inf
z0∈Bn

inf
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
,

λ2,j(r) = sup
z0∈Bn

sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
.

Λ1(r) = (λ1,1(r), . . . , λ1,n(r)), Λ2(r) = (λ2,1(r), . . . , λ2,n(r)).

У цьому пiдроздiлi такi позначення λ1,j(r), λ2,j(r), Λ1(r), Λ2(r) дiйснi лише для
теореми 3.13.

Основний результат про вичерпування кулями для аналiтичних в одиничнiй
кулi функцiй має такий вигляд.

Теорема 3.13. Нехай L ∈ Q′(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn функцiя
F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для кожного
r ∈ (0, β] iснували n0 ∈ Z+, p0 > 0 такi, що для всiх z0 ∈ Bn знайдеться
K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

i досить, щоб для кожного r ∈ (0, β] знайшлися n0 ∈ Z+ та p0 > 0 такi, що для
будь-якого z0 ∈ Bn iснує K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)|

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

Позначимо a+ = max{a, 0}, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ), де a ∈ R, t ∈
[0, r∗], j ∈ {1, . . . , n}, r∗ = max1≤j≤n rj 6= 0, тобто, t

r∗ |R| < 1.

Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя за кожною
змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Через W (Bn) позначимо клас
додатних неперервних функцiй L таких, що

r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)
+/(rjl

2
j (Re

iΘ))→ 0
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рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, j ∈ {1, . . . , n}, при |R| → 1− 0.

Сформулюємо твердження, якi дають оцiнки зростання аналiтичних
розв’язкiв такої системи рiвнянь з частинними похiдними:

Gpj1j(z)F (pj1j)(z) +
∑

‖Sj‖≤pj−1

GSj(z)F (Sj)(z) = Hj(z), j ∈ {1, . . . , n} (1.10)

pj ∈ N, Sj ∈ Zn+, Hj та GSj — аналiтичнi функцiї в Bn. Позначимо QW (Bn) =

Q(Bn) ∩W (Bn). Вiдповiдно, QW (D) = Q(D) ∩W (D).

Кажемо, що неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними вигляду
(1.10) належить до класу A(G,H,L), якщо L ∈ QW (Bn), для всiх z ∈ Bn та
для кожного j ∈ {1, . . . , n} аналiтичнi в Bn функцiї Hj та GSj задовольняють
такi умови:
1) для кожного ‖Sj‖ ≤ pj − 1 та для будь-якого M ∈ Zn+, ‖M‖ ≤ 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk,∣∣∣G(M)

Sj
(z)
∣∣∣LSj−M(z)≤BSj ,M l

pj
j (z)|Gpj1j(z)|,

∣∣∣G(M)
pj1j

(z)
∣∣∣≤Bpj1j ,MLM(z)|Gpj1j(z)|,

2) для кожного I ∈ Zn+, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk,

∣∣∣H(I)
j (z)

∣∣∣ ≤ DI,jL
I(z)|Hj(z)|,

3) Gpj1j(z) 6= 0,

де BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M — додатнi сталi, H(z) = (H1(z), . . . , Hn(z)), G(z) — ма-
триця, утворена з коефiцiєнтiв GSJ (z) системи (1.10).

Однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними вигляду (1.10) нале-
жить до класу A(G,0,L), якщо умова 1) виконується для M ∈ Zn+ таких, що
‖M‖ ≤∑n

k=1

k 6=j
pk та Gpj1j(z) 6= 0. Умова 2) не потрiбна для однорiдних систем.

Теорема 3.14. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдни-
ми вигляду (1.10) належить до класу A(G,H,L) та аналiтична функцiя F (z)
у Bn задовольняє (1.10), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних
та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c},

де c визначене в (3.101).
Якщо система (1.10) — однорiдна (Hj(z) ≡ 0), то попередня теорема спро-

ститься.
Теорема 3.15. Якщо однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними

вигляду (1.10) належить до класу A(G,0,L) та аналiтична в Bn функцiя F
є розв’язком системи, то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c},

де c визначена в (3.101) при DI,j = 0 та ‖I‖ = −pj +
∑n

k=1 pk замiсть ‖I‖ =

1− pj +
∑n

k=1 pk.
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Нехай ZF — нульова множина аналiтичної в Bn функцiї F. Позначимо

GR(F ) =
⋃

z0∈ZF
Dn
(
z0, R/L(z0)

)
.

Теорема 3.16. Нехай L ∈ Qn, F — аналiтична в Bn функцiя. Якщо ∃R ∈
Rn

+ з rj ∈ (0, β
2
√
n
), ∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn

+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0 (R′ = 0 для ZF = ∅)
таке, що ∀z0 ∈ Bn ∃R0 = R0(z0) ∈ Rn

+, Θ ≤ R0 ≤ R, для якого

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(β)lj(z0)

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤p2min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (meas — лебегова
мiра на кiстяку полiкруга).

Теорема 3.17. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична функцiя F : Bn → C
задовольняє такi умови:

1) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснує p1 = p1(R) > 0 таке, що для всiх

z ∈ Bn \GR(F ) та для кожного j ∈ {1, . . . , n}
1

|F (z)|

∣∣∣∣∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ p1lj(z),

2) для будь-яких R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, та R′ ≥ 0 iснує p2 = p2(R,R

′) ≥ 1
таке, що для всiх z0 ∈ Bn, що T n(z0, R

L(z0)) \ GR′(F ) =
⋃
iCi 6= ∅, де

Ci — зв’язнi неперетиннi множини, виконується принаймнi одна з та-
ких умов а) max

i
min
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
min
z∈Ci
|F (z)|, або б) max

i
max
z∈Ci
|F (z)| ≤

p2 min
i

max
z∈Ci
|F (z)|, або в) |F (z∗)| = maxi maxz∈Ci |F (z)|, |F (z∗∗)| =

mini minz∈Ci |F (z)|, i z∗, z∗∗ належать до однiєї i тiєї самої множини Ci0
3) для кожного R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, iснують Θ, R′ ∈ Rn
+, 0 < θj <

2rj
2+3λ2,j(β) ,

такi, що для всiх z ∈ Bn

meas {GR′(F ) ∩ Dn [z,R/L(z)]} <
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z)

,

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (тутmeas — це 2n-вимiрна
лебегова мiра).

Теорема 3.7. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, L ∈ Q(Bn) та для
кожного j ∈ {1, 2, . . . , n} Bn\G1j

β/
√
n
(F ) 6= ∅. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n}

справджуються такi умови:
1) для будь-якого r ∈ (0; β/

√
n] iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що для всiх

z ∈ Bn\G1j
r (F ) ∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ Pjlj(z);
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2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Bn, для яких
F (z0 + t1j) 6≡ 0,

n1j

(
r

lj(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñj(r),

то F (z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

1.2.3 Аналiтичнi в полiкрузi функцiї обмеженого L-iндексу за су-
купнiстю змiнних. У цьому пiдроздiлi залишаються чинними позначення iз
попереднього пiдроздiлу 1.2.2. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Dn → R+

— неперервнi функцiї такi, що
(∀z ∈ Dn) : lj(z) > β/(1− |zj|), j ∈ {1, . . . , n},

а β > 1 — деяка стала, β := (β, . . . , β) ∈ Rn. С. Н. Строчик, М. М. Шеремета,
В. О. Кушнiр [206, 283] накладали подiбну умову для функцiї l : D → R+ та
l : G→ R+, де G — довiльна область у C.

Аналiтична функцiя F : Dn → C називається функцiєю обмеженого L-
iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+ така, що для всiх z ∈ Dn

та кожного J ∈ Zn+
|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
.

Найменше таке цiле число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних
функцiї F та позначається через N(F,L,Dn) = n0.

Через Q(Dn) позначимо клас неперервних вектор-функцiй L = (l1, . . . , ln) :

Dn → Rn
+, якi задовольняють умову

(∀R = (r1, . . . , rn) ∈ [0, β]n)(∀j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞,
де λ1,j(R) = inf

z0∈Dn
inf
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ2,j(R) = sup
z0∈Dn

sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
.

Теорема 4.1. Нехай L ∈ Q(Dn). Для того, щоб аналiтична в Dn функцiя F
була обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно, щоб для кожного
R ∈ Bn ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Dn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max
{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)|

i досить, щоб для кожного R ∈ Bn ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Dn ∀j ∈ {1, . . . , n}
∃K0

j = (0, . . . , 0, k0
j︸︷︷︸

j−те мiсце

, 0, . . . , 0) таке, що k0
j ≤ n0 та

max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)| ∀j ∈ {1, . . . , n}.
Далi наведемо нашi результати для n = 2, тобто, для аналiтичних в одини-

чному бiкрузi функцiй. Такий вибiр обумовлений деяким спрощенням викладок
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у вiдповiдному роздiлi. Насправдi нижче двi теореми справедливi для довiль-
ного n ∈ N. Теорема 4.2 є аналогом вiдомої теореми Хеймана, встановленої ним
для цiлих функцiй обмеженого iндексу вiд однiєї комплексної змiнної [128].

Теорема 4.2. Нехай L ∈ Q(D2). Аналiтична функцiя F в D2 має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують p ∈ Z+ та c ∈ R+

такi, що для всiх z ∈ D2 виконується нерiвнiсть

max

{
|F (j1,j2)(z)|
lj11 (z)lj22 (z)

: j1 + j2 = p+ 1

}
≤ cmax

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z)lk2

2 (z)
: k1 + k2 ≤ p

}
.

Нехай z0 ∈ D2. Розвинемо аналiтичну в D2 функцiю F (z) у степеневий ряд,
записаний у дiагональнiй формi

F (z) =
∞∑

k1+k2=0

pk1+k2
((z1 − z0

1), (z2 − z0
2)) =

∞∑
k=0

∑
j1+j2=k

bj1,j2(z1 − z0
1)j1(z2 − z0

2)j2,

(1.11)

де pk — однорiднi многочлени степеня k, bj1,j2 = F (j1,j2)(z0)
j1!j2! . Многочлен pk0

, k0 ∈
Z+, називається головним у степеневому розвиненнi (1.11) на T2(z0, R), якщо
для кожного z ∈ T2(z0, R) правильна нерiвнiсть

|
∑

k1+k2 6=k0

pk1+k2
((z1 − z0

1), (z2 − z0
2))| ≤ 1

2
max{|bj1,j2|rj11 r

j2
2 : j1 + j2 = k0}.

Теорема 4.3. Нехай β > 1, L ∈ Q(D2). Якщо iснують p ∈ Z+, d ∈ (0; 1], η ∈
(0; d) такi, що для кожного z0 ∈ D2 та деякого R = (r1, r2) при rj = rj(d, z

0) ∈
(η, d), j ∈ {1, 2}, i певного k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядi
(4.15) на T2(z0, R/L(z0)), то аналiтична в D2 функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних.

1.2.4 Цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком. Нага-
даємо означення функцiй з цього класу. Нехай R+ = (0,+∞), 0 = (0, . . . , 0),

b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок, L : Cn → R+ — неперервна
функцiя.

Цiла функцiя F : Cn → C називається функцiєю обмеженого L-iндексу за
напрямком b, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для всiх m ∈ Z+ та кожного z ∈ Cn

справджується нерiвнiсть (1.3).
Найменше таке цiле число m0, для якого виконується (1.3), називається L-

iндексом за напрямком функцiї F та позначається через Nb(F,L). Якщо такого
m0 не iснує, то покладемо Nb(F,L) = ∞, а F у цьому випадку називатимемо
функцiєю необмеженого L-iндексу за напрямком b.

Новi результати, отриманi у цьому пiдроздiлi для цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком iстотно посилюють ранiше встановленi нами тверджен-
ня i їхньою основною принциповою вiдмiннiстю вiд результатiв з кандидатської
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дисертацiї здобувача [259], полягають у замiнi у достатнiх умовах з вiдповiдних
критерiїв квантора загальностi на квантор iснування. Тобто, з огляду на цю
обставину, для того, щоб переконатися в обмеженостi L-iндексу за напрямком
заданої функцiї, достатньо перевiрити виконання певних нерiвностей лише при
деякому фiксованому значеннi параметра (для кiл одного радiуса), а не для
всiх можливих його значень. Цю iдею нам вдалося послiдовно реалiзувати для
всiх основних критерiїв, а також при встановленнi достатнiх умов обмеженостi
L-iндексу за напрямком цiлих розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними.

Допомiжний клас Qn
b означили на с. 35 нерiвнiстю (1.4). Використовуючи

iдею Фрiке з [108], отримали модифiкацiю теореми XI на с.192 зi слабшими
достатнiми умовами обмеженостi L-iндексу за напрямком.

Теорема 5.4. Нехай L ∈ Qn
b. Якщо iснують сталi η > 0, n0 = n0(η) ∈ Z+

та P1 = P1(η) ≥ 1 такi, що для всiх z ∈ Cn iснує k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0,
для якого виконується нерiвнiсть

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)} ≤ P1|∂k0

b F (z)|,
то цiла функцiя F : Cn → C є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком
b ∈ Cn \ {0}.

Теорема 5.5. Нехай L ∈ Qn
b, F — цiла функцiя в Cn. Якщо iснують R > 0,

P2 ≥ 1 та η ∈ (0, R) такi, що для всiх z0 ∈ Cn та деякого r = r(z0) ∈ [η,R]
виконується нерiвнiсть

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
≤P2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком b.

Позначимо
Gr(F ) := Gb

r (F )
⋃

z : F (z)=0

{z + tb : |t| < r/L(z)},

a0
k - нулi функцiї F (z0 + tb) при фiксованому z0 ∈ Cn. Через nz0(r, F ) =

nb
(
r, z0, 1/F

)
:=
∑
|a0
k|≤r 1 позначимо лiчильну функцiю нулiв a0

k функцiї зрiз-
ки F (z0 + tb) в крузi {t ∈ C : |t| ≤ r}. Якщо для заданого z0 ∈ Cn та
для всiх t ∈ C F (z0 + tb) ≡ 0, то ми покладемо nz0(r) = −1. Позначимо
n(r) = supz∈Cn nz(r/L(z)).

Теорема 5.6. Нехай L ∈ Qn
b, F (z) — цiла функцiя в Cn. Якщо виконуються

такi умови:
1) iснують r1 > 0, P > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn\Gr1

(F ) правильна
нерiвнiсть

∣∣∣ 1
F (z)

∂F (z)
∂b

∣∣∣ ≤ P ;

2) знайдеться r2 > 0 таке, що n(r2) ∈ [−1;∞) та 2r1 · n(r2) < r2/λb(r2), де
r1 — вибране з попередньої умови,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком b.

Зауважимо, що теореми 5.5 та 5.6 є новими навiть для цiлих функцiй вiд
однiєї змiнної та l ≡ 1 (порiвн. [104,108,220]).
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Тепер розглянемо таке рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p−1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z), (1.12)

де gj, h — цiлi функцiї в Cn, j ∈ {0, 1, . . . , p}. Вiдомо достатнi умови [55,254,259]
обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих розв’язкiв рiвняння (1.12). У
них, по сутi, вимагається, щоб деякi нерiвностi повиннi виконувалися зовнi кру-
гiв будь-якого радiуса. Замiнюючи квантор загальностi на квантор iснування,
ми послабили цi умови.

Позначимо g∗(z) = h(z) ·∏p
j=0 gj(z), n(r, g∗) = sup

z∈Cn
nb(r/L(z), z, 1/g∗),

r∗ = sup
s≥1

(s−1)λ1(s)
8(n(s,g∗)+1) . Справедлива така теорема.

Теорема 5.7. Нехай L∈Qn
b, та g0(z), . . . , gp(z), h(z) — цiлi функцiї обмеже-

ного L-iндексу за напрямком b ∈ Cn \ {0}. Припустимо, що iснують r ∈ (0; r∗)
та T > 0 такi, що для кожного z ∈ Cn\Gr(g0) та j = 1, . . . , p виконуються
нерiвностi

|gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|.
Тодi цiла функцiя F, яка задовольняє (1.12), має обмежений L-iндекс за на-
прямком b.

Це твердження також є новим в одновимiрному випадку (див. результати
для обмеженого l-iндексу в [273] та обмеженого iндексу в [115]).

Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння вигляду

w(p) = f(z, w). (1.13)

С. М. Шах, Ґ. Фрiке, М. М. Шеремета, А. Д. Кузик [114, 200, 273] та iншi не
вивчали обмеженiсть iндексу цiлого розв’язку рiвняння (1.13), тому що права
частина рiвняння є функцiєю вiд двох змiнних. Проте, зважаючи на теорiю
функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком, цiлком природно поставити це
питання.
Проблема 1.1 ( [57, Проблема 4]). Нехай p = 1, f(z, w) — цiла функцiя обме-
женого L-iндексу за напрямками (1, 0) та (0, 1). Якою є неперервна функцiя
l : C → R+, що цiлий розв’язок w = w(z) рiвняння (1.13) має обмежений
l-iндекс?

Ми даємо вiдповiдь на це питання для кожного p ∈ N.Позначимо 11 = (1, 0),

12 = (0, 1).
Теорема 5.8. Нехай lj ∈ Q2

1j
, f(z, w) — цiла функцiя обмеженого lj-iндексу

за напрямками 1j для кожного j ∈ {1, 2}. Якщо iснує C > 0 та l ∈ Q такi, що
для всiх (z, w) ∈ C2 \ (G11

r (f) ∪G12
r (f))

l1(z, w) + l2(z, w)|f(z, w)| ≤ Cl(z),

то кожна цiла функцiя, що задовольняє (1.13), має обмежений l-iндекс.
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Як застосування теореми 5.8, ми розглянемо алгебраїчне диференцiальне
рiвняння такого типу:

w(p) = g(z) +
k∑
j=0

ajw
j, aj ∈ C. (1.14)

Наслiдок 5.2. Нехай g(z) — цiла функцiя обмеженого l-iндексу, l∗(z) :=

l(z) + |g(z)|, l∗ ∈ Q. Тодi кожна цiла функцiя, яка задовольняє (1.14), має
обмежений l∗-iндекс.

Беручи до уваги теорему 1.2, виникло таке природне питання [255]: чи iснує
цiла функцiя F (z) з N(gz0, lz0) < +∞ для кожного z0 ∈ Cn, але Nb(F,L) =

+∞?
Нижче вiтку квадратного кореня з комплексного числа вибираємо на основi

умови
√

1 = 1.

Ствердна вiдповiдь на згадане питання отримана в [255,259]. Там доведено,
що F (z1, z2) = cos

√
z1z2 має необмежений iндекс за напрямком (1, 1). Згодом,

цей результат узагальнено [42] для кожного напрямку b ∈ C2 \ {0}. Але тради-
цiйно розв’язування одних проблем призводить до виникнення iнших. У нашому
випадку цiкавим є таке питання:
Проблема 1.2 ( [57, Проблема 17]). Якi умови на нульову множину та зро-
стання цiлих функцiй забезпечують обмеженiсть iндексу функцiї F (z0

1 +
b1t, z

0
2 + b2t) для кожної фiксованої точки (z0

1, z
0
2) ∈ C2 та необмеженiсть

iндексу функцiї F (z1, z2) за напрямком b = (b1, b2)?
Вiдповiдь дає така теорема.
Теорема 5.1. Нехай f(t), t ∈ C, — парна цiла трансцендентна функцiя

обмеженого iндексу. Тодi: 1) для кожного напрямку b = (b1, b2) ∈ C2 \ {0} та
кожної фiксованої пари z0

1, z
0
2 ∈ C функцiя g(t) = f(

√
(z0

1 + b1t)(z0
2 + b2t)) є цi-

лою функцiєю обмеженого iндексу (t ∈ C); 2) функцiя f(
√
z1z2) є необмеженого

iндексу за кожним напрямком b.

Зазначимо, що в доведеннi теореми 5.1 показується невиконання умов те-
ореми VIII для деякого радiуса. Хоча насправдi нам вiдоме її доведення для
кожного радiуса, але воно громiздкiше. Це непрямо вказує можливостi вико-
ристання нових сформульованих вище теорем, отриманих нами для певного
радiуса.

Зважаючи на описанi властивостi функцiї F (z1, z2) = cos
√
z1z2, на львiв-

ському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (2007) проф. А. А. Кон-
дратюк поставив питання:
Проблема 1.3. Якою є найменша неперервна функцiя L : C2 → R+, що
гарантуватиме обмеженiсть L-iндексу за напрямком b функцiї F (z1, z2) =
cos
√
z1z2?
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Використовуючи методи, якими вперше скористалися в [255], дано вiдповiдь
на питання Кондратюка в теоремi 5.10, згiдно з якою ця функцiя має обмежений
Lε,b-iндекс за напрямком b, де

Lε,b(z1, z2) :=


|b1z2+b2z1|√
|z1z2|

+ 1, |z1z2| > ε2,

|b1z2+b2z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2.

Насправдi на шляху пошуку вiдповiдi на питання А. А. Кондратюка нами
встановлено дещо бiльше. Опишемо цi результати. Розглянемо такi рiвняння
похiдними за напрямком b = (b1, b2)

z1z2(b1z2 + b2z1)∂
2
bF (z) +

(b1z2 − b2z1)
2

2
∂bF (z) +

(b1z2 + b2z1)
3

4
F (z) = 0 (1.15)

для b1 6= 0, b2 6= 0 та
4z1∂

2
bF (z) + 2b1∂bF (z) + b2

1z2F (z) = 0, для b1 6= 0, b2 = 0. (1.16)

Для b1 = 0, b2 6= 0 можна розглянути рiвняння з частинними похiдними, яке
збiгається з (5.76) з точнiстю до перестановок змiнних z1 та z2. По сутi, нами
доведено у теоремi 5.9, що кожний цiлий розв’язок цих рiвнянь є функцiєю
обмеженого Lε,b-iндексу за вiдповiдним напрямком b.

Нехай Ln (n ≥ 1) — клас додатних неперервних функцiй L : Cn → R+.

Вiдомо (у загальному випадку [150] та у випадку l(r) ≡ 1 [191]) для n = 1, що
якщо додатна неперервна функцiя l(|z|) задовольняє умову

lim
r→+∞

1

l(r)
min

{
l(t) :

r

1 + δ
≤ t ≤ r

}
= λ(δ)→ 1 (δ → +0), (1.17)

та f : C→ C — цiла функцiя обмеженого l-iндексу N(f, l) = N1(f, l), то

lim
r→+∞

lnMf(r)

l0(r)
≤ N(f, l) + 1, (1.18)

де Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}, l0(r) =
∫ r

0 l(t)dt. У 2006 роцi на львiвському
семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй проф. М. М. Шеремета поставив пита-
ння: якою є оцiнка зростання максимуму модуля цiлої функцiї обмеженого
L-iндексу за напрямком? З (1.17)–(1.18) випливає, що якщо для фiксованого
z0 ∈ Cn, θ ∈ [0, 2π] функцiя l(r) = L(z0 + reiθb) задовольняє (1.17), то для цiлої
функцiї F обмеженого L-iндексу за напрямком b маємо таку оцiнку

lim
r→+∞

ln max{|F (z0 + τb)| : |τ | = r}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1. (1.19)

Для заданого z0 ∈ Cn розвинемо функцiю F (z0 + wb) у степеневий ряд по
w ∈ C

F (z0 + wb) =
∞∑
m=0

bm(z0)wm, bm(z0) =
1

m!

∂mF (z0)

∂bm
.
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Позначимо

µb(r, z0, F ) = max{|bm(z0)|rm : m ≥ 0},
νb(r, z0, F ) = max{m : |bm(z0)|rm = µb(r, z0, F )},

ϕ(δ, θ, z0) = lim
r→+∞

1

L(z0 + reiθb)
min

{
L(z0 + teiθb) :

r

1 + δ
≤ t ≤ r

}
та a+ = max{a, 0}. Легко бачити, що ∃ limδ→+0 ϕ(δ, θ, z0) := ϕ0(θ, z

0),

ϕ(δ, θ, z0) ≤ ϕ0(θ, z
0) ∈ [0, 1].

Теорема 5.11. Нехай L ∈ Ln буде така, що rL(z0+reiθb)→ +∞ (r → +∞)
та ϕ0(θ, z

0) ∈ (0, 1] для деякого z0 ∈ Cn та θ ∈ [0, 2π].Якщо цiла трансцендентна
функцiя F є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b з Nb(F,L) <∞,
то

τ(z0, θ) := lim
r→+∞

νb(r, z0, F )

rL(z0 + reiθb)
≤ Nb(F,L) + 1

ϕ0(θ, z0)
,

lim
r→+∞

ln max{|F (z0 + τb)| : |τ | = r}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1

ϕ2
0(θ, z

0)
.

З теореми 5.11 випливає такий наслiдок.
Наслiдок 5.3. Нехай b ∈ Cn \ {0}, L ∈ Ln буде додатна неперервна

функцiя така, що (∀z0 ∈ Cn) (∀θ ∈ [0, 2π]) : rL(z0 + reiθb)→ +∞ (r → +∞) та

inf
z0∈Cn

min
θ∈[0,2π]

ϕ0(θ, z
0) = ϕ0 ∈ (0, 1]. (1.20)

Якщо цiла трансцендентна функцiя F є обмеженого L-iндексу з напрямком b
з Nb(F,L) <∞, то

sup
z0∈Cn

max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

νb(r, z0, F )

rL(z0 + reiθb)
≤ Nb(F,L) + 1

ϕ0
,

sup
z0∈Cn

max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

ln max{|F (z0 + τb)| : |τ | = r}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1

ϕ2
0

.

Зауважимо, що теорема 5.11 при n = 1 є узагальненням вiдповiдного ре-
зультату Шеремети та Кузика [150] у двох напрямах: 1) вiдсутнє припущення,
що функцiя l має вигляд l(|z|); 2) вiдсутнє припущення, що ϕ0 = 1 (нашi ре-
зультати справедливi для будь-якого ϕ0 ∈ (0, 1]).

Теорема 5.12. Нехай b ∈ Cn\{0}, f — цiла функцiя в C, Φ — цiла функцiя
в Cn така, що ∂bΦ(z) 6= 0 та

∣∣∣∂jbΦ(z)
∣∣∣ ≤ K |∂bΦ(z)|j , K ≡ const > 0, для всiх

z ∈ Cn та кожного j ≤ p, де p = N(f, l) або p = Nb(F,L) вiдповiдно.
Нехай l ∈ Q, l(w) ≥ 1, w ∈ C та L ∈ Qn

b, де L(z) =
∣∣∂bΦ(z)

∣∣l(Φ(z)). Цiла
функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i тiльки тодi, коли F (z) = f(Φ(z)) має
обмежений L-iндекс за напрямком b.
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Отриманi умови є слабшими при n = 1, нiж в [277]. Зазначимо, що умова
∂bΦ(z) 6= 0 в теоремi 5.12 обумовлена суто методом доведення. Насправдi її
можна позбутися та довести загальнiше твердження.

Теорема 5.13. Нехай b ∈ Cn\{0}, f — цiла функцiя в C, Φ — цiла функцiя
в Cn, p = N(f, l) або p = Nb(F,L) вiдповiдно. Нехай l ∈ Q, l(w) ≥ 1, w ∈ C та
L ∈ Qn

b, де L(z) � max
1≤j≤p

{
1,
∣∣∣∂jbΦ(z)

∣∣∣} l(Φ(z)). Цiла функцiя f має обмежений

l-iндекс тодi i тiльки тодi, коли F (z) = f(Φ(z)) має обмежений L-iндекс за
напрямком b.

Теорема 5.13 є новою навiть при n = 1.

Також у дисертацiї встановлено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за
напрямком для суми цiлих функцiй (це теореми 5.2, 5.3), причому теорема 5.2
є новою для n = 1, а теорема 5.3 є новою навiть у випадку n = 1 та l ≡ 1,

тобто, для цiлих функцiй обмеженого iндексу. Побудовано вiдповiдний приклад
двох цiлих функцiй обмеженого iндексу за напрямком b, сума яких є функцiєю
необмеженого iндексу за цим напрямком.

У наших дослiдженнях обмеженостi L-iндексу за напрямком ми часто роз-
глядали зрiзки {z0 + tb : t ∈ C}. Потiм фiксували z0 ∈ Cn та застосовували
мiркування з одновимiрного випадку. Пiсля цього будували рiвномiрнi оцiнки
по усiх z0. Це стислий опис методу.

Виходячи з цього, проф. С. Ю. Фаворов (2015) поставив таку проблему.
Проблема 1.4. Нехай b ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок, L : Cn → R+ —
неперервна функцiя. Чи можна замiнити умову „F голоморфна в Cn“ на умову
„F — голоморфна на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ та з цього вивести усi вiдомi
властивостi цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком?

Наша вiдповiдь на питання Фаворова є заперечною. Таке послаблення обме-
жень на функцiю F не дозволяє довести деякi теореми. А саме у тверджен-
нi 5.4 цiєї дисертацiї побудовано приклад функцiї, яка голоморфна на зрiзках
{z0 + tb : t ∈ C}, але не голоморфна за сукупнiстю змiнних i така, що вона
має необмежений iндекс за напрямком b в деякiй обмеженiй областi. Хоча, як
вiдомо, кожна цiла функцiя є обмеженого iндексу за напрямком b в обмеженiй
областi, в якiй вона вiдмiнна вiд тотожного нуля на зрiзках {z0 + tb : t ∈ C}
(див. лема 5.1).

1.2.5 Цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
У цьому пiдроздiлi залишаються дiйсними позначення iз пiдроздiлу 1.2.2. При-
клад функцiї exp(z1z2) показує, що означення 1.1 введено для досить вузького
класу цiлих функцiй. Для того, щоб мати змогу дослiджувати будь-яку цiлу
функцiю вiд декiлькох комплексних змiнних з обмеженою кратнiстю нульових
точок, потрiбно вибирати вектор-функцiю L загальнiшого вигляду.
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Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) — додатнi неперервнi функцiї, z ∈ Cn,

j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, називається функцiєю обмеженого L-iндексу за

сукупнiстю змiнних, якщо iснує число m ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ Cn та
J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
. (1.21)

Найменше таке цiле число m, для якого (1.21) виконується, називається L-
iндексом за сукупнiстю змiнних функцiї F та позначається через N(F,L).

ЧерезQn (зокрема,Q := Q1) позначимо клас додатних неперервних функцiй
L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) таких, що ∃R0 ∈ Rn

+,∃C, c ∈ Rn
+(0 < c ≤ C), ∀z0 ∈

Cn ∀z ∈ Dn[z0, R0/L(z0)]

c ≤ L(z)/L(z0) ≤ C.

Наступна теорема у виглядi необхiдних умов обмеженостi L-iндексу за су-
купнiстю змiнних була встановлена в [264]. Власне, там доведено, що у випадку
L(z) = (l1(|z1|, . . . , ln(|zn|)) необхiдним є виконання умови (1.22) для однiєї ча-
стинної похiдної. Натомiсть достатнiсть такої умови там довести не вдалося.
Ми доводимо, що умова (1.22) є достатньою за припущення, що ця умова вико-
нується для n частинних похiдних за кожною змiнною.

Теорема 6.1. Нехай L ∈ Qn. Якщо ∀R > 0 ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Cn

∀j ∈ {1, . . . , n} ∃K0
j = (0, . . . , 0, k0

j︸︷︷︸
j-те мiсце

, 0, . . . , 0) таке, що k0
j ≤ n0 та

∀j ∈ {1, . . . , n} : max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p · |F (K0

j )(z0)|,
(1.22)

то цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Нехай L(z) = L(R), R = (r1, . . . , rn), z = (z1, . . . , zn), rk = |zk| (1 ≤ k ≤ n).

Позначимо r∗ = max1≤k≤n rk, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ). У цьому випадку
наш основний результат про зростання функцiй з цього класу має вигляд

Теорема 6.12. Нехай L(R) = (l1(R), . . . , ln(R)), lj(R) — додатнi непе-
рервно диференцiйовнi неспаднi функцiї за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞),
k, j ∈ {1, . . . , n}. Якщо цiла функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L)
за сукупнiстю змiнних, то

lim
|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1.

Через Kn позначимо клас додатних неперервних функцiй L(z), для яких
iснує c > 0 таке, що для всiх R ∈ Rn

+ та j ∈ {1, . . . , n}

max
Θ1,Θ2∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c.
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Для спрощення будемо писати K ≡ K1 та M(F,R) = max{|F (z)| : z ∈
Tn(0, R)}.

Теорема 6.13. Нехай L ∈ Qn ∩Kn. Якщо цiла функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(F,R)=O

(
min
σn∈Sn

min
Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R(j, σn, t)e
iΘ)dt

)
при |R| → ∞,

де σn — перестановка з {1, . . . , n}, Sn — множина усiх перестановок з {1, . . . , n},

R(j, σn, t) = (r′1, . . . , r
′
n), r

′
k =


r0
k, якщо σn(k) < j,

t, якщо k = j,

rk, якщо σn(k) > j,

k ∈ {1, . . . , n}, R0 =

(r0
1, . . . , r

0
n) — досить великий радiус.

Зазначимо, що теорема 6.13 нова навiть для n = 1, бо ми замiнили умову
l = l(|z|) на умову l ∈ K, тобто, iснує c > 0 таке, що для кожного r > 0

max
θ1,θ2∈[0,2π]

l(reiθ2)
l(reiθ1)

≤ c.

Теорема 6.14. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна фун-
кцiя за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо цiла
функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних та iснує
C > 0 таке, що функцiя L задовольняє нерiвностi

sup
R∈Rn+

max
t∈[0,r∗]

max
Θ∈[0,2π]n

max
1≤j≤n

(−(uj(t, R,Θ))′t)
+

rj
r∗ l

2
j (

t
r∗Re

iΘ)
≤ C,

max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

〈
R,L

(
τReiΘ

)〉
dτ → +∞ при |R| → +∞,

то
lim

|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ (C + 1)N + 1.

Оцiнка в теоремi 6.14 для n = 1 точнiша, нiж результат Шеремети, який
отриманий для випадку n = 1, C 6= 0 та l(|z|). Справдi, вiдповiдна теорема
з [206, с. 83] стверджує, що

lim
r→+∞

ln max{|f(z) : |z| = r}∫ r
0 l(τ)dτ

≤ (C + 1)(N + 1).

Очевидно, що NC +N + 1 < (C + 1)(N + 1) для C 6= 0 та N 6= 0.

У дисертацiї сформульовано та доведено твердження, якi дають оцiнки зро-
стання цiлих розв’язкiв таких систем рiвнянь з частинними похiдними:

Gpj1j(z)F (pj1j)(z) +
∑

‖Sj‖≤pj−1

GSj(z)F (Sj)(z) = Hj(z), j ∈ {1, . . . , n} (1.23)

pj ∈ N, Sj ∈ Zn+, Hj та GSj — цiлi функцiї.
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Кажемо, що неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними (1.23)
належить до класу A(G,H,L), якщо L ∈ QW n, для всiх z ∈ Cn та для кожного
j ∈ {1, . . . , n} цiлi функцiї Hj та GSj задовольняють такi умови:
1) для кожного ‖Sj‖ ≤ pj − 1 та M ∈ Zn+, ‖M‖ ≤ 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk,∣∣∣G(M)

Sj
(z)
∣∣∣LSj−M(z) ≤ BSj ,M l

pj
j (z)|Gpj1j(z)| i

∣∣∣G(M)
pj1j

(z)
∣∣∣ ≤ Bpj1j ,MLM(z)|Gpj1j(z)|,

2) для будь-якого I ∈ Zn+, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk,

∣∣∣H(I)
j (z)

∣∣∣ ≤ DI,jL
I(z)|Hj(z)|,

3) Gpj1j(z) 6= 0,

де BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M — додатнi сталi, H(z) = (H1(z), . . . , Hn(z)), G(z) — ма-
триця, складена з коефiцiєнтiв GSJ (z) системи (1.23).

Однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними (1.23) належить до кла-
су A(G,0,L), якщо умова 1) виконується для M ∈ Zn+ таких, що ‖M‖ ≤∑n

k=1

k 6=j
pk та Gpj1j(z) 6= 0. Умова 2) не потрiбна в цьому випадку.

Теорема 6.7. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними
(1.23) належить до класу A(G,H,L) i цiла функцiя F (z) задовольняє (1.23), то
F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c},

де c — визначено нижче у (6.93).
Якщо система (1.23) — однорiдна (Hj(z) ≡ 0), то попередню теорему можна

спростити.
Теорема 6.8. Якщо однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними

(1.23) належить до класу A(G,0,L) i цiла функцiя F є розв’язком цiєї системи,
то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c},

де c визначено у (6.93) при DI,j = 0 та ‖I‖ = −pj +
∑n

k=1 pk замiсть ‖I‖ =

1− pj +
∑n

k=1 pk.

Зазначимо, що отриманi оцiнки через сталу c є точними. Вiдповiднi прикла-
ди наведено у пiдроздiлi 6.4.3 дисертацiї. Теореми 6.7-6.8 i твердження 6.13-6.14
є узагальненнями результатiв Салмассi [187] у двох напрямках:
— вiдсутнє припущення, що коефiцiєнти в системi (1.23) є сталими;
— розглядається система, що також може мiстити мiшанi частиннi похiднi.

Теореми 6.7-6.8 i твердження 6.13-6.14 також є покращеними аналогами ре-
зультатiв з [261] для системи (1.23) у трьох напрямках:
— вiдсутнє припущення, що коефiцiєнти у (1.23) є функцiями з вiдокремленими
змiнними;
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— функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) має загальнiший вигляд, нiж L(z) = (l1(|z1|),
. . . , ln(|zn|)), де z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn;

— отримано точнi, в загальному, не покращуванi оцiнки зростання цiлих
розв’язкiв системи. Зазначимо, що оцiнки зростання взагалi не обговорювалися
в [187,261].

Також у дисертацiї отримано теореми 6.15 та 6.16, якi забезпечують достатнi
умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для суми цiлих функцiй
F i G. Вiдповiднi умови подано у виглядi обмежень на локальне поводження
похiдних цих функцiй. Згаданi твердження є новими для функцiй обмеженого
iндексу за сукупнiстю змiнних.

Позначимо ZF =
⋃
z∈Cn{z : F (z) = 0} та
GR(F ) =

⋃
z0∈ZF

Dn

(
z0,

R

L(z0)

)
.

Теорема 6.4. Нехай L ∈ Qn, F — цiла в Cn функцiя. Якщо ∃R > 0
0 < R < 1, ∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn

+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0 (R′ = 0 для ZF = ∅) такi,
що ∀z0 ∈ Cn ∃R0 = R0(z0) ∈ Rn

+, Θ ≤ R0 ≤ R, для якого

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(2(R + 1))lj(z0)

,

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤p2min

{
|F (z)| : z∈Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (meas — мiра
Лебега на кiстяку полiкруга).

Позначимо c(z′, r) = {z ∈ C : |z − z′| = r
l(z′)}. Для n = 1 з теореми 6.4

випливає такий наслiдок.
Наслiдок 6.2. Нехай l ∈ Q, f — цiла функцiя. Якщо ∃r > 0, ∃r′ ≥

0, ∃p2 ≥ 1 ∃θ ∈ (0, r), такi, що ∀z0 ∈ C ∃r0 = r0(z0) ∈ [θ; r], та
meas

{
c(z0, r0) ∩GR′(F )

}
< 2πθ

3l(z0)λ2(2r+2) i
max

{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0)

}
≤ p2 min

{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0) \Gr′(f)

}
,

то функцiя f має обмежений l-iндекс (тут meas означає мiру Лебега на колi).
У деякому розумiннi цей наслiдок є новим для цiлих функцiй вiд однiєї

змiнної, бо коло c(z0, r0) може мiстити нулi функцiї f. В той же час у вiдповiдних
теоремах з [108, 220] коло c(z0, r0) вибиралося так, щоб f(z) 6= 0 для всiх z ∈
c(z0, r0).

Наведемо отриманий нами аналог достатнiх умов логарифмiчного критерiю
для цього класу функцiй.

Теорема 6.5. Нехай L ∈ Qn. Якщо цiла функцiя F задовольняє такi умови:
1) для кожного R > 0 iснує p1 = p1(R) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn \GR(F )

та всiх j ∈ {1, . . . , n}
1

|F (z)|

∣∣∣∣∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ p1lj(z),
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2) для кожного R > 0 та R′ ≥ 0 iснує p2 = p2(R,R
′) ≥ 1, що для всiх

z0 ∈ Cn таких, що T n(z0, R
L(z0)) \GR′(F ) =

⋃
iCi 6= ∅, де Ci — зв’язнi непе-

ретиннi множини, i виконується одна з трьох умов a) max
i

min
z∈Ci
|F (z)| ≤

p2 min
i

min
z∈Ci
|F (z)|, або b) max

i
max
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
max
z∈Ci
|F (z)|, або c)

|F (z∗)| = maxi maxz∈Ci |F (z)|, |F (z∗∗)| = mini minz∈Ci |F (z)|, та точки z∗,
z∗∗ належать до однiєї i тiєї множини Ci0

3) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснують Θ, R′ ∈ Rn

+, 0 < θj <
2rj

2+3λ2,j(2(R+1)) ,

такi, що для всiх z ∈ Bn

meas {GR′(F ) ∩ Dn [z,R/L(z)]} <
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z)

,

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (тут meas є 2n-вимiрна
мiра Лебега).

Iншi достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних можна
отримати через логарифмiчнi похiднi за напрямками 1j та розподiл нулiв
вздовж тих напрямкiв.

Теорема 6.3. Нехай F (z) — цiла в Cn функцiя та для кожного j ∈
{1, 2, . . . , n} lj(z) ∈ Qn

1j
i Cn \ G1j

r (F ) 6= ∅. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n}
справджуються такi умови

1) для будь-якого r > 0 iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn\G1j
r (F )∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ Pjlj(z);

2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Cn, для яких
F (z0 + t1j) 6≡ 0,

n1j

(
r

lj(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñj(r),

то F (z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Усi двi наведенi теореми є повнiстю новими в теорiї функцiй обмеженого

iндексу за сукупнiстю змiнних, причому теорема 6.5 заодно дає ствердну вiд-
повiдь на питання проф. I. Е. Чижикова про можливiсть збiльшити розмiр ви-
няткової множини, зовнi якої оцiнюються частиннi логарифмiчнi похiднi, якщо
порiвнювати з теоремою 6.3.

У дисертацiї також розглядається композицiя цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Зокрема, постало таке питання: Нехай f :

C → C — цiла функцiя обмеженого l-iндексу, Φ : Cn → C — цiла функцiя,
l : C → R+ — неперервна функцiя. Якою має бути неперервна функцiя L :

Cn → Rn
+ для того, щоб складена функцiя f(Φ(z)) мала обмежений L-iндекс

за сукупнiстю змiнних?
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Проф. М.М. Шеремета сформулював загальнiше питання: Нехай G : C2 →
C — цiла функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, Φ1 : Cn → C
та Φ2 : Cm → C — цiлi функцiї, L : C2 → R+ — неперервна функцiя. Якою
має бути неперервна функцiя L̃ : Cn+m → Rn

+, щоб складена функцiя H(z, w) =

G(Φ1(z),Φ2(w)) мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних?
Тут даємо вiдповiдi на сформульованi питання.
Додатково введемо такi позначення ∇Φ(z) = (∂Φ(z)

∂z1
, . . . , ∂Φ(z)

∂zn
) та |∇|Φ(z) =

(|∂Φ(z)
∂z1
|, . . . , |∂Φ(z)

∂zn
|).

Наш основний результат формулюється у виглядi такої теореми.
Теорема 6.9. Нехай f цiла функцiя в C, Φ цiла функцiя в Cn така що

для деякого p i для всiх z ∈ Cn, k ∈ {1, . . . , n} та J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn+ \ {0},
‖J‖ ≤ p виконуються нерiвностi ∂Φ(z)

∂zk
6= 0 та

|Φ(J)(z)| ≤ C|∇|Φ(z)J , C ≡ const > 0.

Нехай функцiя l ∈ Q така, що l(w) ≥ 1 (w ∈ C) та L ∈ Qn, де L(z) =

l(Φ(z))|∇|Φ(z). Цiла функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i тiльки тодi, коли
F (z) = f(Φ(z)) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Теорема 6.10. Нехай L ∈ Q2, G : C2 → C — цiла функцiя обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних, Φ1 : Cn → C та Φ2 : Cm → C цiлi функцiї
такi, що ∂Φ1(z)

∂zk
6= 0, ∂Φ2(w)

∂wl
6= 0, та

|Φ(J)
1 (z)| ≤ C|∇|Φ1(z)J , |Φ(I)

2 (w)| ≤ C||∇|Φ2(w)I , C ≡ const > 0,

для всiх z ∈ Cn, w ∈ Cm, J ∈ Zn+, I ∈ Zn+, k ∈ {1, . . . , n}, l ∈ {1, . . . ,m},
‖J‖ ≤ p, ‖I‖ ≤ p, де p = N(G,L) вибране з нерiвностi (6.68).

Тодi H(z, w) = G(Φ1(z),Φ2(w)) має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiн-
них, де

L̃(z, w) =

(
l1(Φ1(z))

∣∣∣∣∂Φ1(z)

∂z1

∣∣∣∣, . . . , l1(Φ1(z))

∣∣∣∣∂Φ1(z)

∂zn

∣∣∣∣,
l2(Φ2(w))

∣∣∣∣∂Φ2(w)

∂w1

∣∣∣∣, . . . , l2(Φ2(w))

∣∣∣∣∂Φ2(w)

∂wm

∣∣∣∣) ∈ Qn+m.

Нехай F — цiла функцiя, ZF — нульова множина функцiї F. Якщо z0 ∈ ZF ,
то через pF (z0) позначимо “кратнiсть” нульової точки z0 функцiї F, тобто, таке
цiле число, що для всiх J, ‖J‖ < pF (z0), F (J)(z0) = 0, але, принаймнi для одного
J, ‖J‖ = pF (z0), виконується F (J)(z0) 6= 0.

Теорема 6.11. Для того, щоб для цiлої функцiї F iснувала додатна не-
перервна вектор-функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) така, що F (z) є функцiєю
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно та досить, щоб iснувало
p ∈ Z+ таке, що pF (z0) ≤ p для всiх z0 ∈ ZF .

Наведений результат показує широту дослiджуваного класу цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
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Тепер перейдемо до викладу результатiв, пов’язаних з вичерпуванням n-
вимiрного комплексного простору кулями замiсть полiкругiв. Позначимо `(z) =

min1≤j≤n lj(z), L(z) = max1≤j≤n lj(z). Через Qn
B позначимо клас додатних непе-

рервних функцiй L, якi задовольняють умову: (∀r > 0, j ∈ {1, . . . , n}) : 0 <

λ1,j(r) ≤ λ2,j(r) <∞, де

λ1,j(r) = inf
z0∈Cn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]}
,

λ2,j(r) = sup
z0∈Cn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]}
.

Ось основний результат такого типу.
Теорема 6.2. Нехай L ∈ Qn

B. Для того, щоб цiла в Cn функцiя F мала
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, щоб для кожного r > 0
знайшлися n0 ∈ Z+, p0 > 0 такi, що для кожного z0 ∈ Cn iснує K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

i достатньо, щоб для кожного r > 0 iснувало n0 ∈ Z+, p0 > 0 таке, що для всiх
z0 ∈ Cn знайдеться K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

1.2.6 Обмежений l-iндекс та M-iндекс для функцiй вiд однiєї
змiнної. Нехай G — довiльна область в C та l — додатна неперервна фун-
кцiя в G. Для r ∈ [0, β] покладемо λ1(r) = inf{ l(z)l(z0) : |z − z0| ≤ r

l(z0) , z0 ∈ G}
and λ2(r) = sup{ l(z)l(z0) : |z − z0| ≤ r

l(z0) , z0 ∈ G}. Через Qβ(G) позначимо клас
додатних неперервних функцiй l, якi задовольняють умову

(∀z ∈ G) : l(z) >
β

dist{z, ∂G} , β = const > 1

i для деякого r0 ∈ [0, β] 0 < λ1(r0) ≤ λ2(r0) < +∞.
Аналiтична функцiя f в G називається [149, 206] функцiєю обмеженого l-

iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+ та кожного z ∈ G
|f (n)(z)|
n!ln(z)

≤ max

{|f (k)(z)|
k!lk(z)

: 0 ≤ k ≤ N

}
. (1.24)

Найменше таке цiле число N називається l-iндексом функцiї f та позначається
через N(f ; l, G).

Нехай 0 < R ≤ +∞, DR = {z : |z| < R} та l — додатна неперервна функцiя

на [0, R), яка задовольняє l(r) >
β

R− r , β = const > 1. Якщо G = DR,
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то аналiтична в DR функцiя f [206, 283] називається функцiєю обмеженого l-
iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+ та z ∈ DR виконується
нерiвнiсть (7.2) з l(|z|) замiсть l(z).

Коли R = +∞ (тобто, f — цiла функцiя), умова (7.3) стає зайвою. При
R = 1 скорочено писатимемо D = D1.

У дисертацiї доведено достатнiсть умов наступної гiпотези М. М. Шеремети
з [213], а за певних додаткових обмежень також обґрунтовано їхню необхiднiсть.

Гiпотеза 7.2. [213] Нехай f — цiла функцiя та

g(z) =
q1

(1− z)p
+

q2

(1− z)p−1
+ . . .+

qp
1− z + qp+1, p ∈ N, qj ∈ C, q1 6= 0.

Складена функцiя F = f(g) у D має обмежений l-iндекс у C \ {0} з l(|z|) =
β

(1−|z|)p+1 тодi i тiльки тодi, коли f є обмеженого iндексу.
Теорема 7.1. Нехай f — цiла функцiя. Функцiя f( q1

zp + q2

zp−1 + . . .+qp+1) має
обмежений l-iндекс у C \ {0} з l(|z|) = β

|z|p+1 тодi i тiльки тодi, коли функцiя f
має обмежений iндекс, де p ∈ N, qj ∈ C, q1 6= 0.

Теорема 7.2. Для того, щоб функцiя F була обмеженого l-iндексу з
l(r) = β

(1−r)p+1 , досить, а якщо f — цiла функцiя скiнченного порядку та 0 — її
пiкарiвське виняткове значення, то i необхiдно, щоб f була обмеженого iндексу.
Подiбна задача розглянута для аналiтичних функцiй обмеженого l−M -iндексу.
Аналiтична функцiя f у DR називається [206, с.74] функцiєю обмеженого l−M -
iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що

M(r, f (n))

n!ln(r)
≤ max

{
M(r, f (k))

k!lk(r)
: 0 ≤ k ≤ N

}
для всiх n ∈ Z+, r ∈ [0, R), де M(f, r) = max{|f(z)| : |z| = r}.

Теорема 7.3. Нехай f — цiла функцiя та F (z) = f
(

q
(1−z)p

)
, де p ∈ N,

q ∈ R \ {0}. Для того, щоб функцiя F була обмеженого l −M -iндексу з l(r) =
β

(1−r)p+1 , β > 1, досить, а якщо коефiцiєнти розвинення у степеневий ряд функцiї
f невiд’ємнi та q > 0, то необхiдно, щоб функцiя f була обмеженогоM -iндексу.

Твердження 7.2. Нехай f — цiла функцiя, F (z) = f( 1
(1−z)p ), p ∈ N. Тодi

MF (r) ≥ max{|f(z + (1− r2)−p)| : |z| = pr(1− r2)−p/4}.
для будь-якого r ∈ (0; 1).

Теорема 7.4. Нехай f та g — цiлi функцiї. Якщо f має обмеженийM -iндекс
та M ′

g(r) — неперервно диференцiйовна функцiя, то функцiя F (z) = f(g(z))

має обмежений l −M -iндекс з l(r) = M ′
g(r). Якщо ж функцiя F (z) = f(g(z))

обмеженого l − M -iндексу з l(r) = M ′
g(r/2) та g(z) є многочленом, то f —

обмеженого M -iндексу.
Визначимо таку функцiю lρ(z) = |z|ρ−1, |z| ≥ 1. А. А. Гольдберг [267] неявно

поставив таку проблему: Яким є зв’язок мiж класом цiлих функцiй цiлком
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регулярного зростання зi скiнченним порядком ρ та класом цiлих функцiй
обмеженого lρ-iндексу?

Наразi ми не можемо дати повної вiдповiдi на проблему Гольдберга. Але
розглянемо деякi частиннi проблеми, якi мають безпосереднiй стосунок до про-
блеми 7.3. Зокрема, вiдомi умови Левiна (C) та (C′) не вичерпують усiх функцiй
цiлком регулярного зростання. Iснує великий клас функцiй цiлком регулярного
зростання, нулi яких не задовольняють нi (C), анi (C′). Тому виникає питан-
ня про iснування цiлої функцiї f порядку ρ, цiлком регулярного зростання та
необмеженого lρ-iндексу, чиї нулi не задовольняють жодну з умов (C) та (C ′)?
Нами дано ствердну вiдповiдь на це питання та побудовано функцiю зi вказа-
ними властивостями (твердження 7.3).

Насамкiнець розглядаємо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння ви-
гляду

f (p)(z) + g1(z)f (p−1)(z) + · · ·+ gp(z)f(z) = 0. (1.25)
Як i в [84], нехай ϕ — додатна необмежена функцiя, яка строго зростає

на [1,+∞), ϕ−1 — обернена функцiя до ϕ, M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}.
Визначимо порядок зростання цiлої функцiї так

σ̃0
ϕ[f ] = lim sup

r→+∞

ϕ(M(r, f))

ln r
, αϕ = sup{σ̃0

ϕ[gj]| j = 1, 2, . . . , p},

а функцiю l1 : C→ R+ задамо так l1(z) = max
1≤j≤p

(ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln |z|))1/j, |z| >

r1, де ε > 0 — задане, r1 вибране так, щоб c = max
1≤j≤p

(ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj]+ε) ln r1))

1/j ≥ 1.

Також нам потрiбна бiльша функцiя l0(z) = ϕ−1((αϕ + ε) ln |z|), |z| > r0, де r0

— вибране так, щоб c0 = ϕ−1((αϕ + ε) ln r0) ≥ 1.

Нехай K — клас додатних неперервно диференцiйовних на [0,+∞) функцiй
l таких, що l′(x) = o(l2(x)) при x→ +∞.

Теорема 7.5. Нехай ϕ — додатна необмежена функцiя, що строго зростає
на [1,+∞). Якщо αϕ ∈ (0,+∞), l1 ∈ Q, кожна цiла функцiя gj має обмежений
l1-iндекс (j ∈ {1, . . . , p}), то кожна цiла функцiя, що задовольняє (1.25), має
обмежений l1-iндекс.

Якщо, крiм того, l0 ∈ Q, ϕ — неперервно диференцiйовна функцiя вiд дiй-
сної змiнної t ∈ [1,+∞), то для кожної цiлої трансцендентної функцiї f, що
задовольняє (1.25), справджується така оцiнка

lim sup
r→∞

lnM(r, f)∫ r
r0
ϕ−1((αϕ + ε) ln r)dr

≤ N(f, l0) + 1.

Теорема 7.6. Нехай ϕ — додатна необмежена та неперервно диферен-
цiйовна функцiя, що строго зростає на [1,+∞). Якщо αϕ ∈ (0,+∞), l1 ∈ Q,

t2ϕ′(t)e
ϕ(t)
αϕ+ε → +∞ при t→ +∞, то кожна цiла функцiя, що задовольняє (1.25),
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має обмежений l1-iндекс та

lim sup
r→∞

lnM(r, f)∫ r
r0
ϕ−1((αϕ + ε) ln r)dr

≤ p.
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РОЗДIЛ 2. АНАЛIТИЧНI В КУЛI ФУНКЦIЇ ОБМЕЖЕНОГО
L-IНДЕКСУ ЗА НАПРЯМКОМ

У даному роздiлi поняття обмеженостi L-iндексу за напрямком адаптовано
до класу аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй. Встановленi критерiї належно-
стi до класу аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй обмеженого L-iндексу за
напрямком, отримано оцiнки зростання та дослiджено обмеженiсть L-iндексу
аналiтичних в одиничнiй кулi розв’язкiв лiнiйних рiвнянь з похiдними за на-
прямком.

Дж. Ґ. Крiшна та С. М. Шах [146] ввели поняття аналiтичної в областi
(непорожнiй зв’язнiй вiдкритiй множинi) Ω ⊂ Cn (n ∈ N) функцiї обмеженого
iндексу для α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+. Зокрема, нехай Ω+ = {z = (z1, . . . , zn) ∈
Ω: zj > 0 (j ∈ {1, . . . , n})}, тобто, це пiдмножина всi точок Ω з додатними
дiйсними координатами. Кажемо, що аналiтична в Ω функцiя F називається
функцiєю обмеженого iндексу (обмеженого iндексу в розумiннi Крiшни - Шаха
або F ∈ B(Ω, α)) для α = (α1, . . . , αn) ∈ Ω+ в областi Ω тодi i тiльки тодi, коли
iснує N = N(α, F ) = (N1, . . . , Nn) ∈ Zn+ таке, що нерiвнiсть

αmTm(z) ≤ max{αpTp(z) : p ≤ N},
справедлива для всiх z ∈ Ω та кожного m ∈ Zn+, де αm = αm1

1 · · ·αmn
n , Tm(z) =

|F (m)(z)|/m!, F (m)(z) = ∂‖m‖F
∂z

m1
1 ···∂zmnn

— частинна похiдна порядку ‖m‖ вiд функцiї
F , F (0,...,0) = F, m! = m1! · · ·mn!, ‖m‖ = m1 + . . .mn, m = (m1, . . .mn) ∈ Zn+.

М. Салмассi [188] розглядав обмежений iндекс для цiлих функцiй вiд двох
змiнних та довiв три критерiї обмеженостi iндексу. Крiм того, вiн дослiдив деякi
системи рiвнянь з частинними похiдними та знайшов умови обмеженостi iндексу
для їхнiх цiлих розв’язкiв.

Для того, щоб розглядати функцiї неекспоненцiйного типу, А. Д. Кузик та
М. М. Шеремета [150] ввели обмежений l-iндекс, замiнивши |f

(p)(z)|
p! на |f

(p)(z)|
p!lp(|z|) в

означеннi, де l : R+ → R+ — неперервна функцiя.
Згодом С. М. Строчик та М. М. Шеремета [283] розглянули обмежений l-

iндекс для функцiй, що аналiтичнi в крузi. Пiзнiше Т. О. Банах, В. О. Кушнiр
та М. М. Шеремета узагальнили це поняття для аналiтичної в довiльнiй ком-
плекснiй областi G ⊂ C функцiї [6, 149]. Ю. С. Трухан та М. М. Шеремета
отримали достатнi умови обмеженостi l-iндексу для нескiнченних добуткiв, якi
є аналiтичними в одиничному крузi. Зокрема, вони вони дослiджували добутки
Бляшке та Нафталевича - Цудзi [216, 243, 288, 289]. Подiбнi умови вiдомi для
деяких нескiнченних добуткiв, що є аналiтичними в комплекснiй площинi [141].

М. Т. Бордуляк та М. М. Шеремета [260, 264] означили (див. означення
1.1) цiлу функцiю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, де L(z) =
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(l1(z1), . . . , ln(zn)), z = (z1, . . . , zn), lj(zj) — додатнi неперервнi функцiї, j ∈ {1,
. . . , n}. Якщо L(z) ≡

(
1
α1
, . . . , 1

αn

)
та Ω = Cn, то означення 1.1 збiгається з

означенням Крiшни - Шаха. Якщо n = 2 та L(z) ≡ (1, 1), то означення 1.1
збiгається з означенням Салмассi [188].

Методи дослiдження аналiтичних функцiй у Cn дiляться на декiлька груп.
Одна група базується на вивченнi функцiї F, як аналiтичної за кожною змiнною
окремо. Iншi методи виникають пiд час вивчення функцiї зрiзки, тобто, аналiти-
чних функцiй вiд однiєї змiнної g(τ) = F (a+ bτ), τ ∈ C. По сутi, це є звуження
аналiтичної функцiї F на довiльну комплексну пряму {z = a + bτ : τ ∈ C}, a,
b ∈ Cn.

Використовуючи цей перший пiдхiд, в [264] доведено багато властивостей
та критерiїв обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для цiлих функцiй у
Cn. Вони отримали достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них деякої системи рiвнянь з частинними похiдними. Проте цей пiдхiд не до-
зволив знайти еквiвалент критерiю обмеженостi L-iндексу через оцiнку логари-
фмiчної похiдної зовнi нульової множини. Зокрема, спроби вивчати обмеженiсть
L-iндексу деяких важливих класiв цiлих функцiй (наприклад, нескiнченних до-
буткiв з „плоскими“ нулями) були невдалими через технiчнi труднощi.

Через наведенi вище причини виникла задача розглянути та вивчити цiлi в
Cn функцiї обмеженого L-iндекс за допомогою другого пiдходу.

Застосовуючи цей метод, ми запропонували новий пiдхiд до введення цiлої
у Cn функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком. На вiдмiну вiд описаного
вище пiдходу, наше означення базується на поняття похiдної за напрямком. Це
дозволило узагальнити бiльше результатiв з C на Cn i знайти новi твердження,
обумовленi тим, що означення мiстить похiдну за напрямком i цей напрямок
чинить вплив на L-iндекс.

Такий успiх дає можливiсть узагальнення обмеженостi L-iндексу за напрям-
ком для аналiтичних в кулi функцiй. Зазначимо, аналiтична в областi функцiя
обмеженого iндексу за Крiшною та Шахом є цiлою функцiєю. Це випливає з
необхiдної умови обмеженостi l-iндексу для аналiтичних в одиничному крузi
функцiй ([206], теорема 3.3, с.71):

∫ r
0 l(t)dt→∞ при r → 1.

Тут ми доведемо критерiї обмеженостi L-iндексу за напрямком, якi опису-
ють оцiнку максимуму модуля на бiльшому колi через максимум модуля на
меншому колi, аналог теореми Хеймана, оцiнку максимуму модуля на колi че-
рез мiнiмум модуля на тому є колi, оцiнку логарифмiчної похiдної за напрямком
зовнi нульової множини та оцiнку лiчильної функцiї нулiв. Вони допоможуть
отримати умови на рiвняння з частинними похiдними, якi гарантуватимуть
обмеженiсть L-iндексу за напрямком для його аналiтичних розв’язкiв у кулi.
Насамкiнець ми опишемо зростання аналiтичних функцiй у Bn обмеженого L-
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iндексу за напрямком.
Зауважимо, що дослiдження аналiтичних функцiй в одиничнiй кулi замiсть

кулi довiльного радiуса не зменшує загальностi.

2.1 Основне означення та властивостi функцiй обмеженого L-
iндексу за напрямком

Нехай b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn — заданий напрямок, Bn = {z ∈ Cn : |z| < 1},
Bn = {z ∈ Cn : |z| ≤ 1}, L : Bn → R+ — неперервна функцiя така, що для всiх
z ∈ Bn

L(z) >
β|b|

1− |z| , β = const > 1,b 6= 0. (2.1)

Для заданого z ∈ Bn позначимо Sz = {t ∈ C : z + tb ∈ Bn}.
Зауваження 2.1. Варто зауважити, що при η ∈ [0, β], z ∈ Bn, та |t| ≤ η

L(z)

точка z+tb ∈ Bn. Справдi, маємо |z+tb| ≤ |z|+|tb| ≤ |z|+ η|b|
L(z) < |z|+

β|b|
β|b|
1−|z|

= 1.

Аналiтична в Bn функцiя F (z) називається функцiєю обмеженого L-iндексу
за напрямком b ∈ Cn, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для кожного m ∈ Z+ та
кожного z ∈ Bn справджується така нерiвнiсть

|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

≤ max
0≤k≤m0

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

, (2.2)

де ∂0
bF (z) = F (z), ∂bF (z) =

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj, ∂
k
bF (z) = ∂b

(
∂k−1
b F (z)

)
, k ≥ 2.

Найменше таке цiле число m0 = m0(b) називається L-iндексом за напрям-
ком b аналiтичної функцiї F (z) та позначається через Nb(F,L,Bn) = m0.

Якщо n = 1, b = 1, L = l, F = f, то N(f, l) ≡ N1(f, l) називається l-iндексом
функцiї f. У випадку n = 1 та b = 1 ми маємо означення аналiтичної в оди-
ничному крузi функцiї обмеженого l-iндексу [283].

Тепер можна сформулювати декiлька лем, що мiстять властивостi аналi-
тичної в одиничнiй кулi функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком. Нехай
lz(t) = L(z + tb), gz(t) = F (z + tb) для заданого z ∈ Bn.
Лема 2.1. Якщо F (z) — аналiтична в Bn функцiя обмеженого L-iндексу
Nb(F,L,Bn) за напрямком b ∈ Cn, то для кожного z0 ∈ Bn аналiти-
чна функцiя gz0(t), t ∈ Sz0, є обмеженого lz0-iндексу, причому N(gz0, lz0) ≤
Nb(F,L,Bn).

Доведення. Нехай z0 ∈ Bn — фiксована точка та g(t) ≡ gz0(t), l(t) ≡ lz0(t).
Оскiльки для кожного p ∈ N

g(p)(t) = ∂pbF (z0 + tb), (2.3)
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за означенням обмеженостi L-iндексу за напрямком b для всiх t ∈ Sz0 та для
кожного p ∈ Z+ отримуємо

|g(p)(t)|
p!lp(t)

=
|∂pbF (z0+tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤max

{
|∂kbF (z0 + tb)|
k!Lk(z0 + tb)

: 0≤k≤Nb(F,L)

}
=

= max
{|g(k)(t)|
k!lk(t)

: 0 ≤ k ≤ Nb(F,L)
}
.

Звiдси g(t) є функцiєю обмеженого l-iндексу та N(g, l) ≤ Nb(F,L,Bn). Лема 2.1
доведена.

З рiвностi (2.3) випливає таке твердження.
Лема 2.2. Якщо F (z) — аналiтична в Bn функцiя обмеженого L-iндексу за
напрямком b ∈ Cn, то Nb(F,L,Bn) = max

{
N(gz0, lz0) : z0 ∈ Bn

}
.

Проте цей максимум може бути знайдений на пiдмножинi A таких точок z0,
якi мають властивiсть {z0 + tb : t ∈ Sz0, z0 ∈ A} = Bn. Тому правильне таке
твердження.
Лема 2.3. Якщо F (z) — аналiтична в Bn функцiя обмеженого L-iндексу
за напрямком b ∈ Cn та j0 вибране так, щоб bj0 6= 0, то Nb(F,L,Bn) =
max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Cn, z0

j0
= 0}, а якщо

∑n
j=1 bj‖ 6= 0, то Nb(F,L,Bn) =

max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Cn,
∑n

j=1 z
0
j = 0}.

Доведення. Доведемо, що для кожного z ∈ Bn знайдеться z0 ∈ Cn та t ∈ Sz0,
для яких z = z0+tb i z0

j0
= 0. Вiзьмемо t = zj0/bj0, z0

j = zj−tbj, j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Зрозумiло, що z0

j0
= 0 для такого вибору.

Проте точка z0 може не потрапити в Bn. Тим не менш, знайдеться точка
t ∈ C така, що z0 + tb ∈ Bn. Нехай z0 /∈ Bn та |z| = R1 < 1. Тодi |z0 + tb| =
|z − zj0

bj0
b + tb| = |z + (t − zj0

bj0
)b| ≤ |z| + |t − zj0

bj0
| · |b| ≤ R1 + |t − zj0

bj0
| · |b| < 1.

Тому, |t− zj0
bj0
| < 1−R1

|b| .

У другiй частинi покажемо, що для кожного z ∈ Bn знайдеться z0 ∈ Cn та
t ∈ Sz0 такi, що z = z0+tb та

∑n
j=1 z

0
j = 0. Покладемо t =

∑n
j=1 zj∑n
j=1 bj

та z0
j = zj−tbj,

1 ≤ j ≤ n. Отже, справджується така рiвнiсть
∑n

j=1 z
0
j =

∑n
j=1(zj − tbj) =∑n

j=1 zj −
∑n

j=1 bjt = 0. Лема 2.3 доведена.

Зазначимо, що для заданого z ∈ Bn можна однозначно вибрати z0 ∈ Cn та
t ∈ Sz0 такi, що

∑n
j=1 z

0
j = 0 i z = z0 + tb.

Леми 2.1–2.3 породжують таке твердження.
Твердження 2.1. Аналiтична в Bn функцiя F (z) є функцiєю обмеженого
L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли знайдеться число
M > 0 таке, що для кожного z0 ∈ Bn функцiя gz0(t) є обмеженого lz0-iндексу з
N(gz0, lz0) ≤M < +∞, як функцiя вiд однiєї змiнної t ∈ Sz0, та Nb(F,L,Bn) =
max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Bn}.
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Доведення. Необхiднiсть випливає з леми 2.1.
Доведемо достатнiсть.

Позаяк N(gz0, lz0) ≤ M iснує max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Bn}. Позначимо цей
максимум через Nb(F,L) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Bn} < ∞. Припусти-
мо, що Nb(F ) не є L-iндексом за напрямком b функцiї F (z). Тому iснує
n∗ > Nb(F,L,Bn) та z∗ ∈ Bn∣∣∂n∗b F (z∗)

∣∣
n∗!Ln∗(z∗)

> max
0≤k≤Nb(F,L)

∣∣∂kbF (z∗)
∣∣

k!Lk(z∗)
. (2.4)

Але ми маємо, що gz0(t) = F (z0 + tb), g
(p)
z0 (t) = ∂pF (z0+tb)

∂bp . Можна переписати
(2.4) як ∣∣g(n∗)

z∗ (0)
∣∣

n∗!ln
∗
z∗ (0)

> max

{|g(k)
z∗ (0)|

k!lkz∗(0)
: 0 ≤ k ≤ Nb(F,L)

}
.

Це суперечить тому, що всi lz0-iндекси N(gz0
, lz0) є обмеженi числом Nb(F ).

Отже, Nb(F ) є L-iндексом за напрямком b функцiї F (z). Твердження 2.1 дове-
дено.

За лемою 2.3 наступної умови досить у твердженнi 2.1: iснує M < +∞
таке, що нерiвнiсть виконується N(gz0, lz0) ≤ M для кожного z0 ∈ Cn при∑n

j=1 z
0
j = 0.

З огляду на лему 2.3 та твердження 2.1 виникає таке природне пита-
ння: якою є найменша множина A, для якої справджується така рiвнiсть
Nb(F,L,Bn) = max

z0∈A
N(gz0, lz0).

Нижче ми доводимо твердження, якi дають часткову вiдповiдь на це пита-
ння. Розв’язок — частковий, тому що невiдомо, чи знайденi множини є дiйсно
найменшими серед усiх можливих, якi задовольняють вказану рiвнiсть.
Твердження 2.2. Нехай b ∈ Cn — заданий напрямок, A0 — довiльна мно-
жина в Cn, для якої {z + tb : t ∈ Sz, z ∈ A0} = Bn. Аналiтична в Bn
функцiя F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiль-
ки, тодi якщо iснує M > 0, що для всiх z0 ∈ A0 функцiя gz0(t) є обмеже-
ного lz0-iндексу N(gz0, lz0) ≤ M < +∞, як функцiя змiнної t ∈ Sz0, причому
Nb(F,L,Bn) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A0}.
Доведення. Згiдно з твердженням 2.1 аналiтична в Bn функцiя F (z) є обме-
женого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснує число
M > 0 таке, що для кожного z0 ∈ Bn функцiя gz0(t) є обмеженого lz0-iндексу
N(gz0, lz0) ≤ M < +∞, як функцiя змiнної t ∈ Sz0. Проте для кожної точки
z0 + tb на основi властивостей множини A0 знайдеться z̃0 ∈ A0 та t̃ ∈ Bz̃0, що
z0 + tb = z̃0 + t̃b. Для всiх p ∈ Z+ маємо (gz0

(t))(p) = (gz̃0
(t̃))(p). Але t̃ зале-

жить вiд t. Тобто, умова „gz0(t) — обмеженого lz0-iндексу при кожному z0 ∈ Bn“
рiвносильна до умови „g

z̃0(t) — обмеженого lz̃0-iндексу для всiх z̃0 ∈ A0.“
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Зауваження 2.2. Перетин довiльної гiперплощини H = {z ∈ Cn : 〈z, c〉 = 1}
та множини Bnb = {z + 1−〈z,c〉

〈b,c〉 b : z ∈ Bn}, де 〈b, c〉 6= 0, задовольняє умови
твердження 2.2.

Покажемо, що для всiх w ∈ Bn знайдеться z ∈ H
⋂

Bnb та t ∈ C такi, що

w = z + tb. Вибираючи z = w + 1−〈w,c〉
〈b,c〉 b ∈ H⋂Bnb, t =

〈w, c〉 − 1

〈b, c〉 , дiстанемо

z + tb = w +
1− 〈w, c〉
〈b, c〉 b +

〈w, c〉 − 1

〈b, c〉 b = w.

Твердження 2.3. Нехай A — скрiзь щiльна множина в Bn. Аналiтична в
Bn функцiя F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, якщо iснує числоM > 0 таке, що для кожного z0 ∈ A вiдповiдна функцiя
gz0(t) є обмеженого lz0-iндексу N(gz0, lz0) ≤ M < +∞, як функцiя змiнної
t ∈ Sz0, причому Nb(F,L,Bn) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A}.
Доведення. Необхiднiсть випливає з твердження 2.1 (у цiй теоремi та сама умо-
ва виконується для всiх z0 ∈ Bn, а нам потрiбно її виконання для кожного
z0 ∈ A, бо A ∩ Bn = Bn).

Доведемо достатнiсть. Позаяк A — скрiзь щiльна у Bn, для кожного z0 ∈ Bn
iснує послiдовнiсть (zm), що z(m) → z0 при m → +∞ та z(m) ∈ A для всiх
m ∈ N. Але F (z + tb) є обмеженого lz-iндексу для всiх z ∈ A ∩ Bn як функцiя
вiд t. Тому з обмеженостi lz-iндексу випливає, що iснуєM > 0 таке, що для всiх
z ∈ A, t ∈ C, p ∈ Z+

|g(p)
z (t)|
p!lp(t)

≤ max

{
|g(k)
z (t)|
k!lkz (t)

: 0 ≤ k ≤M

}
.

Пiсля пiдстановки замiсть z послiдовностi z(m) ∈ A такої, що z(m) → z0, для
кожного m ∈ N виконується нерiвнiсть

|g(p)
zm(t)|

p!lpzm(t)
≤ max

{
|g(k)
zm (t)|

k!lkzm(t)
: 0 ≤ k ≤M

}
.

Iншими словами, ми отримуємо
|∂pbF (zm + tb)|
p!Lp(zm + tb)

≤ max
0≤k≤M

∣∣∂kbF (zm + tb)
∣∣

k!Lk(zm + tb)
. (2.5)

Але F — аналiтична в Bn функцiя та L — додатна неперервна. У (2.5) ми
перейдемо до границi приm→ +∞ (zm → z0). Отримаємо, що для всiх z0 ∈ Bn,
t ∈ Sz0, m ∈ Z+

|∂pbF (z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ max
0≤k≤M

|∂kbF (z0 + tb)|
k!Lk(z0 + tb)

.

Згiдно з цiєю нерiвнiстю F (z0 + tb) є обмеженого L(z0 + tb)-iндексу також, як
функцiя вiд t, для кожного фiксованого z0 ∈ Bn. Застосовуючи твердження 2.1,
отримуємо бажаний висновок. Твердження 2.3 доведено.
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За зауваженням 2.2 та твердженням 2.3 є правильним такий наслiдок.
Наслiдок 2.1. Нехай b ∈ Cn — заданий напрямок, A0 — множина в Cn така,
що її замикання A0 = {z ∈ Cn : 〈z, c〉 = 1}⋂Bnb, де 〈c,b〉 6= 0, Bnb = {z +
1−〈z,c〉
〈b,c〉 b : z ∈ Bn}. Аналiтична в Bn функцiя F (z) є обмеженого L-iндексу за

напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснує число M > 0 таке, що для
всiх z0 ∈ A0 функцiя gz0(t) є обмеженого lz0-iндексу N(gz0, lz0) ≤M < +∞, як
функцiя вiд змiнної t ∈ Sz0, причому Nb(F,L,Bn) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A0}.
Зауваження 2.3. Нехай H = {z ∈ Cn : 〈z, c〉 = 1}. Умова 〈c,b〉 6= 0 —
iстотна. Якщо 〈c,b〉 = 0, то для всiх z0 ∈ H та для кожного t ∈ C точка
z0 +tb ∈ H, тому що 〈z0 +tb, c〉 = 〈z0, c〉+t〈b, c〉 = 1. Отже, ця пряма z0 +tb
не описує точки зовнi гiперплощини H.

Розглянемо F (z1, z2) = exp(−z2
1 + z2

2), b = (1, 1), c = (−1, 1). На гiперпло-
щинi −z1 + z2 = 1 функцiя F (z1, z2) набуває вигляду

F (z0 + tb) = F (z0
1 + t, z0

2 + t) = exp(−(z0
1 + t)2 + (1 + z0

1 + t)2) =

= exp(1 + 2z0
1 + 2t).

Використовуючи означення обмеженостi l-iндексу та обчислюючи вiдповiднi по-
хiднi, легко довести, що exp(1 + 2z0

1 + 2t) є обмеженого iндексу з l(t) = 1 та
N(g, l) = 4.

В той же час F є необмеженого iндексу за напрямком b. Вiд супротивного,
припустимо, що Nb(F ) = m та знайдемо похiднi за напрямком

∂pF

∂bp
= 2p(−z1 + z2)

p exp(−z1 + z2), p ∈ N.

За означенням обмеженого iндексу ∀ p ∈ N ∀z ∈ Cn виконується нерiвнiсть

2p| − z1 + z2|p| exp(−z1 + z2)| ≤ max
0≤k≤m

2k| − z1 + z2|k| exp(−z1 + z2)|. (2.6)

Нехай p > m та | − z1 + z2| = 2. Подiливши рiвняння (2.6) на 2p| exp(−z1 + z2)|,
дiстанемо 22p ≤ 22m. Це неможливо. Отже, F (z) — необмеженого iндексу за
напрямком b.

Використовуючи знайденi похiднi, можна показати, що функцiя F (z1, z2)

є обмеженого L-iндексу за напрямком b з L(z1, z2) = 2| − z1 + z2| + 1 та
Nb(F,L,Bn) = 0.

Тепер розглянемо iншу функцiю

F (z) = (1 + 〈z, d〉)
∞∏
j=1

(1 + 〈z, c〉 · 2−j)j, c 6= d.

Тодi кратнiсть нулiв функцiї F (z) зростає до нескiнченностi. Нижче ми дове-
демо теорему 2.6. За вказаною теоремою необмежена кратнiсть нулiв означає,
що F (z) — необмеженого L-iндексу за будь-яким напрямком b (〈b, c〉 6= 0) та
для будь-якої додатної неперервної функцiї L.
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Виберемо b ∈ Cn так, що 〈b, d〉 = 0. Нехай H = {z ∈ Cn : 〈z, d〉 = −1}. Для
z0 ∈ H отримуємо

F (z0 + tb)=(1+〈z0, d〉+ t〈b, d〉)
∞∏
j=1

(1 + 〈z0, c〉2−j + t〈b, c〉2−j)j ≡ 0.

Тому F (z0 + tb) має обмежений iндекс як функцiя вiд змiнної t.
Теорема 2.1. Нехай (rp) — додатна послiдовнiсть така, що rp → 1 при p →
∞, Dp = {z ∈ Cn : |z| = rp}, Ap — скрiзь щiльна множина в Dp (тобто.

Ap = Dp) та A =
∞⋃
p=1

Ap. Аналiтична в Bn функцiя F (z) є обмеженого L-

iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснує число M > 0
таке, що для всiх z0 ∈ A функцiя gz0(t) = F (z0 + tb) є обмеженого lz0-iндексу
N(gz0, lz0) ≤ M < +∞, як функцiя вiд змiнної t ∈ Sz0, де lz0(t) ≡ L(z0 + tb),
причому Nb(F,L,Bn) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A}.
Доведення. З твердження 2.1 випливає необхiднiсть цiєї теореми.

Достатнiсть. Легко показати, що {z + tb : t ∈ Sz, z ∈ A} = Bn. Далi
лишається повторити мiркування з доведення достатностi у твердженнi 2.3 та
отримати бажаний висновок.

2.2 Допомiжний клас Qn
b

Лише умов додатностi та неперервностi функцiї L та умови (2.1) не до-
сить для успiшностi дослiдження цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за на-
прямком. Нижче ми накладемо певну додаткову умову на “правильнiсть” змiни
функцiї L.

Для η ∈ [0, β], z ∈ Bn, визначимо λb1 (z, η, L) =

inf {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} , λb1 (η, L) = inf{λb1 (z, η, L) : z ∈ Bn},
λb2 (z, η, L) = sup {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} ,та λb2 (η, L) = sup{λb2 (z, η, L) :

z ∈ Bn}.
Якщо це спричинятиме неоднозначностей, то λb1 (z, η) ≡ λb1 (z, η, L),

λb2 (z, η) ≡ λb2 (z, η, L), λb1 (η) ≡ λb1 (η, L), λb2 (z, η) ≡ λb2 (η, L).

Через Qb,β(Bn) визначимо клас усiх функцiй L таких, що для всiх η ∈ [0, β]

0 < λb1 (η) ≤ λb2 (η) < +∞. Нехай D ≡ B1, Qβ(D) ≡ Q1,β(D).

Наступнi леми пропонують можливий спосiб побудови функцiй з класу Qn
b.

Лема 2.4. Нехай L : Bn → R+ — неперервна функцiя, m = min{L(z) : z ∈ Bn}.
Тодi L̃(z) = β|b|

m ·
L(z)

(1−|z|)α ∈ Qn
b(Bn) для кожного b ∈ Cn \ {0}, α ≥ 1.

Доведення. За означення Qn
b маємо ∀z ∈ Bn

λb1 (z, η, L̃) = inf

{
L(z + tb)

(1− |z + tb|)α
(1− |z|)α
L(z)

: |t| ≤ ηm(1− |z|)α
β|b|L(z)

}
≥
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≥ inf

{
L(z+tb)

L(z)
: |t|≤ ηm(1−|z|)α

β|b|L(z)

}
inf

{(
1−|z|

1−|z+tb|

)α
: |t|≤ ηm(1−|z|)α

β|b|L(z)

}
.

За зауваженням 2.1 перший iнфiмум не менший, нiж деяка стала K > 0, що
не залежить вiд z та t0. Крiм того, маємо ∀z ∈ Bn m

L(z) ≤ 1. Отже, для другого
iнфiмуму такi оцiнки справедливi

inf

{(
1− |z|

1− |z + tb|

)α
: |t| ≤ ηm(1− |z|)α

β|b|L(z)

}
≥

≥ inf

{(
1− |z|

1− |z + tb|

)α
: |t| ≤ η(1− |z|)α

β|b|

}
=

(
1− |z|

1− |z + t∗b|

)α
.

де |t∗| ≤ η(1−|z|)
β|b| . Знайдемо нижню оцiнку для цього дробу

1− |z|
1− |z + t∗b| ≥

1− |z|
1− ||z| − |t∗b|| ≥

1− |z|
1− ||z| − η(1−|z|)

β |
Позначаючи u = |z| ∈ [0; 1), γ = η

β ∈ [0, 1], розглянемо функцiю вiд однi-
єї дiйсної змiнної s(u) = 1−u

1−|u−α(1−u)| = 1−u
1−|(1+γ)u−γ| . Для u ∈ [0, γ

γ+1 ] функцiя
s(u) строго спадає i для t ∈ [ γ

1+γ ; 1) маємо s(u) ≡ 1
1+γ . По сутi, показали, що

λb1 (z, η, L̃) ≥ K · 1
1+ η

β
> 0. Звiдси випливає таке λb1 (η, L̃) > 0. Подiбним чином,

можна довести iншу нерiвнiсть λb2 (η, L̃) <∞.
Часто користуватимемося такими властивостями Qb,β(Bn).

Лема 2.5. 1) Якщо L ∈ Qb,β(Bn), то для кожного θ ∈ C\{0} L ∈
Qθb,β/|θ|(Bn) та |θ|L ∈ Qθb,β(Bn)

2) Якщо L ∈ Qb1,β(Bn)
⋂
Qb2,β(Bn) i для всiх z ∈ Bn L(z)> βmax{|b1|,|b2|,|b1+b2|}

1−|z| ,

то min{λb1
2 (β, L), λb2

2 (β, L)}L ∈ Qb1+b2,β(Bn).
Доведення леми базується на означеннi класу Qb,β(Bn) та є порiвняно не

складним.

2.3 Критерiї обмеженостi L-iндексу за напрямком, пов’язанi з пово-
дженням функцiї F

Наступна теорема є аналогом теореми 2 з [254].
Теорема 2.2. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z)
має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли для
кожного η, 0 < η ≤ β, iснує n0 = n0(η) ∈ Z+ та P1 = P1(η) ≥ 1 таке, що для
кожного z ∈ Bn iснує k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0, для якого справджується
така нерiвнiсть

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)} ≤ P1|∂k0

b F (z)|. (2.7)
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай F — обмеженого L-iндексу за напрямком b
та Nb(F ;L) ≡ N < +∞. Позначимо

q(η) = [2η(N + 1)(λb2 (η))N+1(λb1 (η))−N ] + 1,

де [a] — цiла частина числа a ∈ R. Для z ∈ Bn, t0 ∈ Sz та p ∈ {0, 1, . . . , q(η)}
покладемо

Rb
p (z, η) = max

{∣∣∂kbF (z+tb)
∣∣

k!Lk(z + tb)
: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
,

R̃b
p (z, η) = max

{|∂kbF (z + tb)|
k!Lk(z)

: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
.

Але |t| ≤ pη
q(η)L(z) ≤

η
L(z) ≤

β
L(z) . Тому λ

b
1

(
z, pη

q(η)

)
≥ λb1 (z, η) ≥ λb1 (η), λb2

(
z, pη

q(η)

)
≤

λb2 (z, η) ≤ λb2 (η). Зрозумiло, що цi величини Rb
p (z, η), R̃b

p (z, η) є коректно ви-
значеними. Крiм цього,

Rb
p (z, η)=max

{∣∣∂kbF (z+tb)
∣∣

k!Lk(z)

Lk(z)

Lk(z+tb)
: |t|≤ pη

q(η)L(z)
, 0≤k ≤N

}
≤

≤max

{∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣

k!Lk(z)

(
λb1 (z,

pη

q(η)
)

)−k
: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0≤k≤N

}
≤

≤max

{∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣

k!Lk(z)

(
λb1 (η)

)−k
: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤
(
λb1 (η)

)−N
max

{∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣

k!Lk(z)
: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
=

= R̃b
p (z, η)(λb1 (η))−N , (2.8)

R̃b
p (z, η)=max

{∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣

k!Lk(z + tb)

Lk(z+tb)

Lk(z)
: |t|≤ pη

q(η)L(z)
, 0≤k≤N

}
≤

≤ max

{∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣

k!Lk(z + tb)

(
λb2
(
z,

pη

q(η)

))k
: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤ max

{ (
λb2 (η)

)k
k!Lk(z + tb)

∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣ : |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤
(
λb2 (η)

)N
max

{∣∣∂kbF (z + tb)
∣∣

k!Lk(z + tb)
: |t| ≤ pη

q(η)L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
=

= Rb
p (z, η)(λb2 (η))N . (2.9)

Нехай kzp ∈ Z, 0 ≤ kzp ≤ N, та tzp ∈ C, |tzp| ≤
pη

q(η)L(z)
, такi, що

|∂k
z
p

b F (z + tzpb)|
kzp!L

kzp(z)
= R̃b

p (z, η). (2.10)
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Для кожного заданого z ∈ Bn функцiя F (z + tb) та її похiднi за напрямком
є аналiтичними в кулi. Тому за принципом максимуму модуля рiвнiсть (2.10)

виконується для таких tzp, що |tzp| =
pη

q(η)L(z)
. Покладемо t̃zp = p−1

p t
z
p. Тодi

|t̃zp| =
(p− 1)η

q(η)L(z)
, |t̃zp − tzp| =

|tzp|
p

=
η

q(η)L(z)
. (2.11)

З огляду на (2.11) та визначення R̃b
p−1(z, η), одержуємо R̃b

p−1(z, η) ≥ |∂k
z
p

b F (z+t̃zpb)|
kzp!Lk

z
p(z)

.

Тобто, справджується така нерiвнiсть

0≤R̃b
p (z, η)− R̃b

p−1(z, η)≤
∣∣∂kzpb F (z + tzpb)

∣∣− ∣∣∂kzpb F (z + t̃zpb)
∣∣

kzp!L
kzp(z)

=

=
1

kzp!L
kzp(z)

∫ 1

0

d

ds

∣∣∣∂kzpb F (z + (t̃zp + s(tzp − t̃zp))b)
∣∣∣ ds. (2.12)

Для кожної аналiтичної комплексно-значної функцiї вiд дiйсного аргументу
ϕ(s), s ∈ R, нерiвнiсть d

ds|ϕ(s)| ≤
∣∣ d
dsϕ(s)

∣∣ виконується скрiзь за винятком
точок, в яких ϕ(s) = 0. Застосовуючи згадану нерiвнiсть до (2.12) та викори-
стовуючи теорему про середнє значення, матимемо

R̃b
p (z, η)−R̃b

p−1(z, η)≤ |t
z
p− t̃zp|

kzp!L
kzp(z)

∫ 1

0

∣∣∣∣∂kzp+1

b F (z+(t̃zp + s(tzp − t̃zp))b)

∣∣∣∣ds=

=
|tzp − t̃zp|
kpn!Lk

z
p(z)

∣∣∣∂kzp+1

b F (z + (t̃zp + s∗(tzp − t̃zp))b)
∣∣∣ =

=
1

(kzp+1)!Lk
z
p+1(z)

∣∣∣∂kzp+1

b F (z+(t̃zp+s
∗(tzp− t̃zp))b)

∣∣∣L(z)(kzp+1)|tzp− t̃zp|,

де s∗ ∈ [0, 1].

Точка t̃zp + s∗(tzp − t̃zp) лежить у множинi
{
t ∈ C : |t| ≤ pη

q(η)L(z)

}
. Викори-

стовуючи обмеженiсть L-iндексу за напрямком b функцiї F, визначення q(η),
нерiвностi (2.8) та (2.11), для kzp ≤ N маємо

R̃b
p (z, η)−R̃b

p−1(z, η) ≤ |∂k
z
p+1

b F (z+(t̃zp + s∗(tzp − t̃zp))b)|
(kzn + 1)!Lkzn+1(z + (t̃zp + s∗(tzp − t̃zp))b)

×

×
(
L(z + (t̃zp + s∗(tzp − t̃zp))b)

L(z)

)kzp+1

L(z)(kzn + 1)|tzp − t̃zp| ≤

≤ η
N + 1

q(η)
(λb2 (z, η))N+1 max

0≤k≤N

{
|∂kbF (z + (t̃zp+s

∗(tzp− t̃zp))b)|
k!Lk(z + (t̃zp + s∗(tzp − t̃zp))b)

}
≤

≤ηN + 1

q(η)
(λb2 (η))N+1Rb

p (z, η)≤ η(N+1)(λb2 (η))N+1(λb1 (η))−NR̃b
p (z, η)

[2η(N + 1)λb2 (η)(λb1 (η))−N ] + 1
≤ R̃b

p (z, η)

2
.
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Звiдси випливає, що R̃b
p (z, η) ≤ 2R̃b

p−1(z, η). Використовуючи (2.8) та (2.9),
виводимо, що для Rb

p (z, η)

Rb
p (z, η) ≤ 2(λb1 (η))−NR̃b

p−1(z, η) ≤ 2(λb2 (η))N(λb1 (η))−NRb
p−1(z, η).

Тому отримуємо

max

{ |∂kbF (z + tb)|
k!Lk(z + tb)

: |t| ≤ η

L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
= Rb

q(η)(z, η) ≤

≤ 2(λb2 (η))N(λb1 (η))−NRb
q(η)−1(z, η) ≤ (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)2Rb

q(η)−2(z, η) ≤ · · · ≤
≤ (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)Rb

0 (z, η) = (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)×

×max

{∣∣∂kbF (z)
∣∣

k!Lk(z)
: 0 ≤ k ≤ N

}
. (2.13)

Нехай kz ∈ Z, 0 ≤ kz ≤ N, та t̃z ∈ C, |t̃z| =
η

L(z)
, визначенi так |∂kzb F (z)|

kz!Lkz (z)
=

max0≤k≤N
|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

, та |∂kzb F (z + t̃zb)| = max{|∂kzb F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)}.
З нерiвностi (2.13) випливає

|∂kzb F (z + t̃zb)|
kz!Lkz(z + t̃zb)

≤ max

{
|∂kzb F (z + tb)|
kz!Lkz(z + tb)

: |t| = η

L(z)

}
≤

≤ max

{ |∂kbF (z + tb)|
k!Lk(z + tb)

: |t| = η

L(z)
, 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤ (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)

∣∣∂kzb F (z)
∣∣

kz!Lkz(z)
.

Звiдси одержуємо

max
{
|∂kzb F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)

}
≤

≤ (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)L
kz(z + t̃zb)

Lkz(z)
|∂kzb F (z)| ≤

≤ (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)(λb2 (z, η))N |∂kzb F (z)| ≤
≤ (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)(λb2 (η))N |∂kzb F (z)|.

Нами доведено (2.7) з n0 = Nb(F,L) та
P1(η) = (2(λb2 (η))N(λb1 (η))−N)q(η)(λb2 (η))N > 1.

Достатнiсть. Припустимо, що для кожного η ∈ (0, β] знайдеться n0 = n0(η) ∈
Z+ та P1 = P1(η) ≥ 1 такi, що для кожного z ∈ Bn знайдеться k0 = k0(z) ∈ Z+,
0 ≤ k0 ≤ n0, для якого нерiвнiсть (2.7) виконується. Але η — довiльне з (0, β],
а β > 1, тому вiзьмемо η > 1. Виберемо j0 ∈ N так, аби P1 ≤ ηj0. Для заданого
z ∈ Bn, вiдповiдного k0 = k0(z) та j ≥ j0 за формулою Кошi для F (z + tb) як
функцiї вiд однiєї змiнної t

∂k0+j
b F (z) =

j!

2πi

∫
|t|=η/L(z)

∂k0

b F (z + tb)

tj+1
dt.
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Враховуючи (2.7), одержуємо

|∂k0+j
b F (z)|
j!

≤ Lj(z)

ηj
max

{
|∂k0

b F (z + tb)| : |t| = η

L(z)

}
≤ P1

Lj(z)

ηj
|∂k0

b F (z)|,

тобто, для всiх j ≥ j0

|∂k0+j
b F (z)|

(k0 + j)!Lk0+j(z)
≤ j!k0!

(j + k0)!

P1

ηj
|∂k0

b F (z)|
k0!Lk0(z)

≤ ηj0−j
|∂k0

b F (z)|
k0!Lk0(z)

≤ |∂
k0

b F (z)|
k0!Lk0(z)

.

В отриманiй вище нерiвностi маємо, що k0 ≤ n0, n0 = n0(η) та j0 = j0(η) —
незалежнi вiд z. Позаяк z ∈ Bn — довiльна, ця нерiвнiсть означає, що функцiя
F має обмежений L-iндекс за напрямком b та Nb(F,L,Bn) ≤ n0 + j0. Теорема
2.2 доведена.

Лема 2.6. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn), 1
β < θ1 ≤ θ2 < +∞, θ1L(z) ≤ L∗(z) ≤

θ2L(z). Аналiтична в Bn функцiя F (z), z ∈ Cn, має обмежений L∗-iндекс за
напрямком b тодi i тiльки тодi, коли F має обмежений L-iндекс за напрям-
ком b.

Доведення. Очевидно, при L ∈ Qb,β(Bn) та θ1L(z) ≤ L∗(z) ≤ θ2L(z) маємо L∗ ∈
Qb,β∗(Bn), β∗ ∈ [θ1β; θ2β] i β∗ > 1. Нехай Nb(F,L∗) < +∞. Тодi за теоремою 2.2
для кожного η∗, 0 < η∗ < βθ2, знайдуться n0(η

∗) ∈ Z+ та P1(η
∗) ≥ 1 такi, що

для кожного z ∈ Bn та деякого k0, 0 ≤ k0 ≤ n0, нерiвнiсть (2.7) дiйсна з L∗ та
η∗ замiсть L та η. Поклавши η∗ = θ2η, дiстанемо

P1|∂k0

b F (z)| ≥ max
{
|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η∗/L∗(z)
}
≥

≥ max
{
|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)
}
.

Отже, за теоремою 2.2, функцiя F (z) — обмеженого L-iндексу за напрямком b.
Обернене твердження отримуємо замiною L на L∗.

Лема 2.7. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn), m ∈ C,m 6= 0. Аналiтична в Bn
функцiя F (z) є обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, коли F (z) є обмеженого L-iндексу за напрямком mb.

Доведення. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя обмеженого L-iндексу за
напрямком b. Згiдно з теоремою 2.2 (∀η > 0) (∃n0(η) ∈ Z+) (∃P1(η) ≥ 1)
(∀z ∈ Bn) (∃k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0), для якого справедлива така
нерiвнiсть

max
{
|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)
}
≤ P1|∂k0

b F (z)|. (2.14)

Оскiльки ∂kF
∂(mb)k

= (m)k ∂
kF
∂bk

, нерiвнiсть (2.14) рiвносильна такiй

max
{
|m|k0|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)
}
≤ P1|m|k0|∂k0

b F (z)| або
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max

{∣∣∂k0

mbF
(
z +

t

m
mb
)∣∣ : |t/m| ≤ η/(|m|L(z))

}
≤ P1|∂k0

mbF (z)|.

Позначивши t∗ = t
m , η

∗ = η
|m| , дiстанемо

max
{
|∂k0

mbF (z + t∗mb)| : |t∗| ≤ η∗/L(z)
}
≤ P1|∂k0

b F (z)|.

За теоремою 2.2 функцiя F (z) є обмеженого L-iндексу за напрямком b. Подi-
бним способом можна довести обернене твердження.

2.4 Оцiнка максимуму модуля на бiльшому колi через максимум
модуля на меншому колi та через мiнiмум модуля

Використовуючи теорему 2.2, доведемо такий критерiй обмеженостi L-
iндексу за напрямком.
Теорема 2.3. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z) має
обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якого r1 та будь-якого r2 при 0 < r1 < r2 ≤ β, знайдеться P1 = P1(r1, r2) ≥ 1
таке, що для кожного z0 ∈ Bn

max
{
|F (z0 + tb)| : |t|= r2

L(z0)

}
≤ P1 max

{
|F (z0+tb)| : |t|= r1

L(z0)

}
. (2.15)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай Nb(F,L,Bn) < +∞. Вiд супротивного, при-
пустимо, що знайдуться числа r1 та r2, 0 < r1 < r2 ≤ β, що для кожного P∗ ≥ 1
iснують z∗ = z∗(P∗) ∈ Bn для яких справджується нерiвнiсть

max
{
|F (z∗ + tb)| : |t| = r2

L(z∗)

}
>P∗max

{
|F (z∗ + tb)| : |t|= r1

L(z∗)

}
.

За теоремою 2.2 iснує n0 = n0(r2) ∈ Z+ та P0 = P0(r2) ≥ 1 такi, що для всiх
z∗ ∈ Bn та деякого k0 = k0(t

∗, z∗) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0, виконується нерiвнiсть

max
{∣∣∣∂k0

b F (z∗ + tb)
∣∣∣ : |t| = r2/L(z∗)

}
≤ P0|∂k0

b F (z∗)|. (2.16)

Зазначимо, що для k0 = 0 доведення необхiдностi — очевидне, бо з (2.16) ви-
пливає max

{
|F (z∗+ tb)| : |t| = r2/L(z∗)

}
≤ P0|F (z∗)| ≤ P0 max

{
|F (z∗+ tb)| :

|t| = r1/L(z∗)
}
.

Припустимо, що k0 > 0, i нехай

P∗ = n0!

(
r2

r1

)n0
(
P0 +

r1

r2 − r1

)
+ 1. (2.17)

Вiзьмемо точку t0 ∈ Sz∗ таку, що |t0| = r1/L(z∗) та

|F (z∗ + t0b)| = max {|F (z∗ + tb)| : |t| = r1/L(z∗)} > 0,

а t0j ∈ Sz∗, |t0j| = r2/L(z∗), буде таке, що

|∂jbF (z∗ + t0jb)| = max{|∂jbF (z∗ + tb)| : |t|= r2/L(z∗)},
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j ∈ Z+. Вiдмiтимо, що у випадку |F (z∗ + t0b)| = 0 за теоремою єдиностi для
всiх t ∈ Sz∗ можна отримати рiвнiсть F (z∗ + tb) = 0. Проте це суперечить
нерiвностi (2.4). За нерiвнiстю Кошi маємо

|∂jbF (z∗)|
j!

≤
(
L(z∗)

r1

)j
|F (z∗ + t0b)|, j ∈ Z+ (2.18)∣∣∣∂jbF (z∗+t0jb)−∂jbF (z∗)

∣∣∣= ∣∣∣∣∫ t0j

0

∂j+1
b F (z∗+tb) dt

∣∣∣∣≤ ∣∣∣∂j+1
b F (z∗+t0(j+1)b)

∣∣∣ r2

L(z∗)
.

(2.19)

З нерiвностей (2.18) та (2.19) випливає, що

|∂j+1
b F (z∗+t0(j+1)b)| ≥ L(z∗)

r2

{
|∂jbF (z∗+t0jb)|−|∂jbF (z∗)|

}
≥

≥ L(z∗+t∗b)

r2

∣∣∣∂jbF (z∗ + t0jb)
∣∣∣− j!Lj+1(z∗)

r2(r1)j
|F (z∗ + t0b)|,

j ∈ Z+. Звiдси, для k0 ≥ 1 дiстаємо

|∂k0

b F (z∗ + t0k0
b)| ≥ L(z∗)

r2
|∂k0−1

b F (z∗ + t0(k0−1)b)|−

−(k0−1)!Lk0(z∗)

r2(r1)k0−1
|F (z∗+t0b)|≥ . . .≥L

k0(z∗)

(r2)k0
|F (z∗+t00b)|−

−
(

0!

(r2)k0
+

1!

(r2)k0−1r1
+ . . .+

(k0−1)!

r2(r1)k0−1

)
Lk0(z∗)|F (z∗+t0b)|=

=
Lk0(z∗)

(r2)k0
|F (z∗ + t0b)|

(
|F (z∗ + t00b)|
|F (z∗ + t0b)| −

k0−1∑
j=0

j!

(
r2

r1

)j)
. (2.20)

З (2.4) маємо |F (z∗ + t00b)|/|F (z∗ + t0b)| > P∗. Крiм того, справедлива така
нерiвнiсть

k0−1∑
j=0

j!

(
r2

r1

)j
≤ k0!

(
(r2/r1)

k0 − 1

r2/r1 − 1

)
≤ n0!

r1

r2 − r1

(
r2

r1

)n0

.

Застосовуючи (2.17), одержуємо

|F (z∗+t00b)|
|F (z∗+t0b)| −

k0−1∑
j=0

j!
rj2
rj1
>P∗−

n0!r1

r2 − r1

(
r2

r1

)n0

= n0!

(
r2

r1

)n0

P0 + 1.

З (2.20), зважаючи на (2.16) та (2.18), випливає∣∣∣∂k0

b F (z∗+t0k0
b)
∣∣∣>Lk0(z∗)

(r2)k0

(
P∗ − n0!

r1

r2 − r1

(
r2

r1

)n0
)(

r1

L(z∗)

)k0

×

×|∂
k0

b F (z∗)|
k0!

≥
(
r1

r2

)n0
(
P∗−n0!

r1

r2−r1

(
r2

r1

)n0
) |∂k0

b F (z∗+t0k0
b)|

n0!P0
.
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Звiдси, P∗ < n0!
(
r2

r1

)n0
(
P0 + r1

r2−r1

)
, а це суперечить (2.17).

Достатнiсть. Виберемо довiльно r1 ∈ (0, 1) i r2 ∈ (1, β). Для заданого
z0 ∈ Bn розвинемо функцiю F (z0 + tb) у степеневий ряд за степенями t

F (z0 + tb)=
∞∑
m=0

bm(z0)tm, bm(z0)=
∂mb F (z0)

m!

у крузi {t : |t| ≤ β/L(z0)} ⊂ Sz0. Для r ≤ β/L(z0) позначимо

Mb(r, z0, F )=max{|F (z0+tb)| : |t| = r}, µb(r, z0, F )=max{|bm(z0)|rm : m ≥ 0},
νb(r, z0, F ) = max{|bm(z0)|rm : |bm(z0)|rm = µb(r, z0, F )}.

За нерiвнiстю Кошi µb(r, z0, F )≤Mb(r, z0, F ). Але для r =
1

L(z0)
маємо

Mb(r1r, z
0, F )≤

∞∑
m=0

|bm(z0)|rmrm1 ≤µb(r, z0, F )
∞∑
m=0

rm1 =
µb(r, z0, F )

1− r1

i, застосовуючи монотоннiсть νb(r, z0, F ) по r, дiстаємо

lnµb(r2r, z
0, F )−lnµb(r, z0, F )=

∫ r2r

r

νb(t, z0, F )

t
dt≥νb(r, z0, F ) ln r2.

Звiдси виводимо

νb(r, z0, F ) ≤ 1

ln r2
(lnµb(r2r, z

0, F )− lnµb(r, z0, F )) ≤

≤ 1

ln r2
{lnMb(r2r, z

0, F )− ln((1− r1)Mb(r1r, z
0, F ))} =

= − ln(1− r1)

ln r2
+

1

ln r2
{lnMb(r2r, z

0, F )− lnMb(r1r, z
0, F ))} (2.21)

Нехай Nb(z0, L, F ) — L-iндекс за напрямком функцiї F у точцi z0, тобто,
Nb(z0, L, F ) — найменше число m0, для якого виконується нерiвнiсть (2.2) з
z = z0. Очевидно, що Nb(z0, L, F ) ≤ νb(1/L(z0, z0, F ) = νb(r, z0, F ). Про-
те нерiвнiсть (2.15) можна записати в такому виглядi Mb

(
r2

L(z0) , z
0, F

)
≤

P1(r1, r2)Mb

(
r1

L(z0) , z
0, F

)
. Отже, з (2.21) маємо Nb(z0, L, F ) ≤ − ln(1−r1)

ln r2
+

lnP1(r1,r2)
ln r2

для кожного z0 ∈ Cn, тобто, Nb(F,L) ≤ − ln(1−r1)
ln r2

+ lnP1(r1,r2)
ln r2

. Теорему
2.3 доведено.

З огляду на доведення теореми 2.3 така лема є правильною.
Лема 2.8. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z) є
обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснують
числа r1 та r2, 0 < r1 < 1 < r2 ≤ β, i P1 ≥ 1 такi, що для кожного z0 ∈ Bn
виконується нерiвнiсть (2.15).

Нижче наводимо критерiй, який є аналогом теореми Хеймана [128].
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Теорема 2.4. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z) є
обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки тодi, коли iснують
p ∈ Z+ та C > 0 такi, що для кожного z ∈ Bn справедлива така нерiвнiсть

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ C max

{
|∂(k)

b F (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
. (2.22)

Доведення. Необхiднiсть. Якщо Nb(F,L,Bn) < +∞, то за означенням обме-
женостi L-iндексу за напрямком отримуємо (2.22) з p = Nb(F,L,Bn) та C =
(Nb(F,L,Bn) + 1)!

Достатнiсть. Нехай виконується нерiвнiсть (2.22), z0 ∈ Bn, та K ={
t ∈ C : |t| ≤ 1/L(z0)

}
. Позаяк L ∈ Qb,β(Bn), для кожного t ∈ K з врахува-

нням (2.22) маємо

|∂p+1
b F (z0 + tb)|
Lp+1(z0)

≤
(
L(z0 + tb)

L(z0)

)p+1 |∂p+1
b F (z0 + tb)|
Lp+1(z0 + tb)

≤

≤(λb2 (1))p+1 |∂p+1
b F (z0 + tb)|
Lp+1(z0 + tb)

≤C(λb2 (1))p+1 max

{|∂kbF (z0 + tb)|
Lk(z0 + tb)

: 0 ≤ k ≤ p

}
≤

≤ C(λb2 (1))p+1 max

{(
L(z0)

L(z0 + tb)

)k |∂kbF (z0 + tb)|
Lk(z0)

: 0 ≤ k ≤ p

}
≤

≤ C(λb2 (1))p+1 max

{|∂kbF (z0 + tb)|
Lk(z0)

(λb1 (1))−k : 0 ≤ k ≤ p

}
≤ Bgz0(t), (2.23)

де B = C(λb2 (1))p+1(λb1 (1))−p та gz0(t)=max
{
|∂kbF (z0+tb)|

Lk(z0)
: 0 ≤ k ≤ p

}
.

Введемо такi позначення γ1 =
{
t ∈ C : |t| = 1

2βL(z0)

}
, γ2 ={

t ∈ C : |t| = β
L(z0)

}
. Виберемо довiльно двi точки t1 ∈ γ1, t2 ∈ γ2 та

з’єднаємо їх кусково-аналiтичною кривою γ = (t = t(s), 0 ≤ s ≤ T ) такою,
що gz0(t) 6= 0 при t ∈ γ. Причому криву γ будуємо так, щоб її довжина |γ| не
перевищувала

2β2 + 1

βL(z0)
.

Функцiя gz0(t(s)) — неперервна на [0, T ]. Без зменшення загальностi, вва-
жатимемо, що функцiя t = t(s) аналiтична на [0, T ]. Iнакше можна розгляну-
ти кожний iнтервал аналiтичностi цiєї функцiї окремо та повторити вiдповiднi
мiркування, якi нижче наводимо для [0, T ]. Спершу покажемо, що функцiя
gz0(t(s)) неперервно диференцiйовна на [0, T ] за винятком, можливо, скiнчен-
ної множини точок. Для довiльних k1, k2, 0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ p, виконується щось
одне: або |∂

k1
b F (z0+t(s)b)|

Lk1(z0)
≡ |∂k2

b F (z0+t(s)b)|
Lk2(z0)

або рiвнiсть |∂
k1
b F (z0+t(s)b)|

Lk1(z0)
=
|∂k2

b F (z0+t(s)b)|
Lk2(z0)

справедлива лише для скiнченного числа точок sk ∈ [0, T ]. Тодi можна роздi-
лити вiдрiзок [0, T ] на скiнченне число вiдрiзкiв, на кожному з яких gz0(t(s)) ≡
|∂kbF (z0+t(z)b)|

Lk(z0)
для деякого k, 0 ≤ k ≤ p. Це означає, що функцiя gz0(t(s)) —

неперервно диференцiйовна за винятком, можливо, скiнченного числа точок.
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Зважаючи на (2.23), отримуємо

dgz0(t(s))

ds
≤ max

{
d

ds

( |∂kbF (z0 + t(s)b)|
Lk(z0)

)
: 0 ≤ k ≤ p

}
≤

≤ max
{
|∂k+1

b F (z0 + t(s)b)||t′(s)|/Lk(z0) : 0 ≤ k ≤ p
}

=

= L(z0)|t′(s)|max
{
|∂k+1

b F (z0 + t(s)b)|/Lk+1(z0) : 0 ≤ k ≤ p
}
≤

≤ Bgz0(t(s))|t′(s)|L(z0).

Звiдси маємо∣∣∣∣ln gz0(t2)

gz0(t1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ T

0

dgz0(t(s))

gz0(t(s))

∣∣∣∣ ≤ BL(z0)

∫ T

0

|t′(s)|ds = BL(z0)|γ| ≤ 2B
β2 + 1

β
.

Якщо вибрати точку t2 ∈ γ2, для якої

|F (z0 + t2b)| = max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = β/L(z0)

}
,

то отримаємо

max

{
|F (z0+tb)| : |t| = β

L(z0)

}
≤gz0(t2)≤gz0(t1) exp{2Bβ

2+1

β
}. (2.24)

Застосовуючи нерiвнiсть Кошi та використовуючи, що t1 ∈ γ1, для всiх j ∈
{1, . . . , p} отримаємо

|∂jbF (z0+t1b)|≤j!(2βL(z0))j max

{
|F (z0+tb) : |t−t1| =

1

2βL(z0)

}
≤

≤j!(2βL(z0))jmax

{
|F (z0 + tb) : |t− t0| =

1

βL(z0)

}
,

тобто gz0(t1) ≤ p!(2β)p max

{
|F (z0 + tb) : |t− t0| =

1

βL(z0)

}
.

Тому, з (2.24) випливає

|F (z0 + t2b)| = max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = β/L(z0)

}
≤

≤gz0(t2)≤gz0(t1) exp

{
2B

β2 + 1

β

}
≤p!(2β)p exp

{
2B

β2 + 1

β

}
×

×max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1/(βL(z0))

}
.

За лемою 2.8 на основi цiєї нерiвностi робимо висновок, що функцiя F обмеже-
ного L-iндексу за напрямком b ∈ Cn. Теорему 2.4 доведено.

Наступна теорема дає оцiнку максимуму модуля через мiнiмум модуля.
Теорема 2.5. Нехай β > 1 та L ∈ Qb,β(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F (z) є
обмеженого L-iндексу за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли для кожного
R, 0 < R ≤ β, знайдуться числа P2(R) ≥ 1 та η(R) ∈ (0, R) такi, що для всiх
z0 ∈ Bn та деякого r = r(z0) ∈ [η(R), R] виконується нерiвнiсть

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤ P2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
.

(2.25)
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай Nb(F,L,Bn) = N < +∞ та R ≥ 0. Покладе-
мо

R0 = 1, r0 =
R

8(R + 1)
, Rj =

Rj−1

4N
rNj−1, rj =

1

8
Rj(j = 1, 2, . . . , N).

Нехай z0 ∈ Bn та N0 = Nb(z0, L, F ) — L-iндекс за напрямком b функцiї F
у точцi z0, тобто, Nb(z0, L, F ) — це найменше число m0, для якого нерiвнiсть
(2.2) виконується при z = z0. Максимум у правiй частинi (2.2) досягається в
m0. Але 0 ≤ N0 ≤ N. Для заданого z0 ∈ Bn функцiя F (z0 + tb) розвивається у
степеневий ряд за степенями t

F (z0+tb)=
∞∑
m=0

bm(z0)tm, bm(z0) =
∂mb F (z0)

m!
.

Покладемо am(z0) = |bm(z0)|
Lm(z0) =

|∂mb F (z0)|
m!Lm(z0) . Для будь-якого m ∈ Z+ справджу-

ється нерiвнiсть aN0
(z0) ≥ am(z0) = R0am(z0). Тодi iснує найменше число

n0 ∈ {0, 1, . . . , N0} таке, що для всiх m ∈ Z+ an0
(z0) ≥ am(z0)RN0−n0

. От-
же, an0

(z0) ≥ aN0
(z0)RN0−n0

та aj(z
0) < aN0

(z0)RN0−j для j < n0, бо при
aj0(z

0) ≥ aN0
(z0)RN0−j0 для деякого j0 < n0 маємо aj0(z0) ≥ am(z0)RN0−j0 для

всiх m ∈ Z+, а це суперечить вибору n0. З нерiвностей aj(z0) < aN0
(z0)RN0−j

(j < n0) та am(z0) ≤ aN0
(z0) (m > n0) для t ∈ Sz0 i |t| = 1

L(z0)rN0−n0
маємо

|F (z0 + tb)| = |bn0
(z0)tn0 +

∑
m6=n0

bm(z0)tm| ≥ |bn0
(z0)||t|n0 −

∑
m 6=n0

|bm(z0)||t|m =

= an0
(z0)rn0

N0−n0
−
∑
m 6=0

am(z0)rmN0−n0
= an0

(z0)rn0

N0−n0
−
∑
j<n0

aj(z
0)rjN0−n0

−

−
∑
m>n0

am(z0)rmN0−n0
≥aN0

(z0)RN0−n0
rn0

N0−n0
−
∑
j<n0

aN0
(z0)RN0−jr

j
N0−n0

−

−
∑
m>n0

aN0
(z0)rmN0−n0

≥ aN0
(z0)RN0−n0

rn0

N0−n0
− n0aN0

(z0)RN0−n0+1−

−aN0
(z0)rn0+1

N0−n0

1

1− rN0−n0

= aN0
(z0)

(
RN0−n0

rn0

N0−n0
− n0

4N
RN0−n0

rNN0−n0
−

−rn0

N0−n0

rN0−n0

1− rN0−n0

)
≥ aN0

(z0)

(
RN0−n0

rn0

N0−n0
− 1

4
RN0−n0

rn0

N0−n0
−

−1

4
RN0−n0

rn0

N0−n0

)
=

1

2
aN0

(z0)RN0−n0
rn0

N0−n0
. (2.26)

Крiм цього, для t ∈ Sz0 маємо

|F (z0 + tb)| ≤
+∞∑
m=0

|bm(z0)||t|m =
∞∑
m=0

am(z0)rmN0−n0
≤

≤ aN0
(z0)

+∞∑
m=0

rmN0−n0
=

aN0
(z0)

1− rN0−n0

≤ aN0
(z0)

1− 1/8
=

8

7
aN0

(z0). (2.27)
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З (2.26) та (2.27) отримуємо

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = rN0−n0

/L(z0)
}
≤ 8

7
aN0

(z0) ≤

≤ 16

7

1

RN0−n0

r−n0

N0−n0
min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = rN0−n0

L(z0)

}
≤

≤ 16

7

1

RN
r−NN min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = rN0−n0

/L(z0)
}
,

тобто, (2.25) виконується з P2(R) =
16

7RNrNN
, η(R) = rN =

1

8RN
та r = rN0−n0

.

Достатнiсть. З огляду на лему 2.8 досить показати, що iснує число P1 таке,
що для всiх z0 ∈ Bn

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = β + 1

2L(z0)

}
≤ P1 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = β − 1

4βL(z0)

}
.

(2.28)
Нехай R̃ = β−1

4β . Тодi знайдуться P ∗2 = P2

(
R̃
)
та η = η

(
R̃
)
∈
(
0, R̃

)
такi, що для

кожного z∗ ∈ Bn та деякого r ∈
[
η, R̃

]
виконується нерiвнiсть

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
≤P ∗2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t|= r

L(z0)

}
.

Нехай L∗ = max{L(z0 + tb) : |t| ≤ β/L(z0)}, ρ0 = (β−1)/(4βL(z0)), ρk = ρ0 +
kη/L∗, k ∈ Z+. Звiдси, η

L∗ <
β−1

4βL(z0) <
β

L(z0)−
β+1

2L(z0) . Тому, iснує n
∗ ∈ N, незалежне

вiд z0 таке, що ρp−1 <
β+1

2L(z0) ≤ ρp ≤ β
L(z0) для деякого p = p(z0) ≤ n∗.

Нехай ck = {t ∈ C : |t| = ρk}, |F (z0 + t∗∗k b)| = max{|F (z0 + tb)| : t ∈ ck}
та t∗k — точка перетину вiдрiзка [t0, t

∗∗
k ] з колом ck−1. Тодi для кожного r > η

виконується нерiвнiсть |t∗∗k − t∗k| = η/L∗ ≤ r/L(z0 + t∗kb). Звiдси для деякого
r ∈ [η, R̃] правильне таке

|F (z0 + t∗∗k b)| ≤ max
{
|F (z0 + tb)| : |t− t∗k| = r/L(z0 + t∗kb)

}
≤

≤P ∗2 min
{
|F (z0+tb)| : |t− t∗k|= r/L(z0 + t∗kb)

}
≤

≤ P ∗2 max{|F (z0 + tb)| : t ∈ ck−1}.
Отже, отримали (2.28) з P ∗1 = (P ∗2 )n

∗

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = β + 1

2L(z0)

}
≤

≤max{|F (z0 + tb)| : t ∈ cp}≤P ∗2 max{|F (z0 + tb)| : t ∈ cp−1} ≤ . . . ≤

≤ (P ∗2 )p max{|F (z0 + tb)| : t ∈ c0} ≤ (P ∗2 )n
∗
max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = β − 1

4βL(z0)

}
.

Теорему 2.5 доведено.

2.5 Логарифмiчна похiдна та нулi.

Нижче доведемо iнший критерiй обмеженостi L-iндексу за напрямком, який
описує поводження логарифмiчної похiдної за напрямком та розподiл нулiв.
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Нам потрiбнi додатковi позначення.
Нехай gz0(t) := F (z0 + tb). Якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) 6= 0 для

всiх t ∈ Sz0, то Gb
r (F, z0) := ∅; якщо для заданого z0 ∈ Bn gz0(t) ≡ 0, то

Gb
r (F, z0) := {z0 + tb : t ∈ Sz0}. А якщо при деякому z0 ∈ Bn gz0(t) 6≡ 0 та a0

k —
нулi gz0(t), тобто, F (z0 + a0

kb) = 0, то

Gb
r (F, z0) :=

⋃
k

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤
r

L(z0 + a0
kb)

}
, r > 0.

Нехай
Gb
r (F ) =

⋃
z0∈Bn

Gb
r (F, z0). (2.29)

Через n
(
r, z0, 1/F

)
=
∑
|a0
k|≤r 1 позначимо лiчильну функцiю нулiв a0

k.
Теорема 2.6. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, L ∈ Qb,β(Bn) та Bn \
Gb
β(F ) 6= ∅. F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки

тодi, коли:
1) для кожного r ∈ (0, β] iснує P = P (r) > 0 таке, що для кожного z ∈

Bn\Gb
r (F ) ∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂b

∣∣∣∣ ≤ PL(z); (2.30)

2) для кожного r ∈ (0, β] знайдеться ñ(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Bn
при F (z0 + tb) 6≡ 0

n

(
r

L(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñ(r). (2.31)

Доведення. Необхiднiсть. Насамперед покажемо, що з умови F (z) є обме-
женого L-iндексу за напрямком випливає, що для кожного z0 ∈ Bn\Gb

r (F )
(r ∈ (0, β]) та кожного ãk = z0 + a0

kb справедлива така нерiвнiсть

|z0 − ãk| >
r|b|

2L(z̃0)λb2 (z0, r)
. (2.32)

Вiд супротивного, припустимо, що iснують z0 ∈ Bn\Gb
r (F ) та ãk = z0 + a0

kb

такi, що |z0 − ãk| ≤
r|b|

2L(z̃0)λb2 (z0, r)
≤ r|b|

2L(z0)
<

r|b|
L(z0)

. Звiдси, |a0
k| < r

L(z0) .

Але для λb2 виконуються такi оцiнки L(ãk) ≤ λb2
(
z0, r

)
L(z0), тому |z0 − ãk| =

|b| · |a0
k| ≤ r|b|

2L(ãk)
, тобто, |a0

k| ≤
r

2L(ãk)
. Отримали суперечнiсть з z̃0 ∈ Cn\Gb

r (F ).

Насправдi в (2.32) замiсть λb2
(
z0, r

)
можна взяти λb2 (r).

Виберемо в теоремi 2.5 R =
r

2λb2 (r)
. Тодi знайдеться P2 ≥ 1 та η ∈ (0, R)

такi, що для кожного z̃0 = z0 ∈ Bn та деякого r∗ ∈ [η,R] виконується нерiвнiсть
(2.25) з r∗ замiсть r. Тому за нерiвнiстю Кошi

|∂bF (z0)| ≤ L(z0)

r∗
max

{
|F (z0 + tb) : |t| = r∗/L(z0)

}
≤
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≤ P2
L(z0)

η
min{|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)}. (2.33)

На основi (2.32) для кожного z0 + t0b ∈ Bn\Gb
r (F ) множина{

z0 + tb : |t| ≤ r
2λb2 (r)L(z0)

}
не мiстить нулiв функцiї F (z0 + tb). Тому, застосо-

вуючи до 1/F , як функцiї вiд змiнної t, принцип максимуму модуля, маємо
|F (z0)| ≥ min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)

}
(2.34)

З нерiвностей (2.33) та (2.34) випливає (2.30) з P =
P2

η
.

Тепер доведемо, що для функцiї F обмеженого L-iндексу за напрямком b
знайдеться P3 > 0 таке, що для кожного z0 ∈ Bn (F (z0 + tb) 6≡ 0), r ∈ (0, 1]

n(r/L(z0), z0, 1/F ) min
{
|F (z0+tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤

≤ P3 max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1/L(z0)

}
. (2.35)

Застосовуючи нерiвнiсть Кошi та теорему 2.3 для всiх t ∈ Sz0 на колi |t| = 1

L(z0)
,

маємо ∣∣∣∂bF (z0+tb)
∣∣∣≤ L(z0)

β − 1
max

{
|F (z0)| : |θ−t|= β − 1

L(z0)

}
≤

≤ L(z0)

β − 1
max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = β

L(z0)

}
≤

≤ P1(1, β)

β − 1
L(z0) max

{
|F (z0+tb)| : |t| = 1

L(z0)

}
. (2.36)

Якщо ж F (z0 + tb) 6= 0 на колi
{
t ∈ Sz0 : |t| = r/L(z0)

}
, то

n

(
r

L(z0)
, z0,

1

F

)
=

∣∣∣∣ 1

2π i

∫
|t|= r

L(z0)

∂bF (z0 + tb)

F (z0 + tb)
dt

∣∣∣∣ ≤
≤

max
{∣∣∂bF (z0 + tb)

∣∣ : |t| = r/L(z0)
}

min {|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)}
r

L(z0)
. (2.37)

З (2.36) та (2.37) отримуємо
n
(
r/L(z0), z0, 1/F

)
min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤

≤ r

L(z0)
max

{
|∂bF (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤

≤ 1

L(z0)
max

{
|∂bF (z0 + tb)| : |t| = 1/L(z0)

}
≤

≤ P1(1, β)/(β − 1) max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1/L(z0)

}
.

Отже, вивели (2.35) з P3 =
P1(1, β)

β − 1
. Якщо функцiя F (z0 + tb) має нулi на колi

{t ∈ Dz0

R : |t| = r/L(z0)}, то нерiвнiсть (2.35) очевидна.
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Покладемо R = 1 у теоремi 2.5. Тодi iснують P2 = P2(1) ≥ 1 та η ∈ (0, 1)
такi, що для кожного z0 ∈ Bn та деякого r∗ = r∗(z0, t0) ∈ [η, 1]

max

{
|F (z0+tb)| : |t| = r∗

L(z0)

}
≤P2 min

{
|F (z0+tb)| : |t|= r∗

L(z0)

}
.

Далi, за теоремою 2.3 знайдеться P1 ≥ 1 таке, що для всiх z0 ∈ Bn

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1/L(z0)

}
≤

≤ P1(1, η) max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = η/L(z0)

}
≤

≤ P1(1, η) max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)

}
≤

≤ P1(1, η)P2 min
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)

}
.

Беручи до уваги (2.35), отримуємо
n
(
r∗/L(z0), z0, 1/F

)
min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)

}
≤

≤ P3P1(1, η)P2 min
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)

}
,

тобто, n
(

r∗

L(z0) , z
0, 1
F

)
≤ P1(1, η)P2P3. Звiдси,

n

(
r∗

L(z0)
, z0,

1

F

)
≤ P4 = P1(1, η)P2P3 =

P1(1, η)P2(1)P1(1, r + 1)

r
.

Якщо r ∈ (0, η], то властивiсть (2.31) доведена.
Нехай r ∈ (η, β] та L∗ = max

{
L(z0 + tb) : |t| = r

L(z0)

}
. Використовуючи

властивостi Qn
b, маємо L

∗ ≤ λb2 (r)L(z0). Покладемо ρ = η
L(z0)λb2 (r)

, R = r
L(z0) .

Можна накрити кожну множину K = {z0 + tb : |t| ≤ R} скiнченним числом
m = m(r) замкнених множин Kj = {z0 + tb : |t− tj| ≤ ρ}, де tj ∈ K. Оскiльки

η
λb2 (r)L(z0)

≤ η
L∗ ≤

η
L(z0+tjb) у кожному Kj мiститься не бiльше, нiж [P4] нулiв

функцiї F (z0 + tb). Тому n
(

r
L(z0) , z

0, 1/F
)
≤ ñ(r) = [P4]m(r) i властивiсть

(2.31) доведено.
Достатнiсть. Навпаки, вважатимемо, що умови (2.30) та (2.31) виконуються.
Згiдно з (2.31) для кожного R ∈ (0, β] iснує ñ(R) ∈ Z+ таке, що в кожнiй
множинiK =

{
z0 + tb : |t| ≤ R

L(z0)

}
число нулiв функцiї F (z0+tb) не перевищує

ñ(r).
Покладемо a = a(R) = Rλb1 (R)

2(ñ(R)+1) . За умовою (2.30) знайдеться P = P (a) =

P̃ (R) ≥ 1 таке, що
∣∣∣∂bF (z)
F (z)

∣∣∣ ≤ PL(z) for all z ∈ Bn\Gb
a для всiх z ∈ Bn\Gb

a , тобто,

для всiх z ∈ K, що лежать зовнi множин
b0
k =

{
z0 + tb : |t− a0

k| < a(R)/L(z0 + a0
kb)
}
,

де a0
k ∈ K нулi функцiї F (z0 + tb) 6≡ 0. З властивостей λb1 маємо λb1 (R)L(z0) ≤

λb1 (R, z0)L(z0) ≤ L(z0 +a0
kb). Тому |∂bF (z)

F (z) | ≤ PL(z) для всiх z ∈ Bn, що лежать
зовнi множин

c0
k=

{
z0+tb : |t−a0

k| ≤
a(R)

λb1 (R)L(z0+t0b)
=

R

2(ñ(R)+1)L(z0+t0b)

}
.
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Очевидно, що сума дiаметрiв множин c0
k не перевищує Rñ(R)

(̃n(R)+1)L(z0) <
R

L(z0) . Тому

знайдеться множина c̃0 =
{
z0 + tb : |t| = r

L(z0)

}
, де R

2(ñ(R)+1) = η(R) < r < R,

така, що для всiх z ∈ c̃0 справджується така нерiвнiсть∣∣∣∣∂bF (z)

F (z)

∣∣∣∣ ≤ PL(z) ≤ Pλb2 (r)L(z0) ≤ Pλb2 (R)L(z0).

Для будь-яких точок z1 = z0 + t1b та z2 = z0 + t2b з c̃0 маємо

ln

∣∣∣∣F (z0 + t1b)

F (z0 + t2b)

∣∣∣∣≤∫ t2

t1

∣∣∣∂bF (z0+ tb)

F (z0 + tb)

∣∣∣|dt|≤Pλb2 (R)L(z0)
2r

L(z0)
≤2RP (R)λb2 (R) .

Звiдси одержуємо

max

{
|F (z0+tb)| : |t| = r

L(z0)

}
≤P2min

{
|F (z0 + tb)| : |t|= r

L(z0)

}
,

де P2 = exp
{

2RP (R)λb2 (R)
}
. Отже, за теоремою 2.5 функцiя F (z) має обме-

жений L-iндекс за напрямком b. Теорема 2.6 доведена.

Нехай D — довiльна обмежена область в Bn така, що dist(D,Bn) > 0. Якщо
нерiвнiсть (2.2) виконується для всiх z ∈ D замiсть Bn, то аналiтична в Bn фун-
кцiя F називається функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b в обла-
стi D. Найменше таке цiле число m0 називається L-iндексом за напрямком
b ∈ Cn \ {0} в областi D та позначається Nb(F,L,D) = m0. Через D позначи-
мо замикання областi D.
Лема 2.9. НехайD — довiльна обмежена область у Bn така, що dist(D,Bn) > 0.
b ∈ Cn \ {0} — довiльний напрямок. Якщо L : Bn → R+ неперервна функцiя
така, що L(z) ≥ β

1−|z| , та F (z) — аналiтична в одиничнiй кулi функцiя така, що
(∀z0 ∈ D) : F (z0 + tb) 6≡ 0, то Nb(F,L,D) <∞.

Доведення. Для будь-якого фiксованого z0 ∈ D розвинемо аналiтичну функцiю
F (z0 + tb) у степеневий ряд за степенями t у крузi

{
t ∈ C : |t| ≤ 1

L(z0)

}
F (z0 + tb) =

∞∑
m=0

1

m!

∂pF (z0)

∂bm
tm. (2.38)

Величина 1
m!Lm(z0)

∣∣∂mF (z0)
∂bm

∣∣ є модулем коефiцiєнта степеневого ряду (2.38) у точцi
t ∈ C такої, що |t| = 1

L(z0) . Позаяк F (z) — аналiтична функцiя, для кожного
z0 ∈ D

1

m!Lm(z0)

∣∣∣∂mF (z0)

∂bm

∣∣∣→ 0 (m→∞),

тобто, iснує m0 = m(z0,b) таке, що нерiвнiсть (2.2) виконується у точцi z = z0

для всiх m ∈ Z+.
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Доведемо, що sup{m0 : z0 ∈ D} < +∞. Припустимо вiд супротивного, що
множина усiх значень m0 є необмеженою по z0, тобто, sup{m0 : z0 ∈ D} = +∞.
Звiдси, для кожного m ∈ Z+ iснує z(m) ∈ D та pm > m

1

pm!Lpm(z(m))

∣∣∣∣∂pmF (z(m))

∂bpm

∣∣∣∣ > max

{
1

k!Lk(z(m))

∣∣∣∣∂kF (z(m))

∂bk

∣∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ m

}
.

(2.39)
Оскiльки {z(m)} ⊂ D, знайдеться пiдпослiдовнiсть z′(m) → z′ ∈ G приm→ +∞.
За iнтегральною формулою Кошi

∂pbF (z)

p!
=

1

2πi

∫
|t|=r

F (z + tb)

tp+1
dt

для будь-якого p ∈ N, z ∈ D. Перепишемо (2.39) у виглядi

max

{
1

k!Lk(z(m))

∣∣∣∣∂kF (z(m))

∂bk

∣∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ m

}
<

<
1

Lpm(z(m))

∫
|t|=r/L(z(m))

|F (z(m) + tb)|
|t|pm+1

|dt| ≤ 1

rpm
max{|F (z)| : z ∈ Dr}, (2.40)

де Dr =
⋃
z∗∈D{z ∈ Cn : |z − z∗| ≤ |b|r

L(z∗)}. Можна взяти r ∈ (1, β), бо F —
аналiтична в одиничнiй кулi функцiя. Знаходячи границю для кожної похiдної
за напрямком фiксованого порядку у (2.40) при m→∞ отримаємо

(∀k ∈ Z+) :
1

k!Lk(z′)

∣∣∣∣∂kF (z′)

∂bk

∣∣∣∣ ≤ lim
m→∞

1

rpm
max{|F (z)| : z ∈ Dr} ≤ 0

при m→ +∞. Отже, усi похiднi за напрямком b функцiї F у точцi z′ дорiвню-
ють 0 i F (z′) = 0. З огляду на (2.38) F (z′ + tb) ≡ 0. Отримали суперечнiсть.

2.6 Обмеженiсть L-iндексу за напрямком аналiтичних розв’язкiв де-
яких рiвнянь з частинними похiдними

Розглянемо таке рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p−1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z). (2.41)

Спершу доведемо допомiжне твердження.
Лема 2.10. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn), F (z) — аналiтична в Bn функцiя
обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn, Bn\Gb

β(F ) 6= ∅. Тодi для кожного
r ∈ (0, β] та всiх m ∈ N iснує P = P (r,m) > 0 таке, що для всiх z ∈ Bn\Gb

r (F )
виконується нерiвнiсть |∂mb F (z)| ≤ PLm(z)|F (z)|.
Доведення. У теоремi 2.6 нами доведено, що якщо цiла функцiя F (z) є обме-
женого L-iндексу за напрямком b, то виконується (2.32), тобто, для кожного
z0 ∈ Bn\Gb

r (F ) (r ∈ (0, β]) та ãk = z0 + a0
kb виконується нерiвнiсть

|z0 − ãk| >
r|b|

2L(z0)λb2 (z0, r)
. (2.42)



90

Покладемо у теоремi 2.5 R = r
2λb2 (r)

. Тодi знайдуться P2 = P2(
r

2λb2 (r)
) ≥ 1 та

η( r
2λb2 (r)

) ∈ (0, r
2λb2 (r)

) такi, що для всiх z0 ∈ Bn, t0 ∈ Sz0 та деякого r∗ = r∗(z0) ∈
[η( r

2λb2 (r)
), r

2λb2 (r)
] виконується (2.25) з r∗ замiсть r. Застосовуючи нерiвнiсть Кошi,

отримуємо
|∂mb F (z0)|

m!
≤ Lm(z0)

(r∗)m
max

{
|F (z0+tb)| : |t| = r∗/L(z0+t0b)

}
≤

≤ P2
Lm(z0)

ηm
min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗/L(z0)

}
.

З (2.42) для кожного z0 ∈ Bn\Gb
r (F ) множина

{
z0 + tb : |t| ≤ r

2λb2 (r)L(z0)

}
не

мiстить нулiв функцiї F (z0 + tb). Застосовуючи до 1
F (z0+tb) принцип максимуму

модуля за змiнною t ∈ Sz0, отримаємо |F (z0)| ≥ min
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r∗

L(z0)

}
.

Отже, |∂mb F (z0)| ≤ m! P2

ηmL
m(z0)|F (z0)|. Тобто, отримали потрiбну нерiвнiсть

з P = P2m!η−m.

Використовуючи лему 2.10, покажемо правильнiсть такої теореми.
Теорема 2.7. Нехай β > 1, L ∈ Qb,β(Bn), g0(z), . . . , gp(z), h(z) — аналiтичнi
в Bn функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком b, Bn\Gb

β(g0) 6= ∅ та для
кожного r ∈ (0; β] iснує T = T (r) > 0 таке, що для кожного z ∈ Bn\Gb

r (g0)
та j = 1, . . . , p виконується нерiвнiсть

|gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|. (2.43)

Тодi аналiтична функцiя F (z), z ∈ Bn, яка задовольняє рiвняння (2.41), має
обмежений L-iндекс за напрямком b.

Доведення. Для фiксованого z0 ∈ Bn нехай b0
k — нулi функцiї g0(z

0 + tb) та
{c0

k} — множина нулiв усiх функцiй g0(z
0 + tb), g1(z

0 + tb), . . . , gp(z
0 + tb) та

h(z0 + tb), як функцiй вiд однiєї змiнної t ∈ Sz0. Очевидно, що справедливим є
таке включення {b0

k} ⊂ {c0
k}. Покладемо

Gb
r (z0) =

⋃
k

{
z0 + tb : |t− c0

k| ≤
r

L(z0 + c0
kb)

}
, Gb

r =
⋃
z0

Gb
r (z0).

Легко бачити, щоGb
r = Gb

r (h)∪⋃p
j=1G

b
r (gj). Припустимо, що Bn\Gb

r (g0) 6= ∅.
З леми 2.10 та нерiвностi (2.43) випливає, що для кожного r ∈ (0, β] знайдеться
T ∗ = T ∗(r) > 0 таке, що для всiх z ∈ Bn \Gb

r виконуються нерiвностi

|∂bh(z)| ≤ T ∗|h(z)|L(z), |gj(z)| ≤ T ∗|g0(z)|Lj(z), j ∈ {1, 2, . . . , p, },
|∂bgj(z)|≤P (r)L(z)|gj(z)| ≤ T ∗(r)|g0(z)|Lj+1(z), j ∈ {0, 1, 2, . . . , p, }.

Вiд рiвняння (2.41) обчислимо похiдну за напрямку b :

g0(z)∂p+1
b F (z) +

p∑
j=1

gj(z)∂p+1−j
b F (z) +

n∑
j=0

∂bgj(z)∂p−jb F (z) = ∂bh(z).
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З отриманої рiвностi випливає, що для всiх z ∈ Bn \Gb
r :

|g0(z)||∂p+1
b F (z)| ≤ |∂bh(z)|+

p∑
j=1

|gj(z)||∂p+1−j
b F (z)|+

+

p∑
j=0

|∂bgj(z)||∂p−jb F (z)|≤T ∗|h(z)|L(z) +

p∑
j=1

|gj(z)||∂p+1−j
b F (z)|+

+

p∑
j=0

|∂bgj(z)||∂p−jb F (z)| ≤ T ∗L(z)

p∑
j=0

|gj(z)||∂p−jb F (z)|+

+

p∑
j=1

|gj(z)||∂p+1−j
b F (z)|+

p∑
j=0

|∂bgj(z)||∂p−jb F (z)| ≤

≤ T ∗|g0(z)|
(
T ∗L(z)

p∑
j=0

Lj(z)|∂p−jb F (z)|+
p∑
j=1

Lj(z)|∂p+1−j
b F (z)|+

+

p∑
j=0

Lj+1(z)|∂p−jb F (z)|
)

= T ∗|g0(z)|Lp+1(z)| ((T ∗ + 1)×

×
p∑
j=0

1

Lp−j(z)
|∂p−jb F (z)|+

p∑
j=1

|∂p+1−j
b F (z)|
Lp+1−j(z)

)
≤

≤T ∗((T ∗ + 1)(p+ 1) + p)|g0(z)|Lp+1(z) max

{
|∂jbF (z)|
Lj(z)

: 0 ≤ j ≤ p

}
.

Отже, для кожного r > 0 iснує P3 = P3(r) > 0 таке, що для всiх z ∈ Bn \ Gb
r

виконується нерiвнiсть

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤P3 max

{
|∂jbF (z)|
Lj(z)

: 0 ≤ j ≤ p

}
. (2.44)

Нехай z0 + t0b — довiльна точка з Bn таK0 =
{
z0+tb : |t|≤β/L(z0)

}
. Але

g0, g1, . . . , gp, h — аналiтичнi в Bn функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком
b. Звiдси за теоремою 2.6 множинаK0 мiстить щонайбiльшеN < +∞ елементiв
множини {c0

k} та N — незалежне вiд z0.

Нехай K̃0
k =

{
z0 + tb : |t− c0

k| ≤
λb1 (β)(β − 1)

8(N + 1)L(z0 + c0
kb)

}
. З умови L ∈

Qb,β(Bn) випливає, що L(z0 + c0
kb) ≥ λb1 (1)L(z0). За умови c0

k ∈ K0 маємо,
що K̃0

k є пiдмножиною K0
k

K̃0
k ⊂ K0

k =

{
z0 + tb : |t− c0

k| ≤
β − 1

8(N + 1)L(z0)

}
.

Пiдсумовуючи проведенi мiркування, робимо висновок, що для z0 + tb ∈
K0 \⋃c0k∈K0 K0

k нерiвнiсть (2.44) правильна з P3 = P3

(
λb1 (β)(β − 1)

8(N + 1)

)
.



92

Знову для таких z0 + tb ∈ K0 \ ⋃c0k∈K0 K0
k справедлива оцiнка L(z0) ≥

L(z0 + tb)

λb2 (β)
. Використовуючи (2.44), маємо

|∂p+1
b F (z0+tb)|
Lp+1(z0)

≤λb2 (β)
|∂p+1

b F (z0+tb)|
Lp+1(z0+tb)

≤P3(λ
b
2 (β))p+1 max

0≤j≤p

{
|∂jbF (z0+tb)|
Lj(z0+tb)

}
≤

≤ P3(λ
b
2 (β))p+1 max

{
|∂jbF (z0 + tb)|

Lj(z0)

(
1

λb1 (β)

)j
: 0 ≤ j ≤ p

}
≤

≤ P3

(
λb2 (β)

λb1 (β)

)p
λb1 (β) max

{
|∂jbF (z0 + tb)|
Lj(z0+t0b)

: 0 ≤j ≤p
}

= P4gz0(t), (2.45)

де P4 = P3λ
b
2 (β)

(
λb2 (β)

λb1 (β)

)p
та gz0(t) = max

{
|∂jbF (z0+tb)|

Lj(z0) : 0 ≤ j ≤ p
}
. Нехай D

— сума дiаметрiв множин K0
k . Тодi

D ≤ 2|b|(β − 1)N

8(N + 1)L(z0)
≤ |b|(β − 1)

4L(z0)
.

Тому знайдуться радiуси r1 ∈
[
β
4 ,

β
2

]
та r2 ∈

[
β + 1

2
, β

]
з такою властивiстю:

якщо z0 + tb ∈ Cj =

{
z0 + tb : |t| = rj

L(z0)

}
, для одного j ∈ {1, 2}, то z0 + tb ∈

K0 \ ⋃c0k∈K0 K0
m. Вiзьмемо двi довiльнi точки z0 + t1b ∈ C1 та z0 + t2b ∈ C2 i

з’єднаємо їх гладкою кривою γ = {z0 + tb : t = t(s), 0 ≤ s ≤ T} такою, що
F (z0 + t(s)b) 6= 0 та γ ⊂ K0 \⋃c0k∈K0 K0

m. Цю криву можна вибрати так, щоб її
довжина задовольняла оцiнку

|γ|≤|b|
(
πr1

L(z0)
+
r2 − r1

L(z0)
+

πN(β−1)

8(N+1)L(z0)

)
≤|b|

(
r2 + (π − 1)r1

L(z0)
+
π(β − 1)

8L(z0)

)
≤

≤ |b| 1

L(z0)

(
(π − 1)β

2
+ β +

π(β − 1)

8

)
<

3πβ|b|
L(z0)

. (2.46)

Тодi нерiвнiсть (2.45) справедлива на γ, тобто,

|∂p+1
b F (z0 + t(s)b)|

Lp+1(z0)
≤ P4gz0(t(s)), 0 ≤ s ≤ T.

У доведеннi теореми 2.4 отримали, що функцiя gz0(t0, t(s)) неперервна на
[0, T ] та неперервно диференцiйовна за винятком, можливо, скiнченного числа
точок. Крiм того, для комплексно-значної функцiї вiд дiйсної змiнної виконує-

ться
d

ds
|ϕ(s)| ≤

∣∣∣∣ ddsϕ(s)

∣∣∣∣ , крiм точок, в яких ϕ(s) = 0.

З врахуванням (2.45) маємо

d

ds
gz0(t(s))≤max

{
d

ds

|∂jbF (z0+t(s)b)|
Lj(z0))

: 0≤j≤p
}
≤
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≤ max

{
|∂j+1

b F (z0 + t(s)b)|
Lj+1(z0)

|t′(s)|L(z0) : 0 ≤ j ≤ p

}
≤

≤ max

{
|∂j+1

b F (z0 + t(s)b)|
Lj+1(z0)

: 0≤j≤p;
∣∣∣∣∂p+1F (z0+t(s)b)

∂bp+1

∣∣∣∣
}
×

×|t′(s)|L(z0) ≤ P5gz0(t(s))|t′(s)|L(z0).

де P5 = max{1, P4}. Але (2.46) — iстинна, тому∣∣∣∣ln gz0(t2)

gz0(t1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ T

0

1

gz0(t(s))

d

ds
gz0(t(s))ds

∣∣∣∣ ≤
≤ P5L(z0)

∫ T

0

|t′(s)|ds ≤ P5L(z0)|γ| ≤ 3πβ|b|P5,

тобто gz0(t2) ≤ gz0(t1) exp{3πβ|b|P5}. Виберемо t2 так, аби |F (z0 + t2b)| =
max{|F (z0 + tb)| : z0 + tb ∈ C2}. Звiдси,

max

{
|F (z0 + tb)| : |t|= β+1

2L(z0)

}
≤ |F (z0+t2b)|≤gz0(t2)≤gz0(t1) exp{3πβ|b|P5}.

Позаяк z0 + t1b ∈ C1 застосуємо нерiвнiсть Кошi за змiнною t для всiх
j = 1, 2, . . . , p, та отримуємо

|∂jbF (z0+t1b)|≤j!
(
10L(z0)

)j
max

{
|F (z0+tb)| : |t−t1|=

1

2βL(z0)

}
≤

≤ p!
(
10L(z0)

)j
max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1

βL(z0)

}
.

Звiдси випливає, що

gz0(t1) ≤ p!10p max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1

βL(z0)

}
(2.47)

З нерiвностей (2.6) та (2.47) маємо

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = β + 1

2L(z0)

}
≤ p!10p exp{|b|P5}×

×max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 1

βL(z0)

}
.

Тодi за лемою 2.8 аналiтична функцiя F (z) є обмеженого L-iндексу за напрям-
ком b.

2.7 Зростання аналiтичних в Bn функцiй обмеженого L-iндексу за
напрямком

Позначимо a+ = max{a, 0}, u(r) = u(z0, θ, r) = L(z0 + reiθb).
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Теорема 2.8. Нехай L : Bn → R+, для кожного z0 ∈ Bn, θ ∈ [0, 2π] функцiя
L(z0 + reiθb) — неперервно диференцiйовна вiд дiйсної змiнної r ∈ [0, 1−|z0|

|b| ).

Якщо аналiтична в Bn функцiя F є обмеженого L-iндексу за напрямком b,

то для кожного z0 ∈ Bn, θ ∈ [0, 2π], r ∈ [0, 1−|z0|
|b| ) та кожного цiлого числа

p ≥ 0

ln max
|t|=r

( |∂pbF (z0+tb)|
p!Lp(z0+tb)

)
≤ lnmax

{ |∂kbF (z0)|
k!Lk(z0)

: 0≤k≤N
}

+

+ max
θ∈[0,2π]

∫ r

0

{
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−u′t(z0, θ, t))+

L(z0 + teiθb)

}
dt (2.48)

Коли ж, крiм того, для кожного z0 ∈ Bn (−u′(r))+ /(L2(z0 + reiθb)) → 0 при
r → 1−|z0|

|b| рiвномiрно по θ ∈ [0, 2π], тодi для всiх z0 ∈ Bn та θ ∈ [0, 2π]

lim
r→(1−|z0|)/|b|

ln |F (z0 + reiθb)|∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1, (2.49)

Доведення. Зазначимо, що при z0 ∈ Bn та r ∈ [0, 1−|z0|
|b| ) маємо z0 + reiθb ∈ Bn.

Дiйсно, |z0 + reiθb| ≤ |z0|+ |r| · |b| < |z0|+ 1−|z0|
|b| · |b| = 1.

Позначимо N = Nb(F,L,Bn). Для фiксованого z0 ∈ Bn та θ ∈ [0, 2π] роз-
глянемо функцiю

g(r) = max

{|∂kbF (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0 + reiθb)

: 0 ≤ k ≤ N

}
. (2.50)

Позаяк функцiя |∂
k
bF (z0+reiθb)|
k!Lk(z0+reiθb)

є неперервно диференцiйовною вiд дiйсної змiн-

ної r ∈ [0, 1−|z0|
|b| ), вiдповiдно функцiя g також неперервно диференцiйовна на

[0, 1−|z0|
|b| ), крiм, можливо, злiченної множини точок та

g′(r)≤max

{
d

dt

( |∂kbF (z0+reiθb)|
k!Lk(z0+reiθb)

)
: 0≤k≤N

}
≤

≤ max
0≤k≤N

{|∂k+1
b F (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0 + reiθb)

− |∂
k
bF (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0 + reiθb)

ku′(r)

L(z0 + reiθb)

}
≤

≤max

{ |∂k+1
b F (z0 + reiθb)|

(k + 1)!Lk+1(z0 + reiθb)
(k + 1)L(z0 + reiθb)+

|∂kbF (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0+reiθb)

k×

× (−u′(r))+

L(z0+reiθb)
: 0 ≤ k ≤ N

}
≤ g(r)

(
(N + 1)L(z0 + reiθb) ++N

(−u′(r))+

L(z0+reiθb)

)
.

Отже, маємо
d

dr
ln g(r) ≤ (N + 1)L(z0 + reiθb) +N

(−u′(r))+

L(z0 + reiθb)
.

Функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком, вiдповiдно g(0) 6= 0 та

g(r)≤g(0) exp

{∫ r

0

(
(N+1)L(z0+teiθb)+N

(−u′(t))+

L(z0+teiθb)

)
dt

}
,
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тодi

ln g(r)≤ ln g(0)+

∫ r

0

(
(N+1)L(z0+teiθb) +N

(−u′(t))+

L(z0 + teiθb)

)
dt,

при r → 1−|z0|
|b| . Використовуючи (2.50), отримуємо (2.48). У випадку, якщо для

кожного z0∈Bn
(
−∂L(z0+reiθb)

∂b

)+

/(L2(z0 + reiθb))→ 0 при r → 1−|z0|
|b| рiвномiрно

стосовно θ∈ [0, 2π], то

g(r) ≤ g(0) exp

{
(N + 1)

∫ r

0

(
L(z0 + teiθb) +

(−u′t(z0, θ, t))+

L(z0 + teiθb)

)
dt

}
=

= g(0) exp

{
(N + 1)(1 + o(1))

∫ r

0

L(z0 + teiθb)dt

}
, r → 1− |z0|

|b| ,

Отже, |F (z0+reiθb)|≤g(r) ≤ g(0) exp
{

(N+1)(1+o(1))
∫ r

0 L(z0+teiθb)dt
}
, r →

1−|z0|
|b| , для θ ∈ [0, 2π], z0 ∈ Bn, звiдки

ln |F (z0 + reiθb)| ≤ g(0) + (N + 1)(1 + o(1))

∫ r

0

L(z0 + teiθb)dt, r → 1− |z0|
|b| .

(2.51)
Навiть бiльше, для кожного z0 ∈ Bn та θ ∈ [0, 2π] маємо

lim
r→ 1−|z0|

|b|

ln |F (z0 + reiθb)|∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1.

Для n = 1 теорема 2.8 — це певне покращення результату Шеремети та
Строчик [283], бо усунуто припущення l = l(|z|).
Наслiдок 2.2. Нехай F : Bn → C — аналiтична функцiя обмеженого L-
iндексу за напрямком b, N = Nb(F,L,Bn), z0 — фiксована точка в Bn така, що
F (z0) = 1. За цих умов для кожного r ∈ [0, 1−|z0|

|b| ) справджується нерiвнiсть∫ r

0

n(t, z0, 1/F )

t
dt ≤ ln max{|F (z0 + tb)| : |t| = r} ≤

≤ ln max

{
1

p!Lp(z0)

∣∣∣∣∂pF (z0)

∂bp

∣∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ N

}
+

+ max
θ∈[0,2π]

∫ r

0

{
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−L′t(z0 + teiθb))+

L(z0 + teiθb)

}
dt.

Доведення. Розглянемо функцiю F (z0 + tb) як функцiю вiд однiєї змiнної t.
Тодi першу нерiвнiсть отримуємо з класичної теореми Єнсена. Друга нерiвнiсть
натомiсть випливає з (2.48) для p = 0.
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Висновки до роздiлу 2

Основнi здобутки другого роздiлу:
1) отримано твердження, якi встановлюють зв’язок мiж аналiтичною в ку-

лi функцiєю F (z) обмеженого L-iндексу за напрямом та функцiями-
зрiзками вiд однiєї змiнної вигляду F (z + tb), де t ∈ Sz, i вказано ви-
моги на множину A, за яких справджуватиметься рiвнiсть Nb(F,L,Bn) =

max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ A}, де lz0(t) ≡ L(z0 + tb), gz0(t) = F (z0 + tb).

2) для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй обмеженого L-iндексу за на-
прямком встановлено критерiї, що описують локальне поводження ча-
стинних похiдних, максимуму модуля, мiнiмуму модуля на колi, лога-
рифмiчної похiдної за напрямком та розподiлу нулiв на зрiзках вигляду
{z0 + tb : t ∈ C};

3) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком аналiти-
чних в одиничнiй кулi розв’язкiв лiнiйних неоднорiдних рiвнянь n-го по-
рядку з похiдними за напрямком;

4) встановлено оцiнки зростання функцiй з цього класу.
Результати другого роздiлу опублiковано в статтi [64], а також доповiдалися

на конференцiях [11–13,27,28,258].
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РОЗДIЛ 3. АНАЛIТИЧНI В КУЛI ФУНКЦIЇ ОБМЕЖЕНОГО
L-IНДЕКСУ ЗА СУКУПНIСТЮ ЗМIННИХ

Роздiл присвячений аналiтичним в одиничнiй кулi функцiям. Для них вво-
диться поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, де L : Cn → Rn

+

— неперервна вектор-функцiя, та встановлюється цiлий ряд критерiїв, що опи-
сують локальне поводження їхнiх похiдних. Крiм того, вивчаються властивостi
розвинень у степеневий ряд функцiй з цього класу та доводиться аналог тео-
реми Хеймана, яка застосовується до дослiдження властивостей аналiтичних
розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними. Розглядаються асимптоти-
чне поводження аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй, мiра нульової множини
цих функцiй та оцiнки частинних логарифмiчних похiдних функцiй з цього
класу.

Нещодавно здобувач разом з Н.В. Петречко та О. Б. Скаскiвим [54] запро-
понували пiдхiд до розгляду обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних для
аналiтичних в полiкрузi функцiй, де L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), lj : Cn → R+ — до-
датнi неперервнi функцiї, j ∈ {1, . . . , n}. Хоча Дж. Ґ. Крiшна та С. М.Шах [146]
ввели ранiше аналiтичну в областi (непорожнiй вiдкритiй зв’язнiй множинi)
Ω ⊂ Cn (n ∈ N) функцiю обмеженого iндексу вiдносно α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+.

Але аналiтична в областi функцiя обмеженого iндексу за Крiшною i Шахом
насправдi буде цiлою функцiєю. Це випливає з необхiдної умови обмеженостi l-
iндексу для аналiтичних в крузi функцiй ( [206, теорема 3.3,с.71]):

∫ r
0 l(t)dt→∞

при r → 1 (вiзьмемо l(t) ≡ α1). Тому виникає необхiднiсть ввести та дослiди-
ти обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних для аналiтичних в полiкруговiй
областi функцiй. Вище згадана праця [54] присвячена аналiтичним у полiкрузi
функцiям. Крiм полiкруга, iншим важливим прикладом полiкругової областi
в Cn є куля. У зв’язку з цим варто згадати монографiї [186, 245] про просто-
ри голоморфних функцiй в одиничнiй кулi з Cn : простори Бергмана, Гардi,
Бєсова, Лiпшиця, Блоха, тощо. Це все свiдчить про важливiсть дослiдження
властивостей голоморфних в одиничнiй кулi функцiй.

У цьому роздiлi введемо у розгляд та вивчатимемо аналiтичнi в кулi функцiї
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

3.1 Основнi означення та позначення

Нам потрiбнi деякi типовi позначення. Позначимо R+ = [0,+∞), 0 =

(0, . . . , 0) ∈ Rn
+, 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn

+, 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) ∈ Rn
+,

R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn, |z| =

√∑n
j=1 |zj|2. Для A =
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(a1, . . . , an) ∈ Rn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn використовуватимемо формальнi позна-
чення без порушення умов iснування вiдповiдних виразiвAB = (a1b1, · · · , anbn),
A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), A

B = ab11 a
b2
2 · . . . · abnn , а запис A < B означає, що

aj < bj, j ∈ {1, . . . , n}; подiбним чином визначається вiдношення A ≤ B. Для
K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позначимо K! = k1! · . . . · kn!, ‖K‖ = k1 + · · ·+ kn. Дода-
вання, скалярне множення та спряження визначенi в Cn покомпонентно. Для
z ∈ Cn та w ∈ Cn визначимо 〈z, w〉 = z1w1 + · · · + znwn, де wk — комплексно
спряжене число до wk. Полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0

j | < rj, j = 1, . . . , n} по-
значаємо через Dn(z0, R), його кiстяк {z ∈ Cn : |zj − z0

j | = rj, j = 1, . . . , n}
— через Tn(z0, R), замкнений полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0

j | ≤ rj, j = 1, . . . , n}
— через Dn[z0, R], Dn = Dn(0,1), D = {z ∈ C : |z| < 1}. Вiдкрита куля
{z ∈ Cn : |z − z0| < r} позначається через Bn(z0, r), її топологiчна межа — це
сфера Sn(z0, r) = {z ∈ Cn : |z− z0| = r}, замкнена куля {z ∈ Cn : |z− z0| ≤ r}
— через Bn[z0, r], Bn = Bn(0, 1), D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ та частинних похiдних аналiтичної в Bn функцiї
F (z) = F (z1, . . . , zn) використовуємо запис

F (K)(z) =
∂‖K‖F

∂zK
=

∂k1+···+knF

∂zk1
1 . . . ∂zknn

.

Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Bn → R+ — неперервна функцiя така,
що

(∀z ∈ Bn) : lj(z) > β/(1− |z|), j ∈ {1, . . . , n}, (3.1)
де β >

√
n — деяка стала.

С.Н. Строчик, М.М. Шеремета, В.О. Кушнiр [206, 283] накладали подiбну
умову для функцiї l : D→ R+ та l : G→ R+, де G — довiльна область у C.
Зауваження 3.1. Зазначимо, що при R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, z0 ∈ Bn та z ∈
Dn[z0, R/L(z0)] маємо, що z ∈ Bn. Справдi, |z| ≤ |z−z0|+ |z0| ≤

√∑n
j=1

r2
j

l2j (z
0)

+

|z0| <
√∑n

j=1

r2
j

β2 (1− |z0|)2 + |z0| = (1−|z0|)
β

√∑n
j=1 r

2
j + |z0| ≤ (1−|z0|)

β β + |z0| = 1.
Аналiтична функцiя F : Bn → C називається функцiєю обмеженого L-

iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ Bn
та всiх J ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
. (3.2)

Найменше таке цiле число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних
функцiї F та позначається через N(F,L,Bn).

Через Q(Bn) позначимо клас функцiй L, якi задовольняють (3.1) та для
кожного j∈{1, . . . , n} та деякого R = (r1, . . . , rn)

sup
z,w∈Bn

{
lj(z)

lj(w)
: |zk − wk| ≤

rk
min{lk(z), lk(w)} , k ∈ {1, . . . , n}

}
<∞, (3.3)
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Не складно перевiрити, що клас Q(Bn) можна визначити так:

(∀R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞, (3.4)

де

λ1,j(R) = inf
z0∈Bn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
, (3.5)

λ2,j(R) = sup
z0∈Bn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
. (3.6)

Λ1(R) = (λ1,1(R), . . . , λ1,n(R)), Λ2(R) = (λ2,1(R), . . . , λ2,n(R)), (3.7)

i L задовольняє умову (3.1). Вiдтак, умови (3.4) й (3.3) рiвносильнi.
Приклад 3.1. Функцiя F (z) = exp{ 1

(1−z1)(1−z2)} має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних з L(z) =

(
1

(1−|z1|)2(1−|z|) ,
1

(1−|z|)(1−|z2|)2

)
та N(F,L,Bn) = 0.

Позначимо L̃(z) = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)). Запис L � L̃ означає, що iснують θ1 ∈
R+, θ2 ∈ R+ такi, що ∀z ∈ Bn θ1l̃j(z) ≤ lj(z) ≤ θ2l̃j(z) для кожного j ∈
{1, . . . , n}.

3.2 Властивостi Q(Bn).

Тут розглянемо деякi потрiбнi нам властивостей допомiжного класу Q(Bn).
Подiбнi твердження для Cn доведенi в пiдроздiлi 6.1.
Лема 3.1. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), lj : Bn → C та ∂lj

∂zm
— неперервнi

функцiї в Bn, для всiх j, m ∈ {1, 2, . . . , n}. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n}
функцiя |lj(z)| задовольняє (3.1) та iснує P > 0 та c > 0 такi, що для всiх
z ∈ Bn та кожного j,m ∈ {1, 2, . . . , n}

1

c+ |lj(z)|

∣∣∣∣∂lj(z)

∂zm

∣∣∣∣ ≤ P, (3.8)

то L∗ ∈ Q(Bn), де L∗(z) = (c+ |l1(z)|, . . . , c+ |ln(z)|).
Доведення. Зрозумiло, що функцiя L∗(z) є додатною та неперервною. Для за-
даних z ∈ Bn, z0 ∈ Bn визначимо аналiтичну криву ϕ : [0, 1]→ Bn

ϕj(τ) = z0
j + τ(zj − z0

j ), j ∈ {1, 2, . . . , n},
де τ ∈ [0, 1]. Вiдомо, що для будь-якої неперервно диференцiйовної функцiї g вiд
дiйсної змiнної τ справджується нерiвнiсть d

dt|g(τ)| ≤ |g′(τ)| скрiзь, крiм точок,
в яких g(τ) = 0. Використовуючи обмеження цiєї леми, встановимо верхню
оцiнку λ2,j(z0, R) :

λ2,j(z0, R) = sup

{
c+ |lj(z)|
c+ |lj(z0)| : z ∈ Dn

[
z0,

R

L∗(z0)

]}
=

= sup
z∈Dn

[
z0, R

L∗(z0)

]{exp
{

ln(c+ |lj(z)|)− ln(c+ |lj(z0)|)
}}

=
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=sup

{
exp

{∫ 1

0

d(c+ |lj(ϕ(τ))|)
c+ |lj(ϕ(τ))|

}
: z ∈ Dn

[
z0,

R

L∗(z0)

]}
≤

≤ sup
z∈Dn

[
z0, R

L∗(z0)

]
{

exp

{∫ 1

0

n∑
m=1

|ϕ′m(τ)|
c+ |lj(ϕ(τ))|

∣∣∣∣∂lj(ϕ(τ))

∂zm

∣∣∣∣ dτ
}}
≤

≤ sup
z∈Dn

[
z0, R

L∗(z0)

]
{

exp

{∫ 1

0

n∑
m=1

P |zm − z0
m|dτ

}}
≤

≤ sup
z∈Dn

[
z0, R

L∗(z0)

]
{

exp

{
n∑

m=1

Prj
c+ |lm(z0)|

}}
≤ exp

(
P

c

n∑
m=1

rj

)
.

Звiдси для всiх R ≥ 0 λ2,j(R) = sup
z0∈Bn

λ2,j(z
0, η) ≤ exp

(
P
c

n∑
m=1

rj

)
< ∞.

Використовуючи d
dt |g(t)| ≥ −|g′(t)|, можна довести, що для кожного η ≥ 0

λ1,j(R) ≥ exp

(
−P

c

n∑
m=1

rj

)
> 0. Тому L∗ ∈ Q(Bn).

Зокрема, коли L(z) = (l1(R), . . . , ln(R)), R = (|z1|, . . . , |zn|), для кожного j ∈
{1, . . . , n}функцiя lj(R) — додатна неперервно диференцiйовна та |∇ ln lj(R)| ≤
P для всiх |R| < 1, тодi L ∈ Q(Bn), де ∇lj(R) = (

∂lj(R)
∂r1

, . . . ,
∂lj(R)
rn

).

Доведемо таку лему.
Лема 3.2. Якщо L ∈ Q(Bn), то для кожного j ∈ {1, . . . , n} та будь-якого
фiксованого z∗ ∈ Bn |zj|lj(z∗ + zj1j)→∞ при |z∗ + zj1j| → 1− 0.

Доведення. Зважаючи на (3.1), маємо lj(z
∗ + zj1j) ≥ β

1−|z∗+zj1j | → +∞ при
|z∗ + zj1j| → 1− 0.

3.3 Локальне поводження похiдних функцiї обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних

Наступна теорема є базовою в теорiї функцiй обмеженого iндексу. Вона необ-
хiдна для встановлення ефективнiших критерiїв обмеженостi iндексу, якi опису-
ють поводження максимуму модуля на колi (кiстяку полiкруга) чи поводження
логарифмiчної похiдної.
Теорема 3.1. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли для кожного R ∈ Rn

+,
|R| ≤ β, знайдеться n0 ∈ Z+, p0 > 0 таке, що для всiх z0 ∈ Bn iснує K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, та

max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (3.9)
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Доведення. Нехай F — аналiтична функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних N = N(F,L,Bn) <∞. Для кожного R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, покладемо

q = q(R) = [2(N + 1)‖R‖
n∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N+1] + 1

де [x] — цiла частина дiйсного числа x. Для p ∈ {0, . . . , q} та z0 ∈ Bn позначимо

Sp(z
0, R) = max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
,

S∗p(z
0, R) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
.

Використовуючи (3.5) та Dn
[
z0, pR

qL(z0)

]
⊂ Dn

[
z0, R

L(z0)

]
, маємо

Sp(z
0, R) =max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

LK(z0)

LK(z0)
: ‖K‖ ≤N, z ∈Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
≤

≤ S∗p(z
0, R) max

{
n∏
j=1

lNj (z0)

lNj (z)
: z ∈ Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
≤ S∗p(z

0, R)
n∏
j=1

(λ1,j(R))−N .

(3.10)
а тодi з врахуванням (3.6) виводимо

S∗p(z
0, R)=max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

LK(z)

LK(z0)
: ‖K‖≤N, z ∈ Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
≤

≤max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

(Λ2(R))K : ‖K‖ ≤N, z ∈ Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
≤

≤Sp(z0, R)
n∏
j=1

(λ2,j(R))N . (3.11)

Нехай K(p) ∈ Zn+ при ‖K(p)‖ ≤ N та z(p) ∈ Dn
[
z0, pR

qL(z0)

]
вибранi так, аби

S∗p(z
0, R) =

|F (K(p))(z(p))|
K(p)!LK(p)(z0)

(3.12)

За принципом максимуму модуля z(p) ∈ Tn(z0, pR
qL(z0)), тому z

(p) 6= z0. Вiзьмемо

z̃
(p)
j = z0

j + p−1
p (z

(p)
j − z0

j ). Тодi для кожного j ∈ {1, . . . , n} маємо

|z̃(p)
j − z0

j | =
p− 1

p
|z(p)
j − z0

j | =
p− 1

p

prj
qlj(z0)

, (3.13)

|z̃(p)
j − z

(p)
j | = |z0

j +
p− 1

p
(z

(p)
j − z0

j )− z(p)
j | =

1

p
|z0
j − z(p)

j | =
rj

qlj(z0)
. (3.14)

З (3.13) отримуємо, що z̃(p) ∈ Dn
[
z0, (p−1)R

q(R)L(z0)

]
та S∗p−1(z

0, R) ≥ |F (K(p))(z̃(p))|
K(p)!LK

(p)
(z0)

.

Натомiсть з (3.12) випливає

0 ≤ S∗p(z
0, R)− S∗p−1(z

0, R) ≤ |F
(K(p))(z(p))| − |F (K(p))(z̃(p))|

K(p)!LK(p)(z0)
=
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=
1

K(p)!LK(p)(z0)

∫ 1

0

d

dt
|F (K(p))(z̃(p) + t(z(p) − z̃(p)))|dt ≤

≤ 1

K(p)!LK(p)(z0)

∫ 1

0

n∑
j=1

|z(p)
j − z̃

(p)
j |
∣∣∣F (K(p)+1j)(z̃(p)+t(z(p) − z̃(p)))

∣∣∣ dt=
=

1

K(p)!LK(p)(z0)

n∑
j=1

|z(p)
j − z̃

(p)
j |
∣∣∣F (K(p)+1j)(z̃(p) + t∗(z(p) − z̃(p)))

∣∣∣ , (3.15)

де 0 ≤ t∗ ≤ 1, z̃(p) + t∗(z(p) − z̃(p)) ∈ Dn(z0, pR
qL(z0)). Для z ∈ Dn(z0, pR

qL(z0)) та
J ∈ Zn+, ‖J‖ ≤ N + 1 маємо

|F (J)(z)|LJ(z)

J !LJ(z0)LJ(z)
≤ (Λ2(R))J max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(R))N+1(λ1,j(R))−N max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(R))N+1(λ1,j(R))−NS∗p(z
0, R).

З (3.15) та (3.14) одержуємо

0 ≤ S∗p(z
0, R)− S∗p−1(z

0, R) ≤
n∏
j=1

(λ2,j(R))N+1(λ1,j(R))−N×

×S∗p(z0, R)
n∑
j=1

(k
(p)
j + 1)lj(z

0)|z(p)
j − z̃

(p)
j | =

=
n∏
j=1

(λ2,j(R))N+1(λ1,j(R))−N
S∗p(z

0, R)

q(R)

n∑
j=1

(k
(p)
j + 1)rj ≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(R))N+1(λ1,j(R))−N
S∗p(z

0, R)

q(R)
(N + 1)‖R‖ ≤ 1

2
S∗p(z

0, R).

З цiєї нерiвностi випливає S∗p(z0, R) ≤ 2S∗p−1(z
0, R), а тодi з огляду на (3.10) та

(3.11) маємо

Sp(z
0, R) ≤ 2

n∏
j=1

(λ1,j(R))−NS∗p−1(z
0, R) ≤ 2

n∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))NSp−1(z
0, R).

Отже,

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

pR

qL(z0)

]}
= Sq(z

0, R) ≤

≤ 2
n∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))NSq−1(z
0, R) ≤ . . . ≤
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≤ (2
n∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N)qS0(z
0, R) =

= (2
n∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N)q max

{|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
. (3.16)

З (3.16) одержуємо нерiвнiсть (3.9) при p0 = (2
∏n

j=1(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N)q

та деякому K0, що ‖K0‖ ≤ N . Необхiднiсть умови (3.9) доведено.
Зараз доведемо достатнiсть. Припустимо, що для кожного R ∈ Rn

+, |R| ≤ β,
iснують n0 ∈ Z+, p0 > 1 такi, що для всiх z0 ∈ Bn та деякого K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, виконується нерiвнiсть (3.9).

Запишемо формулу Кошi в такому виглядi ∀z0 ∈ Bn ∀k ∈ Zn+ ∀s ∈ Zn+
F (K+S)(z0)

S!
=

1

(2πi)n

∫
Tn
(
z0, R

L(z0)

) F (K)(z)

(z − z0)S+1
dz.

Тому застосовуючи (3.9), маємо

|F (K+S)(z0)|
S!

≤ 1

(2π)n

∫
Tn
(
z0, R

L(z0)

) |F (K)(z)|
|z − z0|S+1

|dz| ≤

≤
∫
Tn
(
z0, R

L(z0)

) |F (K)(z)| L
S+1(z0)

(2π)nRS+1
|dz| ≤

≤
∫
Tn
(
z0, R

L(z0)

) |F (K0)(z0)|
K!p0

∏n
j=1 λ

n0

2,j(R)LS+K+1(z0)

(2π)nK0!RS+1LK0(z0)
|dz| =

= |F (K0)(z0)|
K!p0

∏n
j=1 λ

n0

2,j(R)LS+K(z0)

K0!RSLK0(z0)
.

Звiдси випливає, що
|F (K+S)(z0)|

(K + S)!LS+K(z0)
≤
∏n

j=1 λ
n0

2,j(R)p0K!S!

(K + S)!RS

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (3.17)

Очевидно, що
K!S!

(K + S)!
=

s1!

(k1 + 1) · . . . · (k1 + s1)
· · · sn!

(kn + 1) · . . . · (kn + sn)
≤ 1.

Виберемо rj ∈ (1, β/
√
n], j ∈ {1, . . . , n}. Тодi |R| =

√∑n
j=1 r

2
j ≤ β. Тому

p0

∏n
j=1 λ

n0
2,j(R)

RS → 0 при ‖S‖ → +∞. Отже, знайдеться s0 таке, що для всiх S ∈ Zn+
при ‖S‖ ≥ s0 справджується нерiвнiсть p0K!S!

∏n
j=1 λ

n0
2,j(R)

(K+S)!RS ≤ 1. Нерiвнiсть (3.17)

має наслiдком таку |F (K+S)(z0)|
(K+S)!LK+S(z0) ≤

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. Остання нерiвнiсть означає, що
для кожного j ∈ Zn+

|F (J)(z0)|
J !LJ(z0)

≤ max

{ |F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ s0 + n0

}
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де s0 та n0 — незалежнi вiд z0. Тодi аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндексу за сукупнiстю змiнних з N(F,L,Bn) ≤ s0 + n0.

Теорема 3.2. Нехай L ∈ Q(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn функцiя F
мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для кожного
R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max
{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)| (3.18)

i досить, щоб для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn

∀j ∈ {1, . . . , n} ∃K0
j = (0, . . . , 0, k0

j︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) таких, що k0
j ≤ n0 та

max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)|. (3.19)

Доведення. У доведеннi теореми 3.1 показано, що (3.9) — правильна для деяко-
го K0. Тобто, маємо

p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z)

: z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
=

= max

{
|F (K0)(z)|

K0!

LK
0

(z0)

LK0(z0)LK0(z)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≥

≥ max

{
|F (K0)(z)|

K0!

∏n
j=1 (λ2,j(R))−n0

LK0(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
.

З цiєї нерiвностi випливає

p0

∏n
j=1(λ2,j(R))n0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z0)

: z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
.

(3.20)

Тодi з (3.20) отримуємо (3.18) при p = p0

∏n
j=1 (λ2,j(R))n0. Необхiднiсть умови

(3.18) показано.
Доведемо достатнiсть (3.19). Припустимо, що для кожного R ∈ Rn

+, |R| ≤
β, ∃n0 ∈ Z+, p > 1 такого, що ∀z0 ∈ Bn та деякого K0

J ∈ Zn+ при k0
j ≤ n0

виконується нерiвнiсть (3.19).
Запишемо формулу Кошi в такому виглядi ∀z0 ∈ Bn ∀S ∈ Zn+

F (K0
J+S)(z0)

S!
=

1

(2πi)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

F (K0
J)(z)

(z − z0)S+1
dz.

З цього отримуємо

|F (K0
j+S)(z0)|
S!

≤ 1

(2π)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

|F (K0
j )(z)|

|z − z0|S+1
|dz| ≤
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≤ 1

(2π)n
max{|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]
}L

S+1(z0)

RS+1
×

×
∫
Tn(z0,R/L(z0))

|dz| = max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]
}L

S(z0)

RS
.

Покладемо R = ( β√
n
, . . . , β√

n
) та скористаємося (3.19)

|F (K0
j+S)(z0)|
S!

≤ LS(z0)

(β/
√
n)
‖S‖ max{|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]
} ≤

≤ pLS(z0)

(β/
√
n)‖S‖

|F (K0
j )(z0)|. (3.21)

Виберемо S ∈ Zn+ таке, що ‖S‖ ≥ s0, де p
(β/
√
n)s0
≤ 1. Тодi з (3.21) випливає, що

для всiх j ∈ {1, . . . , n} та k0
j ≤ n0

|F (K0
j+S)(z0)|

LK
0
j+S(z0)(K0

j +S)!
≤ p

(β/
√
n)
‖S‖

S!K0
j !

(S +K0
j )!

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
≤ |F

(K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
.

Отже, N(F,L,Bn) ≤ n0 + s0.

Зауваження 3.2. Нерiвнiсть (3.18) — необхiдна та достатня умова обмежено-
стi l-iндексу для функцiй вiд однiєї змiнної [149, 206, 220]. Але це невiдомо, чи
ця умова є достатньою для обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних. На-
шi обмеження (3.19) є вiдповiдними багатовимiрними достатнiми умовами для
аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй.
Лема 3.3. Нехай L1, L2 ∈ Q(Bn) та для кожного z ∈ Bn L1(z) ≤ L2(z). Якщо
аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L1-iндекс за сукупнiстю змiн-
них, то F є обмеженого L2-iндексу за сукупнiстю змiнних та N(F,L2,Bn) ≤
nN(F,L1,Bn).

Доведення. Нехай N(F,L1,Bn) = n0. Використовуючи (3.2), встановимо

|F (J)(z)|
J !LJ2 (z)

=
LJ1 (z)

LJ2 (z)

|F (J)(z)|
J !LJ1 (z)

≤ LJ1 (z)

LJ2 (z)
max

{ |F (K)(z)|
K!LK1 (z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
≤

≤ LJ1 (z)

LJ2 (z)
max

{
LK2 (z)

LK1 (z)

|F (K)(z)|
K!LK2 (z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
≤

≤ max
‖K‖≤n0

(
L1(z)

L2(z)

)J−K
max

{|F (K)(z)|
K!LK2 (z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
.

Позаяк L1(z) ≤ L2(z), для всiх ‖J‖ ≥ nn0 маємо

|F (J)(z)|
J !LJ2 (z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK2 (z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
.

Отже, F має обмежений L2-iндекс за сукупнiстю змiнних та N(F,L2,Bn) ≤
nN(F,L1,Bn).
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Лема 3.4. Нехай L ∈ Q(Bn), L � L̃, β|Θ1| > 1. Аналiтична в Bn функцiя
F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, якщо
вона має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Легко довести, що при L ∈ Q(Bn) та L � L̃ вiдповiдна функцiя
L̃ ∈ Q(Bn).

Нехай N(F, L̃,Bn) = ñ0 < +∞. Тодi за теоремою 3.1 для кожного R̃ =
(r̃1, . . . , r̃n) ∈ Rn

+, |R| ≤ β, знайдеться p̃ ≥ 1 таке, що для всiх z0 ∈ Bn та
деякому K0 при ‖K0‖ ≤ ñ0 справджується нерiвнiсть (3.9) з L̃ та R̃ замiсть L
та R вiдповiдно. Звiдси

p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
p̃

K0!

θ
‖K0‖
2 |F (K0)(z0)|
θ
‖K0‖
2 LK0(z0)

≥ p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
θ
‖K0‖
2 L̃K0(z0)

≥

≥ 1

θ
‖K0‖
2

max

{
|F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Dn
[
z0, R̃/L̃(z)

]}
≥

≥ 1

θ
‖K0‖
2

max

{
θ
‖K‖
1 |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Dn
[
z0, θ1R̃/L(z)

]}
≥

≥
min

0≤‖K‖≤n0

{θ‖K‖1 }

θ
‖K0‖
2

max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z∈Dn
[
z0, θ1R̃/L̃(z)

]}
.

З огляду на теорему 3.1 висновуємо, що функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних.

Лема 3.5. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують R ∈ Rn

+,
|R| ≤ β, n0 ∈ Z+, та p0 > 1 такi, що для всiх z0 ∈ Bn та деякого K0 ∈ Zn+
при ‖K0‖ ≤ n0 виконується нерiвнiсть (3.9).

Доведення. Необхiднiсть цiєї теореми випливає з необхiдностi теореми 3.1. По-
кажемо достатнiсть. З доведення теореми 3.1 при R = ( β√

n
, . . . , β√

n
) маємо, що

N(F,L,Bn) < +∞.
Нехай L∗(z) = R0L(z)

R , R0 = ( β√
n
, . . . , β√

n
). У загальному випадку з правиль-

ностi (3.9) для F, L та R = (r1, . . . , rn) такому, що |R| ≤ β, R 6= R0 отримуємо

max

{ |F (K)(z)|
K!(L∗(z0))K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R0/L

∗(z0)
]}

=

= max

{ |F (K)(z)|
K!(R0L(z)/R)K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R0/(R0L(z)/R)

]}
≤

≤ max

{
n‖K‖/2|F (K)(z)|

K!LK(z)
: ‖K‖ ≤ n0, z∈Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≤

≤ p0

K0!

nn0/2|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
nn0/2(β/

√
n)‖K

0‖p0

RK0K0!

|F (K0)(z0)|
(R0L(z)/R)K0 <
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< nn0/2p0 max

{
(β/
√
n)‖K

0‖

RK0 : ‖K0‖ ≤ n0

}
|F (K0)(z0)|
K0!(L∗(z))K0 .

тобто, (3.9) виконується для F, L∗ та R0 = ( β√
n
, . . . , β√

n
). Як i вище, застосуємо

теорему 3.1 до функцiї F (z) та L∗(z) = R0L(z)/R. На основi цього, F — обме-
женого L∗-iндексу за сукупнiстю змiнних. Вiдповiдно за лемою 3.4 функцiя F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

3.4 Локальне поводження максимуму модуля аналiтичної в кулi
функцiї

У попереднiх пiдроздiлах нами введено поняття аналiтичної в кулi функцiї
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Також отримано критерiй обме-
женостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, який описує локальне поводження
частинних похiдних на кiстяку полiкруга i встановлено iншi важливi властиво-
стi функцiй з цього класу. Цi дослiдження використовували iдею вичерпання
кулi через полiкруги.

Далi спробуємо довести новi аналоги критерiїв обмеженостi L- iндексу за
сукупнiстю змiнних для аналiтичних в кулi функцiй. Зокрема, доведемо оцiнку
максимуму модуля на бiльшому полiкрузi через максимум модуля на меншому
полiкрузi (теореми 3.3, 3.4) та отримаємо аналог теореми Хеймана для аналi-
тичних в кулi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних (теореми
3.5 та лема 3.6). Теорема Хеймана та її узагальнення для рiзних класiв аналiти-
чних функцiй [128,206,219,274] — досить важливi в теорiї функцiй обмеженого
iндексу. Згаданий критерiй — корисний для дослiдження обмеженостi iндексу
цiлих розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь та рiвнянь з частинними
похiдними.

Зазначимо, що вiдповiднi теореми для цiлих функцiй обмеженого l-iндексу
та обмеженого L-iндексу за напрямком також застосовнi для дослiдження не-
скiнченних добуткiв (див. бiблiографiю в [30, 206]). Отже, цi узагальнення на
клас аналiтичних в кулi функцiй необхiднi для вивчення обмеженостi L-iндексу
за сукупнiстю змiнних аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдни-
ми, їхнiх систем та багатовимiрних аналогiв добуткiв Бляшке. Також наведено
схему застосування теореми Хеймана, адаптовану до вивчення властивостей
аналiтичних в одиничнiй кулi розв’язкiв.

Для аналiтичної в кулi Bn функцiї F покладемо M(r, z0, F ) =

max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0, r)}, де z0 ∈ Bn, r ∈ Rn
+. Тодi M(R, z0, F ) =

max{|F (z)| : z ∈ Dn[z0, R]}, бо максимум модуля для аналiтичної функцiї в
замкненому полiкрузi досягається на його кiстяку.
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Наступне твердження використовує iдею про можливiсть замiни квантора
загальностi на квантор iснування в достатнiх умовах обмеженостi iндексу. Для
доведення аналога теореми Хеймана нам потрiбна така теорема, змiст становить
окремий iнтерес.
Теорема 3.3. Нехай L ∈ Q(Bn), F : Bn → C — аналiтична функцiя. Якщо
iснують R′, R′′ ∈ Rn

+, R
′ < R′′, |R′′| < β та p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 такi, що для
кожного z0 ∈ Bn

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F

)
≤ p1M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
, (3.22)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Спершу припустимо, що 0 < R′ < 1 < R′′.
Нехай z0 ∈ Bn — довiльна точка. Розвинемо функцiю F у степеневий ряд

F (z) =
∑
K≥0

bK(z − z0)K =
∑

k1,...,kn≥0

bk1,...,kn(z1 − z0
1)k1 . . . (zn − z0

n)
kn, (3.23)

де bK = bk1,...,kn = F (K)(z0)
K! .

Нехай µ(R, z0, F ) = max{|bK |RK : K ≥ 0} — максимальний член степенево-
го ряду (3.23) та ν(R) = ν(R, z0, F ) = (ν0

1(R), . . . , ν0
n(R)) набiр iндексiв таких,

що µ(R, z0, F ) = |bν(R)|Rν(R),

‖ν(R)‖ =
n∑
j=1

νj(R) = max{‖K‖ : K ≥ 0, |bK |RK = µ(R, z0, F )}.

Зважаючи на (3.29), отримуємо, що для будь-якого |R| < 1− |z0| µ(R, z0, F ) ≤
M(R, z0, F ). Тодi для заданого R′ та R′′ при 0 < |R′| < 1 < |R′′| < β виводимо

M(R′R, z0, F ) ≤
∑
k≥0
|bk|(R′R)k ≤

∑
k≥0

µ(R, z0, F )(R′)k =

= µ(R, z0, F )
∑
k≥0

(R′)k =
n∏
j=1

1

1− r′j
µ(R, z0, F ).

А також,

lnµ(R, z0, F ) = ln{|bν(R)|Rν(R)} = ln

{
|bν(R)|(RR′′)ν(R) 1

(R′′)ν(R)

}
=

= ln{|bν(R)|(RR′′)ν(R)}+ ln

{
1

(R′′)ν(R)

}
≤

≤ lnµ(R′′R, z0, F )− ‖ν(R)‖ ln min
1≤j≤n

r′′j .

Звiдси випливає, що

‖ν(R)‖ ≤ 1

ln min1≤j≤n r′′j
(lnµ(R′′R, z0, F )− lnµ(R, z0, F )) ≤
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≤ 1

ln min1≤j≤n r′′j

(
lnM(R′′R, z0, F )− ln(

n∏
j=1

(1− r′j)M(R′R, z0, F ))

)
≤

≤ 1

ln min1≤j≤n r′′j

(
lnM(R′′R, z0, F )−lnM(R′R, z0, F )

)
−
∑n

j=1 ln(1− r′j)
min1≤j≤n r′′j

=

=
1

min1≤j≤n r′′j
ln
M(R′′R, z0, F )

M(R′R, z0, F )
−
∑n

j=1 ln(1− rj)
min1≤j≤n r′′j

. (3.24)

Покладемо R = 1
L(z0) . Нехай зараз N(F, z0,L) — L-iндекс функцiї F за су-

купнiстю змiнних у точцi z0, тобто, найменше цiле число, для якого нерiвнiсть
(3.2) виконується в точцi z0. Зрозумiло, що

N(F, z0,L) ≤ ν

(
1

L(z0)
, z0, F

)
= ν(R, z0, F ). (3.25)

Але
M
(
R′′/L(z0), z0, F

)
≤ p1(R

′, R′′)M
(
R′/L(z0), z0, F

)
. (3.26)

Отже, з (3.24), (3.25), (3.26) отримуємо, що ∀z0 ∈ Bn

N(F, z0,L) ≤
−∑2

j=1 ln(1− r′j)
ln min{r′′1 , r′′2}

+
ln p1(R

′, R′′)

ln min{r′′1 , r′′2}
.

Це означає, що F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних при 0 < R′ <
1 < R′′, |R′′| < β.

Тепер доведемо теорему для будь-якого 0 < R′ < R′′, |R′′| < β. З (3.22) при
0 < R1 < R2 випливає, що

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′′

R′ +R′′
R′ +R′′

2L(z0)

)}
≤

≤ P1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′

R′ +R′′
R′ +R′′

2L(z0)

)}
.

Позначивши L̃(z) = 2L(z)
R′+R′′ , дiстаємо

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′′

(R′ +R′′)L̃(z0)

)}
≤

≤P1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′′

(R′ +R′′)L̃(z0)

)}
,

де 0 < 2R′

R′+R′′ < 1 < 2R′′

R′+R′′ . Беручи до уваги першу частину доведення, робимо
висновок, що функцiя F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних. Тодi
за лемою 3.4 функцiя F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Також справедливi такi необхiднi умови.
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Теорема 3.4. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична в Bn функцiя F має обме-
жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то для будь-яких R′, R′′ ∈ Rn

+, R
′ < R′′,

|R′′| ≤ β, знайдеться номер p1 = p1(R
′, R′′) ≥ 1 такий, що для кожного z0 ∈ Bn

правильна нерiвнiсть (3.22).

Доведення. Нехай N(F,L) = N < +∞. Припустимо, що нерiвнiсть (3.22) не
виконується, тобто, iснують R′, R′′, 0 < |R′| < |R′′| < β, такi, що для кожного
p∗ ≥ 1 та деякого z0 = z0(p∗)

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F

)
> p∗M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
. (3.27)

За теоремою 3.1 iснує число p0 = p0(R
′′) ≥ 1 таке, що для кожного z0 ∈ Bn

та деякого K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ N, (тобто, n0 = N , див. доведення теореми 3.1)
маємо

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F (K0)

)
≤ p0|F (K0)(z0)|. (3.28)

Покладемо

b1 = p0

(
n∏
j=2

λN2,j(R
′′)

)
(N !)n−1

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′1)j

)(
r′′1r
′′
2 . . . r

′′
n

r′1r
′
2 . . . r

′
n

)N
,

b2 = p0

( n∏
j=3

λN2,j(R
′′)

)
(N !)n−2

( N∑
j=1

(N − j)!
(r′′2)j

)(
r′′2 . . . r

′′
n

r′2 . . . r
′
n

)N{
1,

1

(r′1)
N

}
,

. . .

bn−1 = p0λ
N
2,n(R

′)N !

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′n−1)

j

)(
r′′n−1r

′′
n

r′n−1r
′
n

)N
max

{
1,

1

(r′1 . . . r
′
n−2)

N

}
,

bn = p0

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′n)j

)(
r′′n
r′n

)N
max

{
1,

1

(r′1 . . . r
′
n−1)

N

}
та

p∗ = (N !)np0

(
r′′1r
′′
2 . . . r

′′
n

r′1r
′
2 . . . r

′
n

)N
+

n∑
k=1

bk + 1.

Нехай z0 = z0(p∗) — точка, для якої виконується нерiвнiсть (3.27), а K0 буде
таким, що справедлива (3.28) та

M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
= |F (z∗)|, M

(
r′′

L(z0)
, z0, F (J)

)
= |F (J)(z∗J)|

для кожного J ∈ Zn+, ‖J‖ ≤ N. Застосуємо нерiвнiсть Кошi

|F (J)(z0)| ≤ J !

(
L(z0)

R′

)J
|F (z∗)| (3.29)

для оцiнки рiзницi
|F (J)(z∗J,1, z

∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)− F (J)(z0

1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)| =
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=

∣∣∣∣∣
∫ z∗J,1

z0
1

∂‖J‖+1F

∂zj1+1
1 ∂zj22 . . . ∂z

jn
n

(ξ, z∗J,2, . . . , z
∗
J,n)dξ

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj1+1
1 ∂zj22 . . . ∂z

jn
n

(z∗(j1+1,j2,...,jn))

∣∣∣∣∣ r′′1
l1(z0)

. (3.30)

Беручи до уваги (z0
1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n) ∈ Dn[z0, R′′

L(z0) ], а також, що для всiх k ∈
{1, . . . , n} |z∗J,k − z0

k| =
r′′k

lk(z0) , lk(z
0
1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n) ≤ λ2,k(R

′′)lk(z0) та те, що (3.29)
правильна при J = K0, за теоремою 3.1 маємо

|F (J)(z0
1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)| ≤

≤
J !lj11 (z0

1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)
∏n

k=2 l
jk
k (z0

1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)

K0!LK0(z0)
p0|F (K0)(z0)| ≤

≤
J !LJ(z0)

∏n
k=2λ

jk
2,k(R

′′)

K0!LK0(z0)
p0K

0!
LK

0

(z0)

(R′)K0 |F (z∗)|=
p0J !LJ(z0)

∏n
k=2 λ

jk
2,k(R

′′)

(R′)K0 |F (z∗)|.
(3.31)

З нерiвностей (3.30) та (3.31) випливає, що∣∣∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj1+1
1 ∂zj22 . . . ∂z

jn
n

(z∗(j1+1,j2,...,jn))

∣∣∣∣∣ ≥
≥ l1(z

0)

r′′1

{
|F (J)(z∗j )| − |F (J)(z0

1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)|

}
≥

≥ l1(z
0
1)

r′′1
|F (J)(z∗j )| −

p0J !L(j1+1,j2,...,jn)(z0)
∏n

k=2 λ
jk
2,k(R

′′)

r′′1(R′)K0 |F (z∗)|.

Тодi

|F (K0)(z∗K0)| ≥ l1(z
0)

r′′1

∣∣∣∣∣ ∂‖K
0‖−1f

∂z
k0

1−1
1 ∂z

k0
2

2 . . . ∂z
k0
n
n

(z∗(k0
1−1,k0

2,...,k
0
n))

∣∣∣∣∣−
−
p0(k

0
1 − 1)!k0

2! . . . k0
n!L

K0

(z0)
∏n

i=2 λ
k0
i

2,i(R
′′)

r′′1(R′)K0 |F (z∗)| ≥

≥ l21(z0)

(r′′1)2

∣∣∣∣∣ ∂‖K
0‖−2f

∂z
k0

1−2
1 ∂z

k0
2

2 . . . ∂z
k0
n
n

(z∗(k0
1−2,k0

2,...,k
0
n))

∣∣∣∣∣−
−
p0(k

0
1 − 2)!k0

2! . . . k0
n!L

K0

(z0)
∏n

i=2 λ
k0
i

2,i(R
′′)

(r′′1)2(R′)K0 |F (z∗)|−

−
p0(k

0
1 − 1)!k0

2! . . . k0
n!L

K0

(z0)
∏n

i=2 λ
k0
i

2,i(r
′′
i )

r′′1(R′)K0 |F (z∗)| ≥

. . .

≥ l
k0

1
1 (z0)

(r′′1)k
0
1

∣∣∣∣∣ ∂‖K
0‖−k0

1f

∂z
k0

2
2 . . . ∂z

k0
n
n

(z∗(0,k0
2,...,k

0
n))

∣∣∣∣∣−
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− p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
|F (z∗)| ≥

. . .

≥ l
k0

1
1 (z0)

(r′′1)k
0
1

l
k0

2
2 (z0)

(r′′2)k
0
2

∣∣∣∣∣∂‖K
0‖−k0

1−k0
2f

∂z
k0

3
3 . . . ∂z

k0
n
n

(z∗(0,0,k0
3,...,k

0
n))

∣∣∣∣∣−
−l

k0
1

1 (z0)p0L
(0,k0

2,...,k
0
n)(z0)

(r′′1)k
0
1(R′)K0

(
n∏
i=3

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

3! . . . k0
n!

k0
2∑

i2=1

(k0
2 − j2)!

(r′′2)j2
|F (z∗)|−

− p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
|F (z∗)| ≥

. . .

≥
(
L(z0)

R′′

)
|F (z∗0)| − |F (z∗)|

b∑
i=1

b̃i, (3.32)

де з огляду на нерiвностi λ2,i(R
′′) ≥ 1 та R′′ ≥ R′ маємо

b̃1 =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
=

=

(
L(z0)

R′′

)K0 (
R′′

R′

)K0

p0

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
≤

≤
(
L(z0)

R′′

)K0

b1,

b̃2 =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)

( n∏
i=3

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

3! . . . k0
n!

(r′′1)k
0
1

k0
2∑

j2=1

(k0
2 − j2)!

(r′′2)j2
≤
(
L(z0)

R′′

)K0

b2,

. . .

b̃n−1 =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)λ
k0
n

2,n(R
′′)

k0
n!

(r′′1)k
0
1 . . . (r′′n−2)

k0
n−2

×

×
k0
n−1∑

jn−1=1

(k0
n−1 − jn−1)!

(r′′n−1)
jn−1

≤
(
L(z0)

R′′

)K0

bn−1,

b̃n =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)
1

(r′′1)k
0
1 . . . (r′′n−1)

k0
n−1

k0
n∑

jn=1

(k0
n − jn)!
(r′′n)jn

≤
(
L(z0)

R′′

)K0

bn.

Отже, з (3.32) випливає

|F (K0)(z∗K0)| ≥
(
L(z0)

R′′

)K0

|F (z∗)|
{
|F (z∗0)|
|F (z∗)| −

n∑
j=1

bj

}
.
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Зважаючи на (3.27) та вибiр p∗, одержуємо |F (z∗0)|
|F (z∗)| ≥ p∗ >

∑n
j=1 bj. Тому, (3.28)

та (3.29) разом забезпечують правильнiсть таких оцiнок

|F (K0)(z∗K0)| ≥
(
L(z0)

R′′

)K0

|F (z∗)|
{
p∗ −

n∑
j=1

bj

}
≥

≥
(
L(z0)

R′′

)K0{
p∗ −

n∑
j=1

bj

}
|F (K0)(z0)|(R′)K0

K0!LK0(z0)
≥

≥
(
r′1 . . . r

′
n

r′′1 . . . r
′′
n

)N{
p∗ −

n∑
j=1

bj

}
|F (K0)(z∗K0)|
p0(n!)n

.

Звiдси маємо p∗ ≤ p0

( r′1...r′n
r′′1 ...r

′′
n

)N
(N !)n +

∑n
j=1 bj, а це суперечить вибору p∗.

3.5 Аналог теореми Хеймана для аналiтичних в кулi функцiї обме-
женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних

Теорема 3.5. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична функцiя F у Bn має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+

та c ∈ R+ такi, що для всiх z ∈ Bn

max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ c ·max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
. (3.33)

Доведення. Нехай N = N(F,L,Bn) < +∞. Означення обмеженостi L-iндексу
за сукупнiстю змiнних автоматично гарантує справедливiсть необхiдностi при
p = N та c = ((N + 1)!)n.

Доведемо достатнiсть. Для F ≡ 0 теорема — очевидна. Тому припустимо,
що F 6≡ 0. Позначимо β = ( β√

n
, . . . , β√

n
).

Нехай (3.33) виконується, z0 ∈ Bn, z ∈ Dn[z0, β
L(z0) ]. Для всiх J ∈ Zn+, ‖J‖ ≤

p+ 1, маємо

|F (J)(z)|
LJ(z0)

≤ ΛJ
2 (β)

|F (J)(z)|
LJ(z)

≤ c · ΛJ
2 (β) max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
≤

≤ c · ΛJ
2 (β) max

{
Λ−K1 (2)

|F (K)(z)|
LK(z0)

: ‖K‖ ≤ p

}
≤ BG(z), (3.34)

де B = c · max{ΛK
2 (β) : ‖K‖ = p + 1}max{Λ−K1 (β) : ‖K‖ ≤ p}, та G(z) =

max

{
|F (K)(z)|
LK(z0) : ‖K‖ ≤ p

}
.

Виберемо z(1) = (z
(1)
1 , . . . , z

(1)
n ) ∈ Tn(z0, 1

2β
√
nL(z0)

) i z(2) = (z
(2)
1 , . . . , z

(2)
n ) ∈

Tn(z0, β
L(z0)) такi, що F (z(1)) 6= 0 та

|F (z(2))| = M

(
β

L(z0)
, z0, F

)
6= 0. (3.35)
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Цi точки iснують, бо при F (z) ≡ 0 на одному з кiстякiв Tn(z0, 1
2β
√
nL(z0)

) або
Tn(z0, β

L(z0)) за теоремою єдиностi F ≡ 0 у всiй кулi Bn. З’єднаємо точки z(1) та
z(2) площиною

α =


z2 = k2z1 + c2,
z3 = k3z1 + c3,

. . .
zn = knz1 + cn,

де ki =
z

(2)
i −z

(1)
i

z
(2)
1 −z

(1)
1

, ci =
z

(1)
i z

(2)
1 −z

(2)
i z

(1)
1

z
(2)
1 −z

(1)
1

, i = 2, . . . , n. Легко перевiрити, що z(1) ∈ α та

z(2) ∈ α. Нехай G̃(z1) = G(z)|α — звуження функцiї G на α.
Для кожногоK ∈ Zn+ функцiя F (K)(z)

∣∣
α
є аналiтичною функцiєю вiд змiнної

z1 та G̃(z
(1)
1 ) = G(z(1))

∣∣
α
6= 0, бо F (z(1)) 6= 0. Тому всi нулi функцiї F (K)(z)

∣∣
α
є

iзольованими, як нулi функцiї вiд однiєї змiнної. Отже, нулi функцiї G̃(z1) теж
iзольованi. Вiдповiдно, можна вибрати кусково-аналiтичну криву γ на α таким
способом

z = z(t) = (z1(t), k2z1(t) + c2, . . . , knz1(t) + cn), t ∈ [0, 1],

яка з’єднує точки z(1), z(2) i така, що G(z(t)) 6= 0 та
∫ 1

0 |z′1(t)|dt ≤
2β√
nl1(z0

1)
. Для

побудови цiєї кривої з’єднаємо z(1)
1 та z(2)

1 прямою z∗1(t) = (z
(2)
1 − z

(1)
1 )t + z

(1)
1 ,

t ∈ [0, 1]. Крива γ може перетинати точки z1, в яких функцiя G̃(z1) = 0. Число
таких точок m = m(z(1), z(2)) є скiнченним. Нехай (z∗1,k) — послiдовнiсть цих
точок, впорядкованих за зростанням значення |z(1)

1 − z∗1,k|, k ∈ {1, 2, ...,m}.
Виберемо r < min

1≤k≤m−1
{|z∗1,k − z∗1,k+1|, |z∗1,1 − z

(1)
1 |, |z∗1,m − z

(2)
1 |, 2β2−1

2π
√
nβl1(z0)

}. Далi

побудуємо кола з центрами в точках z∗1,k та вiдповiдними радiусами r
′
k <

r
2k

такi, що G̃(z1) 6= 0 для всiх z1 на цих колах. Це здiйсненно, бо F 6≡ 0.
Кожна таке коло дiлиться на два пiвкола прямою z∗1(t). Вiдповiдна кусково-

аналiтична крива складається з дуг, побудованих пiвкiл та вiдрiзкiв прямої
z∗1(t), якi з’єднують цi дуги послiдовно мiж собою або з точками z(1)

1 , z
(2)
1 . Дов-

жина z1(t) в C (але не z(t) в Cn!) менша, нiж β/
√
n

l1(z0) + 1
2
√
nβl1(z0)

+ πr ≤ 2β√
nl1(z0)

.
Тодi ∫ 1

0

|z′s(t)|dt = |ks|
∫ 1

0

|z′1(t)|dt ≤
|z(2)
s − z(1)

s |
|z(2)

1 − z
(1)
1 |

2β√
nl1(z0)

≤

≤ 2β2 + 1

2
√
nβls(z0)

2
√
nβl1(z

0)

2β2 − 1

2β√
nl1(z0)

≤ 2β(2β2 + 1)

(2β2 − 1)
√
nls(z0)

, s ∈ {2, . . . , n}.

Звiдси, ∫ 1

0

n∑
s=1

ls(z
0)|z′s(t)|dt ≤

2β(2β2 + 1)
√
n

2β2 − 1
= S. (3.36)

Оскiльки функцiя z = z(t) — кусково-аналiтична на [0, 1], для довiльних K ∈
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Zn+, J ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ p, справджується одна з двох рiвностей: або

|F (K)(z(t))|
LK(z0)

≡ |F (J)(z(t))|
LJ(z0)

, (3.37)

або
|F (K)(z(t))|
LK(z0)

=
|F (J)(z(t))|
LJ(z0)

(3.38)

правильна лише для скiнченної множини точок tk ∈ [0; 1].
Тодi для функцiї G(z(t)) як максимуму таких виразiв |F

(J)(z(t))|
LJ(z0) по всiх ‖J‖ ≤

p можливi два випадки:
1) на деякому iнтервалi аналiтичностi кривої γ функцiя G(z(t))тотожно до-

рiвнює одночасно декiльком частинним похiдним, тобто, справджується
(3.37) i, вiдповiдно, G(z(t)) ≡ |F (J)(z(t))|

LJ(z0) для деякого J, ‖J‖ ≤ p. Зрозумiло,
що F (J)(z(t)) – аналiтична функцiя, а |F (J)(z(t))| - неперервно диферен-
цiйовна на згаданому промiжку аналiтичностi за винятком точок, у яких
F (J)(z(t)) = 0. Проте таких точок нема, бо у протилежному випадку й
G(z(t)) = 0, а це суперечить вибору кривої γ.

2) на деякому iнтервалi аналiтичностi кривої γ функцiя G(z(t)) одночасно
дорiвнює декiльком частинним похiдним у скiнченному числi точок tk,
тобто, справджується (3.38). Тодi цi точки tk розiб’ють iнтервал аналiти-
чностi на скiнченне число вiдрiзкiв, на кожному з яких G(z(t)) дорiвнює
однiй з похiдних, тобто, G(z(t)) ≡ |F (J)(z(t))|

LJ(z0) для деякого J, ‖J‖ ≤ p. Та-
кож на кожному з таких промiжкiв на основi тих самих мiркувань, що й
у попередньому випадку, |F (J)(z(t))|, а, отже, i G(z(t)) неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя за винятком точок tk.

Нерiвнiсть d
dt |f(t)| ≤ |df(t)

dt | — правильна для комплексно-значних функцiй
вiд дiйсної змiнної зовнi злiченної множини точок. Беручи до уваги цей факт
та (3.34), маємо

d

dt
G(z(t)) ≤ max

{ 1

LJ(z0)

∣∣∣ d
dt
F (J)(z(t))

∣∣∣ : ‖J‖ ≤ p
}
≤

≤ max
{ n∑

s=1

∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj11 . . . ∂z
js+1
s . . . ∂zjnn

(z(t))
∣∣∣ |z′s(t)|
Lj(z0)

: ‖J‖ ≤ p
}
≤

≤ max
{ n∑

s=1

∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj11 . . . ∂z
js+1
s . . . ∂zjnn

(z(t))
∣∣∣ ls(z

0)|z′s(t)|
lj11 (z0) . . . lj1+1

s (z0) . . . ljnn (z0)
:

‖J‖ ≤ p
}
≤
( n∑
s=1

ls(z
0)|z′s(t)|

)
max

{|F (j)(z(t))|
LJ(z0)

: ‖J‖ ≤ p+ 1
}
≤

≤
( n∑
s=1

ls(z
0)|z′s(t)|

)
BG(z(t)).
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Тодi з (3.36) випливає∣∣∣ ln G(z(2))

G(z(1))

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ 1

0

1

G(z(t))

d

dt
G(z(t))dt

∣∣∣ ≤ B

∫ 1

0

n∑
s=1

ls(z
0)|z′s(t)|dt ≤ S ·B.

За допомогою (3.35) встановлюємо, що M( β
L(z0) , z

0, F ) ≤ G(z(2)) ≤ G(z(1))eSB.

Позаяк z(1) ∈ Tn(z0, 1
2β
√
nL(z0)

), нерiвнiсть Кошi виконується

|F (J)(z(1))|
LJ(z0)

≤ J !(2β
√
n)‖J‖M

(
1

2β
√
nL(z0)

, z0, F

)
.

для всiх J ∈ Zn+. Тому, для ‖J‖ ≤ p отримуємо G(z(1)) ≤
(p!)n(2β

√
n)pM

(
1

2β
√
nL(z0)

, z0, F
)
,

M

(
β

L(z0)
, z0, F

)
≤ eSB(p!)n(2β

√
n)pM

(
1

2β
√
nL(z0)

, z0, F

)
.

Звiдси за теоремою 3.3 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiн-
них.

Лема 3.6. Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична функцiя F у Bn має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли iснують c ∈ (0; +∞)
та N ∈ N такi, що для кожного z ∈ Bn правильна нерiвнiсть

N∑
‖K‖=0

|F (K)(z)|
K!LK(z)

≥ c
∞∑

‖K‖=N+1

|F (K)(z)|
K!LK(z)

. (3.39)

Доведення. Нехай 1
β < θj < 1, j ∈ {1, . . . , n}, Θ = (θ1, . . . , θn). Якщо функцiя

F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то за лемою 3.4 F має обме-
жений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних, де L̃ = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)), l̃j(z) = θjlj(z),
j ∈ {1, . . . , n}. Нехай Ñ = N(F, L̃,Bn). Тодi

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
= max

{
ΘK |F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
≥

≥
n∏
s=1

θÑs max

{|F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖≤Ñ
}
≥

n∏
s=1

θÑs
|F (J)(z)|
J !L̃J(z)

=
n∏
s=1

θÑ−jss

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

для всiх J ≥ 0 та
∞∑

‖J‖=Ñ+1

|F (J)(z)|
J !Lj(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

} ∞∑
‖J‖=Ñ+1

θjs−Ñs =

=
n∏
i=1

θs
1− θs

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
≤

n∏
i=1

θs
1− θs

Ñ∑
‖K‖=0

|F (K)(z)|
K!LK(z)

.
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Звiдси отримуємо (3.39) при N = Ñ та c =
∏n

i=1
θs

1−θs .
Навпаки, з нерiвностi (3.39) отримуємо

max

{|F (J)(z)|
J !LJ(z)

: ‖J‖ = N + 1

}
≤

∞∑
‖K‖=N+1

|F (K)(z)|
K!LK(z)

≤ 1

c

N∑
‖K‖=0

|F (K)(z)|
K!LK(z)

≤

≤ 1

c

N∑
i=0

C i
n+i−1 max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
i за теоремою 3.5 F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

3.6 Деяке застосування до рiвнянь з частинними похiдними: схема

У цьому пiдроздiлi подано схему застосування теореми Хеймана до рiвнянь
з частинними похiдними. Вона також застосовна у загальнiших ситуацiях.

Розглянемо таку систему рiвнянь з частинними похiдними:{
F (2,0)(z1, z2) = 2πz2 tan(πz1z2)F

(1,0)(z1, z2),

F (0,2)(z1, z2) = 2πz1 tan(πz1z2)F
(0,1)(z1, z2).

Продиференцiюємо за змiнними z1 та z2. Отримаємо

F (3,0)(z1, z2) = 2π2z2
2

cos2(πz1z2)F
(1,0)(z1, z2) + 2πz2 tan(πz1z2)F

(2,0)(z1, z2),

F (2,1)(z1, z2) = 2π tan(πz1z2)F
(1,0)(z1, z2) + 2π2z1z2

cos2(πz1z2)F
(1,0)(z1, z2)+

+2πz2 tan(πz1z2)F
(1,1)(z1, z2),

F (1,2)(z1, z2) = 2π tan(πz1z2)F
(0,1)(z1, z2) + 2π2z1z2

cos2(πz1z2)F
(1,0)(z1, z2)+

+2πz1 tan(πz1z2)F
(1,1)(z1, z2),

F (0,3)(z1, z2) = 2π2z2
1

cos2(πz1z2)F
(1,0)(z1, z2) + 2πz1 tan(πz1z2)F

(2,0)(z1, z2),

(3.40)

Нехай L(z1, z2) = (l1(z1, z2), l2(z1, z2)) =
(

|z2|+1

(1−|z|)| 12−z1z2| ,
|z1|+1

(1−|z|)| 12−z1z2|

)
, де z =

(z1, z2), |z| =
√
|z1|2 + |z2|2. Оцiнимо модулi частинних похiдних третього по-

рядку функцiї F (z1, z2) через модулi частинних похiдних першого та другого
порядкiв. З першого рiвняння системи (3.40) маємо, що для всiх z ∈ B2 :

|F (3,0)(z1, z2)|
l31(z1, z2)

≤ 2π2|z2|2|F (1,0)(z1, z2)|
| cos2(πz1z2)|l31(z1, z2)

+ 2π|z2 tan(πz1z2)|
|F (2,0)(z1, z2)|
l31(z1, z2)

≤

≤
(

2π2|z2|2
| cos2(πz1z2)|l21(z1, z2)

+
2π|z2 tan(πz1z2)|

l1(z1, z2)

)
max
j∈{1,2}

{
|F (j,0)(z1, z2)|
lj1(z1, z2)

}
≤

≤
(

2π2 (1− |z|)2|12 − z1z2|2
| cos2(πz1z2)|

+ 2π| tan(πz1z2)|(1− |z|)
∣∣∣∣12 − z1z2

∣∣∣∣)×
×max

{
|F (j,0)(z1, z2)|
lj1(z1, z2)

: j ∈ {1, 2}
}

=
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=

(
(1− |z|)2|π2 − πz1z2|2
| sin2(π2 − πz1z2)|

+ 2| sin(πz1z2)|(1− |z|)
|π2 − πz1z2|

| sin(π2 − πz1z2)|

)
×

×max

{
|F (j,0)(z1, z2)|
lj1(z1, z2)

: j ∈ {1, 2}
}
≤C max

{
|F (j,0)(z1, z2)|
lj1(z1, z2)

: j ∈ {1, 2}
}
.

Подiбним чином, з другого рiвняння системи (3.40) одержуємо
|F (2,1)(z1, z2)|

l21(z1, z2)l2(z1, z2)
≤
(

2π| tan(πz1z2)|
l1(z1, z2)l2(z1, z2)

+
2π2|z1z2|

| cos2(πz1z2)|l1(z1, z2)l2(z1, z2)

)
×

×|F
(1,0)(z1, z2)|
l1(z1, z2)

+
2π|z2 tan(πz1z2)|

l1(z1, z2)

|F (1,1)(z1, z2)|
l1(z1, z2)l2(z1, z2)

≤

≤
(

2π| sin(πz1z2)|(1− |z|)2|12 − z1z2|2
| cos(πz1z2)|

+

+
2π2(1− |z|)2|12 − z1z2|2

| cos2(πz1z2)|
+

2π| sin(πz1z2)|(1− |z|)|12 − z1z2|
| cos(πz1z2)|

)
×

×max

{
|F (1,j)(z1, z2)|

l1(z1, z2)l
j
2(z1, z2)

: j ∈ {0, 1}
}
≤

≤
(

2π| sin(πz1z2)|(1− |z|)2|12 − z1z2|2
| sin(π2 − πz1z2)|

+
2(1− |z|)2|π2 − πz1z2|2
| sin2(π2 − πz1z2)|

+

+
2| sin(πz1z2)|(1− |z|)|π2 − πz1z2|

| sin(π2 − πz1z2)|

)
max

{ |F (1,j)(z1, z2)|
l1(z1, z2)l

j
2(z1, z2)

: j ∈ {0, 1}
}
≤

≤ C max

{ |F (1,j)(z1, z2)|
l1(z1, z2)l

j
2(z1, z2)

: j ∈ {0, 1}
}
.

За аналогiєю можна довести подiбнi оцiнки для третього та четвертого рiвняння
системи (3.40). Об’єднуючи усi оцiнки, маємо таке

max

{ |F (k,3−k)(z1, z2)|
lk1(z1, z2)l

3−k
2 (z1, z2)

: k ∈ {0, 1, 2, 3}
}
≤

≤ C max

{
|F (k,j)(z1, z2)|

lk1(z1, z2)l
j
2(z1, z2)

: 0 ≤ k + j ≤ 2

}
.

Звiдси за теоремою 3.5 кожний аналiтичний розв’язок B2 системи
(3.40) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних з L(z1, z2) =(

|z2|+1

(1−|z|)| 12−z1z2| ,
|z1|+1

(1−|z|)| 12−z1z2|

)
. Зокрема, функцiя F (z1, z2) = tan(πz1z2) має обме-

жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних. Справдi, легко помiтити, що функцiя F
є аналiтичним розв’язком в B2 системи (3.40).

3.7 Обмеженiсть lj-iндексу за кожним напрямком 1j

У цьому пiдроздiлi покажемо iнше застосування теореми 3.3. З обмеженостi
lj-iндексу функцiї F за кожною змiнною zj, взагалi кажучи, не випливає обме-
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женiсть L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Але якщо F має обмежений lj-iндекс
за кожним напрямком 1j, j ∈ {1, . . . , n}, то функцiя F є обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних.

Легко побачити, що при L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) та L ∈ Q(Bn) маємо lj ∈
Q1j ,β/

√
n(Bn), j ∈ {1, . . . , n} (див. означення класу Qb,β(Bn) у роздiлi 2).

Теорема 3.6. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична в Bn
функцiя F має обмежений lj-iндекс за напрямком 1j для кожного j ∈ {1, . . . , n},
то F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Нехай F — аналiтична в Bn функцiя обмеженого lj-iндексу за ко-
жним напрямком 1j. Тодi за теоремою 2.3 для кожного j ∈ {1, . . . , n} та до-
вiльного 0 < r′j < 1 < r′′j ≤ β√

n
iснує число pj = pj(r

′, r′′) таке, що для всiх
(z1, . . . , zj−1, z

0
j , zj+1, . . . , zn) ∈ Bn

max

{
|F (z)| : |zj − z0

j | =
r′′j

lj(z1, . . . , zj−1, z0
j , zj+1, . . . , zn)

}
≤ pj(r

′
j, r
′′
j )×

×max

{
|F (z)| : |zj − z0

j | =
r′j

lj(z1, . . . , zj−1, z0
j , zj+1, . . . , zn)

}
. (3.41)

Очевидно, що якщо для кожного j ∈ {1, . . . , n} lj ∈ Q1j ,β/
√
n(Bn), то L ∈

Q(Bn). Нехай z0 — довiльна точка в Bn, а точка z∗ ∈ Tn(z0, R′′

L(z0)) є такою, що
M( R′′

L(z0) , z
0, F ) = |F (z∗)|. Виберемо R′′ та R′ так, аби 1 < R′′ ≤ ( β√

n
, . . . , β√

n
) та

R′ < Λ1(R
′′). Тодi нерiвнiсть (3.41) означає, що

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F

)
≤ max

{
|F (z1, z

∗
2, z
∗
3, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′′1

l1(z0)

}
=

=max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′′1

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

l1(z
0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

l1(z0)

}
≤

≤ max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′′1λ2,1(R

′′)

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′1

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

}
=

= p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))×

×max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′1

l1(z0)

l1(z
0)

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′1

λ1,1(R′′)l1(z0)

}
=

= p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))|F (z∗∗1 , z
∗
2, . . . , z

∗
n)| ≤ p1(r

′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))×

×max

{
|F (z∗∗1 , z2, z

∗
3, . . . , z

∗
n)| : |z2 − z0

2| =
r′′2

l2(z0)

}
= p1(r

′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))×
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×max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2 − z0

2| =
r′′2

l2(z∗∗1 , z
0
2, . . . , z

∗
n)

l2(z
∗∗
1 , z

0
2, . . . , z

∗
n)

l2(z0)

}
≤

≤p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′)) max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2−z0

2|=
r′′2λ2,2(R

′′)

l2(z∗∗1 , z
0
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤
2∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))×

×max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2 − z0

2| =
r′2

l2(z∗∗1 , z
0
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤
2∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2−z0

2|=
r′2

λ1,2(R′′)l2(z0)

}
=

=
2∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))|F (z∗∗1 , z
∗∗
2 , z

∗
3, . . . , z

∗
n)|≤ . . .≤

n∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))×

×max

{
|F (z1, z2, . . . , zn)| : |zj − z0

j | =
r′j

λ1,j(R′′)lj(z0)
, j ∈ {1, . . . , n}

}
=

=
n∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))M

(
R′

Λ1(R′′)L(z0)
, z0, F

)
.

Звiдси за теоремою 3.3 функцiя F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них.

Використовуючи теорему 3.6 та теорему 2.6, можна отримати достатнi умови
обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
Теорема 3.7. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, L ∈ Q(Bn) та для ко-
жного j ∈ {1, 2, . . . , n} Bn \G1j

β/
√
n
(F ) 6= ∅. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n}

справджуються такi умови:
1) для будь-якого r ∈ (0; β/

√
n] iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що для всiх

z ∈ Bn\G1j
r (F ) ∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ Pjlj(z);

2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Bn, для яких
F (z0 + t1j) 6≡ 0,

n1j

(
r

lj(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñj(r),

то F (z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Зазначимо, що |b| = |1j| = 1, L(z0 + tb) = L(z0 + t1j) =
L(z0

1, . . . , z
0
j−1, z

0
j + t, z0

j+1, . . . , z
0
n) = lj(z

0 + t1j). Тому за припущеннями цiєї
теореми та теоремою 2.6 функцiя F (z) має обмежений lj-iндекс за напрямком
1j. Застосовуючи теорему 3.6, отримаємо, що F (z) є обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних, де L(z) = (l1(z1), l2(z2), . . . , ln(zn)).
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3.8 Властивостi степеневого розвинення аналiтичних в одиничнiй
кулi функцiй

Нехай z0 ∈ Bn. Розвинемо аналiтичну функцiю F : Bn → C у степеневий
ряд, записаний у дiагональнiй формi

F (z) =
∞∑
k=0

pk((z − z0)) =
∞∑
k=0

∑
‖J‖=k

bJ(z − z0)J , (3.42)

де pk — однорiднi многочлени k-го степеня, bJ = F (J)(z0)
J ! . Многочлен pk0

, k0 ∈ Z+,

називається головним у степеневому розвиненнi (3.42) на Tn(z0, R), якщо для
кожного z ∈ Tn(z0, R) виконується така нерiвнiсть∣∣∣∣∑

k 6=k0

pk(z − z0)

∣∣∣∣ ≤ 1

2
max{|bJ |RJ : ‖J‖ = k0}.

Теорема 3.8. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична функцiя F в Bn має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то iснує p ∈ Z+, що для всiх
d ∈ (0; β√

n
] знайдеться η(d) ∈ (0; d) таке, що для кожного z0 ∈ Bn та деякого

r = r(d, z0) ∈ (η(d), d), k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядi
(3.42) на Tn(z0, r1

L(z0)).

Доведення. Нехай F — аналiтична функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних з N = N(F,L,Bn) < +∞ та n0 — L-iндекс за сукупнiстю змiнних
у точцi z0 ∈ D2, тобто, n0 — найменше число, для якого нерiвнiсть (3.2) вико-
нується в точцi z0. Тодi для кожного z0 ∈ Bn n0 ≤ N .

Покладемо a∗J = |bJ |
LJ(z0) = |F (J)(z0)|

J !LJ(z0) , ak = max{a∗J : ‖J‖ = k}, c = 2{(N +

n + 1)!(n + 1)! + (N + 1)CN
n+N−1}. Нехай d ∈ (0; β√

n
] довiльне число. Також

позначимо rm = d
(d+1)cm , µm = max{akrkm : k ∈ Z+}, sm = min{k : akr

k
m = µm}

для m ∈ Z+.
Оскiльки z0 ∈ Bn — фiксована точка, нерiвнiсть a∗K ≤ max{a∗J : ‖J‖ ≤ n0}

дiйсна для всiх K ∈ Zn+. Тому ak ≤ an0
при всiх k ∈ Z+. Звiдси для всiх k > n0,

зважаючи на r0 < 1, маємо akrk0 < an0
rn0

0 . Тому s0 ≤ n0. З того, що crm = rm−1,
отримуємо, що для кожного k > sm−1 ( rm−1 < 1)

asm−1
rsm−1
m = asm−1

r
sm−1

m−1 c
−sm−1 ≥ akr

k
m−1c

−sm−1 = akr
k
mc

k−sm−1 ≥ cakr
k
m. (3.43)

Отже, sm ≤ sm−1 для всiх m ∈ N. Тому, можна переписати

µ0 = max{akrk0 : k ≤ n0}, µm = max{akrkm : k ≤ sm−1}, m ∈ N

Введемо додатковi позначення для m ∈ N

µ∗0 = max
{
akr

k
0 : s0 6= k ≤ n0

}
, s∗0 = min{k : k 6= s0, akr

k
0 = µ∗0},

µ∗m = max{akrkm : sm 6= k ≤ sm−1}, s∗m = min{k : k 6= sm, akr
k
m = µ∗m}.
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Покажемо, що iснує m0 ∈ Z+, для якого
µ∗m0

µm0

≤ 1

c
. (3.44)

Вiд супротивного припустимо, що для всiх m ∈ Z+ виконується нерiвнiсть
µ∗m
µm

>
1

c
. (3.45)

Для s∗m < sm (s∗m 6= sm за визначенням) маємо

as∗mr
s∗m
m+1 =

as∗mr
s∗m
m

cs∗m
=
µ∗m
cs∗m

>
µm
cs∗m+1

=
asmr

sm
m

cs∗m+1
=
asmr

sm
m+1

cs∗m+1−sm ≥ asmr
sm
m+1.

Для кожного k > s∗m, k 6= sm, (тобто, k − 1 ≥ s∗m) можна вивести подiбно

as∗mr
s∗m
m+1 =

as∗mr
s∗m
m

cs∗m
≥ akr

k
m

cs∗m
≥ akr

k
m

ck−1
= cakr

k
m+1.

Тому as∗mr
s∗m
m+1 > akr

k
m+1 для всiх k > s∗m. Тодi

sm+1 ≤ s∗m ≤ sm − 1. (3.46)

Навпаки, якщо sm < s∗m ≤ sm−1, то може виконуватися рiвнiсть sm+1 = sm.
Справдi за означенням sm+1 ≤ sm. Це означає, що вказана рiвнiсть можли-
ва. Але при sm+1 < sm маємо sm+1 ≤ sm − 1 (це натуральнi числа!). Звiдси
отримуємо (3.46).

Тому, з нерiвностей s∗m+1 ≤ sm та s∗m 6= sm+1 випливає, що s∗m+1 < sm+1. Як
i вище, замiсть (3.46) маємо

sm+2 ≤ s∗m+1 ≤ sm+1 − 1 = sm − 1.

Отже, якщо для всiх m ∈ Z+ справджується (3.45), то для кожного m ∈ Z+

виконується одне з двох: або sm+2 ≤ sm+1 ≤ sm − 1, або sm+2 ≤ sm − 1, тобто,
sm+2 ≤ sm − 1, адже sm+2 ≤ sm+1. Звiдси випливає, що

sm≤sm−2 − 1 ≤ . . . ≤ sm−2[m/2] − [m/2] ≤ s0 − [m/2] ≤ n0 − [m/2] ≤ N − [m/2].

Iншими словами, sm < 0 приm > 2N+1,що неможливо. Тому, знайдетьсяm0 ≤
2N + 1, для якого є правильною (3.44). Покладемо r = rm0

, η(d) = d
(d+1)c2(N+1) ,

p = N та k0 = sm0
. Тодi, для всiх ‖J‖ 6= k0 = sm0

у Tn(z0, r1
L(z0)) на основi (3.43)

та (3.44) отримуємо

|bJ ||(z − z0)J | = a∗Jr
‖J‖ ≤ a‖J‖r

‖J‖ ≤ 1

c
asm0

r
sm0
m0 =

1

c
ak0
rk0.

Отже, для z ∈ Tn(z0, r1
L(z0))∣∣∣∣∣∣

∑
‖J‖6=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
‖J‖6=k0

a∗jr
‖J‖ ≤

∞∑
k=0,
k 6=k0

akC
k
n+k−1r

k =
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=

sm0−1∑
k=0,
k 6=sm0

akC
k
n+k−1r

k +
∞∑

k=sm0−1+1

akC
k
n+k−1r

k. (3.47)

Оцiнимо двi суми в (3.47). З (3.44) випливає, що µ∗m0
≤ 1

cµm0
або max{akrkm0

: k 6=
sm0

, k ≤ sm0−1} ≤ 1
c max{akrkm0

: k 6= sm0
, k ≤ sm0−1}, тобто, akrk ≤ 1

cak0
rk0.

Беручи до уваги (3.46), можна вивести, що
sm0−1∑
k=0,
k 6=sm0

akC
k
n+k−1r

k ≤ ak0
rk0

c

N∑
k=0

Ck
n+k−1 ≤

ak0
rk0

c
(N + 1)CN

n+N−1. (3.48)

Для всiх k ≥ sm0−1 + 1 є справедливим таке akrkm0−1 ≤ µm0−1. Тодi akrkm0
=

akr
k
m0−1

ck
≤ µm0−1

ck
. Зважаючи на (3.44), виводимо

∞∑
k=sm0−1+1

akC
k
n+k−1r

k ≤ µm0−1

∞∑
k=sm0−1+1

Ck
n+k−1

1

ck
≤

≤ asm0−1
r
sm0−1
m0 csm0−1

∑
k=sm0−1+1

(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)
1

ck
≤

≤
asm0

rsm0

c
csm0−1

( ∞∑
k=sm0−1+1

xk+n

)(n)
∣∣∣∣∣
x=1

c

=
ak0
rk0

c
csm0−1

{
xsm0−1+n+1

1−x

}(n)
∣∣∣∣∣
x=1

c

=

=
ak0
rk0

c
csm0−1

n∑
j=0

Cj
n(n− j)!(sm0−1 + n+ 1) . . . (sm0−1 + n− j + 2)×

× xsm0−1+1+n−j

(1− x)n−j+1

∣∣∣∣
x= 1

c

≤ ak0
rk0

c
csm0

−1n!(N + n+ 1)!
n∑
j=0

(1/c)sm0−1+1+n−j

(1− 1/c)n−j+1
=

= n!(N + n+ 1)!
ak0
rk0

c

n∑
j=0

1

(c− 1)n−j+1
≤ (n+ 1)!(N + n+ 1)!

ak0
rk0

c
, (3.49)

бо c ≥ 2. Беручи до уваги (3.47)-(3.49), маємо таке∣∣∣∣∣∣
∑
‖J‖6=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣≤ ((N + 1)CN
n+N−1 + (n+ 1)!(N + n+ 1)!)ak0

rk0

c
≤ 1

2
ak0
rk0.

Це означає, що многочлен Pk0
є головним у рядах (3.42) на кiстяку Tn(z0, r1

L(z0)).

Теорема 3.9. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо iснують p ∈ Z+, d ∈ (0; 1], η ∈ (0; d)
такi, що для кожного z0 ∈ Bn та деякого R = (r1, . . . , rn) з rj = rj(d, z

0) ∈
(η, d), j ∈ {1, . . . , n}, та певного k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у
рядах (3.42) на T2(z0, R/L(z0)), то аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
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Доведення. Припустимо, що iснують p ∈ Z+, d ≤ 1 та η ∈ (0; d) такi, що для
будь-якого z0 ∈ Bn та деякого R = (r1, . . . , rn) при rj = rj(d, z

0) ∈ (η, d),
j ∈ {1, . . . , n}, i певного k0 = k0(1, z

0) ≤ p многочлен Pk0
є головним у рядах

(3.42) на Tn(z0, R
L(z0)). Позначимо r0 = max1≤j≤nrj. Тодi∣∣∣∣ ∑

‖J‖6=k0

bJ(z − z0)J
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣F (z)−
∑
‖J‖=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣ ≤ ak0
rk0

0

2
.

Використовуючи нерiвнiсть Кошi, маємо |bJ(z − z0)J | = a∗jR
J ≤ ak0

r
k0
0

2 для ко-
жного J ∈ Zn+, ‖J‖ 6= k0, тобто, для всiх ‖J‖ = k 6= k0

akR
J ≤ ak0

rk0
0

2
. (3.50)

Припустимо, що F необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. За теоремою
3.5 для всiх p1 ∈ Z+ та c ≥ 1 iснує z0 ∈ Bn таке, що виконується

max

{ |F (J)(z0)|
LJ(z0)

: ‖J‖ = p1 + 1

}
> cmax

{|F (K)(z0)|
LK(z0)

: ‖K‖ ≤ p1

}
.

Покладемо p1 = p та c =
(

(p+1)!
ηp+1

)n
. Тодi для цього z0(p1, c)

max

{ |F (J)(z0)|
J !LJ(|z0|) : ‖J‖ = p+ 1

}
>

1

ηp+1
max{ |F

(K)(z0)|
K!LK(|z0|) : ‖K‖ ≤ p},

тобто, ap+1 >
ak0

ηp+1 . Звiдси, ap+1r
p+1
0 >

ak0
rp+1
0

ηp+1 ≥ ak0
rk0. Остання нерiвнiсть су-

перечить (3.50). Отже, функцiя F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них.

3.9 Оцiнки зростання аналiтичних в кулi функцiй

Позначимо [0, 2π]n = [0, 2π]× · · · × [0, 2π]︸ ︷︷ ︸
n раз

. Для R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, Θ =

(θ1, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n, A = (a1, . . . , an) ∈ Cn писатимемо
ReiΘ = (r1e

iθ1, . . . , rne
iθn), arg A = (arg a1, . . . , arg an).

Через K(Bn) позначимо клас додатних неперервних функцiй L = (l1, . . . , ln),

де lj : Bn → R+ задовольняє (3.1) та iснує c ≥ 1 таке, що для будь-якого R ∈ Rn
+

при |R| < 1 та j ∈ {1, . . . , n}

max
Θ1,Θ2∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c.

У випадку L(z) = (l1(|z1|, . . . , |zn|), . . . , ln(|z1|, . . . , |zn|)) маємо, що L ∈ K(Bn).
Легко довести, що |e

z|+1
1−|z| ∈ Q(D) \ K(D), але ee

|z|

1−|z| ∈ K(D) \ Q(D). Крiм цього,
при L1,L2 ∈ K(Bn) також L1 + L2 ∈ K(Bn) та L1L2 ∈ K(Bn). Для простоти
запису позначимо M(F,R) = max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}, де |R| < 1. Також
використовуватимемо такий запис β = ( β

c
√
n
, . . . , β

c
√
n
).
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Теорема 3.10. Нехай L ∈ Q(Bn) ∩ K(Bn), β > c
√
n. Якщо аналiтична в Bn

функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(F,R)=O

(
min
σn∈Sn

min
Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R(j, σn, t)e
iΘ)dt

)
при |R| → 1− 0,

(3.51)
де σn — перестановка множини {1, . . . , n}, Sn — множина усiх перестановок

{1, . . . , n}, R(j, σn, t)= (r′1, . . . , r
′
n), r

′
k=


r0
k, якщо σn(k) < j,

t, якщо k = j,

rk, якщо σn(k) > j,

k ∈ {1, . . . , n},

R0 = (r0
1, . . . , r

0
n) фiксований радiус.

Доведення. Нехай R > 0, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n, а точка z∗ ∈ Tn(0, R + β
L(ReiΘ))

така, що

|F (z∗)| = max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
0, R +

β

L(ReiΘ)

)}
.

Позначимо z0 = z∗R
R+β/L(ReiΘ) . Тодi

|z0
j − z∗j | =

∣∣∣∣∣ z∗j rj

rj + β
c
√
nlj(ReiΘ)

− z∗j

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣z∗jβ/(c
√
nlj(Re

iΘ))

rj + β
c
√
nlj(ReiΘ)

∣∣∣∣∣ =
β

c
√
nlj(ReiΘ)

та

L(z0)=L

(
z∗R

R + β/L(ReiΘ)

)
=L

(
(R + β/L(ReiΘ))ei arg z

∗
R

R + β/L(ReiΘ)

)
=L(Rei arg z

∗
).

Позаяк L ∈ K(Bn), маємо cL(z0) = cL(Rei arg z
∗
) ≥ L(ReiΘ) ≥ 1

cL(z0). Роз-
глянемо два кiстяки Tn(z0, 1

L(z0)) та Tn(z0, β
L(z0)). За теоремою 3.3 iснує p1 =

p1(
1
c , cβ) ≥ 1 таке, що (3.22) правильна для R′ = 1

c , R
′′ = cβ, тобто,

max

{
|F (z)| : z∈Tn

(
0, R+

β

L(ReiΘ)

)}
≤max

{
|F (z)| : z∈Tn

(
z0,

β

L(ReiΘ)

)}
≤

≤max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

cβ

L(z0)

)}
≤p1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

1

cL(z0)

)}
≤

≤ p1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
0, R +

1

L(ReiΘ)

)}
. (3.52)

Функцiя ln+ max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} є опуклою функцiєю вiдносно змiнних
ln r1, . . . , ln rn (див. [177, с. 84 ]). Тому ця функцiя допускає представлення

ln+ max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} − ln+ max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R + (r0
j − rj)1j)} =

=

∫ rj

r0
j

Aj(r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn)

t
dt (3.53)

для довiльних 0 < r0
j ≤ rj, де функцiї Aj(r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn) — додатнi

неспаднi за змiнною t, j ∈ {1, . . . , n}.
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Використовуючи (3.52), встановимо

ln p1 ≥ ln max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
0, R +

β

L(ReiΘ)

)}
−

− ln max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
0, R +

1

L(ReiΘ)

)}
=

=
n∑
j=1

ln max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
0, R +

1 +
∑n

k=j(
β
c
√
n
− 1)1k

L(ReiΘ)

)}
−

− ln max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
0, R +

1 +
∑n

k=j+1(
β
c
√
n
− 1)1k

L(ReiΘ)

)}
=

=
n∑
j=1

∫ rj+β/(c
√
nlj(Re

iΘ))

rj+1/lj(ReiΘ)

1

t
Aj

(
r1 +

1

l1(ReiΘ)
, . . . , rj−1 +

1

lj−1(ReiΘ)
, t,

rj+1 +
β

c
√
nlj+1(ReiΘ)

, . . . , rn +
β

c
√
nln(ReiΘ)

)
dt ≥

≥
n∑
j=1

ln

(
1 +

β
c
√
n
− 1

rjlj(ReiΘ)+1

)
Aj

(
r1+

1

l1(ReiΘ)
, . . . , rj−1+

1

lj−1(ReiΘ)
, rj,

rj+1 +
β

c
√
nlj+1(ReiΘ)

, . . . , rn +
β

c
√
nln(ReiΘ)

)
(3.54)

За лемою 3.2 маємо rjlj(ReiΘ)→ +∞ при |R| → 1−0. Звiдси для j ∈ {1, . . . , n}
та ri ≥ r0

i

ln

(
1 +

β
c
√
n
− 1

rjlj(ReiΘ) + 1

)
∼

β
c
√
n
− 1

rjlj(ReiΘ) + 1
≥

β
c
√
n
− 1

2rjlj(ReiΘ)
.

Отже, для кожного j ∈ {1, . . . , n} з нерiвностi (3.54) випливає, що

Aj

(
r1 +

1

l1(ReiΘ)
, . . . , rj−1 +

1

lj−1(ReiΘ)
, rj, rj+1 +

β

c
√
nli+1(ReiΘ)

, . . . ,

rn +
β

c
√
nln(ReiΘ)

)
≤ 2 ln p1

β
c
√
n
− 1

rjlj(Re
iΘ).

Нехай R0 = (r0
1, . . . , r

0
n), де кожне r0

j вибране вище. Застосовуючи послiдовно n
раз рiвнiсть (3.53), отримаємо

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} =

= ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R + (r0
1 − r1)11)}+

∫ r1

r0
1

A1(t, r2, . . . , rn)

t
dt =

= ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R + (r0
1 − r1)11 + (r0

2 − r2)12)}+

+

∫ r1

r0
1

A1(t, r2, . . . , rn)

t
dt+

∫ r2

r0
2

A2(r
0
1, t, r3 . . . , rn)

t
dt =
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=ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R0)}+
n∑
j=1

∫ rj

r0
j

Aj(r
0
1, . . . , r

0
j−1, t, rj+1, . . . , rn)

t
dt≤

≤ ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R0)}+

+
2 ln p1

β
c
√
n
− 1

n∑
j=1

∫ rj

r0
j

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt ≤

≤ ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R0)}+

+
2 ln p1

β
c
√
n
− 1

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt ≤

≤(1+o(1))
2 ln p1

β
c
√
n
−1

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt.

Функцiя ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} не залежить вiд Θ. Тому правильне таке
спiввiдношення

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} =

=O

(
min

Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt

)
,

при |R| → 1−0. Очевидно, що подiбна рiвнiсть може бути доведена для довiль-
ної перестановки σn множини {1, 2, . . . , n}. Тому є правильною формула (3.51).
Теорема 3.10 доведена.

Наслiдок 3.1. Якщо L ∈ Q(Bn) ∩ K(Bn), min
Θ∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ) — неспадна за ко-

жною змiнною e rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k 6= j, аналiтична в Bn функцiя F має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} = O

(
min

Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R
(j)eiΘ)dt

)

при |R| → 1− 0, де R(j) = (r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn).

Вiдмiтимо, що теорема 3.10 нова навiть для n = 1 (див. теорему 3.3 в [206]),
бо замiнено умову l = l(|z|) на слабшу умову l ∈ K(D), тобто, iснує c > 0 таке,
що для всiх r ∈ (0, 1) max

θ1,θ2∈[0,2π]

l(reiθ2)
l(reiθ1)

≤ c.

Позначимо a+ = max{a, 0}, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ), де a ∈ R, t ∈ R+,

j ∈ {1, . . . , n}, r∗ = max1≤j≤n rj 6= 0 та t
r∗ |R| < 1.

Теорема 3.11. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя
за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо функцiя
L задовольняє (3.1) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних, то для кожного Θ ∈ [0, 2π]n та всiх
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R ∈ Rn
+, |R| < 1, i S ∈ Zn+

ln max

{ |F (S)(ReiΘ)|
S!LS(ReiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
≤ ln max

{|F (S)(0)|
S!LS(0)

: ‖S‖ ≤ N

}
+

+

∫ r∗

0

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

rj
r∗

(kj + 1)lj

( τ
r∗
ReiΘ

)}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

kj(−u′j(τ))+

lj
(
τ
r∗Re

iΘ
) }) dτ.

(3.55)

Доведення. Нехай R ∈ R \ {�}, Θ ∈ [0, 2π]n. Позначимо αj =
rj
r∗ , j ∈ {1, . . . , n}

та A = (α1, . . . , αn). Розглянемо функцiю

g(t) = max

{|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
, (3.56)

де At = (α1t, . . . , αnt), Ate
iΘ = (α1te

iθ1, . . . , αnte
iθn).

Позаяк функцiя |F (S)(AteiΘ)|
K!LK(AteiΘ) — неперервно диференцiйовна за дiйсною змiн-

ною t ∈ [0,+∞), зовнi нульової множини функцiї |F (S)(AteiΘ)|, вiдповiдно фун-
кцiя g(t) також неперервно диференцiйовна на [0, r

∗

|R|) за винятком, можливо,
злiченної множини точок.

Застосовуючи нерiвнiсть d
dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка виконується скрiзь за виня-

тком точок r = t, в яких g(t) = 0, виводимо

d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
=

1

S!LS(AteiΘ)

d

dt
|F (S)(AteiΘ)|+

+|F (S)(AteiΘ)| d
dt

1

S!LS(AteiΘ)
≤ 1

S!LS(AteiΘ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

F (S+1j)(AteiΘ)αje
iθj

∣∣∣∣∣−
−|F

(S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

kju
′
j(t)

lj(AteiΘ)
≤

n∑
j=1

|F (S+1j)(AteiΘ)|
(S+1j)!LS+1j(AteiΘ)

αj(kj+1)lj(Ate
iΘ)+

+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

kj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)
. (3.57)

Для абсолютно неперервних функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) : 1 ≤
j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206, Лема 4.1, с. 81]).
Функцiя g — абсолютно неперервна, тому з (3.57) випливає, що

g′(t) ≤ max

{
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
: ‖S‖ ≤ N

}
≤

≤ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)|F (S+1j)(AteiΘ)|

(K + 1j)!LK+1j(AteiΘ)
+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
≤

≤ g(t)

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)

}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

})
=
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= g(t)(β(t) + γ(t)),

де

β(t) = max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)

}
, γ(t) = max

‖S‖≤N

{
n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
.

Отже, d
dt ln g(t) ≤ β(t) + γ(t) та

g(t) ≤ g(0) exp

∫ t

0

(β(τ) + γ(τ))dτ, (3.58)

бо g(0) 6= 0. Але за нашими позначеннями r∗A = R. Пiдставляючи t = r∗ у
(3.58) та беручи до уваги (3.56), виведемо

ln max

{ |F (S)(ReiΘ)|
S!LS(ReiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
≤ ln max

{|F (S)(0)|
S!LS(0)

: ‖S‖ ≤ N

}
+

+

∫ r∗

0

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Aτe
iΘ)

}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

sj(−u′j(τ))+

lj(AτeiΘ)

})
dτ,

тобто, (3.55) — правильна.

Твердження 3.1. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна фун-
кцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо функцiя
L задовольняє (3.1) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних та iснує C > 0 таке, що функцiя L
задовольняє нерiвностi

sup
|R|<1

max
t∈[0,r∗]

max
Θ∈[0,2π]n

max
1≤j≤n

(−(uj(t, R,Θ))′t)
+

rj
r∗ l

2
j (

t
r∗Re

iΘ)
≤ C, (3.59)

то
lim

|R|→1−0

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ (C + 1)N + 1. (3.60)

Доведення. За лемою 3.9, коли L задовольняє (3.1), буде правильним таке

max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

〈
R,L

(
τReiΘ

)〉
dτ → +∞ при |R| → 1− 0. (3.61)

Позначимо β̃(t) =
∑n

j=1 αjlj(Ate
iΘ). Якщо додатково виконується (3.59), то

для деякого S∗, ‖S∗‖ ≤ N та S̃, ‖S̃‖ ≤ N,

γ(t)

β̃(t)
=

∑n
j=1

s∗j (−u′j(t))+

lj(AteiΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤

n∑
j=1

s∗j
(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤

n∑
j=1

s∗j · C ≤ NC та

β(t)

β̃(t)
=

∑n
j=1 αj(s̃j + 1)lj(Ate

iΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
= 1 +

∑n
j=1 αj s̃jlj(Ate

iΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤
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≤ 1 +
n∑
j=1

s̃j ≤ 1 +N.

Але |F (AteiΘ)| ≤ g(t) ≤ g(0) exp
∫ t

0 (β(τ) + γ(τ))dτ та r∗A = R. Поклавши
t = r∗ та взявши до уваги (3.61), отримаємо

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)} = ln max
Θ∈[0,2π]n

|F (ReiΘ)| ≤ ln max
Θ∈[0,2π]n

g(r∗) ≤

≤ ln g(0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

(β(τ) + γ(τ))dτ ≤

≤ ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

β̃(τ)dτ =

= ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

n∑
j=1

αjlj(Aτe
iΘ)dτ =

= ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
dτ =

= ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

n∑
j=1

rjlj(τRe
iΘ)dτ.

Отже, справджується (3.60). Твердження 3.1 доведено.

Твердження 3.2. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна фун-
кцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо функцiя
L задовольняє (3.1) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних та

r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)
+/(rjl

2
j (Re

iΘ))→ 0 (3.62)

рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, j ∈ {1, . . . , n}, при |R| → 1− 0, то

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ N + 1. (3.63)

Оцiнка (3.63) може бути встановлена за аналогiєю з доведенням твердження
3.1.

Якщо L(z) = L(R), то (3.62) може бути записана у простiшiй формi.
Наслiдок 3.2. Нехай L(R) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя за
кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1. Якщо функцiя L задовольняє
(3.1) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за
сукупнiстю змiнних та для кожного j ∈ {1, . . . , n}

〈R,∇lj(R)〉
rjl2j (R)

→ 0 при |R| → 1− 0,
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то
lim

|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1,

де ∇lj(R) = (
∂lj(R)
∂r1

, . . . ,
∂lj(R)
rn

).

У цьому пiдроздiлi наш основний результат має такий вигляд
Теорема 3.12. Нехай L(R) = (l1(R), . . . , ln(R)), lj(R) — додатна неперервно
диференцiйовна функцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1. Якщо
функцiя L задовольняє (3.1) та аналiтична в Bn функцiя F має обмежений
L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних, то

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1.

Ця теорема є безпосереднiм наслiдком твердження 3.2, яке отримане для
загальнiшої функцiї L.

Позначимо u(r, θ) = l(reiθ). З теореми 3.11 випливає таке твердження для
n = 1.
Наслiдок 3.3. Нехай l(reiθ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя
за змiнною r ∈ [0, 1) для кожного θ ∈ [0, 2π]. Якщо аналiтична в D функцiя f
має обмежений l-iндекс N = N(f, l) та lim

r→1−0
max
θ∈[0,2π]

(−u′r(r,θ))+

l2(reiΘ) = C ≥ 0, то

lim
r→1−0

ln max{|f(z) : |z| = r}
max
θ∈[0,2π]

∫ r
0 l (τe

iθ) dτ
≤ (C + 1)N + 1. (3.64)

Оцiнка (3.63) точна. Це легко перевiрити для таких функцiй F (z) =

exp{ 1
(1−z1)(1−z2)}, l1(z1, z2) = 1

(1−|z1|)2(1−|z|) , l2(z1, z2) = 1
(1−|z|)(1−|z2|)2 . Звiдси має-

мо N(F,L,Bn) = 0 та ln max{|F (z)| : z ∈ T 2(0, R)} = 1
(1−r1)(1−r2) .

3.10 Обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних в обмеженiй обла-
стi

Через G позначимо замикання областi G. Такий результат є узагальненням
одновимiрних тверджень з [156, 206], отриманих там для цiлих та аналiтичних
функцiй вiдповiдно.
Лема 3.7. Нехай F (z) — аналiтична в Bn функцiя, G — обмежена область
у Bn, d = infz∈G(1 − |z|) > 0 та β >

√
n. Якщо для кожного j ∈ {1, . . . , n}

lj : Bn → R+ — неперервна функцiя, яка задовольняє lj(z) ≥ β
d для всiх z ∈ Bn,

то iснує m ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ G та J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+
|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
, (3.65)

де L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)).
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Доведення. Якщо F (z) ≡ 0, то (3.65) — очевидна. Нехай F (z) 6≡ 0. Для кожно-
го фiксованого z0 ∈ G |F (J)(z0)|

J !LJ(z0) — модуль коефiцiєнта степеневого розвинення
аналiтичної функцiї F (z), z ∈ Tn(z0, R0

L(z0)), де |R0| =
√
n. Оскiльки F (z) —

аналiтична, для кожного z0 ∈ G маємо |F (J)(z0)|
J !LJ(z0) → 0 при ‖J‖ → ∞, тобто,

знайдеться m0 = m(z0), для якого справджується нерiвнiсть (3.65).
Вiд супротивного, припустимо, що множина значень m0 рiвномiрно обмеже-

на по всiх z0 : sup
z0∈G

m0 = +∞. Звiдси для кожного m ∈ Z+ iснує zm ∈ G та

Jm ∈ Zn+
|F (Jm)(zm)|
Jm!LJm(zm)

> max

{|F (K)(zm)|
K!LK(zm)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
. (3.66)

Позаяк zm ∈ G, то знайдеться пiдпослiдовнiсть z′m → z′ ∈ G при m → +∞.
Запишемо iнтегральну формулу Кошi для довiльного J ∈ Zn+

F (J)(z0)

J !
=

1

(2πi)n

∫
z∈Tn(z0,R)

F (z)

(z − z0)J+1
dz.

Перепишемо (3.66) у виглядi

max

{|F (K)(zm)|
K!LK(zm)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
≤

≤ 1

(2π)nLJm(zm)

∫
z∈Tn(z0, R

L(zm) )

|F (z)|
|z − zm|Jm+1

|dz| ≤ max{|F (z)| : z ∈ GR}
RJm

, (3.67)

де GR =
⋃
z∗∈GD

n[z∗, R
L(z∗) ], |R| ≤ β. Виберемо R таке, що rj > 1, тобто, |R| >√

n. Переходячи до границi в (3.67) при m→∞, отримаємо

∀K ∈ Zn+
|F (K)(z′)|
K!LK(z′)

≤ lim
m→∞

1

RJm
max{|F (z)| : z ∈ GR} = 0.

при m → +∞. Тому, всi частиннi похiднi функцiї F у точцi z′ дорiвнюють 0.
За теоремою єдиностi F (z) ≡ 0, що неможливо.

3.11 Вичерпання одиничної кулi кулями меншого радiуса

Позначимо `(z) = min1≤j≤n lj(z), L(z) = max1≤j≤n lj(z). Зрозумiло, що
`(z) ≤ L(z). Через Q′(Bn) позначимо клас додатних неперервних функцiй L,
якi задовольняють умову

(∀r ∈ [0, β], j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(r) ≤ λ2,j(r) <∞, (3.68)

де

λ1,j(r) = inf
z0∈Bn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]}
, (3.69)
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λ2,j(r) = sup
z0∈Bn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]}
, (3.70)

Λ1(r) = (λ1,1(r), . . . , λ1,n(r)), Λ2(r) = (λ2,1(r), . . . , λ2,n(r)).

Цi позначення λ1,j(r), λ2,j(r), Λ1(r), Λ2(r) дiйснi лише у цьому пiдроздiлi. У
решти пiдроздiлах їхнi значення визначенi в (3.5)-(3.6).

Наступна теорема є базовою в теорiї функцiй обмеженого iндексу. Вона не-
обхiдна для встановлення зручнiших та ефективнiших критерiїв обмеженостi
iндексу, якi описують поводження максимуму модуля на колi чи поводження
логарифмiчної похiдної (див. [30, 149, 170, 188, 206, 254]). Усi згаданi працi вико-
ристовують вичерпування полiкругами в Cn або кругами в C.
Теорема 3.13. Нехай L ∈ Q′(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn функцiя F
мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для кожного
r ∈ (0, β] iснували n0 ∈ Z+, p0 > 0 такi, що для всiх z0 ∈ Bn знайдеться
K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

(3.71)

i досить, щоб для кожного r ∈ (0, β] знайшлися n0 ∈ Z+ та p0 > 0 такi, що
для будь-якого z0 ∈ Bn iснує K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)|

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (3.72)

Доведення. Нехай F — функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних
при N = N(F,L,Bn) <∞. Для кожного r ∈ (0, β] покладемо

q = q(r) = [2(N + 1)r
√
n

n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N+1] + 1,

де [x] — цiла частина дiйсного числа x. Для p ∈ {0, . . . , q} та z0 ∈ Bn позначимо

Sp(z
0, r) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn
[
z0,

pr

qL(z0)

]}
,

S∗p(z
0, r) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn
[
z0,

pr

qL(z0)

]}
.

Використовуючи (3.5) та Bn
[
z0, pr

q`(z0)

]
⊂ Bn

[
z0, r

L(z0)

]
, маємо

Sp(z
0, r) =max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

LK(z0)

LK(z0)
: ‖K‖ ≤N, z ∈Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤

≤ S∗p(z
0, r) max

{
n∏
j=1

lNj (z0)

lNj (z)
: z ∈ Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤ S∗p(z

0, r)
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N .
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Тепер скористаємося (3.6) i отримаємо

S∗p(z
0, r) = max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

LK(z)

LK(z0)
: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤

≤max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

(Λ2(r))
K : ‖K‖≤N, z ∈ Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤Sp(z0, r)

n∏
j=1

(λ2,j(r))
N .

(3.73)

Нехай K(p) при ‖K(p)‖ ≤ N та z(p) ∈ Bn
[
z0, pr

qL(z0)

]
будуть такими, що

S∗p(z
0, r) =

|F (K(p))(z(p))|
K(p)!LK(p)(z0)

(3.74)

За принципом максимуму модуля z(p) ∈ Sn(z0, pr
qL(z0)), маємо z

(p) 6= z0. Виберемо

z̃
(p)
j = z0

j + p−1
p (z

(p)
j − z0

j ), j ∈ {1, . . . , n} Тодi

|z̃(p) − z0| = p− 1

p
|z(p) − z0| = p− 1

p

pr

qL(z0)
, (3.75)

|z̃(p) − z(p)| = |z0 +
p− 1

p
(z(p) − z0)− z(p)| = 1

p
|z0 − z(p)| ==

r

qL(z0)
. (3.76)

З (3.75) випливає, що z̃(p) ∈ Bn
[
z0, (p−1)r

qL(z0)

]
та S∗p−1(z

0, r) ≥ |F (K(p))(z̃(p))|
K(p)!LK

(p)
(z0)

. А з (3.74)
випливає

0 ≤ S∗p(z
0, r)− S∗p−1(z

0, r) ≤ |F
(K(p))(z(p))| − |F (K(p))(z̃(p))|

K(p)!LK(p)(z0)
=

=
1

K(p)!LK(p)(z0)

∫ 1

0

d

dt
|F (K(p))(z̃(p) + t(z(p) − z̃(p)))|dt ≤

≤ 1

K(p)!LK(p)(z0)

∫ 1

0

n∑
j=1

|z(p)
j − z̃

(p)
j |
∣∣∣F (K(p)+1j)(z̃(p) + t(z(p) − z̃(p)))

∣∣∣ dt =

=
1

K(p)!LK(p)(z0)

n∑
j=1

|z(p)
j − z̃

(p)
j |
∣∣∣F (K(p)+1j)(z̃(p) + t∗(z(p) − z̃(p)))

∣∣∣ , (3.77)

де 0 ≤ t∗ ≤ 1, z̃(p)+t∗(z(p)−z̃(p)) ∈ Bn(z0, pr
qL(z0)). Для z ∈ Bn(z0, pr

qL(z0)) та J ∈ Zn+,
‖J‖ ≤ N + 1 дiстаємо таке

|F (J)(z)|LJ(z)

J !LJ(z0)LJ(z)
≤ (Λ2(r))

J max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−N max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−NS∗p(z
0, r).
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Зважаючи на (3.77) та (3.76), отримуємо

0 ≤ S∗p(z
0, r)− S∗p−1(z

0, r) ≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−NS∗p(z
0, r)

n∑
j=1

(k
(p)
j + 1)lj(z

0)|z(p)
j − z̃

(p)
j | =

=
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−NS∗p(z
0, r)(N + 1)

n∑
j=1

lj(z
0)|z(p)

j − z̃
(p)
j | ≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−N(N + 1)S∗p(z
0, R)
√
nL(z0)|z(p) − z̃(p)| =

=
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−N√n(N + 1)r

q(r)
S∗p(z

0, R) ≤ 1

2
S∗p(z

0, R).

А це означає, що S∗p(z
0, r) ≤ 2S∗p−1(z

0, r). Тодi з нерiвностей (3.73) та (3.74)
маємо таке

Sp(z
0, r) ≤ 2

n∏
j=1

(λ1,j(r))
−NS∗p−1(z

0, r) ≤ 2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

NSp−1(z
0, r)

Тому

max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn
[
z0,

pr

qL(z0)

]}
= Sq(z

0, r) ≤

≤ 2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

NSq−1(z
0, r) ≤ . . . ≤

≤ (2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N)qS0(z
0, r) =

= (2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N)q max

{|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
. (3.78)

З (3.78) отримуємо нерiвнiсть (3.71) при p0 = (2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N)q та

деякого K0 при ‖K0‖ ≤ N . Необхiднiсть умови (3.71) доведена.
Доведемо достатнiсть. Припустимо, що для кожного r ∈ (0, β] iснують

n0 ∈ Z+, p0 > 1 такi, що для всiх z0 ∈ Bn та деякого K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0,
виконується нерiвнiсть (3.72).

Запишемо формулу Кошi для кулi (див. [245, c. 109] або [186, c. 349]) у такому
виглядi ∀z0 ∈ Bn ∀K ∈ Zn+ ∀S ∈ Zn+ ∀z ∈ Bn(z0, r/`(z0))

F (K+S)(z)=
(n+‖S‖−1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

|ξ − z0|(ξ − z0)SF (K)(ξ)

(|ξ − z0|2 − 〈z − z0, ξ − z0〉)n+‖S‖dσ(ξ),
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де dσ(ξ) — нормована поверхнева мiра на Sn, тобто, σ(Sn(0, 1)) = 1. Покладемо
z = z0 :

F (K+S)(z0) =
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

(ξ − z0)SF (K)(ξ)

|ξ − z0|2(n+‖S‖)−1
dσ(ξ) (3.79)

Тодi застосовуючи (3.72), маємо

|F (K+S)(z0)| ≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S||F (K)(ξ)|
|ξ − z0|2(n+‖S‖)−1

dσ(ξ) ≤

≤
(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1
(n+‖S‖−1)!

(n−1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ−z0)S||F (K)(ξ)|K!LK(ξ)

K!LK(ξ)
dσ(ξ)≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S||F (K0)(z0)|K!LK(z)

K0!LK0(z0)
dσ(ξ) ≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

|F (K0)(z0)|K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|dσ(ξ) ≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)‖S‖
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

|F (K0)(z0)|K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|
(r/`(z0))‖S‖

dσ

(
ξ − z0

r/`(z0)

)
≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)‖S‖
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

|F (K0)(z0)|K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)
×

×
∫
Sn(0,1)

|ξS|dσ(ξ) = p0

(
`(z0)

r

)‖S‖
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!
×

×
|F (K0)(z0)|K!

∏n
j=1 λ

n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)

Γ(n)
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
. (3.80)

Звiдси випливає, що

|F (K+S)(z0)|
(K + S)!LK+S(z0)

≤ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
×

×p0

(
`(z0)

r

)‖S‖ K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)LS(z0)
≤

≤ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
p0

K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
(3.81)

Виберемо r > 1. Позаяк ‖K‖ ≤ n0, величина p0K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(R) не залежить вiд
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S. Тому iснує n1 таке, що
p0K!

∏n
j=1 λ

n0

2,j(r)

r‖S‖
≤ 1 для всiх ‖S‖ ≥ n1. (3.82)

Асимптотичне поводження виразу (n+‖S‖−1)!
∏n
j=1 Γ(sj/2+1)

(K+S)!Γ(n+‖S‖/2)r‖S‖ набагато складнiше при
‖S‖ → +∞. Використовуючи формулу Стiрлiнга Γ(m + 1) =

√
2πm

(
m
e

)m
(1 +

θ
12m), де θ = θ(m) ∈ [0, 1], маємо таке

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
≤

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

S!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖

=

√
2π(n+ ‖S‖ − 1)(n+‖S‖−1

e )n+‖S‖−1
∏n

j=1

√
2πsj/2(

sj
2e)

sj/2∏n
j=1

√
2πsj(

sj
e )sj

√
2π(n+ ‖S‖/2− 1)(n+‖S‖/2−1

e )n+‖S‖/2−1r‖S‖
×

×
(1 + θ(n+‖S‖−1)

12(n+‖S‖−1))
∏n

j=1(1 +
θ(sj/2)
12sj/2

)

(1 + θ(n+‖S‖/2)
12(n+‖S‖/2))

∏n
j=1(1 +

θ(sj)
12sj

)
.

Позначивши

Θ(S) =
(1 + θ(n+‖S‖−1)

12(n+‖S‖−1))
∏n

j=1(1 +
θ(sj/2)
12sj/2

)

(1 + θ(n+‖S‖/2)
12(n+‖S‖/2))

∏n
j=1(1 +

θ(sj)
12sj

)

та спростивши попередню нерiвнiсть, виводимо
(n+ ‖S‖ − 1)!

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
≤

≤ Θ(S)
2(1−n)/2e−‖S‖/2

r‖S‖

(
n− 1 + ‖S‖
n− 1 + ‖S‖/2

)n−1+‖S‖/2
· (n− 1 + ‖S‖)‖S‖/2×

×
n∏
j=1

(
e

2sj
)sj/2 ≤ Θ(S)

2(n−1+‖S‖)/2e−‖S‖/2

r‖S‖
(n− 1 + ‖S‖)‖S‖/2

n∏
j=1

(
e

2sj
)sj/2 =

= Θ(S)
2(n−1)/2

r‖S‖

(
1 +

n− 1

‖S‖

) ‖S‖
n−1 ·n−1

2

· ‖S‖‖S‖/2
n∏
j=1

1

s
sj/2
j

≤

≤ Θ(S)(2e)(n−1)/2

(
1

r

n∏
j=1

(‖S‖
sj

) sj
2‖S‖
)‖S‖

при sj →∞. (3.83)

Для зручностi позначимо xj = ‖S‖
sj
∈ (1,+∞), x = (x1, . . . , xn). Очевидно,

що Θ(S) → 1 при sj → ∞, j ∈ {1, . . . , n}. Нескладне дослiдження на умовний
екстремум дає

max
{
H(x) : за умови

n∑
j=1

1

xj
= 1, xj ∈ (1,+∞)

}
≤ √n,

де H(x) :=
∏n

j=1 x
1/(2xj)
j .
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Виберемо r ≥ √n. Для таких r маємо 1
r

∏n
j=1

(
‖S‖
sj

) sj
2‖S‖ ≤ 1. Беручи до уваги

(3.83), це означає, що iснує n2, для якого

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
≤ 1 (3.84)

для всiх ‖S‖ ≥ n2.
Асимптотичне поводження правої частини (3.81) в iнших випадках S дослi-

джується подiбно. Зважаючи на (3.81), (3.82) та (3.84), отримуємо, що для всiх
‖S‖ ≥ n1 + n2

|F (K+S)(z0)|
(K + S)!LS+K(z0)

≤ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
.

Останнє означає, що для всiх J ∈ Zn+
|F (J)(z0)|
J !LJ(z0)

≤ max

{|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ n0 + n1 + n2

}
де n0, n1, n2 — незалежнi вiд z0. Тому функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних з N(F,L,Bn) ≤ n0 + n1 + n2.

Якщо ми накладемо додатковi обмеження на функцiю L, то з теореми 3.13
випливає таке твердження.
Твердження 3.3. Нехай L ∈ Q′(Bn) буде така, що supz∈Bn

L(z)
`(z) = C < ∞.

Аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних
тодi i тiльки тодi, коли якщо для кожного r ∈ (0, β] iснують n0 ∈ Z+ та
p0 > 0 такi, що для всiх z0 ∈ Bn знайдеться K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого
виконується нерiвнiсть (3.72).

Доведення. Достатнiсть доведено в теоремi 3.13. А для необхiдностi вибираємо
q = q(R) = [2(N + 1)Cr

∏n
j=1(λ1,j(r))

−N(λ2,j(r))
N+1] + 1 та замiнюємо L(z0) на

`(z0) в доведеннi теореми 3.13. Бiльше нiяких змiн.

Твердження 3.4. Нехай L ∈ Q′(Bn). Для того, щоб аналiтична в Bn фун-
кцiя F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, аби для
кожного r ∈ (0, β] ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max
{
|F (K0)(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)| (3.85)

i досить, аби для кожного r ∈ (0, β] ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Bn ∀j ∈ {1, . . . , n}
∃K0

j = (0, . . . , 0, k0
j︸︷︷︸

j-те мiсце

, 0, . . . , 0) таке, що k0
j ≤ n0 та

max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)| ∀j ∈ {1, . . . , n}. (3.86)
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Доведення. З доведення теореми 3.13 випливає справедливiсть нерiвностi (3.71)
для деякого K0. Тому маємо

p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z)

: z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
=

= max

{
|F (K0)(z)|

K0!

LK
0

(z0)

LK0(z0)LK0(z)
: z ∈ Bn

[
z0, r/L(z0)

]}
≥

≥ max

{
|F (K0)(z)|

K0!

∏n
j=1 (λ2,j(r))

−n0

LK0(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/L(z0)

]}
.

З цiєї нерiвностi отримуємо

p0

∏n
j=1(λ2,j(r))

n0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z0)

: z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
.

(3.87)

З (3.87) одержуємо нерiвнiсть (3.85) з p = p0

∏n
j=1 (λ2,j(r))

n0. Необхiднiсть умови
(3.85) доведена.

Доведемо достатнiсть (3.86). Припустимо, що для деяких r ∈ (0, β], n0 ∈ Z+

та p > 1 i всiх ∀z0 ∈ Bn iснує K0
j ∈ Zn+, k0

j ≤ n0, для якого виконується
(3.86). Зважаючи на (3.79), запишемо формулу Кошi в такому виглядi ∀z0 ∈ Bn
∀S ∈ Zn+

F (K0
j+S)(z0) =

(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

(ξ − z0)SF (K0
j )(ξ)

|ξ − z0|2(n+‖S‖)−1
dσ(ξ)

Як i в (3.80), отримуємо

|F (K0
j+S)(z0)| ≤

≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1

max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]
}×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|dσ(ξ) ≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)‖S‖
×

×max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]
}×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|
(r/`(z0))‖S‖

dσ

(
ξ − z0

r/`(z0)

)
≤

≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)‖S‖
max{|F (K0

j )(z)| : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]
}×

×
∫
Sn(0,1)

|ξS|dσ(ξ) =
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)‖S‖
×

×max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]
}

Γ(n)
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
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Покладемо r = β та скористаємося (3.86)

|F (K0
j+S)(z0)| ≤

(
`(z0)

β

)‖S‖ (n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
×

×max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, β/`(z0)

]
} ≤

≤ p

(
`(z0)

β

)‖S‖ (n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
|F (K0

j )(z0)|. (3.88)

З (3.88) випливає, що для всiх j ∈ {1, . . . , n} та k0
j ≤ n0

|F (K0
j+S)(z0)|

LK
0
j+S(z0)(K0

j + S)!
≤ p

K0
j !(n+ ‖S‖ − 1)!

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

β‖S‖(K0
j + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
≤

≤ pn0!
(n+ ‖S‖ − 1)!

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

β‖S‖S!Γ(n+ ‖S‖/2)

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !

З огляду на (3.84) знайдеться n1 таке, що для всiх ‖S‖ ≥ n1

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

β‖S‖S!Γ(n+ ‖S‖/2)
≤ 1.

Очевидно, що iснує n2 таке, що для всiх ‖S‖ ≥ n2
pn0!
β‖S‖ ≤ 1. Вiдповiдно, отри-

муємо
|F (K0

j+S)(z0)|
LK

0
j+S(z0)(K0

j + S)!
≤ |F

(K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
для всiх ‖S‖ ≥ n1 + n2

тобто, N(F,L,Bn) ≤ n0 + n1 + n2.

Позначимо L̃(z) = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)). Запис L � L̃ означає, що знайдуться
Θ1 = (θ1,j, . . . , θ1,n) ∈ Rn

+, Θ2 = (θ2,j, . . . , θ2,n) ∈ Rn
+ такi, що ∀z ∈ Bn θ1,j l̃j(z) ≤

lj(z) ≤ θ2,j l̃j(z) для кожного j ∈ {1, . . . , n}.
Лема 3.8. Нехай L ∈ Q′(Bn), L � L̃, supz∈Bn

L(z)
`(z) = C <∞, min1≤j≤n θ1,j >

√
n
β .

Аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних
тодi i тiльки тодi, коли F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Легко довести, що при L ∈ Q′(Bn) та L � L̃ функцiя L̃ ∈ Q′(Bn) з
β′ = βmin1≤j≤n θ1,j >

√
n замiсть β в (3.1).

Нехай N(F, L̃,Bn) = ñ0 < +∞. Тодi за теоремою 3.13 для кожного r̃ ∈ (0, β)
iснує p̃ ≥ 1 таке, що для всiх z0 ∈ Bn та деякого K0 при ‖K0‖ ≤ ñ0, виконується
нерiвнiсть (3.71) з L̃ та r̃ замiсть L та r. Звiдси,

p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
p̃

K0!

ΘK0

2 |F (K0)(z0)|
ΘK0

2 LK0(z0)
≥ p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
ΘK0

2 L̃K0(z0)
≥

≥ 1

ΘK0

2

max

{
|F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Bn
[
z0, r̃/L̃(z)

]}
≥
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≥ 1

ΘK0

2

max

{
ΘK

1 |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Bn
[
z0, min

1≤j≤n
Θ1,j r̃/L(z)

]}
≥

≥
min

0≤‖K‖≤n0

{ΘK
1 }

ΘK0

2

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z∈Bn
[
z0, min

1≤j≤n
Θ1,j r̃/L(z)

]}
≥

≥
min

0≤‖K‖≤n0

{ΘK
1 }

ΘK0

2

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z∈Bn
[
z0,

r̃min1≤j≤n Θ1,j

C`(z)

]}
.

З огляду на теорему 3.13 висновуємо, що функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних.

Твердження 3.5. Нехай L ∈ Q′(Bn), функцiя F — аналiтична в Bn. Якщо
iснують r ∈ (0, β], n0 ∈ Z+, p0 > 1 такi, що для кожного z0 ∈ Bn та деяко-
го K0 ∈ Zn+ при ‖K0‖ ≤ n0 правильна нерiвнiсть (3.72), то функцiя F має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. З доведення достатностi в теоремi 3.13 при r = β випливає, що
N(F,L,Bn) < +∞.

Нехай L∗(z) = r0L(z)
r , `∗(z) = r0`(z)

r , r0 = β та r — довiльний радiус, для якого
(3.72) — правильна. У загальному випадку зi справедливостi (3.72) для F та L
при r < β отримуємо

max

{ |F (K)(z)|
K!(L∗(z))K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r0/`

∗(z0)
]}
≤

≤ max

{ |F (K)(z)|
K!(r0L(z)/r)K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r0/(r0`(z

0)/r)
]}
≤

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z∈Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
≤

≤ p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
β‖K

0‖p0

r‖K0‖K0!

|F (K0)(z)|
(r0L(z)/r)K0 =

p0β
n0

rn0

|F (K0)(z)|
K0!(L∗(z))K0 .

тобто, (3.71) виконується для F, L∗ та r0 = β. Як i вище, зараз застосуємо
теорему 3.13 до функцiї F (z) та L∗(z) = r0L(z)/r. Як висновок, отримуємо, що
F — обмеженого L∗-iндексу за сукупнiстю змiнних. Тодi за лемою 3.3 функцiя
F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

3.12 Обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю змiнних аналiтичних
розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними

Використовуючи лему 3.7 та теорему 3.5, отримаємо такий наслiдок.
Наслiдок 3.4. Нехай L ∈ Qn, F (z) — аналiтична в Bn функцiя, G — обмеже-
на область в Bn така, що d = infz∈G(1−|z|) > 0. Функцiя F (z) — обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують p ∈ Z+ та
C > 0 такi, що для всiх z ∈ Bn \G справджується (3.33).
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У одновимiрному випадку цей наслiдок отриманий в [219]. Його було запро-
поновано використовувати для дослiдження обмеженостi iндексу цiлих розв’яз-
кiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь вищих порядкiв [67].

Позначимо a+ = max{a, 0}, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ), де a ∈ R, t ∈
[0, r∗], j ∈ {1, . . . , n}, r∗ = max1≤j≤n rj 6= 0, тобто, t

r∗ |R| < 1.

Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя за кожною
змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, |R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]n. Через W (Bn) позначимо клас
додатних неперервних функцiй L таких, що

r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)
+/(rjl

2
j (Re

iΘ))→ 0 (3.89)

рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, j ∈ {1, . . . , n}, при |R| → 1− 0, W := W 1.

Легко перевiрити, що умову (3.89) можна замiнити сильнiшою умовою
〈z,∇lj(z)〉
|zj |l2j (z)

→ 0 при |z| → 1− 0.

Лема 3.9. Якщо L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де кожне lj(z) : Bn → R+ неперервна
функцiя, що задовольняє (3.1), то

max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

〈R,L(τReiΘ)〉dτ → +∞ при |R| → 1− 0.

Доведення. Використовуючи (3.1), отримуємо

max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
dτ ≥

∫ r∗

0

n∑
j=1

rj
r∗

β

1− τ
r∗ |R|

dτ =

= −
n∑
j=1

rjβ

R
ln(1− |R|)→ +∞ при |R| → 1− 0.

Лема 3.10. Нехай L ∈ W (Bn), F — аналiтична в Bn функцiя. Якщо iснують
R′ ∈ Rn

+, |R′| < 1, та p ∈ Z+, c > 0 такi, що для будь-якого z ∈ Bn \ Dn(0, R′)
справджується (3.33), то

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ c. (3.90)

Доведення. Нехай R ∈ Rn
+ є таким, що 1 > |R| > |R′|, Θ ∈ [0, 2π]n. Позначимо

αj =
rj
r∗ , j ∈ {1, . . . , n} та A = (α1, . . . , αn). Розглянемо функцiю

g(t) = max

{|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

: ‖S‖ ≤ p

}
,

де AteiΘ = (α1te
iθ1, . . . , αnte

iθn) та |At| > |R′|.
Позаяк функцiя |F

(S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ) — неперервно диференцiйовна за дiйсним пара-

метром t ∈ [0, r∗] зовнi нульової множини функцiї |F (S)(AteiΘ)|, функцiя g(t)
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також неперервно диференцiйовна на [0, r∗] за винятком, можливо, злiченної
множини точок.

Використовуючи нерiвнiсть d
dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка виконується скрiзь, крiм

точок r = t, в яких g(t) = 0, встановлюємо

d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

)
=

1

LS(AteiΘ)

d

dt
|F (S)(AteiΘ)|+

+|F (S)(AteiΘ)| d
dt

1

LS(AteiΘ)
≤ 1

LS(AteiΘ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

F (S+1j)(AteiΘ)αje
iθj

∣∣∣∣∣−
−|F

(S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sju
′
j(t)

lj(AteiΘ)
≤

n∑
j=1

|F (S+1j)(AteiΘ)|
LS+1j(AteiΘ)

αjlj(Ate
iΘ)+

+
|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)
(3.91)

Для абсолютно неперервних функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) : 1 ≤
j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206, лема 4.1, с. 81]).
Функцiя g — абсолютно неперервна, тому з (3.33) та (3.91) випливає, що

g′(t) ≤ max

{
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

)
: ‖S‖ ≤ p

}
≤

≤max
‖S‖≤p

{
n∑
j=1

αjlj(Ate
iΘ)|F (S+1j)(AteiΘ)|

LS+1j(AteiΘ)
+
|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
≤

≤ g(t)

(
max{1, c}

n∑
j=1

αjlj(Ate
iΘ) + max

‖S‖≤p

{
n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

})
=

= g(t)(β(t) + γ(t)),

де β(t) = max{1, c}∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ), γ(t) = max‖S‖≤p
{∑n

j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
. Отже,

d
dt ln g(t) ≤ β(t) +γ(t) i g(t) ≤ g(t0) exp

∫ t
t0

(β(τ) +γ(τ))dτ, де t0 вибране так, аби
g(t0) 6= 0. Умова L ∈ W (Bn) гарантує таке

γ(t)

β(t)
=

∑n
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

c
∑n

j=1 αjlj(Ate
iΘ)
≤ p

n∑
j=1

(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤ pε,

де ε = ε(R)→ 0 рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, t = r∗ при |R| → 1− 0

Але |F (AteiΘ)| ≤ g(t) ≤ g(t0) exp
∫ t
t0

(β(τ) + γ(τ))dτ та r∗A = R. Тодi покла-
демо t = r∗ та отримаємо

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)} = ln max
Θ∈[0,2π]n

|F (ReiΘ)| ≤ ln max
Θ∈[0,2π]n

g(r∗) ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

(β(τ) + γ(τ))dτ ≤
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≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

c
n∑
j=1

αjlj(Aτe
iΘ) (1 + pε) dτ =

= ln g(t0) + max{1, c} max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
(1 + pε) dτ.

Звiдси отримуємо (3.90).

Лема 3.11. Нехай L ∈ W (Bn), F — аналiтична в Bn функцiя. Якщо iснують
R′ ∈ Rn

+, |R′| < 1 та p ∈ Z+, c > 0 такi, що для всiх z ∈ Bn \ Dn(0, R′)
виконується нерiвнiсть

max

{|F (J)(z)|
J !LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ c ·max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
, (3.92)

то
lim

|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ (p+ 1) max{1, c}. (3.93)

Доведення. Доведення леми 3.11 подiбне до доведення леми 3.10.
Нехай R ∈ Rn

+ таке, що 1 > |R| > |R′|, Θ ∈ [0, 2π]n. Позначимо αj =
rj
r∗ ,

j ∈ {1, . . . , n} та A = (α1, . . . , αn). Розглянемо функцiю

g(t) = max

{|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

: ‖S‖ ≤ p

}
,

де At = (α1t, . . . , αnt), Ate
iΘ = (α1te

iθ1, . . . , αnte
iθn) та |At| > |R′|.

Як i вище, функцiя |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ) неперервно диференцiйовна за дiйсним па-

раметром t ∈ [0, r∗] зовнi нульової множини функцiї |F (S)(AteiΘ)|, тому фун-
кцiя g(t) неперервно диференцiйовна на [0, r∗] за винятком, можливо, злiченнної
множини точок.

Отже, використовуючи нерiвнiсть d
dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка справедлива скрiзь

за винятком точок r = t, в яких g(t) = 0, виводимо

d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
=

1

S!LS(AteiΘ)

d

dt
|F (S)(AteiΘ)|+

+|F (S)(AteiΘ)| d
dt

1

S!LS(AteiΘ)
≤ 1

S!LS(AteiΘ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

F (S+1j)(AteiΘ)αje
iθj

∣∣∣∣∣−
−|F

(S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sju
′
j(t)

lj(AteiΘ)
≤

n∑
j=1

|F (S+1j)(AteiΘ)|
(S+1j)!LS+1j(AteiΘ)

αj(sj+1)lj(Ate
iΘ)+

+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)
(3.94)
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Для абсолютно неперервних функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) : 1 ≤
j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206, лема 4.1, с. 81]).
Функцiя g — абсолютно неперервна. Тому з (3.33) та (3.94) одержуємо

g′(t) ≤ max

{
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
: ‖S‖ ≤ N

}
≤

≤ max
‖S‖≤p

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)|F (S+1j)(AteiΘ)|

(S + 1j)!LS+1j(AteiΘ)
+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
≤

≤ g(t)

(
max{1, c} max

‖S‖≤p

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)

}
+

+ max
‖S‖≤p

{
n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

})
= g(t)(β(t) + γ(t)),

де β(t) = max{1, c}max‖S‖≤p
{∑n

j=1 αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)
}
, γ(t) =

max‖S‖≤p
{∑n

j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
. Отже, d

dt ln g(t) ≤ β(t) + γ(t) i

g(t) ≤ g(t0) exp

∫ t

t0

(β(τ) + γ(τ))dτ,

де t0 вибрана так, що g(t0) 6= 0. Позначимо β̃(t) =
∑n

j=1 αjlj(Ate
iΘ). Оскiльки

L ∈ W (Bn), для деякого S∗, ‖S∗‖ ≤ p та S̃, ‖S̃‖ ≤ p, маємо

γ(t)

β̃(t)
=

∑n
j=1

s∗j (−u′j(t))+

lj(AteiΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤

n∑
j=1

s∗j
(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤ p

n∑
j=1

(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤ pε та

β(t)

β̃(t)
=

max{1, c}∑n
j=1 αj(s̃j + 1)lj(Ate

iΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
=

= max{1, c}+ max{1, c}
∑n

j=1 αj s̃jlj(Ate
iΘ)∑n

j=1 αjlj(Ate
iΘ)
≤

≤ max{1, c}+ max{1, c}
n∑
j=1

s̃j ≤ max{1, c}(1 + p),

де ε = ε(R)→ 0 рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, t = r∗ при |R| → 1− 0

Але |F (AteiΘ)| ≤ g(t) ≤ g(t0) exp
∫ t
t0

(β(τ) + γ(τ))dτ та r∗A = R. Покладемо
t = r∗ та отримаємо

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)} = ln max
Θ∈[0,2π]n

|F (ReiΘ)| ≤ ln max
Θ∈[0,2π]n

g(r∗) ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

(β(τ) + γ(τ))dτ ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

n∑
j=1

αjlj(Aτe
iΘ) (max{1, c}(1 + p) + pε) dτ =
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= ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
(max{1, c}(1 + p) + pε) dτ.

Звiдси випливає (3.93).

Використовуючи доведенi леми, сформулюємо та доведемо твердження, якi
дають оцiнки зростання аналiтичних розв’язкiв такої системи рiвнянь з частин-
ними похiдними:

Gpj1j(z)F (pj1j)(z) +
∑

‖Sj‖≤pj−1

GSj(z)F (Sj)(z) = Hj(z), j ∈ {1, . . . , n} (3.95)

pj ∈ N, Sj ∈ Zn+, Hj та GSj — аналiтичнi функцiї в Bn. Позначимо QW (Bn) =

Q(Bn) ∩W (Bn). Вiдповiдно, QW (D) = Q(D) ∩W (D).

Кажемо, що неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними вигляду
(3.95) належить до класу A(G,H,L), якщо L ∈ QW (Bn), для всiх z ∈ Bn та
для кожного j ∈ {1, . . . , n} аналiтичнi в Bn функцiї Hj та GSj задовольняють
такi умови:
1) для кожного ‖Sj‖ ≤ pj − 1 та для будь-якого M ∈ Zn+, ‖M‖ ≤ 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk,∣∣∣G(M)

Sj
(z)
∣∣∣LSj−M(z)≤BSj ,M l

pj
j (z)|Gpj1j(z)|,

∣∣∣G(M)
pj1j

(z)
∣∣∣≤Bpj1j ,MLM(z)|Gpj1j(z)|,

2) для кожного I ∈ Zn+, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk,

∣∣∣H(I)
j (z)

∣∣∣ ≤ DI,jL
I(z)|Hj(z)|,

3) Gpj1j(z) 6= 0,

де BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M — додатнi сталi, H(z) = (H1(z), . . . , Hn(z)), G(z) — ма-
триця, утворена з коефiцiєнтiв GSJ (z) системи (3.95).

Однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними вигляду (3.95) нале-
жить до класу A(G,0,L), якщо умова 1) виконується для M ∈ Zn+ таких, що
‖M‖ ≤∑n

k=1

k 6=j
pk та Gpj1j(z) 6= 0. Умова 2) не потрiбна для однорiдних систем.

Замiсть Gpj1j(z) 6= 0 можна вимагати виконання умов 1) та 2) для всiх
z ∈ Bn \ Dn(0, R′). Це здiйсненно з огляду на лему 3.7. Якщо для деякого
M ∈ Zn+ G

(M)
Sj

(z) ≡ 0 або H(M)
j (z) ≡ 0, то вважаємо BSj ,M = 0 або DM,j = 0

вiдповiдно.
Теорема 3.14. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними
вигляду (3.95) належить до класу A(G,H,L) та аналiтична функцiя F (z) у
Bn задовольняє (3.95), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних
та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c}, (3.96)

де c визначене в (3.101).
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Доведення. Зважаючи на те, що функцiя F (z) задовольняє систему (3.95), об-
числимо частиннi похiднi I ∈ Zn+ в кожному рiвняннi системи∑
0≤M≤I

CM
I G

(M)
pj1j

(z)F (pj1j+I−M)(z)+
∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

G
(M)
Sj

(z)F (Sj+I−M)(z)=H
(I)
j (z),

(3.97)
де CM

I = i1!...in!
m1!(i1−m1)!...mn!(in−mn)! та ‖I‖ = 1− pj +

∑n
k=1 pk = 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk. Викори-

стовуючи другу умову цiєї теореми, отримуємо
|H(I)

j (z)|≤DI,jL
I(z)|Hj(z)| ≤

≤ DI,jL
I(z)

|Gpj1j(z)||F (pj1j)(z)|+
∑

‖Sj‖≤pj−1

|GSj(z)||F (Sj)(z)|

 . (3.98)

З рiвняння (3.97) отримуємо

F (pj1j+I)(z) =
1

Gpj1j(z)

H(I)
j (z)−

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I G

(M)
pj1j

(z)F (pj1j+I−M)(z)−

−
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

G
(M)
Sj

(z)F (Sj+I−M)(z)

 . (3.99)

З (3.99) з врахування першої умови випливає∣∣∣F (pj1j+I)(z)
∣∣∣=

=
1

|Gpj1j(z)|
(
DI,jL

I(z)
(
|Gpj1j(z)||F (pj1j)(z)|+

∑
‖Sj‖≤pj−1

|GSj(z)||F (Sj)(z)|
)
+

+
∑
0≤M≤I
M6=0

CM
I |G(M)

pj1j
(z)||F (pj1j+I−M)(z)|+

∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

|G(M)
Sj

(z)||F (Sj+I−M)(z)|
)
≤

≤ DI,jL
I(z)

|F (pj1j)(z)|+
∑

‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0L
pj1j−Sj(z)|F (Sj)(z)|

+

+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,MLM(z)|F (pj1j+I−M)(z)|+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,MLpj1j−Sj+M(z)|F (Sj+I−M)(z)| (3.100)

Подiливши цю нерiвнiсть на Lpj1j+I(z), дiстанемо, що для кожного ‖I‖ =
1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk та j ∈ {1, . . . , n}∣∣F (pj1j+I)(z)

∣∣
Lpj1j+I(z)

≤ DI,j

|F (pj1j)(z)|
Lpj1j(z)

+
∑

‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0
|F (Sj)(z)|
LSj(z)

+
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+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M

|F (pj1j+I−M)(z)|
Lpj1j+I−M(z)

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M
|F (Sj+I−M)(z)|
LSj+I−M(z)

≤

≤

DI,j(1 +
∑

‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0)+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M+

∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M

×
×max

{
|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖ ≤
n∑
j=1

pj

}
.

Очевидно, що ‖pj1j + I‖ = 1 +
∑n

j=1 pj. А це означає

max

{∣∣F (K)(z)
∣∣

LK(z)
: ‖K‖=1+

n∑
j=1

pj

}
≤max{1, c}max

{
|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖≤
n∑
j=1

pj

}
,

де

c= max
‖I‖=1−pj+

∑n
k=1 pk,

j∈{1,...,n}

DI,j(1+
∑

‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0) +
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M

 . (3.101)

для всiх z ∈ Cn \ Dn(0, R′).
Отже, за лемою 3.10 є справедливою оцiнка (3.96), а за наслiдком 3.4 аналi-

тична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Якщо система (3.95) — однорiдна (Hj(z) ≡ 0), то попередня теорема спро-
ститься.
Теорема 3.15. Якщо однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними ви-
гляду (3.95) належить до класу A(G,0,L) та аналiтична в Bn функцiя F є
розв’язком системи, то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c}, (3.102)

де c визначена в (3.101) при DI,j = 0 та ‖I‖ = −pj +
∑n

k=1 pk замiсть ‖I‖ =
1− pj +

∑n
k=1 pk.

Доведення. Якщо Hj(z) ≡ 0, то з (3.99) випливає

F (pj1j+I)(z) =
1

Gpj1j(z)

− ∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I G

(M)
pj1j

(z)F (pj1j+I−M)(z)−
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−
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

G
(M)
Sj

(z)F (Sj+I−M)(z)

 . (3.103)

Звiдси отримуємо

|F (pj1j+I)(z)| ≤ 1

|Gpj1j(z)|

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I |G(M)

pj1j
(z)||F (pj1j+I−M)(z)|+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

|G(M)
Sj

(z)||F (Sj+I−M)(z)|

 .

Подiливши отриману нерiвнiсть на Lpj1j+I(z) та використовуючи припуще-
ння теореми стосовно функцiй GSj , виводимо таке

|F (pj1j+I)(z)|
Lpj1j+I(z)

≤

≤ 1

|Gpj1j(z)|Lpj1j+I(z)

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,MLM(z)|Gpj1j(z)||F (pj1j+I−M)(z)|+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,MLpj1j−Sj+M(z)|Gpj1j(z)||F (Sj+I−M)(z)|

 =

=
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M

|F (pj1j+I−M)(z)|
Lpj1j+I−M(z)

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M
|F (Sj+I−M)(z)|
LSj+I−M(z)

≤

≤

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M+

∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M

×
×max

{
|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖ ≤ −1 +
n∑
j=1

pj

}
.

Зрозумiло, що ‖pj1j + I‖ =
∑n

j=1 pj. Тому

max

{∣∣F (K)(z)
∣∣

LK(z)
: ‖K‖=

n∑
j=1

pj

}
≤ max{1, c}max

{
|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖≤−1+
n∑
j=1

pj

}
,

де

c= max
‖I‖=−pj+

∑n
k=1 pk,

j∈{1,...,n}

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M +

∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M


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для всiх z ∈ Bn \ Dn(0, R′).
Отже, всi умови наслiдку 3.4 виконуються. Звiдси функцiя F має обмежений

L-iндекс за сукупнiстю змiнних та за лемою 3.10 справедлива оцiнка (3.102).

Крiм того, за допомогою наслiдку 3.4 та леми 3.11 можна доповнити двi по-
переднi теореми 3.14 та 3.15 твердженнями, що мiстять оцiнки max{|F (z)| : z ∈
Tn(0, R)}, якi iнколи можуть виявитися кращими, нiж (3.102) та (3.96). Два
наступнi твердження мають доведення подiбнi до теорем 3.14 та 3.15.
Твердження 3.6. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдни-
ми вигляду (3.95) належить до класу A(G,H,L) та аналiтична в Bn функцiя
F (z) задовольняє (3.95), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних
та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c}, (3.104)

де c′ визначене в (3.105).

Доведення. Як i в доведеннi теореми 3.14, подiливши (3.100) на (pj1j +
I)!Lpj1j+I(z), отримаємо, що для кожного ‖I‖ = 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk та j ∈ {1, . . . , n}

|F (pj1j+I)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j+I(z)

≤

≤ DI,j

 |F (pj1j)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j(z)

+
∑

‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0
|F (Sj)(z)|

(pj1j + I)!Lpj1j−Sj(z)

+

+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M

|F (pj1j+I−M)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j+I−M(z)

+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M
|F (Sj+I−M)(z)|

(pj1j + I)!LSj+I−M(z)
≤

≤ DI,j

 |F (pj1j)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j(z)

+B
∑

‖Sj‖≤pj−1

|F (Sj)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j−Sj(z)

+

+B
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I

|F (pj1j+I−M)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j+I−M(z)

+B
∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

|F (Sj+I−M)(z)|
(pj1j + I)!LSj+I−M(z)

≤

≤

DI,j

 pj!

(pj1j + I)!
+B

∑
‖Sj‖≤pj−1

(pj1j − Sj)!
(pj1j + I)!

+

+B
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I

(pj1j + I −M)!|
(pj1j + I)!

+B
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

(Sj + I −M)!

(pj1j + I)!

×



151

×max

{
|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖ ≤
n∑
j=1

pj

}
.

де B = max{BSj ,M , Bpj1j ,M : j ∈ {1, . . . , n},0 ≤M ≤ I, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk.}

Очевидно, ‖pj1j + I‖ = 1 +
∑n

j=1 pj. Для всiх z ∈ Cn \ Dn(0, R′) отримуємо

max

{∣∣F (K)(z)
∣∣

K!LK(z)
: ‖K‖=1+

n∑
j=1

pj

}
≤max{1, c′}max

{
|F (S)(z)|
S!LS(z)

: ‖S‖≤
n∑
j=1

pj

}
,

де

c′ = max
‖I‖=1−pj+

∑n
k=1 pk,

j∈{1,...,n}

DI,j

 pj!

(pj1j + I)!
+B

∑
‖Sj‖≤pj−1

(pj1j − Sj)!
(pj1j + I)!

+

+B
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I

(pj1j + I −M)!|
(pj1j + I)!

+B
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

(Sj + I −M)!

(pj1j + I)!

 . (3.105)

З огляду на наслiдок 3.4 аналiтична в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних. А за лемою 3.11 є правильною оцiнка (3.104).

За аналогiєю до доведень теорем 3.15 та 3.6 можна довести таке твердження.
Твердження 3.7. Якщо однорiдна система рiвнянь з частинними похiдни-
ми вигляду (3.95) належить до класу A(G,0,L) та аналiтична в Bn функцiя
F є розв’язком цiєї системи, то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних та

lim
|R|→1−0

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c′},

де c′ визначене в (3.105) при DI,j = 0 та ‖I‖ = −pj +
∑n

k=1 pk замiсть ‖I‖ =
1− pj +

∑n
k=1 pk.

Зауваження 3.3. Отриманi твердження в цьому пiдроздiлi також новi для
аналiтичних в крузi функцiй. Клас таких функцiй обмеженого l-iндексу роз-
глядався в [206,283].

3.13 Оцiнка максимуму модуля на кiстяку полiкруга

Нехай ZF — нульова множина аналiтичної в Bn функцiї F. Позначимо

GR(F ) =
⋃

z0∈ZF
Dn

(
z0,

R

L(z0)

)
.
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Теорема 3.16. Нехай L ∈ Q(Bn), F — аналiтична в Bn функцiя. Якщо ∃R ∈
Rn

+ з rj ∈ (0, β
2
√
n
), ∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn

+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0 (R′ = 0 для ZF = ∅)
таке, що ∀z0 ∈ Bn ∃R0 = R0(z0) ∈ Rn

+, Θ ≤ R0 ≤ R, для якого

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(β)lj(z0)

(3.106)

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤p2min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
,

(3.107)

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (meas — лебе-
гова мiра на кiстяку полiкруга).

Доведення. Позначимо β = β√
n
1. За теоремою 3.3 покажемо, що iснує ∃p1 > 0

∀z0 ∈ Bn

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

β −R
L(z0)

)}
≤p1max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R

L(z0)

)}
.

Позначимо l∗j = max
{
lj(z) : z ∈ Dn

[
z0, β

L(z0)

]}
, ρj,0 =

rj
lj(z0) , ρj,k = ρj,0 +

k·θj
l∗j
,

k ∈ N, j ∈ {1, . . . , n}. Будуть правильними такi оцiнки

θj
l∗j
<
rj
l∗j
≤ rj
lj(z0)

=
β/
√
n

lj(z0)
− β/

√
n− rj

lj(z0)
.

Тому знайдеться S∗ = (s∗1, . . . , s
∗
n) ∈ Nn, незалежне вiд z0, таке, що

ρj,mj−1 <
β/
√
n− rj

lj(z0)
< ρj,mj

≤ β/
√
n

lj(z0)

для деякого mj = mj(z
0) ≤ s∗j , бо L ∈ Q(Bn). Справдi(

β/
√
n

lj(z0)
− ρj,0

)/θj
l∗j

=
(
β/
√
n− rj

) l∗j
θjlj(z0)

=

=
β/
√
n− rj
θj

max

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0,

β

L(z0)

]}
≤ β/

√
n− rj
θj

λ2,j(β).

Отже, s∗j =
[
β/
√
n−rj
θj

λ2,j(β)
]
, де [x] — цiла частина x ∈ R.

Нехай M0 = (m1, . . . ,mn) та τ ∗∗K — така точка в Bn, що

|F (τ ∗∗K )| = max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RK)},
де K = (k1, . . . , kn), RK = (ρ1,k1

, . . . , ρn,kn) та τ ∗j,K — точка перетину в C вiд-
рiзка [z0

j , τ
∗∗
j,K ] з колом |zj − z0

j | = ρj,kj−1. Побудуємо послiдовнiсть полiкру-
гiв Dn(z0,RK) з K ≤ M0, R0 = R/L(z0) = (ρ1,0, . . . , ρn,0) та Θ/L(z0) =
(θ1/l

∗
1, . . . , θn/l

∗
n) (див. рисунки 1 та 2 на с. 263).
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Позначимо α(j)
K = (τ ∗∗1,K , . . . , τ

∗∗
j−1,K , τ

∗
j,K , τ

∗∗
j+1,K , . . . , τ

∗∗
n,K). Звiдси для кожного

rj > θj таK ≤ S∗ : |τ ∗j,K−τ ∗∗j,K | =
θj
l∗j
≤ rj

lj(α
(j)
K )
. Отже, для деякого R0 = R0(α

(j)
K ) ∈

Rn
+, Θ ≤ R0 ≤ R, встановимо

|F (τ ∗∗K )| ≤ max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)}
≤

≤ p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
\GR′(F )

}
≤

≤ p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
\GR′(F ), z ∈ Dn[z0,RK−1j ]

}
≤

≤ p2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RK−1j)}. (3.108)
Для того, щоб вивести (3.108), ми неявно скористаємося тим, що(

Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
\GR′(F )

)
∩ Dn[z0,RK−1j ] 6= ∅. (3.109)

Умова (3.106) гарантує (3.109). Переконаємося в цьому, знайшовши нижню оцiн-

ку n-вимiрної лебегової мiри множини Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
∩Dn[z0,RK−1j ] та пока-

завши, що ця мiра не менша, нiж права частина нерiвностi (3.106).

Множина Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
∩Dn[z0,RK−1j ] є декартовим добутком таких дуг

на колах: для кожного m ∈ {1, . . . , n}, m 6= j (див. рисунок 3 на с.264){
zm ∈ C : |zm − τ ∗∗m,K | =

r0
m

lm(α
(j)
K )

}⋂{
zm ∈ C : |zm − z0

m| ≤ ρm,km
}

та для m = j (див. рисунок 4 на с.264){
zj ∈ C : |zj − τ ∗j,K | =

r0
j

lj(α
(j)
K )

}⋂{
zj ∈ C : |zj − z0

j | ≤ ρj,kj−1

}
.

Легко довести, що довжина дуги дорiвнює
2r0

m

lm(α
(j)
K )
· arccos

r0
m

2lm(α
(j)
K )ρm,km

для m 6= j, (3.110)

2r0
j

lj(α
(j)
K )
· arccos

r0
j

2lj(α
(j)
K )ρj,kj−1

для m = j. (3.111)

Але для m 6= j r0
m

lm(α
(j)
K )
≤ ρm,km та r0

j

lj(α
(j)
K )
≤ ρj,kj−1, тому аргумент пiд аркко-

синусом у (3.110) та (3.111) не перевищує 1
2 . Це означає, що довжина дуги не

менша, нiж
2r0

m

lm(α
(j)
K )

arccos
1

2
≥ 2θmπ

3lm(z0)λ2,m(2(R + 1))
для кожного m ∈ {1, 2, . . . , n},
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бо L ∈ Q(Bn). Вiдповiдно, мiра такої множини Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
∩ Dn[z0,RK−1j ]

на кiстяку полiкруга завжди не менша, нiж
∏n

m=1
2θmπ

3lm(z0)λ2,m(2(R+1)) . Припускаю-
чи строгу нерiвнiсть у (3.106), отримуємо, що (3.109) виконується.

Застосувавши mj раз за вiдповiдною змiнною zj нерiвнiсть (3.108), отрима-
ємо

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

β −R
L(z0)

)}
≤ max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0

)} ≤

≤p2 max{|F (z)| : z∈Tn(z0,RM0−1n)}≤ pmn
2 max{|F (z)| : z∈Tn(z0,RM0−mn1n)}≤

≤ . . . ≤ pmn+1
2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0−mn1n−1n−1

)} ≤
≤ p

mn+mn−1

2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0−mn1n−mn−11n−1
)} ≤ . . .

≤ p
‖M0‖
2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,R0)} ≤

≤ p
‖S∗‖
2 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R

L(z0)

)}
.

За теоремою 3.3 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Позначимо c(z′, r) = {z ∈ D : |z − z′| = r
l(z′)}. Для n = 1 з теореми 3.16

дiстаємо такий наслiдок.
Наслiдок 3.5. Нехай l ∈ Q(D), f : D → C — аналiтична функцiя. Якщо
∃r ∈ (0, β/2), ∃r′ ≥ 0, ∃p2 ≥ 1 ∃θ ∈ (0, r) такi, що ∀z0 ∈ D ∃r0 = r0(z0) ∈ [θ; r],
meas

{
c(z0, r0) ∩GR′(F )

}
< 2πθ

3l(z0)λ2(2r+2) i

max
{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0)

}
≤ p2 min

{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0) \Gr′(f)

}
, (3.112)

то функцiя f має обмежений l-iндекс (тут meas означає мiру Лебега на колi).
У деякому розумiннi цей наслiдок є також новим для аналiтичних функцiй

вiд однiєї змiнної, бо коло c(z0, r0) може мiстити нулi функцiї f. Тим часом, у
вiдповiдних теоремах з [149, 206] коло c(z0, r0) вибране так, що f(z) 6= 0 для
всiх z ∈ c(z0, r0).

3.14 Поводження частинних логарифмiчних похiдних

Теорема 3.17. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична функцiя F : Bn → C
задовольняє такi умови:

1) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснує p1 = p1(R) > 0 таке, що для всiх

z ∈ Bn \GR(F ) та для кожного j ∈ {1, . . . , n}
1

|F (z)|

∣∣∣∣∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ p1lj(z), (3.113)

2) для будь-яких R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, та R′ ≥ 0 iснує p2 = p2(R,R

′) ≥ 1
таке, що для всiх z0 ∈ Bn, що T n(z0, R

L(z0)) \ GR′(F ) =
⋃
iCi 6= ∅, де
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Ci — зв’язнi неперетиннi множини, виконується принаймнi одна з та-
ких умов а) max

i
min
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
min
z∈Ci
|F (z)|, або б) max

i
max
z∈Ci
|F (z)| ≤

p2 min
i

max
z∈Ci
|F (z)|, або в) |F (z∗)| = maxi maxz∈Ci |F (z)|, |F (z∗∗)| =

mini minz∈Ci |F (z)|, i z∗, z∗∗ належать до однiєї i тiєї самої множини
Ci0

3) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснують Θ, R′ ∈ Rn

+, 0 < θj <
2rj

2+3λ2,j(β) ,

такi, що для всiх z ∈ Bn

meas {GR′(F ) ∩ Dn [z,R/L(z)]} <
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z)

, (3.114)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (тут meas — це 2n-
вимiрна лебегова мiра).

Доведення. Нехай z0 ∈ Bn. З огляду на теорему 3.16, нам потрiбно довести, що

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(β)lj(z0)

для деякого R0 = R0(z0).
Нехай dS = ds1 ·. . .·dsn, S = (s1, . . . , sn), ωz — об’ємна мiра в R2n. Зрозумiло,

що (див. [177, с. 75-76])∫
Dn[z0,R]

u(z)dωz=

∫ r1

0

. . .

∫ rn

0

s1 . . . sn
(∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

u(z0 + SeiΘ)dθ1. . .dθn
)
ds1. . .dsn=

=

∫ R

0

(∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

u(z0 + SeiΘ)d(s1θ1) . . . d(snθn)

)
dS,

де u — плюрiсубгармонiйна функцiя. Вiзьмемо u(z) = χF (z) — характеристична
функцiя множини GR′(F ) для функцiї F, а замiсть R беремо R/L(z0). Звiдси,

meas

{
Dn

[
z0,

R

L(z0)

]
∩GR′(F )

}
=

∫
Dn[z0,R/L(z0)]

χF (z)dωz =

=

∫ R/L(z0)

0

∫
Tn(z0,S/L(z0))

χF (z)dµzdS =

∫ R/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS,

(3.115)

де µz — мiра на кiстяку полiкруга в Cn. Поєднуючи (3.114) та (3.115), отримуємо∫ R/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS = meas

{
Dn

[
z0,

R

L(z0)

]
∩GR′(F )

}
<

<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z

0)
. (3.116)
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Крiм того, маємо∫ Θ/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS =meas

{
Dn

[
z0,

Θ

L(z0)

]
∩GR′(F )

}
≤

≤ πn
n∏
j=1

θ2
j

l2j (z
0)
.

Вiдповiдно, така рiзниця є додатною(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z

0)
−
∫ Θ/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS ≥

≥
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z

0)
− πn

n∏
j=1

θ2
j

l2j (z
0)

=

= πn
n∏
j=1

θj
l2j (z

0)

2rj − θj(2 + 3λ2,j(β))

3λ2,j(β)
> 0

бо θj <
2rj

2+3λ2,j(β) . З (3.116) випливає, що∫ R/L(z0)

Θ/L(z0)

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS <

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z

0)
−

−
∫ Θ/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS≤

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(β)l2j (z

0)
. (3.117)

За теоремою про середнє значення iснує R0 = R0(z0) при r0
j ∈ [θj, rj] таке, що∫ R/L(z0)

Θ/L(z0)

meas{Tn(z0, S)∩GR′(F )}dS=meas{Tn(z0, R0/L(z0))∩GR′(F )}
n∏
j=1

rj−θj
lj(z0)

.

З огляду на (3.117) отримуємо бажану нерiвнiсть

meas
{
Tn(z0, R0/L(z0)) ∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(β)lj(z0)

.

Зрозумiло, що для кожної точки z0 ∈ Bn маємо Tn
(
z0, R0

L(z0)

)
\ ZF =⋃

iC
′
i, де C ′i — зв’язнi неперетиннi множини, C ′i ⊃ Ci та Ci визначе-

не в умовi 2). Нехай z∗ ∈ Tn(z0, R/L(z0)) буде такою, що |F (z∗)| =

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0, R0

L(z0)

)}
. Тодi знайдеться i0, що z∗ ∈ C ′i0. Нехай z∗∗ ∈

Ci0 ⊂ C ′i0 буде такою, що |F (z∗∗)| = minz∈Ci0 |F (z)|. Точки z∗ та z∗∗ з’єднаємо
кусково-аналiтичною кривою z = z(t) = (z1(t), . . . , zn(t)), t ∈ [0; 1]. Криву оби-
раємо так, щоби

∫ 1

0 |z′j(t)|dt ≤
2πrj
lj(z0) . Тодi, iнтегруючи вiд z∗ до z∗∗, отримуємо

ln

∣∣∣∣ F (z∗)

F (z∗∗)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ln F (z∗)

F (z∗∗)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ z∗

z∗∗
d lnF (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ z∗

z∗∗

n∑
j=1

1

F (z)

∂F (z)

∂zj
dzj

∣∣∣∣∣ ≤
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≤
∣∣∣∣∣
∫ z∗

z∗∗

n∑
j=1

p1lj(z)|dzj|
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
j=1

p1lj(z
0)λ2,j(R)

2πrj
lj(z0)

= 2p1π
n∑
j=1

rjλ2,j(R).

Звiдси

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
= |F (z∗)| ≤ exp{2p1π

n∑
j=1

rjλ2,j(R)}|F (z∗∗)|=

=exp{2p1π
n∑
j=1

rjλ2,j(R)} min
z∈Ci0

|F (z)|≤exp{2p1π
n∑
j=1

rjλ2,j(R)}p2 min
i

min
z∈Ci
|F (z)|=

= exp{2p1π
n∑
j=1

rjλ2,j(R)}p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
.

За теоремою 3.16 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Висновки до роздiлу 3

Основнi здобутки третього роздiлу:
1) встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в одиничнiй кулi

функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних;
2) шляхом застосування встановленого аналога теореми Хеймана знайдено

достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних аналiтичних
в одиничнiй кулi розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частинними похi-
дними, а також оцiнки їхнього зростання;

3) отримано достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних у
виглядi оцiнок максимуму модуля частинних похiдних аналiтичної фун-
кцiй за кожною змiнною на кiстяку полiкруга через значення модуля вiд-
повiдної похiдної в центрi полiкруга, максимуму модуля через мiнiмум
модуля на кiстяку полiкруга зовнi деякої виняткової множини;

4) встановленi достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних
через обмеження на частиннi логарифмiчнi похiднi та розподiл точок ну-
льової множини для аналiтичної в одиничнiй кулi;

5) використано пiдхiд до знаходження критерiїв обмеженостi L-iндексу за су-
купнiстю змiнних через вичерпання кулi в багатовимiрному комплексному
просторi кулями менших радiусiв, що дозволило встановити повнiстю но-
вi твердження, якi описують поводження аналiтичних в одиничнiй кулi
функцiй на сферi, а не на кiстяку полiкруга.

Позаяк ми використовуємо iдею замiни квантора загальностi на квантор iсну-
вання, деякi твердження мають одновимiрнi наслiдки, що є новими для аналi-
тичних в одиничному крузi функцiй.
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Результати третього роздiлу опублiковано в статтях [35, 58], у монографiї
[31], а також доповiдалися на конференцiях [19,23].
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РОЗДIЛ 4. АНАЛIТИЧНI В ПОЛIКРУЗI ФУНКЦIЇ
ОБМЕЖЕНОГО L-IНДЕКСУ ЗА СУКУПНIСТЮ ЗМIННИХ

Роздiл присвячений аналiтичним у полiкрузi функцiям. Для них вводиться
поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, де L : Cn → Rn

+ — не-
перервна вектор-функцiя, та встановлюється цiлий ряд критерiїв, що описують
локальне поводження їхнiх похiдних. Крiм того, вивчаються властивостi роз-
винень у степеневий ряд функцiй з цього класу та доводиться аналог теореми
Хеймана.

Вiдомо статтi С. Н. Строчик, М. М. Шеремети, В. О. Кушнiра [149,283], якi
присвяченi l-iндексу аналiтичної функцiї в крузi та в довiльнiй областi G ⊂ C.
Їхнi дослiдження були пiдсумованi в монографiї М. М. Шеремети [206], яка мi-
стить велику бiблiографiю на цю тематику. Проте вони розглядали аналiтичнi
функцiї вiд однiєї змiнної. Також вiдома стаття про функцiї вiд декiлькох змiн-
них обмеженого iндексу [146], якi аналiтичнi в деякiй областi Ω ⊂ Cn (n ≥ 2). У
нiй Дж. Ґ. Крiшна та С. М. Шах ввели поняття аналiтичної функцiї обмежено-
го iндексу для α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+ в областi (непорожнiй зв’язнiй вiдкритiй
множинi) Ω ⊂ Cn (n ∈ N). Якщо L(z) ≡ ( 1

α1
, . . . , 1

αn
) та Ω = Cn, то означе-

ння 1.1 (див. також [260, 264]) збiгається з означенням Крiшни - Шаха. Крiм
того, аналiтична в областi функцiя обмеженого iндексу за Крiшною - Шахом
буде насправдi цiлою. Це випливає з необхiдної умови обмеженостi l-iндексу для
аналiтичних в крузi радiуса R функцiй ( [206, теорема 3.3, с. 71]):

∫ r
0 l(t)dt→∞

при r → R.

В iншому препринтi [29] автори запропонували iнше поняття аналiтичної
в областi функцiї обмеженого iндексу. Для дослiдження властивостей аналiти-
чних в одиничнiй кулi функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком, вони скори-
сталися функцiями зрiзки. Цей пiдхiд добре пристосований для цiлих функцiй
вiд декiлькох змiнних.

Для аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй знайшли необхiднi та достатнi
умови обмеженостi L-iндексу за напрямком, отримали достатнi умови обмеже-
ностi L-iндексу за напрямком для аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними
похiдними та оцiнили зростання таких функцiй, тощо. Отже, цей метод зрiзок
добре пристосований як для цiлих функцiй у Cn, так i для аналiтичних у кулi
функцiй.

Крiм кулi, важливим геометричним об’єктом в Cn є також полiкруг. Вище
зазначили, що аналiтична функцiя обмеженого iндексу за Крiшною та Шахом є
цiлою. З iншої сторони, не iснує гнучкого означення поняття обмеженого iндексу
для аналiтичних функцiй вiд багатьох змiнних (зокрема, цю ваду вiдсутностi
певної гнучкостi мають згаданi пiдходи М. М. Шеремети, М. Т. Бордуляк, М.
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Салмассi, Ф. Нурая, Р. Патерсона, Б. Ч. Чакраборти (див. [77–80, 167, 168, 170,
188, 260, 264]). Тому виникає необхiднiсть ввести та дослiдити аналiтичнi в
полiкрузi функцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

4.1 Основнi означення та позначення.

Нам потрiбнi деякi усталенi позначення. Позначимо R+ = [0,+∞), 0 =

(0, . . . , 0) ∈ Rn
+, 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn

+, R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, z = (z1, . . . , zn)

∈ Cn. Для A = (a1, . . . , an) ∈ Rn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn використовуватиме-
мо формально такi записи без порушення умов iснування вiдповiдних виразiв
AB = (a1b1, · · · , anbn), A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), A

B = ab11 a
b2
2 · . . . abnn . Запис

A < B означає, що aj < bj, j ∈ {1, . . . , n}; подiбним чином визначається A ≤ B.

Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позначимо ‖K‖ = k1 + · · ·+ kn, K! = k1! · . . . · kn!.
Полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0

j | < rj, j = 1, . . . , n} позначимо через Dn(z0, R),

його кiстяк {z ∈ Cn : |zj−z0
j | = rj, j = 1, . . . , n} — через Tn(z0, R), а замкнений

полiкруг {z ∈ Cn : |zj−z0
j | ≤ rj, j = 1, . . . , n} — через Dn[z0, R], Dn = Dn(0,1),

D = {z ∈ C : |z| < 1}. Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ та частинних похiдних
функцiї F (z) = F (z1, . . . , zn) використовуємо позначення

F (K)(z) =
∂‖K‖F

∂zK
=

∂k1+···+knF

∂zk1
1 . . . ∂zknn

.

Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : Dn → R+ — неперервнi функцiї такi,
що

(∀z ∈ Dn) : lj(z) > β/(1− |zj|), j ∈ {1, . . . , n},
а β > 1 — деяка стала, β := (β, . . . , β) ∈ Rn. С. Н. Строчик, М. М. Шеремета,
В. О. Кушнiр [206, 283] накладали подiбну умову для функцiї l : D → R+ та
l : G→ R+, де G — довiльна область у C.

Аналiтична функцiя F : Dn → C називається функцiєю обмеженого L-
iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+ така, що для всiх z ∈ Dn

та кожного J ∈ Zn+
|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
. (4.1)

Найменше таке цiле число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних
функцiї F та позначається через N(F,L,Dn) = n0. Це аналог означення цiлої
функцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних у Cn.

Через Qn(Dn) позначимо клас додатних неперервних вектор-функцiй L :

Dn → R+, якi задовольняють умову (∀rj ∈ [0, β], j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤
λ2,j(R) <∞, де

λ1,j(R) = inf
z0∈Dn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
, (4.2)
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λ2,j(R) = sup
z0∈Dn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
. (4.3)

Приклад 4.1. Функцiя F (z) = cos{ 1
(1−z1)(1−z2)} має обмежений L-iндекс за су-

купнiстю змiнних з L(z) =
(

1
(1−|z1|)2(1−|z2|) ,

1
(1−|z1|)(1−|z2|)2

)
та N(F,L,D2) = 1.

4.2 Поводження похiдних аналiтичних у полiкрузi функцiй обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних

Основна теорема цього пiдроздiлу є базовою в теорiї функцiй обмеженого
iндексу. Вона необхiдна для доведення iнших критерiїв, якi описують поводже-
ння максимуму модуля на крузi чи поводження логарифмiчної похiдної [30,206].
Позначимо B = (0, β] та Bn = (0, β]× . . .× (0, β], де символ × означає декартiв
добуток. З люб’язного дозволу нашої спiвавторки Н. В. Петречко ми наводимо
її теорему з [52], яка потрiбна для наших подальших викладок.
Теорема I ([52], Петречко Н.В.). Нехай L ∈ Qn(Dn). Аналiтична в Dn функцiя
F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли для
кожного R ∈ Bn знайдуться n0 ∈ Z+, p0 > 0 такi, що для кожного z0 ∈ Dn iснує
K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max

{
1

K!
· |F

(K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p0

K0!
· |F

(K0)(z0)|
LK0(z0)

.

(4.4)

Теорема 4.1. Нехай L ∈ Qn(Dn). Для того, щоб аналiтична в Dn функцiя F
була обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно, щоб для кожного
R ∈ Bn ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Dn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max
{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)| (4.5)

i досить, щоб для кожного R ∈ Bn ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Dn ∀j ∈ {1, . . . , n}
∃K0

j = (0, . . . , 0, k0
j︸︷︷︸

j−те мiсце

, 0, . . . , 0) таке, що k0
j ≤ n0 та

max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)| ∀j ∈ {1, . . . , n}, (4.6)

Доведення. Згiдно з теоремою I нерiвнiсть (4.4) правильна для деякого K0.
Отже, маємо

p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
1

K0!

|F (K0)(z)|
LK0(z)

: z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
=

= max

{
|F (K0)(z)|

K0!

LK
0

(z0)

LK0(z0)LK0(z)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
≥
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≥ max

{
|F (K0)(z)|

K0!

∏n
j=1 (λ2,j(R))−n0

LK0(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
.

Ця нерiвнiсть означає, що
p0

∏n
j=1(λ2,j(R))n0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z0)

: z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
.

(4.7)
З (4.7) отримуємо нерiвнiсть (4.5) з p = p0

∏n
j=1 (λ2,j(R))n0. Необхiднiсть умови

(4.5) доведено.
Доведемо достатнiсть (4.6). Припустимо, що для кожного R ∈ Bn ∃n0 ∈

Z+, p > 1 такi, що ∀z0 ∈ Dn та деякогоK0
J ∈ Zn+ з k0

j ≤ n0 виконується нерiвнiсть
(4.6). Запишемо формулу Кошi в такому виглядi ∀z0 ∈ Dn ∀s ∈ Zn+

F (K0
J+S)(z0)

S!
=

1

(2πi)2

∫
Tn(z0,R/L(z0))

F (K0
J)(z)

(z − z0)S+1
dz.

Це означає, що
|F (K0

j+S)(z0)|
S!

≤ 1

(2π)2

∫
Tn(z0,R/L(z0))

|F (K0
j )(z)|

|z − z0|S+1
|dz| ≤

≤ 1

(2π)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Dn}L

S+1(z0)

RS+1
|dz| =

= max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Dn}L

S(z0)

RS
.

Покладемо R = β та скористаємося (4.6). Тодi
|F (K0

j+S)(z0)|
S!

≤ LS(z0)

β‖S‖
max{|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn} ≤ pLS(z0)

β‖S‖
|F (K0

j )(z0)|. (4.8)

Пiдберемо S ∈ Zn+ таке, аби ‖S‖ ≥ s0, де p
βs0 ≤ 1. З (4.8) випливає, що для всiх

j ∈ {1, . . . , n} та k0
j ≤ n0

|F (K0
j+S)(z0)|

LK
0
j+S(z0)(K0

j + S)!
≤ p

β‖S‖
S!K0

j !

(S +K0
j )!

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
≤ |F

(K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
.

Отже, N(F,L,Dn) ≤ n0 + s0.

4.3 Аналог теореми Хеймана для аналiтичних у бiкрузi функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних

Надалi для простоти розглянемо двовимiрний комплексний простiр C2. Це
допоможе чiтко виокремити основнi методи дослiдження. Нашою цiллю є до-
вести новi аналоги критерiїв обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для
аналiтичних в одиничному бiкрузi функцiй.
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Вiдмiтимо, що вiдповiднi теореми для цiлих функцiй обмеженого l-iндексу та
обмеженого L-iндексу за напрямком використовуються для дослiдження обме-
женостi iндексу цiлих розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь та рiв-
нянь з частинними похiдними, а також нескiнченних добуткiв (див. бiблiогра-
фiю в [30, 206]). Тому, цi узагальнення для аналiтичних у полiкрузi функцiй
необхiднi для вивчення обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних аналiти-
чних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними, їхнiх систем та, наприклад,
багатовимiрних узагальнень добуткiв Бляшке.

Зокрема, доведемо аналог теореми Хеймана для аналiтичних у бiкрузi фун-
кцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних (теорема 4.2).

Для аналiтичної функцiї F (z) покладемо M(R, z0, F ) = max{|F (z)| : z ∈
T2(z0, R)}. Тодi M(R, z0, F ) = max{|F (z)| : z ∈ D2[z0, R]}, бо максимум модуля
для аналiтичної функцiї в замкненому бiкрузi досягається на його кiстяку.

З люб’язного дозволу нашої спiвавторки Петречко Н. В. наводимо її теорему
з [26], яка потрiбна нам для подальших викладок.
Теорема II ([26], Петречко Н. В.). Нехай L ∈ Q(D2), F — аналiтична в D2

функцiя. Якщо iснують R′, R′′ ∈ R2
+, 0 < R′ < 1 < R′′ ≤ (β, β) та p1 ≥ 1

такi, що для всiх z0 ∈ D2 справджується нерiвнiсть

M
(
R′′/L(z0), z0, F

)
≤ p1M

(
R′/L(z0), z0, F

)
. (4.9)

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Теорема 4.2 є аналогом вiдомої теореми Хеймана, яка була ним встановлена

для цiлих функцiй вiд однiєї комплексної змiнної [128].
Теорема 4.2. Нехай L ∈ Q(D2). Аналiтична функцiя F в D2 має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують p ∈ Z+ та
c ∈ R+ такi, що для всiх z ∈ D2 виконується нерiвнiсть

max

{
|F (j1,j2)(z)|
lj11 (z)lj22 (z)

: j1 + j2 = p+ 1

}
≤ cmax

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z)lk2

2 (z)
: k1 + k2 ≤ p

}
.

(4.10)

Доведення. Нехай N = N(F,L,D2) < +∞. Необхiднiсть отримується вiдразу
з означення обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних при p = N та c =
((N + 1)!)2.

Доведемо достатнiсть. Якщо F ≡ 0, то теорема — очевидна. Тепер припу-
стимо, що F 6≡ 0. Нехай виконується (4.10), z0 ∈ D2, z ∈ T2

(
z0, β

L(z0)

)
. Для всiх

j = (j1, j2) ∈ Z2
+, j1 + j2 ≤ p+ 1 маємо

|F (j1,j2)(z)|
lj11 (z0)lj22 (z0)

≤ |F
(j1,j2)(z)|lj11 (z)lj22 (z)

lj11 (z0)lj22 (z0)lj11 (z)lj22 (z)
≤ λj11,1(β)λj21,2(β)×

×|F
(j1,j2)(z)|

lj11 (z)lj22 (z)
≤ λj11,1(β)λj21,2(β)cmax

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z)lk2

2 (z)
: k1 + k2 ≤ p

}
=
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= λj12,1(β)λj22,2(β)cmax

{
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)lk1
1 (z)lk2

2 (z)
: k1 + k2 ≤ p

}
≤

≤ λj12,1(β)λj22,2(β)cmax

{
1

λk1
1,1(β)λk2

1,2(β)

|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)
: k1 + k2 ≤ p

}
≤

≤ cmax{λj12,1(β)λj22,2(β) : j1 + j2 ≤ p+ 1}max

{
1

λk1
1,1(β)λk2

1,2(β)
: k1 + k2 ≤ p

}
×

×max

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)
: k1 + k2 ≤ p

}
= B ·G(z),

де

B = cmax{λj12,1(β)λj22,2(β) : j1 + j2 ≤ p+ 1}max
{
λ−k1

1,1 (β)λ−k2
1,2 (β) : k1 + k2 ≤ p

}
,

G(z) = max

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)
: k1 + k2 ≤ p

}
.

Виберемо z(1) = (z
(1)
1 , z

(1)
2 ) ∈ T2

(
z0,1/(2βL(z0))

)
та z(2) = (z

(2)
1 , z

(2)
2 ) ∈

T2
(
z0,β/L(z0)

)
так, що F (z(1)) 6= 0 та

|F (z(2))| = max
{
|F (z)| : z ∈ T2

(
z0,β/L(z0)

)}
6= 0. (4.11)

Цi точки iснують, бо якби F (z) ≡ 0 на кiстяку T2
(
z0,1/(2βL(z0))

)
чи

T2
(
z0,β/L(z0)

)
, то за теоремою єдиностi F ≡ 0 в D2. З’єднаємо точки z(1)

та z(2) площиною

α : z2 = k2z1 + c2,

z2 − z(1)
2

z
(2)
2 − z

(1)
2

=
z1 − z(1)

1

z
(2)
1 − z

(1)
1

, k2 =
z

(2)
2 − z

(1)
2

z
(2)
1 − z

(1)
1

, c2 =
z

(1)
2 z

(2)
1 − z

(1)
1 z

(2)
2

z
(2)
1 − z

(1)
1

.

Нехай G̃(z1) = G(z)|α — звуження функцiї G на α. Усi функцiї F (k1,k2)|α є
аналiтичними функцiями змiнної z1 та G̃(z

(1)
1 ) = G(z(1))|α 6= 0, бо F (z(1)) 6= 0.

Ось чому нулi функцiї G̃(z1) є iзольованими, як нулi функцiї вiд однiєї змiнної.
Тому можна вибрати кусково-аналiтичну криву γ на α :

z = z(t) = (z1(t), k2z1(t) + c2), t ∈ [0, 1],

яка з’єднує точки z(1), z(2) i таку, що G(z(t)) 6= 0 та
∫ 1

0 |z
′
1(t)|dt ≤ 2β

l1(z0) . Для

побудови такої кривої з’єднаємо z(1) та z(2) прямою z∗1(t) = (z
(2)
1 −z

(1)
1 )t+z

(1)
1 , t ∈

[0, 1]. Крива γ може проходити через точки z1, в яких G̃(z1) = 0. Число таких
точок m = m(z(1), z(2)) є скiнченним. Нехай (z∗1,k) — послiдовнiсть цих точок,
упорядкована за зростанням значення |z(1)

1 − z∗1,k|, k ∈ {1, 2, ...,m}. Виберемо
r < min

1≤k≤m−1
{|z∗1,k−z∗1,k+1|, |z∗1,1−z

(1)
1 |, |z∗1,m−z

(2)
1 |, 2β2−1

2πβl1(z0)}. Тепер побудуємо кола
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з центром у точках z∗1,k та вiдповiдними радiусами r′k <
r
2k

такими, що G̃(z1) 6= 0
для всiх z1 на колах. Це можливо, адже F 6≡ 0. Кожне таке коло дiлиться на
два пiвкола прямою z∗1(t). Потрiбна кусково-аналiтична крива складається з дуг
побудованих пiвкiл та вiдрiзкiв прямої z∗1(t), яка з’єднує цi дуги послiдовно мiж
собою та з точками z(1)

1 , z
(2)
1 . Довжина z1(t) в C менша, нiж β

l1(z0) + 1
2βl1(z0) +πr ≤

2β
l1(z0) . Тому ∫ 1

0

|z′2(t)|dt = |k2|
∫ 1

0

|z′1(t)|dt ≤
∣∣z(2)

2 − z
(1)
2

∣∣∣∣z(2)
1 − z

(1)
1

∣∣ · 2β

l1(z0)
≤

≤ 2β2 + 1

2βl2(z0)
· 2βl1(z

0)

2β2 − 1
· 2β

l1(z0)
=

2β(2β2 + 1)

(2β2 − 1)l2(z0)
.

Звiдси, ∫ 1

0

2∑
i=1

li(z
0)|z′i(t)|dt =

∫ 1

0

l1(z
0)|z′1(t)|dt+

∫ 1

0

l2(z
0)|z′2(t)|dt ≤

≤ l1(z
0) · 2β

l1(z0)
+ l2(z

0) · 2β(2β2 + 1)

(2β2 − 1)l2(z0)
=

8β3

2β2 − 1
= S. (4.12)

Позаяк функцiя z = z(t) — кусково-аналiтична на [0, 1], то для довiльних k ∈
Z2

+, j ∈ Z2
+, ‖k‖ ≤ p, ‖j‖ ≤ p, k 6= j або

|F (k1,k2)(z1(t), z2(t))|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)
≡ |F

(j1,j2)(z1(t), z2(t))|
lj11 (z0)lj22 (z0)

(4.13)

або рiвнiсть

|F (k1,k2)(z1(t), z2(t))|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)
=
|F (j1,j2)(z1(t), z2(t))|

lj11 (z0)lj22 (z0)
(4.14)

виконується лише для скiнченної множини точок tk ∈ [0; 1]. Тодi для функцiї
G(z(t)) як максимуму таких виразiв |F

(j1,j2)(z1(t),z2(t))|
l
j1
1 (z0)l

j2
2 (z0)

по всiх ‖j‖ ≤ p можливi
два випадки:
1. На деякому iнтервалi аналiтичностi кривої γ функцiя G(z(t)) тотожно до-
рiвнює одночасно декiльком похiдним, тобто, справджується (4.13). Це озна-
чає, що G(z(t)) ≡ |F (j1,j2)(z1(t),z2(t))|

l
j1
1 (z0)l

j2
2 (z0)

для деякого ‖j‖ ≤ p. Звiсно, функцiя

F (j1,j2)(z1(t), z2(t)) — аналiтична. Тому |F(j1,j2)(z1(t),z2(t))| — неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя на iнтервалi аналiтичностi, крiм точок, в яких ця частинна
похiдна дорiвнює нулю |F (j1,j2)(z1(t), z2(t))| = 0. Проте таких точок не має, бо
iнакше G(z(t)) = 0. А це суперечить побудовi кривої γ.
2. На деякому iнтервалi аналiтичностi кривої γ функцiя G(z(t)) дорiвнює одно-
часно декiльком похiдним у скiнченному числi точок tk, тобто, справджується
(4.14). Тодi цi точки tk дiлять iнтервал аналiтичностi на скiнченне число про-
мiжкiв, на кожному з яких G(z(t)) дорiвнює однiй з частинних похiдних, тобто,
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G(z(t)) ≡ |F (j1,j2)(z1(t),z2(t))|
l
j1
1 (z0)l

j2
2 (z0)

для деякого j, ‖j‖ ≤ p. Як i вище, в кожному з таких

промiжкiв функцiї |F (j1,j2)(z1(t), z2(t))| та G(z(t)) неперервно диференцiйовна,
крiм точок tk.

Зважаючи на (3.9) та використовуючи нерiвнiсть d
dx |ϕ(x)| ≤

∣∣ d
dxϕ(x)

∣∣ , яка
правильна для комплекснозначної функцiї вiд дiйсного аргументу зовнi злiчен-
ної множини точок, маємо

d

dt
G(z(t)) ≤ max

{
1

lj11 (z0)lj22 (z0)

∣∣∣∣ ddtF (j1,j2)(z1(t), z2(t))

∣∣∣∣ : j1 + j2 ≤ p

}
≤

≤ max
j1+j2≤p

{
|F (j1+1,j2)(z1(t), z2(t))| · |z′1(t)|

lj11 (z0)lj22 (z0)
+
|F (j1,j2+1)(z1(t), z2(t))| · |z′2(t)|

lj11 (z0)lj22 (z0)

}
=

= max
j1+j2≤p

{
|F (j1+1,j2)(z(t))| |z

′
1(t)|l1(z0)

lj1+1
1 (z0)lj22 (z0)

+|F (j1,j2+1)(z(t))| |z
′
2(t)|l2(z0)

lj11 (z0)lj2+1
2 (z0)

}
≤

≤(|z′1(t)|l1(z0) + |z′2(t)|l2(z0)) max

{
|F (j1,j2)(z1(t), z2(t))|

lj11 (z0)lj22 (z0)
: j1 + j2 ≤ p+ 1

}
≤

≤
(

2∑
i=1

li(z
0)|z′i(t)|

)
BG(z(t)).

Тому з (4.12) маємо∣∣∣∣ln G(z(2))

G(z(1))

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

1

G(z(t))

d

dt
G(z(t))

∣∣∣∣ ≤ B

∫ 1

0

2∑
i=1

li(z
0)|z′i(t)|dt ≤ B · S.

Використовуючи (4.11), виводимо

max
{
|F (z)| : z ∈ T2

(
z0,β/L(z0)

)}
= |F (z(2))| ≤ G(z(2)) ≤ G(z(1)) exp(BS).

Позаяк z(1) ∈ T2(z0,1/(2βL(z0))) та нерiвнiсть Кошi виконується

|F (j)(z(1))|
lj11 (z0)lj22 (z0)

≤ j1!j2!(2β)j1+j2M
(
1/(2βL(z0)), z0, F

)
для всiх j ∈ Z2

+. Отже, для j1 + j2 ≤ p маємо G(z(1)) ≤
(p!)2(2β)2pM(1/(2βL(z0)), z0, F ) та

max
{
|F (z)| : z∈T2

(
z0,β/L(z0)

)}
≤

≤ eBS(p!)2(2β)2pmax
{
|F (z)| : z ∈ T2

(
z0,1/(2βL(z0))

)}
.

Звiдси за теоремою II функцiя F — обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них.

Застосування доведеного аналога теореми Хеймана до дослiдження аналiти-
чних у бiкрузi розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними можна знайти
в [171].
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4.4 Деяка властивiсть степеневого розвинення аналiтичної в бiкрузi
функцiї обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Вище були отриманi критерiї, що описують локальне поводження частин-
них похiдних, дають оцiнку максимуму модуля на кiстяку бiкруга та доведено
аналог теореми Хеймана.

Насправдi, нерiвнiсть (4.1) в означеннi функцiї обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних мiстить коефiцiєнти розвинення у степеневий ряд у то-
чцi z = (z1, z2). В [264] розглядалися цiлi функцiї та отримано твердження,
яке описує поводження однорiдних многочленiв з коефiцiєнтiв степеневих роз-
винень для функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних у випадку
L(z) = (l1(z1), . . . , ln(zn)). У роздiлi 6 узагальнено (твердження 6.6) цей ре-
зультат для цiлих функцiй та L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де z ∈ Cn.

Це призводить до такого питання: Чи iснує аналог згаданого вище критерiю
для функцiй, аналiтичних у довiльнiй полiкруговiй областi? Наша вiдповiдь
на це питання є ствердною. Зокрема, доведено теорему 4.3 для бiкруга. Як
достатнi умови для цього класу функцiй виведено аналог слабших достатнiх
умов обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних (див. пiдроздiл 6.2.4).

Легко показати, що функцiя L1(z1, z2) = (β′/(1−|z1|), β′/(1−|z2|)) належить
до класу Q(D2), де β′ > β. Iншi можливi способи побудови таких функцiй
розглянутi в [43]. Нехай z0 ∈ D2. Розвинемо аналiтичну в D2 функцiю F (z) у
степеневий ряд, записаний у дiагональнiй формi

F (z) =
∞∑

k1+k2=0

pk1+k2
((z1 − z0

1), (z2 − z0
2))

∞∑
k=0

∑
j1+j2=k

bj1,j2(z1 − z0
1)j1(z2 − z0

2)j2,

(4.15)

де pk — однорiднi многочлени степеня k, bj1,j2 = F (j1,j2)(z0)
j1!j2! . Многочлен pk0

, k0 ∈
Z+, називається головним у степеневому розвиненнi (4.15) на T2(z0, R), якщо
для кожного z ∈ T2(z0, R) правильна нерiвнiсть

|
∑

k1+k2 6=k0

pk1+k2
((z1 − z0

1), (z2 − z0
2))| ≤ 1

2
max{|bj1,j2|rj11 r

j2
2 : j1 + j2 = k0}.

Теорема 4.3. Нехай β > 1, L ∈ Q(D2). Якщо iснують p ∈ Z+, d ∈ (0; 1], η ∈
(0; d) такi, що для кожного z0 ∈ D2 та деякого R = (r1, r2) при rj = rj(d, z

0) ∈
(η, d), j ∈ {1, 2}, i певного k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у
рядi (4.15) на T2(z0, R/L(z0)), то аналiтична в D2 функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Припустимо, що iснують p ∈ Z+, d ≤ 1 та η ∈ (0, d) такi, що для
кожного z0 ∈ D2 та деякого R = (r1, r2) з rj = rj(d, z

0) ∈ (η, d), j ∈ {1, 2}, i
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k0 = k0(d, z
0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядi (4.15) на T2(z0, R/L(z0)).

Позначимо r0 = max{r1, r2}. Тодi∣∣∣∣∣∣
∑

j1+j2 6=k0

bj1,j2(z1 − z0
1)j1(z2 − z0

2)j2

∣∣∣∣∣∣ ≤ ak0
rk0

0

2
. (4.16)

Використовуючи (4.16) та нерiвнiсть Кошi, маємо: |bj1,j2(z1 − z0
1)j1(z2 − z0

2)j2| =
a∗j1,j2r

j1
1 r

j2
2 ≤

ak0
r
k0
0

2 для всiх j1, j2 ∈ Z+, тобто, для всiх k1 + k2 = k 6= k0

akr
k1
1 r

k2
2 ≤

ak0
rk0

0

2
. (4.17)

Припустимо, що F функцiя необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
Нехай L ∈ Q(D2). Вiдомо (див. теорему 4.2), що аналiтична функцiя F у D2

має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують
p ∈ Z+ та c ∈ R+ такi, що для кожного z = (z1, z2) ∈ D2 виконується нерiвнiсть

max

{
|F (j1,j2)(z)|
lj11 (z)lj22 (z)

: j1 + j2 = p+ 1

}
≤ cmax

{
|F (k1,k2)(z)|
lk1
1 (z)lk2

2 (z)
: k1 + k2 ≤ p

}
.

Це твердження та його узагальнення [219,264,274] є аналогами вiдомої теореми
Хеймана [128] у теорiї функцiй обмеженого iндексу.

Тодi за теоремою Хеймана для всiх p1 ∈ Z+ та c ≥ 1 iснує z0 ∈ D2 таке, що
справджується нерiвнiсть:

max

{
|F (j1,j2)(z0)|
lj11 (z0)lj22 (z0)

: j1+j2 =p1+1

}
>cmax

{
|F (k1,k2)(z0)|
lk1
1 (z0)lk2

2 (z0)
: k1+k2≤p1

}
.

Покладемо p1 = p i c =
(

(p+1)!
ηp+1

)2

. Тодi для цього z0(p1, c) отримаємо:

max

{
|F (j1,j2)(z0)|

j1!j2!l
j1
1 (z0)lj22 (z0)

: j1 + j2 = p+ 1

}
>

>
1

ηp+1
max

{
|F (k1,k2)(z0)|

k1!k2!l
k1
1 (z0)lk2

2 (z0)
: k1 + k2 ≤ p

}
,

тобто, ap+1 >
ak0

ηp+1 i звiдси ap+1r
p+1
0 >

ak0
rp+1
0

ηp+1 ≥ ak0
rk0

0 . А це суперечить (4.17).
Отже, F — обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Висновки до роздiлу 4

Основнi здобутки шостого роздiлу:
1) встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в бiкрузi функцiй

обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних;
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2) доведено критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, який
описує поводження однорiдних полiномiв степеневого розвинення аналi-
тичних функцiй на кiстяках бiкруга;

3) отримано достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних у
виглядi оцiнок максимуму модуля частинних похiдних аналiтичної фун-
кцiй за кожною змiнною на кiстяку бiкруга через значення в центрi бi-
круга.

Результати шостого роздiлу опублiковано в статтях [52, 54], а також допо-
вiдалися на конференцiях [24,25,253,257].



170

РОЗДIЛ 5. ЦIЛI ФУНКЦIЇ ОБМЕЖЕНОГО L-IНДЕКСУ ЗА
НАПРЯМКОМ

У цьому роздiлi розглядаються цiлi функцiї обмеженого L-iндексу за на-
прямком. Дослiджується їхнє зростання, умови приналежностi до цього кла-
су, композицiя цiлих функцiй, замкненiсть операцiї додавання функцiй з цього
класу, необмеженiсть iндексу за напрямком цiлих функцiй певного вигляду при
одночаснiй обмеженостi iндексу на кожнiй фiксованiй зрiзцi за тим напрямком,
послаблюються достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком тощо.

Нехай R+ = (0,+∞), R∗+ = [0,+∞), 0 = (0, . . . , 0), b = (b1, . . . , bn) ∈
Cn \{0} — заданий напрямок, L : Cn → R+ — неперервна функцiя, F : Cn → C
— цiла функцiя. Використовуватимемо такi позначення для зрiзок вiдповiдних
функцiй на промiнь {z0 + tb : t ∈ C} при фiксованому z0 ∈ C : gz0(t) = F (z0 +

tb), lz0(t) = L(z0 + tb).

Означення 5.1. (див. [254]). Цiла функцiя F : Cn → C називається функцiєю
обмеженого L-iндексу за напрямком b, якщо iснує m0 ∈ Z+ таке, що для всiх
m ∈ Z+ та кожного z ∈ Cn справджується нерiвнiсть:

|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

≤ max
0≤k≤m0

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

, (5.1)

де ∂0
bF (z) = F (z), ∂bF (z) =

n∑
j=1

∂F (z)
∂zj

bj, ∂
k
bF (z) = ∂b

(
∂k−1
b F (z)

)
, k ≥ 2.

Найменше таке цiле число m0, для якого виконується (5.1), називається L-
iндексом за напрямком функцiї F та позначається через Nb(F,L). Якщо такого
m0 не iснує, то покладемо Nb(F,L) = ∞, а F у цьому випадку називатимемо
функцiєю необмеженого L-iндексу за напрямком b. Якщо ж L(z) ≡ 1, то F
називається функцiєю обмеженого iндексу за напрямком b та Nb(F ) = Nb(F, 1)

зветься iндексом за напрямком b. При n = 1, b = 1, L(z) = l(z), z ∈ C
нерiвнiсть (5.1) визначає функцiю обмеженого l-iндексу з l-iндексом N(F, l) ≡
N1(F, l) [150, 273], а якщо додатково ще й l(z) ≡ 1, то отримуємо означення
обмеженого iндексу з iндексом N(F ) ≡ N1(F, 1) [156,162]. Також варто згадати
працю [239], в якiй введено поняття узагальненого iндексу, що досить близький
до l-iндексу.

Також через Nb(F,L, z0) позначимо L-iндекс за напрямком b функцiї F у
точцi z0, тобто, це найменше цiле число m0, для якого нерiвнiсть (5.1) вико-
нується у вказанiй точцi z = z0. Подiбним чином визначається N(f, l, z0) для
n = 1, тобто, у випадку функцiї вiд однiєї змiнної.

Крiм того, позначатимемо через 〈a, c〉 =
n∑
j=1

ajcj ермiтовий скалярний добу-

ток у Cn, a, c ∈ Cn.
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Зазначимо, що додатнiсть та неперервнiсть функцiї L є дещо заслабкими
обмеженнями для отримання конструктивних результатiв. Тому накладемо до-
датковi умови на функцiю L.

Позначимо

λb(η) = sup
z∈Cn

sup
t1,t2∈C

{
L(z + t1b)

L(z + t2b)
: |t1 − t2| ≤

η

min{L(z + t1b), L(z + t2b)}

}
.

Через Qn
b позначимо клас додатних неперервних функцiй L : Cn → R+, якi

задовольняють умову
(∀η ≥ 0) : λb(η) < +∞, (5.2)

Не складно переконатися, що клас Qn
b можна визначити дещо iнакше. Для

η > 0, z ∈ Cn, b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn \ {0} та додатної неперервної функцiї
L : Cn → R+ визначимо

λb1 (η) = inf
z∈Cn

inf {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} ,

λb2 (η) = sup
z∈Cn

sup {L(z + tb)/L(z) : |t| ≤ η/L(z)} .

Тодi до класу Qn
b потраплять усi функцiї L, якi задовольняють умову

(∀η ≥ 0) : 0 < λb1 (η) ≤ λb2 (η) < +∞. (5.3)

тобто, умови (5.3) та (5.2) рiвносильнi. Насправдi досить вимагати виконання
будь-якої з цих умов для одного значення η > 0.

Для додатної неперервної функцiї l(t), t ∈ C, t0 ∈ C та η > 0 задамо
λ1(η) ≡ λb1 (, η) та λ2(η) ≡ λb2 (η) у випадку, коли b = 1, n = 1, L ≡ l. Як
в [206], нехай Q ≡ Q1

1 буде класом додатних неперервних функцiй l(t), t ∈ C,
що задовольняють умову 0 < λ1(η) ≤ λ2(η) < +∞ для всiх η > 0.

Якщо для заданого z0 ∈ Cn маємо gz0(t) 6= 0 при всiх t ∈ C, то покладемо
Gb
r (F, z0) := ∅; якщо ж для заданого z0 ∈ Cn gz0(t) ≡ 0, то вiзьмемоGb

r (F, z0) :=

{z0 + tb : t ∈ C}. А якщо для певного z0 ∈ Cn справджується gz0(t) 6≡ 0 та a0
k є

нулями функцiї gz0(t), то

Gb
r (F, z0) :=

⋃
k

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤
r

L(z0 + a0
kb)

}
, r > 0.

Покладемо
Gr = Gb

r (F ) =
⋃
z0∈Cn

Gb
r (F, z0). (5.4)

Рiвносильно Gb
r (F ) можна визначити так:

Gr = Gb
r (F ) :=

⋃
z : F (z)=0

{z + tb : |t| < r/L(z)}, (5.5)
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Нехай a0
k - нулi функцiї F (z0 + tb) при фiксованому z0 ∈ Cn. Через

nz0(r) = nb
(
r, z0, 1/F

)
:=
∑
|a0
k|≤r 1 позначимо лiчильну функцiю кiлькостi ну-

лiв a0
k функцiї F (z0 + tb) в крузi {t ∈ C : |t| ≤ r}. Якщо F (z0 + tb) ≡ 0 при всiх

t ∈ C та заданого z0 ∈ Cn, то покладемо nz0(r) = −1.

Нехай L∗(z) — додатна неперервна функцiя в Cn. Писатимемо L � L∗, якщо
для деяких θ1, θ2, 0 < θ1 ≤ θ2 < +∞, та для всiх z ∈ Cn виконуються нерiвностi
θ1L(z) ≤ L∗(z) ≤ θ2L(z).

5.1 Цiлi функцiї обмеженого L-розподiлу значень за напрямком

Цiла функцiя f(z) (z ∈ C) називається функцiєю обмеженого розподiлу
значень [128,190], якщо iснують сталi p ≥ 0, R > 0 такi, що рiвняння f(z) = w

має не бiльше, нiж p коренiв у будь-якому крузi радiуса R.
Однiєю зi знакових властивостей, якi обумовили значний iнтерес до фун-

кцiй обмеженого iндексу, є факт, встановлений У. Хейманом [128]: цiла функцiя
має обмежений розподiл значень тодi i тiльки тодi, коли її похiдна є функцiєю
обмеженого iндексу. Згодом було введено поняття цiлої функцiй обмеженого l-
розподiлу значень [150], а згаданий факт було узагальнено для цiлих функцiй
обмеженого l-iндексу [218].
Означення 5.2. Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, називається функцiєю обмеже-
ного L-розподiлу значень за напрямком b якщо iснує p ∈ N ∀w ∈ C ∀z0 ∈ Cn

таких, що F (z0 + tb) 6≡ w, виконується нерiвнiсть n
(

1
L(z0) , z

0, 1
F−w

)
≤ p, тоб-

то, рiвняння F (z0 + tb) = w має у крузi {t : |t| ≤ 1
L(z0)} щонайбiльше p

розв’язкiв. Iнакше кажучи, функцiя F (z0 + tb) є p-листою у {t : |t| ≤ 1
L(z0)}.

Вiдповiдний результатШеремети з [218] ми узагальнюємо для цiлих функцiй
обмеженого L-розподiлу значень за напрямком.
Твердження 5.1. Нехай L ∈ Qn

b. Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, є функцiєю
обмеженого L-розподiлу значень за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли
похiдна за напрямком ∂bF має обмежений L-iндекс за тим самим напрямком
b.

Доведення. Припустимо, що F має обмежений L-розподiл значень за напрям-
ком b, тобто, для всiх z0 ∈ Cn таких, що F (z0 + tb) 6≡ const, функцiя F (z0 + tb)
є p-листою в кожному крузi {t : |t| ≤ 1

L(z0)}.
Для доведення цього твердження нам потрiбне таке твердження з [206, с.

48, теорема 2.8].

Теорема III. [206] Нехай D0 = {t : |t − t0| < R}, 0 < R < ∞. Якщо
аналiтична в D0 функцiя є p-листою в D0, то для j > p

|f (j)(t0)|
j!

Rj ≤ (Aj)2p max

{|f (k)(t0)|
k!

Rk : 1 ≤ k ≤ p

}
, (5.6)
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де A = 2p

√
p+2

2

√
8eπ2.

За теоремою III нерiвнiсть (5.6) виконується з R = 1
L(z0) для функцiї F (z0 +

tb), як функцiї вiд однiєї змiнної t ∈ C при кожному фiксованому z0 ∈ Cn.
Нагадаємо, що для простоти запису використовуємо gz0(t) = F (z0 + tb). Тодi
можна легко довести, що для кожногоm ∈ N справедлива така рiвнiсть g(p)

z0 (t) =
∂pbF (z0 + tb). Вiзьмемо j = p+ 1 та t0 = 0 в теоремi III. З (5.6) отримуємо∣∣∣∂p+1

b F (z0)
∣∣∣

(p+ 1)!Lp+1(z0)
≤(A(p+ 1))2p max

{∣∣∂kbF (z0)
∣∣

k!Lk(z0)
: 1 ≤ k ≤ p

}
⇒∣∣∣∂p+1

b F (z0)
∣∣∣

Lp+1(z0)
≤ (p+ 1)!(A(p+ 1))2p max

{∣∣∂kbF (z0)
∣∣

Lk(z0)
: 1 ≤ k ≤ p

}
×

×max

{
1

k!
: 1 ≤ k ≤ p

}
⇒∣∣∂pb∂bF (z0)

∣∣
Lp(z0)

≤ L(z0) · (p+ 1)!A2p(p+ 1)2p max

{∣∣∂k−1
b ∂bF (z0)

∣∣
Lk(z0)

:

0 ≤ k − 1 ≤ p− 1} ⇒
∣∣∂pb∂bF (z0)

∣∣
Lp(z0)

≤

≤ (p+ 1)!A2p(p+ 1)2p max

{∣∣∂k−1
b ∂bF (z0)

∣∣
Lk−1(z0)

: 0 ≤ k − 1 ≤ p− 1

}
.

Тепер нам потрiбний аналог теореми Хеймана для цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком.

Теорема IV ( [254], [259, теорема 3.6]). Нехай L ∈ Qn
b. Цiла функцiя F (z),

z ∈ Cn, має обмежений L-iндекс за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли
iснують числа p ∈ Z+ та C > 0 такi, що для кожного z ∈ Cn

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ C max

{|∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
(5.7)

Отже, для ∂bF нерiвнiсть (5.7) виконується з p − 1 замiсть p та з C =
(p+1)!A2p(p+1)2p. У теоремi III стала A ≥ max

j>p

p+2
2 (8eπ

2

)p(1−1
j )
j не залежить вiд

z0, тому що параметр p є незалежним вiд z0. Звiдси, вираз C = (p+1)!A2p(p+1)2p

також не залежить вiд z0. Тому за теоремою IV функцiя ∂bF має обмежений
L-iндекс за напрямком b.

Тепер навпаки, нехай ∂bF буде функцiєю обмеженого L-iндексу за напрям-
ком b. Згiдно з теоремою IV iснують p ∈ Z+ та C ≥ 1 такi, що для кожного
z ∈ Cn справджується нерiвнiсть

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ C max

{|∂kbF (z)|
Lk(z)

: 1 ≤ k ≤ p

}
(5.8)
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Розглянемо круг K0 =
{
t ∈ C : |t| ≤ 1

L(z0)

}
, z0 ∈ Cn.

Зауважимо, що при L ∈ Qn
b, z

0 ∈ Cn для всiх r > 0 з нерiвностi |t| ≤ r
L(z0)

та з означення класу Qn
b випливає

λb1 (r)L(z0) ≤ L(z0 + tb) ≤ λb2 (r)L(z0). (5.9)

Тепер з (5.8) та (5.9) при z = z0 + tb, t ∈ K маємо

|∂p+1
b F (z0 + tb)|

(p+ 1)!

1

(Cλb2 (1)L(z0))p+1
≤ max

{|∂kbF (z0 + tb)|
k!

1

(Cλb2 (1)L(z0))k
×

×
(
L(z0 + tb)

Cλb2 (1)L(z0)

)p+1−k
: 1 ≤ k ≤ p

}
≤ C

p+ 1
×

× max
1≤k≤p

{|∂kbF (z0 + tb)|
k!

1

(Cλb2 (1)L(z0))k
1

Cp+1−k

}
≤

≤ max

{|∂kbF (z0 + tb)|
k!

1

(Cλb2 (1)L(z0))k
: 1 ≤ k ≤ p

}
. (5.10)

Для доведення цього твердження потрiбне таке твердження з [206, с.44, теорема
2.7].

Теорема V ( [206, с.44, теорема 2.7]). Нехай D0 = {t ∈ C : |t − t0| < R},
0 < R < +∞, та f(t) аналiтична функцiя в D0. Якщо для всiх z ∈ D0(

R

2

)p+1 |f (p+1)(t)|
(p+ 1)!

≤ max

{(
R

2

)k |f (k)(z)|
k!

: 1 ≤ k ≤ p

}
, (5.11)

то f(t) є p-листою в {t ∈ C : |t− t0| ≤ R
25
√
p+1
}, тобто, f(t) приймає кожне

значення щонайбiльше p раз.

З нерiвностi (5.10) випливає нерiвнiсть (5.11) з R = 2
Cλb2 (1)L(z0)

при t0 = 0.

За теоремою V функцiя F (z0 + tb) є p-листою в крузi {t ∈ C : |t| ≤ ρ
L(z0)},

ρ = 2
25Cλb2 (1)

√
p+1

.

Нехай tj — довiльна точка в K0 та K∗j = {t ∈ C : |t − ti| ≤ ρ
L(z0+tjb)}.

Оскiльки згiдно з означенням класу Qn
b L(z0 + tjb) ≤ λb2 (1)L(z0), маємо, що

Kj =
{
t ∈ C : |t− tj| ≤ ρ

λb2 (1)L(z0)

}
⊂ K∗j . Застосуємо наведенi вище мiркування

до множини
{
t ∈ C : |t− tj| ≤ 1

L(z0+tjb)

}
. Вiдповiдно отримаємо, що F (z0 + tb)

є p-листою в K∗j . Але Kj ⊂ K∗j , тому F (z0 + tb) є p-листою в Kj.
Нарештi зазначимо, що кожний замкнений круг радiуса R∗ можна покрити

скiнченним числом m∗ замкнених кругiв радiуса ρ∗ < R∗ з центрами в цьому
крузi. Навiть бiльше, m∗ < B∗(R∗/ρ∗)2, де B∗ > 0 — абсолютна стала. Звiдси,
K0 може бути покритим скiнченним числом m кругiв Kj, де m ≤ 625B∗(p +
1)C2(λb2 (1))2/4.Позаяк функцiя F (z0+tb) уKj є p-листою, то вона єmp-листою
в K0.

Зважаючи на довiльнiсть z0, твердження доведено.
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5.2 Цiлi функцiї необмеженого iндексу за напрямком

5.2.1 Цiлi функцiї необмеженого iндексу за будь-яким напрям-
ком з обмеженнями на послiдовнiсть нулiв Вивчаючи властивостi цiлих
функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком, отримали такий критерiй.
Теорема VI ( [254], [259, теорема 2.3]). Цiла функцiя F є функцiєю обмеженого
L-iндексу за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли iснує число M > 0, що для
всiх z0 ∈ Cn функцiя gz0(t) є обмеженого lz0-iндексу з N(gz0, lz0) ≤ M < +∞
як функцiя змiнної t ∈ C, причому Nb(F,L) = max{N(gz0, lz0) : z0 ∈ Cn}.

Беручи до уваги теорему VI, виникає таке природне питання [255]: чи iснує
цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, з N(gz0, lz0) < +∞ для кожного z0 ∈ Cn, але
Nb(F,L) = +∞?

Нижче в цьому пiдроздiлi ми скрiзь вважаємо, що L(z) ≡ 1, а вiтку квадра-
тного кореня з комплексного числа вибираємо на основi умови

√
1 = 1.

Ствердна вiдповiдь на згадане питання отримана в [255]. Там доведено, що
F (z1, z2) = cos

√
z1z2 має необмежений iндекс за напрямком (1, 1). Згодом, цей

результат узагальнено для кожного напрямку b ∈ C2 \ {0}. Але традицiйно
розв’язування одних проблем призводить до виникнення iнших. У нашому ви-
падку цiкавим є таке питання:
Проблема 5.1 ( [57, Проблема 17]). Якi умови на нульову множину та зростан-
ня цiлих функцiй забезпечують обмеженiсть iндексу функцiї F (z0

1 +b1t, z
0
2 +b2t)

для кожної фiксованої точки (z0
1, z

0
2) ∈ C2 та необмеженiсть iндексу функцiї

F (z1, z2) за напрямком b = (b1, b2)?
Для доведення основного результату нам потрiбнi здобутки iнших матема-

тикiв. Наступна теорема доведена М. М. Шереметою [219] для цiлих функцiй
обмеженого l-iндексу. Вона є узагальненням та уточненням подiбного результа-
ту В. К. Хеймана [128]. Ми перефразуємо твердження Шеремети для обмеже-
ного iндексу.
Теорема VII ([219]). Цiла функцiя f(t) є функцiєю обмеженого iндексу тодi
i тiльки тодi, коли iснують p ∈ Z+, C > 0 та R > 0 такi, що для всiх t ∈ C,
|t| ≥ R, маємо

|f (p+1)(t)| ≤ C max{|f (k)(t)| : 0 ≤ k ≤ p}. (5.12)

Наступний критерiй зручний для встановлення обмеженостi iндексу за на-
прямком.
Теорема VIII ( [254], [259, теорема 3.8]). Нехай F (z) — цiла функцiя в Cn.
Функцiя F (z) є обмеженого iндексу за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли:

1) для кожного r > 0 iснує P = P (r) > 0 таке, що для кожного z ∈
Cn\Gb

r (F ) ∣∣∣∣∂bF (z)

F (z)

∣∣∣∣ ≤ P ; (5.13)
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2) для кожного r > 0 iснує ñ(r) ∈ Z+ таке, що для кожного z0 ∈ Cn, яке
задовольняє F (z0 + tb) 6≡ 0,

n

(
r, z0,

1

F

)
≤ ñ(r). (5.14)

Наведемо основний результат у цьому пiдроздiлi.
Твердження 5.2. Нехай f(t), t ∈ C, — парна цiла трансцендентна фун-
кцiя обмеженого iндексу. Тодi 1) для кожного напрямку b = (b1, b2) ∈
C2 \ {0} та кожної фiксованої пари z0

1, z
0
2 ∈ C функцiя зрiзки g(t) =

f(
√

(z0
1 + b1t)(z0

2 + b2t)) є цiлою функцiєю обмеженого iндексу (t ∈ C); 2) якщо
f(t) не має нулiв або має скiнченне число нулiв, то f(

√
z1z2) є необмежено-

го iндексу за кожним напрямком b ∈ C2 \ {0}; 3) якщо {ck} є нескiнченною
послiдовнiстю нулiв f(t), |c1| < |c2| < . . . < |ck| < . . . та для кожного k ∈ N
c2
k ∈ R, то функцiя f(

√
z1z2) є необмеженого iндексу за кожним напрямком

b ∈ C2 \ {0}.
Доведення. 1) Нехай z0 = (z0

1, z
0
2) ∈ C2, b = (b1, b2) ∈ C2 \{0} — заданi. Позаяк

f(t) — парна цiла функцiя, така композицiя f(
√

(z0
1 + b1t)(z0

2 + b2t)) також є
цiлою. Доведемо, що g(t) є обмеженого iндексу, як функцiя вiд змiнної t.

Нехай g(t) = f(
√

(z0
1 + b1t)(z0

2 + b2t)) = f(
√
at2 + dt+ c), де a = b1b2, d =

z0
1b2 + z0

2b1, c = z0
1z

0
2 .

Обчислимо похiднi цiєї функцiї:

g′(t) =
(2at+ d)f ′(

√
at2 + dt+ c)

2
√
dt2 + at+ b

,

g′′(t)=f ′′(
√
at2 + dt+ c)

(
2at+ d

2
√
at2 + dt+ c

)2

+f ′(
√
at2 + dt+ c)

4ac− d2

4(at2+dt+c)3/2
.

Легко перевiрити, що для s ∈ N \ {1}

g(s)(t) = f (s)(
√
at2 + dt+ c)

(
2at+ d

2
√
at2 + dt+ c

)s
+

+
s−1∑
k=1

f (k)(
√
at2 + dt+ c)

Qs,k(t)

(
√
at2 + dt+ c)2s−k , (5.15)

де Qs,k — многочлени з deg Qs,k ≤ s для всiх k = 1, . . . , s− 1.
За теоремою Хеймана (теорема VII), застосовною до функцiї

f(
√
at2 + dt+ c), знайдуться p ∈ Z+, C > 0 та R > 0, що для всiх

t ∈ C, |
√
at2 + dt+ c| ≥ R, виконується нерiвнiсть (5.12). Множина

{t ∈ C : |
√
at2 + dt+ c| < R} — обмежена. Тодi iснує R1 > 0 таке, що

для всiх t ∈ C, |t| ≥ R1, нерiвнiсть (5.12) виконується. Але для таких t дроби∣∣∣ 2at+d
2
√
at2+dt+c

∣∣∣ та
∣∣∣ Qp,k(t)

(
√
at2+dt+c)2p−k

∣∣∣ (k = 1, . . . , p − 1) обмеженi деякою сталою
M1 > 0, тому що їхнi границi при t → ∞ рiвнi скiнченним числам. Отже, з
(5.15) випливає, що для t ∈ C, |t| ≥ R1,

|g(p+1)(t)| ≤
∣∣∣f (p+1)(

√
at2 + dt+ c)

∣∣∣ · ∣∣∣∣ 2at+ d

2
√
at2 + dt+ c

∣∣∣∣p+1

+
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+

p∑
k=1

|f (k)(
√
at2 + dt+ c)| |Qp+1,k(t)|

|
√
at2 + dt+ c|2p+2−k ≤

≤ (CMp+1
1 + pM1) max{|f (k)(

√
at2 + dt+ c)| : 0 ≤ k ≤ p}. (5.16)

Використовуючи (5.15), виведемо таку формулу для s-ої похiдної функцiї
f(
√
at2 + dt+ c) :

f (s)(
√
at2 + dt+ c) = g(s)(t)

(
2
√
at2 + dt+ c

2at+ d

)s

−
s−1∑
k=1

f (k)(
√
at2 + dt+ c)×

× Qs,k(t)

(
√
at2 + dt+ c)2s−k ·

(
2
√
at2 + dt+ c

2at+ d

)s

. (5.17)

Зрозумiло, що знайдеться R2 ≥ R1 таке, що для |t| ≥ R2 дроби
∣∣∣2√at2+dt+c

2at+d

∣∣∣ ,
|Qs,k(t)|

|
√
at2+dt+c|2s−k обмеженi деякою сталою M2 > 0. Знову ж таки застосовуючи

(5.17), оцiнимо вираз |f (k)(
√
at2 + dt+ c)| через g(k)(t) та |f (j)(

√
at2 + dt+ c)|

(j = 1, . . . , k − 1) в (5.16):

|g(p+1)(t)| ≤ (CMp+1
1 + pM1) max {|g(t)|, |g′(t)|M2,

|g(k)(t)|Mk
2 +

k−1∑
j=1

|f (j)(
√
at2 + dt+ c)|Mk+1

2 : 2 ≤ k ≤ p

}
.

Замiсть |f (j)(
√
at2 + dt+ c)| знову пiдставимо (5.17) та оцiнимо

|f (j)(
√
at2 + dt+ c)| через g(j)(t) та похiднi |f ′(

√
at2 + dt+ c)|, . . . ,

|f (j−1)(
√
at2 + dt+ c)|. Продовжуючи цей процес, скорочуватимемо щоразу

порядок найвищої похiдної функцiї |f(
√
at2 + dt+ c)| на одиницю. Насамкiнець

знайдеться M ∗ > 0 така, що |t| ≥ R2

|g(p+1)(t)| ≤M ∗max
{
|g(k)(t)| : 0 ≤ k ≤ p

}
.

Отже, за теоремою VII функцiя g(t) має обмежений iндекс.
2) Нехай f(t) не має нулiв та є обмеженого iндексу.
За теоремою VIII iснує P > 0, що для всiх t ∈ C

∣∣∣f ′(t)f(t)

∣∣∣ ≤ P. Покладемо

P = supt∈C

∣∣∣f ′(t)f(t)

∣∣∣ . Тодi iснує послiдовнiсть tp → ∞, для якої
∣∣∣f ′(tp)f(tp)

∣∣∣ → P при
p→∞.

Обчислимо модуль логарифмiчної похiдної за напрямком вiд функцiї
f(
√
z1z2) :

|∂bf(
√
z1z2)|

|f(
√
z1z2)|

=

∣∣∣∣ f ′(
√
z1z2)√

z1z2f(
√
z1z2)

∣∣∣∣ · 12 |b1z2 + b2z1| . (5.18)

Нехай b1 6= 0. Вiзьмемо z1 = 1, z2 = t2p та знайдемо границю в (5.18):

lim
p→∞

1

|f(
√
t2p · 1)|

|∂bf(
√
t2p · 1)| = P

2
lim
n→∞

(
b1tp +

b2

tp

)
=∞.
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Якщо b1 = 0, то b2 6= 0. Тепер вiзьмемо z2 = 1, z1 = t2p i знову доводимо, що
логарифмiчна похiдна за напрямком — необмежена. За теоремою VIII функцiя
f(
√
z1z2) є необмеженого iндексу за напрямком b.
Якщо f(t) не має скiнченного числа нулiв, то iснує R > 0 таке, що ∀|t| ≥ R

f(t) 6= 0. Лишилося в попереднiх мiркуваннях замiнити t ∈ C на |t| ≥ R та
повторити їх без iнших змiн.

3) Нехай (cl)
∞
l=1 — нескiнченна послiдовнiсть нулiв функцiї f(t), |c1| < |c2| <

. . . < |ck| < . . . та для кожного k ∈ N c2
k ∈ R. Потрiбно довести, що функцiя

f(
√
z1z2) є необмеженого iндексу за напрямком b. Покажемо, що умова (5.14)

теореми VIII не виконується.
Випадок 1. Нехай b1 6= 0, b2 6= 0 та ak ∈ R, ak →∞. Пiзнiше ми накладемо

бiльше умов на послiдовнiсть (ak)
∞
k=1. Вiзьмемо ϕ = arg(b1b2), z

0 = (z0
1, z

0
2), де

z0
1 — довiльне комплексне число

z0
2 =

b2z
0
1 + (1− a2

k)e
iϕ/2

b1
, t0 =

a2
ke
iϕ/2 − b2z

0
1

b1b2
. (5.19)

Нулi функцiї F (z0 + tb) можна знайти з рiвняння

(z0
1 + b1t)(z

0
2 + b2t) = b1b2t

2 + (z0
1b2 + z0

2b1)t+ z0
1z

0
2 = c2

l , l ∈ N.

Розглянемо його коренi

tl =
−(b2z

0
1 + b1z

0
2) +

√
(b2z0

1 − b1z0
2)2 + 4c2

l b1b2

2b1b2
.

Умова |tl − t0| < r рiвносильна такiй

r|b1b2| >

>

∣∣∣∣∣a2
ke
iϕ/2 − b2z

0
1 −
−(2b2z

0
1 + (1− a2

k)e
iϕ/2) +

√
(a2
k − 1)2eiϕ + 4|b1b2|eiϕc2

l

2

∣∣∣∣∣
⇐⇒ 2r|b1| · |b2| >

∣∣a2
k + 1±

√
(a2
k − 1)2 + 4c2

l |b1b2|
∣∣ =⇒

a2
k + 1− 2r|b1| · |b2| <

√
(a2
k − 1)2 + 4c2

l |b1b2| < a2
k + 1 + 2r|b1| · |b2|.

Для додатностi лiвої частини припустимо, що r < 1
2|b1b2| . Звiдси маємо

a4
k + 1+4r2|b1b2|2+2a2

k − 4r|b1b2| − 4r|b1b2|a2
k<a

4
k − 2a2

k + 1+ 4|b1b2|c2
l <

< a4
k + 1 + 4r2|b1b2|2 + 2a2

k + 4r|b1b2|+ 4r|b1b2|a2
k ⇐⇒

r2|b1b2|2 + a2
k − r|b1b2| − ra2

k|b1b2| < |b1b2|c2
l <

< r2|b1b2|2 + a2
k + r|b1b2|+ ra2

k|b1b2|.
Тодi

c2
l ∈

(
r2|b1b2|+

a2
k

|b1b2|
− r − ra2

k; r
2|b1b2|+

a2
k

|b1b2|
+ r + ra2

k

)
≡ (Ak;Bk).
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для r ∈
(

0; 1
2|b1b2|

)
. Але Bk − Ak = 2r + 2ra2

k. Тобто, для заданого n∗ ∈ N

вимагаємо c2
l+n∗+1− c2

l < 2r+2ra2
k. Тому виберемо a2

k >
c2l+n∗+1−c2l−2r

2r . Це означає,
що ∃r > 0 (у нас r ∈

(
0; 1

2|b1b2|

)
) ∀n∗ ∈ N ∃z0 + t0b ∈ C2 (див. (5.19)), для

якого n(r, z0 + t0b,
1
f ) ≥ n∗ + 1 > n∗.

Отже, f(
√
z1z2) є необмеженого iндексу за напрямком b.

Випадок 2. Нехай b1 6= 0, b2 = 0 та ak ∈ R, ak →∞ при k →∞. Нижче пiд
час доведення виникнуть додатковi умови на послiдовнiсть (ak)

∞
k=1. Вiзьмемо

ϕ = arg(b1), z
0 = (z0

1, z
0
2), де
z0

1 = eiϕ, z0
2 = a2

k · e−iϕ, t0 = 1. (5.20)
Нулi функцiї F (z0 + tb) можна знайти з рiвняння

(z0
1 + b1t)z

0
2 = z0

2b1t+ z0
1z

0
2 = c2

l , l ∈ Z.

Розглянемо корiнь цього рiвняння tl =
c2
l − z0

1z
0
2

b1z0
2

. Умова, що нуль tl належить

до r–околу точки t0, має вигляд

|tl − t0| < r ⇐⇒ t0 − r <
c2
l − z0

1z
0
2

b1z0
2

< t0 + r для r ∈ (0, t0).

Зазначимо, що t0, r, b1z
0
2, z

0
1z

0
2 ∈ R. Звiдси для r ∈ (0, 1) такi нерiвностi

(1− r)|b1|a2
k + a2

k < c2
l < (1 + r)|b1|a2

k + a2
k

виконуються. Тодi c2
l ∈ ((1 − r)|b1|a2

k + a2
k; (1 + r)|b1|a2

k + a2
k) ≡ (Ak;Bk). Але

Bk−Ak = 2r|b1|a2
k. Отже, для заданого n∗ ∈ N вимагаємо c2

l+n∗+1−c2
l < 2r|b1|a2

k.

Тодi виберемо a2
k >

c2l+n∗+1−c2l
2r|b1| . Це означає, що ∃r > 0 (у нас r ∈ (0; 1)) ∀n∗ ∈ N

∃z0 + t0b ∈ C2 (див. (5.20)), для якого n(r, z0 + t0b,
1
f ) ≥ n∗ + 1 > n∗.

Як наслiдок, функцiя f(
√
z1z2) має необмежений iндекс за напрямком b.

Зауваження 5.1. Умова c2
k ∈ R може бути замiнена iснуванням нескiнчен-

ної пiдпослiдовностi нулiв вигляду c′k = |c′k| · eiθ, тобто, усi c′k лежать на
деякому променi. Тодi у випадку b1 6= 0, b2 6= 0 виберемо ϕ = 2θ+arg(b1b2), а у
випадку b1 6= 0, b2 = 0 вiзьмемо z0

2 = a2
k · e−iϕ+2iθ. Iншi мiркування з доведення

залишаються без змiн.
Прикладом такої функцiї може слугувати цiла функцiя F (z1, z2) =

cos
√
z1z2 =

∑+∞
n=1

(−1)n(z1z2)n

(2n)! , яка згiдно з твердженням 5.2 є функцiєю необме-
женого iндексу за будь-яким напрямком b ∈ C2 \ {0}.

5.2.2 Цiлi функцiї необмеженого iндексу за кожним напрямком з
довiльною послiдовнiстю нулiв У попередньому пiдроздiлi ми розв’язали
проблему 5.1, припускаючи c2

k ∈ R, де ck (k ∈ N) — нулi цiлої функцiї f(t). У
2015 роцi на львiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй проф. О. Скаскiв
припустив, що умова “для кожного k ∈ N c2

k ∈ R” є зайвою i обумовлена суто
методом доведення. Це призводить до такої проблеми
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Проблема 5.2. Якщо f(t) (t ∈ C) — парна цiла трансцендентна функцiя
обмеженого iндексу, яка має нескiнченне число нулiв, то функцiя f(

√
z1z2) є

необмеженого iндексу за кожним напрямком b. Чи правильне це тверджен-
ня?

Доведемо iстиннiсть наведеного твердження.
Крiм того, нам потрiбна така властивiсть функцiй обмеженого iндексу за

напрямком.
Теорема IX ( [254], [259, теорема 3.2]). Нехай m ∈ C \ {0}. Цiла функцiя F (z)
(z ∈ Cn) має обмежений iндекс за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли F (z)
має обмежений iндекс за напрямком mb.
Твердження 5.3. Якщо f(t) (t ∈ C) є парною цiлою трансцендентною
функцiєю обмеженого iндексу, яка має нескiнченне число нулiв, то функцiя
f(
√
z1z2) є необмеженого iндексу за кожним напрямком b.

Доведення. Нехай (cl)
∞
l=1 — нескiнченна послiдовнiсть нулiв функцiї f(t), |c1| <

|c2| < . . . < |ck| < . . . Зважаючи на теорему 5.2 та зауваження 5.1, припустимо,
що на кожному променi, проведеному з початку координат, розмiщене скiнченне
число нулiв ck. Нам лишається показати, що функцiя f(

√
z1z2) є необмеженого

iндексу за напрямком b. Доведемо невиконання умови (5.14) теореми VIII.
Очевидно, для кожного ε > 0 iснує сектор з вершиною в початку коорди-

нат та центральним кутом 2ε, в серединi якого розмiщене нескiнченне число
нулiв ck. Нехай arg z = θ — бiсектриса цього сектора. Згiдно зi зауваженням 5.1
вважатимемо θ = 0 без зменшення загальностi. Нижче в доведеннi скрiзь при-
пускаємо, що нулi cl розмiщенi лише у вказаному секторi. Насправдi буде дове-
дено, що умова (5.14) не виконується для нулiв функцiї f(

√
(z0

1 + b1t)(z0
2 + b2t)),

якi породженi послiдовнiстю cl з цього сектора.
Випадок 1. Нехай b1 6= 0, b2 = 0 та ak ∈ R+, ak → ∞. Згодом накладемо

додатковi обмеження на послiдовнiсть (ak)
∞
k=1. Вiзьмемо z

0 = (z0
1, z

0
2), де

z0
1 = 1, z0

2 = a2
k, t0 = 0. (5.21)

Нулi функцiї f(
√

(z0
1 + b1t)(z0

2 + b2t)) можна знайти з рiвняння

(z0
1 + b1t)z

0
2 = z0

2b1t+ z0
1z

0
2 = c2

l , l ∈ Z.

Розглянемо його розв’язок tl =
c2l−z0

1z
0
2

b1z0
2
. Умова потрапляння нуля tl в r–окiл

точки t0 має вигляд |tl − t0| < r. Нехай ϕl = arg cl. Тодi маємо
∣∣∣ |cl|2e2iϕl−a2

k

|b1|·a2
k

∣∣∣ < r

або

r|b1| · a2
k > ||cl|2e2iϕl − a2

k| = ||cl|2 cos 2ϕl − a2
k + i|cl|2 sin 2ϕl| =

=
√

(|cl|2 cos 2ϕl − a2
k)

2 + |cl|4 sin2 2ϕl =
√
|cl|4 − 2|cl|2 cos 2ϕl · a2

k + a4
k.

Звiдси, отримуємо таку бiквадратну нерiвнiсть

|cl|4 − 2|cl|2 cos 2ϕl · a2
k + a4

k − r2|b1|2 · a4
k < 0. (5.22)
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Розв’язуючи (5.22), дiстаємо оцiнку для |cl| :

a2
k(cos 2ϕl −

√
r2|b1|2 − sin2 2ϕl) < c2

l < a2
k(cos 2ϕl +

√
r2|b1|2 − sin2 2ϕl). (5.23)

Виберемо r ≥ 1
|b1| . Такий вибiр означає, що r2|b1|2 ≥ 1 або r2|b1|2 − sin2 2ϕl ≥

cos2 2ϕl. Тому лiва частина в (5.23) недодатна. Крiм того, пiдберемо ε ∈ (0, π4 ),
тобто, ϕl ∈ (−ε; ε) ⊂ (−π

4 ; π4 ). З правої частини в (5.23) випливає

a2
k >

|cl|2
cos 2ϕl +

√
r2|b1|2 − sin2 2ϕl

.

Для k + 1 нуля функцiї f(t) виберемо

a2
k > max

1≤l≤k+1

|cl|2
cos 2ϕl +

√
r2|b1|2 − sin2 2ϕl

.

Отже, ∃r > 0 (у нас r ∈
[

1
|b1| ;∞

)
) ∀k ∈ N ∃z0 + t0b ∈ C2 (див. (5.21)), для

якого n(r, z0 + t0b, 1
f ) ≥ k + 1 > k.

Звiдси, функцiя f(
√
z1z2) необмеженого iндексу за напрямком b.

Випадок 2. Нехай b1 6= 0, b2 6= 0 та ak ∈ R+, ak → ∞. Нижче введемо
додатковi умови на вибiр послiдовностi (ak)

∞
k=1. За теоремою IX цiла функцiя

F (z) (z ∈ C2) є обмеженого iндексу за напрямком (b1, b2) тодi i тiльки тодi, коли

функцiя F (z) має обмежений iндекс за напрямком
(

b1√
|b1b2|

, b2√
|b2b2|

)
. Тому, без

зменшення загальностi можемо вважати, що |b1b2| = 1.
Покладемо ϕ = arg(b1b2), z

0 = (z0
1, z

0
2), де z0

1 — довiльне комплексне число,

z0
2 =

b2z
0
1 + (1− a2

k)e
iϕ/2

b1
, t0 =

a2
ke
iϕ/2 − b2z

0
1

b1b2
. (5.24)

Нулi функцiї f(
√

(z0
1 + b1t)(z0

2 + b2t)) можна знайти з рiвняння

(z0
1 + b1t)(z

0
2 + b2t) = b1b2t

2 + (z0
1b2 + z0

2b1)t+ z0
1z

0
2 = c2

l , l ∈ N.

Розглянемо його коренi

tl =
−(b2z

0
1 + b1z

0
2) +

√
(b2z0

1 − b1z0
2)2 + 4c2

l b1b2

2b1b2
.

Нехай ϕl = arg cl. Умова потрапляння нуля tl до r–околу точки t0 має вигляд
|tl − t0| < r або

r >

∣∣∣∣∣a2
ke
iϕ/2 − b2z

0
1 −
−(2b2z

0
1 + (1− a2

k)e
iϕ/2) +

√
(a2
k − 1)2eiϕ + 4eiϕ|cl|2

2

∣∣∣∣∣
⇐⇒ 2r >

∣∣a2
k + 1 +

√
(a2
k − 1)2 + 4|cl|2(cos 2ϕl + i sin 2ϕl)

∣∣ =

=
∣∣a2
k + 1 +

√
(a4
k − 2a2

k + 1 + 4|cl|2 cos 2ϕl) + 4i · |c2
l | sin 2ϕl

∣∣. (5.25)
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Для знаходження квадратного кореня комплексного числа припустимо, що x ∈
R, y ∈ R та скористаємося такою рiвнiстю

√
x+ iy = ±

√√x2 + y2 + x

2
+ i

√√
x2 + y2 − x

2

 . (5.26)

Застосовуючи (5.26) до (5.25), отримуємо

2r >
∣∣∣a2
k + 1± 1√

2

(√
((a2

k − 1)2 + 4|cl|2 cos 2ϕl)2 + 16|cl|4 sin2 2ϕl+

+4|cl|2 cos 2ϕl+(a2
k−1)2

) 1
2± i√

2

(√
((a2

k−1)2+4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl−

−4|cl|2 cos 2ϕl − (a2
k − 1)2

)1/2
∣∣∣. (5.27)

Беремо мiнус перед квадратними коренями в (5.27). Для дiйсних x та y спра-
ведлива така нерiвнiсть |x + iy| ≤ |x| + |y|. Припустимо, що дiйснi та уявнi
частини виразу пiд модулем у (5.27) не перевищують r, тобто,

√
2r>

∣∣√2(a2
k+1)−

(
4|cl|2 cos 2ϕl + (a2

k − 1)2+

+
√

((a2
k−1)2+4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl

) 1
2 ∣∣ (5.28)

та

1√
2

∣∣∣∣4|cl|2 cos 2ϕl+(a2
k−1)2−

√
((a2

k−1)2+4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl

∣∣∣∣ 1
2

<r

(5.29)

Спершу доведемо, що для деяких r та ε i для всiх ak нерiвнiсть (5.29) виконує-
ться. З (5.29) випливає, що

(4|cl|2 cos 2ϕl + a4
k − 2a2

k + 1− 2r2)2 < (a4
k − 2a2

k + 1 + 4|cl|2 cos 2ϕl)
2+

+16|cl|2 sin2 2ϕl < (4|cl|2 cos 2ϕl + a4
k − 2a2

k + 1 + 2r2)2

чи

(4|cl|2 cos 2ϕl+a
4
k−2a2

k + 1)2 + 4r4 − 4r2(4|cl|2 cos 2ϕl+a
4
k−2a2

k+1)<

< (a4
k − 2a2

k + 1 + 4|cl|2 cos 2ϕl)
2 + 16|cl|2 sin2 2ϕl <

<(4|cl|2 cos 2ϕl+a
4
k−2a2

k + 1)2 + 4r4 + 4r2(4|cl|2 cos 2ϕl+a
4
k−2a2

k+1)

Спрощуючи та скорочуючи на 4, отримуємо

r4 − r2(4|cl|2 cos 2ϕl + a4
k − 2a2

k + 1)<4|cl|2 sin2 2ϕl <

r4 + r2(4|cl|2 cos 2ϕl + a4
k − 2a2

k + 1). (5.30)

Тепер виберемо ε ≤ π
4 , r < 3. Оскiльки ak →∞ вважатимемо (a2

k − 1)2 > 9,
тобто, |ak|2 > 4. Звiдси випливає, що

r4 − r2(4|cl|2 cos 2ϕl + a4
k − 2a2

k + 1) = r2(r2 − 4|cl|2 cos 2ϕl − (a2
k − 1)2) < 0
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для |ϕl| < π
4 . Отже, лiва частина в (5.30) вiд’ємна.

Натомiсть права частина в (5.30) рiвносильна до

4|cl|2(sin2 2ϕl − r2 cos 2ϕl) < r4 + r2(a2
k − 1)2. (5.31)

Для справедливостi (5.31) виберемо r ∈ (2; 3) . Тодi sin2 2ϕl − r2 cos 2ϕl <
sin2 2ϕl − 4 cos 2ϕl. Зараз вимагатимемо sin2 2ϕl − 4 cos 2ϕl < 0. Це означає,
що

cos2 2ϕl + 4 cos 2ϕl − 1 > 0.

Її розв’язок шукається з такої сукупностi

cos 2ϕl < −2−
√

5 або cos 2ϕl > −2 +
√

5.

Звiдси маємо, що для ε < 1
2 arccos(−2 +

√
5) < π

4 та r ∈ (2; 3) нерiвнiсть (5.29)
iстинна при |ak|2 > 4.

Тепер виберемо r та ε i побудуємо послiдовнiсть (ak) таку, що задовольняє
нерiвнiсть (5.28). Ця нерiвнiсть рiвносильна такому

√
2(a2

k + 1− r) <

<

(
4|cl|2 cos 2ϕl+(a2

k−1)2+
√

((a2
k−1)2+4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl

) 1
2

<

<
√

2(a2
k + 1 + r)⇐⇒

2(a2
k + 1− r)2 <

<4|cl|2 cos 2ϕl+(a2
k−1)2 +

√
((a2

k−1)2+4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl <

< 2(a2
k + 1 + r)2 (5.32)

Взявши r = 2 в (5.32), ми посилимо вiдповiдну нерiвнiсть:

2(a2
k − 1)2 <

<4|cl|2 cos 2ϕl+(a2
k−1)2+

√
((a2

k−1)2+4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl <

< 2(a2
k + 3)2 ⇐⇒

(a2
k − 1)2 <4|cl|2 cos 2ϕl+

√
((a2

k − 1)2 + 4|cl|2 cos 2ϕl)2 + 16|cl|4 sin2 2ϕl <

< a4
k + 14a2

k + 17 (5.33)

Але

4|cl|2 cos 2ϕl +
√

((a2
k − 1)2 + 4|cl|2 cos 2ϕl)2+16|cl|4 sin2 2ϕl >

> (a2
k−1)2 +4|cl|2 cos 2ϕl > (a2

k−1)2.

Тому, лiва нерiвнiсть у (5.33) — очевидна. Середнiй вираз у (5.33) не перевищує
(a2
k − 1)2 + 8|cl|2 cos 2ϕl + 4|cl|2| sin 2ϕl|. Отримуємо нерiвнiсть

a4
k − 2a2

k + 1 + 4|cl|2(2 cos 2ϕl + | sin 2ϕl|) < a4
k + 14a2

k + 17⇐⇒
4|cl|2(2 cos 2ϕl + | sin 2ϕl|)− 16 < 16a2

k.
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| Потрiбно вибрати ak таке, що a2
k >

1
4 |cl|2(2 cos 2ϕl + | sin 2ϕl|)− 1.

Для k + 1 нуля функцiї f(t) пiдберемо ak так, щоб справджувалася оцiнка

a2
k > max

1≤l≤k+1

|cl|2
4

(2 cos 2ϕl + | sin 2ϕl|)− 1.

Отже, ∃r > 0 (у нас r ∈ (2; 3)) ∀k ∈ N ∃z0 + t0b ∈ C2 (див. (5.24)), для
якого n(r, z0 + t0b, 1

f ) ≥ k + 1 > k.

Робимо висновок, що функцiя f(
√
z1z2) є необмеженого iндексу за напрям-

ком b.

Поєднуючи твердження 5.2 та 5.3 в одне твердження, отримуємо
Теорема 5.1. Нехай f(t), t ∈ C, — парна цiла трансцендентна функцiя обме-
женого iндексу. Тодi: 1) для кожного напрямку b = (b1, b2) ∈ C2 \ {0} та
кожної фiксованої пари z0

1, z
0
2 ∈ C функцiя g(t) = f(

√
(z0

1 + b1t)(z0
2 + b2t)) є

цiлою функцiєю обмеженого iндексу (t ∈ C); 2) функцiя f(
√
z1z2) є необмеже-

ного iндексу за кожним напрямком b.

Ця теорема повнiстю вирiшує проблему 5.1.

5.2.3 Приклад функцiї необмеженого iндексу за напрямком в
обмеженiй областi У наших дослiдженнях обмеженостi L-iндексу за на-
прямком ми часто розглядали зрiзки {z0 +tb : t ∈ C}. Потiм фiксували z0 ∈ Cn

та застосовували мiркування з одновимiрного випадку. Пiсля цього будували
рiвномiрнi оцiнки по усiх z0. Це стислий опис методу.

Виходячи з цього, проф. С. Ю. Фаворов (2015) поставив таку проблему в
розмовi з проф. О. Б. Скаскiвим.
Проблема 5.3. Нехай b ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок, L : Cn → R+ —
неперервна функцiя. Чи можна замiнити умову „F голоморфна в Cn“ на умову
„F — голоморфна на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ та з цього вивести усi вiдомi
властивостi цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком?

Наша вiдповiдь на питання Фаворова є заперечною. Таке послаблення обме-
жень на функцiю F не дозволяє довести деякi теореми. Тут через D позначимо
замикання областi D.
Твердження 5.4. Для кожного напрямку b ∈ Cn \ {0} iснує функцiя F (z) та
обмежена область D ⊂ Cn з такими властивостями:

1) F є голоморфною на кожнiй зрiзцi {z0 + tb : t ∈ C} для всiх z0 ∈ Cn;

2) F не є цiлою функцiєю в Cn;

3) F не задовольняє (5.1) в D, тобто для будь-якого p ∈ Z+ iснує m ∈ Z+ та
zp ∈ D

|∂mb F (zp)|
m!

> max

{|∂kbF (zp)|
k!

: 0 ≤ k ≤ p

}
.
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Доведення. Без зменшення загальностi, вважаємо, що n = 2 та b = (0, 1).
Нехай

F (z1, z2) =

{
−1 + z1 sin z2

z1
, z1 6= 0,

−1, z1 = 0.
.

Для кожного фiксованого z0
1 ∈ C функцiя F (z1, z2) голоморфна за змiнною z2,

тобто, F — голоморфна на кожнiй зрiзцi z = z0 + tb, де z0 = (z0
1, 0), t ∈ C. З

iншої сторони, F не є цiлою в C2.
Якщо z1 = 0, то ∂kbF = 0 а якщо z1 6= 0, то

∂kbF (z1, z2) = z1−k
1 sin(

z2

z1
+
πk

2
) (k ∈ N). (5.34)

Звiдси для кожного фiксованого z0
1 ∈ C функцiя F (z0

1, z2) має обмежений iндекс
за змiнною z2, бо

(z0
1)1−k

k! → 0 при k →∞.
Тим не менш, функцiя F (z1, z2) є необмеженого iндексу за напрямком b. На-

вiть бiльше, F має необмежений iндекс у будь-якiй замкненiй обмеженiй областi
G, що мiстить частину площини z1 = 0 з деяким околом: D ⊃ {(z1, z2) : |z1| ≤
R, |z2| ≤ R}.

Позначимо g0(z2) = F (z0
1, z2). Дiйсно функцiя sin t (t ∈ C) має iндекс 2. Тодi

з врахуванням (5.34) iндекс функцiї g0(z2) можна встановити з таких обмежень:

|z0
1|1−k
k!

≥ |z
0
1|1−(k+2)

(k + 2)!
⇐⇒ |z0

1|2 ≥
1

(k + 1)(k + 2)
⇐⇒

(k + 1)(k + 2) ≥ 1

|z0
1|2

=⇒ (k + 2)2 >
1

|z0
1|2

=⇒ k >
1

|z0
1|
− 2.

Тому, iндекс функцiї g0 бiльший за 1
|z0

1 |
− 2, тобто, N(g0) >

1
|z0

1 |
− 2. За умови

z0
1 → 0 маємо, що N(g0) → +∞. Тому функцiя F має необмежений iндекс за
напрямком b : Nb(F ) = sup

z0
1∈C

N(g0) = +∞, тобто, F не задовольняє (5.1) у C2.

Подiбно мiркуючи, можна довести, що (5.1) не виконується для функцiї F
в областi D. Легко бачити, що функцiя F не є неперервною за сукупнiстю
змiнних. Вона має розрив при z1 = 0.

Якщо ми замiнимо умову голоморфностi в Cn на голоморфнiсть за зрiзками
{z0+tb : t ∈ C}, то висновок леми 5.1 не чинний. Отже, твердження 5.4 показує
неможливiсть замiни голоморфностi за сукупнiстю змiнних на голоморфнiсть
на зрiзках без будь-яких додаткових обмежень.

Нехай тепер D — довiльна обмежена область в Cn. Якщо нерiвнiсть (2.2) ви-
конується для всiх z ∈ D замiсть Cn, то F називається функцiєю обмеженого
L-iндексу за напрямком b в областi D. Найменше таке цiле число m0 нази-
вається L-iндексом за напрямком b ∈ Cn \ {0} в областi D та позначається
Nb(F,L,D) = m0. Через D позначимо замикання областi D.



186

Лема 5.1. Нехай D — довiльна обмежена область у Cn, b ∈ Cn \ {0} — довiль-
ний напрямок. Якщо L : Cn → R+ неперервна функцiя та F (z) — цiла функцiя
така, що (∀z0 ∈ D) : F (z0 + tb) 6≡ 0, то Nb(F,L,D) <∞.

Доведення цiєї леми подiбне до доведення леми 2.9, яка стосується аналiти-
чних в кулi функцiй, тому пропускається. Також його можна знайти в [30,44].

5.3 Сума цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком

Вiдомо, що добуток двох цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком
є функцiєю з того самого класу (див. [30,259]). Але клас цiлих функцiй обмеже-
ного iндексу не є замкненим вiдносно операцiї додавання. Вiдповiдний приклад
побудований В. Пуджем (див. [174] i також [206]). Приклад з наступного пiд-
роздiлу 5.3.1 є узагальненням прикладу Пуджа для цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком [250].

5.3.1 Приклад функцiй обмеженого iндексу за напрямком, сума
яких є необмеженого iндексу за напрямком Нижче наведено приклад
функцiй обмеженого iндексу за напрямком, сума яких є функцiєю необмеженого
iндексу за тим самим напрямком. Наша побудова базується на iдеях зi статтi
Пуджа [174] (також див. [206, c.36]).
Приклад 5.1. Нехай F (z) = cos〈z, c〉 + cosh〈z, c〉, де c ∈ Cn вибране так, що
〈c,b〉 = 1. Позаяк ∂4

bF (z) ≡ F (z), для p ≥ 4 маємо

|∂pbF (z)|
p!

≤ G(z)

4
, (5.35)

де G(z) = max
{
|∂kbF (z)|

k! : 0 ≤ k ≤ 3
}
. Отже, F (z) — обмеженого iндексу за на-

прямком b i Nb(F ) = 3.
Повторюючи мiркування з [174], отримаємо, що

(∀z ∈ Cn) : G(z) ≥ A exp{0, 5|〈z, c〉|}, A = const > 0.

Розглянемо функцiю Φ(z) =
∏∞

j=1(1 + 〈z, c〉2−j)j. Як вiдомо, вона є функцi-
єю необмеженого iндексу за кожним напрямком b таким, що 〈b, c〉 6= 0, бо
кратнiсть її нулiв необмежена (див. також приклад 1.4 [30, с.19]). Позначивши
t = 〈z, c〉, отримаємо функцiю ϕ(t) =

∏∞
j=1(1 + t2−j)j, яка є функцiєю вiд однiєї

комплексної змiнної. Для неї у статтi [174] отриманi такi спiввiдношення

|ϕ(p)(t)|
p!

≤ BM(2r, ϕ), M(2r, ϕ) ≤ C exp{0, 5|〈z, c〉|} ≤ C ′G(z), (5.36)

де |t| = r, B = M(2, ϕ) ≥ 1, M(r, ϕ) = max{|ϕ(t)| : |t| = r}, |〈z, c〉| = 2r, C, C ′

— додатнi сталi.
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Нехай ε > 0 досить мала стала, H(z) = F (z) + εΦ(z). Тодi, з врахуванням
(5.35) та (5.36) для n ≥ 4

|∂pbH(z)|
p!

≤ G(z)

4
+ εBM(2r, ϕ) ≤

(
1

4
+ εBC ′

)
G(z). (5.37)

А для n ≤ 3 з (5.36) випливає

|∂pbH(z)|
p!

≥ |∂
p
bF (z)|
p!

− εBM(2r, ϕ) ≥ |∂
p
bF (z)|
p!

− εBC ′G(z),

тобто,

max
{|∂pbH(z)|

p!
: 0 ≤ p ≤ 3

}
≥ G(z)− εBCG(z) = (1− εBC ′)G(z). (5.38)

З (5.37) та (5.38) при ε =
3

8BC ′
тепер отримуємо

|∂pbH(z)|
p!

≤ 1/4 + εBC ′

1− εBC ′ max
{|∂kbH(z)|

k!
: 0 ≤ k ≤ 3

}
=

= max
{|∂kbH(z)|

k!
: 0 ≤ k ≤ 3

}
.

Отже, H — функцiя обмеженого iндексу за напрямком b i Nb(H) = 3. Водно-
час, F — функцiя обмеженого iндексу за напрямком b, але Φ(z) = H(z)−F (z)

ε —
необмеженого iндексу за напрямком b.

5.3.2 Обмеженiсть L-iндексу за напрямком суми цiлих функцiй.
Вiдомi достатнi умови обмеженостi iндексу для суми двох цiлих функцiй вiд
однiєї змiнної [174]. Але подiбнi умови наразi нiхто не отримав для цiлих фун-
кцiй обмеженого L-iндексу за напрямком чи навiть обмеженого l-iндексу у ви-
падку цiлих функцiй вiд однiєї змiнної. Тому, в цьому пiдроздiлi розглянемо
таке природне питання: якi достатнi умови обмеженостi L-iндексу за на-
прямком для суми двох цiлих функцiй?

Нам потрiбна така теорема.
Теорема X ( [254], [259, теорема 3.4]). Нехай L ∈ Qn

b. Цiла функцiя F (z) в Cn

має обмежений L-iндекс за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких
r1 та r2, 0 < r1 < r2 < +∞, iснує число P1 = P1(r1, r2) ≥ 1 таке, що для кожного
z0 ∈ Cn та t0 ∈ C

max
{
|F (z0 + tb)| : |t− t0| =

r2

L(z0 + t0b)

}
≤

≤ P1 max
{
|F (z0 + tb)| : |t− t0| =

r1

L(z0 + t0b)

}
. (5.39)

Розглянемо довiльну гiперплощину A = {z ∈ Cn : 〈z, c〉 = 1}, де 〈c,b〉 6= 0,

та зафiксуємо її. Очевидно, що
⋃
z0∈A{z0 + tb : t ∈ C} = Cn.
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Нехай z0 ∈ A — задана точка. Якщо F (z0 + tb) 6≡ 0 як функцiя змiнної
t ∈ C, то iснує точка t0 ∈ C така, що F (z0 + t0b) 6= 0. Отже, для кожної прямої
{z0 +tb : F (z0 +tb) 6≡ 0} фiксуємо одну точку t0 з вказаною властивiстю. Лише
в даному пiдроздiлi через B позначимо об’єднання цих точок z0 + t0b, тобто,

B =
⋃
z0∈A

F (z0+tb)6≡0

{z0 + t0b}.

Зрозумiло, що для кожного z ∈ Cn знайдеться z0 ∈ A та t ∈ C з властивiстю

z = z0 + tb. Справдi, z0 = z + 1−〈z,c〉
〈b,c〉 b, t =

〈z, c〉 − 1

〈b, c〉 .

Теорема 5.2. Нехай L — додатна неперервна функцiя, а F, G — цiлi функцiї
в Cn, якi задовольняють такi умови:

1) G(z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn \ {0} з Nb(G,L) =
N < +∞;

2) iснує α ∈ (0, 1) таке, що для всiх z ∈ Cn та p ≥ N + 1 (p ∈ N)

|∂pbG(z)|
p!Lp(z)

≤ αmax

{|∂kbG(z)|
k!Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ N

}
; (5.40)

3) для кожного z = z0 + tb ∈ Cn, де z0 ∈ A, z0 + t0b ∈ B та r = |t− t0|L(z0 +
tb), виконується нерiвнiсть

max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
≤

≤ max

{|∂kbG(z0 + tb)|
k!Lk(z0 + tb)

: 0 ≤ k ≤ N

}
; (5.41)

4) (∃c > 0)(∀z0 + t0b ∈ B)(∀t ∈ C, |t− t0|L(z0 + tb) ≤ 1) :

max
{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2

L(z0 + tb)

}/
|F (z0 + t0b)| ≤ c < +∞,

або для L ∈ Qn
b (∃c > 0)(∀z0 + t0b ∈ B) :

max
{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2λb2 (1)

L(z0 + t0b)

}/
|F (z0 + t0b)| ≤ c < +∞.

(5.42)

Тодi для кожного ε ∈ C, |ε| ≤ 1−α
2c , функцiя

H(z) = G(z) + εF (z) (5.43)

має обмежений L-iндекс за напрямком b та Nb(H,L) ≤ N.

Доведення. Запишемо формулу Кошi для цiлої функцiї F (z0 + tb) як функцiї
однiєї комплексної змiнної t

∂bF (z0 + tb)

p!
=

1

2πi

∫
|t′−t|= r

L(z0+tb)

F (z0 + t′b)

(t′ − t)p+1
dt′. (5.44)
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Для вибраного r = |t− t0|L(z0 + tb) справджується така нерiвнiсть
r

L(z0 + tb)
= |t′ − t| ≥ |t′ − t0| − |t− t0| = |t′ − t0| −

r

L(z0 + tb)
.

Звiдси,

|t′ − t0| ≤
2r

L(z0 + tb)
. (5.45)

Рiвнiсть (5.44) дає таке

|∂pbF (z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ 1

2πLp(z0 + tb)
· L

p+1(z0 + tb)

rp+1
×

× 2πr

L(z0 + tb)
·max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t| = r

L(z0 + tb)

}
≤

≤ 1

rp
max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
. (5.46)

Якщо r = |t− t0|L(z0 + tb) > 1, то (5.46) має наслiдком

|∂pbF (z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
. (5.47)

Нехай r = |t − t0|L(z0 + tb) ∈ (0; 1]. Взявши r = 1 в (5.44) та (5.45), подiбно
можна вивести

|∂pbF (z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2

L(z0 + tb)

}
=

=
max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2

L(z0+tb)

}
max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2r

L(z0+tb)

} ×
×max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
≤

≤
max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2

L(z0+tb)

}
|F (z0 + t0b)| ×

×max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
≤

≤ cmax

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
, (5.48)

де

c = sup
z0+t0b∈B

sup
t∈C,

|t−t0|L(z0+tb)≤1

max
{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2

L(z0+tb)

}
|F (z0 + t0b)| ≥ 1.

Якщо L ∈ Q, то sup
{
L(z0+t0b)
L(z0+tb) : |t− t0| ≤ 1

L(z0+tb)

}
≤ λb2 (1). Це означає, що
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L(z0 + tb) ≥ L(z0+t0b)

λb2 (1)
. Використовуючи отриману нерiвнiсть, вибираємо

c := sup
z0+t0b∈B

max
{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2λb2 (1)

L(z0+t0b)

}
|F (z0 + t0b)| ≥ 1

у (5.48). Беручи до уваги (5.47) та (5.48), маємо
|∂pbF (z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ cmax

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
(5.49)

для всiх n ∈ N ∪ {0}, r ≥ 0, z0 ∈ A, t ∈ C.
Продиференцiюємо (5.43) p раз, p ≥ N + 1, та застосуємо (5.40), (5.49) i

(5.41) до отриманої рiвностi
|∂pbH(z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ |∂
p
bG(z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

+
|ε||∂pbF (z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤

≤ αmax

{ |∂kbG(z0 + tb)|
k!Lk(z0 + tb)

: 0 ≤ k ≤ N

}
+

+c|ε|max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
≤

≤ (α + c|ε|) max

{|∂kbG(z0 + tb)|
k!Lk(z0 + tb)

: 0 ≤ k ≤ N

}
. (5.50)

Якщо s ≤ N, то (5.49) правильна при p = s, але (5.40) — хибна. Тому
диференцiювання рiвностi (5.43) приводить до такої оцiнки

|∂sbH(z0 + tb)|
s!Ls(z0 + tb)

≥ |∂
S
bG(z0 + tb)|
s!Ls(z0 + tb)

− |ε||∂
s
bF (z0 + tb)|

s!Ls(z0 + tb)
≥

≥ |∂
s
bG(z0 + tb)|
s!Ls(z0 + tb)

− c|ε|max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
, (5.51)

де 0 ≤ s ≤ N. З (5.41) та (5.51) одержуємо

max
0≤s≤N

{|∂sbH(z0 + tb)|
s!Ls(z0 + tb)

}
≥ (1− c|ε|) max

0≤s≤N

{|∂sbG(z0 + tb)|
s!Ls(z0 + tb)

}
. (5.52)

Якщо c|ε| < 1, то з (5.50) та (5.52) випливає
|∂pbH(z0 + tb)|
p!Lp(z0 + tb)

≤ α + c|ε|
1− c|ε| max

0≤s≤N

{|∂sbH(z0 + tb)|
s!Ls(z0 + tb)

}
(5.53)

для p ≥ N + 1. Припустимо, що α+c|ε|
1−c|ε| ≤ 1. Звiдси, |ε| ≤ 1−α

2c .

Нехай Nb(z0 + tb, L, F ) буде L-iндексом за напрямком функцiї F у точцi
z0 + tb, тобто, Nb(z0 + tb, L, F ) — найменше число m0, для якого нерiвнiсть
(2.2) виконується з z = z0 + tb.

Для |ε| ≤ 1−α
2c справедливiсть нерiвностi (5.53) означає, що для будь-яких

z0 ∈ A та всiх t ∈ C таких, що F (z0 + tb) 6= 0, L-iндекс за напрямком b в точцi
z0 + tb не перевищує N, тобто, Nb(z0 + tb, F, L) ≤ N.
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Коли для деякого z0 ∈ A F (z0 + tb) ≡ 0, ми маємо H(z0 + tb) ≡ G(z0 + tb)
таNb(z0+tb, F, L) = Nb(z0+tb, G, L) ≤ N. Отже,H(z) є обмеженого L-iндексу
за напрямком b з Nb(H,L) ≤ N. Це завершує доведення теореми 5.2.

Зауваження 5.2. Кожна цiла функцiя F з Nb(F,L) = 0 задовольняє нерiв-
нiсть (5.42) (див. доведення необхiдностi вiдповiдного критерiю в [30, теорема
2.1] або [259, теорема 3.1]).

Якщо L ∈ Qn
b, то умова 2) в теоремi 5.2 завжди виконується. Справедлива

така теорема.
Теорема 5.3. Нехай L ∈ Qn

b, α ∈ (0, 1) та F, G — цiлi функцiї в Cn, якi
задовольняють умови:

1) G(z) має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn \ {0}.
2) для кожного z = z0 + tb ∈ Cn, де z0 ∈ A, z0 + t0b ∈ B, та r = |t− t0|L(z0 +

tb) виконується така нерiвнiсть

max

{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| =

2r

L(z0 + tb)

}
≤

≤ max

{|∂kbG(z0 + tb)|
k!Lk(z0 + tb)

: 0 ≤ k ≤ Nb(Gα, Lα)

}
.

3) c := sup
z0+t0b∈B

max
{
|F (z0 + t′b)| : |t′ − t0| = 2λb2 (1)

L(z0+t0b)

}
|F (z0 + t0b)| <∞.

Якщо |ε| ≤ 1−α
2c , то така функцiя H(z) = G(z) + εF (z) має обмежений L-iндекс

за напрямком b з Nb(H,L) ≤ Nb(Gα, Lα), де Gα(z) = G(z/α), Lα(z) = L(z/α).

Доведення. Умова 2) в теоремi 5.2 завжди справджується для N = Nb(Gα, Lα)
замiсть N = Nb(G,L). Дiйсно за теоремою X нерiвнiсть (5.39) виконується для
функцiї G. Пiдставляючи z0

α ,
t
α та t0

α замiсть z0, t та t0 в (5.39) отримаємо

max

{
|G((z0 + tb)/α)| : |t− t0| =

r2α

L((z0 + t0b)/α)

}
≤

≤ P1 max

{
|G((z0 + tb)/α)| : |t− t0| =

r1α

L((z0 + t0b)/α)

}
. (5.54)

За теоремою X нерiвнiсть (5.54) означає, що Gα = G(z/α) має обмежений Lα-
iндекс за напрямком b i навпаки. Звiдси для p ≥ Nb(Gα, Lα) + 1 та α ∈ (0, 1)

|∂pbGα(z)|
p!Lpα(z)

=
|∂pbG(z/α)|
p!αpLp(z/α)

≤ max

{|∂sbGα(z)|
s!Lsα(z)

: 0 ≤ s ≤ Nb(Gα, Lα)

}
=

= max

{ |∂sbG(z/α)|
s!αsLs(z/α)

: 0 ≤ s ≤ Nb(Gα, Lα)

}
.

Домножуючи на αp, ми виводимо
|∂pbG(z/α)|
p!Lp(z/α)

≤ max

{
αp−s|∂sbG(z/α)|
s!Ls(z/α)

: 0 ≤ s ≤ Nb(Gα, Lα)

}
≤
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≤ αmax

{ |∂sbG(z/α)|
s!Ls(z/α)

: 0 ≤ s ≤ Nb(Gα, Lα)

}
. (5.55)

З огляду на довiльнiсть z, з нерiвностi (5.55) випливає (5.40).

Зауваження 5.3. Легко довести, що Nb(Gα, Lα) ≤ Nb(G,L) для α ∈ (0, 1).
Тодi Nb(Gα, Lα) у теоремi 5.3 можна замiнити на Nb(G,L).

На жаль, теорема 5.3 не дозволяє позбутися обмеження (∀z ∈ D) : F (z +
tb) 6≡ 0 у лемi 5.1.

Теорема 5.2 є новою для n = 1, а теорема 5.3 є новою навiть у випадку n = 1

та l ≡ 1, тобто, для цiлих функцiй обмеженого iндексу.

5.4 Модифiкованi твердження про обмеженiсть L-iндексу за на-
прямком

У даному пiдроздiлi послабимо достатнi умови в рядi тверджень про обме-
женiсть L-iндексу за напрямком.

5.4.1 Локальне поводження похiдних за напрямком. Нам буде по-
трiбний такий критерiй обмеженостi L-iндексу за напрямком.
Теорема XI ( [254], [259, теорема 3.1]). Нехай L ∈ Qn

b. Цiла функцiя F (z),
z ∈ Cn, є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, коли для кожного η > 0 iснують числа n0 = n0(η) ∈ Z+ та P1 = P1(η) ≥
1 такi, що для всiх z ∈ Cn знайдеться k0 = k0(t0, z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0, для
якого виконується нерiвнiсть

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η

L(z)
} ≤ P1|∂k0

b F (z)|.

Запис L � L∗ означає, що для деякого θ1, θ2, 0 < θ1 ≤ θ2 < +∞ та всiх
z ∈ Cn виконується нерiвнiсть θ1L(z) ≤ L∗(z) ≤ θ2L(z).

Нам також потрiбне таке твердження.
Теорема XII ( [254], [259, твердження 3.1]). Нехай L,L∗ ∈ Qn

b, L � L∗. Цiла
функцiя F (z), z ∈ Cn, є функцiєю обмеженого L∗-iндексу за напрямком b тодi
i тiльки тодi, коли F має обмежений L-iндекс за тим самим напрямком b.

У пiдроздiлi 5.3 сформулювали теорему X, яка є критерiєм обмеженостi L-
iндексу за напрямком у виглядi оцiнки максимуму модуля на бiльшому колi
через максимум модуля на меншому колi. Водночас було отримано дещо слабше
в одну сторону твердження, а саме:
Теорема XIII ( [254], [259, теорема 3.5]). Нехай L ∈ Qn

b. Цiла функцiя F (z)
в Cn є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, коли iснують числа r1 та r2, 0 < r1 < 1 < r2 < +∞, та P1 ≥ 1 такi,
що для всiх z0 ∈ Cn та t0 ∈ C виконується нерiвнiсть (5.39).
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Цi теореми вiдрiзняють кванторами загальностi та iснування для r1 та r2

таких, що 0 < r1 < 1 < r2 < +∞.
Звiдси, виникає таке природне питання: чи можливо змiнити квантори в

iнших критерiях обмеженостi L-iндексу за напрямком?.
Використовуючи iдею Фрiке з [108], отримаємо модифiкацiю теореми XI.

Теорема 5.4. Нехай L ∈ Qn
b. Якщо iснують сталi η > 0, n0 = n0(η) ∈ Z+ та

P1 = P1(η) ≥ 1 такi, що для всiх z ∈ Cn iснує k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0,
для якого виконується нерiвнiсть

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η/L(z)} ≤ P1|∂k0

b F (z)|,
то цiла функцiя F : Cn → C є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком
b ∈ Cn \ {0}.
Доведення. Припустимо, що iснують η > 0, n0 = n0(η) ∈ Z+ та P1 = P1(η) ≥ 1
такi, що для кожного z ∈ Cn знайдеться k0 = k0(z) ∈ Z+, 0 ≤ k0 ≤ n0, для
якого

max{|∂k0

b F (z + tb)| : |t| ≤ η

L(z)
} ≤ P1|∂k0

b F (z)|. (5.56)

Якщо η > 1, то виберемо j0 ∈ N таке, що P1 ≤ ηj0. А для η ∈ (0; 1] вибираємо
j0 ∈ N таке, що j0!k0!

(j0+k0)!P1 < 1. Це j0 знайдеться тому, що

j0!k0!

(j0 + k0)!
P1 =

k0!

(j0 + 1)(j0 + 2) · . . . · (j0 + k0)
P1 → 0, j0 →∞.

Застосовуючи формулу Кошi до функцiї F (z + tb) як функцiї вiд однiєї
комплексної змiнної t при j ≥ j0 отримаємо, що для кожного z ∈ Cn знайдеться
цiле число k0 = k0(z), 0 ≤ k0 ≤ n0, i

∂k0+j
b F (z) =

j!

2πi

∫
|t|= η

L(z)

∂k0

b F (z + tb)

tj+1
dt.

Беручи до уваги (5.56), отримуємо

|∂k0+j
b F (z)|
j!

≤ Lj(z)

ηj
max

{
|∂k0

b F (z + tb)| : |t| = η

L(z)

}
≤ P1

Lj(z)

ηj
|∂k0

b F (z)|.
(5.57)

Зважаючи на вибiр j0 для η > 1 i для всiх j ≥ j0 маємо
|∂k0+j

b F (z)|
(k0 + j)!Lk0+j(z)

≤ j!k0!

(j + k0)!

P1

ηj
|∂k0

b F (z)|
k0!Lk0(z + t0b)

≤ ηj0−j
|∂k0

b F (z)|
k0!Lk0(z)

≤ |∂
k0

b F (z)|
k0!Lk0(z)

.

Оскiльки k0 ≤ n0, числа n0 = n0(η) та j0 = j0(η) незалежнi вiд z та t0, а
z ∈ Cn i t0 ∈ C — довiльнi, остання нерiвнiсть рiвносильна твердженню, що F
є обмеженого L-iндексу за напрямком b та Nb(F,L) ≤ n0 + j0.

Якщо η ∈ (0, 1), то з (5.57) дiстаємо для всiх j ≥ j0

|∂k0+j
b F (z)|

(k0 + j)!Lk0+j(z)
≤ j!k0!P1

(j + k0)!

|∂k0

b F (z)|
ηjk0!Lk0(z)

≤ |∂k0

b F (z)|
ηjk0!Lk0(z)
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або через вибiр j0

|∂k0+j
b F (z)|
(k0 + j)!

ηk0+j

Lk0+j(z)
≤ |∂

k0

b F (z)|
k0!

ηk0

Lk0(z)
.

Отже, функцiя F має обмежений L̃-iндекс за напрямком b, де L̃(z) = L(z)
η . Тодi

за теоремою XII функцiя F обмеженого L-iндексу за напрямком b. Теорему
доведено.

Наступне твердження нескладно отримується безпосередньо з означення
обмеженого L-iндексу за напрямком.
Твердження 5.5. Нехай L(z) — додатна неперервна функцiя. Цiла функцiя
F (z), z ∈ Cn, має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn тодi i тiльки
тодi, коли функцiя G(z) = F (az + c) має обмежений L∗-iндекс за напрямком
b
a для будь-яких c ∈ Cn та a ∈ Cn таких, що aj 6= 0 (∀j), де az + c = (a1z1 +

c1, . . . , anzn + cn),
b
a = ( b1a1

, . . . , bnan ), L∗(z) = L(az + c).

Доведення. Нехай цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈
Cn. Можна помiтити, що

∂b/aG(z) =
n∑
j=1

∂G(z)

∂zj

bj
aj

=
n∑
j=1

∂F (az + c)

∂zj
aj
bj
aj

= ∂bF (az + c).

За iндукцiєю легко довести таке ∂kb/aG(z) = ∂kbF (az + c) для всiх k ∈ N. З
нерiвностi (2.2) при az + c замiсть z отримуємо
|∂mb/aG(z)|
m!Lm∗ (z)

≤max
{|∂kbF (az + c)|
k!Lk(az + c)

: 0 ≤ k ≤ m0

}
=max

{|∂kb/aG(z)|
k!Lk∗(z)

: 0≤k≤ m0

}
.

Остання нерiвнiсть означає, що функцiя G(z) є обмеженого L∗-iндексу за
напрямком b

a i навпаки.

5.4.2 Оцiнка максимуму модуля через мiнiмум модуля. У цьому
i наступному пiдроздiлi розглянемо два вiдкритi питання в класi цiлих функцiй
обмеженого L-iндексу за напрямком. Власне, доводимо двi гiпотези про хара-
ктеристичнi властивостi функцiй з цього класу [57]. Встановленi нами резуль-
тати є новими навiть в одновимiрному випадку. В достатнiх частинах наслiдкiв
з них про обмеженiсть iндексу та l-iндексу вони покращують вiдповiднi твер-
дження Ґ. Х. Фрiке (див. теорему 5 у [108] та теорему 2 в [104]), а також М.
М. Шеремети, А. Д. Кузика (див. теореми 1 та 6 в [220]). На вiдмiну вiд остан-
нiх тверджень, виявилось, що у вiдповiдних умовах на цiлу функцiю досить
вимагати, щоб вони виконувались лише для кола з деяким одним значенням
радiуса замiсть вимоги їхнього виконання для усiх додатних значень радiуса.
Перейдемо тепер до детального викладу.

Ранiше нами отримано (див. [259], а також [30, 254]) цiлий ряд критерiїв
обмеженостi L-iндексу за напрямком, що є аналогами одновимiрних критерiїв
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обмеженостi l-iндексу. Крiм того, виявлено, що деякi твердження (теореми XI
та X) мають видозмiненi сильнiшi версiї, власне, їхнє посилення полягає в замiнi
кванторiв загальностi на квантори iснування (див. теореми 5.4 та XIII).

Можемо послабити достатнi умови теореми XIII, замiнивши умову 0 < r1 <

1 < r2 < +∞ на 0 < r1 < r2 < +∞.
Твердження 5.6. Нехай L ∈ Qn

b, F — цiла функцiя в Cn. Якщо iснують числа
r1 та r2, 0 < r1 < r2 < +∞, i P1 ≥ 1 такi, що для всiх z0 ∈ Cn виконується
нерiвнiсть (5.39), то функцiя F є обмеженого L-iндексу за напрямком b.

Доведення. Наше доведення базується на iдеї А. Д. Кузика та М. М. Шеремета
з [273]. Вони запропонували цей метод для дослiдження обмеженостi l-iндексу
цiлих розв’язкiв лiнiйних диференцiальних рiвнянь.

З (5.39) при 0 < r1 < r2 < +∞ випливає, що

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 2r2

r1 + r2

r1 + r2

2L(z0)

}
≤

≤ P1 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 2r1

r1 + r2

r1 + r2

2L(z0)

}
.

Позначивши L∗(z) = 2L(z)
r1+r2

, отримаємо

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 2r2

(r1 + r2)L∗(z0)

}
≤

≤P1 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 2r1

(r1 + r2)L∗(z0)

}
,

де 0 < 2r1

r1+r2
< 1 < 2r2

r1+r2
< +∞. Це означає, що F має обмежений L∗-iндекс

за напрямком b. А за теоремою XII функцiя F має обмежений L-iндекс за
напрямком b.

Наведемо ще таку теорему (див. [30,254], [259, теорема 3.7]).
Теорема XIV ( [30,254], [259, теорема 3.7]). Нехай L ∈ Qn

b. Цiла в Cn функцiя
F має обмежений L-iндекс за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли для кожного
R > 0 iснують P2(R) ≥ 1 та η(R) ∈ (0, R) такi, що для усiх z0 ∈ Cn i деякого
r = r(z0) ∈ [η(R), R] справджується нерiвнiсть

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
≤P2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
. (5.58)

З врахуванням теореми 5.4 та твердження 5.6 в [57] було поставлено таке
питання.
Проблема 5.4 ( [57, Проблема 6]). Чи правильна гiпотеза 5.1?
Гiпотеза 5.1 ( [57, Гiпотеза 1]). Нехай L ∈ Qn

b. Цiла в Cn функцiя F має
обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn \ {0} тодi i тiльки тодi, коли iснують
R > 0, P2(R) ≥ 1 та η(R) ∈ (0, R) такi, що для всiх z0 ∈ Cn i деякого r =
r(z0) ∈ [η(R), R] виконується нерiвнiсть (5.58).
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З огляду на твердження 5.6 можемо повнiстю довести згадану гiпотезу. По
сутi, нам потрiбно довести лише достатню частину цiєї гiпотези, бо необхiднiсть
випливає з теореми XIV.
Теорема 5.5. Нехай L ∈ Qn

b, F — цiла функцiя в Cn. Якщо iснують R > 0,
P2 ≥ 1 та η ∈ (0, R) такi, що для всiх z0 ∈ Cn та деякого r = r(z0) ∈
[η,R] виконується нерiвнiсть (5.58), то функцiя F має обмежений L-iндекс
за напрямком b.

Доведення. З огляду на твердження 5.6 досить показати, що iснує число P1

таке, що для всiх z0 ∈ Cn

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = (R + 1)/L(z0)

}
≤

≤ P1 max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = R/L(z0)

}
. (5.59)

Нехай знайдуться R > 0, P2 ≥ 1 та η ∈
(
0, R

)
такi, що для всiх z0 ∈ Cn та

деякого r = r(z0) ∈
[
η,R

]
маємо

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
≤ P2 min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r/L(z0)

}
.

Позначимо L∗ = max
{
L(z0 + tb) : |t| ≤ (2R + 2)/L(z0)

}
, ρ0 = R/L(z0),

ρk = ρ0 + kη/L∗, k ∈ Z+. У нас
η

L∗
<
R

L∗
≤ R

L(z0)
<

2R + 2

L(z0)
− R + 1

L(z0)
.

Тодi знайдеться n∗ ∈ N, незалежне вiд z0 таке, що

ρp−1 <
R + 1

L(z0)
≤ ρp ≤

2R + 2

L(z0)
,

для деякого p = p(z0) ≤ n∗, бо L ∈ Qn
b. Спершу(

2R + 2

L(z0)
− ρ0

)/( η
L∗

)
=

(R + 2)L∗

ηL(z0)
=

=
R + 2

η
max

{
L(z0 + tb)

L(z0)
: |t| ≤ 2R + 2

L(z0)

}
≤ R + 2

η
λb(2R + 2).

Тому, n∗ =
[
R+2
η λb(2R + 2)

]
, де [a] — цiла частина числа a ∈ R. Нехай |F (z0 +

t∗∗k b)| = max{|F (z0 + tb)| : t ∈ ck}, ck = {t ∈ C : |t| = ρk}, та t∗k — точка
перетину вiдрiзка [0, t∗∗k ] з колом ck−1. Тодi для кожного r > η та кожного
k ≤ n∗ виконується нерiвнiсть |t∗∗k − t∗k| = η

L∗ ≤ r
L(z0+t∗kb) . Отже, для деякого

r = r(z0 + t∗kb) ∈ [η,R] виводимо

|F (z0 + t∗∗k b)| ≤ max
{
|F (z0 + tb)| : |t− t∗k| = r/L(z0 + t∗kb)

}
≤

≤ P2 min
{
|F (z0 + tb)| : |t− t∗k| = r/L(z0 + t∗kb)

}
≤

≤ P2 min
{
|F (z0 + tb)| : |t− t∗k| = r/L(z0 + t∗kb), |t− t0| ≤ ρk−1

}
≤

≤ P2 max{|F (z0 + tb)| : t ∈ ck−1}.
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Звiдси,

max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = (R + 1)/L(z0)

}
≤

≤ max{|F (z0 + tb)| : t ∈ cp} ≤ P2 max{|F (z0 + tb)| : t ∈ cp−1} ≤
≤ . . . ≤ (P2)

p max{|F (z0 + tb)| : t ∈ c0} ≤
≤ (P2)

n∗ max
{
|F (z0 + tb)| : |t| = R/L(z0)

}
.

Отримали (5.59) з P1 = (P2)
n∗. Теорему 5.5 доведено.

5.4.3 Оцiнка логарифмiчної похiдної за напрямком У цьому пiд-
роздiлi послабимо достатнi умови в теоремi VIII. Одновимiрний аналог тео-
реми VIII продемонстрував свою ефективнiсть при дослiдженнi обмеженостi
l-iндексу нескiнченних добуткiв в одновимiрному випадку [70, 208, 214]. У пiд-
роздiлi 6.3.1 також використано цей критерiй при встановленнi достатнiх умов
обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних у термiнах поводження частинних
логарифмiчних похiдних та розподiлу нулiв.

З огляду на теорему 5.4 та твердження 5.6 виглядає природною така про-
блема.
Проблема 5.5 ( [57, Проблема 7]). Чи правильна гiпотеза 5.2?
Гiпотеза 5.2 ( [57, Гiпотеза 2]). Нехай F (z) — цiла в Cn функцiя, L ∈ Qn

b.
Функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком b ∈ Cn \ {0} тодi i тiльки
тодi, коли виконуються такi двi умови:

1) iснують r > 0, P > 0 такi, що для кожного z ∈ Cn\Gr виконується
нерiвнiсть (5.13);

2) iснують r > 0, ñ ∈ Z+ такi, що для кожного z ∈ Cn виконується нерiвнiсть
(5.14).

Накладаючи додаткове обмеження, ми доводимо цю гiпотезу. Позначимо

Gr(F ) := Gb
r (F )

⋃
z : F (z)=0

{z + tb : |t| < r/L(z)}, (5.60)

a0
k - нулi функцiї F (z0 + tb) при фiксованому z0 ∈ Cn. Через nz0(r, F ) =

nb
(
r, z0, 1/F

)
:=
∑
|a0
k|≤r 1 позначимо лiчильну функцiю нулiв a0

k функцiї зрiз-
ки F (z0 + tb)в крузi {t ∈ C : |t| ≤ r}. Якщо для заданого z0 ∈ Cn та для
всiх t ∈ C F (z0 + tb) ≡ 0, то ми покладемо nz0(r) = −1. Позначимо
n(r) = supz∈Cn nz(r/L(z)). Якщо F є функцiєю обмеженого L-iндексу за на-
прямком b, то безпосередньо з теореми 2.6 випливає, що виконуються умови 1)
i 2) гiпотези 5.2. Тому займемося лише достатнiстю цих умов.
Теорема 5.6. Нехай L ∈ Qn

b, F (z) — цiла функцiя в Cn. Якщо виконуються
такi умови:

1) iснують r1 > 0, P > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn\Gr1
(F ) правильна

нерiвнiсть (5.13);
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2) знайдеться r2 > 0 таке, що n(r2) ∈ [−1;∞) та 2r1 · n(r2) < r2/λb(r2),
де r1 — вибране з попередньої умови,

то функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком b.

Доведення. Вважаємо, що умови 1) та 2) виконуються.
Спершу розглянемо випадок, коли n(r2) ∈ [−1; 0]. Тодi функцiя F може

лише тотожно дорiвнювати нулю на променi z∗+ tb для деяких z∗ ∈ Cn, тобто,
F (z∗ + tb) ≡ 0. Для усiх точок з таких променiв нерiвнiсть (5.58) є очевидною.
Звiдси за умовою 1) для всiх z ∈ Cn \Gr1

|∂bF (z)| ≤ PL(z)|F (z)|.
Нехай z0 ∈ Cn \ Gr1

. Для будь-яких точок t1 та t2 таких, що |tj| = r1

L(z0) ,

j ∈ {1, 2}, виконується

ln

∣∣∣∣F (z0 + t2b)

F (z0 + t1b)

∣∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

∣∣∣∂bF (z0 + tb)

F (z0 + tb)

∣∣∣|dt| ≤
≤ P

∫ t2

t1

L(z0 + tb)|dt| ≤ Pλ2 (r1)L(z0)
πr1

L(z0)
≤ πr1Pλ2 (r1) .

Звiдси,

max

{
|F (z0+tb)| : |t| = r1

L(z0)

}
≤P2min

{
|F (z0+tb)| : |t| = r2

L(z0)

}
,

де P2 = exp {πr1 Pλ2 (r1)} . Тому за теоремою 5.5 функцiя F має обмежений
L-iндекс за напрямком b.

Нехай тепер r2 > 0 є таким, що n(r2) ∈ (0;∞) та 2n(r2)r1 < r2λ1(r2).

Покладемо c = r2λ1(r2)
2r1
−n(r2) > 0. Зрозумiло, що тодi r1 = r2λ1(r2)/(2(n(r2)+c)).

За умовою 2) у кожнiй множинi K =
{
z0+tb : |t| ≤ r2

L(z0)

}
число нулiв функцiї

F, де F (z0 + tb) 6≡ 0, не перевищує n(r2).

За умовою 1) iснує P > 0 таке, що |∂bF (z)
F (z) | ≤ PL(z) для кожно-

го z ∈ Cn\Gr1
, тобто, для всiх z ∈ K, якi лежать зовнi таких множин{

z0 + tb : |t− a0
k| < r1

L(z0+a0
kb)

}
, де a0

k ∈ K є нулями функцiї F (z0 + tb) 6≡ 0. За
означенням λ1 ми отримуємо

λ1(r2)L(z0) ≤ L(z0 + a0
kb).

Тодi |∂bF (z)
F (z) | ≤ PL(z) для кожної точки z ∈ Cn, що лежить зовнi множин

c0
k =

{
z0 + tb : |t− a0

k| ≤
r1

λ1(r2)L(z0)
=

r2

2(n(r2) + c)L(z0)

}
.

Сума дiаметрiв множин c0
k не перевищує значення r2n(r2)

(n(r2)+c)L(z0) <
r2

L(z0). Отже,

iснує множина c̃0 =
{
z0 + tb : |t| = r

L(z0)

}
, де r2 min{1,c}

2(n(r2)+c) = η < r < r2, така, що
для всiх z ∈ c̃0

|∂bF (z)

F (z)
| ≤ PL(z) ≤ Pλ2(r)L(z0) ≤ Pλ2 (r2)L(z0).
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Для довiльних точок z1 = z0 + t1b та z2 = z0 + t2b з c̃0 маємо

ln

∣∣∣∣F (z0 + t2b)

F (z0 + t1b)

∣∣∣∣ ≤ ∫ t2

t1

|∂bF (z0 + tb)

F (z0 + tb)
||dt| ≤

≤ Pλ2 (r2)L(z0)
πr

L(z0)
≤ πr2 P (r1)λ2 (r2) .

Звiдси,

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
≤ P2min

{
|F (z0 + tb)| : |t| = r

L(z0)

}
, (5.61)

де P2 = exp {πr2 P (r1)λ2 (r2)} . Якщо F (z0 + tb) ≡ 0, то нерiвнiсть (5.61) оче-
видна. За теоремою 5.5 функцiя F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b.
Теорему 5.6 доведено.

Зауваження 5.4. Якщо inf
r>0

n(r) ≥ 1 (тобто, F має деякi нулi) та sup
r>0

rλ1(r)
2n(r) > r1,

то iснує r2 > 0, причому r1 <
r2λ1(r2)
2n(r2) . Водночас, при n(r) ≥ 1 та sup

r>0

r
2n(r)λ(r) =

+∞ для будь-якого r1 > 0 знайдеться r2 > 0 таке, що r1 <
r2

2n(r2)λ(r2) .

Зауваження 5.5. Ми довели гiпотезу 5.2 за додаткового обмеження 2r1n(r2) <
r2λ1(r2). Наразi невiдомо, чи ця умова є iстотною. Тому виникає така проблема.
Проблема 5.6. Позначимо r0 = sup

r>0

rλ1(r)
2n(r) . Чи iснують цiла в Cn функцiя F та

неперервна функцiя L : Cn → R+ з властивостями:
1) для деяких r1 > r0, P > 0 та всiх z ∈ Cn\Gr1

: |∂bF (z)| ≤ PL(z)|F (z)|;
2) для будь-якого r2 ∈ (0; r0) : sup

z∈Cn\Gr2

|∂bF (z)|
|F (z)|L(z) = +∞ та n(r2) ∈ (0; +∞)?

Зауважимо, що теореми 5.5 та 5.6 є новими навiть для цiлих в C функцiй
та l = 1 (порiвн. [108], [104], [220]).

Нагадаємо деякi означення з теорiї цiлих функцiй (подробицi див. в [159]).
Порядок ρ та тип σ цiлої функцiї f(t) (t ∈ C) визначаються так

ρ = lim
r→∞

ln lnMf(r)

ln r
, σ = lim

r→∞
lnMf(r)

rρ
.

Наслiдок 5.1. Нехай l ∈ Q, f — цiла функцiя порядку ρ ∈ (0, 1] та скiнченного
типу σ > 0, t ∈ C, r0 := lim

r→∞
1

rρ−1λb(r) . Якщо r0 > 0 та iснує r1 ∈ (0, r0

2eρσ),

P > 0 таке. що для всiх t ∈ C\Gr1
(f) виконується нерiвнiсть |f

′(t)|
|f(t)| ≤ Pl(t)

та n(r1) ∈ [−1;∞), функцiя f має обмежений l-iндекс.

Доведення. Якщо f(t) — цiла функцiя скiнченного типу σ та додатного порядку
ρ, то ми маємо [159, с. 19, теорема 3] lim

r→∞
n(r)
rρ ≤ eρσ. Звiдси, виводимо

0 <
r0

2eρσ
≤ lim

r→∞

rρ

2n(r)
· 1

rρ−1λb(r)
= lim

r→∞

r

2n(r)λb(r)
.
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Тому, r1 <
r

2n(r)λb(r) для всiх r ≥ r∗. Лишилося довести n(r) ∈ (0,∞) для всiх
r ≥ r∗.

Нехай t0 ∈ C — довiльне. Розглянемо коло |t − t0| ≤ r
l(t0) . Позаяк l ∈ Q,

кожний замкнений круг радiуса r
l(t0) може бути покритий скiнченним числом

m = m(r) замкнених кругiв радiуса r1

λb(r)l(t0) ≤ r1

l(tj)
з центрами tj у крузi радiуса

r
l(t0) . Тодi n(r) ≤ m(r)n(r1) < ∞. За теоремою 5.6 функцiя f обмеженого l-
iндексу.

Зазначимо, що подiбнi критерiї (оцiнки максимуму модуля, мiнiмуму мо-
дуля, логарифмiчної похiдної та розподiлу нулiв для довiльних радiусiв) та-
кож вiдомi для аналiтичних в крузi та довiльнiй областi функцiй однiєї змiн-
ної [149,206,283], цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних й аналiтичних в кулi та в
полiкрузi функцiй вiд декiлькох змiнних (див. роздiли 6,3,4). Щоправда варто
визнати, що як критерiй отримано лише оцiнки максимуму модуля для цiлих
та аналiтичних функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, а також
як достатнi умови з певними додатковими обмеженнями твердження, подiбнi
до теорем XIV, VIII. Про них буде мова в роздiлах, присвячених цим класам
функцiй Наразi не вiдомо повних прямих аналогiв теорем XIV, VIII для них.

5.5 Обмеженiсть iндексу цiлих розв’язкiв деяких диф.рiвнянь

У даному пiдроздiлу розглянемо ряд тверджень про обмеженiсть того чи
iншого iндексу цiлих розв’язкiв деяких диф.рiвнянь як в частинних, так i зви-
чайних похiдних.

5.5.1 Обмеженiсть L-iндексу за напрямком цiлих розв’язкiв де-
яких лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними Спершу розглянемо
таке рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p−1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z), (5.62)

де gj, h — цiлi функцiї в Cn, j ∈ {0, 1, . . . , p}. Вiдомо достатнi умови [55, 254]
обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих розв’язкiв рiвняння (5.62). У
них, по сутi, вимагається виконання деяких нерiвностей зовнi деяких кругiв
у певному сенсi довiльного радiуса. Замiнюючи в таких умовах квантор за-
гальностi (“довiльного радiуса”) на квантор iснування (“деякого радiуса”), ми
послабимо цi умови.

Нам потрiбне таке твердження.
Теорема XV ( [254], [259, лема 4.1]). Нехай F — цiла функцiя обмеженого
L-iндексу за напрямком b, L ∈ Qn

b. Тодi для кожного r > 0 та для кожного
m ∈ N iснують P = P (r,m) > 1 такi, що для всiх z ∈ Cn\Gr(F ) виконується
нерiвнiсть |∂mb F (z)| ≤ PLm(z)|F (z)|.
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Позначимо g∗(z) = h(z) ·∏p
j=0 gj(z), n(r, g∗) = sup

z∈Cn
nb(r/L(z), z, 1/g∗), r∗ =

sup
s≥1

(s−1)λ1(s)
8(n(s,g∗)+1) ,

H(F ) :=
⋃
z∈ZF

∀t∈C F (z+tb)≡0

{z + tb : t ∈ C},

де ZF — нульова множина функцiї F. Використовуючи теорему XV, отримаємо
таку теорему.
Теорема 5.7. Нехай L∈Qn

b, та g0(z), . . . , gp(z), h(z) — цiлi функцiї обмежено-
го L-iндексу за напрямком b ∈ Cn \ {0}. Припустимо, що iснують r ∈ (0; r∗)
та T > 0 такi, що для кожного z ∈ Cn\Gr(g0) та j = 1, . . . , p

|gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|. (5.63)

Тодi цiла функцiя F, яка задовольняє (5.62), має обмежений L-iндекс за на-
прямком b.

Доведення. Теорема VIII та обмеження теореми 5.7 забезпечують виконання
нерiвностей n(r, g∗) < +∞ та r∗ > 0.

Позначимо Gr = (Gr(h)\H(h))∪Gr(g0)∪
⋃p
j=1(Gr(gj)\H(gj)). Вважаємо, що

Cn \Gr 6= ∅. З теореми XV та нерiвностi (5.63) випливає, що iснують r ∈ (0; r∗]
та T ∗ > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn \Gr

|∂bh(z)| ≤ T ∗|h(z)|L(z), |gj(z)| ≤ T ∗|g0(z)|Lj(z), j ∈ {1, 2, . . . , p, },
|∂bgj(z)| ≤ P (r)L(z)|gj(z)| ≤ T ∗(r)|g0(z)|Lj+1(z), j ∈ {0, 1, 2, . . . , p, }.

Знайдемо вiд рiвняння (5.62) похiдну за напрямком b :

g0(z)∂p+1
b F (z) +

p∑
j=1

gj(z)∂p+1−i
b F (z) +

p∑
j=0

∂bgj(z)∂p−ib F (z) = ∂bh(z).

Отримана рiвнiсть означає, що для всiх z ∈ Cn \Gr :

|g0(z)|
∣∣∣∂p+1

b F (z)
∣∣∣ ≤ |∂bh(z)|+

p∑
j=1

|gj(z)|
∣∣∣∂p+1−j

b F (z)
∣∣∣+

+

p∑
j=0

|∂bgj(z)|
∣∣∣∂p−jb F (z)

∣∣∣≤T ∗|h(z)|L(z) +

p∑
j=1

|gj(z)|
∣∣∣∂p+1−j

b F (z)
∣∣∣+

+

p∑
j=0

|∂bgj(z)|
∣∣∣∂p−jb F (z)

∣∣∣ ≤ T ∗L(z)

p∑
j=0

|gj(z)|
∣∣∣∂p−jb F (z)

∣∣∣+
+

p∑
j=1

|gj(z)|
∣∣∣∂p+1−j

b F (z)
∣∣∣+

p∑
j=0

|∂bgj(z)|
∣∣∣∂p−jb F (z)

∣∣∣ ≤
≤ T ∗|g0(z)|

(
T ∗L(z)

p∑
j=0

Lj(z)
∣∣∣∂p−jb F (z)

∣∣∣+

p∑
j=1

Lj(z)
∣∣∣∂p+1−i

b F (z)
∣∣∣+
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+

p∑
j=0

Lj+1(z)
∣∣∣∂p−jb F (z)

∣∣∣) = T ∗|g0(z)|Lp+1(z)| ((T ∗ + 1)×

×
p∑
j=0

1

Lp−j(z)

∣∣∣∂p−jb F (z)
∣∣∣+

p∑
j=1

1

Lp+1−j(z)

∣∣∣∂p+1−i
b F (z)

∣∣∣) ≤
≤T ∗((T ∗ + 1)(p+ 1) + p)|g0(z)|Lp+1(z) max

0≤j≤p
|∂jbF (z)|
Lj(z)

.

Отже, iснує P3 > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn \Gr

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ P3 max

{
|∂jbF (z)|
Lj(z)

: 0 ≤ j ≤ p

}
. (5.64)

Якщо z′ ∈ A := H(g0) \
⋃p
j=1(Gr(gj) \H(gj)), то iснує послiдовнiсть точок zm ∈

Cn\Gr, що задовольняють (5.64), i такi, що zm → z′ приm→∞. Пiдставляючи
z = zm в (5.64) та переходячи до границi при m→∞, дiстанемо, що нерiвнiсть
справедлива для всiх z ∈ A ∪ (Cn \ Gr) Якщо Cn = A ∪ (Cn \ Gr) (тобто,
всi нулi функцiї g∗ належать до H(g∗)), то за теоремою IV цiла функцiя, яка
задовольняє (5.62), має обмежений L-iндекс за напрямком b. Iнакше, n(s, g∗) ≥
1.

Позаяк r ∈ (0, r∗) та r∗ = sups≥1
(s−1)λ1(s)

8(n(s,g∗)+1) , то знайдеться r′ ≥ 1 таке, що r ≤
(r′−1)λ1(r′)

8(n(r′,g∗)+1) . Нехай z0 — довiльна точка з Cn та K0 =
{
z0 + tb : |t| ≤ r′/L(z0)

}
.

Оскiльки цiлi функцiї g0, g1, . . . , gp, h мають обмежений L-iндекс за напрямком
b, за теоремою VIII множина K0 мiстить щонайбiльше n(r′, g∗) нулiв тих фун-
кцiй або K0 ⊂ Zg∗. Нехай c0

m — нулi функцiї зрiзки g∗ (тобто, g∗(z0 + c0
mb) = 0)

такi, що z0+c0
mb ∈ K0∩((Zh\H(h))∪⋃p

j=0(Zgj \H(gj)), деm ∈ N, m ≤ n(r′, g∗).
З того, що L ∈ Qn

b, маємо L(z0 + c0
mb) ≥ λ1(r

′)L(z0). Очевидно,

K̃0
m :=

{
z0 + tb : |t− c0

m| ≤
r

L(z0 + c0
mb)

}
⊂

⊂
{
z0 + tb : |t− c0

m| ≤
(r′ − 1)λ1(r

′)

8(n(r′, g∗) + 1)L(z0 + c0
mb)

}
⊂

⊂ K0
m :=

{
z0 + tb : |t− c0

m| ≤
r′ − 1

8(n(r′, g∗) + 1)L(z0)

}
.

Тому при z0 +tb ∈ K0\⋃z0+c0mb∈K0 K0
m виконується (5.64). Звiдси для цих точок

z0 + tb нерiвнiсть L(z0) ≥ L(z0+tb)
λ2(r′) та (5.64) гарантують

|∂p+1
b F (z0 + tb)|
Lp+1(z0)

≤ (λ2(r
′))p+1 |∂p+1

b F (z0 + tb)|
Lp+1(z0 + tb)

≤P3(λ2(r
′))p+1×

× max
0≤j≤p

{
|∂jbF (z0 + tb)|
Lj(z0 + tb)

}
≤ P3(λ2(r

′))p+1 max
0≤j≤p

{
|∂jbF (z0 + tb)|

Lj(z0)

(
1

λ1(r′)

)j}
≤

≤ P3

(
λ2(r

′)

λ1(r′)

)p
λ2(r

′) max
0≤j≤p

{
|∂jbF (z0 + tb)|

Lj(z0)

}
= P4gz0(t), (5.65)
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де P4 = P3λ2(r
′)
(
λ2(r′)
λ1(r′)

)p
та

gz0(t) = max

{
|∂jbF (z0 + tb)|

Lj(z0)
: 0 ≤ j ≤ p

}
.

Нехай D — сума дiаметрiв K0
m. Тодi D ≤ 2(r′−1)n(r′,g∗)

8(n(r′,g∗)+1)L(z0) <
r′−1

4L(z0) . Тому, зна-
йдуться числа r1 ∈

[
r′

4 ,
r′

2

]
та r2 ∈

[
3r′+1

4 ; r′
]
такi, що при z0 + tb ∈ Cj ={

z0 + tb : |t| = rj
L(z0)

}
, j ∈ {1, 2}, маємо z0 + tb ∈ K0 \ ⋃c0m∈K0 K0

m. Виберемо
довiльнi точки z0 + t1b ∈ C1 та z0 + t2b ∈ C2 i з’єднаємо їх гладкою кри-
вою γ = {z0 + tb : t = t(s), 0 ≤ s ≤ 1} такою, що F (z0 + t(s)b) 6= 0 та
γ ⊂ K0 \⋃c0m∈K0 K0

m. Докладнiший опис побудови такої кривої можна знайти в
доведеннi теореми 6.6. Цю криву можна вибрати так, що її довжина не переви-
щує такої величини

|γ|≤|b|
(
πr1

L(z0)
+
r2 − r1

L(z0)
+

πn(r′, g∗)(r′ − 1)

8(n(r′, g∗) + 1)L(z0)

)
< (5.66)

<
|b|
L(z0)

(
πr′

2
+

3r′

4
+
πr′

8

)
<

3|b|r′
L(z0)

. (5.67)

Тодi на γ виконується нерiвнiсть (5.65), тобто,
|∂p+1

b F (z0 + t(s)b)|
Lp+1(z0)

≤ P4gz0(t(s)), 0 ≤ s ≤ 1.

Легко довести (див. доведення теореми 6.6), що функцiя gz0(t(s)) неперерв-
на на [0, 1] та неперервно диференцiйовна крiм, можливо, скiнченного числа
точок. Крiм того, для комплексно-значної функцiї вiд дiйсної змiнної така не-
рiвнiсть d

ds|ϕ(s)| ≤
∣∣ d
dsϕ(s)

∣∣ виконується за винятком точок, де ϕ(s) = 0. Тодi з
врахуванням (5.65) отримуємо
d

ds
gz0(t(s))≤max

0≤j≤p

{d
ds

|∂jbF (z0+t(s)b)|
Lj(z0))

}
≤max

0≤j≤p

{ |∂j+1
b F (z0+t(s)b)|

Lj+1(z0)
|t′(s)|L(z0)

}
≤

≤ max
0≤j≤p+1

{
|∂jbF (z0 + t(s)b)|

Lj(z0)

}
|t′(s)|L(z0) ≤ P5gz0(t(s))|t′(s)|L(z0),

де P5 = max{1, P4}. Iнтегруючи за змiнною s та використовуючи (5.67), вста-
новимо ∣∣∣∣ln gz0(t2)

gz0(t1)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 1

0

1

gz0(t(s))

d

ds
gz0(t(s))ds

∣∣∣∣ ≤
≤ P5L(z0)

∫ 1

0

|t′(s)|ds ≤ P5L(z0)|γ| ≤ 3|b|r′P5,

тобто, gz0(t2) ≤ gz0(t1) exp{3|b|r′P5}. Можна вибрати t2 таку, що |F (z0 + t2b)| =
max{|F (z0 + tb)| : z0 + tb ∈ C2}. Звiдси,

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 3r′ + 1

4L(z0)

}
≤ |F (z0 + t2b)| ≤
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≤ gz0(t2) ≤ gz0(t1) exp{3|b|r′P5}. (5.68)

Оскiльки z0 + t1b ∈ C1 =
{
z0 + tb : |t| = r1

L(z0+t0b)

}
та r1 ∈ [r

′

4 ,
r′

2 ], для всiхl
j ∈ {1, 2, . . . , p}, за нерiвнiстю Кошi по змiннiй t отримаємо

r′j

(4L(z0))j
|∂jbF (z0+t1b)|≤j! max

{
|F (z0+tb)|: |t−t1|=

r′

4L(z0)

}
≤

≤ p! max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 3r′

4L(z0)

}
, тобто,

gz0(t1) ≤ p! max{1, (4/r′)p}max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 3r′

4L(z0)

}
(5.69)

З нерiвностей (5.68) та (5.69) випливає

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 3r′ + 1

4L(z0)

}
≤ P6 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 3r′

4L(z0)

}
,

де P6 = p! max{1, (4/r′)p} exp{3|b|r′P5}. Отже,

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 6r′ + 2

6r′ + 1

6r′ + 1

8L(z0)

}
≤

≤ P6 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 6r′

6r′ + 1

6r′ + 1

8L(z0)

}
.

Позначаючи L∗(z) = 8L(z)
6r′+1 , отримуємо

max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 6r′ + 2

(6r′ + 1)L∗(z0)

}
≤

≤ P6 max

{
|F (z0 + tb)| : |t| = 6r′

(6r′ + 1)L∗(z0)

}
.

Зрозумiло, що 0 < 6r′

6r′+1 < 1 < 6r′+2
6r′+1 для r′ ≥ 1. Тому за твердженням 5.6

функцiя F має обмежений L∗-iндекс за напрямком b. А згiдно з теоремою XII
функцiя F є обмеженого L-iндексу за напрямком b i поготiв.

Зауваження 5.6. Ми вимагали виконання (5.63) для деякого r, але не для
всiх додатних r. Тому, теорема 5.7 посилює твердження вiдповiдної теоре-
ми з [254]. Це твердження є новим навiть в одновимiрному випадку (див.
результати для обмеженого l-iндексу в [273] та обмеженого iндексу в [115]).

5.5.2 Обмеженiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння
w′ = f(z, w). Розглянемо звичайне диференцiальне рiвняння вигляду

w(p) = f(z, w). (5.70)

С. М. Шах, Ґ. Фрiке, М. М. Шеремета, А. Д. Кузик [114, 200, 273] та iншi не
вивчали обмеженiсть iндексу цiлого розв’язку рiвняння (5.70), тому що права
частина рiвняння є функцiєю вiд двох змiнних. Проте, зважаючи на теорiю
функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком, природно поставити це питання.
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Проблема 5.7 ( [57, Проблема 4]). Нехай p = 1, f(z, w) — цiла функцiя обме-
женого L-iндексу за напрямками (1, 0) та (0, 1). Якою є неперервна функцiя
l : C → R+, що цiлий розв’язок w = w(z) рiвняння (5.70) має обмежений
l-iндекс?

Ми даємо вiдповiдь на це питання (див. теорему 5.8) для кожного p ∈ N.
Позначимо 11 = (1, 0), 12 = (0, 1).

Теорема 5.8. Нехай lj ∈ Q2
1j
, f(z, w) — цiла функцiя обмеженого lj-iндексу

за напрямками 1j для кожного j ∈ {1, 2}. Якщо iснує C > 0 та l ∈ Q такi,
що для всiх (z, w) ∈ C2 \ (G11

r (f) ∪G12
r (f))

l1(z, w) + l2(z, w)|f(z, w)| ≤ Cl(z), (5.71)
то кожна цiла функцiя, що задовольняє (5.70), має обмежений l-iндекс.

Доведення. Диференцiюючи (5.70) за змiнною z та використовуючи теорему
XV, отримуємо, що для всiх (z, w) ∈ C2 \ (G11

r (f) ∪G12
r (f))

|w(p+1)| =
∣∣∣∣∂f∂z +

∂f

∂w
w′
∣∣∣∣ ≤ P (l1(z, w)|f(z, w)|+ l2(z, w)|f(z, w)|2) ≤

≤ PCl(z)|f(z, w)| = PCl(z)|w(p)|.
Звiдси,

|w(p+1)(z)|
lp+1(z)

≤ PC
|w(p)(z)|
lp(z)

≤ PC max

{ |w(k)(z)|
lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
.

Ця нерiвнiсть подiбна до (5.64) у теоремi 5.7. Повторюючи далi мiркування з
цiєї теореми, встановлюємо, що w = w(z) має обмежений l-iндекс.

Як застосування теореми 5.8, ми розглянемо алгебраїчне диференцiальне
рiвняння такого типу:

w(p) = g(z) +
k∑
j=0

ajw
j. (5.72)

де aj ∈ C.
Наслiдок 5.2. Нехай g(z) — цiла функцiя обмеженого l-iндексу, l∗(z) := l(z)+
|g(z)|, l∗ ∈ Q. Тодi кожна цiла функцiя, яка задовольняє (5.72), має обмежений
l∗-iндекс.

Доведення. Позаяк g(z) має обмежений l-iндекс, цiла функцiя f(z, w) = g(z) +∑k
j=0 ajw

j має обмежений l-iндекс за напрямком 11. Крiм того, f(z, w) є мно-
гочленом степеня k за змiнною w. За означенням обмеженостi L-iндексу за
напрямком многочлен має обмежений L-iндекс за будь-яким напрямком для
довiльної додатної неперервної функцiї L. Зокрема, f(z, w) має обмежений L-
iндекс за напрямком 12 з L(z, w) = 1

|w|k+1
. Перевiримо умову (5.71):

l(z) + L(z, w)|f(z, w)| = l(z) +
1

|w|k + 1

∣∣∣∣∣g(z) +
k∑
j=0

ajw
j

∣∣∣∣∣ ≤
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≤ l(z) +
1

|w|k + 1
|g(z)|+

k∑
j=0

|aj| ≤ C(l(z) + |g(z)|),

де C > 0 — достатньо велике число. Звiдси, за теоремою 5.8 кожний цiлий
розв’язок рiвняння (5.72) має обмежений l1-iндекс.

5.5.3 Обмеженiсть L-iндексу цiлих розв’язкiв деяких рiвнянь з
частинними похiдними другого порядку Цiлi функцiї обмеженого iнде-
ксу знайшли певне використання в теорiї розподiлу значень та диференцiальних
рiвняннях [168, 239, 242, 254, 284]. Зокрема, вiдомий фахiвець з аналiтичної тео-
рiї диференцiальних рiвнянь Ш. Стрелiц [282] розробив метод Вiмана-Валiрона
для опису асимптотичної поведiнки аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинних
похiдними. Також вiн [239] застосував цей метод для дослiдження обмеженостi
iндексу цiлих розв’язкiв алгебраїчних диференцiальних рiвнянь. З iншого боку,
тут ми спробуємо скористатися рiвнянням з частинними похiдними для встанов-
лення обмеженостi L-iндексу за напрямком функцiї F. Зокрема, цей пiдроздiл

присвячений побудовi функцiї L такої, що F (z1, z2) = cos
√
z1z2 =

∞∑
p=0

(−1)p(z1z2)p

(2p)!

має обмежений L-iндекс за напрямком b = (b1, b2), а вiтку квадратного кореня
з комплексного числа вибираємо на основi умови

√
1 = 1. Ця проблема виникає

через властивостi функцiї F (z1, z2), про якi вже згадувалося в пiдроздiлах 5.2.1
та 5.2.2: для заданого z0 = (z0

1, z
0
2) ∈ C2 функцiя gz0(t) = F (z0

1 + tb1, z
0
2 + tb2)

має обмежений iндекс як функцiя однiєї змiнної t, але F (z1, z2) є необмеженого
iндексу за напрямком b = (b1, b2), тобто, iндекси функцiї F (z0

1 + tb1, z
0
2 + tb2) не

є рiвномiрно обмеженими по z0. Водночас, вiдомо ([56] або [259, теорема 4.10]),
що для цiлої функцiї F : Cn → C iснує неперервна функцiя L : Cn → R+ така,
що F (z) є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b тодi i тiльки тодi,
коли кратностi нулiв функцiї gz0(t) 6≡ 0 рiвномiрно обмеженi по z0.

На львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (2007) проф.
А. А. Кондратюк поставив питання:
Проблема 5.8. Якою є неперервна функцiя L : C2 → R+, що гарантуватиме
обмеженiсть L-iндексу за напрямком b функцiї F (z1, z2) = cos

√
z1z2?

Використовуючи методи, якими вперше скористалися в [255], дамо вiдповiдь
на питання Кондратюка в теоремi 5.10.

Розглянемо рiвняння з частинними похiдними

g0(z)∂pbw + g1(z)∂p+1
b w + . . .+ gp(z)w = h(z), (5.73)

Нам потрiбне таке твердження.
Теорема XVI ( [254], [259, теорема 4.1]). Нехай L ∈ Qn

b, цiлi функцiї g0(z), . . . ,
gp(z), h(z) — обмеженого L-iндексу за напрямком b, та для кожного r > 0
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iснує T = T (r) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn\Gb
r (g0) та j = 1, . . . , p

|gj(z)| ≤ TLj(z)|g0(z)|.
Тодi кожний цiлий розв’язок F (z) рiвняння (5.73) має обмежений L-iндекс за
напрямком b.

Через G позначимо замикання областi G. Наступне твердження дає достатнi
умови приналежностi додатної неперервної функцiї до класу Qn

b (iншi подiбнi
твердження можна знайти в [43]). У розмовi зi здобувачем (2015) проф. С.
Ю. Фаворов пiдняв проблему опису функцiй з Qn

b через їхнi диференцiальнi
характеристики. Наступна лема є першим твердженням такого типу.
Лема 5.2. Нехай L : Cn → C та ∂L

∂b — неперервнi функцiї в областi G. Якщо
iснують числа P > 0 та c > 0 такi, що для всiх z ∈ G

|∂bL(z)|
c+ |L(z)| ≤ P, (5.74)

то для кожного η ≥ 0 справджуються нерiвностi

0 < inf
z∈G

inf
|t|≤ η

L1(z)

L1(z + tb)

L1(z)
≤ sup

z∈G
sup
|t|≤ η

L1(z)

L1(z + tb)

L1(z)
<∞,

де L1(z) = c+ |L(z)|. Якщо додатково G = Cn, то L1 ∈ Qn
b.

Доведення. Зрозумiло, що функцiя L1(z) — додатна та неперервна. Для зада-
ного z ∈ Cn визначимо аналiтичну криву ϕ(τ) = z + τeiargtb, τ ∈ [0, |t|]. Для
кожної неперервно диференцiйовної функцiї g вiд дiйсної змiнної τ нерiвнiсть
d
dt|g(τ)| ≤ |g′(τ)| виконується скрiзь за винятком точок, де g′(τ) = 0. Викори-
стовуючи умови цiєї леми, ми встановимо верхню оцiнку λb2 (z, η) для функцiї
L1 :

λb2 (z, η) = sup

{
c+ |L(z + tb)|
c+ |L(z)| : |t| ≤ η

c+ |L(z)|

}
=

= sup
|t|≤η/(c+|L(z)|)

{exp {ln(c+ |L(z + tb)|)− ln(c+ |L(z)|)}} =

=sup

{
exp

{∫ |t|
0

d(c+ |L(z + ϕ(τ)b)|)
c+ |L(z + ϕ(τ)b)|

}
: |t| ≤ η

c+ |L(z)|

}
≤

≤ sup
|t|≤ η

c+|L(z)|

{
exp

{∫ |t|
0

|ϕ′(τ)|
c+ |L(z + ϕ(τ)b)|

∣∣∣∣∂L(z + ϕ(τ)b)

∂b

∣∣∣∣ |dτ |
}}
≤

≤ sup
|t|≤ η

c+|L(z)|

{
exp

{
P |b|η

c+ |L(z)|

}}
≤ exp

(
P |b|η
c

)
.

Звiдси, для всiх η ≥ 0 λ2(η) = sup
z∈Cn

λb2 (z, η) ≤ exp
(
P |b|η
c

)
< ∞. Використо-

вуючи d
dt |g(t)| ≥ −|g′(t)|, можна довести, що для кожного η ≥ 0 λ1(η) ≥

exp
(
−P |b|η

c

)
> 0. Отже, L1 ∈ Qn

b.
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Зазначимо, що твердження 5.2 також є новим у випадку n = 1.

Нам потрiбна така лема.
Лема 5.3. Нехай ε > 0, b = (b1, b2) ∈ C2 \ {0} та

Lε,b(z1, z2) :=

{ |b1z2+b2z1|√
|z1z2|

+ 1, |z1z2| > ε2,

|b1z2+b2z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2.

Тодi Lε,b ∈ Q2
b.

Доведення. Спершу доведемо, що Lε,b ∈ Qn
b. Нехай b1 6= 0, b2 6= 0, |z1z2| > ε2.

Тодi

λb2 (z, η)=sup

{(|b1(z2 + tb2)+b2(z1 + tb1)|√
|(z1 + tb1)(z2 + tb2)|

+1

)/(|b1z2 +b2z1|√
|z1z2|

+1

)
:

|t|≤ η
|b1z2+b2z1|√
|z1z2|

+ 1

}
≤sup
|t|≤η

{(|b1(z2+tb2)+b2(z1+tb1)|√
|(z1 + tb1)(z2 + tb2)|

+1

)/(|b1z2+b2z1|√
|z1z2|

+1

)}
Позаяк ||zj + bjt| − |zj|| ≤ |zj + bjt − zj| = |bj| · |t| ≤ |bj|η, отримуємо, що
|zj| − |bj|η ≤ |zj + bjt| ≤ |zj|+ |bj|η. Звiдси,

λb2 (z, η) ≤ sup
|t|≤η

{
|b1(z2 + tb2)+b2(z1 + tb1)|+

√
|(z2 + tb2)(z1 + tb1)|

|b1z2+b2z1|+
√
|z1z2|

×

×
√
|z1z2|√

|(z2+ tb2)(z1+ tb1)|

}
≤
(
|b1z2|+ |b2z1|+ 2|b1b2|η+

+
√

(|z1|+ |b1|η)(|z2|+ |b2|η)
)/(
|b1z2 + b2z1|+

√
|z1z2|

)
×

×
√
|z1z2|√

(|z2| − |b2|η)(|z1|−|b1|η)|
≤ C2(η, b1, b2) < +∞.

при |z1| > R, |z2| > R, де R - досить велике. Подiбним чином, λb1 (z, η) ≥
C1(η, b1, b2) > 0.

Нехай b1 6= 0, b2 6= 0, |z1z2| ≤ ε2 та L1(z1, z2) = b1z2+b2z1

ε . Тодi
1

1 + |L1(z1, z2)|

∣∣∣∣∂L1(z1, z2)

∂b

∣∣∣∣ =
2|b1b2|

|b1z2+b2z1|
ε + 1

≤ 2|b1b2|

Звiдси за лемою 5.2 Lε,b ∈ Qn
b. Випадки b1 = 0, b2 6= 0 або b1 6= 0, b2 = 0

розглядаються так само.

Розглянемо такi рiвняння з похiдними за напрямком b = (b1, b2)

z1z2(b1z2 + b2z1)∂
2
bF (z) +

(b1z2 − b2z1)
2

2
∂bF (z) +

(b1z2 + b2z1)
3

4
F (z) = 0, (5.75)

для b1 6= 0, b2 6= 0 та
4z1∂

2
bF (z) + 2b1∂bF (z) + b2

1z2F (z) = 0, для b1 6= 0, b2 = 0. (5.76)
Для b1 = 0, b2 6= 0 можна розглянути рiвняння з частинними похiдними, яке
збiгається з (5.76) з точнiстю до перестановок змiнних z1 та z2.
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Теорема 5.9. Нехай b = (b1, b2) ∈ C2 \ {0}. Якщо цiла функцiя F (z1, z2) задо-
вольняє або рiвняння (5.75), або рiвняння (5.76), то для кожного ε > 0 функцiя
F має обмежений Lε,b-iндекс за вiдповiдним напрямком b, де Lε,b — функцiя з
леми 5.3.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми XVI для рiвняння з частин-
ними похiдними (5.75). Функцiї g0(z1, z2) = z1z2(b1z2 + b2z1), g1(z1, z2) =
(b1z2 − b2z1)

2/2 та g2(z1, z2) = (b1z2 + b2z1)
3/4 є многочленами. Тому вони мають

обмежений L-iндекс за напрямком b для кожної додатної неперервної функцiї
L(z1, z2).

Припустимо, що b1 6= 0, b2 6= 0. Для z1 = z0
1 + b1t, z2 = z0

2 + b2t функцiя
g0(z

0+tb) = (z0
1+b1t)(z

0
2+b2t)(b1z

0
2+b2z

0
1+2b1b2t) має три нулi t1 = −z0

1

b1
, t2 = −z0

2

b2
,

t3 = −b1z
0
2+b2z

0
1

2b1b2
. Умова (z1, z2) ∈ C2 \Gb

r (g0) означає, що |t− tj| > r
Lε,b(z0+tjb) для

будь-якого tj, j ∈ {1, 2, 3}. Звiдси, |z0
k + bkt − (z0

k + bktj)| > r|bk|/Lε,b(z0 + tjb)
при k ∈ {1, 2}. Зокрема,

|z1| = |z0
1 + b1t| = |z0

1 + b1t− (z0
1 + b1t1)| >

r|b1|
Lε,b(0, z0

2 − b2
b1
z0

1)
=

=
εr|b1|

ε+ |b1(z0
2 − b2

b1
z0

1)|
=

εr|b1|
ε+ |b1z0

2 + b1b2t− b2z0
1 − b1b2t|

=
r|b1|

1+|b1z2 − b2z1|/ε
,

(5.77)

|z2| = |z0
2 + b2t| = |z0

2 + b2t− (z0
2 + b2t2)| >

r|b2|
Lε,b(z0

1 − b1
b2
z0

2, 0)
=

=
εr|b2|

ε+ |b2(z0
1 − b1

b2
z0

2)|
=

εr|b2|
ε+ |b2z0

1 + b2b1t− b1z0
2 − b1b2t|

=
εr|b2|

ε+|b1z2 − b2z1|/ε
,

(5.78)

|t− t3| = |t+
b1z

0
2 + b2z

0
1

2b1b2
| < r

Lε,b(z0 + t3b)
= r ⇔

|2b1b2t+ b1z
0
2 + b2z

0
1| > 2|b1b2|r ⇔

|b1(z
0
2 + b2t) + b2(z

0
1 + b1t)| > 2|b1b2|r ⇔ |b1z2 + b2z1| > 2|b1b2|r. (5.79)

З (5.79) для |z1z2| > ε2 та (z1, z2) ∈ C2 \Gb
r (g0) отримуємо

|g2(z1, z2)| =
1

4
|b1z2 + b2z1|3 =

1

4

|b1z2 + b2z1|2
|z1z2|

|z1z2(b1z2 + b2z1)| =

=
1

4

(
|b1z2 + b2z1|√
|z1z2|

)2

· |g0(z)| ≤ 1

4
L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|,

|g1(z1, z2)|
|g0(z1, z2)|Lε,b(z1, z2)

=
|b1z2 − b2z1|2√

|z1z2||b1z2 + b2z1|(|b1z2 + b2z1|+
√
|z1z2|)

=
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=
|b1

z2

z1
− b2|2√

|z1z2||b1
z2

z1
+ b2|(|b1

z2

z1
+ b2|+

√
|z2

z1
|)
≤ C1(r, ε),

де C1(r, ε) — деяка додатна стала, незалежна вiд z1 та z2. Остання нерiвнiсть
справедлива, бо |z1z2| > ε2, а степiнь чисельника стосовно виразу z2

z1
не бiльший

за степiнь знаменника i з врахуванням (5.79) модуль знаменника бiльший, нiж
деяка додатна стала.

Для |z1z2| ≤ ε2 та (z1, z2) ∈ C2 \Gb
r (g0) розглянемо три випадки:

a) |z1| ≤ ε, |z2| ≤ ε. З огляду на (5.77)-(5.78) виконуються такi нерiвностi

|g2(z1, z2)| =
1

4
|b1z2 + b2z1|3 =

1

4

|b1z2 + b2z1|2
ε2

ε2|b1z2 + b2z1| ≤

≤ 1

4
L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|

ε2

|z1z2|
<

1

4
L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|

(ε+|b1z2 − b2z1|)2

r2|b1b2|
≤

≤ ε2(1 + |b1|+ |b2|)2

4r2|b1b2|
L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|,

|g1(z1, z2)|
|g0(z1, z2)|Lε,b(z1, z2)

=
|b1z2 − b2z1|2

2|z1z2(b1z2 + b2z1)|
(
|b1z2−b2z1|

ε + 1
)≤

≤
|b1z2 − b2z1|2

(
|b1z2−b2z1|

ε +1
)

2r2|b1b2(b1z2 + b2z1)|
≤ ε

2(|b1|+ |b2|)2(|b1|+ |b2|+ 1)

4r3|b1b2|
.

б) |z1| > ε, |z2| ≤ ε. Беручи до уваги (5.78) та (5.79), маємо

|g2(z1, z2)| =
1

4
|b1z2 + b2z1|3 =

1

4

|b1z2 + b2z1|2
ε2

ε2|b1z2 + b2z1| ≤

≤ 1

4
L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|

ε2

|z1z2|
<

1

4
L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|

ε(ε+ |b1z2−b2z1|)
|z1b2|r

≤

≤ ε(1 + |b1|+ |b2|)
4r|b2|

L2
ε,b(z1, z2)|g0(z1, z2)|,

|g1(z1, z2)|
|g0(z1, z2)|Lε,b(z1, z2)

=
|b1z2 − b2z1|2

2|z1z2(b1z2 + b2z1)|
(
|b1z2−b2z1|

ε + 1
) ≤

≤ |b1z2 − b2z1|2
2r|z1b2(b1z2 + b2z1)|

≤ |z1|(|b1|+ |b2|)2

2r|b2| · |b1z2 + b2z1|
≤ C2(r, ε)

де C2(r, ε) — деяка додатна стала, незалежна вiд z1 та z2.
в) |z1| ≤ ε, |z2| > ε. За допомогою (5.77) та (5.79) цей випадок розглядається

подiбно до попереднього.
За теоремою XVI функцiя F (z1, z2) має обмежений Lε,b-iндекс за напрямком

b = (b1, b2), де b1 6= 0, b2 6= 0.
Нехай b = (b1, 0), де b1 6= 0. Тепер перевiримо умови теореми XVI для

рiвняння з частинними похiдними (5.76). Функцiї g0(z1, z2) = z1, g1(z1, z2) = b1
2 ,
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g2(z1, z2) = b21z2

4 є многочленами або сталими. Тому вони мають обмежений L-
iндекс за будь-яким напрямком та для будь-якої додатної неперервної функцiї
L.

Нехай r > 0. Для z1 = z0
1 + tb1 функцiя g0(z

0
1 + tb1, z2) = z0

1 + tb1 має один
нуль t0 = −z0

1

b1
. Умова (z1, z2) ∈ C2 \Gb

r (g0) означає, що

|t− t0| >
r

Lε,b(z0
1 + t0b1, z2)

=
r

Lε,b(0, z2)
=

r
|b1z2|
ε,b + 1

.

Звiдси,

|z1| = |z0
1 + b1t− (z0

1 + b1t0)| = |b1(r − t0)| >
|b1|r

|b1z2|
ε + 1

. (5.80)

Для |z1z2| > ε2 та (z1, z2) ∈ C2 \Gb
r (g0) маємо

|g1(z)|
|g0(z)|Lε,b(z)

=
|b1|

2(|b1
√
z1z2|+ |z1|)

<
|b1|

2(|b1ε|+ |z1|)
<

1

2ε
,

|g2(z)|
|g0(z)|L2

ε,b(z)
=

|b2
1z2|

4|z1|(|b1|
√
|z2|
|z1| + 1)2

=
|b2

1z2|
4(|b2

1z2|+ 2|b1
√
z2z1|+ |z1|)

<
1

4
,

Зважаючи на (5.80), для |z1z2| ≤ ε2 та (z1, z2) ∈ C2 \ Gb
r (g0) є справедливими

такi оцiнки
|g1(z)|

|g0(z)|Lε,b(z)
=

|b1|
2|z1|( |b1z2|

ε + 1)
<

1

2r
,

|g2(z)|
|g0(z)|L2

ε,b(z)
=

|b2
1z2|

4|z1|( |b1z2|
ε + 1)2

<
|b1z2|

4r( |b1z2|
ε + 1)

<
ε

4r
.

За теоремою XVI функцiя F (z1, z2) має обмежений Lε,b-iндекс за напрямком
b = (b1, 0).

Теорема 5.10. Цiла функцiя F (z1, z2) = cos
√
z1z2 вiд двох змiнних має обме-

жений Lε,b-iндекс за напрямком b.

Доведення. Доведемо, що рiвняння (5.73) має цiлий розв’язок F (z1, z2). Нехай
b1 6= 0, b2 6= 0. Формально, похiднi за напрямком першого та другого порядку
вiд функцiї F мають вигляд

∂bF = −(b1z2 + b2z1)
sin
√
z1z2

2
√
z1z2

,

∂2
bF =− 1

22

(
b1

√
z2

z1
+ b2

√
z1

z2

)2

cos
√
z1z2 −

1

2

((
− b1

2

√
z2

z
3/2
1

+
b2

2

1√
z1z2

)
b1+

+
(b1

2

1√
z1z2
− b2

2

√
z1

z
3/2
2

)
b2

)
sin
√
z1z2 = −(b1z2 + b2z1)

2

4z1z2
F (z1, z2)+

+
(b1z2 − b2z1)

2

4(z1z2)3/2
sin
√
z1z2 = −(b1z2 + b2z1)

2

4z1z2
F (z1, z2)−

(b1z2 − b2z1)
2

4(z1z2)3/2
×
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× 2
√
z1z2

b1z2 + b2z1
· ∂bF = −(b1z2 + b2z1)

2

4z1z2
F (z1, z2)−

(b1z2 − b2z1)
2

2z1z2(b1z2 + b2z1)
∂bF.

Звiдси, ми отримуємо

z1z2(b1z2 + b2z1)∂
2
bF +

(b1z2 − b2z1)
2

2
∂bF +

(b1z2 + b2z1)
3

4
F (z1, z2) = 0,

тобто, F задовольняє рiвняння (5.75).
Якщо ж b1 6= 0, b2 = 0, то обчислюємо знову похiднi за напрямком вiд

функцiї F та подiбно показуємо, що ця функцiя задовольняє (5.76). За теоремою
5.9 функцiя F має обмежений Lε,b-iндекс за напрямком b.

З теореми 5.10 випливає таке твердження

Твердження 5.7. Нехай Lε(z1, z2) =

{√
|z2|
|z1| +

√
|z1|
|z2| + 1, |z1z2| > ε2,

|z2|+|z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2.

. Тодi

для кожного b ∈ Cn \ {0} Lε ∈ Qn
b цiла функцiя F (z1, z2) = cos

√
z1z2 вiд двох

змiнних має обмежений Lε-iндекс за напрямком b.

Доведення. Функцiя Lε,b(z1, z2) не перевищує c3 · Lε(z1, z2). Справдi,{ |b1z2+b2z1|√
|z1z2|

+ 1, |z1z2| > ε2,

|b1z2+b2z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2,

≤ c3 ·
{√

|z2|
|z1| +

√
|z1|
|z2| + 1, |z1z2| > ε2,

|z2|+|z1|
ε + 1, |z1z2| ≤ ε2.

(5.81)

де c3 = max{|b1|, |b2|, 1}.
У дiйсностi в доведеннi теореми XII (див. доведення в [254, теорема 3] та

[259, твердження 3.1]) доводиться, що якщо G(z) має обмежений L1-iндекс за
напрямком b ∈ Cn \ {0} та для всiх z ∈ Cn L1(z) ≤ θ · L2(z), L1, L2 ∈ Qn

b, то
G(z) має обмежений L2-iндекс за напрямком b. З (5.81) отримуємо, що F (z1, z2)
є функцiєю обмеженого Lε-iндексу за кожним напрямком b.

5.6 Зростання цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком

Нехай Ln (n ≥ 1) — клас додатних неперервних функцiй L : Cn → R+.

Вiдомо (у загальному випадку [150] та у випадку l(r) ≡ 1 [191]) для n = 1, що
якщо додатна неперервна функцiя l(|z|) задовольняє умову

lim
r→+∞

1

l(r)
min

{
l(t) :

r

1 + δ
≤ t ≤ r

}
= λ(δ)→ 1 (δ → +0), (5.82)

та f : C→ C — цiла функцiя обмеженого l-iндексу N(f, l) = N1(f, l), то

lim
r→+∞

lnMf(r)

l0(r)
≤ N(f, l) + 1, (5.83)

де Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r}, l0(r) =
∫ r

0 l(t)dt. У 2006 роцi на львiвському
семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй проф. М. М. Шеремета поставив пита-
ння: якою є оцiнка зростання максимуму модуля цiлої функцiї обмеженого
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L-iндексу за напрямком? З (5.82)–(5.83) випливає, що якщо для фiксованого
z0 ∈ Cn, θ ∈ [0, 2π] функцiя l(r) = L(z0 + reiθb) задовольняє (5.82), то для цiлої
функцiї F обмеженого L-iндексу за напрямком b маємо таку оцiнку

lim
r→+∞

ln max{|F (z0 + τb)| : |τ | = r}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1. (5.84)

Для заданого z0 ∈ Cn розвинемо функцiю F (z0 + wb) у степеневий ряд по
w ∈ C

F (z0 + wb) =
∞∑
m=0

bm(z0)wm, bm(z0) =
∂mb F (z0)

m!
.

Позначимо
Mb(r, z0, F ) = max{|F (z0 + wb)| : |w| = r},

Mb,j(r, z
0, F ) = max

{
|∂jbF (z0 + wb)| : |w| = r

}
, j ∈ N,

µb(r, z0, F ) = max{|bm(z0)|rm : m ≥ 0},
νb(r, z0, F ) = max{m : |bm(z0)|rm = µb(r, z0, F )},

ϕ(δ, θ, z0) = lim
r→+∞

1

L(z0 + reiθb)
min

{
L(z0 + teiθb) :

r

1 + δ
≤ t ≤ r

}
та a+ = max{a, 0}. Легко бачити, що ∃ limδ→+0 ϕ(δ, θ, z0) := ϕ0(θ, z

0),

ϕ(δ, θ, z0) ≤ ϕ0(θ, z
0) ∈ [0, 1].

Теорема 5.11. Нехай L ∈ Ln — така, що rL(z0 + reiθb)→ +∞ (r → +∞) та

ϕ0(θ, z
0) ∈ (0, 1], (5.85)

для деякого z0 ∈ Cn та θ ∈ [0, 2π]. Якщо цiла трансцендентна функцiя F є
функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b з Nb(F,L) <∞, то

τ(z0, θ) := lim
r→+∞

νb(r, z0, F )

rL(z0 + reiθb)
≤ Nb(F,L) + 1

ϕ0(θ, z0)
, (5.86)

lim
r→+∞

lnMb(r, z0, F )∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1

ϕ2
0(θ, z

0)
. (5.87)

Доведення (5.86). Для спрощення позначимо τ = τ(z0, δ). Якщо τ(z0, θ) = 0,
то (5.86) очевидне. Якщо f(w) := F (z0 + wb) є многочленом, то νb(r, z0, F ) =
ν0 = deg f ≥ 1 (r ≥ r0) та τ = 0 знову. Тому при τ(z0, θ) > 0 маємо f(w) :=
F (z0+wb) є цiлою трансцендентною функцiєю. За означенням верхньої границi
для кожного δ ∈ (0, τ) (для будь-якого τ ∈ (0,+∞)) iснує послiдовнiсть (rn),
що зростає до +∞ та (1 + δ)rn < rn+1 та ν(rn, z

0, F ) > (τ − δ)rnL(z0 + rne
iθb).

Для r ∈ [rn, (1 + δ)rn] та n ≥ n0(δ) з врахуванням (5.85) отримуємо

ν(r, z0, F ) ≥ ν(rn, z
0, F ) > (τ − δ)rnL(z0 + rne

iθb) ≥

≥ τ − δ
1 + δ

rmin

{
L(z0 + teiθb) :

r

1 + δ
≤ t ≤ r

}
≥
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≥ (τ − δ)
1 + δ

(ϕ(δ, θ, z0)− δ)rL(z0 + reiθb). (5.88)

Покладемо Uδ =
⋃

n≥n0(δ)

[rn, (1 + δ)rn]. Зрозумiло, що логарифмiчна мiра Uδ до-

рiвнює нескiнченностi та для всiх r ∈ Uδ є правильною нерiвнiсть (5.88). Вi-

домо [244, с.10], що якщо f(w) =
∞∑
p=0

apw
p — цiла трансцендентна функцiя вiд

однiєї змiнної, то для кожного фiксованого j ∈ N виконується(
ν(r, f)

r

)j
M(r, f)(1−εj(r)) ≤Mj(r, f) ≤

(
ν(r, f)

r

)j
M(r, f)(1+εj(r)), (5.89)

εj(r) → 0 при r → +∞ зовнi деякої множини скiнченної логарифмiчної мiри,
залежної вiд j, де µ(r, f) = max{|ap|rp : p ≥ 0}, ν(r, f) = max{p : |ap|rp =
µ(r, f)}, Mj(r, f) = max{|f (j)(w)| : |w| = r}, εj(r) ≥ 0.

Застосовуючи (5.89) до функцiї f(w) = F (z0 + wb), як функцiї змiнної
w ∈ C, встановимо iснування послiдовностi (r∗k), яка зростає до +∞ i така, що
Mb,j(r

∗
k,z

0,F )
M(r∗k,z

0,f) ∼
(
ν(r∗k,z

0,f)
r∗k

)j
, k →∞, та (5.88) виконується для r = r∗k.

Тому для всiх j ∈ {0, 1, 2, . . . , Nb(F,L)} та кожного k ≥ k0(δ)

Mb,j+1(r
∗
k, z

0, F )

Mb,j(r∗k, z
0, F )

>(1−δ)νb(r∗k, z
0, F )

r∗k
>
τ−δ
1+δ

(1−δ)(ϕ(δ, θ, z0)−δ)L(z0 + r∗ke
iθb)

(5.90)
Покладемо τ0(δ, θ, z

0) = 1−δ
1+δ(τ − δ)(ϕ(δ, θ, z0)− δ).

Припустимо, що τ0(δ, θ, z
0) > Nb(F,L) + 1. Тодi з (5.90) випливає

Mb,j+1(r
∗
k, z

0, F )

(j + 1)!Lj+1(z0 + r∗ke
iθb)

>
τ0(δ, θ, z

0)

j + 1

Mb,j(r
∗
k, z

0, F )

j!Lj(z0 + r∗ke
iθb)

>
Mb,j(r

∗
k, z

0, F )

j!Lj(z0+r∗ke
iθb)

для всiх j ∈ {0, 1, 2, . . . , Nb(F,L)} та всiх k ≥ k0(δ). Тому,

Mb,N+1(r
∗
k, z

0, f)

(N + 1)!Ln+1(z0 + r∗ke
iθb)

> max

{
Mb,q+1(r

∗
k, z

0, f)

q!Lq(z0 + r∗ke
iθb)

}
, N = Nb(F,L).

Це суперечить (2.2). Отже, τ0(δ, θ, z
0) ≤ Nb(f, l) + 1 i з огляду на (5.85) та

довiльнiсть δ отримуємо τ · ϕ0(θ, z
0) ≤ Nb(f, l) + 1 або τ ≤ Nb(f,l)+1

ϕ0(θ,z0) .

Доведення (5.87). Нехай F (z0 +wb) =
∑∞

m=0 bm(z0)wm. Тодi для будь-якого
δ > 0 маємо

Mb(r, z0, F ) ≤
∞∑
m=0

|bm(z0)|rm =
∞∑
m=0

|bm(z0)|((1 + δ)r)m(1 + δ)−m ≤

≤ 1 + δ

δ
µb((1 + δ)r, z0, F ).

Але за нерiвнiстю (5.86)

lnµb(r, z0, F ) = lnµb(0, z0, F ) +

∫ r

0

νb(t, z0, f)

t
dt ≤
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≤ (1 + o(1))
Nb(F,L)

ϕ0(θ, z0)

∫ r

0

L(z0 + teiθb)dt

при r → +∞. Позаяк
∫ r

0 L(z0 + teiθb)dt = +∞, одержуємо

lim
r→+∞

lnMb(r, z0, F )∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ lim
r→+∞

lnµb((1 + δ)r, z0, F )∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤

≤ lim
r→+∞

lnµb((1 + δ)r, z0, F )∫ (1+δ)r

0 L(z0 + teiθb)dt
· lim
r→+∞

∫ (1+δ)r

0 L(z0 + teiθb)dt∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤

≤ Nb(F,L)

ϕ0(θ, z0)
· lim
r→+∞

∫ (1+δ)r

0 L(z0 + teiθb)dt∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

.

Застосовуючи знову правило Лопiталя та (5.85), виводимо

lim
r→+∞

∫ (1+δ)r

0 L(z0 + teiθb)dt∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ lim
r→+∞

(1 + δ)L(z0 + r(1 + δ)eiθb)

L(z0 + reiθb)
=

= (1 + δ) lim
r→+∞

L(z0 + reiθb)

L(z0 + r
1+δe

iθb)
≤ 1 + δ

ϕ(δ, θ, z0)
.

lim
r→+∞

lnMb(r, z0, F )∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1

ϕ0(θ, z0)
· 1 + δ

ϕ(δ, θ, z0)

i при δ → +0 отримуємо (5.87). Теорему 5.11 доведено.

У випадку, якщо L = L(|z|) — неспадна функцiя вiд змiнної |z|, то ця фун-
кцiя L задовольняє (5.85).

З теореми 5.11 випливає такий наслiдок.
Наслiдок 5.3. Нехай b ∈ Cn \ {0}, L ∈ Ln буде додатна неперервна функцiя
така, що (∀z0 ∈ Cn) (∀θ ∈ [0, 2π]) : rL(z0 + reiθb) → +∞ (r → +∞) та
infz0∈Cn minθ∈[0,2π] ϕ0(θ, z

0) = ϕ0 ∈ (0, 1]. Якщо цiла трансцендентна функцiя
F є обмеженого L-iндексу з напрямком b з Nb(F,L) <∞, то

sup
z0∈Cn

max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

νb(r, z0, F )

rL(z0 + reiθb)
≤ Nb(F,L) + 1

ϕ0
, (5.91)

sup
z0∈Cn

max
θ∈[0,2π]

lim
r→+∞

ln max{|F (z0 + τb)| : |τ | = r}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1

ϕ2
0

. (5.92)

Зауваження 5.7. Зауважимо, що теорема 5.11 при n = 1 є узагальненням
вiдповiдного результату Шеремети та Кузика [150] у двох напрямах: 1) вiд-
сутнє припущення, що функцiя l має вигляд l(|z|); 2) вiдсутнє припущення,
що ϕ0 = 1 (нашi результати справедливi для будь-якого ϕ0 ∈ (0, 1]).
Приклад 5.2. Для n = 1 функцiя l(z) = (|z|p + 1)(sin |z| + 2) задовольняє
умову (5.85) з ϕ0 = 1

3 .
Взагалi кажучи, при ϕ ∈ (0, 1) нам невiдомо, чи оцiнки (5.91) або (5.92) є

точними. Але для ϕ0 = 1 М. М. Шеремета та А. Д. Кузик довели, точнiсть
оцiнки (5.92) в [150] при n = 1.

Покладемо u(r) = u(z0, θ, r) = L(z0 + reiθb).
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Твердження 5.8. Нехай L ∈ Ln i для кожного z0 ∈ Cn та θ ∈ [0, 2π] функцiя
u(r) неперервно диференцiйовна вiд дiйсної змiнної r ≥ 0. Якщо цiла функцiя
F є обмеженого L-iндексу за напрямком b з Nb(F,L) < ∞, то для кожного
z0 ∈ Cn, θ ∈ [0, 2π], r ∈ [0,+∞) та кожного цiлого p ≥ 0 маємо

ln
|∂pbF (z0 + reiθb)|
p!Lp(z0 + reiθb)

≤ ln max
0≤k≤N

{|∂kbF (z0)|
k!Lk(z0)

}
+

+

∫ r

0

{
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−u′t(z0, θ, t))+

L(z0 + teiθb)

}
dt. (5.93)

Якщо, на додачу, (−u′(r))+ /(L2(z0 + reiθb)) → 0 при r → ∞ рiвномiрно по
усiх z0 ∈ Cn, θ ∈ [0, 2π], то справджується така оцiнка

sup
z0∈Cn

lim
r→+∞

max
θ∈[0,2π]

lnF (z0 + reiθb)∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1.

Доведення. Позначимо N = Nb(F,L). Для фiксованого z0 ∈ Cn та θ ∈ [0, 2π]
розглянемо функцiю

g(r) = max

{|∂kbF (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0 + reiθb)

: 0 ≤ k ≤ N

}
. (5.94)

Позаяк функцiя |∂
k
bF (z0+reiθb)|
k!Lk(z0+reiθb)

є неперервно диференцiйовна вiд дiйсної змiн-
ної r ∈ [0,+∞), зовнi нульової множини функцiї ∂kbF (z0 + reiθb), функцiя g —
неперервно диференцiйовна на [0,+∞) за винятком, можливо, злiченної множи-
ни точок. Тому, використовуючи нерiвнiсть d

dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка виконується
скрiзь, крiм точок r = t, де g(t) = 0, отримуємо

d

dr

|∂kbF (z0 + reiθb)|
k!uk(r)

=
1

k!uk(r)

d

dr
|∂kbF (z0 + reiθb)|+|∂kbF (z0 + reiθb)| d

dr

1

k!uk(r)
≤

≤ 1

k!uk(r)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

∂

∂zj
∂kbF (z0 + reiθb)eiθbj

∣∣∣∣∣− ∣∣∂kbF (z0 + reiθb)
∣∣ ku′(r)

k!uk+1(r)
≤

≤ |∂
k+1
b F (z0 + reiθb)|

k!uk(r)
+
|∂kbF (z0 + reiθb)|

k!uk(r)

k(−u′(r))+

u(r)
. (5.95)

Для абсолютно неперервної функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) :
1 ≤ j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206], лема 4.1, с.
81). T Функцiя g — абсолютно неперервна, тому з (5.95) випливає

g′(r) ≤ max

{
d

dr

( |∂kbF (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0 + reiθb)

)
: 0 ≤ k ≤ N

}
≤

≤max

{ |∂k+1
b F (z0 + reiθb)|

(k + 1)!Lk+1(z0 + reiθb)
(k + 1)L(z0 + reiθb)+

+
|∂kbF (z0 + reiθb)|
k!Lk(z0 + reiθb)

k
(−u′r(z0, θ, r))+

L(z0 + reiθb)
: 0 ≤ k ≤ N

}
≤
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≤ g(r)

(
(N + 1)L(z0 + reiθb) +N

(−u′r(z0, θ, r))+

L(z0 + reiθb)

)
.

Тому, d
dr ln g(r) ≤ (N + 1)L(z0 + reiθb) + N (−u′(r))+

L(z0+reiθb)
для кожного z0 ∈ Cn,

θ ∈ [0, 2π] та r > 0 крiм, можливо, злiченної множини точок. Оскiльки F
є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b, g(0) 6= 0 та для кожного
r > 0

g(r) ≤ ln g(0) +

∫ r

0

(
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−u′(t))+

L(z0 + teiθb)

)
dt.

Використовуючи (5.94), отримаємо (5.93). Але якщо ще й
(−u′t(z0, θ, t))+/(L2(z0 + reiθb)) → 0 при r → ∞ рiвномiрно для z0 ∈ Cn

та θ ∈ [0, 2π], то

ln g(r) ≤ ln g(0) +

{
(N + 1)

∫ r

0

(
L(z0 + teiθb) +

(−u′t(z0, θ, t))+

L(z0 + teiθb)

)
dt

}
=

= ln g(0) + (N + 1)(1 + o(1))

∫ r

0

L(z0 + teiθb)dt, r →∞,

тому для всiх θ ∈ [0, 2π], z0 ∈ Cn

|F (z0 + reiθb)| ≤ g(r) ≤ g(0) exp

{
(N + 1)(1 + o(1))

∫ r

0

L(z0 + teiθb)dt

}
,

при r →∞. Насамкiнець, отримаємо, що для кожного z0 ∈ Cn

lim
r→+∞

max
θ∈[0,2π]

ln |F (z0 + reiθb)|}∫ r
0 L(z0 + teiθb)dt

≤ Nb(F,L) + 1.

Наслiдок 5.4. Нехай цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за напрямком
b, N = Nb(F,L), z0 — фiксована точка з Cn така, що F (z0) = 1. Тодi для
кожного r ∈ [0,∞) справедлива така нерiвнiсть∫ r

0

n(t, z0, 1/F )

t
dt ≤ ln max{|F (z0 + tb)| : |t| = r} ≤

≤ ln max

{|∂pbF (z0)|
p!Lp(z0)

: 0 ≤ k ≤ N

}
+

+ max
θ∈[0,2π]

∫ r

0

{
(N + 1)L(z0 + teiθb) +N

(−u′t(z0, θ, t))+

L(z0 + teiθb)

}
dt.

5.7 Композицiя цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком

Незважаючи на численнi статтi про функцiї обмеженого iндексу, обмеже-
нiсть iндексу композицiї цiлих та аналiтичних функцiї розглянута лише в чо-
тирьох з них [206,219,276,277]. У працi [219] дослiджено обмеженiсть l-iндексу
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композицiї f(P (z)), де f — цiла функцiя та P — многочлен. Натомiсть в [276]
знайдено умови, якi забезпечують обмеженiсть l-iндексу функцiї f(w(z)), де f —
аналiтична функцiя в одиничному крузi D = {z ∈ C : |z| < 1}, w(z) = z−z0

1−zz0
eiα,

z0 ∈ D, α ∈ R. Найзагальнiший результат такого типу встановлений в [277]
для композицiї аналiтичних функцiй у довiльних областях з C. Також М. М.
Шеремета [206, c. 99] довели, що цiла функцiя f(z) має обмежений iндекс тодi
i тiльки тодi, коли аналiтична функцiя f(1

z) у C \ {0} має обмежений l-iндекс з
l(z) = 1

|z|2 .
Проте багатовимiрний випадок [56] розглядався лише для такої складеної

функцiї f
( n∑
j=1

zjmj

)
, де m = (m1, . . . ,mn) ∈ Cn фiксоване. Тому виникає на-

ступне питання: Нехай f : C → C — цiла функцiя обмеженого l-iндексу,
Φ : Cn → C — цiла функцiя, l : C→ R+ неперервна функцiя. Якими є додатна
неперервна функцiя L та напрямок b ∈ Cn, щоб складена функцiя f(Φ(z))

мала обмежений L-iндекс за напрямком b?
Тут ми дамо вiдповiдь на це питання. Наш основний результат — такий.

Теорема 5.12. Нехай b ∈ Cn \ {0}, f — цiла функцiя в C, Φ — цiла функцiя
в Cn така, що ∂bΦ(z) 6= 0 та

|∂jbΦ(z)| ≤ K|∂bΦ(z)|j, K ≡ const > 0, (5.96)

для всiх z ∈ Cn та кожного j ≤ p, де p = N(f, l) або p = Nb(F,L) вiдповiдно.
Нехай l ∈ Q, l(w) ≥ 1, w ∈ C та L ∈ Qn

b, де L(z) =
∣∣∂bΦ(z)

∣∣l(Φ(z)). Цiла
функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i тiльки тодi, коли F (z) = f(Φ(z))
має обмежений L-iндекс за напрямком b.

У [277] отримано подiбне твердження для аналiтичних в довiльнiй областi
комплексної площини функцiй вiд однiєї змiнної.

Для доведення основної теореми нам потрiбнi допомiжнi твердження.
Теорема XVII ([254], [259, лема 4.3] ). Нехай b ∈ Cn \ {0} та L ∈ Qn

b. Цiла
функцiя F (z) має обмежений L-iндекс за напрямком b тодi i тiльки тодi, коли
iснують числа p ∈ Z+, R > 0 та C > 0 такi, що для кожного z ∈ Cn, |z| ≥ R,

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ C max

{|∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
. (5.97)

Доведення теореми 5.12. Спершу покажемо, що

∂kbF (z) = f (k)(Φ(z)) (∂bΦ(z))k +
k−1∑
j=1

f (j)(Φ(z))Qj,k(z), (5.98)

деQj,k(z)=
∑

n1+2n2+...+knk=k

0≤n1≤j−1

cj,k,n1,...,nk (∂bΦ(z))n1
(
∂2
bΦ(z)

)n2 . . .
(
∂kbΦ(z)

)nk
,
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а cj,k,n1,...,nk — деякi невiд’ємнi цiлi числа. Також виведемо, що

f (k)(Φ(z)) =
∂kbF (z)(
∂bΦ(z)

)k +
1(

∂bΦ(z)
)2k

k−1∑
j=1

∂jbF (z) (∂bΦ(z))j Q∗j,k(z), (5.99)

де

Q∗j,k(z)=
∑

m1+2m2+...+kmk=2(k−j)
bj,k,m1,...,mk

(∂bΦ(z))m1
(
∂2
bΦ(z)

)m2 . . .
(
∂kbΦ(z)

)mk
,

та bj,k,m1,...,mk
— деякi цiлi коефiцiєнти.

Справедливiсть формул (5.98) та (5.99) можна перевiрити методом матема-
тичної iндукцiї. Зрозумiло, що для k = 1 рiвностi (5.98) та (5.99) виконуються.
Припустимо, що вони справедливi для k = s. Доведемо їх для k = s + 1. Зна-
йдемо похiдну за напрямком у (5.98)

∂s+1
b F (z) = f (s+1)(Φ(z)) (∂bΦ(z))s+1 + sf (s)(Φ(z)) (∂bΦ(z))s−1 ∂2

bΦ(z)+

+
s−1∑
j=1

(
f (j+1)(Φ(z))∂bΦ(z)Qj,s(z) + f (j)(Φ(z))∂bQj,s(z)

)
=

= f (s+1)(Φ(z)) (∂bΦ(z))s+1 +

+f (s)(Φ(z))
(
s (∂bΦ(z))s−1 ∂2

bΦ(z) + ∂bΦ(z)Qs−1,s(z)
)

+

+
s−1∑
j=2

f (j)(Φ(z)) (∂bΦ(z)Qj−1,s(z) + ∂bQj,s(z)) + f ′(Φ(z))∂bQ1,s(z).

Позаяк

s (∂bΦ(z))s−1 ∂2
bΦ(z)+

+
∑

n1+2n2+...+sns=s

0≤n1≤s−2

cs−1,s,n1,...,ns (∂bΦ(z))n1+1 (∂2
bΦ(z)

)
. . . (∂sbΦ(z))ns =

=
∑

m1+2m2+...+sms=s+1

0≤m1≤s−1

c̃s,s+1,m1,...,ms
(∂bΦ(z))m1

(
∂2
bΦ(z)

)m2 . . .

× (∂sbΦ(z))ms = Qs,s+1(z),

∂bQ1,s(z) =

=
∑

2n2+...+sns=s

c1,s,0,n2,...,ns

(
n2

(
∂2
bΦ(z)

)n2−1 (
∂3
bΦ(z)

)n3+1
. . . (∂sbΦ(z))ns +

+ . . .+ ns
(
∂2
bΦ(z)

)n2
(
∂3
bΦ(z)

)n3 . . . (∂sbΦ(z))ns−1 ∂s+1
b Φ(z)

)
=

=
∑

2m2+...+(s+1)ms+1=s+1

c̃1,s+1,0,m2,...,ms+1

(
∂2
bΦ(z)

)m2 . . . (∂sbΦ(z))ms ×

×
(
∂s+1
b Φ(z)

)ms+1 = Q1,s+1(z), та
∂bΦ(z)Qj−1,s(z) + ∂bQj,s(z) =
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=
∑

n1+2n2+...+sns=s

0≤n1≤j−2

cj−1,s,n1,...,ns (∂bΦ(z))n1+1 (∂2
bΦ(z)

)n2 . . . (∂sbΦ(z))ns +

+
∑

n1+2n2+...+kns=s

0≤n1≤j−1

cj,s,n1,n2,...,ns

(
n1 (∂bΦ(z))n1−1 (∂2

bΦ(z)
)n2+1

. . . (∂sbΦ(z))ns +

+ . . .+ ns (∂bΦ(z))n1
(
∂2
bΦ(z)

)n2 . . . (∂sbΦ(z))ns−1 ∂s+1
b Φ(z)

)
=

∑
m1+2m2+...+(s+1)ms+1=s+1

0≤m1≤j−1

c̃j,s+1,m1,...,ms+1
(∂bΦ(z))n1. . .(∂sbΦ(z))ns

(
∂s+1
b Φ(z)

)ns+1 =

= Qj,s+1(z),

отримуємо (5.98) з s+ 1 замiсть k.
Також за допомогою математичної iндукцiї, як i (5.98), можна показати

рiвнiсть (5.99). Пiсля диференцiювання за напрямком b рiвнiсть (5.99) дає

f (s+1)(Φ(z)) =
∂s+1
b F (z)(

∂bΦ(z)
)s+1 − s∂2

bΦ(z)∂sbF (z) (∂bΦ(z))−s−2 +

+
s−1∑
j=1

{
∂j+1
b F (z) (∂bΦ(z))j−2s−1Q∗j,s(z)+

+∂jbF (z) (∂bΦ(z))j−2s−2 ((j − 2s)∂2
bΦ(z)Q∗j,s(z) + ∂bΦ(z)∂bQ

∗
j,s(z)

)}
=

=
∂s+1
b F (z)(

∂bΦ(z)
)s+1 + ∂sbF (z) (∂bΦ(z))−s−2

(
− s∂2

bΦ(z) +Q∗s−1,s(z)

)
+

+
s−1∑
j=2

{
∂jbF (z) (∂bΦ(z))j−2s−2 (∂bΦ(z)∂bQ

∗
j,s(z)+

+(j − 2s)∂2
bΦ(z)Q∗j,s(z) +Q∗j−1,s(z)

)}
+

+∂bF (z) (∂bΦ(z))−2s−1 ((1− 2s)∂2
bΦ(z)Q∗1,s(z) + ∂bΦ(z)∂bQ

∗
1,s(z)

)
.

Оскiльки
−s∂2

bΦ(z) +Q∗s−1,s(z) = (−s+ bs−1,s,m1,...,ms
)∂2

bΦ(z) =

=
∑

m1+2m2+...+sms+

+(s+1)ms+1=2

b̃s,s+1,m1,...,ms+1
(∂bΦ(z))m1 . . . (∂sbF (z))ms ×

×
(
∂ms+1
b F (z)

)ms+1
= Q∗s,s+1(z),

(1− 2s)∂2
bΦ(z)Q∗1,s(z) + ∂bΦ(z)∂bQ

∗
1,s(z) = (1− 2s)×

×
∑

m1+2m2+...+sms=

=2s−2

b1,s,m1,...,ms
(∂bΦ(z))m1

(
∂2
bΦ(z)

)m2+1
. . . (∂sbF (z))ms +

+
∑

m1+2m2+...+sms=

=2s−2

b1,s,m1,...,ms

{
m1 (∂bΦ(z))m1

(
∂2
bΦ(z)

)m2+1
. . . (∂sbF (z))ms +
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+m2 (∂bΦ(z))m1+1 (∂2
bΦ(z)

)m2−1 (
∂3
bΦ(z)

)m3+1
. . . (∂sbF (z))ms + . . .+

+ms (∂bΦ(z))m1+1 . . . (∂sbF (z))ms−1 ∂s+1
b Φ(z)

}
=

=
∑

m1+2m2+...+sms+

+(s+1)ms+1=2s

b̃1,s+1,m1,...,ms+1
(∂bΦ(z))m1 . . . (∂sbF (z))ms ×

×
(
∂s+1
b Φ(z)

)ms+1 = Q∗1,s+1(z),

та

∂bΦ(z)∂bQ
∗
j,s(z) + (j − 2s)∂2

bΦ(z)Q∗j,s(z) +Q∗j−1,s(z) =

=
∑

m1+2m2+...+sms=

=2(s−j)

bj,s,m1,...,ms

{
m1 (∂bΦ(z))m1

(
∂2
bΦ(z)

)m2+1
. . . (∂sbF (z))ms +

+ . . .+ms (∂bΦ(z))m1+1 (∂2
bΦ(z)

)m2 . . . (∂sbF (z))ms−1 ∂s+1
b Φ(z)

}
+

+(j−2s)
∑

m1+2m2+...+sms=

=2(s−j)

bj,s,m1,...,ms
(∂bΦ(z))m1

(
∂2
bΦ(z)

)n2+1
. . .(∂sbF (z))ms +

+
∑

m1+2m2+...+sms=

=2(s−j)+2

bj−1,s,m1,...,ms
(∂bΦ(z))m1 . . . (∂sbF (z))ms =

=
∑

m1+2m2+...+sms+

+(s+1)ms+1=2(s+1−j)

b̃j,s+1,m1,...,ms+1
(∂bΦ(z))m1 . . .

(
∂s+1
b Φ(z)

)ms+1 =

= Q∗j,s+1(z),

встановлюємо справедливiсть (5.98) з s+ 1 замiсть k.
Нехай f — цiла функцiя обмеженого l-iндексу. За теоремою XVII нерiвнiсть

(5.97) — правильна для n = 1, F = f, L = l, b = 1. Зважаючи на (5.96) та
(5.98), для k = p+ 1 маємо

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ |f
(p+1)(Φ(z))|
Lp+1(z)

|∂bΦ(z)|p+1 +

p∑
j=1

|f (j)(Φ(z))||Qj,p+1(z)|
Lp+1(z)

≤

≤ max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0 ≤ k ≤ p

}(
C +

p∑
j=1

|Qj,p+1(z)|
lp+1−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|p+1

)
≤

≤ max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0 ≤ k ≤ p

}C +

p∑
j=1

∑
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0≤n1≤j−1

cj,p+1,n1,...,np+1
×

×
| (∂bΦ(z))n1

(
∂2
bΦ(z)

)n2 . . .
(
∂p+1Φ(z)
∂bp+1

)np+1

|
lp+1−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|p+1

≤max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0≤k≤p
}
×
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×

C +

p∑
j=1

∑
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0≤n1≤j−1

cj,p+1,n1,...,np+1
Kp+1

lp+1−j(Φ(z))

 ≤ C1 max
0≤k≤p

|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

.

Використовуючи (5.99), можна оцiнити зверху дрiб |f
(k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

:

|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

≤ |∂kF (z)
∂bk
|

lk(Φ(z))|∂bΦ(z)|k +
k−1∑
j=1

|∂jF (z)
∂bj ||Q∗j,k(z)|

lk(Φ(z))|∂bΦ(z)|2k−j ≤

≤ max

{
1

Lj(z)

∣∣∣∣∂jbF (z)

∣∣∣∣ : 1 ≤ j ≤ k

}(
1 +

k−1∑
j=1

|Q∗j,k(z)|
lk−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|2(k−j)

)
≤

≤ max

{
1

Lj(z)

∣∣∣∣∂jbF (z)

∣∣∣∣ : 1 ≤ j ≤ k

}1 +
k−1∑
j=1

∑
m1+2m2+...+kmk=2(k−j)

|bj,k,m1,...,mk
|×

×| (∂bΦ(z))m1
(
∂2
bΦ(z)

)m2 . . .
(
∂kbΦ(z)

)mk |
lk−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|2(k−j)

)
≤ max

{
|∂jbF (z)|
Lj(z)

: 1 ≤ j ≤ k

}
×

×

1 +
k−1∑
j=1

∑
m1+2m2+...+kmk=2(k−j)

|bj,k,m1,...,mk
|Kk

lk−j(Φ(z))

≤C2 max
1≤j≤k
|∂jbF (z)|
Lj(z)

.

Звiдси випливає, що

|∂p+1
b F (z)|
Lp+1(z)

≤ C1C2 max

{|∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
.

Тому за теоремою XVII остання нерiвнiсть означає, що функцiя F має обмеже-
ний L-iндекс за напрямком b.

Навпаки припустимо, що F є функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком
b. Тодi вона задовольняє (5.97). З огляду на (5.96) та (5.99), отримуємо

|f (p+1)(Φ(z))|
lp+1(Φ(z))

≤ |∂p+1F (z)
∂bp+1 |

lp+1(Φ(z))|∂bΦ(z)|p+1
+

p∑
j=1

|∂jbF (z)||Q∗j,p+1(z)|
lp+1(Φ(z))|∂bΦ(z)|2p+2−j ≤

≤ max

{|∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}(
C +

p∑
j=1

|Q∗j,p+1(z)|
lp+1−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|2(p+1−j)

)
≤

≤ max

{ |∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}C +

p∑
j=1

∑
m1+...+(p+1)mp+1=

=2(p+1−j)

|bj,p+1,m1,...,mp+1
|×

×
| (∂bΦ(z))m1

(
∂2
bΦ(z)

)m2 . . .
(
∂p+1Φ(z)
∂bp+1

)mp+1

|
lp+1−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|2(p+1−j)

 ≤ max

{ |∂kbF (z)|
Lk(z)

: 0 ≤ k ≤ p

}
×
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×

C +

p∑
j=1

∑
m1+...+(p+1)mp+1=

=2(p+1−j)

|bj,p+1,m1,...,mp+1
|K2p+2−2j

lp+1−j(Φ(z))

≤C3 max
0≤k≤p

|∂kbF (z)|
Lk(z)

.

Враховуючи (5.98), оцiнюємо так:

|∂kbF (z)|
Lk(z)

≤ |f
(k)(Φ(z))||ϕ′(z)|k

Lk(z)
+

k−1∑
j=1

|f (j)(Φ(z))||Qj,k(z)|
Lk(z)

≤

≤ max

{|f (j)(Φ(z))|
lj(Φ(z))

: 1 ≤ j ≤ k

}(
1 +

k−1∑
j=1

|Qj,k(z)|
lk−j(Φ(z))|∂bΦ(z)|k

)
≤

≤ C4 max

{|f (j)(Φ(z))|
lj(Φ(z))

: 1 ≤ j ≤ k

}
.

Звiдси випливає, що

|f (p+1)(Φ(z))|
lp+1(Φ(z))

≤ C3C4 max

{|f (j)(Φ(z))|
lj(Φ(z))

: 0 ≤ j ≤ p

}
.

Отже, за теоремою XVII (n = 1, F = f, L = l, b = 1) функцiя f має
обмежений l-iндекс.

Зазначимо, що умова ∂bΦ(z) 6= 0 в теоремi 5.12 обумовлена суто методом
доведення. Насправдi її можна позбутися та довести загальнiше твердження:
Теорема 5.13. Нехай b ∈ Cn \ {0}, f — цiла функцiя в C, Φ — цiла функцiя
в Cn, p = N(f, l) або p = Nb(F,L) вiдповiдно.

Нехай l ∈ Q, l(w) ≥ 1, w ∈ C та L ∈ Qn
b, де L(z) �

max
1≤j≤p

{
1,
∣∣∣∂jbΦ(z)

∣∣∣} l(Φ(z)). Цiла функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i

тiльки тодi, коли F (z) = f(Φ(z)) має обмежений L-iндекс за напрямком b.

Доведення цiєї теореми подiбне до доведення теореми 5.12 i також викори-
стовує аналог теореми Хеймана для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за
напрямком, а саме теорему IV.

Зазначимо, що для n = 1 отриманi умови в теоремi 5.12 є слабшими, нiж
в [277], бо там вимагається виконання (5.96) для всiх значень j ∈ N, а в нас
лише для j ≤ p. А теорема 5.13 є новою навiть для n = 1.

5.8 Метричнi властивостi простору цiлих функцiй обмеженого L-
iндексу за напрямком

К. Екблау [93] дослiдив властивостi простору цiлих функцiй обмеженого
iндексу для однiєї змiнної. Ним доведено, що в топологiї, породженiй метрикою
Iєра [137] d(f, g) = sup{|a0 − b0|, |ap − bp|1/p : p ∈ N}, простiр цiлих функцiй
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обмеженого iндексу є простором першої категорiї. Згодом у [260] цей результат
узагальнено для цiлих функцiй вiд декiлькох комплексних змiнних обмеженого
L-iндексу за умови, що j-та компонента неперервної вектор-функцiї L : Cn →
Rn

+ залежить лише вiд змiнної zj (див. також пiдроздiл 6.5, де наведено нашi
результати для ширшого класу функцiй L).

Тут розглянемо можливiсть перенесення результатiв Екблау на випадок цi-
лих функцiй у Cn обмеженого L-iндексу за напрямком.

Для цiлих у Cn функцiй F (z) = f(〈z,b〉), G(z) = g(〈z,b〉), де f i g цiлi
функцiї в C, покладемо

d(F,G) = sup

{
|F (0)−G(0)|,

∣∣∣∣∂pbF (0)

p!|b|2p −
∂pbG(0)

p!|b|2p
∣∣∣∣1/p : p ∈ N

}
,

а простiр усiх цiлих функцiй вигляду F (z) = f(〈z,b〉) з такою метрикою по-
значимо через En

b.

Нехай Bn
b(L) буде множиною цiлих функцiй вигляду F (z) = f(〈z,b〉) обме-

женого L-iндексу за напрямком b, а Bn
b,ν(L) — множина функцiй з Bn

b(L) таких,
що Nb(F,L) ≤ ν. Звiсно, Bn

b(L) =
⋃
ν
Bn

b,ν(L).

Лема 5.4. Для будь-яких F ∈ En
b, ν0 ∈ N та ε > 0 iснує δ > 0 таке, що при

G ∈ En
b та d(F,G) < δ виконується нерiвнiсть d

(
∂kbF, ∂

k
bG
)
< ε для k = 0, 1,

2, . . . , ν0.

Доведення. Нехай F ∈ En
b, ν0 ∈ N та ε > 0 — заданi. Вiзьмемо

T > sup

{
max{1, |b|2k}

(
(p+ k)!

p!

)1/p

: p ∈ N, k = 0, 1, 2, . . . , ν0

}
.

Безпосередньо перевiряється, що якщо G(z) ∈ En
b та d(F,G) < ε

ε+T < 1, то

d
(
∂kbF, ∂

k
bG
)

= sup
p∈N

{
k!|b|2k

∣∣∣∣∂kbF (0)

k!|b|2k −
∂kbG(0)

k!|b|2k
∣∣∣∣ ,(

(p+ k)!|b|2k
p!

∣∣∣∣∣ ∂p+kb F (0)

(p+ k)!|b|2k+2p
− ∂p+kb G(0)

(p+ k)!|b|2k+2p

∣∣∣∣∣
)1/p

 <

< sup
p∈N

{
k!|b|2k,

(
(p+ k)!|b|2k

p!

)1/p}
sup

{∣∣∣∣ 1

k!|b|2k∂
k
bF (0)− 1

k!|b|2k∂
k
bG(0)

∣∣∣∣ 1
k ·k
,∣∣∣∣∣ ∂p+kb F (0)

(p+ k)!|b|2k+2p
− ∂p+kb G(0)

(p+ k)!|b|2k+2p

∣∣∣∣∣
1

p+k
p+k
p

: p ∈ N

<
< sup

{
max{1, |b|2k} ·

(
(p+ k)!

p!

)1/p

: p ∈ N

}
×
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× sup
p∈N


∣∣∣∣∂kbF (0)

k!|b|2k −
∂kbG(0)

k!|b|2k
∣∣∣∣

1
k

,

∣∣∣∣∣ ∂p+kb F (0)

(p+ k)!|b|2k+2p
− ∂p+kb G(0)

(p+ k)!|b|2k+2p

∣∣∣∣∣
1

p+k

 <

< T sup

{
|F (0)−G(0)|,

∣∣∣∣ 1

p!|b|2p
∂pF (0)

∂bp
− 1

p!|b|2p
∂pG(0)

∂bp

∣∣∣∣1/p : p ∈ N

}
<

< T · ε

T + ε
< ε

для k = 1, 2, . . . , ν0.

Твердження 5.9. Нехай F ∈ En
b, ν ∈ N, Nb(F,L) > ν. Тодi iснує δ > 0 що як

тiльки G ∈ En
b та d(F,G) < δ, то Nb(G,L) > ν.

Доведення. Позаяк Nb(F,L) > ν, знайдуться z0 ∈ Cn та ν0 > ν, для яких
Nb(F,L, z0) = ν0 > ν. Водночас для кожного k ≤ ν0 − 1

|∂kbF (z0)|
k!Lk(z0)

<
|∂ν0

b F (z0)|
ν0!Lν0(z0)

.

Ця нерiвнiсть — строга, бо ν0 — найменше цiле число, для якого виконується
нестрога нерiвнiсть у точцi z0. Тому знайдеться δ∗ > 0 таке, що

|∂kbF (z0)|
k!Lk(z0)

+ δ∗ <
|∂ν0

b F (z0)|
ν0!Lν0(z0)

. (5.100)

Очевидно, що
|a− c|+ |b− d| ≥ −(a− c) + (b− d).

Тодi a− b ≥ c− d− |a− c| − |b− d|. Скористаємося цiєю нерiвнiстю для цiлих
функцiй F i G, щоб отримати таке:

|∂ν0

b G(z0)|
ν0!Lν0(z0)

− |∂
k
bF (z0)|
k!Lk(z0)

≥ |∂
ν0

b F (z0)|
ν0!Lν0(z0)

− |∂
k
bF (z0)|
k!Lk(z0)

−

− 1

ν0!Lν0(z0)
||∂ν0

b G(z0)| − |∂ν0

b F (z0)|| − 1

k!Lk(z0)

∣∣|∂kbG(z0)| − |∂kbF (z0)|
∣∣ .
(5.101)

Використовуючи iдею доведення формули Тейлора, можна показати, що для
функцiй вигляду F (z) = f(〈z,b〉), G(z) = g(〈z,b〉) виконується таке

F (z) =
∞∑
p=0

∂pbF (0)

p!|b|2p 〈z,b〉
p, G(z) =

∞∑
p=0

∂pbG(0)

p!|b|2p 〈z,b〉
p.

Зрозумiло, що∣∣∣∣∂kbG(z0)
∣∣− ∣∣∂kbF (z0)

∣∣∣∣ ≤ d
(
∂kbF, ∂

k
bG
)

+
∞∑
j=1

(
d
(
∂kbF, ∂

k
bG
))j |〈z0,b〉|j

За лемою 5.4 можна вибрати число δ, для якого d(F,G) < δ. Тодi d
(
∂kbF, ∂

k
bG
)
<

ε < 1 та d
(
∂kbF, ∂

k
bG
)
|〈z0,b〉| < ε < 1 для всiх k ≤ ν0. Тобто, для кожного

k ≤ ν0 ∣∣∣∣∂kbG(z0)
∣∣− ∣∣∂kbF (z0)

∣∣∣∣ ≤ ε+
ε

1− ε =
ε(2− ε)

1− ε
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та з (5.100), (5.101) для всiх k ≤ ν0 − 1 отримуємо

|∂ν0

b G(z0)|
ν0!Lν0(z0)

− |∂
k
bG(z0)|
k!Lk(z0)

≥ δ∗ − ε(2− ε)
1− ε

(
1

ν0!Lν0(z0)
+

1

k!Lk(z0)

)
.

З останнього, зважаючи на довiльнiсть ε, випливає
|∂ν0

b G(z0)|
ν0!Lν0(z0)

− |∂
k
bG(z0)|
k!Lk(z0)

>
δ∗

2

для всiх k ≤ ν0 − 1, тобто, ∞ ≥ Nb(L,G) ≥ Nb(L,G, z0) ≥ ν0 > ν. Тверджен-
ня5.9 доведене.

Умова Nb(F,L) > ν у твердженнi 5.9 рiвносильна F ∈ En
b \ Bn

b,ν(L). Тому
це твердження можна перефразувати.
Твердження 5.10. Нехай F ∈ En

b, ν ∈ N, F ∈ En
b \ Bn

b,ν(L). Iснує δ > 0, що
якщо G ∈ En

b та d(F,G) < δ, то G ∈ En
b \Bn

b,ν(L).
Наслiдок 5.5. Множина Bn

b,ν(L) замкнена в En
b.

Лема 5.5. Якщо P (z) — многочлен степеня p, то F (z) = exp〈z, a〉 + P (z)
має обмежений L-iндекс за напрямком b, що не перевищує p + 1, де a ∈ Cn,
L(z) = max{1, |〈b, a〉|} та 〈b, a〉 6= 0. А якщо 〈b, a〉 = 0, то F (z) має iндекс за
напрямком b рiвним 0.

Доведення. Нехай k > p+ 1 i |〈b, a〉| ≥ 1. Тодi

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

=
| exp〈z, a〉|
k!Lk(z)

|〈b, a〉|k =
| exp〈z, a〉|

k!
<

<
| exp〈z, a〉|

(p+ 1)!Lp+1(z)
|〈b, a〉|p+1 =

|∂p+1
b F (z)|

(p+ 1)!Lp+1(z)
.

Аналогiчну нерiвнiсть можна вивести для |〈b, a〉| < 1. Тому F (z) має обмеже-
ний L-iндекс за напрямком b ∈ Cn, який не бiльший, нiж p + 1. У випадку
〈b, a〉 = 0 отримуємо для всiх k > 1

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

=
| exp〈z, a〉|
k!Lk(z)

|〈b, a〉|k ≤ | exp〈z, a〉|
k!

= 0.

Отже, F (z) має iндекс за напрямком b рiвним 0.

Нам потрiбна така лема
Лема 5.6. Якщо L ∈ Qn

b та цiла трансцендентна функцiя F (z) має обмеже-
ний L-iндекс за напрямком b, то для всiх z0 ∈ Cn

lnM(r, F, z0) = O

(∫ r

0

L(z0 + tb)dt

)
, r → +∞,

де M(r, F, z0) = max{|F (z0 + tb)| : |t| = r}.
Доведення. Доведення цього факту випливає з доведення вiдповiдної леми для
випадку функцiй однiєї змiнної (див. [206, теорема 3.3, с.71]) та з того, що F (z0+
tb) при фiксованому z0 є функцiєю вiд однiєї змiнної t ∈ C.
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Твердження 5.11. Якщо L ∈ Qn
b, то для кожного ν ∈ Z+ множина Bn

b,ν(L)
нiде не щiльна в Bn

b(L) та Bn
b(L) є простором першої категорiї. Множини

En
b \Bn

b,ν(L) та En
b \Bn

b(L) є щiльними в En
b

Доведення. Нехай F (z) =
∞∑
p=0

Fp〈z,b〉p — цiла функцiя така, що для всiх z0 ∈ Cn

lnM(r, F, z0)∫ r
0 L(z0 + tb)dt

→ +∞, r → +∞,

де M(r, F, z0) = max{|F (z0 + tb)| : |t| = r}. Тодi за лемою 5.6 функцiя F має

необмежений L-iндекс за напрямком b. Нехай f(z) =
∞∑
p=0

fp〈z,b〉p — цiла фун-

кцiя обмеженого L-iндексу Nb(F,L) = ν за напрямком b. Позначимо f ∗j (z) =∑j
p=0 fp〈z,b〉p +

∑∞
p=j+1 Fp〈z,b〉p та f ∗j,m(z) =

∑j
p=0 fp〈z,b〉p +

∑m
p=j+1 Fp〈z,b〉p,

де m > j.
Тодi f ∗j є необмеженого L-iндексу за напрямком b для кожного j, тобто,

Nb(L, f ∗j ) > ν, j > 0. Легко бачити, що d(f, f ∗j ) → 0, d(f ∗j , f
∗
j,m) → 0 та

d(f, f ∗j,m) → 0 при j → ∞. За теоремою 5.9 Nb(f ∗j,m, l) > ν для досить ве-
ликих m. З iншого боку, N(f ∗j,m, l) ≤ m. Отже, f ∗j,m ∈ Bn

b(L) \ Bn
b,ν(L), тобто,

множина Bn
b,ν(L) нiде не щiльна в Bn

b(L).
Якщо f — довiльна функцiя з Bn

b(L), то можна вибрати f ∗j за вище наведе-
ною схемою. Зрозумiло, що f ∗j ∈ En

b \ Bn
b(L) i d(f, f ∗j ) → 0 при j → ∞. Тому

множини En
b \Bn

b(L) щiльнi в E.
Нарештi, нехай f ∈ En

b \ (Bn
b(L) \ Bn

b,ν(L)). Це означає, що або f є нео-
бмеженого L-iндексу за напрямком b або Nb(f, L) ≤ ν. Покажемо, що в обох
випадках f є границею для деяких функцiй f ∗j з ν < Nb(fj;L) < +∞. У пер-
шому випадку маємо f ∗j (z) =

∑j
p=0 fn〈z,b〉p. Тодi d(f, f ∗j ) → 0 при j → +∞

i за теоремою5.9 Nb(L, f ∗j ) ≤ ν для досить великих j. У другому випадку для
f ∈ Bn

b,ν(L) вибираємо як i вище f ∗j,m ∈ Bn
b(L) \ Bn

b,ν(L). Теорему 5.11 доведе-
но.

Висновки до роздiлу 5

Для вiдповiдного класу функцiй
1) отримано оцiнки зростання логарифма максимуму модуля, якi в однови-

мiрному випадку вимагають слабших умов на додатну неперервну фун-
кцiю l, нiж в одновимiрних результатах М. М. Шеремети - А. Д. Кузика.
Отриманi оцiнки розв’язують вiдповiдну проблему Шеремети для цiлих
функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком;

2) використовуючи iдею замiни квантора загальностi на квантор iснування
послаблено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком, якi опи-
сують оцiнку максимуму модуля на колi, поводження логарифмiчної по-
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хiдної та розподiл нулiв цiлої функцiї. Встановленi достатнi умови також
є повнiстю новими твердженнями в одновимiрному випадку;

3) також послаблено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком
цiлих розв’язкiв деяких лiнiйних рiвнянь з похiдними за напрямком, що
також є новими в одновимiрному випадку;

4) видiлено клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрям-
ком b ∈ C2 \ {0} таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C}
вони мають обмежений iндекс. Для деяких функцiй з цього класу повнi-
стю розв’язано проблему проф. А. А. Кондратюка про iснування додатної
неперервної функцiї L : Cn → R+, для якої належна цiла функцiя матиме
обмежений L-iндекс за напрямком;

5) встановлено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком компо-
зицiї цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних. Отриманi умови є слабшими в
одновимiрному випадку, нiж вiдомi досi;

6) знайдено вперше достатнi умови обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв
рiвняння w′ = f(z, w);

7) дано заперечну вiдповiдь на питання проф. С. Ю. Фаворова про можли-
вiсть замiни умови „F голоморфна в Cn“ на умову „F — голоморфна на
усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ та встановлення на основi цього припуще-
ння усiх вiдомих властивостей цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за
напрямком. А саме наведено приклад функцiї, яка голоморфна на кожнiй
зрiзцi вигляду z0 + tb“, не голоморфна в Cn та необмеженого iндексу в
деяких обмежених областях.

8) отримано достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком для суми
цiлих функцiй. Їхнi одновимiрнi наслiдки також є новими твердженнями.

Зазначимо, що пункти 2, 4, 6 також повнiстю або частково розв’язують чотири
проблеми зi списку вiсiмнадцяти проблем в [57].

Результати четвертого роздiлу опублiковано в статтях [20, 33, 36, 37, 39–44,
46, 56, 57, 60, 250], у монографiї [30], а також доповiдалися на конференцiях [7–
10,14–18,22,38,48,49,61].
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РОЗДIЛ 6. ЦIЛI ФУНКЦIЇ ОБМЕЖЕНОГО L-IНДЕКСУ ЗА
СУКУПНIСТЮ ЗМIННИХ

Роздiл присвячений цiлим функцiям обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних. Розглядається ширший клас додатних неперервних вектор-функцiй
L, якi визначенi в Cn i кожна компонента яких залежить вiд усiх змiнних. Для
вiдповiдного класу цiлих функцiй встановленi характеристичнi властивостi, те-
ореми iснування, оцiнки зростання тощо.

Працi [260, 264] присвяченi дослiдженню цiлих функцiй обмеженого L-
iндексу в Cn (n ≥ 2) (надалi, цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за суку-
пнiстю змiнних). Це багатовимiрне узагальнення поняття цiлої функцiї обме-
женого l-iндексу [150, 206] в C. Для L ≡ (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n раз

) цiлi функцiї обмеженого

iндексу за сукупнiстю змiнних вивчалися у статтях М. Салмассi, Ф. Нурая, Р.
Ф. Патерсона [167,168,170,188]. Вони знайшли застосування функцiй обмежено-
го iндексу за сукупнiстю змiнних у теорiї розподiлу значень. Зокрема, Ф. Нурай
та Р. Патерсон дослiдили зв’язок мiж поняття обмеженостi iндексу та радiусом
p-листостi (однолистостi при p = 1) цiлих функцiй вiд двох змiнних та їхнiх
частинних похiдних у довiльних точках з C2. Дж. Ґ. Крiшна та С. М. Шах [146]
ввели поняття аналiтичної в областi (непорожнiй вiдкритiй зв’язнiй множинi)
Ω ⊂ Cn (n ∈ N) функцiї обмеженого iндексу та дослiдили обмеженiсть iндексу
аналiтичних розв’язкiв рiвнянь з частинними похiдними.

У загальному випадку складно довести багатовимiрнi аналоги рiзноманi-
тних критерiїв обмеженостi l-iндексу для цiлих функцiй, якi отриманi для n = 1

в [206]. З iншої сторони, в [264] сформульованi вiдповiдники добре вiдомих те-
орем з [206], що описують властивостi цiлих функцiй обмеженого L-iндексу в
Cn (обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних) без доведень, якi натомiсть
мiстяться в [261]. Водночас, наразi невiдомо повного аналога важливого ло-
гарифмiчного критерiю обмеженостi l-iндексу, який встановлений у випадку
функцiй однiєї змiнної. Це твердження мiститься необхiднi та достатнi умови
того, що цiла функцiя має обмежений l-iндекс у термiнах обмеженостi її лога-
рифмiчної похiдної та лiчильної функцiї нулiв. Тому тут ми розглянемо таке
питання: чи iснує вiдповiдник згаданого критерiю для цiлих функцiй обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних?

Зазначимо, що поняття цiлої функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком,
розглянете в роздiлi 5, є гнучкiшим. Зокрема, теорема VIII є аналогом згаданого
критерiю для цього випадку.

Тут ми узагальнимо поняття обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них на ширший клас додатних неперервних вектор-функцiй з Cn. Замiсть



230

L(z) = (l1(|z1|), l2(|z2|), . . . , ln(|zn|)), z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn як в [260, 261, 264]
розглянемо L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) — додатнi неперервнi функцiї з
z ∈ Cn. Для цього поняття подамо повнi доведення узагальнень деяких теорем
з [264]. Це твердження 6.1, твердження 6.2 та наслiдок 6.1 у даному пiдроздiлi.
Використовуючи цi твердження, встановимо, що якщо цiла в Cn функцiя F є
обмеженого lj-iндексу за кожним напрямком 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

j−те мiсце
, 0, . . . , 0),

то F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних (теорема 3.6).
Застосовуючи теореми VIII та 3.6, виведемо достатнi умови обмеженостi L-

iндексу за сукупнiстю змiнних, що мiстять обмеження на логарифмiчнi похiднi
за кожною змiнною та розподiл нулiв (теорема 6.3).

Нам знадобляться деякi стандартнi позначення. Нехай R+ = (0,+∞), R∗+ =

[0,+∞), Z+ = N∪{0}. Позначимо 0 = (0, . . . , 0), 1 = (1, . . . , 1), 2 = (2, . . . , 2) ∈
Rn

+, 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) ∈ Rn
+, [0, 2π]n = [0, 2π]× · · · × [0, 2π]︸ ︷︷ ︸

n раз

.

Для R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, Θ = (θ1, . . . , θn) ∈ [0, 2π]n та K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+

позначимо ‖K‖ = k1 + · · ·+ kn, Re
iΘ = (r1e

iθ1, . . . , rne
iθn), K! = k1! · . . . · kn!.

Для A = (a1, . . . , an) ∈ Cn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Cn використовуватимемо такi
формальнi позначення:

|A| =
( n∑
j=1

|aj|2
)1/2

, arg A = (arg a1, . . . , arg an), A±B = (a1 ± b1, . . . , an ± bn),

AB = (a1b1, · · · , anbn), A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), A
B = ab11 a

b2
2 · . . . abnn .

однак не порушуючи при цьому умов iснування вказаних виразiв. Для z, w ∈ Cn

визначимо 〈z, w〉 = z1w1 + · · · + znwn, де wk — комплексно спряжене число до
wk.

Для A, B ∈ Rn позначимо max{A,B} = (max{a1, b1}, . . . ,max{an, bn}), а
запис A < B означає, що aj < bj для всiх j ∈ {1, . . . , n}; подiбно визначається
вiдношення A ≤ B.

Полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0
j | < rj, j = 1, . . . , n} позначаємо через Dn(z0, R),

а його кiстяк {z ∈ Cn : |zj−z0
j | = rj, j = 1, . . . , n} — через Tn(z0, R), замкнений

полiкруг {z ∈ Cn : |zj − z0
j | ≤ rj, j = 1, . . . , n} — через Dn[z0, R]. Для K =

(k1, . . . , kn) ∈ Zn+ та частинних похiдних цiлої функцiї F (z) = F (z1, . . . , zn)

використовуємо запис

F (K)(z) =
∂‖K‖F

∂zK
=

∂k1+···+knF

∂zk1
1 . . . ∂zknn

.

Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) — додатнi неперервнi функцiї, z ∈ Cn,

j ∈ {1, 2, . . . , n}.
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Цiла функцiя F (z), z ∈ Cn, називається функцiєю обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних, якщо iснує число m ∈ Z+ таке, що для всiх z ∈ Cn та
J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
. (6.1)

Найменше таке цiле число m, для якого (6.1) виконується, називається L-
iндексом за сукупнiстю змiнних функцiї F та позначається через N(F,L).

Якщо lj = lj(|zj|), то отримаємо означення цiлої функцiї обмеженого L-
iндексу в сенсi означення, запропонованого у статтях [260, 264]. Якщо lj(zj) ≡
1, j ∈ {1, 2, . . . , n}, то цiла функцiя називається функцiєю обмеженого iнде-
ксу за сукупнiстю змiнних [79, 146, 167, 168, 170, 188]. Якщо нерiвнiсть (6.1) не
виконується для жодного m, то ми покладемо N(F,L) =∞ i саму функцiю F

називатимемо функцiєю необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
При n = 1 та L = l дiстаємо означення цiлої функцiї обмеженого l-iндексу

[150], а при n = 1 та L = 1 — цiлої функцiї обмеженого iндексу [156]. Також
варто зауважити, що для L(z) ≡

(
1
α1
, . . . , 1

αn

)
та Ω = Cn наше означення збi-

гається з означенням з [146] аналiтичної в областi Ω ⊂ Cn (n ∈ N) функцiї
обмеженого iндексу для α = (α1, . . . , αn) ∈ Rn

+.
Крiм того, через N(F,L, z0) позначимо L-iндекс за сукупнiстю змiнних фун-

кцiї F у точцi z0, тобто, це найменше цiле числоm, для якого виконується нерiв-
нiсть (6.1) з z0 замiсть z. Зрозумiло, що N(F,L) = sup{N(F,L, z0) : z0 ∈ Cn}.
Зауваження 6.1. За умови, що F — многочлен за кожною змiнною, для
будь-якої додатної неперервної вектор-функцiї L : Cn → Rn

+ L-iндекс мно-
гочлен — скiнченний, тобто, N(F,L) < ∞. Функцiя F (z1, z2) = ez1z2 має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних з L(z1, z2) = (|z2| + 1, |z1| + 1)
та N(F,L) = 0. Але неможливо знайти L-iндекс для цiєї функцiї у випадку
L(z1, z2) = (l1(|z1|), l2(|z2|)), тобто, в сенсi означення з [264]. Точнiше, за тим
означенням ця функцiя має необмежений L-iндекс (див. [264]).

Крiм того, для цiлої функцiї F (z) покладемо M(R, z0, F ) = max{|F (z)| :
z ∈ Tn(z0, R)}. Нехай L̃(z) = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)). Запис L � L̃ означає, що iснують
θ1 ∈ R+, θ2 ∈ R+ такi, що ∀z ∈ Cn θ1l̃j(z) ≤ lj(z) ≤ θ2l̃j(z).

ЧерезQn (зокрема,Q := Q1) позначимо клас додатних неперервних функцiй
L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) таких, що ∃R0 ∈ Rn

+,∃C, c ∈ Rn
+(0 < c ≤ C), ∀z0 ∈

Cn ∀z ∈ Dn[z0, R0/L(z0)]

c ≤ L(z)/L(z0) ≤ C. (6.2)
Зауважимо, що якщо (6.2) виконується для деякого R0, то (6.2) справджується
для всiх R ∈ Rn

+. Крiм того, якщо для будь-яких z ∈ Cn, j, m ∈ {1, 2, . . . , n}∣∣∣∂lj(z)

∂zm

∣∣∣ ≤ P (c+ |lj(z)|), P > 0,
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то L∗ ∈ Qn, де L∗(z) = (c + |l1(z)|, . . . , c + |ln(z)|), c > 0. Це буде нижче
доведено у виглядi леми 6.2. Зокрема, за умов L(z) = (l1(R), . . . , ln(R)), R =

(|z1|, . . . , |zn|), для кожного j ∈ {1, . . . , n} функцiя lj(R) — додатна неперервно
диференцiйовна та |∇ ln lj(R)| ≤ P для всiх R ∈ Rn

+, маємо, що L ∈ Qn, де
∇lj(R) = (

∂lj(R)
∂r1

, . . . ,
∂lj(R)
rn

).

Клас Qn можна ввести рiвносильно так. Для R ∈ Rn
+, j ∈ {1, . . . , n} та

L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) визначимо

λ1,j(z0, R) = inf
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ2,j(z0, R) = sup
{
lj(z)/lj(z

0) : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
,

λ1,j(R) = inf
z0∈Cn

λ1,j(z0, R), λ2,j(R) = sup
z0∈Cn

λ2,j(z0, R),

Λk(R) = (λk,j(R), . . . , λk,n(R)) (k ∈ {1, 2}).
Вiдповiдно, через Qn позначимо клас функцiй L(z), якi для кожного R ∈ Rn

+

задовольняють умову
0 < Λ1(R) ≤ Λ2(R) < +∞. (6.3)

6.1 Властивостi функцiй з класу Qn

Лема 6.1. Якщо L : Cn → R+ — неперервна функцiя така, що (∀R ∈ Rn
+)

Λ2(R) <∞, то (∀R ∈ Rn
+) Λ1(R) ≥ 1

Λ2(RΛ2(R)) > 0.

Доведення. Нехай (∀R ∈ Rn
+) Λ2(R) <∞, тобто, ∀j ∈ {1, . . . , n} λ2,j(R) < +∞.

Звiдси маємо lj(z) ≤ λ2,j(R)lj(z
0) для z ∈ Dn(z0, R/L(z0)). Це означає, що

|zj − z0
j | ≤ rj

lj(z0) ≤
rjλ2,j(R)
lj(z)

. Використовуючи визначення λ1,j(R), можна вивести

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

(
z0,

R

L(z0)

)}
=

1

sup
{
lj(z0)
lj(z)

: z ∈ Dn(z0, R
L(z0))

} ≥
≥ 1

sup
{
lj(z0)
lj(z)

: |z0
j − zj| ≤

rjλ2,j(R)
lj(z)

, j ∈ {1, . . . , n}
} ≥ 1

λ2,j(RΛ2(R))
.

Отже, λ1,j(R) ≥ 1
λ2,j(RΛ2(R)) .

Зауваження 6.2. За лемою 6.1 лiва нерiвнiсть у (6.3) є зайвою, бо умова
λ2,j(R) < +∞ означає, що й λ1,j(R) > 0. Але в наших мiркуваннях ми вико-
ристовуємо, як Λ1(R), так i Λ2(R). Це набагато зручнiше.
Лема 6.2. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), lj : Cn → C та ∂lj

∂zm
— неперервнi

функцiї в Cn для всiх j, m ∈ {1, 2, . . . , n}. Якщо iснують числа P > 0 та c > 0
такi, що для всiх z ∈ Cn та кожного j, m ∈ {1, 2, . . . , n}

1

c+ |lj(z)|

∣∣∣∣∂lj(z)

∂zm

∣∣∣∣ ≤ P,

то L∗ ∈ Qn, де L∗(z) = (c+ |l1(z)|, . . . , c+ |ln(z)|).
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Доведення. Зрозумiло, що функцiя L∗(z) — додатна та неперервна. Для зада-
ного z ∈ Cn, z0 ∈ Cn визначимо аналiтичну криву ϕ : [0, 1]→ Cn

ϕj(τ) = z0
j + τ(zj − z0

j ), j ∈ {1, 2, . . . , n},
де τ ∈ [0, 1]. Вiдомо, що для кожної неперервно диференцiйовної функцiї g вiд
дiйсної змiнної τ нерiвнiсть d

dt|g(τ)| ≤ |g′(τ)| виконується скрiзь за винятком
точок, де g′(τ) = 0. Використовуючи обмеження цiєї леми, встановимо верхню
оцiнку λ2,j(z0, R) :

λ2,j(z0, R) = sup

{
c+ |lj(z)|
c+ |lj(z0)| : z ∈ Dn

[
z0,

R

L1(z0)

]}
=

= sup
z∈Dn

[
z0, R

L1(z0)

]{exp
{

ln(c+ |lj(z)|)− ln(c+ |lj(z0)|)
}}

=

=sup

{
exp

{∫ 1

0

d(c+ |lj(ϕ(τ))|)
c+ |lj(ϕ(τ))|

}
: z ∈ Dn

[
z0,

R

L1(z0)

]}
≤

≤ sup
z∈Dn

[
z0, R

L1(z0)

]
{

exp

{∫ 1

0

n∑
m=1

|ϕ′m(τ)|
c+ |lj(ϕ(τ))|

∣∣∣∣∂lj(ϕ(τ))

∂zm

∣∣∣∣ dτ
}}
≤

≤ sup
z∈Dn

[
z0, R

L1(z0)

]
{

exp

{∫ 1

0

n∑
m=1

P |zm − z0
m|dτ

}}
≤

≤ sup
z∈Dn

[
z0, R

L1(z0)

]
{

exp

{
n∑

m=1

Prj
c+ |lm(z0)|

}}
≤ exp

(
P

c

n∑
m=1

rj

)
.

Звiдси, для всiх R ≥ 0 λ2,j(R) = sup
z0∈Cn

λ2,j(z
0, η) ≤ exp

(
P
c

n∑
m=1

rj

)
<∞. Засто-

совуючи нерiвнiсть d
dt |g(t)| ≥ −|g′(t)|, можна довести, що для кожного η ≥ 0

λ1,j(R) ≥ exp

(
−P

c

n∑
m=1

rj

)
> 0. Тому L∗ ∈ Qn.

Спершу доведемо таку лему.
Лема 6.3. Якщо L ∈ Qn, то для кожного j ∈ {1, . . . , n} та кожної фiксованої
точки z∗ ∈ Cn маємо |zj|lj(z∗ + zj1j)→∞ при |zj| → ∞.
Доведення. Припустимо вiд супротивного, що iснують число C > 0 та по-
слiдовнiсть z

(m)
j → ∞, для яких |z(m)

j |lj(z∗ + z
(m)
j 1j) = km ≤ C, тобто,

|z(m)
j | = km

lj(z∗+z
(m)
j 1j)

. Тодi

1

lj(z∗ + z
(m)
j 1j)

lj

(
z∗ + z

(m)
j 1j −

kme
i arg z

(m)
j 1j

lj(z∗ + z
(m)
j 1j)

)
=
|z(m)
j |
km

lj(z
∗)→ +∞,

при z(m)
j →∞, m→ +∞, тобто, λ2,j(C1j) = +∞ та L /∈ Qn.
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6.2 Локальнi властивостi функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних та їхнiх частинних похiдних

6.2.1 Поводження частинних похiдних функцiї обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних
Твердження 6.1. Нехай L ∈ Qn. Для того, щоб цiла функцiя F була функцi-
єю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно та досить, щоб для
кожного R ∈ Rn

+ знайшлися числа n0 = n0(R) ∈ Z+ та p0 = p0(R) ≥ 1 таку, що
для кожного z0 ∈ Cn та для деякого K0 = K0(z0) ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0,

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ E
[
z0,

R

L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (6.4)

Доведення. Нехай F — обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних з N =
N(F,L) < ∞. Для будь-якого R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn

+ \ {0} покладемо p1 =
p1(R) = min{λ1,j(R) : j ∈ {1, . . . , n}}, p2 = p2(R) = max{λ2,j(R) : j ∈
{1, . . . , n}}, q = q(R) = [2(N + 1)p−N1 pN+1

2 ‖R‖] + 1, та для m = 0, . . . , q i
z0 ∈ Cn позначимо

Sm(z0, R) = max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

mR

qL(z0)

]}
,

S∗m(z0, R) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

mR

qL(z0)

]}
.

Позаяк Dn[z0, mR
qL(z0) ] ⊂ Dn[z0, R

L(z0) ], ми отримуємо

Sm(z0, R) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

LK(z0)

LK(z)
: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

mR

qL(z0)

]}
≤

≤ max

{
LK(z0)

LK(z)
: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

mR

qL(z0)

]}
S∗m(z0, R) ≤

≤ S∗m(z0, R)(min{ΛK
1 (R) : ‖K‖ ≤ N})−1 ≤ p−N1 S∗m(z0, R) (6.5)

i подiбно

Sm(z0, R) ≥ min

{
LK(z0)

LK(z)
: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

mR

qL(z0)

]}
S∗m(z0, R) ≥

≥ S∗m(z0, R)(max{ΛK
2 (R) : ‖K‖ ≤ N})−1 ≥ p−N2 S∗m(z0, R) (6.6)

Нехай K(m), ‖K(m)‖ ≤ N, та z(m) ∈ Dn[z0, mR
qL(z0) ] будуть такими, що

S∗m(z0, R) =
|F (K(m))(z(m))|
K(m)!LK(m)(z0)

. (6.7)

Згiдно з принципом максимуму модуля z(m) ∈ Tn(z0, mR
qL(z0)). Тому z(m) 6= z0.

Виберемо z(m)
∗ = z0 + m−1

m (z(m) − z0). Тодi для всiх j = 1, . . . , n отримуємо

|z(m)
∗j − z0

j | =
m− 1

m
|z(m)
j − z0

j | =
(m− 1)rj
qlj(z0)

, (6.8)
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|z(m)
∗j − z

(m)
j | =

1

m
|z(m)
j − z0

j | =
rj

qlj(z0)
.

Згiдно з (6.8) z(m)
∗ ∈ Tn(z0, (m−1)R

qL(z0) ), а тому S∗m−1(z
0, R) ≥ |F (K(m))(z

(m)
∗ )|

K(m)!LK
(m)

(z0)
. З (6.7) за

визначенням S∗m(z0, R) дiстаємо

0 ≤ S∗m(z0, R)− S∗m−1(z
0, R) ≤ |F

K(m)

(z(m))| − |FK(m)

(z
(m)
∗ )|

K(m)!LK(m)(z0)
=

=
1

K(m)!LK(m)(z0)

∫ 1

0

d

dt
|F (K(m))(z(m)

∗ + t(z(m) − z(m)
∗ ))|dt.

Але для кожної комплексно-значної диференцiйовної функцiї ϕ(t), t ∈ R, вико-
нується нерiвнiсть d

dt|ϕ(t)| ≤ | ddtϕ(t)|. Тодi

S∗m(z0, R)− S∗m−1(z
0, R) ≤ 1

K(m)!LK(m)(z0)

∫ 1

0

n∑
j=1

|z(m)
j − z(m)

∗j |×

×

∣∣∣∣∣∣ ∂‖K
(m)‖+1F

∂z
k

(m)
1

1 . . . ∂z
k

(m)
j +1

j . . . ∂zk
(m)
n
n

(z(m)
∗ + t(z(m) − z(m)

∗ ))

∣∣∣∣∣∣ dt =
1

K(m)!LK(m)(z0)
×

×
n∑
j=1

|z(m)
j − z(m)

∗j |

∣∣∣∣∣∣ ∂‖K
(m)‖+1F

∂z
k

(m)
1

1 . . . ∂z
k

(m)
j +1

j . . . ∂zk
(m)
n
n

(z(m)
∗ + t∗(z(m) − z(m)

∗ ))

∣∣∣∣∣∣ , (6.9)

де 0 ≤ t∗ ≤ 1. Звiдси, z(m)
∗ + t∗(zm − z

(m)
∗ ) ∈ Dn[z0, mR

qL(z0) ]. Як i в доведеннi
нерiвностей (6.5) та (6.6), з огляду на (6.1) для z ∈ Dn[z0, mR

qL(z0) ] та ‖J‖ ≤ N + 1
маємо

|F (J)(z)|
J !LJ(z0)

≤ pN+1
2

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ pN+1
2 max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤ pN+1
2 p−N1 max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤ p−N1 pN+1

2 S∗m(z0, R).

Тодi ∣∣∣F (K(m)+1j)(z
(m)
∗ + t∗(z(m) − z(m)

∗ ))
∣∣∣

(K(m) + 1j)!L(K(m) + 1j)(z0)
≤ p−N1 pN+1

2 S∗m(z0, R),

i з (6.9) випливає

S∗m(z0, R)− S∗m−1(z
0, R) ≤ pN1 p

N+1
2 S∗m(z0, R)

n∑
j=1

(k
(m)
j + 1)lj(z

0)|z(m)
j − z(m)

∗j | ≤

≤ p−N1 pN+1
2 S∗m(z0, R)

q

n∑
j=1

(k
(m)
j + 1)rj ≤

p−N1 pN+1
2 (N + 1)‖R‖

q
S∗m(z0, R) ≤
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≤ S∗m(z0, R)

2
.

Отже, S∗m(z0, R) ≤ 2S∗m−1(z
0, R). Зважаючи на (6.5) та (6.6), виводимо

Sm(z0, R) ≤ 2p−N1 S∗m−1(z
0, R) ≤ 2p−N1 pN2 Sm−1(z

0, R). Тодi

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn

[
z0,

R

L(z0)

]}
= Sq(z

0, R) ≤

≤ 2p−N1 pN2 Sq−1(z
0, R) ≤ · · · ≤ (2p−N1 pN2 )qS0(z

0, R) =

= (2p−N1 pN2 )q max

{ |F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
.

Ця нерiвнiсть має наслiдком (6.4) з p0 = (2p−N1 pN2 )q та деяким K0, ‖K0‖ ≤ N =
n0.

Необхiднiсть умови (6.4) доведено.
Тепер доведемо достатнiсть. Виберемо R = 2 = (2, . . . , 2). Тодi знайдеться

n0 ∈ Z+ та p0 > 1 такi, що для кожного z0 ∈ Cn та деякого K0 ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

виконується нерiвнiсть (6.4). Покладемо s0 =
[
n0 ln max{λ2,j(2) : j∈{1,...,n}}+ln p0

ln 2

]
+ 1

i для кожного z0 ∈ Cn та деякого K0 = K0(z0) ∈ Zn+ запишемо формулу Кошi

F (K+S)(z0)

S!
=

1

(2πi)n

∫
Tn
(
z0, 2

L(z0)

) F (K)(z)

(z − z0)S+1
dz.

Звiдси та з (6.4) отримуємо

|F (K+S)(z0)|
S!

≤
(
L(z0)

2

)S
p0|F (K0)(z0)|
(K0)!LK0(z0)

K!LK(z0)(p2(2))n0

для кожного K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0, S ∈ Zn+. З цiєї нерiвностi випливає

|F (K+S)(z0)|
(K + S)!LK+S(z0)

≤ p0(p2(2))n0K!S!

(K + S)!2SK0!LK0(z0)
|f (K0)(z0)| ≤

≤ p0(p2(2))n0

2‖S‖K0!LK0(z0)
|F (K0)(z0)| ≤ |F

(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

для всiх S, ‖S‖ ≥ s0, та кожного K, ‖K‖ ≤ n0.
Позаяк ‖K0‖ ≤ n0, з попередньої нерiвностi для всiх J ∈ Zn+ встановлюємо

|F (J)(z0)|
J !LJ(z0)

≤ max

{|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ s0 + n0

}
,

де s0 та n0 не залежать вiд z0, тобто, функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних i вiн дорiвнює N(F,L) ≤ s0 + n0.

Наслiдок 6.1. Нехай L ∈ Qn та цiла функцiя f має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних з N(F,L) = N <∞. Тодi для кожного R ∈ Rn

+ знайдеться
p = p(R) ≥ 1 таке, що для будь-якого z0 ∈ Cn та деякого K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ N,

max

{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn

[
z0,

R

L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)|. (6.10)
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Доведення. Мiркування з доведення твердження 6.1 означають, що нерiвнiсть
(6.4) справедлива для деякого K0, ‖K0‖ ≤ N = n0. Як i у встановленнi iстин-
ностi нерiвностi (6.6), маємо

p0|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z)

: z ∈ Dn

[
z0,

R

L(z0)

]}
≥

≥max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z0)

: z∈Dn

[
z0,

R

L(z0)

]}
min

{
LK

0

(z0)

LK0(z)
: z∈Dn

[
z0,

R

L(z0)

]}
≥

≥
max

{
|F (K0)(z)| : z ∈ Dn[z0, R

L(z0) ]
}

K0!LK0(z0)(p2(R))N
,

де p2(R) = max{λ2,j(R) : j ∈ {1, . . . , n}}. З отриманої нерiвностi випливає
(6.10) з p = p0(p2(R))N .

6.2.2 Оцiнки максимуму модуля функцiї обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних на кiстяках полiкруга. Для цiлої функцiї F (z)

покладемо M(R, z0, F ) = max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0, R)}. Тодi M(R, z0, F ) =

max{|F (z)| : z ∈ Dn[z0, R]}, тому що максимум модуля для цiлої функцiї в
замкненому полiкрузi досягається на його кiстяку.
Твердження 6.2. Нехай L ∈ Qn. Цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких R′, R′′, 0 < R′ < R′′,
знайдеться номер p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 такий, що для всiх z0 ∈ Cn

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F

)
≤ p1M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
. (6.11)

Доведення. Нехай N(F,L) = N < +∞. Припустимо, що нерiвнiсть (6.11) не
виконується, тобто, знайдуться R′, R′′, 0 < R′ < R′′, такi, що для будь-якого
p∗ ≥ 1 та деякого z0 = z0(p∗)

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F

)
> p∗M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
. (6.12)

За наслiдком 6.1 iснує число p0 = p0(R
′′) ≥ 1 таке, що для кожного z0 ∈ Cn та

деякого K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ N, маємо

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F (K0)

)
≤ p0|F (K0)(z0)|. (6.13)

Покладемо

b1 = p0

(
n∏
j=2

λN2,j(R
′′)

)
(N !)n−1

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′1)j

)(
r′′1r
′′
2 . . . r

′′
n

r′1r
′
2 . . . r

′
n

)N
,

b2 =p0

(
n∏
j=3

λN2,j(R
′′)

)
(N !)n−2

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′2)j

)(
r′′2 . . . r

′′
n

r′2 . . . r
′
n

)N
max

{
1,

1

(r′1)
N

}
,
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. . .

bn−1 = p0λ
N
2,n(R

′)N !

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′n−1)

j

)(
r′′n−1r

′′
n

r′n−1r
′
n

)N
max

{
1,

1

(r′1 . . . r
′
n−2)

N

}
,

bn = p0

(
N∑
j=1

(N − j)!
(r′′n)j

)(
r′′n
r′n

)N
max

{
1,

1

(r′1 . . . r
′
n−1)

N

}
,

p∗ = (N !)np0

(
r′′1r
′′
2 . . . r

′′
n

r′1r
′
2 . . . r

′
n

)N
+

n∑
k=1

bk + 1.

Нехай z0 = z0(p∗) — точка, для якої нерiвнiсть (6.12) виконується та K0

вибране так, що (6.13) правильна i

M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
= |F (z∗)|, M

(
R′′

L(z0)
, z0, F (J)

)
= |F (J)(z∗J)|

для кожного J ∈ Zn+, ‖J‖ ≤ N. Застосуємо нерiвнiсть Кошi

|F (J)(z0)| ≤ J !

(
L(z0)

R′

)J
|F (z∗)| (6.14)

для оцiнки рiзницi

|F (J)(z∗J,1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)− F (J)(z0

1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)| =

=

∣∣∣∣∣
∫ z∗J,1

z0
1

∂‖J‖+1F

∂zj1+1
1 ∂zj22 . . . ∂z

jn
n

(ξ, z∗J,2, . . . , z
∗
J,n)dξ

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj1+1
1 ∂zj22 . . . ∂z

jn
n

(z∗(j1+1,j2,...,jn))

∣∣∣∣∣ r′′1
l1(z0)

. (6.15)

Позаяк (z0
1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n) ∈ Dn[z0, R′′

L(z0) ], для всiх k ∈ {1, . . . , n} |z∗J,k−z0
k| =

r′′k
lk(z0)

та lk(z∗J) ≤ λ2,k(R
′′)lk(z0) за твердженням 6.1 та з огляду на (6.14) при J = K0

отримуємо

|F (J)(z0
1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)| ≤

J !lj11 (z0)
∏n

k=2 l
jk
k (z∗J)

K0!LK0(z0)
p0|F (K0)(z0)| ≤

≤
J !LJ(z0)

∏n
k=2 λ

jk
2,k(R

′′)

K0!LK0(z0)
p0K

0!

(
L(z0)

R′

)K0

|F (z∗)| =

=
p0J !LJ(z0)

∏n
k=2 λ

jk
2,k(R

′′)

(R′)K0 |F (z∗)|. (6.16)

Застосовуючи нерiвностi (6.15) та (6.16), виводимо∣∣∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj1+1
1 ∂zj22 . . . ∂z

jn
n

(z∗(j1+1,j2,...,jn))

∣∣∣∣∣≥ l1(z0)

r′′1

{
|F (J)(z∗j )| − |F (J)(z0

1, z
∗
J,2, . . . , z

∗
J,n)|

}
≥
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≥ l1(z
0
1)

r′′1
|F (J)(z∗j )| −

p0J !L(j1+1,j2,...,jn)(z0)
∏n

k=2 λ
jk
2,k(R

′′)

r′′1(R′)K0 |F (z∗)|.

Тодi

|F (K0)(z∗K0)| ≥ l1(z
0)

r′′1

∣∣∣∣∣ ∂‖K
0‖−1F

∂z
k0

1−1
1 ∂z

k0
2

2 . . . ∂z
k0
n
n

(z∗(k0
1−1,k0

2,...,k
0
n))

∣∣∣∣∣−
−
p0(k

0
1 − 1)!k0

2! . . . k0
n!L

K0

(z0)
∏n

i=2 λ
k0
i

2,i(R
′′)

r′′1(R′)K0 |F (z∗)| ≥

≥ l21(z0)

(r′′1)2

∣∣∣∣∣ ∂‖K
0‖−2f

∂z
k0

1−2
1 ∂z

k0
2

2 . . . ∂z
k0
n
n

(z∗(k0
1−2,k0

2,...,k
0
n))

∣∣∣∣∣−
−
p0(k

0
1 − 2)!k0

2! . . . k0
n!L

K0

(z0)
∏n

i=2 λ
k0
i

2,i(R
′′)

(r′′1)2(R′)K0 |F (z∗)|−

−
p0(k

0
1 − 1)!k0

2! . . . k0
n!L

K0

(z0)
∏n

i=2 λ
k0
i

2,i(r
′′
i )

r′′1(R′)K0 |F (z∗)| ≥

. . .

≥ l
k0

1
1 (z0)

(r′′1)k
0
1

∣∣∣∣∣ ∂‖K
0‖−k0

1f

∂z
k0

2
2 . . . ∂z

k0
n
n

(z∗(0,k0
2,...,k

0
n))

∣∣∣∣∣−
− p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
|F (z∗)| ≥

. . .

≥ l
k0

1
1 (z0)

(r′′1)k
0
1

l
k0

2
2 (z0)

(r′′2)k
0
2

∣∣∣∣∣∂‖K
0‖−k0

1−k0
2f

∂z
k0

3
3 . . . ∂z

k0
n
n

(z∗(0,0,k0
3,...,k

0
n))

∣∣∣∣∣−
−l

k0
1

1 (z0)p0L
(0,k0

2,...,k
0
n)(z0)

(r′′1)k
0
1(R′)K0

(
n∏
i=3

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

3! . . . k0
n!

k0
2∑

i2=1

(k0
2 − j2)!

(r′′2)j2
|F (z∗)|−

− p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
|F (z∗)| ≥

. . .

≥
(
L(z0)

R′′

)
|F (z∗0)| − |F (z∗)|

b∑
i=1

b̃i, (6.17)

де з огляду на нерiвностi λ2,i(R
′′) ≥ 1 та R′′ ≥ R′ маємо

b̃1 =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
=
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=

(
L(z0)

R′′

)K0 (
R′′

R′

)K0

p0

(
n∏
i=2

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

2! . . . k0
n!

k0
1∑

j1=1

(k0
1 − j1)!

(r′′1)j1
≤
(L(z0)

R′′

)K0

b1,

b̃2 =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)

(
n∏
i=3

λ
k0
i

2,i(R
′′)

)
k0

3! . . . k0
n!

(r′′1)k
0
1

k0
2∑

j2=1

(k0
2 − j2)!

(r′′2)j2
≤
(
L(z0)

R′′

)K0

b2,

. . .

b̃n−1 =
p0

(R′)K0

LK
0

(z0)λ
k0
n

2,n(R
′′)k0

n!

(r′′1)k
0
1 . . . (r′′n−2)

k0
n−2

k0
n−1∑

jn−1=1

(k0
n−1 − jn−1)!

(r′′n−1)
jn−1

≤
(L(z0)

R′′

)K0

bn−1,

b̃n =
p0

(R′)K0L
K0

(z0)
1

(r′′1)k
0
1 . . . (r′′n−1)

k0
n−1

k0
n∑

jn=1

(k0
n − jn)!
(r′′n)jn

≤
(
L(z0)

R′′

)K0

bn.

Отже, з (6.17) випливає

|F (K0)(z∗K0)| ≥
(
L(z0)

R′′

)K0

|F (z∗)|
{
|F (z∗0)|
|F (z∗)| −

n∑
j=1

bj

}
.

Але через (6.12) та наш вибiр p∗ дiстаємо
|F (z∗0)|
|F (z∗)| ≥ p∗ >

∑n
j=1 bj. Беручи до уваги

(6.13) та (6.14), отримуємо

|F (K0)(z∗K0)| ≥
(
L(z0)

R′′

)K0

|F (z∗)|
{
p∗ −

n∑
j=1

bj

}
≥
(
L(z0)

R′′

)K0{
p∗ −

n∑
j=1

bj

}
×

×|F
(K0)(z0)|(R′)K0

K0!LK0(z0)
≥
(
r′1 . . . r

′
n

r′′1 . . . r
′′
n

)N{
p∗ −

n∑
j=1

bj

}
|F (K0)(z∗K0)|
p0(n!)n

.

Звiдси висновуємо p∗ ≤ p0

( r′1...r′n
r′′1 ...r

′′
n

)N
(N !)n +

∑n
j=1 bj, але це суперечить вибору

p∗. Необхiднiсть (6.17) доведено.
Зараз доведемо достатнiсть. Нехай z0 ∈ Cn — довiльна точка. Розвинемо

функцiю F у степеневий ряд

F (z) =
∑
K≥0

bK(z − z0)K =
∑

k1,...,kn≥0

bk1,...,kn(z1 − z0
1)k1 . . . (zn − z0

n)
kn, (6.18)

де bK = bk1,...,kn = F (K)(z0)
K! .

Нехай µ(R, z0, F ) = max{|bK |RK : K ≥ 0}— максимальний член ряду (6.18)
та N (R) = (ν0

1(R), . . . , ν0
n(R)) множина iндексiв таких, що

µ(R, z0, F )= |bN (R)|RN (R), ‖N (R)‖=max{‖K‖ : K ≥ 0, |bK |RK = µ(R, z0, F )}.
Тодi з огляду на нерiвнiсть (6.14) отримуємо

µ(R, z0, F ) ≤M(R, z0, F ) ≤
∑
K≥0
|bK |(2R)K2−K ≤ 2nµ(2R, z0, F ),
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lnµ(R, z0, F ) = ln{|bN (R)|(2R)N (R)2−N (R)} ≤ lnµ(2R, z0, F )− ‖N (R)‖ ln 2,

‖N (R)‖ ≤ 1

ln 2
{lnµ(2r, z0, F )− ln(R, z0, F )} ≤

≤ 1

ln 2

{
lnM(2R, z0, F )− lnM

(
R

2
, z0, F

)}
+ n. (6.19)

Нехай N(F,L, z0) — L-iндекс функцiї F за сукупнiстю змiнних у точцi z0. Легко
показати, що

N(F,L, z0) ≤
∥∥∥∥N ( 1

L(z0)
, z0, F

)∥∥∥∥ . (6.20)

Пiдставимо у (6.11) R′′ = 2 та R′ = 1
2 . Тодi M( 2

L(z0) , z
0, F ) ≤ p1M( 1

2L(z0) , z
0, F ).

Використовуючи (6.19), (6.20), отримуємоN(F,L, z0) ≤ n+
ln p1(1

2 ,2)

ln 2 для кожного
z0 ∈ Cn. А це й означає, що F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Використовуючи мiркування з доведення твердження 6.2, можна показати
справедливiсть такого твердження.
Твердження 6.3. Нехай L ∈ Qn. Цiла функцiя F є обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують числа R′, R′′, 0 < R′ < 1 <
R′′, та p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 такi, що для всiх z0 ∈ Cn виконується нерiвнiсть
(6.11).

Зараз послабимо обмеження R′ < 1 < R′′ у достатнiх умовах.
Твердження 6.4. Нехай L ∈ Qn, F : C→ Cn цiла функцiя. Якщо iснують R′,
R′′, 0 < R′ < R′′, та p1 = p1(R

′, R′′) ≥ 1 такi, що для кожного z0 ∈ Cn вико-
нується нерiвнiсть (6.11), то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних.

Доведення. З (6.11) при 0 < R′ < R′′ отримуємо, що

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′′

R′ +R′′
R′ +R′′

2L(z0)

)}
≤

≤ P1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′

R′ +R′′
R′ +R′′

2L(z0)

)}
.

Позначивши L̃(z) = 2L(z)
R′+R′′ , дiстанемо

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′′

(R′ +R′′)L̃(z0)

)}
≤

≤P1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

2R′

(R′ +R′′)L̃(z0)

)}
,

де 0 < 2R′

R′+R′′ < 1 < 2R′′

R′+R′′ . З огляду на твердження 6.3 функцiя F має обме-
жений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних. За лемою 6.4 функцiя F є обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Зазначимо, що твердження 6.4 є новою навiть у випадку L(z) ≡ 1.
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6.2.3 Локальне поводження частинних похiдних цiлої функцiї
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Як уже згадувалося у
вступi до цього роздiлу, у [260, 264] дослiджено цiлi функцiї обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних тiльки для вектор-функцiй L, в яких кожна
компонента залежить лише вiд модуля однiєї змiнної, а саме L(z) = L0(z) :=

(l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) i, тому, L(z) є тотожно сталою на кiстяку кожного полi-
круга з центром у початку координат. Крiм цього вiдзначимо, що, наприклад,
цiла функцiя F (z) = exp{z1 · · · zn} не є цiлою функцiєю обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних для жодної функцiї L = L0, вказаного щойно вигляду.
Хоча є функцiєю обмеженого iндексу за кожною своєю змiнною при фiксованих
iнших, як функцiя вiд однiєї змiнної, а також є функцiєю обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних для деякої функцiї L : Cn → Rn

+.

Вище узагальнено деякi вiдомi критерiї обмеженостi L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних, а також встановлено умови на логарифмiчнi частиннi похiднi за
усiма змiнними та розподiл нулiв цiлої функцiї, якi забезпечують обмеженiсть
L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Вiдповiдне твердження є досить зручним для
дослiджень нескiнченних добуткiв та цiлих розв’язкiв рiвнянь з частинними
похiдними або їхнiх систем.

Поряд з розширенням кола аналогiв критерiїв обмеженостi L-iндексу за су-
купнiстю змiнних у цьому пiдроздiлi нами отриманi новi твердження, якi мiстя-
ться в теоремi 6.1 та твердженнi 6.12 i є новими навiть у випадку L ≡ (1, . . . , 1)

(див. [77,79,146,167,168,188]). Натомiсть лема 6.4, твердження 6.5, теорема 6.6
є узагальненнями тверджень, отриманих в [264] для випадку L(z) = L0(z) =

(l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)).
У пiдроздiлi 6.2.1 отримано наслiдок 6.1, який є узагальненням вiдповiдного

твердження, отриманого в [264]. Нi в [264] для L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)), нi
вище для L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), z ∈ Cn, не встановлено достатнiсть умови
(6.10). Водночас наразi не вiдомо прикладу, який би показував, що цiєї умови не
досить для обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Натомiсть нам вда-
лося довести твердження з умовами, подiбними до (6.10), що накладаються на
частиннi похiднi по кожнiй змiннiй та є достатнiми для обмеженостi L-iндексу
за сукупнiстю змiнних.
Теорема 6.1. Нехай L ∈ Qn. Якщо ∀R > 0 ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Cn

∀j ∈ {1, . . . , n} ∃K0
j = (0, . . . , 0, k0

j︸︷︷︸
j-те мiсце

, 0, . . . , 0) таке, що k0
j ≤ n0 та

∀j ∈ {1, . . . , n} : max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p · |F (K0

j )(z0)|,
(6.21)

то цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
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Доведення. Для довiльних z0 ∈ Cn, K0
j ∈ Zn+ i S ∈ Zn+ запишемо iнтегральну

формулу Кошi у такому виглядi

F (K0
j+S)(z0)

S!
=

1

(2πi)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

F (Kj)(z)

(z − z0)S+1
dz.

Звiдси, використовуючи (6.21), для k0
j ≤ n0 виводимо

|F (K0
j+S)(z0)|
S!

≤ 1

(2π)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

|F (K0
j )(z)|

|(z − z0)S+1||dz| ≤

≤ 1

(2π)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Tn

(
z0, R/L(z0)

)
}L

S(z0)

RS+1
|dz| =

= max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Tn

(
z0, R/L(z0)

)
}L

S(z0)

RS
≤ pLS(z0)

RS
|F (K0

j )(z0)|. (6.22)

Вiзьмемо R > 1. Позначимо r̂ = min{rj : j ∈ {1, . . . , n}}. Виберемо S таке,
що ‖S‖ ≥ s0, де p

r̂s0 ≤ 1. Тодi з (6.22) випливає, що для всiх j ∈ {1, . . . , n} та
k0
j ≤ n0

|F (K0
j+S)(z0)|

LS(z0)(K0
j + S)!

≤ p

r̂s1+s2

S!K0
j !

(K0
j + S)!

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
≤ |F

(K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
.

Отже, N(F,L) ≤ n0 + s0.

Зауваження 6.3. Зазначимо, що умова (6.21) гарантує обмеженiсть lj-iндексу
за напрямком 1j (див. теорему XI у пiдроздiлi 5.4).

Позначимо L̃(z) = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)). Запис L � L̃ означає, що iснують θ1 ∈
R+, θ2 ∈ R+ такi, що ∀z ∈ Cn θ1l̃j(z) ≤ lj(z) ≤ θ2l̃j(z).

Лема 6.4. Нехай L ∈ Qn та L � L̃. Цiла функцiя F : Cn → C має обмежений
L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли вона має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Легко довести, що при L ∈ Qn та L � L̃ L̃ ∈ Qn.
Нехай N(F, L̃) < +∞. Тодi за твердженням 6.1 для кожного R̃ > 0 знайду-

ться p̃ ≥ 1 та ñ0 ∈ Z+ такi, що для кожного z0 ∈ Cn та деякого K0, ‖K0‖ ≤ ñ0,

нерiвнiсть (6.4) виконується з L̃ та R̃ замiсть L та R. Звiдси

p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
p̃

K0!

θ
‖K0‖
2 |F (K0)(z0)|
θ
‖K0‖
2 LK0(z0)

≥ p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
θ
‖K0‖
2 L̃K0(z0)

≥

≥ 1

θ
‖K0‖
2

max

{
|F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Dn
[
z0, R̃/L̃(z)

]}
≥

≥ 1

θ
‖K0‖
2

max

{
θ
‖K‖
1 |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Dn
[
z0, R̃/L̃(z)

]}
≥
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≥
min

0≤‖K‖≤n0

{θ‖K‖1 }

θ
‖K0‖
2

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z∈Dn
[
z0, R̃/L̃(z)

]}
.

З огляду на твердження 6.1 робимо висновок, що функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Твердження 6.5. Нехай L ∈ Qn. Цiла функцiя F : Cn → C має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують R > 0,
n0 ∈ Z+, p0 > 1 такi, що для кожного z0 ∈ D2(z0, R) та деякого K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0 виконується (6.4).

Доведення. Необхiднiсть випливає з необхiдностi у твердженнi6.1. Займемося
доведенням достатностi. З доведення достатностi у твердженнi 6.1 при R =
(2, . . . , 2) (а, отже, й для R > (2, . . . , 2)) випливає, що N(F,L) < +∞. Нехай
L∗ = R0

R L(z), R0 = (2, . . . , 2). У загальному випадку з виконання (6.4) для F та
L з R < (2, . . . , 2) маємо

min
‖K‖≤n0

(
R0

R

)K
max

{ |F (K)(z)|
K!(L∗(z))K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R0/L

∗(z0)
]}
≤

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z∈Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤

≤ p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
2‖K

0‖p0

RK0K0!

|F (K0)(z)|
(L∗(z0))K0 <

p0|F (K0)(z)|
K0!(L∗(z0))K0 max

‖K‖≤n0

2n0

RK
.

тобто, (6.4) виконується для F, L∗ та R < R0. За твердженням 6.1 функцiя F (z)
є обмеженого L∗-iндексу за сукупнiстю змiнних. Тому за лемою 6.4 функцiя F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

6.2.4 Деяка властивiсть степеневого розвинення цiлої функцiї
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. В [264] наведено без до-
ведення критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, в якому накла-
даються умови на поводження коефiцiєнтiв розвинення у степеневий ряд цiлої
функцiї на кiстяку полiкруга. Його доведення можна знайти в [261]. Вiдповiд-
не твердження було новим навiть для n = 1. Тут перенесемо цю теорему на
випадок L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де z ∈ Cn.

Нехай z0 ∈ Cn. Розвинемо цiлу в Cn функцiю F у степеневий ряд, записаний
у дiагональнiй формi

F (z) =
∞∑
k=0

pk((z − z0)) =
∞∑
k=0

∑
‖J‖=k

bJ(z − z0)J , (6.23)

де pk — однорiднi многочлени k-го степеня, bJ = F (J)(z0)
J ! . Многочлен pk0

, k0 ∈ Z+,

називається головним у степеневому розвиненнi (6.23) на Tn(z0, R), якщо для
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кожного z ∈ Tn(z0, R) виконується така нерiвнiсть

|
∑
k 6=k0

pk(z − z0)| ≤ 1

2
max{|bJ |RJ : ‖J‖ = k0}.

Твердження 6.6. Нехай L ∈ Qn. Цiла функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснує p ∈ Z+ таке, що для
усiх d > 0 знайдеться η(d) ∈ (0; d), що для будь-якого z0 ∈ Cn та деяких
r = r(d, z0) ∈ (η(d), d), k0 = k0(d, z0) ≤ p многочлен pk0 є головним у рядi
(6.23) на Tn(z0, r1

L(z0)).

Доведення. Нехай F є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних
та N = N(F,L) < +∞, а n0 — це L-iндекс за сукупнiстю змiнних у точцi
z0 ∈ Cn, тобто, це найменше число, для якого нерiвнiсть (6.1) виконується у
точцi z0.

Тодi для кожної точки z0 ∈ Cn n0 ≤ N . Покладемо a∗J = |bJ |
LJ(z0) =

|F (J)(z0)|
J !LJ(z0) , ak = max{a∗J : ‖J‖ = k}, c = 2{(N +n+ 1)!(n+ 1)! + (N + 1)CN

n+N−1}.
Нехай d — довiльне число. Покладемо rm = d

(d+1)cm для m ∈ Z+ та позначимо
µm = max{akrkm : k ∈ Z+}, sm = min{k : akr

k
m = µm}.

Оскiльки при фiксованому z0 ∈ Cn a∗K ≤ max{a∗J : ‖J‖ ≤ n0} для усiх
K ∈ Zn+, то ak ≤ an0

для всiх k ∈ Z+. Звiдси для усiх k > n0, беручи до уваги
нерiвнiсть r0 < 1, маємо akrk0 < an0

rn0
0 , тому s0 ≤ n0. Водночас crm = rm−1, а,

отже, для усiх k > sm−1 (у нас rm−1 < 1) отримуємо

asm−1
rsm−1
m = asm−1

r
sm−1

m−1 c
−sm−1 ≥ akr

k
m−1c

−sm−1 = akr
k
mc

k−sm−1 ≥ cakr
k
m. (6.24)

З цiєї нерiвностi випливає, що sm ≤ sm−1 для всiхm ∈ N. Тому, можна записати

µ0 = max{akrk0 : k ≤ n0}, µm = max{akrkm : k ≤ sm−1}, m ∈ N

Введемо додатковi позначення при m ∈ N

µ∗0 = max
{
akr

k
0 : s0 6= k ≤ n0

}
, s∗0 = min{k : k 6= s0, akr

k
0 = µ∗0},

µ∗m = max{akrkm : sm 6= k ≤ sm−1}, s∗m = min{k : k 6= sm, akr
k
m = µ∗m},

i покажемо, що iснує число m0 ∈ Z+ таке, що
µ∗m0

µm0

≤ 1

c
. (6.25)

Вiд супротивного, припустимо, що для усiх m ∈ Z+ виконується нерiвнiсть
µ∗m
µm

>
1

c
. (6.26)

Якщо s∗m < sm, то спершу

as∗mr
s∗m
m+1 =

as∗mr
s∗m
m

cs∗m
=
µ∗m
cs∗m

>
µm
cs∗m+1

=
asmr

sm
m

cs∗m+1
=
asmr

sm
m+1

cs∗m+1−sm ≥ asmr
sm
m+1.
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Крiм того, для усiх k > s∗m, k 6= sm, (iнакше кажучи, k − 1 ≥ s∗m) подiбним
чином виводимо, що

as∗mr
s∗m
m+1 =

as∗mr
s∗m
m

cs∗m
≥ akr

k
m

cs∗m
≥ akr

k
m

ck−1
= cakr

k
m+1,

тобто, as∗mr
s∗m
m+1 > akr

k
m+1 для усiх k > s∗m, а тому

sm+1 ≤ s∗m ≤ sm − 1. (6.27)
Якщо sm < s∗m ≤ sm−1, то можливою є рiвнiсть sm+1 = sm. Справдi за визна-
ченням sm+1 ≤ sm, тому вказана рiвнiсть вiрогiдна. Але якщо рiвностi нема, то
sm+1 < sm, тодi, sm+1 ≤ sm − 1 (це натуральнi числа!). Вiдтак отримали (6.27).

Отже, з нерiвностей s∗m+1 ≤ sm та s∗m 6= sm+1 випливає, що s∗m+1 < sm+1.
Тому, як доведено вище, замiсть (6.27) маємо нерiвнiсть sm+2 ≤ s∗m+1 ≤ sm+1 −
1 = sm − 1.

Отже, якщо для усiх m ∈ Z+ виконується (6.26), то для кожного m ∈ Z+

справджується одна з нерiвностей sm+2 ≤ sm+1 ≤ sm − 1 або sm+2 ≤ sm − 1,
тобто, sm+2 ≤ sm − 1. З останнього випливає, що
sm≤sm−2 − 1 ≤ . . . ≤ sm−2[m/2] − [m/2] ≤ s0 − [m/2] ≤ n0 − [m/2] ≤ N − [m/2].

Iнакше кажучи, sm < 0, при m > 2N + 1, що неможливо. Звiдси, iснує m0,
для якого виконується (6.25), причому як видно з наведених вище мiркувань
m0 ≤ 2N + 1.

Вiзьмемо r = rm0
, η(d) = d

(d+1)c2(N+1) , p = N та k0 = sm0
. Тодi для ‖J‖ 6= k0 =

sm0
на Tn(z0, R

L(z0)), з врахуванням (6.24) та (6.25), отримуємо

|bJ ||z − z0|J = a∗Jr
‖J‖ ≤ a‖J‖r

‖J‖ ≤ 1

c
asm0

r
sm0
m0 =

1

c
ak0
rk0,

тому на Tn(z0, R
L(z0)) отримуємо∣∣∣∣∣∣
∑
‖J‖6=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
‖J‖6=k0

a∗jr
‖J‖ ≤

∞∑
k=0,
k 6=k0

akC
k
n+k−1r

k =

=

sm0−1∑
k=0,
k 6=sm0

akC
k
n+k−1r

k +
∞∑

k=sm0−1+1

akC
k
n+k−1r

k. (6.28)

Беручи до уваги (6.27), встановлюємо таку оцiнку для першої суми
sm0−1∑
k=0,
k 6=sm0

akC
k
n+k−1r

k ≤ ak0
rk0

c

N∑
k=0

Ck
n+k−1 ≤

ak0
rk0

c
(N + 1)CN

n+N−1. (6.29)

Для усiх k ≥ sm0−1 + 1 виконується akrkm0−1 ≤ µm0−1, а тому akrkm0
=

akr
k
m0−1

ck
≤

µm0−1

ck
. З огляду на (6.25), отримуємо

∞∑
k=sm0−1+1

akC
k
n+k−1r

k ≤ µm0−1

∞∑
k=sm0−1+1

Ck
n+k−1

1

ck
≤
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≤ asm0−1
r
sm0−1
m0 csm0−1

∑
k=sm0−1+1

(k + 1)(k + 2) . . . (k + n)
1

ck
≤

≤
asm0

rsm0

c
csm0−1

( ∞∑
k=sm0−1+1

xk+n

)(n)
∣∣∣∣∣
x=1

c

=
ak0
rk0

c
csm0−1

{
xsm0−1+n+1

1−x

}(n)
∣∣∣∣∣
x=1

c

=

=
ak0
rk0

c
csm0−1

n∑
j=0

Cj
n(n− j)!(sm0−1 + n+ 1) . . . (sm0−1 + n− j + 2)×

× xsm0−1+1+n−j

(1− x)n−j+1

∣∣∣∣
x= 1

c

≤ ak0
rk0

c
csm0

−1n!(N + n+ 1)!
n∑
j=0

(1/c)sm0−1+1+n−j

(1− 1/c)n−j+1
=

= n!(N + n+ 1)!
ak0
rk0

c

n∑
j=0

1

(c− 1)n−j+1
≤ (n+ 1)!(N + n+ 1)!

ak0
rk0

c
,

бо c ≥ 2. З нерiвностей (6.28), (6.29), (3.49) випливає, що∣∣∣∣∣∣
∑
‖J‖6=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣≤ ((N+1)CN
n+N−1 + (n+ 1)!(N + n+ 1)!)ak0

rk0

c
≤ 1

2
ak0
rk0,

тобто, многочлен Pk0
є головним у рядi (6.23) на кiстяку Tn(z0, r1

L(|z0|)). Необхi-
днiсть доведена.

Перейдемо до доведення достатностi. Нехай iснують числа p ∈ Z+ та η ∈
(0; d) такi, що для кожного z0 ∈ Cn та d = 1 i деяких r = r(1, z0) ∈ (η; 1), k0 =
k0(1, z

0) ≤ p многочлен Pk0
є головним у рядi (6.23) на кiстяку Tn(z0, r1

L(|z0|)).
Тодi на цьому кiстяку∣∣∣∣∣∣

∑
‖J‖6=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣f(z)−
∑
‖J‖=k0

bJ(z − z0)J

∣∣∣∣∣∣ ≤ ak0
rk0

2
.

Звiдси за нерiвнiстю Кошi маємо |bJ(z− z0)J | = a∗jr
‖J‖ ≤ ak0

rk0

2 для усiх J ∈ Zn+,
‖J‖ 6= k0, тобто, для усiх k 6= k0

akr
k ≤ ak0

rk0

2
. (6.30)

Припустимо, що F не є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них. Тодi за теоремою 6.6 для усiх p1 ∈ Z+ та c ≥ 1 при деякому z0 ∈ Cn

справджується нерiвнiсть

max

{|F (J)(z0)|
LJ(z0)

: ‖J‖ = p1 + 1

}
> cmax

{|F (K)(z0)|
LK(z0)

: ‖K‖ ≤ p1

}
.

Вiзьмемо тут p1 = p та c =
(

(p+1)!
ηp+1

)n
. Вiдтак для вiдповiдного z0(p1, c) дiстаємо

max

{ |F (J)(z0)|
J !LJ(|z0|) : ‖J‖ = p+ 1

}
>

1

ηp+1
max{ |F

(K)(z0)|
K!LK(|z0|) : ‖K‖ ≤ p}.
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Iншими словами, ap+1 >
ak0

ηp+1 , i звiдсiля ap+1r
p+1 >

ak0
rp+1

ηp+1 ≥ ak0
rk0. Остання

нерiвнiсть суперечить (6.30). Остаточно, F є функцiєю обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних.

6.2.5 Вичерпування кулями. Основний метод дослiдження цiлих
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних полягає у використаннi
iнтегральної формули Кошi та вичерпання Cn через полiкруги та їхнi кiстяки.
Це досить гнучко та зручно. Такий метод допомiг встановити критерiї обмеже-
ностi L-iндексу за сукупнiстю змiнних, якi описують локальне поводження в
полiкрузi частинних похiдних та максимуму модуля цiлої функцiї в попереднiх
пiдроздiлах.

Крiм полiкруга, важливим геометричним об’єктом в Cn є куля. Зрозумiло,
що Cn також можна вичерпувати кулями. У зв’язку з цим варто згадати мо-
нографiї [186, 245] про простори голоморфних функцiй в одиничнiй кулi з Cn :

простори Бергмана, Гардi, Бєсова, Лiпшиця, Блоха, тощо. Автори цих книг
вибрали кулю як об’єкт дослiдження, тому що бiльшiсть результатiв можна
вивести, використовуючи безпосереднi формули без вельми складних та заплу-
таних розрахункiв. З огляду на це виникає таке питання: Якими є властивостi
цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних у кулi та на її
топологiчнiй межi — сферi? Саме цiєю проблемою займемося нижче.

Вiдкриту кулю {z ∈ Cn : |z−z0| < r} позначаємо через Bn(z0, r), її межею є
сфера Sn(z0, r) = {z ∈ Cn : |z−z0| = r}, замкнену кулю {z ∈ Cn : |z−z0| ≤ r}
— через Bn[z0, r], Bn = Bn(0, 1), D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Позначимо `(z) = min1≤j≤n lj(z), L(z) = max1≤j≤n lj(z). Очевидно, що
`(z) ≤ L(z).

Через Qn
B позначимо клас додатних неперервних функцiй L, якi задоволь-

няють умову:

(∀r > 0, j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(r) ≤ λ2,j(r) <∞, (6.31)

де

λ1,j(r) = inf
z0∈Cn

inf

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]}
, (6.32)

λ2,j(r) = sup
z0∈Cn

sup

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]}
,

Λ1(r) = (λ1,1(r), . . . , λ1,n(r)), Λ2(r) = (λ2,1(r), . . . , λ2,n(r)).

Не складно перевiрити, що клас Qn
B можна визначити так:

∀j ∈ {1, . . . , n} sup
z,w∈Cn

{
lj(z)

lj(w)
: |z − w| ≤ η

min{`(z), `(w)}

}
<∞, (6.33)
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тобто, умови (6.31) та (6.33) рiвносильнi. До того ж, Qn
B ⊂ Qn.

Також пригодиться така формула.
Лема 6.5 ( [245, лема 1.11]). Припустимо, що m = (m1, . . . ,mn) — мульти-
iндекс невiд’ємних цiлих чисел. Тодi∫

Sn
|ξm|2dσ(ξ) =

(n− 1)!m!

(n− 1 + ‖m‖)! =
Γ(n)

∏n
j=1 Γ(mj + 1)

Γ(n+ ‖m‖) .

Використовуючи iдею доведення леми 6.5 та означення гамма-функцiї, мо-
жна переконатися у правильностi загальнiшої формули

для будь-якого m ∈ Zn+
∫
Sn
|ξm|dσ(ξ) =

Γ(n)
∏n

j=1 Γ(mj/2 + 1)

Γ(n+ ‖m‖/2)
. (6.34)

Справдi, ми можемо ототожнити Cn з R2n через дiйсну та уявну частини
комплексних чисел. Нехай dV — звичайна лебегова мiра на Cn, dv — нормована
об’ємна мiра на Bn, для якої v(Bn) = 1, а cn — об’єм кулi Bn через евклiдову
норму, тобто, cndv = dV.

Для обчислення iнтеграла I =
∫
Cn |zm|e−|z|

2

dV (z) скористаємося двома ме-
тодами. Спершу теорема Фубiнi та пiдстановка{

x =
√
r cosϕ,

y =
√
r sinϕ,

r ∈ [0,∞), ϕ ∈ [0, 2π]

дають

I =
n∏
k=1

∫
R2

(x2 + y2)mk/2e−(x2+y2)dxdy = πn
n∏
k=1

∫ ∞
0

rmk/2e−rdr =

= πn
n∏
j=1

Γ(mj/2 + 1).

З iншої сторони, iнтегрування в сферичних координатах приводить до такого

I = 2ncn

∫ ∞
0

r2n−1+‖m‖e−r
2

dr

∫
Sn
|ξm|dσ(ξ) =

= ncn

∫ ∞
0

tn−1+‖m‖/2e−tdt

∫
Sn
|ξm|dσ(ξ) = ncnΓ(n+ ‖m‖/2)

∫
Sn
|ξm|dσ(ξ).

Прирiвнюючи обидва вирази, отримуємо∫
Sn
|ξm|dσ(ξ) =

πn
∏n

j=1 Γ(mj/2 + 1)

ncnΓ(n+ ‖m‖/2)
. (6.35)

Покладемо m = 0 = (0, . . . , 0). Тодi 1 = πn

ncn(n−1)! , тобто, cn = πn

n! . Пiдставля-
ючи cn у (6.35), пересвiдчуємося у правильностi формули (6.34).
Теорема 6.2. Нехай L ∈ Qn

B. Для того, щоб цiла в Cn функцiя F мала обме-
жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних необхiдно, щоб для кожного r > 0
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знайшлися n0 ∈ Z+, p0 > 0 такi, що для кожного z0 ∈ Cn iснує K0 ∈ Zn+,
‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

(6.36)

i достатньо, щоб для кожного r > 0 iснувало n0 ∈ Z+, p0 > 0 таке, що для
всiх z0 ∈ Cn знайдеться K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, для якого

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (6.37)

Доведення. Нехай F — функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних з
N = N(F,L) <∞. Для кожного r > 0 покладемо

q = q(r) = [2(N + 1)r
√
n

n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N+1] + 1

де [x] — цiла частина дiйсного числа x. Для p ∈ {0, . . . , q} та z0 ∈ Cn позначимо

Sp(z
0, r) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn
[
z0,

pr

qL(z0)

]}
,

S∗p(z
0, r) = max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn
[
z0,

pr

qL(z0)

]}
.

Використовуючи (6.32) та Bn
[
z0, pr

q`(z0)

]
⊂ Bn

[
z0, r

L(z0)

]
, маємо

Sp(z
0, r) =max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

LK(z0)

LK(z0)
: ‖K‖ ≤N, z ∈Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤

≤ S∗p(z
0, r) max

{
n∏
j=1

lNj (z0)

lNj (z)
: z ∈ Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤

≤ S∗p(z
0, r)

n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N .

а, застосовуючи (3.6), отримуємо

S∗p(z
0, r) = max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

LK(z)

LK(z0)
: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤

≤max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

(Λ2(r))
K : ‖K‖ ≤N, z ∈ Bn

[
z0,

pr

qL(z0)

]}
≤

≤ Sp(z
0, r)

n∏
j=1

(λ2,j(r))
N . (6.38)

Нехай K(p) з ‖K(p)‖ ≤ N та z(p) ∈ Bn
[
z0, pr

qL(z0)

]
будуть такими, що

S∗p(z
0, r) =

|F (K(p))(z(p))|
K(p)!LK(p)(z0)

(6.39)
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За принципом максимуму модуля z(p) ∈ Sn(z0, pr
qL(z0)), тому z

(p) 6= z0. Виберемо

z̃
(p)
j = z0

j + p−1
p (z

(p)
j − z0

j ), j ∈ {1, . . . , n} Тодi дiстаємо

|z̃(p) − z0| = p− 1

p
|z(p) − z0| = p− 1

p

pr

qL(z0)
, (6.40)

|z̃(p) − z(p)| = |z0 +
p− 1

p
(z(p) − z0)− z(p)| = 1

p
|z0 − z(p)| = r

qL(z0)
. (6.41)

З рiвностi (6.40) випливає z̃(p) ∈ Bn
[
z0, (p−1)r

qL(z0)

]
та

S∗p−1(z
0, r) ≥ |F

(K(p))(z̃(p))|
K(p)!LK(p)(z0)

,

а з (6.39) випливає

0 ≤ S∗p(z
0, r)− S∗p−1(z

0, r) ≤ |F
(K(p))(z(p))| − |F (K(p))(z̃(p))|

K(p)!LK(p)(z0)
=

=
1

K(p)!LK(p)(z0)

∫ 1

0

d

dt
|F (K(p))(z̃(p) + t(z(p) − z̃(p)))|dt ≤

≤ 1

K(p)!LK(p)(z0)

∫ 1

0

n∑
j=1

|z(p)
j − z̃

(p)
j ||FK(p)+1j(z̃(p) + t(z(p) − z̃(p)))|dt =

=
1

K(p)!LK(p)(z0)

n∑
j=1

|z(p)
j − z̃

(p)
j ||FK(p)+1j(z̃(p) + t∗(z(p) − z̃(p)))|, (6.42)

де 0 ≤ t∗ ≤ 1, z̃(p)+t∗(z(p)−z̃(p)) ∈ Bn(z0, pr
qL(z0)). Для z ∈ Bn(z0, pr

qL(z0)) та J ∈ Zn+,
‖J‖ ≤ N + 1 маємо

|F (J)(z)|LJ(z)

J !LJ(z0)LJ(z)
≤ (Λ2(r))

J max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−N max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−NS∗p(z
0, r).

Водночас з (6.42) та (6.41) виводимо

0 ≤ S∗p(z
0, r)− S∗p−1(z

0, r) ≤

≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−NS∗p(z
0, r)

n∑
j=1

(k
(p)
j + 1)lj(z

0)|z(p)
j − z̃

(p)
j | =

=
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−NS∗p(z
0, r)(N + 1)

n∑
j=1

lj(z
0)|z(p)

j − z̃
(p)
j | ≤
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≤
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−N(N + 1)S∗p(z
0, R)
√
nL(z0)|z(p) − z̃(p)| =

=
n∏
j=1

(λ2,j(r))
N+1(λ1,j(r))

−N√n(N + 1)r

q(r)
S∗p(z

0, R) ≤ 1

2
S∗p(z

0, R).

Ця нерiвнiсть означає, що S∗p(z0, r) ≤ 2S∗p−1(z
0, r), а тодi з врахуванням нерiв-

ностей (6.38) та (6.39) маємо

Sp(z
0, r) ≤ 2

n∏
j=1

(λ1,j(r))
−NS∗p−1(z

0, r) ≤ 2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

NSp−1(z
0, r).

Тому

max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Bn
[
z0,

pr

qL(z0)

]}
= Sq(z

0, r) ≤

≤ 2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

NSq−1(z
0, r) ≤ . . . ≤

≤ (2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N)qS0(z
0, r) =

= (2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N)q max

{|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ N

}
. (6.43)

З нерiвностi (6.43) одержуємо нерiвнiсть (6.36) при p0 =

(2
n∏
j=1

(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N)q та деякому K0, ‖K0‖ ≤ N . Необхiднiсть умо-

ви (6.36) доведено.
Доведемо достатнiсть. Припустимо, що для кожного r > 0 iснує n0 ∈ Z+,

p0 > 1 таке, що для всiх z0 ∈ Cn та деякого K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, виконується
нерiвнiсть (6.37).

Запишемо iнтегральну формулу Кошi для кулi (див. [245, с. 109] або [186,
c. 349]) в такому виглядi ∀z0 ∈ Cn ∀K ∈ Zn+ ∀S ∈ Zn+ ∀z ∈ Bn(z0, r/`(z0))

F (K+S)(z)=
(n+‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

|ξ − z0|(ξ − z0)SF (K)(ξ)

(|ξ − z0|2 − 〈z − z0, ξ − z0〉)n+‖S‖dσ(ξ),

де dσ(ξ) — нормована поверхнева мiра на Sn, тобто, σ(Sn(0, 1)) = 1. Покладемо
z = z0 :

F (K+S)(z0) =
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

(ξ − z0)SF (K)(ξ)

|ξ − z0|2(n+‖S‖)−1
dσ(ξ) (6.44)

Застосовуючи (6.37) та (6.34), маємо

|F (K+S)(z0)| ≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S||F (K)(ξ)|
|ξ − z0|2(n+‖S‖)−1

dσ(ξ) ≤



253

≤
(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S||F (K)(ξ)|K!LK(ξ)

K!LK(ξ)
dσ(ξ) ≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S||F (K0)(z0)|K!LK(z)

K0!LK0(z0)
dσ(ξ) ≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

|F (K0)(z0)|K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|dσ(ξ) ≤

≤ p0

(
`(z0)

r

)‖S‖
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

|F (K0)(z0)|K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)
×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|
(r/`(z0))‖S‖

dσ

(
ξ − z0

r/`(z0)

)
≤ p0

(
`(z0)

r

)‖S‖
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!
×

×
|F (K0)(z0)|K!

∏n
j=1 λ

n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)

∫
Sn(0,1)

|ξS|dσ(ξ) =

= p0

(
`(z0)

r

)‖S‖
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

|F (K0)(z0)|K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)L
K(z0)

K0!LK0(z0)
×

×
Γ(n)

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
(6.45)

Звiдси випливає

|F (K+S)(z0)|
(K + S)!LK+S(z0)

≤ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
×

×p0

(
`(z0)

r

)‖S‖ K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)LS(z0)
≤

≤ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
p0

K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
. (6.46)

Вiзьмемо r > 1. Позаяк ‖K‖ ≤ n0, величина p0K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(R) не залежить вiд
S. Тодi iснує n1 таке, що

p0K!
∏n

j=1 λ
n0

2,j(r)

r‖S‖
≤ 1 для всiх ‖S‖ ≥ n1. (6.47)

Асимптотичне поводження виразу (n+‖S‖−1)!
∏n
j=1 Γ(sj/2+1)

(K+S)!Γ(n+‖S‖/2)r‖S‖ є значно складнi-
шим при ‖S‖ → +∞. Використовуючи формулу Стiрлiнга Γ(m + 1) =
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√
2πm

(
m
e

)m
(1 + θ

12m), де θ = θ(m) ∈ [0, 1], отримуємо

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
≤

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

S!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖

=

√
2π(n+ ‖S‖ − 1)(n+‖S‖−1

e )n+‖S‖−1
∏n

j=1

√
2πsj/2(

sj
2e)

sj/2∏n
j=1

√
2πsj(

sj
e )sj

√
2π(n+ ‖S‖/2− 1)(n+‖S‖/2−1

e )n+‖S‖/2−1r‖S‖
×

×
(1 + θ(n+‖S‖−1)

12(n+‖S‖−1))
∏n

j=1(1 +
θ(sj/2)
12sj/2

)

(1 + θ(n+‖S‖/2)
12(n+‖S‖/2))

∏n
j=1(1 +

θ(sj)
12sj

)
.

Позначивши

Θ(S) =
(1 + θ(n+‖S‖−1)

12(n+‖S‖−1))
∏n

j=1(1 +
θ(sj/2)
12sj/2

)

(1 + θ(n+‖S‖/2)
12(n+‖S‖/2))

∏n
j=1(1 +

θ(sj)
12sj

)

та спростивши попередню нерiвнiсть, встановимо
(n+ ‖S‖ − 1)!

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
≤ Θ(S)

2(1−n)/2e−‖S‖/2

r‖S‖
×

×
(

n− 1 + ‖S‖
n− 1 + ‖S‖/2

)n−1+‖S‖/2
· (n− 1 + ‖S‖)‖S‖/2

n∏
j=1

(
e

2sj
)sj/2 ≤

≤ Θ(S)
2(n−1+‖S‖)/2e−‖S‖/2

r‖S‖
(n− 1 + ‖S‖)‖S‖/2

n∏
j=1

(
e

2sj
)sj/2 =

= Θ(S)
2(n−1)/2

r‖S‖

(
1 +

n− 1

‖S‖

) ‖S‖
n−1 ·n−1

2

· ‖S‖‖S‖/2
n∏
j=1

1

s
sj/2
j

≤

≤ Θ(S)(2e)(n−1)/2

(
1

r

n∏
j=1

(‖S‖
sj

) sj
2‖S‖
)‖S‖

при sj →∞. (6.48)

Позначимо xj = ‖S‖
sj
∈ (1,+∞), x = (x1, . . . , xn). Очевидно, що Θ(S) → 1

при sj →∞, j ∈ {1, . . . , n}. Нескладне дослiдження на умовний екстремум дає

max
{
H(x) : за умови

n∑
j=1

1

xj
= 1, xj ∈ (1,+∞)

}
≤ √n,

де H(x) :=
∏n

j=1 x
1/(2xj)
j .

Виберемо r ≥ √n. Для цього r маємо 1
r

∏n
j=1

(
‖S‖
sj

) sj
2‖S‖ ≤ 1. З огляду на

(6.48) робимо висновок, що iснує n2, для якого

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

(K + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)r‖S‖
≤ 1 (6.49)

для всiх ‖S‖ ≥ n2.
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Асимптотичне поводження правої частини (6.46) в решти випадках S може
бути дослiджено подiбним способом. Беручи до уваги (6.46), (6.47) та (6.49)
маємо, що для всiх ‖S‖ ≥ n1 + n2

|F (K+S)(z0)|
(K + S)!LS+K(z0)

≤ |F
(K0)(z0)|

K0!LK0(z0)
.

Це означає, що для кожного J ∈ Zn+
|F (J)(z0)|
J !LJ(z0)

≤ max

{|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤ n0 + n1 + n2

}
де n0, n1, n2 — незалежнi вiд z0. Тому функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних з N(F,L) ≤ n0 + n1 + n2.

Якщо ми накладемо додаткове обмеження на функцiю L, то з теореми 6.2
випливає такий критерiй.
Твердження 6.7. Нехай L ∈ Qn

B буде така, що supz∈Cn
L(z)
`(z) = C <∞, `(z) =

min1≤j≤n lj(z), L(z) = max1≤j≤n lj(z). Цiла функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли для кожного r > 0 iснує n0 ∈
Z+, p0 > 0 такi, що для кожного z0 ∈ Cn знайдеться K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0,
для якого виконується нерiвнiсть (6.37).

Доведення. Достатнiсть доведено в теоремi 6.2. Для необхiдностi виберемо q =
q(R) = [2(N+1)Cr

√
n
∏n

j=1(λ1,j(r))
−N(λ2,j(r))

N+1]+1 та замiнимо L(z0) на `(z0)
в доведеннi теореми 6.2. Iнших змiн не потрiбно робити.

Твердження 6.8. Нехай L ∈ Qn
B. Для того, щоб цiла функцiя F була обме-

женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно, щоб (∀r > 0) ∃n0 ∈ Z+

∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Cn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, та

max
{
|F (K0)(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/L(z0)

]}
≤ p|F (K0)(z0)| (6.50)

i досить, щоб (∀r > 0) ∃n0 ∈ Z+ ∃p ≥ 1 ∀z0 ∈ Cn ∀j ∈ {1, . . . , n} ∃K0
j =

(0, . . . , 0, k0
j︸︷︷︸

j−те мiсце

, 0, . . . , 0) для якого k0
j ≤ n0 та

max
{
|F (K0

j )(z)| : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
≤ p|F (K0

j )(z0)| ∀j ∈ {1, . . . , n}, (6.51)

Доведення. З доведення теореми 6.2 видно, що нерiвнiсть (6.36) правильна для
деякого K0. Тодi ми маємо

p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥ max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z)

: z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
=

= max

{
|F (K0)(z)|

K0!

LK
0

(z0)

LK0(z0)LK0(z)
: z ∈ Bn

[
z0, r/L(z0)

]}
≥
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≥ max

{
|F (K0)(z)|

K0!

∏n
j=1 (λ2,j(r))

−n0

LK0(z0)
: z ∈ Bn

[
z0, r/L(z0)

]}
.

Остання нерiвнiсть означає, що

p0

∏n
j=1(λ2,j(r))

n0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

≥max

{
|F (K0)(z)|
K0!LK0(z0)

: z ∈ Bn
[
z0, r/L(z0)

]}
.

(6.52)

З нерiвностi (6.52) одержуємо нерiвнiсть (6.50) при p = p0

∏n
j=1 (λ2,j(r))

n0. Не-
обхiднiсть умови (6.50) доведено.

Доведемо тепер достатнiсть (6.51). Припустимо, що для кожного r > 0 ∃n0 ∈
Z+, p > 1 такi, що ∀z0 ∈ Cn та деякого K0

j ∈ Zn+ при k0
j ≤ n0 виконується

нерiвнiсть (6.51).
Зважаючи на (6.44), запишемо формулу Кошi в такому виглядi: ∀z0 ∈ Cn

∀S ∈ Zn+

F (K0
j+S)(z0) =

(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

∫
Sn(z0,r/`(z0))

(ξ − z0)SF (K0
j )(ξ)

|ξ − z0|2(n+‖S‖)−1
dσ(ξ).

Як i в (6.45), отримуємо

|F (K0
j+S)(z0)| ≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)2(n+‖S‖)−1

×

×max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]
}
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|dσ(ξ) ≤

≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)‖S‖
max{|F (K0

j )(z)| : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]
}×

×
∫
Sn(z0,r/`(z0))

|(ξ − z0)S|
(r/`(z0))‖S‖

dσ

(
ξ − z0

r/`(z0)

)
≤ (n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)‖S‖
×

×max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, r/`(z0)

]
}
∫
Sn(0,1)

|ξS|dσ(ξ) =

=
(n+ ‖S‖ − 1)!

(n− 1)!

(
`(z0)

r

)‖S‖
max{|F (K0

j )(z)| : z ∈ Bn
[
z0, r/`(z0)

]
}×

×
Γ(n)

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)

Покладемо r = β >
√
n та використаємо (6.51)

|F (K0
j+S)(z0)| ≤

(
`(z0)

β

)‖S‖ (n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
×

×max{|F (K0
j )(z)| : z ∈ Bn

[
z0, β/`(z0)

]
} ≤

≤ p

(
`(z0)

β

)‖S‖ (n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

Γ(n+ ‖S‖/2)
|F (K0

j )(z0)|. (6.53)
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Тодi з (6.53) випливає, що для всiх j ∈ {1, . . . , n} та k0
j ≤ n0

|F (K0
j+S)(z0)|

LK
0
j+S(z0)(K0

j + S)!
≤ p

K0
j !(n+ ‖S‖ − 1)!

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

β‖S‖(K0
j + S)!Γ(n+ ‖S‖/2)

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
≤

≤ pn0!
(n+ ‖S‖ − 1)!

∏n
j=1 Γ(sj/2 + 1)

β‖S‖S!Γ(n+ ‖S‖/2)

|F (K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !

Беручи до уваги (6.49), можна стверджувати, що знайдеться n1 таке, що для
всiх ‖S‖ ≥ n1

(n+ ‖S‖ − 1)!
∏n

j=1 Γ(sj/2 + 1)

β‖S‖S!Γ(n+ ‖S‖/2)
≤ 1.

Водночас iснує n2 таке, що для всiх ‖S‖ ≥ n2
pn0!
β‖S‖ ≤ 1. Вiдповiдно, маємо

|F (K0
j+S)(z0)|

LK
0
j+S(z0)(K0

j + S)!
≤ |F

(K0
j )(z0)|

LK
0
j (z0)K0

j !
для всiх ‖S‖ ≥ n1 + n2,

тобто, N(F,L) ≤ n0 + n1 + n2.

Зауваження 6.4. Нерiвнiсть (6.50) є необхiдною та достатньою умовою обме-
женостi l-iндексу для функцiй вiд однiєї змiнної [206,220]. Але невiдомо, чи ця
умова достатня для обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Нашi обме-
ження (6.51) є вiдповiдними багатовимiрними достатнiми умовами.

Позначимо L̃(z) = (l̃1(z), . . . , l̃n(z)). Запис L � L̃ означає, що iснують Θ1 =

(θ1,j, . . . , θ1,n) ∈ Rn
+, Θ2 = (θ2,j, . . . , θ2,n) ∈ Rn

+ такi, що ∀z ∈ Cn θ1,j l̃j(z) ≤
lj(z) ≤ θ2,j l̃j(z) для кожного j ∈ {1, . . . , n}.
Твердження 6.9. Нехай L ∈ Qn

B, L � L̃, supz∈Cn
L(z)
`(z) = C <∞. Цiла функцiя

F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли
вона має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Легко показати, що при L ∈ Qn
B та L � L̃ маємо L̃ ∈ Qn

B.

Нехай N(F, L̃) = ñ0 < +∞. Тодi за теоремою 6.2 для кожного r̃ > 0 iснує
p̃ ≥ 1 таке, що для кожного z0 ∈ Cn та деякого K0 з ‖K0‖ ≤ ñ0, нерiвнiсть
(6.36) виконується з L̃ та r̃ замiсть L та r вiдповiдно. Звiдси,

p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
p̃

K0!

ΘK0

2 |F (K0)(z0)|
ΘK0

2 LK0(z0)
≥ p̃

K0!

|F (K0)(z0)|
ΘK0

2 L̃K0(z0)
≥

≥ 1

ΘK0

2

max

{
|F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Bn
[
z0, r̃/L̃(z)

]}
≥

≥ 1

ΘK0

2

max

{
ΘK

1 |F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z ∈ Bn
[
z0, min

1≤j≤n
Θ1,j r̃/L(z)

]}
≥

≥
min

0≤‖K‖≤n0

{ΘK
1 }

ΘK0

2

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z∈Bn
[
z0, min

1≤j≤n
Θ1,j r̃/L(z)

]}
≥
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≥
min

0≤‖K‖≤n0

{ΘK
1 }

ΘK0

2

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ ñ0, z∈Bn
[
z0,

r̃min1≤j≤n Θ1,j

C`(z)

]}
Зважаючи на теорему 6.2, отримуємо, що функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних.

Твердження 6.10. Нехай L ∈ Qn
B, F — цiла функцiя. Якщо iснують r > 0,

n0 ∈ Z+, p0 > 1 такi, що для всiх z0 ∈ Cn та деякого K0 ∈ Zn+ при ‖K0‖ ≤ n0

виконується нерiвнiсть (6.37), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних.

Доведення. Доведення достатностi теореми 6.2 при r ≥ √n приводить до ви-
сновку, що N(F,L) < +∞.

Нехай L∗(z) =
√
nL(z)
r , `∗(z) =

√
n`(z)
r , та r — радiус, для якого (6.37) —

правильна. У загальному випадку з виконання (6.37) для F та L при r < β
отримуємо

max

{ |F (K)(z)|
K!(L∗(z))K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0,
√
n/`∗(z0)

]}
≤

≤ max

{ |F (K)(z)|
K!(
√
nL(z)/r)K

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Bn
[
z0,
√
n/(
√
n`(z0)/r)

]}
≤

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z∈Bn
[
z0, r/`(z0)

]}
≤

≤ p0

K0!

|F (K0)(z0)|
LK0(z0)

=
β‖K

0‖p0

r‖K0‖K0!

|F (K0)(z)|
(
√
nL(z)/r)K0 =

p0β
n0

rn0

|F (K0)(z)|
K0!(L∗(z))K0 .

тобто, (6.37) виконується для F, L∗ та r =
√
n. Як i вище, застосуємо теорему 6.2

до функцiї F (z) та L∗(z) =
√
nL(z)/r. Звiдси випливає, що F — обмеженого L∗-

iндексу за сукупнiстю змiнних. Тому, за лемою 6.4 функцiя F також обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Зауваження 6.5. Вiдповiдники теореми 6.2 та тверджень6.7-6.10 спершу
були отриманi в цьому роздiлi для полiкругiв. Але для куль цi теореми є нови-
ми навiть при L(z) ≡ 1, тобто, у випадку цiлих функцiй обмеженого iндексу
за сукупнiстю змiнних (див. результати в [77,79,80,146,170,188]).

6.3 Аналоги достатнiх умов логарифмiчних критерiїв обмеженостi
L-iндексу за сукупнiстю змiнних

6.3.1 Обмеженiсть L-iндексу за кожним напрямком 1j. З обме-
женостi lj-iндексу функцiї F (z) за кожною змiнною zj, взагалi кажучи, не ви-
пливає обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю змiнних (див. приклад в [264]).
Але якщо функцiя F має обмежений lj-iндекс за кожним напрямком 1j, j ∈
{1, . . . , n}, то F є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Якщо
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b = 1j, то означення функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком, по сутi, ви-
значає функцiю F рiвномiрно обмеженого L-iндексу за змiнною zj.

Твердження 6.11. Нехай L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj ∈ Qn
1j

(j ∈ {1, . . . , n}).
Якщо цiла в Cn функцiя F має обмежений lj-iндекс за напрямком 1j для ко-
жного j ∈ {1, . . . , n}, то F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Нехай цiла в Cn функцiя F має обмежений lj-iндекс за кожним
напрямком 1j. Тодi за теоремою X для кожного j ∈ {1, . . . , n} та довiльних
0 < r′ < r′′ < ∞ знайдеться число pj = pj(r

′, r′′) таке, що для всiх z0
j ∈ C та

кожного (z1, . . . , zj−1, zj+1, . . . , zn) ∈ Cn−1 виконується нерiвнiсть

max

{
|F (z)| : |zi − z0

i | =
r′′i

li(z1, . . . , zi−1, z0
i , zi+1, . . . , zn)

}
≤ pi(r

′
i, r
′′
i )×

×max

{
|F (z)| : |zi − z0

i | =
r′i

li(z1, . . . , zi−1, z0
i , zi+1, . . . , zn)

}
. (6.54)

Зрозумiло, що якщо для кожного j ∈ {1, . . . , n} lj ∈ Qn
1j
, то L ∈ Qn. Нехай

z0 — довiльна точка з Cn, а точка z∗ ∈ Tn(z0, R′′

L(z0)) така, що M( R′′

L(z0) , z
0, F ) =

|F (z∗)|. Виберемо R′′ > 1 та R′ < Λ1(R
′′). Тодi з нерiвностi (6.54) випливає, що

M
( R′′

L(z0)
, z0, F

)
≤max

{
|F (z1, z

∗
2, z
∗
3, . . . , z

∗
n)| : |z1−z0

1|=
r′′1

l1(z0
1, z
∗
2, z
∗
3, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′′1

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

l1(z
0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

l1(z0)

}
≤

≤ max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′′1λ2,1(R

′′)

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′)) max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′1

l1(z0
1, z
∗
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤ p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′)) max

{
|F (z1, z

∗
2, . . . , z

∗
n)| : |z1 − z0

1| =
r′1

λ1,1(R′′)l1(z0)

}
=

= p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))|F (z∗∗1 , z
∗
2, . . . , z

∗
n)| ≤ p1(r

′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))×

×max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2 − z0

2| =
r′′2

l2(z0)

}
= p1(r

′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′))×

×max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2−z0

2|=
r′′2

l2(z∗∗1 , z
0
2, . . . , z

∗
n)

l2(z
∗∗
1 , z

0
2, . . . , z

∗
n)

l2(z0)

}
≤

≤p1(r
′
1, r
′′
1λ2,1(R

′′)) max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2−z0

2|=
r′′2λ2,2(R

′′)

l2(z∗∗1 , z
0
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤
2∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′)) max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2 − z0

2| =
r′2

l2(z∗∗1 , z
0
2, . . . , z

∗
n)

}
≤

≤
2∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′)) max

{
|F (z∗∗1 , z2, . . . , z

∗
n)| : |z2−z0

2|=
r′2

λ1,2(R′′)l2(z0)

}
=
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=
2∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))|F (z∗∗1 , z
∗∗
2 , z

∗
3, . . . , z

∗
n)| ≤ . . . ≤

n∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))×

×max

{
|F (z1, z2, . . . , zn)| : |zj − z0

j | =
r′j

λ1,j(R′′)lj(z0)
, j ∈ {1, . . . , n}

}
=

=
n∏
j=1

pj(r
′
j, r
′′
jλ2,j(R

′′))M

(
R′

Λ1(R′′)L(z0)
, z0, f

)
.

Звiдси, за твердженням 6.3 функцiя f має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних.

Звiсно ж, якщо цiла функцiя F у Cn має обмежений iндекс за напрямком 1j
для кожного j ∈ {1, . . . , n}, то F є обмеженого iндексу за сукупнiстю змiнних.

Використовуючи твердження 6.11 та теорему VIII, можна отримати достатнi
умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
Теорема 6.3. Нехай F (z) — цiла в Cn функцiя та для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n}
lj(z) ∈ Qn

1j
i Cn \ G1j

r (F ) 6= ∅. Якщо для кожного j ∈ {1, 2, . . . , n} справджую-
ться такi умови:

1) для будь-якого r > 0 iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn\G1j
r (F )∣∣∣∣ 1

F (z)

∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ Pjlj(z); (6.55)

2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх z0 ∈ Cn, для яких
F (z0 + t1j) 6≡ 0,

n1j

(
r

lj(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñj(r), (6.56)

то F (z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Зазначимо, що |b| = |1j| = 1, L(z0 + tb) = L(z0 + t1j) =
L(z0

1, . . . , z
0
j−1, z

0
j + t, z0

j+1, . . . , z
0
n) = lj(z

0 + t1j). Тому за припущеннями цiєї
теореми та теореми VIII функцiя F (z) має обмежений lj-iндекс за напрямком
1j. Застосовуючи твердження 6.3, отримаємо, що F (z) є обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних, де L(z) = (l1(z1), l2(z2), . . . , ln(zn)).

Зауваження 6.6. Нам невiдомо, чи правильне обернене твердження, тобто, чи
з обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних випливають (6.55) та (6.56). Ця
проблема зводиться до питання про те, чи обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю
змiнних має наслiдком обмеженiсть lj-iндексу за кожним напрямком 1j, тобто,
рiвномiрну обмеженiсть lj- iндексу за кожною змiнною zj. Вона залишається
вiдкритою вiд появи на початку 90-их рокiв статей [260,264].
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6.3.2 Оцiнка максимуму модуля на кiстяку полiкруга. Тут шука-
ємо багатовимiрнi достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних,
якi описують розподiл нулiв та поводження частинних логарифмiчних похiдних.
Вище встановлено деякi подiбнi обмеження — це теорема 6.3.В їхнiх доведен-
нях використано пiдхiд через функцiю зрiзки F (z0 + tb), де z0 ∈ Cn, t ∈ C,
b — заданий напрямок у Cn \ {0}, F : Cn → C — цiла функцiя. Пiдґрунтям
такого пiдходу є поняття функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком. Вище
доведено (твердження 6.11), що якщо цiла в Cn функцiя F є обмеженого lj-
iндексу за кожним напрямком 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

j−те мiсце
, 0, . . . , 0), то F є обме-

женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних для вектор-функцiї L = (l1, . . . , ln),

lj : Cn → R+. Це допомогло нам знайти обмеження через логарифмiчнi похiднi
за напрямком та розподiл нулiв за кожним напрямком 1j = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

j−те мiсце
,

j ∈ {1, . . . , n}. Ми припускали, що модуль логарифмiчної похiдної за напрям-
ком 1j є обмеженим зверху функцiєю lj зовнi деякої виняткової множини, що
мiстить всi нулi цiлої функцiї F (див. визначення Gb

r (F ) на початку роздiлу 5).
Проф. I. Е. Чижиков звернув увагу в розмовi на те, що ця виняткова мно-

жина є надто малою, бо вона не мiстить околiв деяких нулiв функцiї в Cn. Це
веде до такого питання: чи iснують достатнi умови обмеженостi L-iндексу
за сукупнiстю змiнних з бiльшою винятковою множиною? Ми даємо ствер-
дну вiдповiдь на це питання (теорема 6.5), причому отримано достатнi умови
обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних через оцiнку максимуму модуля
цiлої функцiї на кiстяку полiкруга через мiнiмум модуля (теорема 6.4). Нато-
мiсть теорема 6.5 забезпечує умови на мiру нульової множини цiлої функцiї F,
за яких F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних. Тим не менш, ми не
знаємо, чи отриманi умови в теоремi 6.4 є також необхiдними в Cn, (n ≥ 2).

Зазначимо, що цi твердження є новими навiть для цiлих функцiй обмеженого
iндексу за сукупнiстю змiнних, тобто, для L = (1, . . . , 1).

Цей пiдроздiл присвячений двом старим проблемам у теорiї цiлих та ме-
роморфних функцiй. Перша проблема — це встановлення точних оцiнок лога-
рифмiчних похiдних таких функцiй в одиничному крузi зовнi деякої винятко-
вої множини. I. Чижиков, Ґ. Ґандерсен, Я. Хейтоканґас, Р. Корхонен, Я. Рат-
тя [82,83,131,133] розглядали рiзноманiтнi формулюваннi цiєї проблеми. Отри-
манi ними оцiнки використовувалися для вивчення властивостей голоморфних
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Натомiсть ми припускаємо, що частин-
нi логарифмiчнi похiднi за кожною змiнною задовольняють деякi нерiвностi
(3.113).

Iнша цiкава проблема стосується нульових множин голоморфних функцiй у
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Cn. Рiзноманiтнi оцiнки мiри нульових множин та їхнi геометричнi властивостi
дослiдженi в [1, 2, 91, 138, 139, 161]. Тут ми вважаємо, що нульовi точки цiлих
функцiй допускають рiвномiрний розподiл у деякому сенсi, тобто, є справедли-
вим (6.64).

Позначимо ZF =
⋃
z∈Cn{z : F (z) = 0} та

GR(F ) =
⋃

z0∈ZF

{
z ∈ Cn : |zj − z0

j | <
rj

lj(z0)
∀j ∈ {1, 2, . . . , n}

}
=

=
⋃

z0∈ZF
Dn

(
z0,

R

L(z0)

)
.

Теорема 6.4. Нехай L ∈ Qn, F — цiла в Cn функцiя. Якщо ∃R > 0, 0 < R < 1,
∃p2 ≥ 1 ∃Θ ∈ Rn

+, 0 < Θ < R, ∃R′ > 0 (R′ = 0 для ZF = ∅) такi, що ∀z0 ∈ Cn

∃R0 = R0(z0) ∈ Rn
+, Θ ≤ R0 ≤ R, для якого

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(2(R + 1))lj(z0)

, (6.57)

max
{
|F (z)| : z∈Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
≤p2 min

{
|F (z)| : z∈Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
,

(6.58)

то функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (meas — мiра
Лебега на кiстяку полiкруга).

Доведення. За твердженням 6.4 покажемо, що ∃p1 > 0 ∀z0 ∈ Cn

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R + 1

L(z0)

)}
≤p1 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R

L(z0)

)}
.

Позначимо l∗j = max
{
lj(z) : z ∈ Dn

[
z0, 2(R+1)

L(z0)

]}
, ρj,0 =

rj
lj(z0) , ρj,k = ρj,0 +

k·θj
l∗j
,

k ∈ N, j ∈ {1, . . . , n}. Справедлива така оцiнка
θj
l∗j
<
rj
l∗j
≤ rj
lj(z0)

<
2rj + 2

lj(z0)
− rj + 1

lj(z0)
.

Тому, iснує S∗ = (s∗1, . . . , s
∗
n) ∈ Np, незалежне вiд z0 таке, що

ρj,mj−1 <
rj + 1

lj(z0)
< ρj,mj

≤ 2rj + 2

lj(z0)

для деякого mj = mj(z
0) ≤ s∗j , бо L ∈ Qn. Справдi,(

2rj + 2

lj(z0)
− ρj,0

)/θj
l∗j

= (2rj + 2− rj)
l∗j

θjlj(z0)
=

=
rj + 2

θj
max

{
lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0,

2(R + 1)

L(z0)

]}
≤ rj + 2

θj
λ2,j(2(R + 1)).
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Отже, s∗j =
[
rj+2
θj
λ2,j(2(R + 1))

]
, де [x] — цiла частина числа x ∈ R.

Нехай M0 = (m1, . . . ,mn) та τ ∗∗K буде такою точкою в Cn, що
|F (τ ∗∗K )| = max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RK)},

де K = (k1, . . . , kn), RK = (ρ1,k1
, . . . , ρn,kn) та τ ∗j,K — точка перетину в C вiдрiзка

[z0
j , τ

∗∗
j,K ] з |zj − z0

j | = ρj,kj−1. Побудуємо послiдовнiсть полiкругiв Dn(z0,RK) з
K ≤ M0, R0 = R/L(z0) = (ρ1,0, . . . , ρn,0) та Θ/L(z0) = (θ1/l

∗
1, . . . , θn/l

∗
n) (див.

рисунки 1 та 2).

z0 R0

R1 Θ/L∗

... RM0−1

R+1
L(z0)

RM0

Рисунок 1

z0
RK−1j

RK

τ∗∗K

α
(j)
K

Рисунок 2

Позначимо α(j)
K =(τ ∗∗1,K , . . . , τ

∗∗
j−1,K , τ

∗
j,K , τ

∗∗
j+1,K , . . . , τ

∗∗
n,K). Звiдси, для кожного

rj > θj та K ≤ S∗ : |τ ∗j,K − τ ∗∗j,K | =
θj
l∗j
≤ rj

lj(α
(j)
K )
. Тодi для деякого R0 = R0(α

(j)
K ) ∈

Rn
+, Θ ≤ R0 ≤ R, справджується

|F (τ ∗∗K )| ≤ max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)}
≤

≤ p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
\GR′(F )

}
≤

≤ p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
\GR′(F ), z ∈ Dn[z0,RK−1j ]

}
≤

≤ p2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RK−1j)}. (6.59)
Для того, щоб вивести (6.59), ми неявно скористалися тим, що(

Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
\GR′(F )

)
∩ Dn[z0,RK−1j ] 6= ∅. (6.60)

Умова (6.57) забезпечує справедливiсть (6.60). Дiйсно, знайдемо нижню оцiнку

мiри множини Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
∩Dn[z0,RK−1j ] та доведемо, що ця мiра не менша

нiж лiва частина нерiвностi (6.57).
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Множина Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
∩Dn[z0,RK−1j ] є декартовим добутком таких дуг

на колах: для кожного m ∈ {1, . . . , n}, m 6= j (див. рисунок 3){
zm ∈ C : |zm − τ ∗∗m,K | =

r0
m

lm(α
(j)
K )

}⋂{
zm ∈ C : |zm − z0

m| ≤ ρm,km
}

та для m = j (див. рисунок 4){
zj ∈ C : |zj − τ ∗j,K | =

r0
j

lj(α
(j)
K )

}⋂{
zj ∈ C : |zj − z0

j | ≤ ρj,kj−1

}
.

Легко довести, що довжина дуги дорiвнює

z0m
ρm,km

τ∗∗m,K

r ′

Рисунок 3 iз r′ = r0m
lm(α

(j)

K
)

z0j
ρj,kj−1

ρ
j,
k
j

τ∗∗j,K

τ∗j,K

r ′

Рисунок 4 iз r′ = r0j

lj(α
(j)

K
)

2r0
m

lm(α
(j)
K )
· arccos

r0
m

2lm(α
(j)
K )ρm,km

для m 6= j, (6.61)

2r0
j

lj(α
(j)
K )
· arccos

r0
j

2lj(α
(j)
K )ρj,kj−1

для m = j. (6.62)

Але при m 6= j r0
m

lm(α
(j)
K )
≤ ρm,km та r0

j

lj(α
(j)
K )
≤ ρj,kj−1. Тодi аргумент в арккосинусi

з (6.62) та (6.61) не перевищує 1
2 . Це означає, що довжина дуги не менша, нiж

2r0
m

lm(α
(j)
K )

arccos
1

2
≥ 2θmπ

3lm(z0)λ2,m(2(R + 1))
для кожного m ∈ {1, 2, . . . , n},

бо L ∈ Qn. Вiдповiдно мiра множини Tn
(
α

(j)
K ,

R0

L(α
(j)
K )

)
∩Dn[z0,RK−1j ] на кiстяку

полiкруга завжди не менша, нiж
∏n

m=1
2θmπ

3lm(z0)λ2,m(2(R+1)) . Припускаючи строгу
нерiвнiсть у (6.57), ми переконуємося, що нерiвнiсть (6.60) — правильна.

Застосовуючи нерiвнiсть (6.59)mj раз за вiдповiдною змiнною zj, отримуємо

max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R + 1

L(z0)

)}
≤ max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0

)} ≤

≤p2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0−1n)}≤pmn
2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0−mn1n)}≤
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≤ . . . ≤ pmn+1
2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0−mn1n−1n−1

)} ≤
≤ p

mn+mn−1

2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,RM0−mn1n−mn−11n−1
)} ≤ . . .

≤ p
‖M0‖
2 max{|F (z)| : z ∈ Tn(z0,R0)}≤p‖S∗‖2 max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R

L(z0)

)}
.

За твердженням 6.3 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Позначимо c(z′, r) = {z ∈ C : |z − z′| = r
l(z′)}. Для n = 1 з теореми 6.4

випливає такий наслiдок.
Наслiдок 6.2. Нехай l ∈ Q, f — цiла функцiя. Якщо ∃r > 0, ∃r′ ≥
0, ∃p2 ≥ 1 ∃θ ∈ (0, r), таке, що ∀z0 ∈ C ∃r0 = r0(z0) ∈ [θ; r], та
meas

{
c(z0, r0) ∩GR′(F )

}
< 2πθ

3l(z0)λ2(2r+2) i

max
{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0)

}
≤ p2 min

{
|f(z)| : z ∈ c(z0, r0) \Gr′(f)

}
,

то функцiя f має обмежений l-iндекс (тут meas означає мiру Лебега на колi).
У деякому розумiннi цей наслiдок є новим для цiлих функцiй вiд однiєї

змiнної, бо коло c(z0, r0) може мiстити нулi функцiї f. Разом з тим у вiдповiднiй
теоремi з [108, 220] коло c(z0, r0) вибиралося так, що f(z) 6= 0 для всiх z ∈
c(z0, r0).

6.3.3 Поводження частинних логарифмiчних похiдних.
Теорема 6.5. Нехай L ∈ Qn. Якщо цiла функцiя F задовольняє такi умови:

1) для кожного R > 0 iснує p1 = p1(R) > 0 таке, що для всiх z ∈ Cn\GR(F )
та всiх j ∈ {1, . . . , n}

1

|F (z)|

∣∣∣∣∂F (z)

∂zj

∣∣∣∣ ≤ p1lj(z), (6.63)

2) для кожного R > 0 та R′ ≥ 0 iснує p2 = p2(R,R
′) ≥ 1, що для всiх

z0 ∈ Cn таких, що T n(z0, R
L(z0))\GR′(F ) =

⋃
iCi 6= ∅, де Ci — зв’язнi непе-

ретиннi множини, i виконується одна з трьох умов a) max
i

min
z∈Ci
|F (z)| ≤

p2 min
i

min
z∈Ci
|F (z)|, або b) max

i
max
z∈Ci
|F (z)| ≤ p2 min

i
max
z∈Ci
|F (z)|, або c)

|F (z∗)| = maxi maxz∈Ci |F (z)|, |F (z∗∗)| = mini minz∈Ci |F (z)|, та точки
z∗, z∗∗ належать до однiєї i тiєї множини Ci0

3) для кожного R ∈ Rn
+, |R| ≤ β, iснують Θ, R′ ∈ Rn

+, 0 < θj <
2rj

2+3λ2,j(2(R+1)) , такi, що для всiх z ∈ Bn

meas {GR′(F ) ∩ Dn [z,R/L(z)]} <
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z)

, (6.64)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних (тут meas є 2n-
вимiрна мiра Лебега).
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Доведення. Нехай z0 ∈ Cn — довiльно вибрана точка. З огляду на теорему 6.4
нам потрiбно довести, що

meas

{
Tn
(
z0,

R0

L(z0)

)
∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(2(R + 1))lj(z0)

для деякого R0 = R0(z0). Нехай dS = ds1 ·. . .·dsn, S = (s1, . . . , sn), ωz — об’ємна
мiра в R2n. Зрозумiло, що (див. [177, с. 75-76])∫
Dn[z0,R]

u(z)dωz=

∫ r1

0

. . .

∫ rn

0

s1 . . . sn
(∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

u(z0 + SeiΘ)dθ1. . .dθn
)
ds1. . .dsn=

=

∫ R

0

(∫ 2π

0

. . .

∫ 2π

0

u(z0 + SeiΘ)d(s1θ1) . . . d(snθn)

)
dS,

де u — плюрiсубгармонiйна функцiя. Вiзьмемо u(z) = χF (z) — характеристична
функцiя множини GR′(F ) для функцiї F, а замiсть R беремо R/L(z0). Звiдси,

meas

{
Dn

[
z0,

R

L(z0)

]
∩GR′(F )

}
=

∫
Dn[z0,R/L(z0)]

χF (z)dωz =

=

∫ R/L(z0)

0

∫
Tn(z0,S/L(z0))

χF (z)dµzdS =

∫ R/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS,

(6.65)

де µz — мiра на кiстяку полiкруга в Cn.
Поєднуючи (6.64) та (6.65), отримуємо∫ R/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS = meas

{
Dn

[
z0,

R

L(z0)

]
∩GR′(F )

}
<

<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z

0)
. (6.66)

Крiм того, маємо, що∫ Θ/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS =meas

{
Dn

[
z0,

Θ

L(z0)

]
∩GR′(F )

}
≤

≤ πn
n∏
j=1

θ2
j

l2j (z
0)
.

Звiдси, така рiзниця є додатною(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z

0)
−
∫ Θ/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS ≥

≥
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z

0)
− πn

n∏
j=1

θ2
j

l2j (z
0)

=
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= πn
n∏
j=1

θj
l2j (z

0)

2rj − θj(2 + 3λ2,j(2(R + 1)))

3λ2,j(2(R + 1))
> 0

бо θj <
2rj

2+3λ2,j(2(R+1)) . З (6.66) випливає, що∫ R/L(z0)

Θ/L(z0)

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS <

<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z

0)
−
∫ Θ/L(z0)

0

meas
{
Tn(z0, S) ∩GR′(F )

}
dS≤

≤
(

2π

3

)n n∏
j=1

θj(rj − θj)
λ2,j(2(R + 1))l2j (z

0)
. (6.67)

За теоремою про середнє значення iснує R0 = R0(z0) з rj ∈ [θj, rj] таке, що∫ R/L(z0)

Θ/L(z0)

meas{Tn(z0, S)∩GR′(F )}dS=meas{Tn(z0, R0/L(z0))∩GR′(F )}
n∏
j=1

rj−θj
lj(z0)

.

Тому з (6.67) отримуємо бажану нерiвнiсть

meas
{
Tn(z0, R0/L(z0)) ∩GR′(F )

}
<

(
2π

3

)n n∏
j=1

θj
λ2,j(2(R + 1))lj(z0)

.

Зрозумiло, що для кожної точки z0 ∈ Cn маємо Tn
(
z0, R0

L(z0)

)
\ ZF =

⋃
iC
′
i,

де C ′i — зв’язнi неперетиннi множини, C ′i ⊃ Ci та Ci визначенi в умовi 2). Нехай

z∗ ∈ Tn(z0, R/L(z0)) — така, що |F (z∗)| = max

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0, R0

L(z0)

)}
.

Тодi знайдеться i0, що z∗ ∈ C ′i0. Нехай z∗∗ ∈ Ci0 ⊂ C ′i0 така, що |F (z∗∗)| =
minz∈Ci0 |F (z)|. Точки z∗ та z∗∗ з’єднаємо кусково-аналiтичною кривою z =

z(t) = (z1(t), z2(t), . . . , zn(t)), t ∈ [0; 1]. Криву оберемо так, щоби
∫ 1

0 |z′j(t)|dt ≤
2πrj
lj(z0) . Тодi, iнтегруючи вiд z∗ до z∗∗, отримуємо

ln

∣∣∣∣ F (z∗)

F (z∗∗)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ln F (z∗)

F (z∗∗)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ z∗

z∗∗
d lnF (z)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ z∗

z∗∗

n∑
j=1

1

F (z)

∂F (z)

∂zj
dzj

∣∣∣∣∣ ≤
≤
∣∣∣∣∣
∫ z∗

z∗∗

n∑
j=1

p1lj(z)|dzj|
∣∣∣∣∣ ≤

n∑
j=1

p1lj(z
0)λ2,j(R)

2πrj
lj(z0)

= 2p1π
n∑
j=1

rjλ2,j(R).

Звiдси,

max

{
|F (z)| : z∈Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)}
= |F (z∗)| ≤ exp{πnp1R

JΛJ
2 (R)}|F (z∗∗)|=

= exp{πnp1R
JΛJ

2 (R)} min
z∈Ci0

|F (z)| ≤ exp{πnp1R
JΛJ

2 (R)}p2 min
i

min
z∈Ci
|F (z)| =
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= exp{πnp1R
JΛJ

2 (R)}p2 min

{
|F (z)| : z ∈ Tn

(
z0,

R0

L(z0)

)
\GR′(F )

}
.

За теоремою 6.4 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Для n = 1 з теореми 6.5 отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 6.3. Нехай l ∈ Q, f — цiла в C функцiя, n(r, z0, f) — число нулiв
функцiї f у крузi |z − z0| ≤ r

l(z0) . Якщо функцiя f задовольняє такi умови:
1) для кожного r > 0 iснує p1 = p1(r) > 0 таке, що для всiх z ∈ C \Gr(f)∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ p1l(z),

2) для кожного r > 0 та r′ ≥ 0 iснує p2 = p2(r, r
′) ≥ 1, що

для всiх z0 ∈ C таких, що {z ∈ C : |z − z0| = r
l(z0)} \ Gr′(f) =⋃

iCi 6= ∅, де Ci — зв’язнi неперетиннi множини, та виконує-
ться одна з трьох умов a) max

i
min
z∈Ci
|f(z)| ≤ p2 min

i
min
z∈Ci
|f(z)|, або b)

max
i

max
z∈Ci
|f(z)| ≤ p2 min

i
max
z∈Ci
|f(z)|, або c) |f(z∗)| = maxi maxz∈Ci |f(z)|,

|f(z∗∗)| = mini minz∈Ci |f(z)|, та точки z∗, z∗∗ належать до однiєї i тiєї
множини Ci0

3) для кожного r > 0 iснує n∗(r) > 0 таке, що для всiх z0 ∈ C n(r, z0, f) ≤
n∗(r),

то функцiя f має обмежений l-iндекс.
Вiдомо (див. [104,206,220]), що в одновимiрному випадку умови 1) та 3) на-

слiдку 6.3 є необхiдними та достатнiми для обмеженостi l-iндексу та iндексу.
Тобто, умова 2) є зайвою в цьому випадку. Але для Cn (n ≥ 2) вона необхi-
дна тому, що Dn[z0, R

L(z0) ] \ GR′(F ) є многозв’язною областю у випадку, коли
Dn[z0, R

L(z0) ] мiстить нулi функцiї F.
Нам потрiбнi деякi позначення з роздiлу 5. Нехай b ∈ Cn \ {0} заданий

напрямок. Для заданого z0 ∈ Cn позначимо gz0(t) := F (z0+tb). Якщо gz0(t) 6= 0

для всiх t ∈ C, то Gb
r (F, z0) := ∅; якщо gz0(t) ≡ 0, то Gb

r (F, z0) := {z0 + tb : t ∈
C}. А коли gz0(t) 6≡ 0 та a0

k — нулi функцiї gz0(t), тодi Gb
r (F, z0) := ∪k{z0 +

tb : |t− a0
k| ≤ r

L(z0+a0
kb)
}, r > 0. Нехай Gb

r (F ) =
⋃
z0∈Cn G

b
r (F, z0).

Зауваження 6.7. У теоремi 6.3 отримано достатнi умови обмеженостi L-
iндексу за сукупнiстю змiнних, якi подiбнi до теореми 6.5. Зокрема, припуска-
ли справедливiсть нерiвностi (6.63) для всiх z ∈ Cn \G1j

rj (F ), j ∈ {1, 2, . . . , n}.
Проте G1j

rj (F ) ⊂ GR(F ), де R = (r1, . . . , rn). Отже, умова 1) в теоремi 6.5
слабша, нiж вiдповiдне припущення в теоремi 6.3.
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6.4 Аналог теореми Хеймана та її застосування до систем рiвнянь
з частинними похiдними та композицiй цiлих функцiй

6.4.1 Аналог теореми Хеймана для цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних
Теорема 6.6. Нехай L ∈ Qn. Цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують числа p ∈ Z+ та c ∈ R+

такi, що для всiх z ∈ Cn справджується нерiвнiсть

max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ c ·max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
. (6.68)

Доведення. Необхiднiсть випливає з означення обмеженостi L-iндексу за суку-
пнiстю змiнних цiлої функцiї при p = N(F,L) та c = ((N(F,L) + 1)!)n.

Доведемо достатнiсть. Для F ≡ 0 твердження теореми очевидне, тому вва-
жаємо надалi, що F 6≡ 0. Нехай (6.68) виконується, z0 ∈ Cn, z ∈ Dn[z0, 2

L(z0) ].

Для всiх J ∈ Zn+, ‖J‖ ≤ p+ 1, маємо
|F (J)(z)|
LJ(z0)

≤ ΛJ
2 (2)
|F (J)(z)|
LJ(z)

≤ c · ΛJ
2 (2) max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
≤

≤ c · ΛJ
2 (2) max

{
Λ−K1 (2)

|F (K)(z)|
LK(z0)

: ‖K‖ ≤ p

}
≤ BG(z), (6.69)

де B = c · max{ΛK
2 (2) : ‖K‖ = p + 1}max{Λ−K1 (2) : ‖K‖ ≤ p}, та

G(z) = max

{
|F (K)(z)|
LK(z0) : ‖K‖ ≤ p

}
. Виберемо точки z(1) = (z

(1)
1 , . . . , z

(1)
n ) ∈

Tn(z0, 1
2L(z0)) та z(2) = (z

(2)
1 , . . . , z

(2)
n ) ∈ Tn(z0, 2

L(z0)) так, щоб F (z(1)) 6= 0 та

|F (z(2))| = M
(

2
L(z0) , z

0, f
)
6= 0. Такi точки можна вибрати, бо в протилежному

випадку рiвнiсть нулю функцiї на кiстяку полiкруга Tn(z0, 1
2L(z0)) чи Tn(z0, 2

L(z0))

за теоремою єдиностi означає рiвнiсть нулю цiєї ж функцiї у всiх точках з Cn.
Побудуємо площину

α =


z2 = k2z1 + c2,
z3 = k3z1 + c3,

. . .
zn = knz1 + cn,

де ki =
z

(2)
i −z

(1)
i

z
(2)
1 −z

(1)
1

, ci =
z

(1)
i z

(2)
1 −z

(2)
i z

(1)
1

z
(2)
1 −z

(1)
1

, i = 2, . . . , n. Елементарно перевiряємо, що

точки z(1) ∈ α та z(2) ∈ α.
Нехай G̃(z1) = G(z)

∣∣
α
— звуження функцiї G на площину α. Позаяк для

кожногоK ∈ Zn+ функцiя F (K)(z)
∣∣
α
є цiлою функцiєю та G̃(z

(1)
1 ) = G(z(1))

∣∣
α
6= 0

через вибiр точки z(1), то всi нулi функцiї F (K)(z)
∣∣
α
як функцiї однiєї змiнної

z(1) iзольованi. Тому iзольованими є всi нулi функцiї G̃(z1). Отже, на площинi
α можна вибрати кусково-аналiтичну криву γ, задану так:

z = z(t) = (z1(t), k2z1(t) + c2, . . . , knz1(t) + cn), t ∈ [0, 1],
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яка з’єднує точки z(1), z(2) та на якiй G(z(t)) 6= 0 i
∫ 1

0 |z′1(t)|dt ≤ 4
l1(z0

1)
. Для побу-

дови такої кривої через z(1)
1 та z(2)

1 проведемо пряму z∗1(t) = (z
(2)
1 − z

(1)
1 )t+ z

(1)
1 ,

t ∈ [0, 1]. Вона може пройти через точки z1, в яких G̃(z1) = 0. Їхнє число
m = m(z

(1)
1 , z

(2)
1 ) буде скiнченним. Нехай (z∗1,k) — послiдовнiсть цих точок, упо-

рядкована за зростанням значення |z(1)
1 − z∗1,k|, k ∈ {1, 2, . . . ,m}. Виберемо до-

сить мале r < min
1≤k≤m−1

{|z∗1,k − z∗1,k+1|, |z∗1,1 − z
(1)
1 |, |z∗1,m − z

(2)
1 |, 3

2πl1(z0)}. Навколо

кожної точки z∗1,k будуємо коло з центром у нiй з деяким радiусом r′k <
r
2k

та-
ким, що G̃(z1) 6= 0 для всiх z1, якi розмiщенi на дузi цього кола. Це здiйсненно,
бо F 6≡ 0. Кожне таке коло прямою z∗1(t) розбивається на два пiвкола. Шукана
кусково-аналiтична крива z1(t) складається з дуг побудованих пiвкiл та вiдрiз-
кiв прямої z∗1(t), якi послiдовно з’єднують їх мiж собою чи з точками z(1)

1 , z
(2)
1 .

Довжина кривої z1(t) у C (а не z(t) у Cn!) менша за 2
l1(z0) + 1

2l(z0) + πr < 4
l1(z0

1)
.

Тодi, ∫ 1

0

|z′s(t)|dt = |ks|
∫ 1

0

|z′1(t)|dt ≤
|z(2)
s − z(1)

s |
|z(2)

1 − z
(1)
1 |

4

l1(z0)
≤

≤ 2.5

ls(z0)

l1(z
0)

1.5

4

l1(z0)
≤ 8

ls(z0)
, s ∈ {2, . . . , n}.

Помножимо останню нерiвнiсть на ls(z0) та пiдсумуємо по s∫ 1

0

n∑
s=1

ls(z
0)|z′s(t)|dt ≤ 8n. (6.70)

Оскiльки функцiя z = z(t) кусково-аналiтична на [0, 1], то на кожному її iнтер-
валi аналiтичностi для будь-яких K ∈ Zn+, J ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ p, ‖J‖ ≤ p, K 6= J,
або

|F (K)(z(t))|
LK(z0)

≡ |F (J)(z(t))|
LJ(z0)

, (6.71)

або рiвнiсть
|F (K)(z(t))|
LK(z0)

=
|F (J)(z(t))|
LJ(z0)

(6.72)

виконується лише для скiнченної множини точок t = tk ∈ [0, 1].

Тодi для функцiї G(z(t)) як максимуму таких виразiв |F
(J)(z(t))|
LJ(z0) по всiх ‖J‖ ≤

p можливi два випадки:
1) G(z(t)) на деякому промiжку аналiтичностi кривої γ тотожно дорiвнює

одночасно декiльком частинним похiдним, тобто, справджується (6.71) i,
вiдповiдно, G(z(t)) ≡ |F (J)(z(t))|

LJ(z0) для деякого J, ‖J‖ ≤ p. Зрозумiло, що
F (J)(z(t)) – аналiтична функцiя, а |F (J)(z(t))| - неперервно диференцi-
йовна на згаданому промiжку аналiтичностi за винятком точок, у яких
F (J)(z(t)) = 0. Проте таких точок нема, бо в протилежному випадку й
G(z(t)) = 0, а це суперечить вибору кривої γ.
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2) G(z(t)) на деякому промiжку аналiтичностi кривої у скiнченному числi
точок одночасно дорiвнює декiльком частинним похiдним, тобто, справ-
джується (6.72). У цьому випадку вказанi точки tk розiб’ють iнтервал
аналiтичностi на скiнченне число вiдрiзкiв, на кожному з яких G(z(t)) до-
рiвнює однiй з похiдних, тобто, G(z(t)) ≡ |F (J)(z(t))|

LJ(z0) для деякого J, ‖J‖ ≤ p.

Також на кожному з таких промiжкiв на основi тих самих мiркувань, що
й у попередньому випадку, |F (J)(z(t))|, а, отже, i G(z(t)) неперервно ди-
ференцiйовна функцiя за винятком точок tk.

Беручи до уваги (6.69) та нерiвнiсть d
dt |f(t)| ≤ |df(t)

dt |, ми маємо

d

dt
G(z(t)) ≤ max

{ 1

LJ(z0)

∣∣∣ d
dt
F (J)(z(t))

∣∣∣ : ‖J‖ ≤ p
}
≤

≤ max
{ n∑

s=1

∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj11 . . . ∂z
js+1
s . . . ∂zjnn

(z(t))
∣∣∣ |z′s(t)|
Lj(z0)

: ‖J‖ ≤ p
}
≤

≤ max
{ n∑

i=1

∣∣∣ ∂‖J‖+1F

∂zj11 . . . ∂z
js+1
s . . . ∂zjnn

(z(t))
∣∣∣ ls(z

0)|z′s(t)|
lj11 (z0) . . . lj1+1

s (z0) . . . ljnn (z0)
:

‖J‖ ≤ p
}
≤
( n∑

i=1

ls(z
0)|z′s(t)|

)
max

{|F (j)(z(t))|
LJ(z0)

: ‖J‖ ≤ p+ 1
}
≤

≤
( n∑

i=1

ls(z
0)|z′s(t)|

)
BG(z(t)).

Враховуючи (6.70), одержуємо∣∣∣ ln G(z(2))

G(z(1))

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ 1

0

1

G(z(t))

d

dt
G(z(t))dt

∣∣∣ ≤ B

∫ 1

0

n∑
s=1

ls(z
0)|z′s(t)|dt ≤ 8nB.

З огляду на вибiр точки z(2) маємо M( 2
L(z0) , z

0, F ) ≤ G(z(2)) ≤ G(z(1))e8nB. Але
z(1) ∈ Tn(z0, 1

2L(z0)), тому для всiх J ∈ Zn+ справджується нерiвнiсть Кошi

|F (J)(z(1))|
LJ(z0)

≤ J !(2)JM

(
1

2L(z0)
, z0, F

)
.

Тому при ‖J‖ ≤ p отримуємо G(z(1)) ≤ (p!2p)nM
(

1
2L(z0) , z

0, F
)
,

M

(
2

L(z0)
, z0, F

)
≤ (p!2pe8nB)nM

(
1

2L(z0)
, z0, F

)
i за теоремою 3.3 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Наступна теорема є новою навiть для цiлих функцiй обмеженого iндексу за
сукупнiстю змiнних, хоча при n = 1 цей результат вiдомий (див. [206]), а коли
до того ще й l ≡ 1, то вiдомий з працi [108].
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Твердження 6.12. Нехай L ∈ Qn. Цiла функцiя F : Cn → C є функцiєю обме-
женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки тодi, коли iснують
c ∈ (0; +∞) та N ∈ N такi, що для кожного z ∈ Cn

N∑
‖K‖=0

|F (K)(z)|
K!LK(z)

≥ c
∞∑

‖K‖=N+1

|F (K)(z)|
K!LK(z)

. (6.73)

Доведення. Нехай 0 < θj < 1, j ∈ {1, . . . , n}, Θ = (θ1, . . . , θn). Якщо F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то за лемою 6.4 функцiя F
має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних N(F, L̃) = Ñ < +∞, де
L̃ = (l̃1(z), . . . , l̃2(z)), l̃j(z) = θjlj(z), j ∈ {1, . . . , n}. Тому

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
= max

{
ΘK |F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
≥

≥
n∏
i=s

θÑs max

{
|F (K)(z)|
K!L̃K(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
≥

n∏
i=1

θÑs
|F (J)(z)|
J !L̃J(z)

=
n∏
i=1

θÑ−jss

|F (J)(z)|
J !LJ(z)

для всiх J ≥ 0 та
∞∑

‖J‖=Ñ+1

|F (J)(z)|
J !Lj(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

} ∞∑
‖J‖=Ñ+1

θjs−Ñs =

=
n∏
i=1

θs
1− θs

max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ Ñ

}
≤

n∏
i=1

θs
1− θs

Ñ∑
‖K‖=0

|F (K)(z)|
K!LK(z)

.

Звiдси, ми отримуємо (6.73) з N = Ñ та c =
∏n

i=1
θs

1−θs . Навпаки, з нерiвностi
(6.73) випливає

max

{|F (J)(z)|
J !LJ(z)

: ‖J‖ = N + 1

}
≤

∞∑
‖K‖=N+1

|F (K)(z)|
K!LK(z)

≤ 1

c

N∑
‖K‖=0

|F (K)(z)|
K!LK(z)

≤

≤ 1

c

N∑
i=0

C i
n+i−1 max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
i за теоремою 6.6 функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

6.4.2 Допомiжнi твердження для оцiнки зростання розв’язкiв си-
стем РЧП. В. К. Хейман [128] довiв, що якщо f(z) — аналiтична в |z| < 2p,

де вона задовольняє нерiвнiсть

|f (p)(z)| ≤ max
0≤ν≤p−1

|f (ν)(z)|, (6.74)

то f(z) не може мати бiльше, нiж (p− 1) нуль в in |z| <
√
p

e
√

20
. К. I. Рахман, Я.

Станкєвiч, В. Сiнґ та Р. М. Ґоел [176,222] покращили цей результат та збiльшили
значення

√
p

e
√

20
.
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З iншої сторони, цiла функцiя f називається функцiєю обмеженого iндексу
[156], якщо iснує невiд’ємне цiле число p0 таке, що |f

(p)(z)|
p! ≤ max

0≤j≤p0

|f (j)(z)|
j! для всiх

z ∈ C та для всiх p ∈ Z+. Для того, щоб цiла функцiя f була обмеженого [128]
необхiдно i досить, щоб нерiвнiсть (6.74) виконувалася для всiх z ∈ C.

Ця необхiдна та достатня умова та її узагальнення для рiзних класiв ана-
лiтичних функцiй [219, 264, 274] вiдомi як теорема Хеймана в теорiї функцiй
обмеженого iндексу. Цей критерiй дуже зручний [55,67] для дослiдження обме-
женостi iндексу цiлих розв’язкiв звичайних диференцiальних рiвнянь та рiв-
нянь з частинними похiдними. Функцiї з цього класу мають добрi властивостi:
свої точнi оцiнки зростання, рiвномiрний у деякому сенсi розподiл нулiв, певне
регулярне поводження розв’язкiв, тощо.

Iснує два пiдходи до введення та вивчення обмеженостi iндексу в Cn. Пер-
ший пiдхiд використовує функцiю зрiзки gz0

(t) := F (z0 + tb), t ∈ C, де z0 ∈ Cn

— довiльна фiксована точка, n ≥ 2, b ∈ Cn \ {0} — заданий напрямок у Cn,

F : Cn → C — цiла функцiя. Застосовуючи функцiю зрiзки та похiдну за на-
прямком, можна розглядати функцiї обмеженого L-iндексу за напрямком. Для
такого пiдходу отримано достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком
цiлих розв’язкiв деяких лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними [55,254]. Дру-
гий пiдхiд базується на частинних похiдних. Вони є основою для поняття цiлої
функцiї обмеженого iндексу за сукупнiстю змiнних.

Вийшло багато праць [77, 79, 80, 167, 168, 188, 260, 264], присвячених цьому
класу цiлих функцiй обмеженого iндексу за сукупнiстю змiнних. Але лiнiйнi
системи рiвнянь з частинними похiдними вищих порядкiв розглянутi лише у
двох дисертацiях [187,261]. Зокрема, вивчалася така система в [261]

aj(z)f (K0
j )(z) +

∑
‖K‖≤s−1

gK,j(z)f (K)(z) = hj(z), j ∈ {1, . . . ,m} (6.75)

де для всiх j ∈ {1, . . . ,m} ‖K0
j ‖ = s, {f (K0

j )(z) : j = 1, . . . ,m} — множина усiх
можливих частинних похiдних порядку s функцiї f , цiлi функцiї aj, gK,j, hj є
функцiями з вiдокремленими змiнними вигляду

g(z) =
n∏
j=1

gj(zj). (6.76)

Там отримано умови, якi забезпечують обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю
змiнних для кожного цiлого розв’язку, де L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) та кожна
цiла функцiя lj : R+→R+ є неперервними. Обмеження (6.76) — дуже сильне.
Ранiше М. Салмассi [187] довiв, що кожний цiлий розв’язок системи{

a0f
(n1,0)(z) + a1f

(n1−1,0)(z) + . . .+ an1
f(z) = g(z), a0 6= 0,

b0f
(0,n2)(z) + b2f

(0,n2−1)(z) + . . .+ bn2
f(z) = h(z), b0 6= 0,

z = (z1, z2),

(6.77)
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є функцiєю обмеженого iндексу за сукупнiстю змiнних, де aj ∈ C, bi ∈ C,
h(z) та g(z) — довiльнi цiлi функцiї в C2 обмеженого iндексу за сукупнiстю
змiнних. На вiдмiну вiд [261], вiн не припускав, що h(z) та g(z) є функцiями
з вiдокремленими змiнними. Отже, виникає таке природне питання: чи мо-
жна вивести достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних
для цiлих розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними вищих
порядкiв без припущення (6.76)?

Тут дається ствердна вiдповiдь на поставлене питання для системи (6.88),
яка загальнiша, нiж (6.77). Теореми 6.7–6.14 є узагальненнями результатiв Сал-
массi у двох напрямках:
— вiдсутнє припущення, що коефiцiєнти в системi (6.88) є сталими;
— розглядається система, що також може мiстити мiшанi частиннi похiднi.

Теореми 6.7 - 6.14 також є покращеними аналогами результатiв з [261] для
системи (6.88) у трьох напрямках:
— вiдсутнє припущення, що коефiцiєнти у (6.88) є функцiями з вiдокремленими
змiнними;
— функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) має загальнiший вигляд, нiж L(z) = (l1(|z1|),
. . . , ln(|zn|)), де z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn;

— отримано точнi, в загальному, не покращуванi оцiнки зростання цiлих
розв’язкiв системи. Зазначимо, що оцiнки зростання взагалi не обговорювалися
в [187,261].

У пiдроздiлi 6.7 доведено, що якщо F є цiлою функцiєю обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних N(F,L) та функцiя L задовольняє деяким дода-
тковим припущенням, то

lim
|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ N(F,L) + 1.

Отже, тут оцiнюється зростання подiбного дробу через деякi сталi. Причому ви-
користовуються методи з попереднiх пiдроздiлiв для дослiдження цiлих розв’яз-
кiв системи (6.88).

Через G позначимо замикання областi G ⊂ Cn. Кожна цiла функцiя
F : Cn → C є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних з довiль-
ною неперервною функцiєю L : Cn → R+ в будь-якiй обмеженiй областi G ⊂ Cn.

Це становить суть такого твердження.
Лема 6.6. Нехай F (z) — цiла функцiя, G — обмежена область в Cn. Якщо
L : Cn → R+ — неперервна функцiя та F (z) — цiла функцiя, то iснує m ∈ Z+

таке, що для всiх z ∈ G та J = (j1, j2, . . . , jn) ∈ Zn+
|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
. (6.78)
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Доведення. Якщо F (z) ≡ 0, то (6.78) — очевидна. Нехай F (z) 6≡ 0. Для кожного
фiксованого z0 ∈ Cn, |F

(J)(z0)|
J ! — модуль коефiцiєнта степеневого розвинення

функцiї F (z), z ∈ Tn(z0, 1
L(z0)) в околi точки z0. Позаяк F (z) — цiла, |F

(J)(z0)|
J !LJ(z0) →

0 при ‖J‖ → ∞ для кожного z0 ∈ G, тобто, iснує m0 = m(z0), для якого
справджується нерiвнiсть (6.78).

Припустимо вiд супротивного, що множина значеньm0 не є рiвномiрно обме-
женою по z0, тобто, sup

z0∈G
m0 = +∞. Звiдси, для кожногоm ∈ Z+ iснують zm ∈ G

та Jm ∈ Zn+
|F (Jm)(zm)|
Jm!LJm(zm)

> max

{|F (K)(zm)|
K!LK(zm)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
. (6.79)

Оскiльки zm ∈ G, то знайдеться пiдпослiдовнiсть z′m → z′ ∈ G при m →
+∞. За iнтегральною формулою Кошi для будь-якого J ∈ Zn+ маємо F (J)(z0)

J ! =
1

(2πi)n

∫
Tn(z0,R)

F (z)
(z−z0)J+1dz. Запишемо (6.79) у виглядi

max

{|F (K)(zm)|
K!LK(zm)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ m

}
≤

≤ 1

(2π)nLJm(zm)

∫
Tn(z0,R/L(zm))

|F (z)|
|z − zm|Jm+1

|dz|≤ 1

RJm
max{|F (z)| : z ∈ GR},

(6.80)

де GR =
⋃
z∗∈GDn[z∗, R/L(z∗)], R = (r1, . . . , rn) > 0. Виберемо R > 1. Пере-

йшовши до границi в (6.80) при m→∞, встановимо

(∀K ∈ Zn+) :
|F (K)(z′)|
K!LK(z′)

≤ lim
m→∞

1

RJm
max{|F (z)| : z ∈ GR} = 0.

при m → +∞. Отже, усi частиннi похiднi функцiї F в точцi z′ дорiвнюють 0.
За теоремою єдиностi, F (z) ≡ 0. А це неможливо.

Зауваження 6.8. Твердження, подiбне до леми 6.6, також виконується для
цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком b ∈ Cn \ 0. Щоправда,
нагадаємо, що воно справедливе за додаткового припущення (∀z ∈ G) : gz(t) :=
F (z + tb) 6≡ 0, t ∈ C (див. лему 5.1).

Використовуючи теорему 6.6 та лему 6.6, отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 6.4. Нехай L ∈ Qn, F — цiла функцiя, G — обмежена область у
Cn. Функцiя F є обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних тодi i тiльки
тодi, коли iснує p ∈ Z+ та c > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn \ G виконується
нерiвнiсть (6.68).

Позначимо a+ = max{a, 0}, A+ = (a+
1 , . . . , a

+
n ), де a ∈ R, A ∈ Rn.

Нехай L(z) = L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя за
кожною змiнною rk, k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n, R = (r1, . . . , rn) > 0.
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Через QW n позначимо клас функцiй L ∈ Qn таких, що〈
1

R
,

(
d

dt

1

L(tReiΘ)

∣∣∣∣
t=1

)+〉
→ 0 (|R| → +∞, R ≥ R0 > 0),

рiвномiрно по Θ ∈ [0, 2π]n. Для спрощення запишемо QW := QW 1.

Нехай L(z) = L(R) при rk = |zk|, k ∈ {1, . . . , n}, R = (r1, . . . , rn) > 0.

Будь-яка неперервна додатна вектор-функцiя L(R), яка неспадна за кожною
змiнною rk, належить до класу QW n. Зокрема, многочлен L(R) =

∑
‖J‖≤p aJR

J

та експонента L(R) = exp
(∑

‖J‖≤p aJR
J
)
належать до того класу при aJ ∈ Rn

+.

Функцiя L(R) = ( 1
ln r1

, . . . , 1
ln rn

) (rj > 1) не зростає за кожною змiнною i також
належить до цього класу QW n.

Лема 6.7. Нехай L ∈ QW n, F — цiла функцiя. Якщо iснують R′ ∈ Rn
+,

p ∈ Z+, c > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn \ Dn(0, R′) виконується нерiвнiсть
(6.68), то

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c}. (6.81)

Доведення. Нехай R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn \ {0}, R > R′, Θ ∈ [0, 2π]n. Позначимо
r∗ = max1≤j≤n rj, αj =

rj
r∗ , j ∈ {1, . . . , n} та A = (α1, . . . , αn). Розглянемо

функцiю

g(t) = max

{|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

: ‖S‖ ≤ p

}
, (6.82)

де AteiΘ = (α1te
iθ1, . . . , αnte

iθn) та |At| > |R′|, t ∈ R+.

Оскiльки функцiя |F
(S)(AteiΘ)|

LS(AteiΘ) неперервно диференцiйовна за дiйсною змiнною
t∈ [0,+∞), зовнi нульової множини функцiї |F (S)(AteiΘ)|, вiдповiдна функцiя
g(t) також неперервно диференцiйовна функцiя на [0,+∞) за винятком, мо-
жливо, злiченної множини точок.

Позначимо uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ), де t ∈ R+, j ∈ {1, . . . , n}. Нехай
функцiя L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна за кожною змiнною rk,
k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n. Легко перевiрити, що L ∈ QW n за умови

r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)
+/(rjl

2
j (Re

iΘ))→ 0 (6.83)

рiвномiрно по Θ ∈ [0, 2π]n, j ∈ {1, . . . , n} при |R| → ∞, R ≥ R0 > 0.
Отже, використовуючи нерiвнiсть d

dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка виконується скрiзь,
крiм точок r = t, в яких g(t) = 0, встановлюємо

d

dt

(|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

)
=

1

LS(AteiΘ)

d

dt
|F (S)(AteiΘ)|+|F (S)(AteiΘ)| d

dt

1

LS(AteiΘ)
≤

≤ 1

LS(AteiΘ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

F (S+1j)(AteiΘ)αje
iθj

∣∣∣∣∣− |F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sju
′
j(t)

lj(AteiΘ)
≤
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≤
n∑
j=1

|F (S+1j)(AteiΘ)|
LS+1j(AteiΘ)

αjlj(Ate
iΘ)+

|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)
. (6.84)

Для абсолютно неперервних функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) : 1 ≤
j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206, лема 4.1, с. 81]).
Функцiя g — абсолютна неперервна, тому з (6.68) та (6.84) випливає, що

g′(t) ≤ max

{
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

)
: ‖S‖ ≤ p

}
≤

≤max
‖S‖≤p

{
n∑
j=1

αjlj(Ate
iΘ)|F (S+1j)(AteiΘ)|

LS+1j(AteiΘ)
+
|F (S)(AteiΘ)|
LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
≤

≤ g(t)
(

max{1, c}
n∑
j=1

αjlj(Ate
iΘ)+ max

‖S‖≤p

{
n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

})
=

= g(t)(β(t) + γ(t)),

де β(t) = max{1, c}
n∑
j=1

αjlj(Ate
iΘ), γ(t) = max

‖S‖≤p

{ n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
. Отже,

d
dt ln g(t) ≤ β(t) + γ(t) i g(t) ≤ g(t0) exp

∫ t
t0

(β(τ) + γ(τ))dτ, де t0 — вибране
так, що g(t0) 6= 0. Умова L ∈ W n дає

γ(t)

β(t)
=

∑n
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

max{1, c}∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤ p

n∑
j=1

(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤ pε,

де ε = ε(R)→ 0 рiвномiрно по Θ ∈ [0, 2π]n, t = r∗ при |R| → ∞.
Але |F (AteiΘ)| ≤ g(t) ≤ g(t0) exp

∫ t
t0

(β(τ) + γ(τ))dτ та r∗A = R. Покладемо
t = r∗ i дiстанемо

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)} = ln max
Θ∈[0,2π]n

|F (ReiΘ)| ≤ ln max
Θ∈[0,2π]n

g(r∗) ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

(β(τ) + γ(τ))dτ ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

max{1, c}
n∑
j=1

αjlj(Aτe
iΘ) (1 + pε) dτ =

= ln g(t0) + max{1, c} max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
(1 + pε) dτ.

Звiдси випливає (6.81).

Лема 6.8. Нехай L ∈ QW n, F — цiла функцiя. Якщо iснують R′ ∈ Rn
+,

p ∈ Z+, c > 0 такi, що для всiх z ∈ Cn \ Dn(0, R′) справджується нерiвнiсть

max

{|F (J)(z)|
J !LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ c ·max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
, (6.85)
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то
lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ (p+ 1) max{1, c}. (6.86)

Доведення. Доведення леми 6.8 подiбне до доведення леми 6.7.
Нехай R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn\{0}, R > R′, Θ ∈ [0, 2π]n. Як i у доведеннi леми

6.7, позначимо r∗ = max1≤j≤n rj, αj =
rj
r∗ , j ∈ {1, . . . , n} та A = (α1, . . . , αn).

Розглянемо функцiю

g(t) = max

{|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

: ‖S‖ ≤ p

}
,

де AteiΘ = (α1te
iθ1, . . . , αnte

iθn), |At| > |R′|, t ∈ R+.

Як i вище, функцiя |F
(S)(AteiΘ)|

S!LS(AteiΘ) — неперервно диференцiйовна по дiйснiй змiн-
нiй t ∈ [0,+∞) зовнi нульової множини функцiї |F (S)(AteiΘ)|, функцiя g(t) —
неперервно диференцiйовна на [0,+∞) за винятком, можливо, злiченної мно-
жини точок.

Тому, застосовуючи нерiвнiсть d
dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка виконується скрiзь, крiм

точок r = t, в яких g(t) = 0, дiстаємо

d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
=

1

S!LS(AteiΘ)

d

dt
|F (S)(AteiΘ)|+

+|F (S)(AteiΘ)| d
dt

1

S!LS(AteiΘ)
≤ 1

S!LS(AteiΘ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

F (S+1j)(AteiΘ)αje
iθj

∣∣∣∣∣−
−|F

(S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sju
′
j(t)

lj(AteiΘ)
≤

n∑
j=1

|F (S+1j)(AteiΘ)|
(S+1j)!LS+1j(AteiΘ)

αj(sj+1)lj(Ate
iΘ)+

+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)
. (6.87)

Для абсолютно неперервних функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) : 1 ≤
j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206, лема 4.1, с. 81]).
Функцiя g — абсолютно неперервна. Отже, з (6.68) та (6.87) випливає

g′(t) ≤ max

{
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
: ‖S‖ ≤ N

}
≤

≤max
‖S‖≤p

{ n∑
j=1

αj(sj+1)lj(Ate
iΘ)|F (S+1j)(AteiΘ)|

(S + 1j)!LS+1j(AteiΘ)
+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
≤

≤g(t)

(
max{1, c}max

‖S‖≤p

{ n∑
j=1

αj(sj+1)lj(Ate
iΘ)
}

+ max
‖S‖≤p

{ n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

})
=

= g(t)(β(t) + γ(t)),
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де β(t)=max{1, c}max
‖S‖≤p

{ n∑
j=1

αj(sj+1)lj(Ate
iΘ)
}
, γ(t)=max

‖S‖≤p

{ n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
.

Тому, d
dt ln g(t) ≤ β(t) + γ(t) та g(t) ≤ g(t0) exp

∫ t
t0

(β(τ) + γ(τ))dτ, де t0 —
вибране так, що g(t0) 6= 0. Позначимо β̃(t) =

∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ). Позаяк L ∈ W n,

для деякого S∗, ‖S∗‖ ≤ p та S̃, ‖S̃‖ ≤ p, отримуємо

γ(t)

β̃(t)
=

∑n
j=1

s∗j (−u′j(t))+

lj(AteiΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤

n∑
j=1

s∗j
(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤ p

n∑
j=1

(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤ pε та

β(t)

β̃(t)
=

max{1, c}∑n
j=1 αj(s̃j+1)lj(Ate

iΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
=max{1, c}

(
1+

n∑
j=1

αj s̃jlj(Ate
iΘ)

n∑
j=1

αjlj(AteiΘ)

)
≤

≤ max{1, c}(1 +
n∑
j=1

s̃j) ≤ (1 + p) max{1, c},

де ε = ε(R)→ 0 рiвномiрно по Θ ∈ [0, 2π]n, t = r∗ при |R| → ∞.
Але |F (AteiΘ)| ≤ g(t) ≤ g(t0) exp

∫ t
t0

(β(τ) + γ(τ))dτ i r∗A = R. Покладемо
t = r∗ та отримаємо

ln max{|F (z) : z ∈ Tn(0, R)} = ln max
Θ∈[0,2π]n

|F (ReiΘ)| ≤ ln max
Θ∈[0,2π]n

g(r∗) ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

(β(τ) + γ(τ))dτ ≤

≤ ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

n∑
j=1

αjlj(Aτe
iΘ) (max{1, c}(1 + p) + pε) dτ =

= ln g(t0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

t0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
(max{1, c}(1 + p) + pε) dτ.

Звiдси отримуємо (6.86).

Зауваження 6.9. Зазначимо, що умова (6.85) означає

max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ max

{|F (J)(z)|
J !LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
· max
‖J‖=p+1

J ! ≤

≤c(p+ 1)! max

{ |F (K)(z)|
K!LK(z)

: |K‖ ≤ p

}
≤ c(p+ 1)!

min
‖K‖≤p

K!
max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: |K‖ ≤ p

}
≤

≤ c(p+ 1)! max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
.

Тому за лемою 6.7 маємо

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c(p+ 1)!}.
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Позаяк c(p+ 1)! > c(p+ 1) для p > 1, бачимо, що з леми 6.8 не випливає лема
6.7. Зрозумiло тако, що i навпаки з леми 6.7 не випливає лема 6.8. Тому нам
потрiбна як лема 6.7, так i лема 6.8.

6.4.3 Зростання та обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю змiнних
цiлих розв’язкiв систем рiвнянь з частинними похiдними. Використо-
вуючи доведенi леми, сформулюємо та доведемо твердження, якi дають оцiнки
зростання цiлих розв’язкiв таких систем рiвнянь з частинними похiдними:

Gpj1j(z)F (pj1j)(z) +
∑

‖Sj‖≤pj−1

GSj(z)F (Sj)(z) = Hj(z), j ∈ {1, . . . , n} (6.88)

pj ∈ N, Sj ∈ Zn+, Hj та GSj — цiлi функцiї.
Кожна функцiя L ∈ Qn має властивiсть

max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

〈R,L(τReiΘ)〉dτ → +∞ при |R| → +∞,

Це випливає з леми 6.3.
Кажемо, що неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними (6.88)

належить до класу A(G,H,L), якщо L ∈ QW n, для всiх z ∈ Cn та для кожного
j ∈ {1, . . . , n} цiлi функцiї Hj та GSj задовольняють такi умови:
1) для кожного ‖Sj‖ ≤ pj − 1 та M ∈ Zn+, ‖M‖ ≤ 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk,∣∣∣G(M)

Sj
(z)
∣∣∣LSj−M(z) ≤ BSj ,M l

pj
j (z)|Gpj1j(z)| i

∣∣∣G(M)
pj1j

(z)
∣∣∣ ≤ Bpj1j ,MLM(z)|Gpj1j(z)|,

2) для будь-якого I ∈ Zn+, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk,

∣∣∣H(I)
j (z)

∣∣∣ ≤ DI,jL
I(z)|Hj(z)|,

3) Gpj1j(z) 6= 0,

де BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M — додатнi сталi, H(z) = (H1(z), . . . , Hn(z)), G(z) — ма-
триця, складена з коефiцiєнтiв GSJ (z) системи (6.88).

Однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними (6.88) належить до кла-
су A(G,0,L), якщо умова 1) виконується для M ∈ Zn+ таких, що ‖M‖ ≤∑n

k=1

k 6=j
pk та Gpj1j(z) 6= 0. Умова 2) не потрiбна в цьому випадку.

Замiсть умови Gpj1j(z) 6= 0 можна вимагати справедливостi умов 1) та 2)
для всiх z ∈ Cn\Dn(0, R′). Це можливо з огляду на лему 6.6. Якщо для деякого
M ∈ Zn+ G

(M)
Sj

(z) ≡ 0 або H(M)
j (z) ≡ 0, то вважатимемо BSj ,M = 0 або DM,j = 0,

вiдповiдно.
Теорема 6.7. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похiдними
(6.88) належить до класу A(G,H,L) i цiла функцiя F (z) задовольняє (6.88), то
F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c}, (6.89)

де c — визначено нижче в (6.93).
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Доведення. Позаяк функцiя F (z) задовольняє систему (6.88), можна обчислити
частиннi похiднi I ∈ Zn+ в кожному рiвняннi тої системи∑

0≤M≤I
CM
I

(
G

(M)
pj1j

(z)F (pj1j+I−M)(z)+
∑

‖Sj‖≤pj−1

G
(M)
Sj

(z)F (Sj+I−M)(z)

)
=H

(I)
j (z),

(6.90)

де CM
I = i1!...in!

m1!(i1−m1)!...mn!(in−mn)! та ‖I‖ = 1− pj +
∑n

k=1 pk = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk. Викори-

стовуючи умову 2) теореми, отримаємо

|H(I)
j (z)|≤DI,jL

I(z)|Hj(z)| ≤

≤ DI,jL
I(z)

(
|Gpj1j(z)||F (pj1j)(z)|+

∑
‖Sj‖≤pj−1

|GSj(z)||F (Sj)(z)|
)
.

Рiвняння (6.90) має наслiдком таке

F (pj1j+I)(z) =
1

Gpj1j(z)

(
H

(I)
j (z)−

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I G

(M)
pj1j

(z)F (pj1j+I−M)(z)−

−
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

G
(M)
Sj

(z)F (Sj+I−M)(z)

)
. (6.91)

З (6.91) та умови 2) випливає∣∣∣F (pj1j+I)(z)
∣∣∣≤(DI,jL

I(z)

(
|F (pj1j)(z)|+

∑
‖Sj‖≤pj−1

|GSj(z)|
|Gpj1j(z)||F

(Sj)(z)|
)

+

+
∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I

|G(M)
pj1j

(z)|
|Gpj1j(z)| |F

(pj1j+I−M)(z)|+
∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

|G(M)
Sj

(z)|
|Gpj1j(z)||F

(Sj+I−M)(z)|
)
≤

≤ DI,jL
I(z)

(
|F (pj1j)(z)|+

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0l
pj
j (z)L−Sj(z)|F (Sj)(z)|

)
+

+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,MLM(z)|F (pj1j+I−M)(z)|+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M l
pj
j (z)LM−Sj(z)|F (Sj+I−M)(z)| . (6.92)

Подiливши цю нерiвнiсть на l
pj
j (z)LI(z), отримаємо, що для кожного

I, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk та j ∈ {1, . . . , n}∣∣F (pj1j+I)(z)
∣∣

Lpj1j+I(z)
≤ DI,j

( |F (pj1j)(z)|
l
pj
j (z)

+
∑

‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0
|F (Sj)(z)|
LSj(z)

)
+
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+
∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M

|F (pj1j+I−M)(z)|
Lpj1j+I−M(z)

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M
|F (Sj+I−M)(z)|
LSj+I−M(z)

≤

≤
(
DI,j(1 +

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0) +
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M+

∑
0≤M≤I

CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M

)
×

×max
{|F (S)(z)|

LS(z)
: ‖S‖ ≤

n∑
j=1

pj

}
.

Очевидно, ‖pj1j + I‖ = 1 +
∑n

j=1 pj. Звiдси маємо

max
{∣∣F (K)(z)

∣∣
LK(z)

: ‖K‖=1 +
n∑
j=1

pj

}
≤max{1, c}max

{|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖ ≤
n∑
j=1

pj

}
,

де c= max
‖I‖=1−pj+

∑n
k=1 pk,

j∈{1,...,n}

(
DI,j(1+

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,0) +
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M

)
(6.93)

для всiх z ∈ Cn \ Dn(0, R′). Отже, за лемою 6.7 оцiнка (6.89) виконується, а за
наслiдком 6.4 цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Якщо система (6.88) — однорiдна (Hj(z) ≡ 0), то попередню теорему можна
спростити.
Теорема 6.8. Якщо однорiдна система рiвнянь з частинними похiдними
(6.88) належить до класу A(G,0,L) i цiла функцiя F є розв’язком цiєї си-
стеми, то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ max{1, c}, (6.94)

де c визначено в (6.93) при DI,j = 0 та ‖I‖ = −pj +
∑n

k=1 pk замiсть ‖I‖ =
1− pj +

∑n
k=1 pk.

Доведення. Якщо Hj(z) ≡ 0, то з (6.91) випливає

F (pj1j+I)(z) =
1

Gpj1j(z)

(
−
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I G

(M)
pj1j

(z)F (pj1j+I−M)(z)−

−
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

G
(M)
Sj

(z)F (Sj+I−M)(z)

)
. (6.95)
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Звiдси отримуємо

|F (pj1j+I)(z)| ≤ 1

|Gpj1j(z)|

( ∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I |G(M)

pj1j
(z)||F (pj1j+I−M)(z)|+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

|G(M)
Sj

(z)||F (Sj+I−M)(z)|
)
.

Подiливши отриману нерiвнiсть на Lpj1j+I(z) та використовуючи припущення
теореми щодо функцiй GSj , отримуємо

|F (pj1j+I)(z)|
Lpj1j+I(z)

≤
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M

|F (pj1j+I−M)(z)|
Lpj1j+I−M(z)

+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M
|F (Sj+I−M)(z)|
LSj+I−M(z)

≤
( ∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M

)
max

{|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖ ≤ −1 +
n∑
j=1

pj

}
.

Очевидно, ‖pj1j + I‖ =
∑n

j=1 pj. Тобто,

max
{∣∣F (K)(z)

∣∣
LK(z)

: ‖K‖=
n∑
j=1

pj

}
≤max{1, c}max

{
|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖≤ −1 +
n∑
j=1

pj

}
для всiх z ∈ Cn\Dn(0, R′). Тому, всi умови наслiдку 6.4 виконанi. Отже, функцiя
F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, а згiдно з лемою 6.7, оцiнка
(6.94) — справджується.

Зазначимо, що оцiнки (6.89) та (6.94) не можна полiпшити (див. приклади
для n = 1 в [67]). Тут розглянемо випадок n = 2. Наприклад, цiла функцiя
w = 1 + e−z1−z2 є розв’язком неоднорiдної системи{

w′z1
+ w = 1,

w′z2
+ w = 1.

(6.96)

З огляду на (6.88) та (6.96) маємо H1(z) = H2(z) = 1, G1,1(z) = G1,2 ≡ 1,

G2,1(z) = G2,2 ≡ 1, де Gi,j — коефiцiєнт у i-ому рiвняннi системи (6.96) при
частиннiй похiднi j-ого порядку за змiнною zi вiд функцiї w. Зрозумiло, що
цiла функцiя w має обмежений iндекс за сукупнiстю змiнних, тобто, L(z1, z2) =

(1, 1). Перевiряючи припущення теореми 6.7, встановлюємо Bi,j,M ≡ 0 для
M 6= 0 та Bi,j,0 = 1. Також усi частиннi похiднi другого порядку вiд H1 та
H2 дорiвнюють 0. Тодi DI,1 = DI,2 = 0, де I ∈ I := {(2, 0), (1, 1), (0, 2)}. Звiдси,
з врахуванням (6.93) c = 1.
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Отже, за теоремою 6.7 lim
|R|→∞

ln max{|w(z)| : z∈T2(0,R)}∫ 1

0

∑2
j=1 rjdτ

≤ 1. Але

lim
|R|→∞

ln max{|1+exp(−z1−z2)| : (z1, z2) ∈ T2(0, R)}∫ 1

0 (r1 + r2)dτ
= lim
|R|→∞

r1 + r2

(r1 + r2)τ
∣∣1
0

=1.

Тому оцiнка (6.89) — точна.
За аналогiєю можна розглянути однорiдну систему{

w′z1
− z2w = 0,

w′z2
− z1w = 0.

Функцiя w(z1, z2) = exp(z1z2) є її цiлим розв’язком обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних, де L(z1, z2) = (|z2|, |z1|). Використовуючи теорему 6.8, не
складно показати, що

lim
|R|→∞

ln max{|w(z)| : z ∈ T2(0, R)}∫ 1

0 (r1r2τ + r2r1τ)dτ
≤ 1.

Прямi обчислення доводять, що ця оцiнка також точна. Отже, (6.94) — не-
полiпшувана.

Навiть бiльше, за допомогою наслiдку 6.4 та леми 6.8 можна доповни-
ти двi попереднi теореми 6.7 та 6.8 твердженнями, якi мiститимуть оцiнки
max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}, що iнколи можуть виявитися кращими, нiж (6.94)
та (6.89). Два наступнi твердження мають доведення, якi подiбнi до вiдповiдних
доведень теорем 6.7 i 6.8.
Твердження 6.13. Якщо неоднорiдна система рiвнянь з частинними похi-
дними (6.88) належить до класу A(G,H,L) та цiла функцiя F (z) задовольняє
(6.88), то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤ (1 +

n∑
j=1

pj) max{1, c′}, (6.97)

де c′ визначено у (6.98).

Доведення. Як i в доведеннi теореми 6.7, подiливши (6.92) на (pj1j +
I)!Lpj1j+I(z), отримаємо, що для кожного ‖I‖ = 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk та j ∈ {1, . . . , n}

|F (pj1j+I)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j+I(z)

≤ DI,j|F (pj1j)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j(z)

+
∑

‖Sj‖≤pj−1

DI,jBSj ,0|F (Sj)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j−Sj(z)

+

+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I Bpj1j ,M

|F (pj1j+I−M)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j+I−M(z)

+

+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

BSj ,M
|F (Sj+I−M)(z)|

(pj1j + I)!LSj+I−M(z)
≤
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≤ DI,j

( |F (pj1j)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j(z)

+B
∑

‖Sj‖≤pj−1

|F (Sj)(z)|
(pj1j + I)!Lpj1j−Sj(z)

)
+

+
∑

0≤M≤I
M 6=0

CM
I B|F (pj1j+I−M)(z)|

(pj1j + I)!Lpj1j+I−M(z)
+
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

B|F (Sj+I−M)(z)|
(pj1j + I)!LSj+I−M(z)

≤

≤
(
DI,j

( pj!

(pj1j + I)!
+B

∑
‖Sj‖≤pj−1

(pj1j − Sj)!
(pj1j + I)!

)
+B

∑
0≤M≤I
M 6=0

CM
I

(pj1j + I −M)!|
(pj1j + I)!

+

+B
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

(Sj + I −M)!

(pj1j + I)!

)
max

{|F (S)(z)|
LS(z)

: ‖S‖ ≤
n∑
j=1

pj

}
.

де B=max
{
BSj ,M , Bpj1j ,M : j ∈ {1, . . . , n},0 ≤M≤ I, ‖I‖=1 +

n∑
k=1,k 6=j

pk.
}

Очевидно, що ‖pj1j+I‖ = 1+
∑n

j=1 pj. Для всiх z ∈ Cn\Dn(0, R′) отримуємо

max
{∣∣F (K)(z)

∣∣
K!LK(z)

: ‖K‖ = 1+
n∑
j=1

pj

}
≤max{1, c′}max

{|F (S)(z)|
S!LS(z)

: ‖S‖≤
n∑
j=1

pj

}
,

де

c′ = max
‖I‖=1−pj+

∑n
k=1 pk,

j∈{1,...,n}

(
DI,j

( pj!

(pj1j + I)!
+B

∑
‖Sj‖≤pj−1

(pj1j − Sj)!
(pj1j + I)!

)
+

+B
∑

0≤M≤I,M 6=0

CM
I

(pj1j + I −M)!|
(pj1j + I)!

+B
∑

0≤M≤I
CM
I

∑
‖Sj‖≤pj−1

(Sj + I −M)!

(pj1j + I)!

)
.

(6.98)

З огляду на лему 6.6 цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних. А за лемою 6.8 виконується оцiнка (6.97).

За аналогiєю до доведень теореми 6.8 i твердження 6.13 можна показати
правильнiсть такого твердження.
Твердження 6.14. Якщо однорiдна система рiвнянь з частинними похiдни-
ми (6.88) належить до класу A(G,0,L) i цiла функцiя F є розв’язком цiєї
системи, то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L(τReiΘ)〉dτ
≤

n∑
j=1

pj max{1, c},

де c′ визначено в (6.98) при DI,j = 0 та ‖I‖ = −pj +
∑n

k=1 pk замiсть ‖I‖ =
1− pj +

∑n
k=1 pk.

Якщо ж L(z) ≡ 1, то з теореми 6.7 отримуємо такий наслiдок.
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Наслiдок 6.5. Для всiх z ∈ Cn \Dn(0, R′) та для кожного j ∈ {1, . . . , n} цiлi
функцiї Hj та GSj задовольняють такi умови:
1) для будь-якого ‖Sj‖ ≤ pj − 1 та для кожного M ∈ Zn+, ‖M‖ ≤ 1 +

∑n
k=1

k 6=j
pk,∣∣∣G(M)

Sj
(z)
∣∣∣ ≤ BSj ,M |Gpj1j(z)| i

∣∣∣G(M)
pj1j

(z)
∣∣∣ ≤ Bpj1j ,M |Gpj1j(z)|,

2) для всiх I ∈ Zn+, ‖I‖ = 1 +
∑n

k=1

k 6=j
pk,

∣∣∣H(I)
j (z)

∣∣∣ ≤ DI,j|Hj(z)|,
3) Gpj1j(z) 6= 0,
де BSj ,M , DI,j, Bpj1j ,M — додатнi сталi. Якщо цiла функцiя F (z) задовольняє
(6.88), то F має обмежений iндекс за сукупнiстю змiнних та

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
r1 + . . .+ rn

≤ max{1, c},

де c визначено в (6.93).
Подiбнi наслiдки також можна отримати з теорем 6.8 та тверджень 6.13-6.14.
Припустимо, що всi коефiцiєнти в (6.88) є многочленами. Позначимо l0(z) =

max
1≤j≤n

|zj|, deg GSj(z) — степiнь многочлена GSj(z), тобто, найвищий степiнь се-

ред одночленiв, що входять до нього. Тодi з теореми 6.7 випливає такий наслi-
док.
Наслiдок 6.6. Нехай Hj(z) — одночлен, GSj(z) — многочлен, Gpj1j(z) ≡ 1 у

(6.88) для кожного j ∈ {1, . . . , n} та всiх ‖Sj‖ ≤ pj − 1, s = maxj,Sj
deg GSj (z)

‖pj1j−Sj‖ ,

L(z) = (ls0(z), . . . , ls0(z)). Тодi кожний цiлий розв’язок F системи (6.88) має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та справджується нерiвнiсть

lim
|R|→∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
(r∗)s

s+1

∑n
j=1 rj

≤ max{1, c},

де c визначене в (6.93).
Зауваження 6.10. Хотiли б зауважити, що отриманi твердження також є по-
кращеннями вiдповiдних теорем для n = 1 в [67]. Справдi там розглядається
додатна неперервна функцiя l = l(|z|) така, що l′(t) = o(l2(t)) при t → +∞.
Але нашi обмеження на функцiю l є слабшими. Адже дослiджуємо додатну не-
перервну функцiю l = l(z), для якої (−(u(r, θ))′r)

+/l2(r, θ) → 0 рiвномiрно по
θ ∈ [0, 2π] при r →∞, де u(r, θ) = l(reiθ).

6.4.4 Композицiя цiлих функцiй та обмежений L-iндекс за су-
купнiстю змiнних. Тут дослiджуємо обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю
змiнних деяких композицiй цiлих функцiй.

Наразi про властивостi цiлих функцiй обмеженого iндексу опублiковано
чимало праць. Тим не менш, тiльки п’ять дослiджень присвяченi обмеже-
ностi iндексу композицiї цiлих та аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної
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[206,213,219,276,277]. Зокрема, найзагальнiший результат про композицiю отри-
мав у своїй дисертацiї В.О. Кушнiр [277], який дослiджував аналiтичнi в довiль-
них областях з C функцiї.

Проте багатовимiрний випадок [56, 255] дослiджено лише для складених

функцiй такого вигляду f
( n∑
j=1

zjmj

)
i f(z1z2), де m = (m1, . . . ,mn) ∈ Cn — фi-

ксований вектор. Згаданий результат В.О.Кушнiра нами узагальнено для цього
класу функцiй (див. пiдроздiл 5.7) з дещо слабшими обмеженнями. Натомiсть
композицiя цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних ще нi-
ким не розглядалася. Тому природно постає таке питання: Нехай f : C → C
— цiла функцiя обмеженого l-iндексу, Φ : Cn → C — цiла функцiя, l : C→ R+

— неперервна функцiя. Якою має бути неперервна функцiя L : Cn → Rn
+ для

того, щоби складена функцiя f(Φ(z)) мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних?

У розмовi зi проф. Скаскiвим О. Б. проф. М.М. Шеремета запропонував
розглянути таке загальнiше питання: Нехай G : C2 → C — цiла функцiя
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, Φ1 : Cn → C та Φ2 : Cm → C —
цiлi функцiї, L : C2 → R+ — неперервна функцiя. Якою має бути неперервна
функцiя L̃ : Cn+m → Rn

+, щоб складена функцiя H(z, w) = G(Φ1(z),Φ2(w))

мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних?
Тут даємо вiдповiдi на сформульованi питання.
Додатково введемо такi позначення ∇Φ(z) = (∂Φ(z)

∂z1
, . . . , ∂Φ(z)

∂zn
) та |∇|Φ(z) =

(|∂Φ(z)
∂z1
|, . . . , |∂Φ(z)

∂zn
|).

Наш основний результат формулюється у виглядi такої теореми.
Теорема 6.9. Нехай f цiла функцiя в C, Φ цiла функцiя в Cn така що для
деякого p i для всiх z ∈ Cn, k ∈ {1, . . . , n} та J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn+ \ {0},
‖J‖ ≤ p виконуються нерiвностi ∂Φ(z)

∂zk
6= 0 та

|Φ(J)(z)| ≤ C|∇|Φ(z)J , C ≡ const > 0. (6.99)

Нехай функцiя l ∈ Q така, що l(w) ≥ 1 (w ∈ C) та L ∈ Qn, де L(z) =
l(Φ(z))|∇|Φ(z). Цiла функцiя f має обмежений l-iндекс тодi i тiльки тодi,
коли F (z) = f(Φ(z)) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Доведемо, що

F (K)(z) = f (‖K‖)(Φ(z))(∇Φ(z))K +

‖K‖−1∑
j=1

f (j)(Φ(z))Qj,K(z), (6.100)

де

Qj,K(z) =
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=
∑

11p11
+...+1np1n+...+KpK=K

0≤p11
+...+p1n≤j−1

cj,K,p11
,...,pK(Φ(11)(z))p11 . . . (Φ(1n)(z))p1n . . . (Φ(K)(z))pK ,

та cj,K,p11
,...,pK — деякi невiд’ємнi цiлi коефiцiєнти, K ∈ Zn+.

Доведемо також таку формулу

f (k)(Φ(z)) =
F (k1i)(z)

(Φ(1i)(z))k
+

1

(Φ(1i)(z))2k

k−1∑
j=1

F (j1i)(z)(Φ(1i)(z))jQ̃j,k(z), (6.101)

де
Q̃j,k(z)=

∑
m1+...+kmk=2(k−j)

bj,k,m1,...,mk
(Φ(1i)(z))m1. . .(Φ(k1i)(z))mk,

та bj,k,m1,...,mk
— деякi цiлi коефiцiєнти, i ∈ {1, . . . , n}, k ∈ Z+.

Скористаємося методом математичної iндукцiї для доведення формул
(6.100) та (6.101). Очевидно, що K = 1i, i ∈ {1, . . . , n}, рiвностi (6.100) i (6.101)
виконуються. Припустимо, що вони справджуються для K = S. Доведемо їх
для K = S + 1i, i ∈ {1, . . . , n}. Обчислимо частинну похiдну за змiнною zi в
(6.100)

F (S+1i)(z) = f (‖S‖+1)(Φ(z))(∇Φ(z))S+1i+

+f (‖S‖)(Φ(z))
n∑
k=1

sk(∇Φ(z))S−1kΦ(1k+1i)(z)+

+

‖S‖−1∑
j=1

(
f (j+1)(Φ(z))Φ(1i)(z)Qj,S(z) + f (j)(Φ(z))Q

(1i)
j,S (z)

)
=

= f (‖S‖+1)(Φ(z))(∇Φ(z))S+1i+

+f (‖S‖)(Φ(z))

(
Φ(1i)(z)Q‖S‖−1,S(z) +

n∑
k=1

sk(∇Φ(z))S−1kΦ(1k+1i)(z)

)
+

+
s−1∑
j=2

f (j)(Φ(z))
(

Φ(1i)(z)Qj−1,S(z) +Q
(1i)
j,S (z)

)
+ f ′(Φ(z))Q

(1i)
1,S (z).

Позаяк
n∑
k=1

sk(∇Φ(z))S−1kΦ(1k+1i)(z) + Φ(1i)(z)Q‖S‖−1,S(z) =

=
n∑
k=1

sk(∇Φ(z))S−1kΦ(1k+1i)(z)+

+
∑

11p11
+...+1np1n+...+SpS=S

0≤p11
+...+p1n≤‖S‖−2

c‖S‖−1,S,p11
,...,pS(Φ(11)(z))p11 . . .

×(Φ(1i)(z))1+p1i . . . (Φ(S)(z))pS =
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=
∑

11m11
+...+1nm1n+...+SmS=S+1i

0≤m11
+...+m1n≤‖S‖−1

c̃‖S‖,S+1i,p11
,...,pS(Φ(11)(z))m11 . . .

×(Φ(1i)(z))m1i . . . (Φ(S)(z))mS =

= Q‖S‖,S+1i(z),

Q
(1i)
1,S (z) =

=
∑

JpJ+...+SpS=S

‖J‖≥2

c1,S,0,...,pS

(
pJ(Φ(J)(z))pJ−1(Φ(J+1i)(z))pJ+1i

+1 . . . (Φ(S)(z))pS +. . .+

+pS(Φ(J)(z))pJ . . . (Φ(S)(z))pS−1Φ(S+1i)(z)
)

=

=
∑

JmJ+...+(S+1i)mS+1i
=S+1i

‖J‖≥2

c̃1,S+1i,0,...,pS(Φ(J)(z))mJ . . . (Φ(S)(z))mS(Φ(S+1i)(z))mS+1i =

= Q1,S+1i(z),

та

Φ(1i)(z)Qj−1,S(z) +Q
(1i)
j,S (z) =

=
∑

11p11
+...+1np1n+...+SpS=S

0≤p11
+...+p1n≤j−2

cj−1,S,p11
,...,pS(Φ(11)(z))p11 . . . (Φ(1i)(z))1+p1i . . . (Φ(S)(z))pS+

+
∑

11p11
+...+1np1n+...+SpS=S

0≤p11
+...+p1n≤j−1

cj,S,p11
,...,pS

(
p11

(Φ(11)(z))p11
−1(Φ(11+1i)(z))p11+1i

+1 . . .

×(Φ(S)(z))pS + . . .+ +pS(Φ(J)(z))pJ . . . (Φ(S)(z))pS−1Φ(S+1i)(z)
)

=

=
∑

11m11
+...+1nm1n+...+(S+1i)mS+1i

=S+1i

0≤p11
+...+p1n≤j−1

c̃j,S+1i,m11
,...,mS+1i

(Φ(11)(z))m11 . . .

×(Φ(S)(z))mS(Φ(S+1i)(z))mS+1i = Qj,S+1i(z),

ми отримуємо (6.100) з S + 1i замiсть K.
Пiсля диференцiювання за змiнною zi з рiвностi (6.101) маємо

f (s+1)(Φ(z)) =
F (s+1)1i(z)(
Φ(1i)(z)

)s+1 − sΦ(2·1i)(z)F (s1i)(z)
(

Φ(1i)(z)
)−s−2

+

+
s−1∑
j=1

{
F ((j+1)1i)(z)

(
Φ(1i)(z)

)j−2s−1
Q̃j,s(z)+

+F (j1i)(z)
(
Φ(1i)(z)

)j−2s−2
(

(j − 2s)Φ(2·1i)(z)Q̃j,s(z) + Φ(1i)(z)Q̃
(1i)
j,s (z)

)}
=

=
F (s+1)1i(z)(
Φ(1i)(z)

)s+1 + F (s1i)(z)
(

Φ(1i)(z)
)−s−2

(
− sΦ(2·1i)(z) + Q̃s−1,s(z)

)
+
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+
s−1∑
j=2

{
F (j1i)(z)

(
Φ(1i)(z)

)j−2s−2
(

Φ(1i)(z)Q̃
(1i)
j,s (z) + (j − 2s)Φ(2·1i)(z)Q̃j,s(z)+

+Q̃j−1,s(z)
)}

+ F (1i)(z)
(

Φ(1i)(z)
)−2s−1

×

×
(

(1− 2s)Φ(2·1i)(z)Q̃1,s(z) + Φ(1i)(z)Q̃
(1i)
1,s (z)

)
.

Оскiльки

−sΦ(2·1i)(z) +Q∗s−1,s(z) =

= (−s+ bs−1,s,0,1,...,0)Φ
(2·1i)(z) + bs−1,s,2,0,...,0(Φ

(1i)(z))2 =

=
∑

m1+2m2+...+sms+

+(s+1)ms+1=2

b̃s,s+1,m1,...,ms+1
(Φ(1i)(z))m1 . . . (Φ(s1i)(z))ms(Φ((s+1)1i)(z))ms+1 =

= Q̃s,s+1(z),

(1− 2s)Φ(2·1i)(z)Q̃1,s(z) + Φ(1i)(z)Q̃
(1i)
1,s (z) =

=(1− 2s)
∑

m1+2m2+...+sms=

=2s−2

b1,s,m1,...,ms
(Φ(1i)(z))m1(Φ(2·1i)(z))m2+1 . . . (Φ(s1i)(z))ms+

+
∑

m1+2m2+...+sms=

=2s−2

b1,s,m1,...,ms

{
m1(Φ

(1i)(z))m1(Φ(2·1i)(z))m2+1 . . . (Φ(s1i)(z))ms+

+m2(Φ
(1i)(z))m1(Φ(2·1i)(z))m2−1(Φ(3·1i)(z))m3+1 . . . (Φ(s1i)(z))ms + . . .+

+ms(Φ
(1i)(z))m1+1 . . . (Φ(s·1i)(z))ms−1Φ((s+1)1i)(z)

}
=

=
∑

m1+2m2+...+sms+

+(s+1)ms+1=2s

b̃1,s+1,m1,...,ms+1
(Φ(1i)(z))m1 . . . (Φ(s1i)(z))ms(Φ((s+1)1i)(z))ms+1 =

= Q̃1,s+1(z),

та

Φ(1i)(z)Q̃
(1i)
j,s (z)+(j−2s)Φ(21i)(z)Q̃j,s(z)+Q̃j−1,s(z)=

∑
m1+2m2+...+sms=

=2(s−j)

bj,s,m1,...,ms
×

×
{
m1

(
Φ(1i)(z)

)m1
(

Φ(2·1i)(z)
)m2+1

. . .
(

Φ(s1i)(z)
)ms

+ . . .+

+ms

(
Φ(1i)(z)

)m1+1 (
Φ(2·1i)(z)

)m2

. . .
(

Φ(s·1i)(z)
)ms−1

Φ((s+1)1i)(z)

}
+

+(j − 2s)
∑

m1+2m2+...+sms=

=2(s−j)

bj,s,m1,...,ms

(
Φ(1i)(z)

)m1
(

Φ(2·1i)(z)
)m2+1

. . .×

×
(

Φ(s1i)(z)
)ms

+
∑

m1+2m2+...+sms=

=2(s−j)+2

bj−1,s,m1,...,ms

(
Φ(1i)(z)

)m1

. . .
(

Φ(s·1i)(z)
)ms

=
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=
∑

m1+2m2+...+sms+

+(s+1)ms+1=2(s+1−j)

b̃j,s+1,m1,...,ms+1

(
Φ(1i)(z)

)m1

. . .
(

Φ((s+1)1i)(z)
)ms+1

=

= Q̃j,s+1(z),

одержуємо (6.101) з s+ 1 замiсть k.
Нехай f — цiла функцiя обмеженого l-iндексу. За теоремою 6.6 виконується

нерiвнiсть (6.68). Зважаючи на (6.99) та (6.100), з (6.68) маємо, що для K =
S + 1i при ‖S‖ = p справджується

|F (K)(z)|
LK(z)

≤ |f
(‖K‖)(Φ(z))|
LK(z)

|∇|Φ(z)K +

‖K‖−1∑
j=1

|f (j)(Φ(z))||Qj,K(z)|
LK(z)

≤

≤ max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0 ≤ k ≤ p

}(
C +

p∑
j=1

|Qj,K(z)|
lp+1−j(Φ(z))|∇|Φ(z)K

)
≤

≤ max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0 ≤ k ≤ p

}C +

p∑
j=1

∑
11p11

+...+1np1n+...+KpK=K

0≤p11
+...+p1n≤j−1

cj,K,p11
,...,pK×

×|(Φ
(11)(z))p11 . . . (Φ(1n)(z))p1n . . . (Φ(K)(z))pK |

lp+1−j(Φ(z))|∇|Φ(z)K

)
≤

≤max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0 ≤ k ≤ p

}
×

×

C +

p∑
j=1

∑
n1+2n2+...+(p+1)np+1=p+1

0≤n1≤j−1

cj,K,p11
,...,pKC

‖K‖
1

lp+1−j(Φ(z))

 ≤
≤ C2 max

{|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

: 0 ≤ k ≤ p

}
.

Використовуючи (6.101), можна оцiнити зверху дрiб |f
(k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

:

|f (k)(Φ(z))|
lk(Φ(z))

≤ |F (k1i)(z)|
lk(Φ(z))|Φ(1i)(z)|k +

k−1∑
j=1

|F (j1i)(z)||Q̃j,k(z)|
lk(Φ(z))|Φ(1i)(z)|2k−j ≤

≤ max

{ |F (J)(z)|
LJ(z)

: 1 ≤ ‖J‖ ≤ k

}(
1 +

k−1∑
j=1

|Q̃j,k(z)|
lk−j(Φ(z))|Φ(1i)(z)|2(k−j)

)
≤

≤ max

{ |F (J)(z)|
LJ(z)

: 1 ≤ ‖J‖ ≤ k

}
×

×

1 +
k−1∑
j=1

∑
m1+...+kmk=2(k−j)

|bj,k,m1,...,mk
||Φ

(1i)(z)|m1. . .|Φ(k1i)(z)|mk

lk−j(Φ(z))|Φ(1i)(z)|2(k−j)

 ≤
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≤ max

{ |F (J)(z)|
LJ(z)

: 1 ≤ ‖J‖ ≤ k

}
×

×

1 +
k−1∑
j=1

∑
m1+...+kmk=2(k−j)

|bj,k,m1,...,mk
|C2(k−j)

1

lk−j(Φ(z))

 ≤
≤ C3 max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: 1 ≤ ‖J‖ ≤ k

}
.

Звiдси отримуємо, що

max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p+ 1

}
≤ C2C3 max

{|F (K)(z)|
LK(z)

: 0 ≤ ‖K‖ ≤ p

}
.

(6.102)
Отже, за теоремою 6.6 з нерiвностi (6.102) випливає, що функцiя F має

обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Тепер навпаки припустимо, що F є функцiєю обмеженого L-iндексу за суку-

пнiстю змiнних. Тодi вона задовольняє (6.68). Беручи до уваги (6.99) та (6.101),
отримуємо для ‖K‖ = p+ 1 таке
|f (p+1)(Φ(z))|
lp+1(Φ(z))

≤ |F ((p+1)1i)(z)|
lp+1(Φ(z))|Φ(1i)(z)|p+1

+

p∑
j=1

|F (j1i)(z)||Q̃j,p+1(z)|
lp+1(Φ(z))|Φ(1i)(z)|2p+2−j ≤

≤max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: 0 ≤ ‖J‖ ≤ p

}(
C+

p∑
j=1

|Q̃j,p+1(z)|
lp+1−j(Φ(z))|Φ(1i)(z)|2(p+1−j)

)
≤

≤ max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: 0 ≤ ‖J‖ ≤ p

}
×

×

C +

p∑
j=1

∑
m1+...+(p+1)mp+1=2(p+1−j)

|bj,p+1,m1,...,mp+1
|×

×|Φ(1i)(z)|m1 . . . |Φ((p+1)1i)(z)|mp+1

)
≤ max

{|F (J)(z)|
LJ(z)

: 0 ≤‖J‖≤p
}
×

×

C +

p∑
j=1

∑
m1+...+(p+1)mp+1=2(p+1−j)

|bj,p+1,m1,...,mp+1
|C2p+2−2j

1

lp+1−j(Φ(z))

≤
≤ C4 max

{ |F (J)(z)|
LJ(z)

: 0 ≤ ‖J‖ ≤ p

}
.

Використовуючи (6.100), отримуємо таку оцiнку

|F (J)(z)|
LJ(z)

≤ |f
(‖J‖)(Φ(z))||∇|Φ(z)J

LJ(z)
+

‖J‖∑
j=1

|f (j)(Φ(z))||Qj,J(z)|
LJ(z)

≤

≤ max

{|f (j)(Φ(z))|
lj(Φ(z))

: 1 ≤ j ≤ ‖J‖ − 1

}1 +

‖J‖−1∑
j=1

|Qj,J(z)|
l‖J‖−j(Φ(z))|∇|Φ(z)J

 ≤



293

≤ C5 max

{|f (j)(Φ(z))|
lj(Φ(z))

: 1 ≤ j ≤ p

}
.

Звiдси випливає, що
|f (p+1)(Φ(z))|
lp+1(Φ(z))

≤ C4C5 max

{|f (j)(Φ(z))|
lj(Φ(z))

: 0 ≤ j ≤ p

}
.

Тому за теоремою 6.6 функцiя f має обмежений l-iндекс.

Тепер розглянемо вiдповiдь на загальнiшу проблему Шеремети, сформульо-
вану нами у вступi.
Теорема 6.10. Нехай L ∈ Q2, G : C2 → C — цiла функцiя обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних, Φ1 : Cn → C та Φ2 : Cm → C цiлi функцiї
такi, що ∂Φ1(z)

∂zk
6= 0, ∂Φ2(w)

∂wl
6= 0, та

|Φ(J)
1 (z)| ≤ C|∇|Φ1(z)J , |Φ(I)

2 (w)| ≤ C||∇|Φ2(w)I , C ≡ const > 0, (6.103)
для всiх z ∈ Cn, w ∈ Cm, J ∈ Zn+, I ∈ Zn+, k ∈ {1, . . . , n}, l ∈ {1, . . . ,m},
‖J‖ ≤ p, ‖I‖ ≤ p, де p = N(G,L) вибране з нерiвностi (6.68).

Тодi H(z, w) = G(Φ1(z),Φ2(w)) має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю
змiнних, де

L̃(z, w) =

(
l1(Φ1(z))

∣∣∣∣∂Φ1(z)

∂z1

∣∣∣∣, . . . , l1(Φ1(z))

∣∣∣∣∂Φ1(z)

∂zn

∣∣∣∣,
l2(Φ2(w))

∣∣∣∣∂Φ2(w)

∂w1

∣∣∣∣, . . . , l2(Φ2(w))

∣∣∣∣∂Φ2(w)

∂wm

∣∣∣∣) ∈ Qn+m.

Доведення. Нехай G = G(v1, v2), v1 = Φ1(z), v2 = Φ2(w). Як i в теоремi 6.9, ми
можемо довести методом математичної iндукцiї таку формулу

∂‖J‖+‖I‖H(z, w)

∂zJ∂wI
=
∂‖J‖+‖I‖F (v1, v2)

∂v
‖J‖
1 ∂v

‖I‖
2

∣∣∣ v1=Φ1(z)

v2=Φ2(w)
· (∇Φ1(z))J(∇Φ2(w))I+

+
∑

‖K1‖+‖K2‖∈{1,...,‖J‖+‖I‖−1}
‖K1‖∈{0,...,‖J‖},‖K2‖∈{0,...,‖I‖}

∂‖K1‖+‖K2‖F (v1, v2)

∂v
‖K1‖
1 ∂v

‖K2‖
2

∣∣∣ v1=Φ1(z)

v2=Φ2(w)
×

×Q(z, w; ‖K1‖+ ‖K2‖, J, I) (6.104)
де

Q(z, w; k, J, I) =
∑

11p11
+...+JpJ=J, 11s11

+...+IsI=I

0≤p11
+...+p1n+s11

+...+s1m≤k−1

ck,J,I,p11
,...,pJ ,s11

,...,sI×

×(Φ
(11)
1 (z))p11 . . . (Φ

(J)
1 (z))pJ (Φ

(11)
2 (w))s11 . . . (Φ

(I)
2 (w))sI

ck,J,I,p11
,...,pJ ,s11

,...,sI — деякi цiлi невiд’ємнi коефiцiєнти.
Також можна вивести, що

∂j+iG(v1, v2)

∂vj1∂v
i
2

∣∣∣ v1=Φ1(z)

v2=Φ2(w)
=

∂j+iH(z,w)
∂zj∂wi

(Φ
(11)
1 (z))j(Φ

(11)
2 (w))i

+
1

(Φ
(11)
1 (z))2j(Φ

(11)
2 (w))2i

×
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×
∑

1≤p+s≤j+i−1

p≤j, s≤i

∂p+sH(z, w)

∂zp∂ws
(Φ

(11)
1 (z))p(Φ

(11)
2 (w))sQ̃p,s,j,i(z, w) (6.105)

де

Q̃p,s,j,i(z, w) =
∑

m1+...+jmj+n1+...+ini=

=2(i+j−p−s)

bj,k,m1,...,mk
(Φ

(11)
1 (z))m1. . .(Φ

(j11)
1 (z))mj×

×(Φ
(11)
2 (w))n1. . .(Φ

(i11)
2 (w))ni

та bj,k,m1,...,mk
— деякi цiлi числа.

Використовуючи (6.104) та (6.105), можна довести за аналогiєю з доведе-
нням теореми 6.9, що цiла функцiя H задовольняє нерiвнiсть (6.68). Тодi за
теоремою 6.6 функцiя H має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Зауваження 6.11. Як i в пiдроздiлi 5.7, тут також можна сформулювати
i довести аналоги теорем 6.9 та 6.10 без припущення ∂Φ(z)

∂zk
6= 0 та ∂Φ1(z)

∂zk
6= 0,

∂Φ2(w)
∂wl

6= 0, k ∈ {1, . . . , n} вiдповiдно (там це була теорема 5.13).

6.5 Простори цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних

Функцiї обмеженого iндексу мають цiкавi як аналiтичнi, так i метричнi вла-
стивостi.

Зокрема, К. Екблау [93] дослiджував метричний простiр цiлих функцiй
обмеженого iндексу. Ним доведено, що в топологiї, породженiй метрикою Iє-
ра [137]

d(f, g) = sup{|f0 − g0|, |fp − gp|1/p : p ∈ N},
де fp, gp – тейлорiвськi коефiцiєнти функцiй f, g вiдповiдно, такий простiр є про-
стором першої категорiї. У статтi [260] цей результат узагальнено на клас цiлих
функцiй вiд декiлькох комплексних змiнних. Подiбну властивiсть встановлено
у пiдроздiлi 5.8 для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком.

Водночас у попереднiх пiдроздiлах означення цiлої функцiї обмежено-
го L-iндексу за сукупнiстю змiнних узагальнене, замiною вектор-функцiї
L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) на вектор-функцiю загальнiшого вигляду L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) = lj(z1, . . . , zn) : Cn → R+ — неперервна функцiя,
j ∈ {1, . . . , n}. Зазначимо, що цiла функцiя F (z) = ez1+...+zn є функцiєю обме-
женого iндексу за сукупнiстю змiнних, тобто, обмеженого L-iндексу за суку-
пнiстю змiнних з L(z) ≡ (1, . . . , 1). Проте вже цiла функцiя F (z) = ez1···zn є
функцiєю необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних для будь-якої фун-
кцiї вигляду L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Але при цьому дана функцiя F має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних для функцiї L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)),
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де lj(z) = |z1 · · · zj−1zj+1 · · · zn|+ 1. Тобто, навiть цей простий приклад показує,
що загальнiша функцiя L дозволяє вивчати властивостi ширшого класу цiлих
функцiй вiд декiлькох комплексних змiнних.

З огляду на [93,260] виникає таке питання: Чи є простором першої категорiї
простiр цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних для L :

Cn → Rn
+? Тут дано ствердну вiдповiдь на це питання. Зауважимо, що доведенi

нижче теореми 6.9, 6.15 та твердження 6.16 отриманi при n = 1 та l(z) ≡ 1 у
статтi [93], а у випадку L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)) в статтi [260]. Для цiлих у
Cn функцiй F (z) =

∑
J≥0

fJz
J , G(z) =

∑
J≥0

gJz
J покладемо

d(F,G) = sup{|f0 − g0|, |fJ − gJ |1/‖J‖ : J ∈ Zn+},
а простiр усiх цiлих функцiй з такою метрикою позначимо En. Також позна-
чимо через Bn(L) множину усiх цiлих в Cn функцiй обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних, а через Bn

ν (L) — множину функцiй з Bn(L) таких, що

N(F,L) ≤ ν. Зрозумiло, що Bn(L) =
+∞⋃
ν=0

Bn
ν (L).

Нам потрiбне таке твердження.
Теорема XVIII ([260]). Нехай F ∈ En. Тодi для будь-яких ν0 ∈ N та ε > 0
знайдеться δ > 0 таке, що для G ∈ En такої, що d(F,G) < δ виконується
d(F (K), G(K)) < ε для всiх K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ ν0.
Лема 6.9. Нехай F ∈ En, ν ∈ Z+ та N(F,L) > ν. Тодi iснує δ > 0 таке, що
для кожної функцiї G ∈ En з нерiвностi d(F,G) < δ випливає, що N(G,L) >
ν.

Доведення. Оскiльки N(F,L) > ν, то знайдуться z0 ∈ Cn та ν0 > ν, для яких
N(F,L, z0) = ν0 > ν. Водночас для всiх ‖K‖ ≤ ν0−1 та деякого K0, ‖K0‖ = ν0

справджується нерiвнiсть |F
(K)(z0)|

K!LK(z0) <
|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. Тодi iснує δ∗ > 0 таке, що

|F (K)(z0)|
K!LK(z0)

+ δ∗ <
|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

. (6.106)

Використовуючи нерiвнiсть a− b ≥ c− d− |a− c| − |b− d|, ми отримуємо

|G(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

− |G
(K)(z0)|

K!LK(z0)
≥ |F

(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

− |F
(K)(z0)|

K!LK(z0)
−

−| |G
(K0)(z0)| − |F (K0)(z0)| |

K0!LK0(z0)
− | |G

(K)(z0)| − |F (K)(z0)| |
K!LK(z0)

. (6.107)

Звiдси випливає, що

||G(K)(z0)| − |F (K)(z0)|| ≤ |G(K)(z0)− F (K)(z0)| ≤

≤ |K!(fK − gK)|+
∑
J 6=0

(K + J)!

J !
|fJ+K − gJ+K ||(z0)J | ≤
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≤ d(F (K), G(K)) +
∑
J 6=0

d(F (K), G(K))||J |||(z0)J |. (6.108)

За теоремою XVIII число δ можна вибрати так, що при d(F,G)< δ також
виконуються нерiвностi d(F (K), G(K))< ε < 1 та d(F (K), G(K))|z0

i | < ε < 1 для
всiх i ∈ {1, . . . , n} та ‖K‖ ≤ ν0. З нерiвностi (6.108) випливає, що∣∣∣|G(K)(Z0)| − |F (K)(Z0)|

∣∣∣ ≤ ε+
+∞∑
k=1

∑
‖J‖=k

ε‖J‖ = ε− 1 +
( ∞∑
k=0

εk
)n

=

= ε− 1 +
1

(1− ε)n =
1− (1− ε)n+1

(1− ε)n (6.109)

Пiдставляючи (6.106) та (6.109) в (6.107), для ‖K‖ ≤ ν0 − 1 маємо

|G(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

− |G
(K)(z0)|

K!LK(z0)
> δ∗ −

{
1− (1− ε)n+1

(1− ε)n
(

1

K0!LK0(z0)
+

1

K!LK(z0)

)}
.

З огляду на довiльнiсть ε, це означає, що |G(K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

> δ∗

2 + |G(K)(z0)|
K!LK(z0) , тобто,

N(G,L) ≥ N(G,L, z0) ≥ ν0 > ν. Теорема доведена.

Наслiдок 6.7. Множина Bn
ν (L) замкнена в En.

Через Kn позначимо клас додатних неперервних функцiй L(z), для яких
iснує c > 0 таке, що для кожного R ∈ Rn

+ та j ∈ {1, . . . , n}

max
Θ1,Θ2∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c.

Твердження 6.15. Нехай L ∈ Qn ∩Kn, min
Θ∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ) неспадна за кожною

змiнною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k 6= j. Тодi Bn(L) є простором першої категорiї.

Доведення. Нам потрiбно показати, що для будь-якого ν ∈ Z+ множина Bn
ν (L)

нiде не щiльна в Bn(L). З огляду на Bn(L) =
⋃
ν B

n
ν (L) це означатиме справе-

дливiсть твердження теореми.
Покладемо

ψ(r) = max
j∈{1,...,n},Θ∈[0,2π]n

{∫ r

0

lj(r
iθ1, . . . , reiθj−1, teiθj , reiθj+1 . . . , reiθn)dt

}
.

Нехай Φ(r) буде додатною, опуклою, неспадною на (−∞,+∞) функцiєю такою,
що ψ(r) = o(Φ(ln r)), r → ∞. За теоремою Клунi [88] iснує цiла функцiя

F (z1) =
∞∑
k=0

ckz
k
1 з ck ≥ 0, k ∈ Z+ така, що

lnM(r, F ) ∼ Φ(ln r), r →∞,
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де M(r, F ) = max {|F (z1)| : |z1| = r}. Виберемо R = (r, . . . , r). Тодi

lnM(r, F )
n∑
i=1

∫ r
0 lj(r

iθ1, . . . , reiθj−1, teiθj , reiθj+1 . . . , reiθn)dt
≥ lnM(r, F )

nψ(r)
→∞, (6.110)

при |R| → ∞. За наслiдком 6.9 (див. пiдроздiл 6.7), якщо N(F,L) < ∞, то
лiва частина в (6.110) обмежена. Тому це означає, що функцiя F необмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Навiть бiльше, така функцiя F̃j(z) =

Pj(z1, . . . , zn) +
∞∑

k=j+1

ckz
k
1 також є необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-

них, де Pj — довiльний многочлен степеня j за усiма змiнними.
Множина Bn

ν (L) нiде не щiльна в Bn(L), якщо доповнення її замикання
щiльне в Bn(L), тобто, Bn(L) \Bn

ν (L) = Bn(L). Отже, слiд довести, що будь-
яка функцiя з Bn

ν (L) може бути апроксимована функцiями з Bn(L) \Bn
ν (L).

Нехай f(z) =
∑
K≥0

fKz
K — функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнiстю

змiнних ν(f, L) = νo <∞. Покладемо

fj(z) =
∑
||K||≤j

fKz
K +

∞∑
k=j+1

ckz
k
1 , fj,m(z) =

∑
||K||≤j

fKz
K +

m∑
k=j+1

ckz
k
1 (m > j).

Очевидно, що d(f, fj) → 0 при j → ∞ та d(fj, fj,m) → 0 при m → ∞. Але ця
функцiя fj необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, тобто, N(fj,L) >
ν0. Тодi за лемою 6.9 отримуємо, що N(fj,m,L) > ν0 для всiх досить великих
m. Отже, fj,m ∈ Bn(L) \ Bn

νo
(L), бо N(fj,m,L) ≤ m та d(f, fj,m) ≤ d(f, fj) +

d(fj, fj,m)→ 0 при m, j →∞. Звiдси маємо, що Bn
νo

(L) нiде не щiльна в Bn(L).
Тому простiр Bn(L) є простором першої категорiї.

Твердження 6.16. Нехай L ∈ Qn ∩Kn, min
Θ∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ) неспадна за кожною

змiнною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k 6= j. Тодi для будь-якого ν ∈ Z+ Bn(L)\Bn
ν (L)

та En \Bn(L) щiльнi в En.

Доведення. Для будь-якої функцiї f ∈ Bn(L) будуємо функцiю fj ∈ En \Bn(L)
таку ж, як у доведеннi теореми 6.15. Тодi d(f, fj)→ 0 (j →∞). А це й означає,
що En \Bn(L) щiльна в En.

Нехай f ∈ En \ (Bn(L) \ Bn
ν (L)), тобто, або f необмеженого L-iндексу за

сукупнiстю змiнних, або N(f,L) ≤ ν. Доведемо, що в кожному з цих двох
випадкiв f є границею функцiй fj, ν < N(fj,L) <∞.

Нехай f – функцiя обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Тодi по-
кладемо fj(z) =

∑
0≤||K||≤j

fKz
K . Очевидно, що lim

j→∞
d(f, fj) = 0. Звiдси, за

теоремою XVIII, N(fj,L) > ν для всiх досить великих j.
Нехай f ∈ Bn

ν (L). Тодi можна вибрати fj,m ∈ Bn(L) \Bn
νo

(L), як у доведеннi
теореми 6.15. Звiсно, d(f, fj,m)→ 0 (m, j →∞). Твердження 6.16 доведено.
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6.6 Iснування неперервної функцiї L : Cn → Rn
+ такої, що цiла фун-

кцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних

У одновимiрному випадку М.М. Шеремета [207] (див. також [70]) висунув
гiпотезу, що якщо цiла функцiя f має обмежену кратнiсть нулiв, то iснує дода-
тна неперервна функцiя l така, що f обмеженого l-iндексу. Згодом у [66] було
доведено цю гiпотезу. Iншi цiкавi проблеми, пов’язанi з iснуванням цiлої функцiї
обмеженого l-iндексу для заданої l, розглянутi в [122,209].

У багатовимiрному випадку вiдомий аналог згаданого твердження для цiлих
функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком [56].

Для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних аналог та-
кого твердження не був вiдомий. Це обумовлено тим фактом, що означення [264]
спершу було дане для L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Навiть бiльше, функцiї з цьо-
го класу мають властивiсть [264]: ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} = O(

∑n
j=1 lj(rj))

при r1 + . . . + rn → +∞. Останнє спiввiдношення, зокрема, є свiдченням того,
що функцiя обмеженого L-iндексу в сенсi означення 1.1 у деякому розумiннi
має властивостi схожi на властивостi функцiї з вiдокремленими змiнними.

Водночас, у цьому роздiлi ми перенесли згадане означення на ширший клас
вектор-функцiй L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj : Cn → R+ неперервна фун-
кцiя, j ∈ {1, . . . , n}. Тому виникає таке природне питання: Чи iснує неперервна
вектор-функцiя L : Cn → Rn

+ для будь-якої цiлої функцiї F з обмеженою
кратнiстю нульової множини така, що F має обмежений L-iндекс за суку-
пнiстю змiнних?

Нижче даємо ствердну вiдповiдь на це запитання.
Нехай F — цiла функцiя, ZF — нульова множина функцiї F. Якщо z0 ∈ ZF ,

то через pF (z0) позначимо “кратнiсть” нульової точки z0 функцiї F, тобто, таке
цiле число, що для всiх J, ‖J‖ < pF (z0), F (J)(z0) = 0, але, принаймнi для одного
J, ‖J‖ = pF (z0), виконується F (J)(z0) 6= 0.

Теорема 6.11. Для того, щоб для цiлої функцiї F iснувала додатна неперерв-
на вектор-функцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) така, що F (z) є функцiєю обме-
женого L-iндексу за сукупнiстю змiнних необхiдно та досить, щоб iснувало
p ∈ Z+ таке, що pF (z0) ≤ p для всiх z0 ∈ ZF .
Доведення. Необхiднiсть. Для спрощення запису ми скрiзь у доведеннi вжива-
ємо позначення p0 := pF (z0). Необхiднiсть випливає безпосередньо з означення
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Справдi, припустимо вiд супро-
тивного, що

(∀p ∈ Z+)(∃z0 ∈ ZF ) : p0 > p.

Це означає, що для деякого J0 ∈ Z+
n , ‖J0‖ = p0, справджується F (J0)(z0) 6= 0 та

F (J)(z0) = 0 для всiх J, ‖J‖ ≤ p0 − 1 та z0 ∈ ZF . Тому, L-iндекс за сукупнiстю
змiнних в точцi z0 не менший за p0 > p, тобто, N(F,L, z0) ≥ p0 > p. Якщо
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p → +∞, то ми отримуємо N(F,L, z0) → +∞. А це суперечить обмеженостi
L-iндексу за сукупнiстю змiнних функцiї F.

Достатнiсть. Нехай p — найменше натуральне число таке, що (∀z0 ∈ ZF ) :
p0 ≤ p. Для A, B ∈ Rn

+ позначимо

max{A,B} = (max{a1, b1}, . . . ,max{an, bn}).
Визначимо KR = {z ∈ Cn : z ∈ Dn[0, R + 1] \ Dn(0,max{0, R − 1})} для всiх
R ≥ 0 та

m1(R) = min
z0∈KR∩ZF


∣∣∣F (J0)(z0)

∣∣∣
J0!

: ‖J0‖ = p0, F
(J0)(z0) 6= 0

 .

Позаяк F — цiла функцiя, то iснує E = E(R) = (ε1(R), . . . , εn(R)) > 0 така,
що ∣∣∣F (J0)(z)

∣∣∣
J0!

≥ m1(R)

2
для всiх z ∈ KR ∩GE, GE =

⋃
z0∈ZF D

n(z0, E(R)), та для кожного J0, ‖J0‖ =

p0 з F (J0)(z0) 6= 0. Введемо позначення

m2(R) = min{|F (z)| : z ∈ Dn[0, R + 1], z /∈ GE},
Q(R) = min {m1(R)/2,m2(R)} .

Для довiльного z ∈ Cn покладемо R = (|z1|, . . . , |zn|). Тодi бодай одне з
чисел |F (z)|, |F (J)(z)|

J ! при ‖J‖ ≤ p не менше, нiж Q(R) (вiдповiдно, |F
(J0)(z)|
J0! для

z ∈ KR ∩GE та |F (z)| для z ∈ KR \GE). Звiдси випливає, що

max

{|F (J)(z)|
J !

: ‖J‖ ≤ p

}
≥ Q(R, z0). (6.111)

Застосовуючи формулу Кошi для полiкруга Dn(z,1), ви встановлюємо, що для
всiх J, ‖J‖ ≥ p+ 1

|F (J)(z)|
J !

=

∣∣∣∣ 1

(2πi)n

∫
Tn(z,1)

F (τ)

(τ − z)J+1
dτ

∣∣∣∣ ≤ max{|F (τ)| : τ ∈ Dn(0, R + 1)}.
(6.112)

Додатну неперервну вектор-функцiю L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)) виберемо так

l1(z) = . . . = ln(z) := max

{
max{|F (τ)| : τ ∈ Dn(0, R + 1)}

Q(R)
, 1

}
Враховуючи (6.111) та (6.112), отримуємо, що для всiх ‖J‖ ≥ p+ 1

|F (J)(z)|/(J !LJ(z))

max
{
|F (K)(z)|
K!LK(z) : ‖K‖ ≤ p

} ≤ l
−‖J‖
1 (z)

Q(R)l−p1 (z)
×

×max{|F (τ)| : τ ∈ Dn(0, R + 1)} ≤ l
p+1−‖J‖
1 (z) ≤ 1.
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Звiдси, маємо
|F (J)(z)|
J !LJ(z)

≤ max

{|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
.

З огляду на довiльнiсть z цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за суку-
пнiстю змiнних.

Через Bn позначимо множину цiлих функцiй з рiвномiрно обмеженою кра-
тнiстю нульових точок. З доведеної теореми, а також з того, що коли L1(z) ≤
L2(z) для всiх z ∈ Cn i F ∈ Bn(L1), то F ∈ Bn(L2) (див. лему 6.4), як наслiдок
випливає таке твердження
Наслiдок 6.8. Нехай Lk : Cn → Rn

+ послiдовнiсть неперервних вектор-
функцiй, кожна компонента якої монотонно зростає до +∞ за кожною змiн-
ною. Тодi

⋃
k B

n(Lk) = Bn.

6.7 Оцiнки зростання цiлих функцiй

У 1970 роцi В. Дж. Пудж та С. М. Шах [175] поставили ряд питань про
властивостi цiлих функцiй обмеженого iндексу. Одним з цих питань є таке: I.
Яким є зростання функцiй обмеженого iндексу: (c) чи можна вивести обме-
женiсть (або, навпаки, необмеженiсть) iндексу з асимптотичних властиво-
стей логарифма максимуму модуля f(z), тобто, lnM(r, f)?

В. К. Хейман [128] довiв, що цiла функцiя обмеженого iндексу має експонен-
цiйний тип, який не перевищує N(f) + 1. Пiзнiше А. Д. Кузик та М. М. Шере-
мета [150] отримали оцiнку зростання цiлої функцiї обмеженого l−iндексу. М.
М. Шеремета, В. О. Кушнiр, Т. О. Банах [6, 206] вивели подiбнi нерiвностi для
аналiтичних в одиничному крузi та в довiльнiй комплекснiй областi функцiй
обмеженого l-iндексу.

Зрозумiло, що питання Шаха та Пуджа можна сформулювати для цiлих у
Cn функцiй: Яким є зростання функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних? Чи можна вивести обмеженiсть (або необмеженiсть) L-iндексу за
сукупнiстю змiнних з асимптотичних властивостей логарифма максимуму
модуля функцiї F (z) на кiстяку полiкруга?

У [264] дано вiдповiдь на це питання, коли L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)),
та для кожного j ∈ {1, . . . , n} функцiя lj : R+ → R+ — додатною. Тут роз-
ширюємо їхнi результати для L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де lj : Cn → R+ —
неперервна функцiя для кожного j ∈ {1, . . . , n}. Зазначимо, що цiла фун-
кцiя f(z) = ez1···zn : Cn → C є необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них для будь-якої функцiї L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)). Але вона має обме-
жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних для функцiї L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), де
lj(z) = |z1 · · · zj−1zj+1 · · · zn| + 1. У деякому розумiннi нашi результати є нови-
ми навiть в одновимiрному випадку (див. зауваження 6.12 та зауваження до



301

теореми 6.13). Отриманi оцiнки не є прямими аналогами результатiв М. Т. Бор-
дуляк та М. М. Шеремети. Вони — точнiшi (див. зауваження 6.12). Крiм того,
показуємо, що нерiвнiсть (6.125) точна.

Нехай L(z) = L(R), R = (r1, . . . , rn), z = (z1, . . . , zn), rk = |zk| (1 ≤ k ≤ n).

Позначимо r∗ = max1≤k≤n rk. У цьому випадку наш основний результат має
вигляд
Теорема 6.12. Нехай L(R) = (l1(R), . . . , ln(R)), lj(R) — додатнi неперерв-
но диференцiйовнi неспаднi функцiї за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k, j ∈
{1, . . . , n}. Якщо цiла функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за
сукупнiстю змiнних, то

lim
|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1.

Ця теорема є наслiдком з твердження 6.18, яка отримана за значно загаль-
нiших умов нa функцiю L.

Через Kn позначимо клас додатних неперервних функцiй L(z), для яких
iснує c > 0 таке, що для всiх R ∈ Rn

+ та j ∈ {1, . . . , n}

max
Θ1,Θ2∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ2)

lj(ReiΘ1)
≤ c.

Якщо L(z) = (l1(|z1|, . . . , |zn|), . . . , ln(|z1|, . . . , |zn|)), то L ∈ Kn. Легко довести,
що |ez|+1 ∈ Q1 \K1, але ee|z| ∈ K1 \Q1, z ∈ C. Крiм того, за умови L1,L2 ∈ Kn

маємо, що L1 +L2 ∈ Kn та L1L2 ∈ Kn. Для спрощення будемо писати K ≡ K1

та M(F,R) = max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}.
Теорема 6.13. Нехай L ∈ Qn ∩ Kn. Якщо цiла функцiя F має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(F,R)=O

(
min
σn∈Sn

min
Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R(j, σn, t)e
iΘ)dt

)
при |R| → ∞,

(6.113)
де σn — перестановка з {1, . . . , n}, Sn — множина усiх перестановок з

{1, . . . , n}, R(j, σn, t)= (r′1, . . . , r
′
n), r

′
k=


r0
k, якщо σn(k) < j,

t, якщо k = j,

rk, якщо σn(k) > j,

k ∈ {1, . . . , n},

R0 = (r0
1, . . . , r

0
n) — досить великий радiус.

Доведення. Нехай R > 0, Θ ∈ [0, 2π]n та точка z∗ ∈ Tn(0, R + 2
L(ReiΘ)) така, що

|F (z∗)| = max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
0, R +

2

L(ReiΘ)

)}
.

Позначимо z0 = z∗R
R+2/L(ReiΘ) . Тодi для кожного j ∈ {1, . . . , n}

|z0
j − z∗j | =

∣∣∣∣ z∗j rj
rj + 2/lj(ReiΘ)

− z∗j
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ 2z∗j/lj(Re
iΘ)

rj + 2/lj(ReiΘ)

∣∣∣∣∣ =
2

lj(ReiΘ)
та
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L(z0)=L

(
z∗R

R + 2/L(ReiΘ)

)
=L

(
(R + 2/L(ReiΘ))ei arg z

∗
R

R + 2/L(ReiΘ)

)
=L(Rei arg z

∗
).

Позаяк L ∈ Kn, маємо, що cL(z0) = cL(Rei arg z
∗
) ≥ L(ReiΘ) ≥ 1

cL(z0).

Розглянемо два кiстяки Tn(z0, 1
L(z0)) та Tn(z0, 2

L(z0)). За теоремою 3.3 iснує
p1 = p1(

1
c , c2) ≥ 1 таке, що (6.11) виконується з R′ = 1

c , R
′′ = c2, тобто,

max

{
|F (z)| : z∈T n

(
0, R +

2

L(ReiΘ)

)}
≤max

{
|F (z)| : z∈T n

(
z0,

2

L(ReiΘ)

)}
≤

≤ max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
z0,

c2

L(z0)

)}
≤p1 max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
z0,

1

cL(z0)

)}
≤

≤p1 max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
0, R +

1

L(ReiΘ)

)}
(6.114)

Функцiя ln+ max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} є опуклою функцiєю вiдносно змiнних
ln r1, . . . , ln rn (див. [177, c.84]). Тому ця функцiя допускає представлення

ln+ max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} − ln+ max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R + (r0
j − rj)1j)} =

=

∫ rj

r0
j

Aj(r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn)

t
dt (6.115)

для довiльних 0 < r0
j ≤ rj < +∞, де функцiї Aj(r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn) —

додатнi неспаднi за змiнною t ∈ (0; +∞), j ∈ {1, . . . , n}.
Використовуючи (6.114), встановлюємо

ln p1 ≥ ln max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
0, R +

2

L(ReiΘ)

)}
−

− ln max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
0, R +

1

L(ReiΘ)

)}
=

=
n∑
j=1

ln max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
0, R +

1 +
∑n

k=j 1k

L(ReiΘ)

)}
−

− ln max

{
|F (z)| : z ∈ T n

(
0, R +

1 +
∑n

k=j+1 1k

L(ReiΘ)

)}
=

=
n∑
j=1

∫ rj+2/lj(Re
iΘ)

rj+1/lj(ReiΘ)

1

t
Aj

(
r1 +

1

l1(ReiΘ)
, . . . , rj−1 +

1

lj−1(ReiΘ)
, t,

rj+1 +
2

lj+1(ReiΘ)
, . . . , rn +

2

ln(ReiΘ)

)
dt≥

n∑
j=1

ln

(
1 +

1

rjlj(ReiΘ)+1

)
×

×Aj

(
r1+

1

l1(ReiΘ)
, . . . , rj−1+

1

lj−1(ReiΘ)
, rj, rj+1+

2

lj+1(ReiΘ)
, . . . , rn+

2

ln(ReiΘ)

)
.

(6.116)

За лемою 6.3 функцiя rjlj(ReiΘ)→ +∞ (rj → +∞). Тодi для j ∈ {1, . . . , n} та
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rj ≥ r0
j маємо

ln

(
1 +

1

rjlj(ReiΘ) + 1

)
∼ 1

rjlj(ReiΘ) + 1
≥ 1

2rjlj(ReiΘ)
.

Отже, для кожного j ∈ {1, . . . , n} з нерiвностi (6.116) отримуємо

Aj

(
r1 +

1

l1(ReiΘ)
, . . . , ri−1 +

1

lj−1(ReiΘ)
, rj, rj+1 +

2

lj+1(ReiΘ)
, . . . ,

rn +
2

ln(ReiΘ)

)
≤ 2 ln p1 rjlj(Re

iΘ).

Нехай R0 = (r0
1, . . . , r

0
n), де кожне r0

j вибране вище. Застосовуючи послiдовно
формулу (6.115) n раз, одержимо

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} =

= ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R + (r0
1 − r1)11)}+

∫ r1

r0
1

A1(t, r2, . . . , rn)

t
dt =

= ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R + (r0
1 − r1)11 + (r0

2 − r2)12)}+

+

∫ r1

r0
1

A1(t, r2, . . . , rn)

t
dt+

∫ r2

r0
2

A2(r
0
1, t, r3 . . . , rn)

t
dt =

=ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R0)}+
n∑
j=1

∫ rj

r0
j

Aj(r
0
1, . . . , r

0
j−1, t, rj+1, . . . , rn)

t
dt≤

≤ ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R0)}+

+2 ln p1

n∑
j=1

∫ rj

r0
j

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt ≤

≤ ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R0)}+

+2 ln p1

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt ≤

≤ C(R0)
n∑
j=1

∫ rj

0

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt,

де C(R0) — деяка стала. Функцiя ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} незалежна вiд
Θ. Тому справедлива така оцiнка

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} =

=O

(
min

Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(r
0
1e
iθ1, . . . , r0

j−1e
iθj−1, teiθj , rj+1e

iθj+1, . . . , rne
iθn)dt

)
,

при |R| → +∞. Очевидно, що подiбна рiвнiсть може бути доведена для будь-
якої перестановки σn множини {1, 2, . . . , n}. Тому, справджується оцiнка (6.113).
Теорему 6.13 доведено.
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Наслiдок 6.9. Якщо L ∈ Qn ∩Kn, min
Θ∈[0,2π]n

lj(Re
iΘ) неспадна за кожною змiн-

ною rk, k, j ∈ {1, . . . , n}, k 6= j та цiла функцiя F має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних, то

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} = O

(
min

Θ∈[0,2π]n

n∑
j=1

∫ rj

0

lj(R
(j)eiΘ)dt

)
при |R| → ∞, де R(j) = (r1, . . . , rj−1, t, rj+1, . . . , rn).

Зазначимо, що теорема 6.13 нова навiть для n = 1, бо ми замiнили умову
l = l(|z|) на умову l ∈ K, тобто, iснує c > 0 таке, що для кожного r > 0

max
θ1,θ2∈[0,2π]

l(reiθ2)
l(reiθ1)

≤ c.

В. К. Хейман, А. Д. Кузик, М. М. Шеремета [128, 150] покращили оцiнку
(6.113) через iншi умови на функцiю l для випадку n = 1. В [264] встановле-
но подiбнi результати для цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних, якщо lj = lj(|zj|), j ∈ {1, . . . , n}. Використовуючи їхнiй метод, уза-
гальнимо цю оцiнку для lj : Cn → R+.

Позначимо a+ = max{a, 0}, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj(
tR
r∗ e

iΘ), де a ∈ R, t ∈ R+,

j ∈ {1, . . . , n}, r∗ = max1≤j≤n rj.
Твердження 6.17. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна
функцiя за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо
цiла функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних,
то для кожного Θ ∈ [0, 2π]n та для всiх R ∈ Rn

+ i S ∈ Zn+

ln max

{ |F (S)(ReiΘ)|
S!LS(ReiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
≤ ln max

{|F (S)(0)|
S!LS(0)

: ‖S‖ ≤ N

}
+

+

∫ r∗

0

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

rj
r∗

(kj + 1)lj

( τ
r∗
ReiΘ

)}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

kj(−u′j(τ))+

lj
(
τ
r∗Re

iΘ
) }) dτ.

(6.117)
Доведення. Нехай R ∈ Rn \ {0}, Θ ∈ [0, 2π]n. Позначимо αj =

rj
r∗ , j ∈ {1, . . . , n}

та A = (α1, . . . , αn). Розглянемо функцiю

g(t) = max

{|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
, (6.118)

де At = (α1t, . . . , αnt), Ate
iΘ = (α1te

iθ1, . . . , αnte
iθn).

Оскiльки функцiя |F (S)(AteiΘ)|
K!LK(AteiΘ) неперервно диференцiйовна за дiйсною змiн-

ною t ∈ [0,+∞) зовнi нульової множини функцiї |F (S)(AteiΘ)|, функцiя g(t)
також неперервно диференцiйовна на [0,+∞), крiм, можливо, злiченної мно-
жини точок.

Тому, застосовуючи нерiвнiсть d
dr |g(r)| ≤ |g′(r)|, яка виконується скрiзь за

винятком точок r = t, в яких g(t) = 0, виводимо
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
=

1

S!LS(AteiΘ)

d

dt
|F (S)(AteiΘ)|+
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+|F (S)(AteiΘ)| d
dt

1

S!LS(AteiΘ)
≤ 1

S!LS(AteiΘ)

∣∣∣∣∣
n∑
j=1

F (S+1j)(AteiΘ)αje
iθj

∣∣∣∣∣−
−|F

(S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sju
′
j(t)

lj(AteiΘ)
≤

n∑
j=1

|F (S+1j)(AteiΘ)|
(S+1j)!LS+1j(AteiΘ)

αj(sj+1)lj(Ate
iΘ)+

+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)
. (6.119)

Для абсолютно неперервних функцiй h1, h2, . . . , hk та h(x) := max{hj(z) : 1 ≤
j ≤ k}, h′(x) ≤ max{h′j(x) : 1 ≤ j ≤ k}, x ∈ [a, b] (див. [206, лема 4.1, c. 81]).
Функцiя g абсолютно неперервна, тому з (6.119) отримуємо

g′(t) ≤ max

{
d

dt

( |F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

)
: ‖S‖ ≤ N

}
≤

≤ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)|F (S+1j)(AteiΘ)|

(S + 1j)!LS+1j(AteiΘ)
+
|F (S)(AteiΘ)|
S!LS(AteiΘ)

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
≤

≤ g(t)

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)

}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

})
=

= g(t)(β(t) + γ(t)),

де β(t) = max‖S‖≤N
{∑n

j=1 αj(sj + 1)lj(Ate
iΘ)
}
, γ(t) =

max‖S‖≤N
{∑n

j=1

sj(−u′j(t))+

lj(AteiΘ)

}
. Тому, d

dt ln g(t) ≤ β(t) + γ(t) та

g(t) ≤ g(0) exp

∫ t

0

(β(τ) + γ(τ))dτ, (6.120)

бо g(0) 6= 0.Але r∗A = R. Вiдповiдно пiдставляючи t = r∗ в (6.120) i враховуючи
(6.118), дiстаємо

ln max

{ |F (S)(ReiΘ)|
S!LS(ReiΘ)

: ‖S‖ ≤ N

}
≤ ln max

{|F (S)(0)|
S!LS(0)

: ‖S‖ ≤ N

}
+

+

∫ r∗

0

(
max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

αj(sj + 1)lj(Aτe
iΘ)

}
+ max
‖S‖≤N

{
n∑
j=1

sj(−u′j(τ))+

lj(AτeiΘ)

})
dτ,

тобто, (6.117) доведено.

Теорема 6.14. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя
за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо цiла
функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних та
iснує C > 0 таке, що функцiя L задовольняє нерiвностi

sup
R∈Rn+

max
t∈[0,r∗]

max
Θ∈[0,2π]n

max
1≤j≤n

(−(uj(t, R,Θ))′t)
+

rj
r∗ l

2
j (

t
r∗Re

iΘ)
≤ C, (6.121)
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max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

〈
R,L

(
τReiΘ

)〉
dτ → +∞ при |R| → +∞, (6.122)

то
lim

|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ (C + 1)N + 1. (6.123)

Доведення. Позначимо β̃(t) =
∑n

j=1 αjlj(Ate
iΘ). Якщо ж (6.121)-(6.122) вико-

нуються, то для деякого S∗, ‖S∗‖ ≤ N та S̃, ‖S̃‖ ≤ N,

γ(t)

β̃(t)
=

∑n
j=1

s∗j (−u′j(t))+

lj(AteiΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤

n∑
j=1

s∗j
(−u′j(t))+

αjl2j (Ate
iΘ)
≤

n∑
j=1

s∗j · C ≤ NC та

β(t)

β̃(t)
=

∑n
j=1 αj(s̃j + 1)lj(Ate

iΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
= 1 +

∑n
j=1 αj s̃jlj(Ate

iΘ)∑n
j=1 αjlj(Ate

iΘ)
≤

≤ 1 +
n∑
j=1

s̃j ≤ 1 +N.

З огляду на (6.120) маємо |F (AteiΘ)| ≤ g(t) ≤ g(0) exp
∫ t

0 (β(τ) + γ(τ))dτ i
r∗A = R. Покладемо t = r∗ i отримуємо

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)} = ln max
Θ∈[0,2π]n

|F (ReiΘ)| ≤ ln max
Θ∈[0,2π]n

g(r∗) ≤

≤ ln g(0) + max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

(β(τ) + γ(τ))dτ ≤

≤ ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

β̃(τ)dτ =

= ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

n∑
j=1

αjlj(Aτe
iΘ)dτ =

= ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ r∗

0

n∑
j=1

rj
r∗
lj

( τ
r∗
ReiΘ

)
dτ =

= ln g(0) + (NC +N + 1) max
Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0

n∑
j=1

rjlj
(
τReiΘ

)
dτ

Отже, робимо висновок про правильнiсть нерiвностi (6.123). Теорема 6.14 дове-
дена.

Твердження 6.18. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диференцiйовна
функцiя за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k ∈ {1, . . . , n}, Θ ∈ [0, 2π]n. Якщо
цiла функця F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних
та

r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)
+/(rjl

2
j (Re

iΘ))→ 0 (6.124)
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рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]n, j ∈ {1, . . . , n}, та (6.122) виконується при
|R| → +∞, то

lim
|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}
max

Θ∈[0,2π]n

∫ 1

0 〈R,L (τReiΘ)〉dτ
≤ N + 1. (6.125)

Оцiнка (6.125) може бути встановлена за аналогiєю з доведенням теореми
6.14.

Якщо L(z) = L(R), то (6.122) та (6.124) можна записати у зручнiшiй формi.
Наслiдок 6.10. Нехай L(R) — додатна неперервно диференцiйовна функцiя
за кожною змiнною rk ∈ [0,+∞), k ∈ {1, . . . , n}. Якщо цiла функцiя F має
обмежений L-iндекс N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних i для кожного j ∈
{1, . . . , n}

〈R,∇lj(R)〉
rjl2j (R)

→ 0,

∫ 1

0

〈R,L (τR)〉 dτ → +∞ при |R| → +∞,

то
lim

|R|→+∞

ln max{|F (z)| : z ∈ Tn(0, R)}∫ 1

0 〈R,L (τR)〉dτ
≤ N + 1,

де ∇lj(R) = (
∂lj(R)
∂r1

, . . . ,
∂lj(R)
rn

).

Зауваження 6.12. Наш результат точнiший, нiж результат Шеремети, який
отриманий для випадку n = 1, C 6= 0 та l(|z|). Справдi, вiдповiдно теорема
з [206, c. 83] стверджує, що

lim
r→+∞

ln max{|f(z) : |z| = r}∫ r
0 l(τ)dτ

≤ (C + 1)(N + 1).

Очевидно, що NC +N + 1 < (C + 1)(N + 1) для C 6= 0 та N 6= 0.

Оцiнка (6.125) точна. У цьому легко переконатися для таких функцiй
F (z1, z2) = exp(z1z2), l1(z1, z2) = |z2| + 1, l2(z1, z2) = |z1| + 1. Тодi N(F,L) = 0

та ln max{|F (z)| : z ∈ T 2(0, R)} = r1r2.

6.8 Достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних
для суми цiлих функцiй

У 1970 роцi В. Дж. Пудж та С. М. Шах [175] поставили деякi питання про
властивостi цiлих функцiй обмеженого iндексу. Одне з цих питань є таким:
II. Класи функцiй обмеженого iндексу: чи сума (або добуток) двох функцiй
обмеженого iндексу також є обмеженого iндексу?

Пiзнiше В. Дж. Пудж [174] довiв, що сума двох функцiй обмеженого iндексу
не обов’язково буде функцiєю обмеженого iндексу. Вiн запропонував приклад
двох цiлих функцiй, сума яких є функцiєю з необмеженою кратнiстю нулiв,
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тобто, функцiєю необмеженого iндексу. Також ним встановленi достатнi умови
обмеженостi iндексу для суми цiлих функцiй.

Приклад Пуджа i його теорема були узагальненi для цiлих функцiй обмеже-
ного L-iндексу за напрямком (див. пiдроздiли 5.3.1, 5.3). Але ми також почали
вивчати властивостi цiлих функцiй обмеженого L- iндексу за сукупнiстю змiн-
них, де L : Cn → Rn

+ — неперервна вектор-функцiя.
Зрозумiло, що питання Шаха та Пуджа можна сформулювати для цiлих

функцiй вiд декiлькох змiнних: Чи сума двох цiлих функцiй обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних також є функцiєю обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних?

Тут ми формулюємо i доводимо вiдповiдну теорему, яка дає достатнi умови
обмеженостi L-iндексу для суми цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних.
Теорема 6.15. Нехай L : Cn → Rn

+ — неперервна функцiя, F, G — цiлi функцiї
в Cn, якi задовольняють такi умови:

1) G(z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних з N(G,L) = N <
+∞;

2) знайдеться α ∈ (0, 1) таке, що для всiх z ∈ Cn та кожного ‖P‖ ≥ N + 1
(P ∈ Nn)

|G(P )(z)|
P !LP (z)

≤ αmax

{|G(K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
; (6.126)

3) для деякого z0 ∈ Cn (F (z0) 6= 0) та кожного z ∈ Cn виконуються нерiвно-
стi

max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn

(
z0,

2R

L(z)

)}
≤ max

{|G(K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
(6.127)

де rj = |zj − z0
j |lj(z), R = (r1, . . . , rn).

4) справджується одна з наступних умов — або (∃c ≥ 1) (∀z ∈ Cn) таке, що
|zj − z0

j |lj(z) ≤ 1 для деякого j ∈ {1, . . . , n} та
max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
|F (z0)| ≤ c < +∞,

або L ∈ Qn.
Тодi для кожного ε ∈ C, |ε| ≤ 1−α

2c , функцiя
H(z) = G(z) + εF (z) (6.128)

має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних та N(H,L) ≤ N.

Доведення. Спершу зазначимо, що при L ∈ Qn за лемою 6.3 множина A := {z ∈
Cn : |zj − z0

j |lj(z) ≤ 1 для деякого j ∈ {1, . . . , n}} є обмеженою. Тому (∃c ≥ 1)
(∀z ∈ A) справджується нерiвнiсть

max
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2 max{Λ2(1)

L(z0) ,
R

L(z)})
}

|F (z0)| ≤ c < +∞. (6.129)
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Запишемо формулу Кошi для цiлої функцiї F (z)

F (P )(z)

P !
=

1

(2πi)n

∫
z′∈Tn(z,R/L(z))

F (z′)

(z′ − z)P+1
dz′. (6.130)

Для вибраного rj = |zj − z0
j |lj(z) виконуються такi нерiвностi

rj
lj(z)

= |z′j − zj| ≥ |z′j − z0
j | − |zj − z0

j | = |z′j − z0
j | −

rj
lj(z)

.

Звiдси,

|z′j − z0
j | ≤

2rj
lj(z)

. (6.131)

З формули (6.130) отримуємо

|F (P )(z)|
P !LP (z)

≤ 1

(2π)nLP (z)
· L

P+1(z)

RP+1

n∏
j=1

2πrj
lj(z)

max {|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z,R/L(z))} ≤

≤ 1

RP
max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
. (6.132)

Якщо RP > 1, то (6.132) означає, що

|F (P )(z)|
P !LP (z)

≤ max
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
. (6.133)

Нехай RP ∈ (0; 1]. Тодi для деякого j ∈ {1, . . . , n} rj = |zj − z0
j |lj(z) ∈ (0; 1].

Поклавши rj = 1 для цих j у (6.130) та (6.131) i R′ = max{1, R}, подiбно
виводимо

|F (P )(z)|
P !LP (z)

≤ 1

R′P
max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R′/L(z))

}
=

=
1

R′P
max

{
|F (z′)| : z′∈Tn(z0, 2R′/L(z))

}
max {|F (z′)| : z′∈Tn(z0, 2R/L(z))} max

{
|F (z′)| : z′∈Tn(z0, 2R/L(z))

}
≤

≤ max
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
R′P |F (z0)| max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
≤

≤ cmax
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
, (6.134)

де

c = sup
z∈Cn ∃j∈{1,...,n}
|(zj−z0

j )lj(z)|≤1

max
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
|F (z0)| .

Якщо L ∈ Qn, то sup
{
lj(z

0)
lj(z)

: z0 ∈ Dn(z, 1
L(z))

}
≤ λ2,j(1). Це означає, що lj(z) ≥

lj(z
0)

λ2,j(1) . Використовуючи цю нерiвнiсть, виберемо

c := sup
z∈Cn ∃j∈{1,...,n}
|(zj−z0

j )lj(z)|≤1

max
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2 max{Λ2(1)

L(z0) ,
R

L(z)})
}

|F (z0)| ≥ 1
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у (6.134). Зважаючи на (6.133) та (6.134), маємо

|F (P )(z)|
P !LP (z)

≤ cmax
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
(6.135)

для всiх P ∈ Zn+.
Продиференцiюємо рiвнiсть (6.128) p раз, ‖P‖ = p ≥ N + 1, та застосуємо

послiдовно (6.126), (6.135) та (6.127) до отриманої рiвностi

|H(P )(z)|
P !LP (z)

≤ |G
(P )(z)|

P !LP (z)
+
|ε||F (P )(z)|
P !LP (z)

≤ αmax

{|G(K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
+

+c|ε|max
{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
≤

≤ (α + c|ε|) max

{|G(K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
. (6.136)

При ‖S‖ ≤ N справджується (6.135) з P = S, але (6.126) не виконується.
Тому диференцiювання (6.128) дає нам нижню оцiнку

|H(S)(z)|
S!LS(z)

≥ |G
(S)(z)|

S!LS(z)
− |ε||F

(S)(z)|
S!LS(z)

≥

≥ |G
(S)(z)|

S!LS(z)
− c|ε|max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn(z0, 2R/L(z))

}
, (6.137)

де ‖S‖ ≤ N. З (6.127) та (6.137) випливає

max

{|H(S)(z)|
S!LS(z)

: ‖S‖ ≤ N

}
≥ (1− c|ε|) max

{|G(S)(z)|
S!LS(z)

: ‖S‖ ≤ N

}
. (6.138)

При c|ε| < 1 з (6.136) та (6.138) висновуємо

|H(P )(z)|
P !LP (z)

≤ α + c|ε|
1− c|ε| max

0≤s≤N

{|H(S)(z)|
S!LS(z)

: ‖S‖ ≤ N

}
(6.139)

для ‖P‖ ≥ N + 1. Припустимо, що α+c|ε|
1−c|ε| ≤ 1. Тодi |ε| ≤ 1−α

2c . Для такого ε
функцiя H має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних з N(H,L) ≤ N.
Теоерму 6.15 доведено.

Зауваження 6.13. Кожна цiла функцiя F з N(F,L) = 0 задовольняє нерiв-
нiсть (6.129) (див. доведення необхiдностi теореми 6.4).

Якщо L ∈ Qn, то умова 2) в теоремi 6.15 завжди справедлива. Правильна
така теорема.
Теорема 6.16. Нехай L ∈ Qn, α ∈ (0, 1) та F, G — цiлi функцiї в Cn, якi
задовольняють такi умови:

1) G(z) має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних;
2) для деякого z0 ∈ Cn (F (z0) 6= 0) та кожного z ∈ Cn виконується нерiвнiсть

max

{
|F (z′)| : z′ ∈ Tn

(
z0,

2R

L(z)

)}
≤ max

{ |G(K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N(Gα,Lα)

}
,

де rj = |zj − z0
j |lj(z), R = (r1, . . . , rn).
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Якщо |ε| ≤ 1−α
2c , то функцiя

H(z) = G(z) + εF (z)

має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних з N(H,L) ≤ N(Gα,Lα), де
Gα(z) = G(z/α), Lα(z) = L(z/α).

Доведення. Умова 2) в теоремi 6.15 завжди виконується при N = N(Gα,Lα) за-
мiсть N = N(G,L), де Gα(z) = G(z/α), Lα(z) = L(z/α), α ∈ (0, 1). Справдi, за
твердженням 6.2 нерiвнiсть (6.11) справджується для функцiї G. Пiдставляючи
z0

α ,
z
α замiсть z0, z вiдповiдно в (6.11), отримуємо

max

{
|G(z/α)| : z ∈ Tn

(
z0,

R′′α

L(z0/α)

)}
≤

≤ p1 max

{
|G(z/α)| : z ∈ Tn

(
z0,

R′α

L(z0/α)

)}
. (6.140)

За твердженням 6.2 з нерiвностi (6.140) випливає, що Gα(z) = G(z/α) має
обмежений Lα-iндекс за сукупнiстю змiнних i навпаки. Тодi, для кожного ‖P‖ ≥
N(Gα,Lα) + 1 та α ∈ (0, 1) маємо

|G(P )
α (z)|

P !LPα (z)
=
|G(P )(z/α)|

α‖P‖P !LP (z/α)
≤ max

{
|G(S)

α (z)|
S!LSα(z)

: ‖S‖ ≤ N(Gα,Lα)

}
=

= max

{ |G(S)(z/α)|
α‖S‖S!LS(z/α)

: ‖S‖ ≤ N(Gα,Lα)

}
.

Звiдси для всiх z ∈ Cn

|G(P )(z/α)|
P !Lp(z/α)

≤ max

{
α‖P‖−‖S‖|G(z/α)|

S!LS(z/α)
: ‖S‖ ≤ N(Gα,Lα)

}
≤

≤ αmax

{|G(S)(z/α)|
S!LS(z/α)

: ‖S‖ ≤ N(Gα,Lα)

}
. (6.141)

Тому, з нерiвностi (6.141) випливає нерiвнiсть (6.126).

Зауваження 6.14. Легко переконатися в тому, що N(Gα,Lα) ≤ N(G,L) для
α ∈ (0, 1). Отже, N(Gα,Lα) в теоремi 6.16 можна замiнити на N(G,L).

Доведенi теореми 6.15 та 6.16 також є новими для функцiй обмеженого iн-
дексу за сукупнiстю змiнних.

Висновки до роздiлу 6

Для вiдповiдного класу функцiй
1) отримано оцiнки зростання логарифма максимуму модуля на кiстяку по-

лiкруга, причому в одновимiрному випадку вони покращують вiдповiдний
результат проф. М.М. Шеремети;
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2) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних
цiлих розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частинними похiдними значно
загальнiшого вигляду, а також оцiнки їхнього зростання. Завдяки ширшо-
му класу вектор-функцiй L, вдалося позбутися такої неприродної умови
як вiдокремленiсть змiнних у коефiцiєнтiв цих систем, що виникла в пра-
цях iнших математикiв;

3) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних
для суми цiлих функцiй;

4) вперше встановлено два аналоги логарифмiчного критерiю (у виглядi до-
статнiх умов) для функцiй цього класу двома принципово рiзними пiдхо-
дами — через похiднi за напрямком та безпосередньо. Причому дано ствер-
дну вiдповiдь на питання проф. I. Е. Чижикова про можливiсть збiльшити
розмiр виняткової множини, зовнi якої оцiнюються частиннi логарифмiчнi
похiднi;

5) вперше отримано аналог достатнiх умов у виглядi оцiнки максимуму мо-
дуля через мiнiмум модуля на кiстяку полiкруга. Знайденi умови в певно-
му розумiннi є новими i слабшими навiть в одновимiрному випадку, бо на
колi вiдповiдного радiуса (при n = 1 кiстяк стає колом) можуть мiстити-
ся нулi, а в ранiше вiдомих умовах коло обиралось так, щоб на ньому не
мiстилися нулi функцiї;

6) розв’язано проблему проф. М.М. Шеремети про обмеженiсть L-iндексу за
сукупнiстю змiнних композицiї цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних;

7) для довiльної цiлої функцiї F з обмеженою кратнiстю нульових точок
доведено теорему про iснування додатної неперервної вектор-функцiї L
такої, що F є цiлою функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них;

8) вперше використано пiдхiд до знаходження критерiїв обмеженостi L-
iндексу за сукупнiстю змiнних через вичерпання багатовимiрного ком-
плексного простору кулями, що дозволило встановити повнiстю новi твер-
дження, якi описують поводження цiлих функцiй на сферi, а не на кiстяку
полiкруга.

Результати п’ятого роздiлу опублiковано в статтях [32,34,47,53,251,252,256],
у монографiї [30], а також доповiдалися на конференцiях [21,45,59].
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РОЗДIЛ 7. ОБМЕЖЕНИЙ L-IНДЕКС ТА M-IНДЕКС ДЛЯ
ФУНКЦIЙ ОДНIЄЇ ЗМIННОЇ

У цьому роздiлi розглядаються функцiї вiд однiєї змiнної, як аналiтичнi
в одиничному крузi або в комплекснiй площинi з виколотим нулем, так i цi-
лi функцiї. Для функцiй з таких класiв вивчається обмеженiсть l-iндексу та
l − M -iндексу деяких їхнiх композицiй з огляду на проблеми, поставленi М.
М. Шереметою. Основний метод дослiдження базується на використання ана-
лога теореми Хеймана для згаданих класiв. Також розглядається проблема А.
А. Гольдберга про взаємозв’язок мiж класом цiлих функцiй цiлком регулярного
зростання та цiлих функцiй обмеженого lρ-iндексу. Iз її загальної постановки ви-
дiляються частиннi задачi, якi вивчаються докладнiше. Дослiджується обмеже-
нiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв лiнiйних однорiдних диференцiальних рiвнянь
n-го порядку з цiлими коефiцiєнтами, що швидко зростають. Насамкiнець про-
понується пiдхiд до введення поняття обмеженостi l-iндексу для мероморфних
функцiй та на його основi встановлюється ряд аналогiв достатнiх та необхiдних
умов обмеженостi l-iндексу, в тому числi теорема Хеймана та логарифмiчний
критерiй.

Розглянемо композицiї таких видiв G(z)=f(q/(1−z)n), n ∈ N, q ∈ C \ {0},
та F (z) = f(g(z)), де f i g — цiлi функцiї. Нижче наведено дослiдження обме-
женостi l-iндексу та l −M -iндексу для цих складених функцiй, де l — додатна
неперервна функцiя в деякiй областi G ⊆ C. Нам потрiбнi деякi означеннi та
позначення.

Нехай G — довiльна область у C та l — додатна неперервна функцiя в G
така, що для всiх z ∈ G

l(z) >
β

dist{z, ∂G} , β = const > 1. (7.1)

Аналiтична функцiя f в G називається [149, 206] функцiєю обмеженого l-
iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+ та кожного z ∈ G

|f (n)(z)|
n!ln(z)

≤ max

{|f (k)(z)|
k!lk(z)

: 0 ≤ k ≤ N

}
. (7.2)

Найменше таке цiле число N називається l-iндексом функцiї f та позначається
через N(f ; l, G).

Нехай 0 < R ≤ +∞, DR = {z : |z| < R} та l — додатна неперервна функцiя
на [0, R), яка задовольняє

l(r) >
β

R− r , β = const > 1. (7.3)

Якщо G = DR, то аналiтична в DR функцiя f [206, 283] називається функцiєю
обмеженого l-iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що для всiх n ∈ Z+ та z ∈ DR

виконується нерiвнiсть (7.2) з l(|z|) замiсть l(z).
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Коли R = +∞ (тобто, f — цiла функцiя), умова (7.3) стає зайвою. Зазначи-
мо, що коли f — цiла функцiя та l(|z|) ≡ 1, тодi f називається [156] функцiєю
обмеженого iндексу. При R = 1 скорочено писатимемо D = D1.

Для r ∈ [0, β] покладемо λ1(r) = inf{ l(z)l(z0) : |z − z0| ≤ r
l(z0) , z0 ∈ G} and

λ2(r) = sup{ l(z)l(z0) : |z − z0| ≤ r
l(z0) , z0 ∈ G}. Через Qβ(G) позначимо клас

додатних неперервних функцiй l, якi задовольняють (7.1) i для деякого r0 ∈
[0, β]

0 < λ1(r0) ≤ λ2(r0) < +∞. (7.4)
Зазначимо, що якщо (7.4) виконується для деякого r0 ∈ [0, β], то нерiвнiсть
правильна для всiх r ∈ [0, β].

Нещодавно, Шеремета М. М. висунув таку гiпотезу

Гiпотеза 7.1 ([213]). Для цiлої функцiї f така функцiя F (z) = f

(
q

(1− z)n

)
,

n ∈ N, має обмежений l-iндекс у C \ {0} з l(|z|) =
β

(1− |z|)n+1
, β > 1, тодi i

тiльки тодi, коли f — обмеженого iндексу.
Розглянемо загальнiшу гiпотезу.

Гiпотеза 7.2 (М.М. Шеремета). Нехай f — цiла функцiя та

g(z) =
q1

(1− z)p
+

q2

(1− z)p−1
+ . . .+

qp
1− z + qp+1, p ∈ N, qj ∈ C, q1 6= 0.

Складена функцiя F = f(g) у D має обмежений l-iндекс у C \ {0} з l(|z|) =
β

(1−|z|)p+1 тодi i тiльки тодi, коли f є обмеженого iндексу.
Тут гiпотеза 7.2 частково доводиться (твердження 7.1, теореми 7.1, 7.2).

Подiбна проблема також розглядається нижче для обмеженого l −M -iндексу
(теорема 7.3 та 7.4).

Зазначимо, що є статтi про обмежений l-iндекс композицiй цiлих функцiй
вiд однiєї змiнної [206, 219, 276]. Найзагальнiший результат такого типу отри-
маний в [277]. Обмеженiсть L-iндексу за напрямком композицiй цiлих функцiй
вiд декiлькох змiнних вивчалася в пiдроздiлi 5.7. Але обмежений l −M -iндекс
складених функцiй залишався поза увагою математикiв.

Нам потрiбнi деякi додатковi теоретичнi факти, отриманi М. М. Шереметою
та В. О. Кушнiром. Наступна теорема є аналогом вiдомої теореми Хеймана
з [128]. Cформулюємо її для аналiтичних в областi G функцiй.
Теорема XIX ([274], [206, теорема 1.5]). Нехай β > 1 та l ∈ Qβ(G). Аналiти-
чна функцiя f в областi G є обмеженого l-iндексу тодi i тiльки тодi, коли
iснують числа m ∈ Z+ та C > 0 такi, що для кожного z ∈ G

|f (m+1)(z)|
lm+1(z)

≤ C max

{|f (k)(z)|
lk(z)

: 0 ≤ k ≤ m

}
.



315

Теорема XX. [206, теорема 2.2] Нехай G — довiльна область у C, а область
D ⊂ G буде такою, що dist{∂D, ∂G} > 0. Нехай β > 1 та l — додатна
неперервна функцiя в G така, що l(z) ≥ β/d для всiх z ∈ G. Якщо функцiя f
— аналiтична в G, то f є обмеженого l-iндексу в D.
Теорема XXI. [206, теорема 1.6] Нехай β > 1, 1

β < θ1 ≤ θ2 < +∞, l ∈ Qβ(G)

та θ1l(z) ≤ l∗(z) ≤ θ2l(z) для всiх z ∈ G. Аналiтична в областi G функцiя f
має обмежений l∗-iндекс тодi i тiльки тодi, коли вона є обмеженого l-iндексу.
Зауваження 7.1. Насправдi у доведеннi теореми XXI показано, що за умов
l1, l2 — додатна неперервнi функцiї в G, l1(z) ≤ l2(z) для всiх z ∈ G та f —
аналiтична функцiя в G справджується таке N(f ; l2, G) ≤ N(f ; l1, G).

Теорема XXII. [206, теорема 3.3] Нехай 0 < R ≤ +∞, l ∈ Qβ(DR), а аналi-
тична в DR функцiя f має обмежений l-iндекс. Тодi lnM(r, f) = O(

∫ r
0 l(t)dt),

r → R, де M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}.

7.1 Обмежений l-iндекс деяких композицiй

Беручи до уваги гiпотезу 7.2, доведемо таку теорему.
Теорема 7.1. Нехай f — цiла функцiя. Функцiя f( q1

zp + q2

zp−1 + . . . + qp+1) має
обмежений l-iндекс у C \ {0} з l(|z|) = β

|z|p+1 тодi i тiльки тодi, коли функцiя
f має обмежений iндекс, де p ∈ N, qj ∈ C, q1 6= 0.

Доведення. Якщо p = 1 та q2 = 0, то таке твердження отримане в [206, с. 99].
Ми доведемо його для довiльного p ∈ N.

Нехай F (z) = f( q1

zp + q2

zp−1 + . . .+ qp+1). Легко перевiрити, що

F ′(z) = −f ′
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)( q1p

zp+1
+
q2(p− 1)

zp
+ . . .+

qp
z2

)
,

F (k)(z) = f (k)
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)( q1p

zp+1
+
q2(p− 1)

zp
+ . . .+

qp
z2

)k
+

+
k−1∑
j=1

f (j)
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)(cj,pj+k
zpj+k

+ . . .+
cj,j+k
zj+k

)
(7.5)

та

f ′
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)
= − F ′(z)zp+1

q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpzp−1
,

f (k)
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)
=

= (−1)kF (k)(z)

(
zp+1

q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpzp−1

)k
+

+
k−1∑
j=1

F (j)(z)
zpk+jQj,k(z)

(q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpzp−1)2k−1
, (7.6)
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де Qj,k(z) — деякi многочлени степеня, залежного вiд j та k.
Формули (7.5)-(7.6) можна довести методом математичної iндукцiї.
Нехай f — цiла функцiя обмеженого iндексу. Тодi з (7.5) за теоремою XIX

маємо

|F (m+1)(z)||z|(p+1)(m+1) ≤
≤ |f (m+1)

(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)
|
∣∣q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpz

p−1
∣∣m+1

+

+
m∑
j=1

∣∣∣f (j)
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)∣∣∣×
×
(
|cj,pj+m+1||z|p(m+1−j) + . . .+ |cj,j+m+1||z|(m+1)p−j

)
≤

≤
(
C +

m∑
j=1

(
|cj,pj+m+1||z|p(m+1−j) + . . .+ |cj,j+m+1||z|(m+1)p−j

))
×

×max
{∣∣∣f (j)

(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)∣∣∣ : 0 ≤ j ≤ m
}
≤

≤ C1 max
{∣∣∣f (k)

(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)∣∣∣ : 0 ≤ k ≤ m
}

для всiх |z| ≤ 1. Використовуючи (7.6), встановимо∣∣∣f (k)
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)∣∣∣ ≤
≤ |F (k)(z)||z|(p+1)k 1

|q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpzp−1|k+

+
k−1∑
j=1

|F (j)(z)||z|(p+1)j |Qj,k(z)||z|p(k−j)
|q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpzp−1|2k−1

≤

≤
(

1 +
k−1∑
j=1

|Qj,k(z)||z|p(k−j)
|q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpzp−1|2k−1

)
×

×max
{
|F (j)(z)||z|(p+1)j : 1 ≤ j ≤ k

}
≤

≤ 2 max
{
|F (j)(z)||z|(p+1)j : 1 ≤ j ≤ k

}
для всiх |z| < ε, де ε > 0 досить мале число i таке, що круг |z| ≤ ε не мiстить
нулiв многочлена q1p+ q2(p− 1)z + . . .+ qpz

p−1. Це можливо, бо q1 6= 0. Тодi

|F (m+1)(z)||z|(p+1)(m+1) ≤ 2C1 max
{
|F (j)(z)||z|(p+1)j : 1 ≤ j ≤ mk

}
.

Використовуючи теореми XIX та XX, висновуємо, що функцiя F має обмежений
l-iндекс з l(|z|) = β

|z|p+1 .

Навпаки, нехай F — обмеженого l-iндексу з l(|z|) = β
|z|p+1 . Як i вище, за

теоремою (XIX) з (7.6) отримуємо∣∣∣f (m+1)
(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)∣∣∣ ≤ C1 max
{
|F (j)(z)||z|(p+1)j : 0 ≤ j ≤ m

}
,
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а з (7.5) випливає, що

|F (j)(z)||z|(p+1)j ≤ 2 max
{
|f (k)

(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)
| : 0 ≤ k ≤ j

}
для всiх |z| < ε, де ε > 0 досить мале число. Звiдси,∣∣∣f (m+1)

(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)∣∣∣ ≤
≤ 2C1 max

{
|f (k)

(q1

zp
+

q2

zp−1
+ . . .+ qp+1

)
| : 0 ≤ k ≤ m

}
,

тобто, ∣∣∣f (m+1)(w)
∣∣∣ ≤ 2C1 max

{
|f (k)(w)| : 0 ≤ k ≤ m

}
для досить великих |w|. Тому, за теоремами XIX та XX функцiя f має обмеже-
ний iндекс.

Нехай q2 = q3 = . . . = qp+1 = 0, тобто, F (z) = f( q1

(1−z)p ). Замiна z на 1− z у
теоремах XIX та 7.1 дає нам, що iснують m ∈ Z+ та C > 0, для яких

|f (m+1)(z)| ≤ C max{|f (j)(z) : 0 ≤ j ≤ m},
тодi i тiльки тодi, коли знайдуться m ∈ Z+ та C > 0 такi, що

|F (m+1)(z)|
( β
|1−z|p+1 )m+1

≤ C max

{
|F (j)(z)|
( β
|1−z|p+1 )j

: 0 ≤ j ≤ m

}
. (7.7)

Позаяк 1− |z| ≤ |1− z|, з нерiвностi (7.7) випливає таке

|F (m+1)(z)|
( β

(1−|z|)p+1 )m+1
≤ C max

{
|F (j)(z)|

( β
(1−|z|)p+1 )j

0 ≤ j ≤ m

}
,

з огляду на зауваження 7.1 та теорему XIX.
Отже, якщо цiла функцiя f — обмеженого iндексу, то за теоремою 7.1 фун-

кцiя F (z) = f( q1

(1−z)p ) є обмеженого l-iндексу з l(|z|) = β
(1−|z|)p+1 . I, навпаки, якщо

функцiя F (z) = f( q1

(1−z)p ) має необмежений l-iндекс, то f має необмежений iн-
декс.
Твердження 7.1. Нехай f — цiла функцiя скiнченного порядку, для якої нуль
є пiкарiвським винятковим значенням. Якщо F (z) = f

(
q

(1−z)p
)
має обмеже-

ний l-iндекс у D з l(r) = β
(1−r)p+1 , то f має обмежений iндекс.

Доведення. Припустимо, що f необмеженого iндексу. Тодi така оцiнка
lnMf(r) = O(r) при r → +∞ за теоремою XXII не виконується. Оскiльки
f — цiла функцiя скiнченного порядку з пiкарiвським винятковим значення 0,
вона допускає представлення f(z) = eP (z), де P (z) = a0 +a1z+a2z

2 + . . .+anz
n,

an 6= 0, n ≥ 2. Звiдси,

F (z) = exp

{
(1 + o(1))

qnan
(1− z)np

}
, z → 1.
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Але функцiя F — обмеженого l-iндексу з l(r) = β
(1−r)p+1 . За теоремою XXII F

має властивiсть

lnMF (r) = O

(∫ r

0

l(t)dt

)
= O

(
1

(1− r)p
)
, r ↑ 1.

З iншої сторони,

(1− r)p lnMF (r) ≥ (1− r)p ln |F (z)| = (1 + o(1))Re

{
qnan

(1− r)pn
}

(1− r)p =

= (1 + o(1))
Re{anqn}

(1− r)(n−1)p
→ +∞,

що неможливо.

Наступне твердження випливає з теореми 7.1 та твердження 7.1.
Теорема 7.2. Для того, щоб функцiя F була обмеженого l-iндексу з l(r) =

β
(1−r)p+1 , досить, а якщо f — цiла функцiя скiнченного порядку та 0 — її пiка-
рiвське виняткове значення, то i необхiдно, щоб f була обмеженого iндексу.

7.2 Обмежений l −M-iндекс деяких композицiй

Аналiтична функцiя f в DR називається [206, с.74] функцiєю обмеженого
l −M -iндексу, якщо iснує N ∈ Z+ таке, що

M(r, f (n))

n!ln(r)
≤ max

{
M(r, f (k))

k!lk(r)
: 0 ≤ k ≤ N

}
для всiх n ∈ Z+, r ∈ [0, R).

Поняття цiлої функцiї f обмеженого l − M -iндексу введено Ш. Абуарабi
та М. Шереметою [248]. Цiла функцiя f обмеженого l −M -iндексу з l(r) ≡ 1

називається [116] функцiєю обмеженого M -iндексу. Було встановлено [116], що
f є функцiєю обмеженого M -iндексу тодi i тiльки тодi, коли lnM(r, f) = O(r)

при r → +∞. М. Шеремета [206] узагальнив цей результат.
Нам потрiбнi деякi позначення з [206]. Нехай −∞ < A ≤ +∞ та Ω(A) —

клас додатних необмежених на (−∞, A) функцiй Φ таких, що похiдна Φ′ —
неперервна, додатна та зростає до +∞ на (−∞, A). Для Φ ∈ Ω(A) через φ
позначимо обернену функцiю до Φ′, а Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) — це функцiя,
асоцiйована з Φ у сенсi Ньютона.

Як i в [206, c. 84], аналiтична функцiя f у DR називається функцiєю скiн-
ченного Φ-типу, якщо Φ ∈ Ω(lnR) та lnM(r, f) = O(Φ(ln r)) при r ↑ R.

Правильна така теорема.
Теорема XXIII. [206, теорема 4.5] Припустимо, що функцiя Φ ∈ Ω(lnR),
0 < R ≤ +∞, задовольняє умови:

1) Φ′ неперервно диференцiйовна на (−∞, lnR);
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2) limx→lnR
1

Φ′(x)Φ
′
(

Φ−1
(
x+ ln Φ′(Φ−1(x))

Φ′(Φ−1(x))

))
< +∞;

3) Φ′(x+ α
Φ′(x)) = O(Φ′(x)) при x→ lnR;

4) Φ′(ln r) > α
lnR−ln r (0 ≤ r < R) для деякого α > 1.

Аналiтична функцiя f у DR є скiнченного Φ-типу тодi i тiльки тодi, коли
вона є обмеженого l −M -iндексу з l(r) = Φ′(ln r)

r на [r0, R) та l(r) = Φ′(lnr0)
r0

на
[0, r0], де r0 ∈ [0, R) — довiльне фiксоване число.

Теорема XXIII для цiлих функцiй обмеженого l − M -iндексу доведена
Ш. Абуарабi та М. М. Шереметою [248]. Її аналог для рядiв Дiрiхле встановле-
ний у [166].

Використовуючи цю теорему, можна довести таке твердження
Теорема 7.3. Нехай f — цiла функцiя та F (z) = f

(
q

(1−z)p
)
, де p ∈ N, q ∈ R \

{0}. Для того, щоб функцiя F була обмеженого l−M -iндексу з l(r) = β
(1−r)p+1 ,

β > 1, досить, а якщо коефiцiєнти розвинення у степеневий ряд функцiї f
невiд’ємнi та q > 0, то необхiдно, щоб функцiя f була обмеженого M -iндексу.

Доведення. Якщо функцiя f має обмежений M -iндекс, то lnM(ρ, f) = O(ρ)

при ρ → +∞. Оскiльки M(r, F ) ≤ M
(
|q|

(1−r)p , f
)
, маємо таке lnM(r, F ) =

O
(

1
(1−r)p

)
при r ↑ 1. Але 1− r = (1 + o(1))| ln r| при r ↑ 1. Звiдси, lnM(r, F ) =

O
(

1
| ln r|p

)
при r ↑ 1.

Функцiя Φ(σ) = 1
|σ|p , σ < 0, задовольняє умови теореми XXIII. Тому функцiя

F є обмеженого l−M -iндексу з l(r) = p
r| ln r|p+1 . А це означає, що F є обмеженого

l −M -iндексу з l(r) = β
(1−r)p+1 . Достатнiсть доведена.

Якщо q > 0 та коефiцiєнти степеневого розвинення функцiї f — невiд’ємнi,
то максимум модуля функцiй f та F досягається на додатному променi, тобто,
M(r, F ) = M

(
q

(1−r)p , f
)
. Якщо функцiя f — необмеженого M -iндексу, то iснує

послiдовнiсть (ρk) ↑ +∞ така, що lnM(ρk,f)
ρk

→ +∞ при k →∞. Покладемо rk =

1− (q/ρk)
1/p. Отримаємо lnM(rk,F )

q
(1−rk)p

→ +∞ при k → +∞. Звiдси, lnM(rk,F )
Φ(| ln rk|) → +∞

при k →∞ з Φ(σ) = 1
|σ|p .

За теоремою XXIII функцiя F — необмеженого l−M -iндексу з l(r) = β
r| ln r|p+1 .

А, отже, вона необмеженого l−M -iндексу з l(r) = β
(1−r)p+1 . Теорема 7.3 доведена.

Зауваження 7.2. Г. Пойа [172] довiв, що якщо f та g — цiлi функцiї, g(0) = 0
та F (z) = f(g(z)), то iснує стала c ∈ (0, 1), незалежна вiд f та g така, що
для всiх r > 0

MF (r) ≥Mf(cMg(r/2)) (7.8)
та

MF (r) ≤Mf(Mg(r)). (7.9)
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Ж. Клунi [90] трохи уточнив нерiвнiсть (7.8). Ним доведено, що для довiль-
них цiлих функцiй f та g, g(0) = 0,

MF (r) ≥Mf (c(ρ)Mg(ρr)) (r > 0). (7.10)

where c(ρ) = (1−ρ)2

4ρ , ρ ∈ (0; 1).

Це веде до такого питання:
Проблема 7.1 (М.М. Шеремета). Чи можна вивести оцiнку подiбну до (7.10)
для F (z) = f( 1

(1−z)p ), p ∈ N?
Твердження 7.2. Нехай f — цiла функцiя, F (z) = f( 1

(1−z)p ), p ∈ N. Тодi

MF (r) ≥ max{|f(z + (1− r2)−p)| : |z| = pr(1− r2)−p/4}.
для будь-якого r ∈ (0; 1).

Доведення. Нам потрiбно знайти нижню оцiнку для такого максимумуMF (r) =
max{|f( 1

(1−z)p )| : |z| = r}, де r ∈ (0, 1). Спершу знайдемо образ кола |z| = r при
здiйсненнi вiдображення функцiєю w = 1

1−z . Зрозумiло, що такий образ також
є колом. Вiдомо, що при вiдображеннi комплексної площини дробово-лiнiйною
функцiєю образи симетричних точок є симетричними точками вiдносно нового
кола. Центр кола та нескiнченнiсть є симетричними точками. Точка z = r2

— симетрична точцi z = 1 вiдносно |z| = r. Оскiльки w(1) = ∞, то маємо, що
w(r2) = 1

1−r2 — центр нового кола. Знайдемо радiус нового кола |w(r)−w(r2)| =
| 1
1−r− 1

1−r2 | = r
1−r2 . Отже, образом кола |z| = r при вiдображеннi w = 1

1−z є коло
|w − 1

1−r2 | = r
1−r2 .

Тобто,

MF (r) = max
{
|f(wp)| :

∣∣∣w − 1

1− r2

∣∣∣ =
r

1− r2

}
=

= max

{∣∣∣∣f ((s+
1

1− r2

)p)∣∣∣∣ : |s| = r

1− r2

}
для s = w− 1

1−r2 .Нехай g(s) = (s+ 1
1−r2 )p.Оскiльки g(0) = 1

(1−r2)p 6= 0, покладемо
g1(s) = (s + 1

1−r2 )p − 1
(1−r2)p . Тодi f(g(s)) = f(g1(s) + 1

(1−r2)p ) = f1(g1(s)), де
f1(z) = f(z + 1

(1−r2)p ).

З огляду на (7.10) отримуємо

MF (r) = Mf1◦g1

(
r

1− r2

)
≥Mf1

(c(ρ)Mg1
(ρr)) =

= Mf1

(
c(ρ)

(
(ρr + 1)p

(1− r2)p
− 1

(1− r2)p

))
≥Mf1

(
(1− ρ)2pr

4(1− r2)p

)
.

Звiдси для ρ = 0 випливає

MF (r) ≥Mf1

(
pr

4(1− r2)p

)
= max{|f(z + (1− r2)−p)| : |z| = pr(1− r2)−p/4}.
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Використовуючи результати Пойя-Клунi, вивчатимемо l−M -iндекс функцiї
F (z) = f(g(z)) стосовно l −M -iндексiв функцiй f i g.

Наш основний результат — такий.
Теорема 7.4. Нехай f та g — цiлi функцiї. Якщо f має обмежений M -iндекс
та M ′

g(r) — неперервно диференцiйовна функцiя, то функцiя F (z) = f(g(z))
має обмежений l −M -iндекс з l(r) = M ′

g(r). Якщо ж функцiя F (z) = f(g(z))
обмеженого l −M -iндексу з l(r) = M ′

g(r/2) та g(z) є многочленом, то f —
обмеженого M -iндексу.

Доведення. Припустимо, що f — обмеженого M -iндексу. Тодi lnMf(r) = O(r),
r ↑ ∞. З (7.9) випливає, що lnMF (r) ≤ O(Mg(r)), r → ∞. Позначимо
Φ(ln r) = Mg(r), тобто, Φ(x) = Mg(e

x). Звiдси, Φ′(x) = M ′
g(e

x)ex та Φ′(ln r)
r =

M ′g(r)r
r = M ′

g(r). Отже, за теоремою XXIII робимо висновок, що функцiя F —
обмеженого l−M -iндексу з l(r) = M ′

g(r). Потрiбно, щобиM ′
g(r) була неперервно

диференцiйовна, але Mg(r) можна наблизити такою функцiєю Φ.
Доведемо другу частину теореми. Вiд супротивного, нехай f — необмежено-

го M -iндексу. Тодi ∃(ρk) ↑ +∞ (k → +∞) така, що lnMf (ρk)
ρk

→ +∞. Нерiвнiсть
(7.10) може бути записана у виглядi MF (2r) ≥Mf(

1
8Mg(r)−|g(0)|). Покладемо

rk = M−1
g (8ρk). Звiдси, отримуємо

lnMF (2M−1
g (8ρk))

ρk
≥ lnMf(ρk − |g(0)|)

ρk
→ +∞ при k → +∞,

тобто
8 lnMF (2rk)

Mg(rk)
→ +∞, k →∞, (7.11)

З iншої сторони, якщо функцiя F — обмеженого l −M -iндексу з l(r) = M ′
g(r),

то lnMF (r) = O(lnMg(r)). Для отримання суперечностi з (7.11) нам потрiбно
lnMF (2r) = O(lnMF (r)), або Mg(r) = O(Mg(r/2)) при r →∞.

Зазначимо, що Mg(2r) = O(Mg(r)) ⇔ g — многочлен.
Справдi, Mg(2r) ≤ KMg(r). Пiдставимо rn = 2n та отримаємо Mg(2

n+1) ≤
KMg(2

n) ≤ KnMg(2). Для 2n ≤ r ≤ 2n+1 маємо

lnMg(r) ≤ lnMg(2
n+1) ≤ n lnK + lnMg(2) ≤ lnK

ln 2
ln r + lnMg(2) =

= K1 ln r +K2.

Звiдси, lnMg(r)
ln r ≤ K1 6= o(1), r → +∞. Отже, g — многочлен з deg ≤ K.

Виникає таке питання:
Проблема 7.2 (М.М. Шеремета). Якими є цiлi функцiї f i g та сталi c1, c2

такi, що MF (r) ≥Mf(c1Mg(r)− c2) для F (z) = f(g(z))?
Наразi можемо дати лише таку вiдповiдь: якщо тейлорiвськi коефiцiєнти

функцiй f та g — невiд’ємнi, то MF (r) = Mf(Mg(r)).
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7.3 Обмеженiсть l-iндексу та цiлком регулярне зростання цiлих
функцiй

На сьогоднi властивостi цiлих функцiй цiлком регулярного зростання є до-
сить добре вивченими. Широку бiблiографiю про такi функцiї можна знайти у
монографiях [3, 123, 158, 178, 266, 269]. Тим не менш, iснує багато давнiх неро-
зв’язаних задач для них. Однiєї з таких цiкавих задач є проблема Гольдберга
- Островського - Петренка [119]: Нехай

w(n) + an−1(z)w(n−1) + . . .+ a1(z)w′ + a0(z)w = 0 (7.12)

— лiнiйне диференцiальне рiвняння n-го порядку, коефiцiєнти якого aj (0 ≤
j ≤ n− 1) є цiлими функцiями цiлком регулярного зростання. Чи правда те,
що кожний розв’язок w(z) рiвняння (7.12), який має скiнченний порядок, є
цiлком регулярного зростання?

В.П. Петренко [279] поставив цю задачу без припущення про те, що коефiцi-
єнти aj(z) є цiлими функцiями цiлком регулярного зростання. Вiн також довiв
цю гiпотезу у випадку, коли aj(z) є многочленами. Пiзнiше, А. А. Гольдберг [119]
спростував проблему у постановцi Петренка. Вiн показав, що довiльна цiла фун-
кцiя f з нулями порядку щонайбiльше n − 1 задовольняє деяке лiнiйне дифе-
ренцiальне рiвняння n−го порядку вигляду (7.12), де aj (0 ≤ j ≤ n− 1) — цiлi
функцiї. Тому А. А. Гольдберг та Й.В. Островський уточнили формулювання
Петренка шляхом введення додаткового припущення про цiлком регулярне зро-
стання коефiцiєнтiв aj (0 ≤ j ≤ n− 1). Незважаючи на 30 рокiв дослiджень, ця
задача залишається вiдкритою [134].

Зазначимо [191], що кожний цiлий розв’язок лiнiйного диференцiального рiв-
няння n-го порядку зi сталими коефiцiєнтами є функцiєю обмеженого iндексу.
Цiлi функцiї обмеженого l-iндексу мають властивостi, що вказують на подi-
бнiсть до функцiй цiлком регулярного зростання. Нехай l : C→ R+ — фiксова-
на додатна неперервна функцiя, де R+ = (0,+∞). Цiла функцiя f називається
функцiєю обмеженого l−iндексу [150], якщо iснує цiле число m, незалежне вiд
z таке, що для всiх p та кожного z ∈ C |f (p)(z)|

lp(z)p! ≤ max{ |f (s)(z)|
ls(z)s! : 0 ≤ s ≤ m}.

Найменше таке цiле число m називається l-iндексом функцiї f та позначається
через N(f ; l). Якщо l(z) ≡ 1, то функцiя f є обмеженого iндексу [156].

Зокрема, цi функцiї мають такi властивостi: свої точнi оцiнки зростання,
рiвномiрний у деякому сенсi розподiл своїх нулiв, певне регулярне поводжен-
ня розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, тощо. Водночас вiдомо [273], що ко-
жен цiлий розв’язок (7.12) з многочленними коефiцiєнтами aj(z) має обмеже-
ний l-iндекс з l(z) = |z|s + 1, де s = max

j∈{0,...,n−1}
deg aj(z)

j . Також iснують доста-

тнi умови [115, 273] обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв (7.12), коли aj(z) —
трансцендентнi цiлi функцiї. Крiм того, для цiлої функцiї обмеженого l-iндексу
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встановлено таку оцiнку зростання в [150,206]:

lim
r→∞

max{|f(z)| : |z| = r}∫ r
0 l(t)dt

≤ N(f ; l) + 1,

де l = l(|z|) задовольняє певнi додатковi умови. Визначимо таку функцiю

lρ(z) =

{
1, 0 ≤ |z| ≤ 1,

|z|ρ−1, 1 ≤ |z| <∞.
.

Зважаючи на вказану оцiнку зростання, А. А. Гольдберг [267] неявно поставив
таку проблему:
Проблема 7.3. Яким є зв’язок мiж класом цiлих функцiй цiлком регулярного
зростання зi скiнченним порядком ρ та класом цiлих функцiй обмеженого lρ-
iндексу?

У [267] встановлено такi факти:
1) Нехай 0 < ρ < ∞. Функцiя Мiттаг-Лефлера Eρ(z) =

∑∞
k=0

zk

Γ(1+k/ρ) має
порядок ρ, обмежений lρ-iндекс та цiлком регулярне зростання, де Γ — це
гамма-функцiя, тобто, Γ(t) =

∫∞
0 xt−1e−xdx.

2) Iснує цiла функцiя цiлком регулярного зростання та скiнченного порядку
ρ ∈ (0; 1), яка має необмежений lρ-iндекс.

Ця функцiя будується таким способом. Для 0 < ρ < ∞ позначимо kn = 22n,

qn = 22n − 22n−n = kn(1− 2−n), B =
⋃∞
n=1[kn, qn+1], A = {k1/ρ : k ∈ B ∩N}. Тодi

визначимо g(z) =
∏

a∈A(1− z/a). Зауважимо, що n(r) =
∑

a∈A
|a|<r

1 = (1 + o(1))rρ

при r →∞ (див. [267]).
Для встановлення обмеженостi l-iндексу функцiї g для деякої функцiї l ско-

ристаємося результатом з [290]. Нехай Q — клас додатних неперервних функцiй
l на [0,+∞) таких, що

λ(r) = sup

{
l(t1)

l(t2)
: |t1 − t2| <

r

min{l(t1), l(t2)}

}
є скiнченним для всiх r ≥ 0. Наступне припущення забезпечує достатнi умови
обмеженостi l-iндексу для нескiнченних добуткiв нульового роду.
Теорема XXIV ([290]). Нехай π(z) =

∞∏
n=1

(
1− z

cn

)
,
∞∑
n=1

1
|cn| < +∞, n(r, π) =∑

|cn|<r 1, та nγ/cn ↘ 0 (n → ∞) для якогось γ ∈ (0, 1]. Якщо
∑∞

k=n(r,π)
1
|ck| =

O(r−1n(r, π) lnn(r, π), r →∞, то функцiя π(z) має обмежений l-iндекс з та-
кою функцiєю l ∈ Q, що l(r) � r−1n(r, π) lnn(r, π) (r →∞).

Також iснують iншi результати [87, 208, 289] про обмежений iндекс нескiн-
ченних добуткiв нульового роду. З огляду на теорему XXIV функцiя g(z) має
обмежений l-iндекс з l(r) � rρ−1 ln r.

Для докладнiшого розгляду проблеми 7.3 нам потрiбнi деякi факти з [158].
Нехай f — цiла функцiя, cn — її нулi, ρ(r) — уточнений порядок функцiї f.
Б.Я. Левiн [158, с. 107] видiлив два пiдкласи цiлих функцiй цiлком регулярного
зростання. Вiн припустив, що виконується одна з таких умов (C) або (C′).
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(C) Iснує число d > 0 таке, що кола з радiусами rn = d|cn|1−
ρ(|cn|)

2 та центрами
у точках cn не перетинаються.

(C′) Точки cn лежать в серединi кутiв зi спiльною вершиною у початку коорди-
нат, але не мають бiльше iнших спiльних точок, причому якщо упорядку-
вати точки множини {cn} в серединi будь-якого з цих кутiв за зростанням
модулiв, то всi точки, якi потрапили в середину одного з кутiв, задоволь-
няють нерiвнiсть |ck+1| − |ck| > d|ck|1−ρ(|ck|) для деякого d > 0.

Функцiя g(z), побудована А.А. Гольдбергом задовольняє умову (C′).
Наразi ми не можемо дати повної вiдповiдi на проблему Гольдберга. Тут

розглянемо деякi частиннi проблеми, якi мають безпосереднiй стосунок до про-
блеми 7.3. Зокрема, умови (C) та (C′) не вичерпують усiх функцiй цiлком регу-
лярного зростання. Iснує великий клас функцiй цiлком регулярного зростання,
нулi яких не задовольняють нi (C), анi (C′). Тому виникає таке цiкаве питання.
Проблема 7.4. Чи iснує цiла функцiя f порядку ρ, цiлком регулярного зро-
стання та необмеженого lρ-iндексу, чиї нулi не задовольняють жодну з умов
(C) та (C ′)?

Використовуючи приклад з [272, с. 75-76] дамо ствердну вiдповiдь на це пи-
тання. Далi запис [a] означає цiлу частину числа a ∈ R.Наш основний результат
є таким.
Твердження 7.3. Нехай α ≥ 1, (xn)n∈N — додатна послiдовнiсть , яка строго
зростає до +∞ i така, що xn+1−xn ≥ 1,

∑∞
n=1

nα

xpn
< +∞,∑∞n=1

nα

xp−1
n

= +∞ для
деякого p ∈ N \ {1}.

Нехай ρ = inf{β ≥ 1 :
∑∞

n=1
nα

xβn
< ∞}, m1 = 1, mk+1 = mk + [kα] (k ∈ N),

λmk
= xk та λj = λmk

+ j−mk

mk+1−mk
λ1−ρ
mk

для mk ≤ j < mk+1. Тодi нескiнченний
добуток

f(z) =
∞∏
k=1

(
1− zp

λpk

)
(7.13)

має такi властивостi:
1) f — цiла функцiя порядку ρ;

2) нулi функцiї f не задовольняють умову (C), а якщо додатково
n−αx1−ρ/2

n → 0 при n→∞, то вони не задовольняють умову (C ′);
3) f має необмежений lρ-iндекс.
4) якщо α = 1 та xn = nγ, γ ∈ [1, 2], то функцiя f має цiлком регулярне

зростання..

Доведення. Зрозумiло, що
∞∑
n=1

1

λpn
=

∞∑
k=1

mk+1−1∑
j=mk

1

λpj
≤

∞∑
k=1

[kα]λ−pmk
≤

∞∑
k=1

kα

xpk
< +∞,
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тобто, функцiя f є цiлою. Також для mk ≤ j < mk+1 маємо λmk
≤ λj ≤ λmk

+1.
Звiдси, для mk ≤ j < mk+1 xk ≤ λj ≤ xk +1. Пiдсумовуючи вiдповiднi вирази,
отримуємо

[kα]

xβk
≤

mk+1−1∑
j=mk

1

λβj
≤ [kα]

(xk + 1)β
.

Тодi

ρ = inf

{
β ≥ 1 :

∞∑
k=1

kα

xβk
<∞

}
= inf

{
β ≥ 1 :

∞∑
j=1

1

λβj
<∞

}
.

Отже, функцiя f має порядок ρ.
Позначимо n(r, z, 1/f) =

∑
|ak−z|<r 1 — лiчильна функцiя нулiв, де (ak)k∈N

— послiдовнiсть нулiв функцiї f, z — фiксована точка. Для доведення необме-
женостi lρ-iндексу скористаємося теоремою VIII для випадку n = 1, 1 = 1.

Доведемо, що умова 2) у теоремi VIII не виконується. Дiйсно,

n

(
1

λρ−1
mk

, λmk
,

1

f

)
=

∑
|λj−λmk |≤λ

1−ρ
mk

1 = mk+1 −mk = [kα]→ +∞ (k →∞).

Тому функцiя f має необмежений lρ-iндекс.
Перевiримо умову (C′). Наприклад, для j = mk маємо

|λj+1| − |λj| =
(
λmk

+
1

mk+1 −mk
λ1−ρ
mk

)
− λmk

=

=
1

mk+1 −mk
λ1−ρ
mk

=
1

kα
· λ1−ρ

mk
. (7.14)

Оскiльки 1
kα → 0 при k → +∞ умова (C′) не виконується. Для того, щоби

спростувати справедливiсть умови (C), досить показати при j = mk

λj + dλ
1−ρ/2
j > λj+1 − dλ1−ρ/2

j+1

або
λj+1 − λj < d(λ

1−ρ/2
j + λ

1−ρ/2
j+1 ).

Але з (7.14) випливає

λj+1 − λj =
λ

1−ρ/2
mk

kα
· λ1−ρ/2

mk
=
x

1−ρ/2
k

kα
· λ1−ρ/2

mk
.

За припущенням теореми x
1−ρ/2
k

kα → 0 при k →∞. Тому умова (C) не дiйсна для
нулiв функцiї f.

Для того, щоб довести властивiсть 4), нам потрiбнi деякi факти з [158, Роз-
дiл 2].

Теорема XXV ([158], с. 158). Для того, щоб цiла функцiя F (z) уточненого
порядку ρ(r) була функцiєю цiлком регулярного зростання, необхiдно та до-
сить, щоб її нулi були правильно розподiленi, тобто, якщо для всiх значень
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ν та θ (0 < ν < θ < 2π) за винятком, можливо, злiченного числа, iснує
скiнченна границя lim

r→∞
n(r,ν,θ)
rρ(r)

та у випадку цiлого порядку ρ додатково iснує

скiнченна границя δf = lim
r→∞

δf (r)

rρ(r)−r (δf(r) = cρ + 1
ρ

∑
|an|≤r a

−ρ
n ), де cρ — коефiцi-

єнт бiля старшого степеня в експоненцiйному множнику перед канонiчним
добутком.

Нехай α = 1, xn = nγ, γ ∈ [1; 2]. Тодi ρ = 2
γ , p = [ 2

γ ]+1. Звiдси,mk+1 = mk+k,
λmk

= xk = kγ та

λj = λk +
j −mk

mk+1 −mk
λ1−ρ
mk

= kγ +
j −mk

k
(kγ)1−2/γ = kγ + (j −mk)k

γ−3

для mk ≤ j < mk+1.

Нулi функцiї f(z) =
∏∞

k=1

(
1− zp

λpk

)
симетрично розподiленi на p променях.

Тому досить розглянути один промiнь. Нехай n(r, 0) — число нулiв на променi
argz = 0 в серединi круга |z| < r. Тодi верхня оцiнка кутової щiльностi цих
нулiв може бути знайдена з таких рiвностей:

λmk+1−1 = kγ + k · kγ−3 = kγ + kγ−2 = r,

та n(r, 0) = 1 + 2 + · · ·+ k =
k(k + 1)

2
.

Звiдси,

lim
r→∞

n(r, 0)

rρ
= lim

k→+∞
(k2 + k)/2

(kγ + kγ−2)2/γ
=

1

2
.

Для нижньої оцiнки вiзьмемо λmk
= kγ = r, тобто, k = r1/γ. Тодi n(r, 0) =

1 + 2 + · · ·+ (k − 2) + k − 1 + 1 = k(k−1)
2 + 1 = r1/γ(r1/γ−1)

2 + 1. Звiдси,

lim
r→∞

n(r, 0)

rρ
= lim

r→∞
r1/γ(r1/γ − 1)/2 + 1

r2/γ
=

1

2
.

За теоремою XXV функцiя f має цiлком регулярне зростання, якщо 2/γ —
не цiле, тобто, γ /∈ {1, 2}.

Коли 2/γ — цiле, то за теоремою XXV потрiбно показати iснування границi
δf = lim

r→∞
δf (r)

rρ(r)−r . У цьому випадку cρ = 0. Для ρ(r) = ρ ∈ {1, 2} маємо

δf = lim
r→∞

1

ρ

∑
|λk|<r

p−1∑
j=0

λ−ρk e
2πij
p = lim

r→∞
1

ρ

∑
|λk|<r

λ−ρk

p−1∑
j=0

e
2πij
p =

= lim
r→∞

1

ρ

∑
|λk|<r

λ−ρk
1− e 2πip

p

1− e 2πi
p

= 0.

Звiдси для γ ∈ {1, 2} функцiя f також має цiлком регулярне зростання.

У [117] отриманi деякi оцiнки логарифмiчної похiдної цiлої функцiї f цiлком
регулярного зростання, чиї нулi cn задовольняють (C).
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Теорема XXVI ([117]). Нехай f(z) — цiла функцiя порядку ρ та цiлком регу-
лярного зростання стосовно уточненого порядку ρ(r) → ρ (r → ∞), а її нулi
задовольняють умову (C). Нехай ∆(ψ) — кутова щiльнiсть послiдовностi ну-
лiв функцiї f(z), E — множина точок розриву функцiї ∆(ψ), M – довiльна
замкнена множина, M ⊂ [0, 2π] \ E, U =

⋃
k{z : |z − cn| < q|cn|1−ρ/2}, (cn)

— послiдовнiсть нулiв. Тодi для z = reiϕ ∈ C \ U рiвномiрно по ϕ, ϕ ∈ M,
виконується

f ′(z)/f(z) = H(ϕ)rρ(r)−1 + o(rρ(r)−1), r →∞, (7.15)
де

H(ϕ)=


− πρ

sinπρ

2π∫
0

exp{i[−ψ+(ρ−1)(|ϕ− ψ| − π)sgn(ϕ−ψ)]}d∆(ψ), ρ 6∈ Z+,

exp(i(ρ−1)ϕ)

{
δ+i

2π∫
0

[ϕ−ψ−πsgn(ϕ− ψ)]e−iρψd∆(ψ)

}
, ρ∈Z+,

δ = lim
r→∞

rρ−δ(r)δ(r) та δ(r) = c+ 1
ρ

∑
|ck|≤r |cn|−ρ.

За твердженням XXVI цiла функцiя f(z) скiнченного порядку ρ > 0 та цiл-
ком регулярного зростання з нулями, якi задовольняють (C), допускає оцiнку∣∣∣∣f ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ ≤ Plρ(z) (7.16)

для всiх z, якi лежать зовнi множини U =
⋃
k{z : |z − cn| < q|cn|1−ρ/2}.

У доведеннi твердження 7.3 скористалися вiдомим логарифмiчним критерi-
єм обмеженостi l-iндексу. За теоремою VIII, нерiвнiсть (7.16) є необхiдною умо-
вою обмеженостi lρ-iндексу цiлої функцiї, якщо ця нерiвнiсть виконується для
всiх z ∈ C\Gq(f), де Gq(f) =

⋃
n{z : |z−cn| < q

lρ(cn)}. Позаяк C\U ⊂ C\Gq(f),

це призводить до такого питання:
Проблема 7.5. Чи iснує цiла функцiя f порядку ρ та цiлком регулярного
зростання, чиї нулi задовольняють (C) така, що функцiя f необмеженого
lρ-iндексу?

Зауважимо, що iснують функцiї обмеженого lρ-iндексу, порядку ρ та цiлком
регулярного зростання, чиї нулiв задовольняють (C) (див. приклади в доведеннi
теореми 4 в [70]).

Зважаючи на описанi властивостi функцiї Мiттаг-Лефлера та функцiї g(z),

поставимо таку очiкувану проблему:
Проблема 7.6. Чи iснує цiла функцiя порядку ρ та обмеженого lρ-iндексу,
але не цiлком регулярного зростання вiдносно цього порядку?

Функцiї скiнченного порядку та не цiлком регулярного зростання з [120]
мають необмежений lρ-iндекс. Можна безпосередньо переконатися, що їхнi ло-
гарифмiчнi похiднi не задовольняють (7.16). Якщо проблема 7.6 має заперечну
вiдповiдь, то проблема Гольдберга - Островського - Петренка розв’язується для
диференцiальних рiвнянь вигляду (7.12), чиї коефiцiєнти є функцiями обмеже-
ного lρ-iндексу та задовольняють деякi природнi додатковi припущення (напри-
клад, див. [115,273] та пiдроздiл 5.5).
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7.4 Лiнiйнi однорiднi диференцiальнi рiвняння з коефiцiєнтами, що
швидко зростають

Насамкiнець розглядаємо лiнiйне однорiдне диференцiальне рiвняння ви-
гляду

f (p)(z) + g1(z)f (p−1)(z) + · · ·+ gp(z)f(z) = 0, (7.17)
яке отримується з (5.62), при n = 1, b = 1, h(z) ≡ 0, g0(z) ≡ 1.

Вiдомо результат А. Д. Кузика та М. М. Шеремети [150] про зростання цi-
лої функцiї обмеженого l-iндексу. Згодом А. Д. Кузик, М. М. Шеремета [273]
та М. Т. Бордуляк [67] дослiдили обмеженiсть l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвня-
ння (7.17) та їхнє зростання. Отриманi ними оцiнки мiстять функцiю l. Взагалi
кажучи, l — невiдома. Вона вибирається настiльки великою, що (5.63) або iнша
подiбна до неї нерiвнiсть (див. бiльше в [67,273]) виконується.

Тим часом, чимало математикiв таких, як Л. Кiннунен, Я. Хейтоканґас, Р.
Корхонен, Я. Раття, Т. Б. Цао, Ж. К. Чен, Ц. Ц. Янґ, К. Хаманi, Б. Белаїдi та
iншi [76, 81,127,132,142] використовували iтерованi порядки для вивчення зро-
стання розв’язкiв рiвняння (7.17). Я. Лiн, Я. Ту та Л. Ч. Шi [160] запропонува-
ли гнучкiшу шкалу для вивчення зростання розв’язкiв. Вони використовували
[p, q]-порядок.

Нещодавно, I. Чижиков та Н. Семочко слушно вiдмiтили, що iтерованi по-
рядки та [p, q]-порядки не охоплюють довiльне зростання (див. приклад в [84]).
Вони розглянули загальнiшу шкалу для опису зв’язку мiж зростанням цiлих
коефiцiєнтiв та цiлих розв’язкiв (7.17).

З огляду на теорему 5.7 та результати I. Чижикова та Н. Семочко виникло
таке питання: якою є додатна неперервна функцiя l, що цiлi розв’язки (7.17) з
довiльно швидким зростанням мають обмежений l-iндекс?

Дамо вiдповiдь на це питання. Зауважимо, що поняття обмеженого L-
iндексу за напрямком має декiлька переваг у порiвняннi з традицiйними пiд-
ходами до вивчення властивостей цiлих розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.
Зокрема, якщо цiлий розв’язок має обмежений iндекс, то це вiдразу дає пев-
нi оцiнки зростання, рiвномiрний у деякому сенсi розподiл його нулiв та певне
регулярне поводження самого розв’язку тощо.

Також нам потрiбний такий результат Шеремети i Кузика для n = 1.
Теорема XXVII ([150, 206]). Нехай l — додатна неперервно диференцiйовна
функцiя дiйсної змiнної t ∈ [0,+∞). Припустимо, що (−l′(t))+ = o(l2(t)) при
t→ +∞, де a+ = max{a, 0}. Якщо цiла функцiя f має обмежений l-iндекс, то

lim sup
r→+∞

lnM(r, f)∫ r
0 l(t)dt

≤ N(f, l) + 1.

Як i в [84], нехай ϕ — додатна необмежена функцiя, яка строго зростає
на [1,+∞), ϕ−1 — обернена функцiя до ϕ, M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}.
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Визначимо порядок зростання цiлої функцiї так

σ̃0
ϕ[f ] = lim sup

r→+∞

ϕ(M(r, f))

ln r
, αϕ = sup{σ̃0

ϕ[gj]| j = 1, 2, . . . , p},

а функцiю l1 : C→ R+ задамо через цю формулу

l1(z) =

max
1≤j≤p

(ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln |z|))1/j, |z| > r1,

c1, |z| ≤ r1,

де ε > 0 — задане, r1 вибране так, що

c1 = max
1≤j≤p

(ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln r1))

1/j ≥ 1.

Також нам потрiбна бiльша функцiя l0 : C→ R+

l0(z) =

{
ϕ−1((αϕ + ε) ln |z|), |z| > r0,

c0, |z| ≤ r0,

де r0 — вибране так, що c0 = ϕ−1((αϕ + ε) ln r0) ≥ 1.

Нехай K — клас додатних неперервно диференцiйовних на [0,+∞) функцiй
l таких, що l′(x) = o(l2(x)) при x→ +∞. Нам потрiбне таке твердження М. Т.
Бордуляк:
Теорема XXVIII ( [67]). Нехай l ∈ K ∩ Q, цiлi функцiї g1, . . . , gp задо-
вольняють умову |gj(z)| ≤ mjl

j(|z|), (1 ≤ j ≤ p) для всiх z, |z| ≥ R.
Якщо цiла функцiя f є розв’язком (7.17), то f є обмеженого l-iндексу та
lim supr→+∞

lnM(r,f)∫ r
0
l(t)dt

≤ max
{

1,
∑p

j=1mj

}
.

Сформулюємо основний результат цього пiдроздiлу.
Теорема 7.5. Нехай ϕ — додатна необмежена функцiя, що строго зростає на
[1,+∞). Якщо αϕ ∈ (0,+∞), l1 ∈ Q, кожна цiла функцiя gj має обмежений
l1-iндекс (j ∈ {1, . . . , p}), то кожна цiла функцiя, що задовольняє (7.17), має
обмежений l1-iндекс.

Якщо, крiм того, l0 ∈ Q, ϕ — неперервно диференцiйовна функцiя вiд дiй-
сної змiнної t ∈ [1,+∞), то для кожної цiлої трансцендентної функцiї f, що
задовольняє (7.17), справджується така оцiнка

lim sup
r→∞

lnM(r, f)∫ r
r0
ϕ−1((αϕ + ε) ln r)dr

≤ N(f, l0) + 1. (7.18)

Доведення. Позаяк αϕ ∈ (0,+∞), виконуються такi нерiвностi

ϕ(M(r, gj)) < (σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln r,

для довiльних ε > 0, r ≥ r0(ε) та j = 1, . . . , p. Це означає, що M(r, gj) <
ϕ−1((σ̃0

ϕ[gj] + ε) ln r). Позначимо r′ = min{r ≥ r0(ε) : ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln r) ≥ 1}.

Звiдси для |z| ≥ r′ отримуємо

|gj(z)| < ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln |z|) ≤ (l1(z))j,
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тобто, (5.63) справедлива для |z| ≥ r′.
З леми 5.1 для n = 1, 1 i теореми 5.7 випливає, що цiлi розв’язки рiвняння

(7.17) мають обмежений l1-iндекс. Легко показати, що для всiх t ∈ C l1(t) ≤
l0(t). Тодi за теоремою XII цiла функцiя f, яка задовольняє (7.17), є також
функцiєю обмеженого l0-iндексу.

Функцiя ϕ−1 теж строго зростає та є аналiтичною функцiєю вiд дiйсної змiн-
ної. Тому (ϕ−1)′ ≥ 0. Тодi й поготiв (−l′0(t))+ ≡ 0 при t → +∞. Застосовуючи
теорему XXVII, одержуємо (7.18).

Теорема 7.6. Нехай ϕ — додатна необмежена та неперервно диференцiйов-
на функцiя, що строго зростає на [1,+∞). Якщо αϕ ∈ (0,+∞), l1 ∈ Q,

t2ϕ′(t)e
ϕ(t)
αϕ+ε → +∞ при t → +∞, то кожна цiла функцiя, що задовольняє

(7.17), має обмежений l1-iндекс та

lim sup
r→∞

lnM(r, f)∫ r
r0
ϕ−1((αϕ + ε) ln r)dr

≤ p. (7.19)

Доведення. Насамперед доведемо, що l1 ∈ K. Справдi,
l′1(t)

l21(t)
=

(ϕ−1((αϕ + ε) ln t))′

(ϕ−1((αϕ + ε) ln t))2
=

(αϕ + ε)(ϕ−1)′((αϕ + ε) ln t)

t(ϕ−1((αϕ + ε) ln t))2
=

=
αϕ + ε

y2e
ϕ(y)
αϕ+εϕ′(y)

→ 0 при y → +∞,

де y = ϕ−1((αϕ + ε) ln t) → +∞ as t → +∞. Як i вище, маємо M(r, gj) <
ϕ−1((σ̃0

ϕ[gj] + ε) ln r). Звiдси, |gj(z)| < ϕ−1((σ̃0
ϕ[gj] + ε) ln |z|) ≤ (l1(z))j. Тому,

gj та l1 задовольняють умови теореми XXVIII при mj = 1. Отже, кожна цiла
функцiя, що є розв’язком рiвняння (7.17), має обмежений l1-iндекс, при цьому
для неї справджується (7.19).

Легко помiтити, що з простiшого припущення lim inft→+∞ ϕ′(t) > 0 випливає
таке t2ϕ′(t)e

ϕ(t)
αϕ+ε → +∞.

Наслiдок 7.1. Нехай ϕ — додатна необмежена та неперервно диференцi-
йовна функцiя, що строго зростає на [1,+∞). Якщо αϕ ∈ (0,+∞), l1 ∈ Q,
lim inft→+∞ ϕ′(t) > 0, то кожна цiла функцiя, що задовольняє (7.17), має обме-
жений l1-iндекс, причому для неї виконується (7.19).

Нехай

l2(z) =

{
ϕ−1((σ̃0

ϕ[f ] + ε) ln |z|), |z| > r0,

c0, |z| ≤ r0,

де r0 вибране так, що c0 = ϕ−1((σ̃0
ϕ[f ] + ε) ln r0) ≥ 1.

Наведенi теореми є уточненням результатiв М. Бордуляк, А. Кузика та М.
Шеремети [67, 273] у випадку, коли коефiцiєнт бiля старшої похiдної дорiвнює
одиницi. На вiдмiну вiд цих авторiв, ми визначаємо конкретну функцiю l таку,
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що цiлi розв’язки мають обмежений l-iндекс. Але ця функцiя l залежить вiд
функцiї ϕ. Тому з огляду на теореми 7.5 та 7.6 виникає питання:

Чи iснує додатна необмежена та неперервно диференцiйовна функцiя ϕ на
[1,+∞), яка строго зростає i така, що σ̃0

ϕ[f ] ∈ (0,+∞) та l2 ∈ Q для цiлої
трансцендентної функцiї f нескiнченного порядку?

Нижче дається вiдповiдь на це питання.
Спершу наведемо твердження, що належить нашому спiватору П.В. Фiлеви-

чу. З його повним доведенням можна ознайомитися у статтi [36]. З люб’язного
дозволу П.Ф. Фiлевича ми тут наводимо його формулювання.
Теорема XXIX ( [36, Фiлевич П. В.]). Для довiльної цiлої трансцендентної
функцiї f нескiнченного порядку iснує опукла на R функцiя Φ(r) така, що

i) lnMf(t) ≤ Φ(ln r), r ≥ 0;

ii) lnMf(r) = Φ(ln r) для необмеженої зверху множини значень r > 0;

iii) Φ′+(r)

Φ(r) → +∞, r → +∞.
Наступне твердження дає вiдповiдь на сформульоване вище питання.

Твердження 7.4. Для довiльної цiлої трансцендентної функцiї f нескiн-
ченного порядку iснує додатна необмежена та неперервно диференцiйовна
функцiя ϕ, що строго зростає на [1,+∞), з σ̃0

ϕ[f ] ∈ (0,+∞). А якщо
lim inft→+∞ te

ϕ(t)
s ϕ′(t) > 0, то знайдеться l2 ∈ Q, де s = σ̃0

ϕ[f ] + ε.

Доведення. З огляду на теорему XXIX вибираємо ϕ(t) := exp{Φ−1(ln ln t)}, де
Φ−1 — обернена функцiя до Φ. Тодi l2(t) = exp(exp(Φ(ln(s ln(t))))). Зауважимо,
що в доведеннi теореми XXIX Φ(t) = exp(Φ(t)) та Φ(t) = A +

∫ t
a φ(t)dt, де a

— досить велике дiйсне число, A = A(a) > 0 деяка стала i φ(t) деяка кусково-
стала додатна необмежена функцiя. Стала A та функцiя φ залежать вiд функцiї
f.

Очевидно, що функцiя ϕ додатна необмежена та строго зростає для всiх
t ≥ t′ та σ̃0

ϕ[f ] = 1. Крiм того, ϕ — неперервно диференцiйовна функцiя за
винятком точок розриву φ. Для того, щоб переконатися у приналежностi l2 до
класу Q, застосуємо лему 5.2 з пiдроздiлу 5.5.3 до l2 та перевiримо умову (5.74):

|l′2(t)|
c+ |l2(t)|

=
|(ϕ−1(s ln t))′|
c+ |ϕ−1(d ln t)| =

s|(ϕ−1)′(s ln t)|
|t|(c+ |ϕ−1(d ln t)|) =

=
s

(c+ |y|)eϕ(y)
s ϕ′(y)

→ 0 при y → +∞ та lim inf
t→+∞

te
ϕ(t)
s ϕ′(t) > 0,

де y = ϕ−1(s ln t)→ +∞ при t→ +∞. Це, власне, й означає, що l2 ∈ Q.

7.5 Мероморфнi функцiї обмеженого l-iндексу

У цьому пiдроздiлi запропонуємо пiдхiд до введення поняття обмеженостi
l-iндексу для мероморфних функцiй, який може бути застосовний до дослiдже-
ння властивостей мероморфних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь.
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Нехай f : C→ C — мероморфна функцiя. Нагадаємо деякi класичнi позна-
чення з теорiї мероморфних функцiй вiд однiєї змiнної (див. також [118, 269]).
Число полюсiв функцiї f(z) у крузi {|z| ≤ r} позначимо через n(r, f). Порядок
ρ мероморфної функцiї f визначається як

ρ = lim
r→∞

ln+ T (r, f)

ln r
,

де a+ = max{a, 0}, T (r, f) =m(r, f) + N(r, f), m(r, f) = 1
2π

∫ 2π

0 ln+ |f(reiϕ)|dϕ,
N(r, f) =

∫ r
0
n(t,f)−n(0,f)

t dt+ n(0, f) ln r.

Мероморфна функцiя f допускає представлення у виглядi дробу f(z) =
f1(z)
f2(z) , де f1(z) та f2(z) — цiлi функцiї без спiльних нулiв. Нехай u(z) =

max{|f1(z)|, |f2(z)|}. Попри неєдинiсть представлення функцiї f, як частки цi-
лих функцiй, маємо [118, с. 17] T (r, f) = 1

2π

∫ 2π

0 lnu(reiφ)dϕ.

Число p ∈ N ∪ {0} називається порядком послiдовностi (an)n∈N, якщо∑∞
n=1

1
|an|p =∞ та

∑∞
n=1

1
|an|p+1 <∞.

Для мероморфних функцiй скiнченного порядку вiдомо зручне представле-
ння.
Теорема XXX (Адамар, [118, с. 57]). Нехай f(z) — мероморфна функцiя скiн-
ченного порядку ρ, (an)n∈N та (bm)m∈N — послiдовностi нулiв i полюсiв функцiї
f(z), якi не лежать в z = 0, p1 — рiд послiдовностi (an) та p2 — рiд (bm). Не-
хай в околi z = 0 функцiя f(z) допускає розвинення f(z) = csz

s + cs+1z
s+1 + . . .

з cs 6= 0. Тодi

f(z) = zseP (z)

∏
an
E(z/an, p1)∏

bn
E(z/bn, p2)

, (7.20)

де P (z) — многочлен зi степенем q не бiльшим за [ρ] i

E(z, p) =

{
1− z, якщо p = 0,

(1− z) exp{z + z2/2 + . . .+ zp/p}, якщо p ≥ 1.

Зважаючи на теорему XXX, припустимо, що f1(z) = zseP (z)
∏

an
E(z/an, p1),

f2(z) =
∏

bn
E(z/bn, p2).

Iснує чимало диференцiальних рiвнянь, якi мають лише мероморфнi
розв’язки. Зокрема, рiвняння Рiккатi, Пенлеве, Брiо-Буке тощо. Не зважаю-
чи на два столiття дослiдження властивостей розв’язкiв цих рiвнянь, вони досi
залишаються об’єктами зацiкавлення для багатьох математикiв [89, 124, 136].
Разом з тим, для цiлих розв’язкiв диференцiальних рiвнянь наявна добре роз-
роблена теорiя функцiй обмеженого iндексу. Це поняття має декiлька пере-
ваг у порiвняннi з традицiйними пiдходами до вивчення властивостей цiлих
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Зокрема, якщо цiлий розв’язок має обме-
жений iндекс, то це вiдразу дає оцiнки його зростання, рiвномiрний у деяко-
му розумiннi розподiл його нулiв, певне регулярне поводження розв’язкiв то-
що [36,200,220,273].
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Нехай l : C → R+ — фiксована додатна неперервна функцiя, де R+ =

(0,+∞). Кажемо, що мероморфна функцiя f скiнченного порядку є функцiєю
обмеженого l-iндексу, якщо цiлi функцiї f1 та f2 мають обмежений l-iндекс, де
функцiї f1, f2 визначенi вище. А l-iндекс функцiї f визначимо як N(f, l) =

max{N(f1; l), N(f ; l2)}.
Ця означення є коректним [220], бо якщо цiла функцiя f є обмеженого l-

iндексу, то f є обмеженого l∗-iндексу для будь-якого l∗ ≥ l. Якщо f2(z) є много-
членом та l ≡ 1, то це означення збiгається з означенням обмеженостi iндексу
для мероморфних функцiй зi скiнченним числом полюсiв, яка запропоноване
Р. Роєм та С. Шахом [179].

Використовуючи запропоноване означення та деякi властивостi цiлих фун-
кцiй обмеженого l-iндексу ми негайно дiстаємо наступнi твердження для меро-
морфних функцiй обмеженого l-iндексу.
Твердження 7.5. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо iснує r > 0, n0 ∈ Z+ та P0 ≥ 1 такi, що
для кожного z0 ∈ C та деякого kj = kj(z0) ∈ Z+ при 0 ≤ kj ≤ n0, j ∈ {1, 2}

max{|f (kj)
j (z)| : |z − z0| ≤

r

l(z0)
} ≤ P0|f (kj)

j (z0)|, j ∈ {1, 2}, (7.21)

то f має обмежений l-iндекс.
Твердження 7.6. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо f має обмежений l-iндекс, то для ко-
жного r > 0 iснує n0 ∈ Z+ та P0 ≥ 1 такi, що для кожного z0 ∈ C та деякого
kj = kj(z0) ∈ Z+ при 0 ≤ kj ≤ n0, j ∈ {1, 2} виконується нерiвнiсть (7.21).
Твердження 7.7. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо iснують r1j, r2j з 0 < r1j < r2j та
P1 ≥ 1 такi, що для кожного z0 ∈ C

max

{
|fj(z)| : |z − z0| =

r2j

l(z0)

}
≤ P1 max

{
|fj(z)| : |z − z0| =

r1j

l(z0)

}
, j ∈ {1, 2},

то f має обмежений l-iндекс.
Твердження 7.8. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного по-

рядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо f — обмеженого l-iндексу, то для кожних
r1, r2 при 0 < r1 < r2 iснує P1 ≥ 1 таке, що для будь-якого z0 ∈ C

max

{
|fj(z)| : |z − z0| =

r2

l(z0)

}
≤ P1 max

{
|fj(z)| : |z − z0| =

r1

l(z0)

}
, j ∈ {1, 2}.

Твердження 7.9. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо iснують R > 0, P2 ≥ 1 та η ∈ (0, R)
такi, що для кожного z0 ∈ C та деякого rj = rj(z0) ∈ [η,R]

max

{
|fj(z)| : |z − z0| =

rj
l(z0)

}
≤ P2 min

{
|fj(z)| : |z − z0| =

rj
l(z0)

}
, j ∈ {1, 2},

(7.22)
то f має обмежений l-iндекс.
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Твердження 7.10. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо функцiя f має обмежений l-iндекс, то
для кожного R > 0 знайдеться P2 ≥ 1 та η ∈ (0, R) такi, що для кожного
z0 ∈ C та деякого rj = rj(z0) ∈ [η,R] виконується нерiвнiсть (7.22).
Твердження 7.11. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Мероморфна функцiя f є обмеженого l-iндексу
тодi i тiльки тодi, коли iснують числа pj ∈ Z+ та C > 0 такi, що

|f (pj+1)
j (z)|
lp+1(z)

≤ C max

{
|f (k)
j (z)|
lp+1(z)

: 0 ≤ k ≤ pj

}
, j ∈ {1, 2}.

Позначимо через n(r, z, 1/f) =
∑
|ak−z|<r 1 лiчильну функцiю нулiв, а че-

рез n(r, z, f) =
∑
|bk−z|<r 1 лiчильну функцiю полюсiв, де z — фiксована точка,

(ak)k∈N — послiдовнiсть нулiв функцiї f, (bk)k∈N — послiдовнiсть полюсiв фун-
кцiї f. Позначимо Gq(f1) =

⋃
n{z : |z− an| < q

l(an)} та Gq(f2) =
⋃
n{z : |z− bn| <

q
l(bn)}.
Твердження 7.12. Припустимо, що l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя

скiнченного порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо мероморфна функцiя f має
обмежений l-iндекс, то

1) для будь-якого r > 0 iснує P = P (r) > 0 таке, що |f ′j(z)/fj(z)| ≤ Pl(z)
для всiх z ∈ C \Gr(fj), j ∈ {1, 2};

2) для будь-якого r > 0 знайдеться ñ = ñ(r) ∈ Z+, при якому
n(r/l(z), z, 1/f) ≤ ñ та n(r/l(z), z, f) ≤ ñ для всiх z ∈ C.

Позначимо n(r, f) = sup
z∈C

n(r, z, f), n(r, 1/f) = sup
z∈C

n(r, z, 1/f), n(r) =

max{n(r, f), n(r, 1/f)}.
Твердження 7.13. Нехай l ∈ Q, f = f1

f2
— мероморфна функцiя скiнченного

порядку, f1, f2 визначенi вище. Якщо
1) iснують r1 > 0, P > 0 такi, що для всiх z ∈ C\Gr1

(fj), j ∈ {1, 2}
справджується нерiвнiсть |f

′
j(z)|
|fj(z)| ≤ Pl(z);

2) n(r) ≡ 0 або знайдеться r2 > 0 n(r2) ∈ [1;∞) та 2n(r2)r1 < r2/λ(r2) де
r1 вибране з умови 1),

то функцiя f має обмежений l-iндекс.
Твердження 7.5 випливає з достатностi теореми 4 у [220], твердження 7.6,

7.8, 7.10 випливають з необхiдностi вiдповiдно теорем 2, 5, 6 у [220], твердження
7.11 випливає з теореми 1 в [219], а твердження 7.12 випливає з необхiдностi
теореми 1 в [220]. Натомiсть, твердження 7.7, 7.9, 7.13 отримуються вiдповiдно
з теорем 4, 6, 8 в [46].

Для цiлих функцiй обмеженого iндексу аналоги тверджень 7.5-7.10, 7.12-
7.13 вперше були отриманi Г. Х. Фрiке [104,108], а тверджння 7.11 — У. Хейма-
ном [128]. Пiзнiше М. М. Шеремета та А. Д. Кузик [219,220] узагальнили їх для
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цiлих функцiй обмеженого l-iндексу. Нещодавно, ми спiльно зi О. Б. Скаскi-
вим [33,46] (див. також роздiл 5) послабили достатнi умови в достатнiх умовах
цих теорем, дослiджуючи властивостi цiлих функцiй обмеженого L-iндексу за
напрямом. Тут ми формулюємо достатнi умови та необхiднi умови, як рiзнi
твердження, а не у виглядi критерiїв. Твердження 7.5-7.13 описують локальне
поводження мероморфних функцiй обмеженого l-iндексу. Крiм того, аналоги
тверджень 7.11, 7.12, 7.13 для рiзноманiтних класiв голоморфних функцiй ча-
сто використовуються, щоб дослiдити властивостi цiлих та аналiтичних в обме-
женiй областi розв’язкiв диференцiальних рiвнянь чи систем диференцiальних
рiвнянь [36, 58, 171]. Зокрема, вони допомагають встановлювати обмеженiсть
l-iндексу цих розв’язкiв. Це викликає появу такого питання:
Проблема 7.7. Let l ∈ Q. Якi умови на мероморфнi коефiцiєнти лiнiйного
диференцiального рiвняння вищого порядку

p0(z)w(n) + p1(z)w(n−1) + . . .+ pn(z)w = h(z)

забезпечують обмеженiсть l-iндексу кожного мероморфного розв’язку скiн-
ченного порядку?

Якщо h — мероморфна функцiя зi скiнченним числом полюсiв та обмежено-
го iндексу (l ≡ 1), pj — многочлени, то наведене рiвняння вивчалося С. Шахом
та Р. Роєм [179]. Зокрема, вони довели, що за умови degP0 ≥ max1≤i≤n Pi ко-
жний мероморфний розв’язок цього рiвняння має обмежений iндекс.

Звiсно, твердження 7.5-7.13 породжують загальнiшу проблему
Проблема 7.8. Чи можна перенести результати вiдомi для цiлих функцiй
обмеженого l-iндексу на випадок мероморфних функцiй скiненного порядку?

У цьому пiдроздiлi ми, по сутi, вказали напрямок подальших дослiджень,
який може призвести до цiкавих результатiв у теорiї мероморфних функцiй.

Висновки до роздiлу 7

Основнi здобутки сьомого роздiлу:
1) доведено достатнiсть умов гiпотези Шеремети про обмеженiсть l-iндексу

такої складеної функцiї f( q1

zp + q2

zp−1 + . . . + qp+1). Також видiлено пiдклас
цiлих функцiй f , для яких повнiстю справджується ця гiпотеза;

2) дослiджено обмеженiсть l −M -iндексу композицiї цiлих та деяких аналi-
тичних функцiй;

3) узагальнено результати Пойя-Клунi про зростання композицiї цiлих фун-
кцiй на випадок g( 1

(1−z)p ;
4) побудовано функцiю скiнченного порядку ρ i цiлком регулярного зроста-

ння, нулi якої не задовольняють вiдомi умови Левiна C та (C ′) i яка при-
чому має необмежений lrho-iндекс, де lρ(|z|) = |z|ρ−1, |z| ≥ 1. Тим самим
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частково вирiшено проблему Гольдберга про взаємозв’язок мiж цими кла-
сами;

5) побудовано функцiю l таку, що кожний цiлий розв’язок лiнiйного одно-
рiдного диференцiального рiвняння n-го порядку з коефiцiєнтами скiн-
ченного φ-порядку має обмежений l-iндекс, та знайдено оцiнку зростання
цiлих розв’язкiв такого рiвняння.

6) запропоновано пiдхiд до введення поняття обмеженостi l-iндексу для ме-
роморфних функцiй та отримано цiлий ряд, як достатнiх, так i необхi-
дних умов приналежностi до цього класу. Вiдповiднi твердження для цi-
лих функцiй знайшли застосування в дослiдженнях властивостей цiлих
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь. Тому, встановленi аналоги для меро-
морфних функцiй, можливо, в майбутньому також знайдуть застосування
до цих рiвнянь.

Результати сьомого роздiлу опублiковано в статтях [36, 62, 63], а також до-
повiдалися на конференцiях [61].
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ВИСНОВКИ

Варто зазначити, що дослiджуванi в дисертацiї класи цiлих та аналiтичних
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних чи обмеженого L-iндексу
за напрямком є досить широкими. Про це свiдчать доведенi теореми iснуван-
ня. Зокрема, для цiлої функцiї F : Cn → C iснує додатна неперервна функцiя
L : Cn → Rn

+ така, що F — обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, то-
дi i тiльки тодi, коли F має обмежену кратнiсть нульових точок. Цей факт
забезпечує широту та всеохопнiсть проведених дослiджень, бо завдяки вибору
вектор-функцiї L можна вивчати досить складнi за структурою та властиво-
стями функцiї.

Навiть бiльше, запропонованi пiдходи до введення поняття обмеженостi L-
iндексу за сукупнiстю змiнних для аналiтичних у полiкрузi чи в одиничнiй кулi
функцiй дозволяють вивчати функцiй вiд декiлькох змiнних, якi дiйсно мають
особливi точки на межi полiкруга чи на одиничнiй сферi. Це було нездiйсненним
при розглядi функцiй, якi задовольняють означення обмеженого iндексу в сенсi
Крiшни-Шаха для аналiтичних довiльнiй областi з Cn функцiй, бо такi функцiї
насправдi виявлялися цiлими.

Серед вагомих здобуткiв дисертацiйної роботи треба вiдзначити такi:
1) для класу цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних обмеженого L-iндексу за

сукупнiстю змiнних встановлено новi критерiї приналежностi функцiй до
цього класу, теореми iснування та iншi властивостi;

2) для класу аналiтичних в одиничнiй кулi функцiй вiд декiлькох змiнних
обмеженого L-iндексу за напрямком та L-iндексу за сукупнiстю змiнних
дослiджено характеристичнi властивостi функцiй з цього класу;

3) знайдено точнi оцiнки зростання логарифма максимуму модуля функцiй
з вiдповiдних класiв функцiй обмеженого iндексу на колi чи кiстяку полi-
круга, причому розв’язано проблему Шеремети про зростання цiлих обме-
женого L-iндексу за напрямку;

4) видiлено клас цiлих функцiй необмеженого iндексу за будь-яким напрям-
ком b таких, що на кожнiй зрiзцi вигляду {z0 + tb : t ∈ C} вони мають
обмежений iндекс та знайдено функцiю L, для якої деякi цiлi функцiї з
описаною властивiстю матимуть обмежений L-iндекс за тим напрямком;

5) повнiстю доведено гiпотезу про можливiсть послаблення достатнiх умов
обмеженостi L-iндексу за напрямком для цiлих функцiй (оцiнка макси-
муму модуля, мiнiмуму модуля на колi, логарифмiчний критерiй) через
замiну квантора загальностi на квантор iснування;
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6) встановлено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком компо-
зицiї цiлих функцiй вiд декiлькох змiнних. Отриманi умови є слабшими в
одновимiрному випадку, нiж вiдомi досi;

7) доведено достатнiсть умов у гiпотезi М. М. Шеремети [213] про обмеже-
нiсть l-iндексу деяких композицiй аналiтичних функцiй вiд однiєї змiнної
та дано вiдповiдь на питання М. М. Шеремети про обмеженiсть L-iндексу
за сукупнiстю змiнних композицiй цiлих функцiй;

8) отримано достатнi умови обмеженостi l-iндексу цiлих розв’язкiв рiвняння
w′ = f(z, w);

9) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за напрямком та L-
iндексу за сукупнiстю змiнних для суми цiлих функцiй;

10) знайдено достатнi умови обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних цi-
лих чи аналiтичних в кулi розв’язкiв систем лiнiйних рiвнянь з частинни-
ми похiдними вищих порядкiв та отримано точнi оцiнки їхнього зростання
через параметри, залежнi вiд коефiцiєнтiв систем;

11) виявлено новi характеристичнi властивостi функцiй обмеженого L-iндексу
за сукупнiстю змiнних через оцiнку максимуму модуля таких функцiй на
сферi замiсть кiстяка полiкруга;

12) вперше отримано аналоги логарифмiчного критерiю у виглядi достатнiх
умов та оцiнки максимуму модуля через мiнiмум модуля для цiлих фун-
кцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних, причому один з цих
аналогiв є ствердною вiдповiддю на питання I. Е. Чижикова про можли-
вiсть оцiнки частинних логарифмiчних похiдних ззовнi бiльших винятко-
вих множин;

13) побудовою вiдповiдного прикладу спростовано гiпотезу С. Ю. Фаворова,
що умову „F голоморфна в Cn“ можна замiнити на умову „F — голомор-
фна на усiх зрiзках вигляду z0 + tb“ в теорiї цiлих функцiй обмеженого
L-iндексу за напрямком;

14) встановлено аналог теореми Хеймана для аналiтичних в полiкрузi фун-
кцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних та описано поводження
коефiцiєнтiв розвинення у степеневий ряд;

15) узагальнено результати Пойя-Клунi про зростання композицiї цiлих фун-
кцiй на випадок деяких композицiй аналiтичних функцiй;

16) дослiджено взаємозв’язок мiж класами функцiй обмеженого lρ-iндексу та
функцiями цiлком регулярного зростання (проблема А. А. Гольдберга з
[267]) через побудову функцiю скiнченного порядку ρ i цiлком регулярного
зростання, нулi якої не задовольняють вiдомi умови Левiна C та (C ′) i яка
причому має необмежений lρ-iндекс.
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Iншим потужним пiдходом, який дозволяє дослiджувати асимптотику ана-
лiтичних розв’язкiв диференцiальних рiвнянь, є метод Вiмана - Валiрона. Проте
наразi нам не вiдома адаптацiя цього методу до систем рiвнянь з частинними по-
хiдними, якi розглянутi в цiй працi. Водночас, на таких системах досить гнучко
працює поняття обмеженого iндексу, його узагальнення для рiзних класiв фун-
кцiй та вiдповiднi аналоги теореми Хеймана, завдяки яким можна встановити
обмеженiсть iндексу аналiтичних розв’язкiв таких систем, а звiдти витягнути
оцiнки зростання через коефiцiєнти систем, певне регулярне поводження як са-
мих розв’язкiв, так i їхнiх похiдних, оцiнки логарифмiчних похiдних розв’язкiв,
рiвномiрний в деякому розумiннi розподiл їхнiх нулiв та багато iнших цiкавих
властивостей, не знаходячи при цьому явного вигляду розв’язку.

Крiм того, узагальнюючи одновимiрнi результати на багатовимiрний ком-
плексний простiр, у багатьох випадках (результати з пунктiв 3, 5, 6, 7, 9, 10, 12)
нам вдалося добитися покращення нових вiдповiдних одновимiрних наслiдкiв
через послаблення достатнiх умов або через уточнення нерiвностей.
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83. Chyzhykov, I., Heittokangas, J., Rättyä, J.: Sharp logarithmic derivative estimates with
applications to ODE’s in the unit disc. J. Austr. Math. Soc. 88(2), 145–167 (2010). doi:
10.1017/S1446788710000029

84. Chyzhykov, I., Semochko, N.: Fast growing enitre solutions of linear differential equations.
Math. Bull. Shevchenko Sci. Soc. 13, 68–83 (2016)

85. Chyzhykov, I.E., Semochko, N.: On estimates of a fractional counterpart of the logarithmic
derivative of a meromorphic function. Mat. Stud. 39(1), 107–112 (2013)

86. Chyzhykov, I.E., Semochko, N.: Generalization of the Wiman-Valiron method for fractional
derivatives. Int. J. Appl. Math. 29(1), 19–30 (2016). doi: 10.12732/ijam.v29i1.3

87. Chyzhykov, I.E., Sheremeta, M.M.: Boundedness of l-index for entire functions of zero genus.
Mat. Stud. 16(2), 124–130 (2001)

88. Clunie, J.: On entire functions having prescribed growth. Canad. J. Math. 17, 396–404
(1965)

89. Ciechanowicz, E., Filipuk, G.: Meromorphic solutions of P3,34 and their value distribution.
Annales Academiæ Scientiarum Fennicæ. Mathematica, 41, 617–638 (2016). doi: 10.5186/
aasfm.2016.4146

90. Clunie, J.: The composition of entire and meromorphic functions. In: Mathematical Essays
Dedicated to A. J. Macintyre, pp. 75–92. Ohio University Press, Athens, Ohio (1970)

91. Cumenge, A.: Zero sets of functions in the Nevanlinna or the Nevanlinna-Djrbachian classes.
Pacific J. Math. 199(1), 79–92 (2001). doi: 10.2140/pjm.2001.199.79

92. Datta, S.K.: On entire functions of L-bounded index and of non uniforma L-bounded index.
Bull. Calcutta Math. Soc. 98(1), 63–70 (2006)

93. Ekblaw, K.A.: The functions of bounded index as a subspace of a space of entire functions.
Pacific J. Math. 37(2), 353–355 (1971)

94. Ekblaw, K.A.: Polynomials of maximal index. Aequationes Mathematicae 10(1), 34–39
(1974)

95. Eremenko, A.: Meromorphic solutions of algebraic differential equations. Russian Math.
Surveys 37(4), 61–95 (1982). doi: 10.1070/RM1982v037n04ABEH003967

96. Eremenko, A.: Progress in entire and meromorphic functions (2003). URL https://www.
math.purdue.edu/~eremenko/dvi/progr.pdf. Preprint
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127. Hamani, K., Beläıdi, B.: Growth of solutions of complex linear differential equations with

entire coefficients of finite iterated order. Acta Universitatis Apulensis 27, 203–216 (2011)
128. Hayman, W.K.: Differential inequalities and local valency. Pacific J. Math. 44(1), 117–137

(1973)
129. Hayman, W.K.: The growth of solutions of algebraic differential equations. Rend. Mat. Acc.

Lincei s.9 7(2), 67–73 (1996)
130. Heath, L.F.: Vector-valued entire functions of bounded index satisfying a differential equati-

on. Journal of Research of NBS 83B(1), 75–79 (1978)
131. Heittokangas, J.: Growth estimates for logarithmic derivatives of Blaschke products and of

functions in the Nevanlinna class. Kodai Math. J. 30(2), 263–279 (2007). doi: 10.2996/kmj/
1183475517



346
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133. Heittokangas, J., Korhonen, R., Rättyä, J.: Generalized logarithmic derivative estimates
of Gol’dberg and Grinshtein type. Bull. London Math. Soc. 36(1), 105–114 (2004). doi:
10.1112/S0024609303002649

134. Heittokangas, J., Laine, I., Tohge, K., Wen, Z.T.: Completely regular growth solutions of
second order complex linear differential equations. Ann. Acad. Sci. Fenn. Math. 40, 985–
1003 (2015). doi: 10.5186/aasfm.2015.4057

135. Hennekemper, W.: Some results on functions of bounded index. In: I. Laine, O. Lehto,
T. Sorvali (eds.) Complex Analysis Joensuu 1978, Lecture Notes in Mathematics, vol. 747,
pp. 158–160. Springer, Berlin, Heidelberg (1979)

136. Hinkkanen, A., Laine, I.: Solutions of a modified third Painlevé equation are meromorphic.
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141. King, A.C., Shah, S.M.: Indices of Lindelöf functions and their derivatives. Rocky Mountain
J. Math. 2(4), 579–594 (1972)

142. Kinnunen, L.: Linear differential equations with solutions of finite iterated order. Southeast
Asian Bull. Math. 22, 385–405 (1998)

143. Knab, O.: Wachstumsordnung und Index der Lösungen linearer Differentialgleichungen mit
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