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АНОТАЦIЯ
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тичних функцiй. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-

математичних наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.01

«Математичний аналiз». – Львiвський нацiональний унiверситет iменi

Iвана Франка, Львiв, 2018.

Змiст анотацiї. Дисертацiйна робота присвячена узагальненню

класiв локсодромних та елiптичних функцiй.

Нехай q ∈ C \ {0}, |q| < 1. Локсодромною функцiєю з мультиплi-

катором q називається [53] мероморфна в C \{0} функцiя f , така, що

для всiх z ∈ C \ {0} задовольняє умову f(qz) = f(z).

Мероморфна в C функцiя g називається елiптичною [53], якщо

iснують ω1, ω2 ∈ C \ {0}, Imω2

ω1
> 0, такi, що для всiх u ∈ C викону-

ються умови g(u + ω1) = g(u), g(u + ω2) = g(u).

В роботi вперше введено таке поняття як p-локсодромна функ-

цiя (мероморфна в C \ {0} функцiя f, така, що задовольняє рiвняння

f(qz) = pf(z) для всiх z ∈ C\{0} при деяких фiксованих q, p ∈ C\{0},
|q| < 1), доведено критерiй p-локсодромностi, знайдено зображення го-

ломорфної p-локсодромної функцiї, доведено теорему про кiлькiсть ну-

лiв та полюсiв p-локсодромної функцiї, знайдено вигляд логарифмiчної

спiралi, на якiй розташованi нулi та полюси p-локсодромної функцiї,

встановлено Жюлiа винятковiсть p-локсодромних функцiй.

В дисертацiї також запропоновано ще одне суттєве узагальнення

поняття локсодромностi – рацiонально-локсодромнi функцiї, тобто ме-
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роморфнi в C\{0} функцiї, якi при деякому q ∈ C\{0}, |q| < 1, для

всiх z ∈ C \ {0} задовольняють умову f(qz) = R(z)f(z), де R – рацiо-

нальна функцiя.

Вперше введено поняття квазi-елiптичної функцiї. Нехай p = eiα,

q = eiβ, де α, β ∈ R. Мероморфна в C функцiя g називається квазi-

елiптичною, якщо iснують ω1, ω2 ∈ C \ {0}, Imω2

ω1
> 0, такi що для

всiх u ∈ C
g(u + ω1) = pg(u), g(u + ω2) = qg(u).

Доведено теореми про кiлькiсть нулiв та полюсiв квазi-елiптичної

функцiї, про голоморфнi квазi-елiптичнi функцiї, побудовано анало-

ги вiдомих ℘, ζ та σ-функцiй Вейєрштрасса в теорiї квазi-елiптичних

функцiй, встановлено зв’язок квазi-елiптичних функцiй з p-локсодром-

ними функцiями.

Крiм того, у роботi також запропонованi альтернативнi узагаль-

нення локсодромних та елiптичних функцiй – модуль-локсодромнi та

модуль-елiптичнi функцiї, вiдповiдно. Доведено теореми, що описують

зв’язок мiж класами p-локсодромних та модуль-локсодромних функ-

цiй, а також мiж квазi-елiптичними та модуль-елiптичними функцiя-

ми.

Ключовi слова: p-локсодромна функцiя, модуль-локсодромна

функцiя, рацiонально-локсодромна функцiя, p-елiптична функцiя,

квазi-елiптична функцiя, модуль-елiптична функцiя, первинна функ-

цiя Шотткi-Кляйна, Жюлiа винятковiсть, ℘-функцiя Вейєрштрасса,

ζ-функцiя Вейєрштрасса, σ-функцiя Вейєрштрасса.
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Annotation. The PhD Thesis is devoted to a generalization of

loxodromic and elliptic functions.

Let q ∈ C\{0}, |q| < 1. A meromorphic in C\{0} function f is

said to be loxodromic of multiplicator q [53] if for every z ∈ C \ {0} holds

f(qz) = f(z).

A meromorphic in C function g is called elliptic [53], if there exist

ω1, ω2 ∈ C \ {0}, such that Imω2

ω1
> 0 and for every u ∈ C

g(u + ω1) = g(u), g(u + ω2) = g(u)

hold.

We introduce for the first time the notion of a p-loxodromic function

(a meromorphic in C \ {0} function f, such that for every z ∈ C \ {0}
f(qz) = pf(z) for some fixed q, p ∈ C \ {0}, |q| < 1); a criterion of

p-loxodromicity is proved; a representation of holomorphic p-loxodromic

function is found; a theorem about the number of zeros and poles of

p-loxodromic function is proved; a logarithmic spiral, containing zeros

and poles of p-loxodromic function is found; Julia exceptionality of p-

loxodromic functions is established.

The PhD Thesis also contains another generalization of loxodromicity,

namely rationally-loxodromic functions, i. e. meromorphic in C\{0} functi-
ons f, such that for some q ∈ C \ {0}, |q| < 1 and for every z ∈ C \ {0}
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satisfy the following condition f(qz) = R(z)f(z), where R is a rational

function.

Also, the notion of quasi-elliptic function is introduced. Let p = eiα,

q = eiβ, where α, β ∈ R. A meromorphic in C function g is called quasi-

elliptic, if there exist ω1, ω2 ∈ C \ {0}, Imω2

ω1
> 0, such that for every

u ∈ C
g(u + ω1) = pg(u), g(u + ω2) = qg(u).

The theorems about the number of zeros and poles of quasi-elliptic

function, holomorphic quasi-elliptic function are proved. For the class of

quasi-elliptic function analogues of the classic Weierstrass ℘, ζ and σ-

functions are constructed. The connection between quasi-elliptic and p-

loxodromic functions is obtained.

Additionally, the PhD Thesis also contains alternative generalizati-

ons of loxodromic and elliptic functions, so called modulo-loxodromic and

modulo-elliptic functions. The theorems, which describe relations between

the classes of modulo-loxodromic and p-loxodromic as well as between

modulo-elliptic and quasi-elliptic functions are proved.

Key words: p-loxodromic function, modulo-loxodromic function,

rationally-loxodromic function, p-elliptic function, quasi-elliptic function,

modulo-elliptic function, the Schottky-Klein prime function, Julia excepti-

onality, the Weierstrass ℘-function, the Weierstrass ζ-function, the Wei-

erstrass σ-function.
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ПЕРЕЛIК ОСНОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

C∗ = C \ {0};
Lqp – множина p-локсодромних функцiй з мультиплiкатором q;

QE – множина квазi-елiптичних функцiй;

H(z) =
∞∏

n=0
(1− qnz), q ∈ C∗, |q| < 1;

P (z) = (1− z)
∞∏

n=1
(1− qnz)

(
1− qn

z

)
, q ∈ C∗, |q| < 1;

Aq(R) = {z ∈ C : |q|R < |z| 6 R}, R > 0, q ∈ C∗, |q| < 1;
∏

(u0) = {u0 + r1ξ1 + r2ξ2 : ξ1, ξ2 ∈ C∗, Imξ2

ξ1
> 0, r1, r2 ∈ [0, 1)};

ω = mω1 + nω2, ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, m, n ∈ Z;

℘(u) = 1
u2 +

∑
ω 6=0

(
1

(u−ω)2 − 1
ω2

)
;

ζ(u) = 1
u +

∑
ω 6=0

( 1
u−ω + 1

ω + u
ω2

)
;

σ(u) = u
∏
ω 6=0

(
1− u

ω

)
e

u
ω + u2

2ω2 ;

Gαβ(u) = 1
u2 +

∑
ω 6=0

(
1

(u−ω)2 − 1
ω2

)
ei(mα+nβ), m, n ∈ Z, α, β ∈ R;

Cαβ =
Gαβ

(
ω1

2

)
−eiαGαβ

(
−
ω1

2

)

eiα−1 =
Gαβ

(
ω2

2

)
−eiβGαβ

(
−
ω2

2

)

eiβ−1 , C00 = 0;

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ;

ζαβ(u) = 1
u +

∑
ω 6=0

( 1
u−ω + 1

ω + u
ω2

)
ei(mα+nβ), m2 + n2 6= 0, m, n ∈ Z;

σmn(u) =
(
1− u

ω

)
e

u
ω + u2

2ω2 , m2 + n2 6= 0, m, n ∈ Z;

σ00(u) = u.
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ВСТУП

Елiптичнi функцiї як особливий роздiл спецiальних функцiй зай-

мають важливе мiсце в математицi ще з ХIХ столiття. Теорiя елiп-

тичних функцiй зародилася у працях Л. Ейлера, А. Лежандра, К. Га-

усса, Н. Абеля, К. Якобi i динамiчно розвивалась завдяки таким ви-

датним вченим як Ф. Ейзенштейн,Ж. Лiувiлль, К. Вейєрштрасс, Б. Рi-

ман, Л. Кронекер, Ф. Фробенiус, Г. Вебер, Р. Фрiкке.

Елiптичнi функцiї, вирiзняючись неабияким багатством, рiзнома-

нiттям та унiверсальнiстю своїх властивостей, постiйно служили i досi

служать джерелом натхнення i нових iдей для математикiв, а також,

поєднуючи в собi не тiльки аналiтичну, а й алгебраїчно-арифметичну,

геометричну i топологiчну природу, були i є сполучною ланкою для

рiзних математичних теорiй та дисциплiн.

Теорiя елiптичних функцiй тiсно пов’язана з теорiєю локсодром-

них функцiй, якi з’явились дещо пiзнiше i вiдомi завдяки монографi-

ям О. Раузенбергера (1884 р.) та Ж. Валiрона (1947 р.). Локсодромнi

функцiї дають просту конструкцiю елiптичних [71].

Розвиток теорiї елiптичних функцiй у XX столiттi пов’язаний з

iменами Ф. Фуртвенглера, Т. Такагi, Е. Артiна, М. Дойрiнга, Х. Хассе,

К. Шевалле, I. Шафаревича, Г. Шiмури, С. Ленга, А. Вейля, Н. Ахiє-

зера, К. Чандразекхарана, Д. Массера.

А от щодо локсодромних функцiй, то вiдновлення iнтересу до їх

вивчення вiдбулося вже в XXI столiттi, зокрема пiсля звернення до цiєї

тематики А. Кондратюка. А. Кондратюком та його учнями (А. Хрис-

тiянином, Н. Сокульською, О. Гущак) отримано важливi результати
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в теорiї локсодромних функцiй та їх узагальнень. Також дослiджен-

ням локсодромних функцiй та їх застосувань в даний час займаються

Д. Кровдi, С. Кос, Т. Погани, Дж. Маркотт, М. Саломон та iншi.

Теорiєю елiптичних функцiй та їх застосувань в останнi роки та-

кож займається чимало математикiв, зокрема А. Дiентсфрей, Дж. Ху-

анг, Й. Чен, Ж. Ян, М. Вальдшмiдт, Г. Пастрас та iншi.

Завдяки своїм особливим властивостям, i елiптичнi, i локсодром-

нi функцiї знайшли чимало застосувань в рiзних галузях математики

(таких як комплексний аналiз, теорiя функцiй, алгебра i теорiя чисел,

геометрiя i топологiя, диференцiальнi рiвняння), фiзики (класична та

квантова механiка, електротехнiка, оптика, динамiка, теорiя потенцi-

алiв, комп’ютерна фiзика та iн.).

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Оскiльки локсо-

дромнi та елiптичнi функцiї володiють такими унiкальними i водно-

час унiверсальними властивостями, то природнiм чином постає питан-

ня про узагальнення класiв елiптичних та локсодромних функцiй та

дослiдження їх властивостей.

Актуальнiсть теми. Вивчення властивостей узагальнених

локсодромних та узагальнених елiптичних функцiй становить певний

науковий iнтерес i може знайти застосування у подальших теоретич-

них та прикладних дослiдженнях.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи

є дослiдження властивостей узагальнених локсодромних та узагальне-

них елiптичних функцiй.
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Для досягнення поставленої мети в дисертацiї потрiбно розв’язати

наступнi завдання:

– знайти i описати всi мероморфнi та голоморфнi розв’язки

функцiонального рiвняння f(qz) = pf(z), z ∈ C \ {0}, q, p ∈
C \ {0}, |q| < 1 та дослiдити їх властивостi;

– знайти i описати всi мероморфнi та голоморфнi розв’язки

функцiонального рiвняння f(qz)=R(z)f(z), z ∈ C \ {0}, q ∈
C \ {0}, |q| < 1, R – рацiональна функцiя;

– побудувати узагальнення елiптичних функцiй та знайти ана-

логи класичних ℘, ζ i σ-функцiй Вейєрштрасса;

– встановити зв’язок мiж квазi-елiптичними та p-локсодромни-

ми функцiями.

Об’єктами дослiдження є узагальненi локсодромнi та узагальненi

елiптичнi функцiї, а предметом дослiджень – властивостi узагальне-

них локсодромних та узагальнених елiптичних функцiй.

Методи дослiдження. У процесi вивчення дисертацiйних задач

застосовуються методи комплексного аналiзу, теорiї функцiй, деякi

прийоми з теорiї елiптичних та локсодромних функцiй.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати

отриманi в дисертацiйнiй роботi є новими.

Основнi науковi результати, що виносяться на захист:

1. дослiджено властивостi p-локсодромних функцiй, аналогiчнi

властивостям локсодромних функцiй та встановлено зв’язок

мiж p-локсодромними та модуль-локсодромними функцiями;

2. введено поняття та отримано зображення рацiонально-локсо-

дромних функцiй;
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3. вивчено властивостi введених у роботi квазi-елiптичних функ-

цiй та отримано їх зв’язок з p-локсодромними та модуль-елiп-

тичними функцiями.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, що вино-

сяться на захист, отриманi автором самостiйно. Зi статтей, опублiко-

ваних у спiвавторствi, до дисертацiї включенi лише тi результати, що

належать автору. Зокрема, у статтi [55] автору належать усi результа-

ти, за винятком тих, що наведенi у роздiлi 3 статтi; у статтi [72] автору

належить лише роздiл 3 статтi. Результати з цих двох статтей, що не

належать авторовi до дисертацiї не включенi. У спiльних з науковим

керiвником публiкацiях ( [65], [66], [67], [68], [20]) А. Христiянину на-

лежить постановка задач та загальне керiвництво роботою.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати ди-

сертацiї доповiдалися на наукових конференцiях, наукових семiнарах

i лiтнiй школi, а саме:

1) Львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних

функцiй, у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iва-

на Франка, Львiв, 29.10.2015 р., 5.11.2015 р., 10.05.2018 р.;

2) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї

ймовiрностей та математичного аналiзу" , смт. Ворохта, 24–27

лютого 2016 р.;

3) науковому семiнарi з комплексного i нелiнiйного аналiзу, у

Львiвському нацiональному унiверситетi iменi Iвана Франка,

Львiв, 23.06 та 30.06.2016 р.;
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4) науковому семiнарi з комплексного аналiзу кафедри матема-

тики "Oberseminar Funktionentheorie" у Вюрцбурзькому унi-

верститетi iменi Юлiуса Максимiлiана, Вюрцбург, Нiмеччина,

8 липня 2016 р.;

5) всеукраїнськiй науковiй конференцiї, присвяченiй 55-рiччю ка-

федри вищої математики Iвано-Франкiвського нацiонального

технiчного унiверситету нафти i газу "Прикладнi задачi ма-

тематики" , Iвано-Франкiвськ, 13–15 жовтня 2016 р.;

6) всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї

ймовiрностей та математичного аналiзу" , смт. Ворохта, 22–25

лютого 2017 р.;

7) XII-й Лiтнiй школi "Алгебра, Топологiя, Аналiз" , с. Колочава,

10–23 липня 2017 р.;

8) мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу, присвя-

ченiй 125-рiччю з дня народження Стефана Банаха, Львiв,

18–23 вересня 2017 р.;

9) Львiвському мiжвузiвському семiнарi з функцiонального ана-

лiзу iменi проф. В. Е. Лянце, у Львiвському нацiональному

унiверситетi iменi Iвана Франка, Львiв, 10.10.2017 р.;

Публiкацiї. Основнi результати роботи опублiковано у 9 стат-

тях (2 з них опублiкованi одноосiбно) та додатково вiдображено в

9 тезах конференцiй. Усi статтi опублiкованi в наукових фахових ви-

даннях, що задовольняють вимогам, якi передбаченi законодавством

України щодо кандидатських дисертацiй.
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Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з ано-

тацiї (двома мовами), перелiку основних позначень, вступу, 4-ох роз-

дiлiв, висновкiв, списку лiтератури та одного додатку. Повний обсяг

роботи – 127 сторiнок.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-

ми. Робота виконана на кафедрi математичного i функцiонального

аналiзу Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Результати дисертацiї частково використанi при виконаннi завдань

держбюджетної теми Ма-06 Ф "Iнварiантнi функцiональнi пiдпросто-

ри в нелiнiйних однорiдних просторах та оберненi задачi теорiї опера-

торiв" (номер державної реєстрацiї 0115U003250).

Подяка. Автор висловлює щиру подяку своєму науковому ке-

рiвнику, кандидату фiзико-математичних наук, доценту кафедри мате-

матичного i функцiонального аналiзу Львiвського нацiонального унi-

верситету iменi Iвана Франка Христiянину Андрiю Ярославовичу за

постiйну пiдтримку, цiкавi дискусiї та цiннi зауваження, а також пер-

шому науковому керiвнику та головному iдейному натхненнику цiєї

дисертацiйної роботи, доктору фiзико-математичних наук, заслужено-

му професору Кондратюку Андрiю Андрiйовичу .
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНИХ РЕЗУЛЬТАТIВ

1.1. Огляд лiтератури

Елiптичнi функцiї з’явились в математицi на початку ХIХ столiт-

тя, яке через велику кiлькiсть вiдкритих в ньому рiзноманiтних функ-

цiй математики iнодi називають столiттям спецiальних функцiй. Серед

всiх спецiальних функцiй елiптичнi функцiї з моменту їх вiдкриття ви-

дiляються неабиякою унiверсальнiстю своїх властивостей (причому не

тiльки аналiтичного, а й алгебраїчно-арифметичного, геометричного,

i, навiть, топологiчного характеру). Елiптичнi функцiї параметризу-

ють елiптичнi кривi i поєднуючи в собi алгебраїчно-арифметичну та

аналiтичну природу, займають важливе мiсце в математицi з ХIХ сто-

лiття. Саме завдяки рiзноманiтностi та багатству своїх властивостей

елiптичнi функцiї постiйно служили джерелом нових iдей та були спо-

лучною ланкою для рiзних математичних теорiй.

Елiптичнi функцiї були вiдкритi, як функцiї, оберненi до елiптич-

них iнтегралiв. Iсторiя елiптичних iнтегралiв бере свiй початок ще у

XVII столiттi (приблизно 1647-1650 рр.) [8].

З iсторiєю елiптичних функцiй та їх роллю в математицi ХIХ

столiття можна ознайомитись, наприклад, в монографiях Ф. Кляйна

"Лекцiї про розвиток математики в ХIХ столiттi" [14], Г. Вiлейтне-

ра "Iсторiя математики вiд Декарта до середини ХIХ столiття" [8],

А. Колмогорова, А. Юшкевича "Математика ХIХ столiття: геометрiя,

теорiя аналiтичних функцiй" [16].
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Теорiя елiптичних функцiй зародилася у працях К. Гаусса, Л. Ей-

лера, А. Лежандра, Н. Абеля i К. Якобi. Засновником теорiї елiптичних

функцiї вважається Н. Абель, хоча, як пише К. Якобi у листi 1847 року,

теорiя елiптичних функцiй зародилась ще 23 грудня 1751 року, коли

монографiя Г. Фагнано про дуги лемнiскат ("Математичнi твори") в

Берлiнi була передана на рецензiю Л. Ейлеру (див. [8]).

Подальший розвиток цiєї теорiї пов’язаний з iменами Ф. Ейзенш-

тейна, Ж. Лiувiлля, К. Вейєрштрасса, Б. Рiмана, Л. Кронекера,

Ф. Фробенiуса, Г. Вебера, Р. Фрiкке.

У першiй половинi ХХ столiття розвивались тiльки окремi аспек-

ти теорiї елiптичних функцiй, пов’язанi з теорiєю полiв [77]. Отриманi

в цьому напрямку результати пов’язанi з iменами [77] Д. Гiльберта,

Ф. Фуртвенглера, Т. Такагi, Е. Артiна, М. Дойрiнга, Х. Хассе, К. Ше-

валле, I. Шафаревича.

В другiй половинi ХХ столiття Г. Шiмура подав класичнi резуль-

тати Л. Кронекера, Г. Вебера i Р. Фрiкке в абсолютно новому свiтлi.

Як пише С. Ленг, книга Г. Шiмури [30] "Вступ в арифметичну теорiю

автоморфних функцiй" є еталоном досить сучасного викладу деяких

аспектiв теорiї елiптичних кривих.

Роботи Ф. Ейзенштейна та Л. Кронекера з теорiї елiптичних функ-

цiй справили серйозне враження на А. Вейля, який написав iсторичну

роботу про їхнi дослiдження "Елiптичнi функцiї за Ейзенштейном та

Кронекером" (див. [98]).

Також до другої половинi ХХ столiття вiдносяться монографiї

Н. Ахiєзера [2] "Елементи теорiї елiптичних функцiй" , К. Чандразек-

харана [37] "Елiптичнi функцiї" та Д. Массера [84] "Елiптичнi функцiї

i трансцендентнiсть" та iн. (див. [50], [34], [35], [45], [46], [96], [88]).
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Є. Янке, Ф. Емде, Ф. Леш у своїй працi "Спецiальнi функцiї.

Формули, графiки, таблицi" [31], присвятили роздiл знаменитiй те-

орiї елiптичних функцiй. В згаданiй роботi проiлюстровано взаємо-

зв’язки мiж елiптичними функцiями та елiптичними iнтегралами, мiж

елiптичними функцiями К. Якобi та К. Вейєрштрасса, описано елiп-

тичнi модулярнi функцiї, присутнi оригiнальнi графiки рельєфу елiп-

тичних модулярних функцiй.

Про елiптичнi функцiї як роздiл спецiальних функцiй також

можна довiдатись у [12], [4], [33], [21], [1], [97], [93], [13], [49].

Зважаючи на величезний iнтерес, який викликали i викликають

елiптичнi функцiї, в багатьох пiдручниках та монографiях з матема-

тичного аналiзу, комплексного аналiзу, теорiї функцiй, теоретичної ме-

ханiки є роздiл про елiптичнi функцiї, див. наприклад [11], [7], [10], [22],

[27], [100].

Елiптичнi функцiї знайшли своє застосування i у фiзицi, зокрема,

цей об’єкт згадується у роботi С. Ковалевської [15] про заломлення

свiтла.

Також у багатьох пiдручниках, монографiях та статтях з фiзи-

ки (причому у рiзноманiтних її роздiлах, таких як теорiя потенцiалiв,

електротехнiка, динамiка, електродинамiка плазми, плазмова електро-

нiка, комп’ютерна фiзика, оптика) є вiдомостi про елiптичнi функцiї,

див. напр. [6], [9], [23], [24], [29], [78], [82].

Необхiдно також вiдзначити деякi статтi з цiєї тематики.

В першу чергу хотiлося б згадати про видатного захiдноукра-

їнського математика, члена Наукового товариства iм. Т. Шевченка,

основоположника математичної культури нашого народу – В. Левиць-

кого, який цiкавився теорiєю аналiтичних функцiй, i елiптичних функ-
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цiй в тому числi. Зокрема, однiєю з його статтей у цьому напрямку є

"Рiжничкове рiвняння модульової елiптичної функцiї J(τ)" у Збiрни-

ку Наукового товариства iм. Т. Шевченка (Математично-природничо-

лiкарська секцiя) 1930 р. В. Левицький дослiджував властивостi елiп-

тичних модулярних форм, модулярнi елiптичнi функцiї, знайшов ди-

ференцiальне рiвняння, яке задовольняє елiптична модулярна функ-

цiя [5].

Звiсно ж, є велика кiлькiсть статтей, що стосуються такого об’єкту

як елiптичнi функцiї. У нашому оглядi, ми обмежимося лише оглядом

деяких статтей, якi вийшли у XXI столiттi, див. [44], [95], [3], [25], [26].

Також елiптичнi функцiї застосовуються в алгоритмi знаходжен-

ня подвiйно-перiодичних розв’язкiв нелiнiйних хвильових рiвнянь, див.

статтю [38].

Нижче сформулюємо означення та найпростiшi властивостi елiп-

тичних функцiй.

Позначимо C∗ = C \ {0}.
Мероморфна в C функцiя g називається елiптичною [53], якщо

iснують ω1, ω2 ∈ C∗, Imω2

ω1
> 0, такi, що для всiх u ∈ C

g(u + ω1) = g(u), g(u + ω2) = g(u).

Елiптичнi функцiї також називають подвiйно перiодичними. Клас елiп-

тичних функцiй позначатимемо через E .

Найпростiшi властивостi елiптичних функцiй [10]:

• Довiльна стала є елiптичною функцiєю.

• Множина елiптичних функцiй E утворює поле.

• Якщо f ∈ E , то f ′ ∈ E .

• Кожна голоморфна елiптична функцiя є сталою.
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Нехай пара ω1, ω2 ∈ C∗, i Imω2

ω1
> 0. Точки площини u i v, для

яких виконується спiввiдношення u = v + mω1 + nω2, де m,n ∈ Z,

будемо називати конгруентними [10].

Вiзьмемо довiльну точку u0 i побудуємо паралелограм з вершина-

ми u0, u0 + ω1, u0 + ω1 + ω2, u0 + ω2. Цей паралелограм ми будемо

називати паралелограмом перiодiв u0, побудованим на перiодах ω1 i ω2

i позначати
∏

(u0) [10]. Точками паралелограма перiодiв
∏

(u0) є точки

вигляду

u0 + r1ω1 + r2ω2 (0 6 r1 < 1, 0 6 r2 < 1).

Правильнi такi теореми.

Теорема 1.1.1. [10] Довiльна точка v ∈ C конгруентна однiй i

лише однiй точцi паралелограма перiодiв
∏

(u0).

Теорема 1.1.2. [53] Нехай f ∈ E . Тодi кiлькiсть нулiв функцiї f

дорiвнює кiлькостi її полюсiв (з урахуванням кратностi) в кожному

паралелограмi перiодiв
∏

(u0).

Однiєю з найпростiших елiптичних функцiй є ℘-функцiя Вейєршт-

расса [99]

℘(u) =
1

u2 +
∑

ω 6=0

(
1

(u− ω)2 −
1

ω2

)
, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z.

У теорiї елiптичних функцiй ця функцiя вiдiграє досить важливу роль,

адже ℘ i ℘′ є твiрними всього поля елiптичних функцiй [10].

Вiдомо [10], що функцiя ℘ задовольняє диференцiальне рiвняння

℘′2(u) = 4℘3(u)− g2℘(u)− g3,

де

g2 = 60
∑

ω 6=0

1

ω4 , g3 = 140
∑

ω 6=0

1

ω6 .
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Числа g2 i g3 прийнято називати iнварiантами функцiї ℘ (детальнiше

див. [10]), а ряди
∑
ω 6=0

1

ω4 та
∑
ω 6=0

1

ω6 , як вiдомо [53], називаються рядами

Ейзенштейна ваги 4 та 6, вiдповiдно.

Класична ζ-функцiя Вейєрштрасса має вигляд [10]

ζ(u) =
1

u
+

∑

ω 6=0

(
1

u− ω
+

1

ω
+

u

ω2

)
, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z.

Також має мiсце наступна рiвнiсть [2], яка демонструє зв’язок мiж ℘

та ζ-функцiями Вейєрштрасса.

℘(u) = −ζ ′(u). (1.1)

Класична σ-функцiя Вейєрштрасса має вигляд [10]

σ(u) = u
∏

ω 6=0

(
1− u

ω

)
e

u
ω + u2

2ω2 .

Варто навести також наступнi спiввiдношення

ζ(u) =
σ′(u)

σ(u)
, (1.2)

℘(u) = −
(

σ′(u)

σ(u)

)′
, (1.3)

якi iлюструють зв’язок мiж ζ та σ i мiж ℘ та σ.

Про застосування ℘, ζ та σ-функцiй Вейєрштрасса, а також ди-

ференцiального рiвняння для ℘-функцiї Вейєрштрасса та елiптичних

iнварiантiв g2, g3 в класичнiй i квантовiй механiцi, теорiї потенцiалiв

та сучаснiй фiзицi пише Г. Пастрас у своїх лекцiях [87].

Зауважимо, що ℘, ζ та σ-функцiї Вейєрштрасса вiдiграють дуже

важливу роль в теорiї елiптичних функцiй, оскiльки за їх допомогою

можна зобразити довiльну елiптичну функцiю.
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Як вiдомо [53], елiптичнi функцiї тiсно пов’язанi з так званими

локсодромними функцiями. За словами А. Кондратюка, цi теорiї є ду-

альними. Локсодромнi функцiї дають просту конструкцiю елiптичних

функцiй [94].

Нехай q ∈ C∗, |q| < 1. Функцiя f : C∗ → C∪{∞} називається [53]

локсодромною з мультиплiкатором q, якщо f мероморфна i для

всiх ζ ∈ C∗ виконується рiвнiсть

f(qζ) = f(ζ).

Локсодромнi функцiї також називають мультиплiкативно перiодични-

ми. Клас локсодромних функцiй з мультиплiкатором q позначатимемо

символом Lq.

Теорiя мероморфних мультиплiкативно перiодичних функцiй була

розроблена О. Раузенбергером [90]. Ж. Валiрон [94] назвав цi функцiї

локсодромними, тому що точки, в яких цi функцiї у випадку недо-

датного q набувають однакових значень, лежать на логарифмiчних

спiралях. Поверхня Землi може бути змодельованою математично у

виглядi сфери Рiмана, тобто як проекцiя сфери на комплексну площи-

ну. Образи логарифмiчних спiралей при стереографiчнiй проекцiї на

сферу Рiмана перетинають меридiани пiд одним i тим же кутом i на-

зиваються локсодромними кривими (λoξoς- косий, δρoµoς - шлях) [71].

Iсторiя локсодроми сягає тих часiв, коли мореплавцi вперше зро-

зумiли, що Земля не є плоскою. Отже, вони повиннi були взяти до

уваги кривину. Важливою подiєю стала поява у 1569 р. проекцiї Мер-

катора [32], тобто рiвнокутної цилiндричної проекцiї. "Рiвнокутна" в

назвi проекцiї пiдкреслює те, що проекцiя зберiгає кути мiж напрямка-

ми. Проекцiя Меркатора виявилася досить зручною для потреб море-
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плавства. Пояснюється це тим, що траєкторiя руху корабля, що йде пiд

одним i тим же румбом до меридiану (тобто з незмiнним положенням

стрiлки компаса щодо шкали) зображається прямою лiнiєю на картi в

проекцiї Меркатора, тобто всi локсодроми в нiй зображуються прями-

ми лiнiями. Для проекцiї Меркатора характерно те, що на картах не

спотворюються кути i форми, а вiдстанi зберiгаються тiльки на еква-

торi (на пiвночi i пiвднi iстотно спотворюються вiдстанi i розмiри). В

даний час вона застосовується для складання морських навiгацiйних i

аеронавiгацiйних карт, а також в геодезiї, системах GPS навiгацiї. Сьо-

годнi у геоiнформацiйних системах широко застосовується Унiверсаль-

на трансверсальна проекцiя Меркатора (Universal Transverse Mercator

- UTM). Багато навiгацiйних сервiсiв, зокрема Google Maps користу-

ються системою координат Web Mercator.

У статтях [83], [76] також можна знайти деякi застосування лок-

содромних функцiй.

Для локсодромних функцiй мають мiсце властивостi, подiбнi до

властивостей елiптичних функцiй:

• Довiльна стала є локсодромною функцiєю.

• Множина локсодромних функцiй Lq утворює поле.

Теорема 1.1.3. [53] Кожна голоморфна локсодромна функцiя є

сталою.

Позначимо Aq(R) = {z ∈ C : |q|R < |z| 6 R}, R > 0 i Aq = Aq(1).

Теорема 1.1.4. [53] Нехай f ∈ Lq. Тодi кiлькiсть нулiв функцiї

f дорiвнює кiлькостi її полюсiв (з урахуванням кратностi) в кожно-

му кiльцi Aq(R).
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Теорема 1.1.5. [53] Кожна, вiдмiнна вiд тотожно сталої, лок-

содромна функцiя з мультиплiкатором q має принаймнi 2 полюси в

кожному кiльцi Aq(R).

Локсодромнi функцiї зображаються за допомогою первинної функ-

цiї Шотткi-Кляйна.

Означення 1.1.6. [53], [69], [92] Функцiя P : C∗ → C, що визна-

чається рiвнiстю

P (z) = (1− z)
∞∏

n=1

(1− qnz)

(
1− qn

z

)
, q ∈ C∗, |q| < 1,

називається первинною функцiєю Шотткi-Кляйна.

Її дослiджували Фелiкс Кляйн [69] та Фрiдрiх Шотткi [92] в дру-

гiй половинi XIX – на початку XX столiття. В останнi роки первинну

функцiю Шотткi-Кляйна та її рiзноманiтнi застосування активно дос-

лiджує Д. Кровдi (див. [39], [40], [41], [43]).

Дана функцiя голоморфна (як добуток голоморфних функцiй) в

C∗. Вона має нулi у точках {qn}, n ∈ Z.
Має мiсце така теорема про зображення локсодромних функцiй.

Теорема 1.1.7. [53] Нехай R таке, що межа кiльця Aq(R)

не мiстить нi нулiв a1, ..., am, нi полюсiв b1, ..., bm функцiї f ∈ Lq,

вiдмiнної вiд сталої в кiльцi Aq(R), i нехай λ =
a1 · ... · am

b1 · ... · bm
. Тодi

λ = qk, k ∈ Z. Причому, якщо λ = q−n, то

f(z) = czn
P ( z

a1
) · ... · P ( z

am
)

P ( z
b1

) · ... · P ( z
bm

)
.

Вiдновлення iнтересу до вивчення локсодромних мероморфних

функцiй вiдбулося вiдносно нещодавно, пiсля звернення до цiєї тема-

тики А. Кондратюка. Так у серiї робiт А. Кондратюка та його учнiв
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отримано важливi результати в теорiї локсодромних функцiй та їх уза-

гальнень, про якi ми згадаємо нижче.

Вперше до питання локсодромностi А. Кондратюк звернувся у

статтi [61], присвяченiй мероморфним вiдображенням двовимiрного

тора на сферу Рiмана та їх зв’язку з локсодромними мероморфними

функцiями у проколенiй комплекснiй площинi.

Означення 1.1.8. Нехай fn, n ∈ N, мероморфнi функцiї в облас-

тi G. Кажуть, що послiдовнiсть {fn} є рiвномiрно збiжною до функ-

цiї f в G в сенсi Каратеодорi-Ландау [36], якщо для кожної точки

z0 ∈ G iснує замкнений круг K(z0) з центром в цiй точцi, такий що

K(z0) ⊂ G i

(∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n > n0)(∀z ∈ K(z0)) : |fn(z)− f(z)| < ε,

у випадку f(z0) 6= ∞ або
∣∣∣∣

1

fn(z)
− 1

f(z)

∣∣∣∣ < ε,

у випадку f(z0) = ∞.

Зауважимо, що така збiжнiсть еквiвалентна збiжностi в сферичнiй

метрицi.

Означення 1.1.9. Сiм’я F мероморфних в C∗ називається нор-

мальною в G ⊂ C∗ [91], якщо кожна послiдовнiсть {fn} ⊆ F мiс-

тить пiдпослiдовнiсть, яка збiгається рiвномiрно в сенсi Каратеодорi-

Ландау на компактних пiдмножинах з G.

Означення 1.1.10. Мероморфна в C∗ функцiя f називається

Жюлiа винятковою [85], якщо для деякого q, 0 < |q| < 1, сiм’я

{fn}, n ∈ Z, де fn(z) = f(qnz), є нормальною в C∗.
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Жюлiа винятковi функцiї вивчали Г. Жюлiа [51], П. Монтель [85]

та А. Островський [86]. Цi функцiї тiсно пов’язанi з нормальними сiм’-

ями функцiй i названi так тому що для них не iснує променiв Жюлiа

( [22], [54], [91]).

У своїй роботi [51], яку А. Островський [86] назвав "besonders

schöne und überraschende" , тобто "особливо красивою i дивною" ,

Г. Жюлiа навiв приклад мероморфної в проколенiй площинi C∗ функ-

цiї, що для всiх z ∈ C∗ задовольняє рiвняння f(qz) = f(z), при де-

якому фiксованому q 6= 0, такому, що |q| 6= 1. Вiн зазначив, що сiм’я

{fn(z)}, fn(z) = f(qnz) є нормальною [85] в C∗, оскiльки fn(z) = f(z)

для всiх z ∈ C∗.
А. Островський [86] встановив необхiднi та достатнi умови Жюлiа

винятковостi мероморфної функцiї в C. Пiзнiше, А. Єрьоменко [48]

сформулював аналог критерiю Жюлiа винятковостi А. Островського

для мероморфних функцiй в проколенiй комплекснiй площинi C∗.

У статтi [54] А. Кондратюк разом з О. Гущак також вивчали пи-

тання Жюлiа винятковостi i довели, що кожна локсодромна функцiя

є Жюлiа винятковою. Також, як наслiдок, використовуючи зв’язок

елiптичностi з локсодромнiстю, автори отримали аналог результату

К. Iосiди [101] про нормальнi сiм’ї елiптичних функцiй.

В роботi [62] А. Кондратюком, Н. Сокульською та А. Христiяни-

ном дослiджено характеристики зростання локсодромних та елiптич-

них функцiй. Також авторами отримано оцiнки на характеристики ти-

пу Неванлiнни для таких класiв функцiй.

Розглянувши локсодромнi рiзницi субгармонiйних функцiй,

А. Кондратюк спiльно зi своїми учнями, отримав зображення таких

функцiй та описав їх мiри Рiса у [70], [71], [56], [59]. Варто також зга-
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дати роботу Н. Сокульської та В. Хорощак [57], у якiй розглядають-

ся класи локсодромних (мультиплiкативно перiодичних) мероморфних

функцiй у верхнiй пiвплощинi комплексної площини.

У статтi [63] А. Христiянина та А. Кондратюка вперше зустрi-

чається поняття модуль-локсодромної функцiї (мероморфної в C∗

функцiї f, такої, що для всiх z ∈ C∗ задовольняє умову |f(qz)| =

= |f(z)|). Не викликає сумнiвiв, що локсодромнi функцiї є пiдмножи-

ною модуль-локсодромних. Проте, як показано у [63], iснують модуль-

локсодромнi функцiї, якi не є локсодромними. У [63] отримано тео-

реми про зображення модуль-локсодромних функцiй та про розподiл

i деякi властивостi нулiв та полюсiв модуль-локсодромних функцiй.

Використовуючи вiдомi результати А. Єрьоменка [48] та Л. Радчен-

ко [89] з теорiї нормальних функцiй, автори довели, що кожна модуль-

локсодромна функцiя є Жюлiа винятковою.

Як вiдомо [47], локсодромнi функцiї, так як i елiптичнi, мають до-

сить широкий спектр застосувань, зокрема з їх допомогою з’являється

можливiсть будувати явнi розв’язки проблеми Хеле-Шоу. Також лок-

содромнi функцiї застосовуються для знаходження вихрової рiвноваги

у рiвняннi Ейлера, вiльних поверхневих ейлерових потокiв з поверхне-

вою напруженiстю (див. детальнiше [47]).

Ще одне особливе застосування локсодромних функцiй наводить

у своїй статтi [42] Д. Кровдi.
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1.2. Огляд основних результатiв

Основними об’єктами дослiдження у дисертацiйнiй роботi є уза-

гальненi локсодромнi та узагальненi елiптичнi функцiї, а предметом

дослiдження виступають властивостi таких функцiй.

Найпершим узагальненням локсодромних функцiй, яке ми отри-

мали є так званi p-локсодромнi функцiї, їх дослiдженню присвячений

пiдроздiл 2.1 дисертацiї.

Означення 2.1.1. Нехай q, p ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗

функцiя f називається p-локсодромною з мультиплiкатором q, якщо

для кожного z ∈ C∗ виконується рiвнiсть

f(qz) = pf(z).

Символ Lqp позначає клас p-локсодромних функцiй з мультиплiкато-

ром q.

У пiдроздiлi 2.1

• наведено приклади p-локсодромних функцiй з мультиплiкато-

ром q;

• описано їх елементарнi властивостi;

• дослiджено розташування нулiв та полюсiв p-локсодромної

функцiї та показано, що нулi та полюси p-локсодромної

функцiї у випадку недодатного q лежать на логарифмiчнiй

спiралi;

• знайдено рiвняння цiєї логарифмiчної спiралi;

• отримано теорему про спiввiдношення мiж кiлькостями нулiв

та полюсiв p-локсодромної функцiї;

• отримано теорему про зображення p-локсодромної функцiї,

яку можна вважати своєрiдним критерiєм p-локсодромностi;
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• описано вигляд голоморфної p-локсодромної функцiї;

• доведено Жюлiа винятковiсть p-локсодромних функцiй;

• проведено порiвняльну характеристику властивостей локсо-

дромних та p-локсодромних функцiй.

Наведемо основнi теореми цього пiдроздiлу.

Як i ранiше, Aq(R) = {z ∈ C : |q|R < |z| 6 R}, R > 0.

Теорема 2.1.7. Нехай f ∈ Lqp i не має нi нулiв, нi полюсiв на ме-

жi кiльця Aq(R). Тодi кiлькiсть нулiв функцiї f дорiвнює кiлькостi

її полюсiв у кiльцi Aq(R) з урахуванням їх кратностей.

Вищенаведена теорема є аналогом теореми 1.1.4 про нулi та по-

люси для класичних локсодромних функцiй.

Нехай a1, ..., am i b1, ..., bm є нулями i полюсами функцiї f ∈ Lqp в

кiльцi Aq вiдповiдно. Позначимо λ =
a1 · ... · am

b1 · ... · bm
.

Теорема 2.1.8. Вiдмiнна вiд нуля, мероморфна в C∗ функцiя f

належить до класу Lqp, p 6= 1, тодi i лише тодi, коли iснує ν ∈ Z,

таке що λ =
p

qν
i f має вигляд

f(z) = czν
P

(
z
a1

)
· ... · P

(
z

am

)

P
(

z
b1

)
· ... · P

(
z

bm

) ,

де c – стала.

Теорема 2.1.8 також є узагальненням класичного результату – те-

ореми 1.1.7.

Сформулюємо також отриманий нами наслiдок iз теореми про

зображення p-локсодромних функцiй. Цей наслiдок описує вигляд до-

вiльної голоморфної p-локсодромної функцiї.
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Наслiдок 2.1.9. Нехай f ∈ Lqp. Якщо f голоморфна в C∗, то

f(z) ≡ 0 або iснує k ∈ Z\{0}, таке що p = qk i f(z) = czk, де c –

стала. I навпаки, голоморфна в C∗ функцiя вигляду f(z) = czk, де

k ∈ Z\{0}, c – стала, належить до класу Lqp.

Через Pf позначимо множину полюсiв p-локсодромної функцiї f.

Дослiджуючи питання Жюлiа винятковостi p-локсодромних

функцiй, ми отримали таку теорему.

Теорема 2.1.10. Кожна функцiя f ∈ Lqp є Жюлiа винятковою

в C∗ \ Pf .

Остання теорема є аналогом вiдомого результату А. Кондратюка

та О. Гущак для локсодромних функцiй, отриманого в статтi [54].

Пiдроздiл 2.2 присвячений дослiдженню ще одного узагальнення

поняття локсодромностi – модуль-локсодромних функцiй.

Означення 2.2.1. Нехай q ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗ фун-

кцiя f називається модуль-локсодромною з мультиплiкатором

q, якщо для всiх z ∈ C∗

|f(qz)| = |f(z)|.

Символом |L|q позначаємо множину модуль-локсодромних функцiй з

мультиплiкатором q.

В цьому пiдроздiлi доведено теорему 2.2.2 про зв’язок мiж модуль-

локсодромними та p-локсодромними функцiями.

Позначимо клас p-локсодромних функцiй з мультиплiкатором q з

p = eiα, де α ∈ R, через Lα
q . Справедливою є наступна теорема.

Теорема 2.2.2.
⋃

α∈R
Lα

q = |L|q.
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Оскiльки [53] локсодромнi функцiї тiсно пов’язанi з елiптични-

ми, нашим завданням було побудувати деяке узагальнення елiптичних

функцiй. Найпершим кроком у цьому напрямку стало вивчення так

званих p-елiптичних функцiй. Останнiй об’єкт розглянуто у пiдроздi-

лi 2.3.

Означення 2.3.1. Нехай ω1, ω2 – комплекснi числа, такi що

Imω2

ω1
> 0. Мероморфна в C функцiя g називається p-елiптичною

з перiодами ω1, ω2, якщо iснує p ∈ C∗, таке, що для всiх u ∈ C

g(u + ω1) = g(u), g(u + ω2) = pg(u).

У пiдроздiлi 2.3 проiлюстровано зв’язок мiж p-локсодромними та

p-елiптичними функцiями.

У роздiлi 3 ми продовжували будувати певнi узагальнення локсо-

дромних функцiй. Для цього ми розглядали функцiональне рiвняння

вигляду f(qz) = p(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1 i шукали його розв’язки для

рiзних функцiй p(z).

Природно було почати наше дослiдження з найпростiших випад-

кiв. Таким чином, спочатку в ролi p(z) ми розглянули елементарнi

функцiї
1

1− z
та

1

z
, i для функцiональних рiвнянь

f(qz) =
1

1− z
f(z), z ∈ C∗, q ∈ C∗, |q| < 1 (3.1)

та

f(qz) =
1

z
f(z), z ∈ C∗, q ∈ C∗, |q| < 1 (3.5)

зробили спробу знайти голоморфнi в C∗ розв’язки. Нижче наведемо

основнi теореми, якi ми отримали в цьому напрямку.
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Позначимо

H(z) =
∞∏

n=0

(1− qnz), q ∈ C∗, |q| < 1. (3.2)

Теорема 3.1.1. Голоморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвнян-

ня (3.1) тодi i лише тодi, коли f(z) = CH(z), де C - стала.

Як бачимо, з теореми 3.1.1 випливає що всi голоморфнi розв’язки

рiвняння (3.1) насправдi є цiлими функцiями.

Нагадаємо,

P (z) = (1− z)
∞∏

n=1

(1− qnz)

(
1− qn

z

)
.

Теорема 3.1.4. Голоморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвнян-

ня (3.5) ⇔ f(z) = CP (−z), де C – стала.

Також ми отримали наступну властивiсть розв’язкiв рiвняння (3.5),

сформулюємо її у виглядi наслiдку.

Наслiдок 3.1.5. Нехай f є голоморфним в C∗ розв’язком (3.5) i

iснує R > 0 таке, що виконується
∫

|z|=R

f(z)
z dz = 0. Тодi f(z) ≡ 0.

Наступним кроком у нашому дослiдженнi став розгляд бiльш за-

гальних функцiональних рiвнянь, а саме

f(qz) =
a

zm
f(z), z ∈ C∗, a ∈ C∗, m ∈ Z (3.13)

та

f(qz) =
a

(b− z)m
f(z), z ∈ C∗, a, b ∈ C∗, m ∈ Z. (3.21)

Теореми, якi ми довели, описують вигляд мероморфних та голо-

морфних розв’язкiв рiвнянь (3.13) i (3.21).
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Теорема 3.1.6. Мероморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвнян-

ня (3.13) тодi i лише тодi, коли

f(z) = Pm((−1)mz)g(z),

де g ∈ Lqa.

Теорема 3.1.8. Kожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвнян-

ня (3.13) можна зобразити у виглядi f(z) = Czν
m∏

j=1
P

(
z

cj

)
, де ν ∈ Z,

c1, c2, . . . cm – комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що
m∏

j=1
cj = (−1)maq−ν, а C – стала.

Теорема 3.1.9. Якщо m – вiд’ємне цiле, то рiвняння (3.13) не

має голоморфних в C∗ розв’язкiв.

Теорема 3.1.11. Мероморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiв-

няння (3.21) тодi i лише тодi, коли

f(z) = Hm
(z

b

)
g(z),

де g ∈ Lqp, p =
a

bm
, а H визначена рiвнiстю (3.2).

Теорема 3.1.13. Нехай m ∈ N, a = bmqk, де k – додатне цiле.

Тодi кожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.21) має вигляд

f(z) = CzkHm(z
b), де C – стала.

Теорема 3.1.14. Якщо m – вiд’ємне цiле, то рiвняння (3.21) не

має голоморфних в C∗ розв’язкiв.

Отож, основним результатом пiдроздiлу 3.1 є опис всiх мероморф-

них та голоморфних розв’язкiв рiвнянь (3.13) i (3.21). Це стало допо-

мiжним результатом i "зеленим свiтлом" для подальших наших дослi-

джень. Використання результатiв пiдроздiлу 3.1 надало нам можли-



38

вiсть знайти мероморфнi та голоморфнi розв’язки функцiонального

рiвняння f(qz) = p(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1 у випадку коли p(z) є ра-

цiональною функцiєю.

Нехай R – рацiональна функцiя вiд z. Тодi R можна подати у

виглядi

R(z) = Czm (a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)

(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
, m ∈ Z,

де a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд 0 комплекснi числа, не обо-

в’язково рiзнi, але такi, що ai 6= bj для всiх i, j, а C – стала.

У пiдроздiлi 3.2 розглянуто рiвняння

f(qz) = R(z)f(z), z ∈ C∗. (3.27)

i описано його мероморфнi в C∗ розв’язки. Розв’язки рiвняння (3.27)

ми називатимемо рацiонально-локсодромними функцiями. Основним

результатом пiдроздiлу 3.2 є теорема 3.2.2.

Теорема 3.2.2. Нехай a1, a2, . . . , ak та b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що ai 6= bj для

всiх i, j, C – стала, m ∈ Z, g ∈ Lqp, де p = C a1a2...ak

b1b2...bl
. Тодi кожен

мероморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.27) має вигляд

f(z) =
H( z

b1
)H( z

b2
) . . . H( z

bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z).
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Використовуючи теорему 2.1.8 (про зображення p-локсодромних

функцiй), теорему 3.2.2 можна сформулювати в дещо iншому виглядi.

Теорема 3.2.5. Нехай a1, a2, . . . , ak та b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що ai 6= bj для всiх

i, j, C – стала, m ∈ Z, u1, u2, . . . , un та v1, v2, . . . , vn – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що C
k∏

j=1
aj

n∏
j=1

vj =

=
l∏

j=1
bj

n∏
j=1

uj, m ∈ Z. Тодi кожен мероморфний в C∗ розв’язок рiвнян-

ня (3.27) має вигляд

f(z) =
H( z

b1
)H( z

b2
) . . . H( z

bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)

P ( z
u1

)P ( z
u2

) · ... · P ( z
un

)

P ( z
v1

)P ( z
v2

) · ... · P ( z
vn

)Pm((−1)mz)
.

Опираючись на результати пiдроздiлу 3.1, ми побачили, що голо-

морфнi в C∗ розв’язки рiвняння (3.27) iснуватимуть лише за умови,

що R(z) матиме наступний вигляд

R(z) =
M(z)

zm(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
,

де b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд 0 комплекснi числа, не обов’язково рiзнi,

deg M(z) = 0 i m > 0. Тодi рiвняння (3.27) набуде вигляду

f(qz) =
M

zm(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
f(z), (3.31)

де z ∈ C∗, M = const.

Нами доведена наступна теорема, яка є центральним результатом

пiдроздiлу 3.3.
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Теорема 3.3.2. Кожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння

(3.31) можна записати у виглядi f(z) = Czν
l∏

i=1
H

(
z

bi

)
m∏

j=1
P

(
z

cj

)
,

де C – стала, ν ∈ Z\{0}, c1, c2, . . . cm – вiдмiннi вiд нуля комплекснi

числа, не обов’язково рiзнi, такi що M = (−1)mqν
l∏

i=1
bi

m∏
j=1

cj.

Роздiл 4 дисертацiї присвячений узагальненню теорiї Вейєрштрас-

са елiптичних функцiй. Основним узагальненням елiптичних функцiй,

яке ми отримали є так званi квазi-елiптичнi функцiї.

Означення 4.1.1. Нехай p = eiα, q = eiβ, де α, β ∈ R. Меро-

морфна в C функцiя g називається квазi-елiптичною, якщо iснують

ω1, ω2 ∈ C∗, Imω2

ω1
> 0, такi що для всiх u ∈ C

g(u + ω1) = pg(u), g(u + ω2) = qg(u).

Символом QE позначаємо множину квазi-елiптичних функцiй.

В пiдроздiлi 4.1

• показано нетривiальнiсть класу QE ;
• отримано аналоги деяких класичних теорем теорiї елiптичних

функцiй;

• побудовано квазi-елiптичну функцiю Вейєрштрасса – ℘αβ, яка

є безпосереднiм узагальненням класичного випадку;

• знайдено аналоги ζ та σ-функцiй Вейєрштрасса для класу

квазi-елiптичних функцiй;

• показано зв’язок та спiввiдношення мiж узагальненими функ-

цiями Вейєрштрасса ℘αβ, ζαβ та σmn;

• проiлюстровано зв’язок мiж квазi-елiптичними та p-локсо-

дромними функцiями.
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Наведемо основнi теореми, якi ми довели.

Теорема 4.1.4. Кожна голоморфна квазi-елiптична функцiя є

сталою.

Як вiдомо з пiдроздiлу 1.1, для елiптичних функцiй теж має мiсце

подiбна теорема.

Теорема 4.1.5. Нехай f ∈ QE . Тодi кiлькiсть нулiв функцiї f

дорiвнює кiлькостi її полюсiв (з урахуванням кратностi) в кожному

паралелограмi перiодiв
∏

(u0).

Теорема 4.1.5 є аналогом класичного результату для елiптичних

функцiй, а саме теореми 1.1.2.

Позначимо

Gαβ(u) =
1

u2 +
∑

ω 6=0

(
1

(u− ω)2 −
1

ω2

)
ei(mα+nβ),

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z. Функцiя Gαβ є

мероморфною в C.

Нехай

Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)

eiα − 1
=

Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)

eiβ − 1
.

Якщо α = β = 0 mod 2π, то довизначимо C00 = 0.

Теорема 4.1.6. Функцiя

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ

належить до класу QE з p = eiα, q = eiβ.

Зрештою, бачимо, що ℘00 збiгається з класичною ℘-функцiєю Вей-

єрштрасса. Отже, ℘αβ справдi є узагальненням класичного випадку.

Функцiю ℘αβ, визначену таким чином, ми називаємо квазi-елiп-

тичною ℘-функцiєю Вейєрштрасса.
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Мероморфну функцiю

ζαβ(u) =
1

u
+

∑

ω 6=0

(
1

u− ω
+

1

ω
+

u

ω2

)
ei(mα+nβ),

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m2 + n2 6= 0, m, n ∈ Z, ми

називаємо узагальненою ζ-функцiєю Вейєрштрасса.

Слiд зауважити, що у випадку α = β = 0 mod 2π, ζ00 дорiвнює

класичнiй ζ-функцiї Вейєрштрасса.

Цiлi функцiї

σmn(u) =
(
1− u

ω

)
e

u
ω + u2

2ω2 , m2 + n2 6= 0,

i

σ00(u) = u,

без сумнiву, є аналогами σ-функцiї Вейєрштрасса в теорiї квазi-елiп-

тичних функцiй.

Нижче, подано рiвностi, якi демонструють зв’язок мiж узагальне-

ними функцiями ℘αβ, ζαβ та σmn

℘αβ(u) = −ζ ′αβ(u) + Cαβ,

ζαβ(u) =
∑

m,n∈Z
ei(mα+nβ)σ

′
mn(u)

σmn(u)
,

℘αβ(u) = Cαβ +
∑

m,n∈Z
ei(mα+nβ) (σ

′
mn(u))2 − σ′′mn(u)σmn(u)

σ2
mn(u)

.

Три останнi спiввiдношення є аналогами класичних рiвностей (1.1),

(1.2) та (1.3), вiдповiдно.

Наприкiнцi вiдзначимо, що якщо розглядати добуток
∏

m,n∈Z
σmn(u),

то отримаємо класичну σ-функцiю Вейєрштрасса.
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У пiдроздiлi 4.2 наведено ще одне узагальнення елiптичних функ-

цiй – модуль-елiптичнi функцiї.

Означення 4.2.1. Мероморфна в C функцiя f називається мо-

дуль-елiптичною, якщо iснують ω1, ω2 ∈ C∗, такi що Imω2

ω1
> 0 i для

всiх u ∈ C

|f(u + ω1)| = |f(u)|, |f(u + ω2)| = |f(u)|.

Клас модуль-елiптичних функцiй позначаємо символом |E|.
Доведено теорему про зв’язок мiж модуль-елiптичними та квазi-

елiптичними функцiями.

Теорема 4.2.2.
⋃

α∈R,β∈R
QEαβ = |E|.

Огляд основних результатiв дисертацiї завершено.
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Висновки.

У роздiлi 1 проведено огляд лiтератури за тематикою дисертацiї i

подано огляд основних результатiв.

В пiдроздiлi 1.1 зроблено аналiз лiтературних джерел i висвiтлено

передумови вибору тематики дисертацiї. Пiдкреслено значний вклад

А. Кондратюка в розвиток теорiї локсодромних функцiй та їх уза-

гальнень.

В пiдроздiлi 1.2 наведенi основнi результати наших дослiджень.
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РОЗДIЛ 2

ПРО P -ЛОКСОДРОМНI ТА P -ЕЛIПТИЧНI ФУНКЦIЇ

Локсодромну функцiю можна трактувати як мероморфну в про-

коленiй комплекснiй площинi функцiю, яка є розв’язком деякого функ-

цiонального рiвняння, а саме f(qz) = f(z) при деякому фiксованому

q ∈ C∗, |q| < 1. Природнiм чином постало питання про те як мож-

на узагальнити поняття локсодромної функцiї. Логiчно розглядати

бiльш загальне функцiональне рiвняння, а саме f(qz) = p(z)f(z),

q ∈ C∗, |q| < 1.

Першим кроком в цьому напрямку буде дослiдження випадку

p(z) = p, p ∈ C∗. Функцiї, що задовольняють це рiвняння в даному

випадку ми називатимемо p-локсодромними. Очевидно, якщо p = 1,

ми отримуємо класичну локсодромну функцiю. В пiдроздiлi 2.1 ми

дослiджуємо p-локсодромнi функцiї, будуємо їх приклади та отриму-

ємо деякi їхнi властивостi. Отримано теореми про зображення p-лок-

содромної функцiї, а також про кiлькiсть її нулiв та полюсiв. Знай-

дено вигляд логарифмiчної спiралi, на якiй лежать нулi та полюси

p-локсодромної функцiї у випадку недодатного q. Доведено, що p-

локсодромнi функцiї є Жюлiа винятковими функцiями. Також зроб-

лено порiвняння класiв локсодромних та p-локсодромних функцiй.

Як вiдомо [53], локсодромнi функцiї тiсно пов’язанi з елiптични-

ми. Вiдповiдно, ми можемо розглядати деяке узагальнення елiптич-

них функцiй – так званi p-елiптичнi функцiї (див. означення 2.3.1),

якi є об’єктом вивчення пiдроздiлу 2.3 дисертацiйної роботи. В дано-

му пiдроздiлi також наведено зв’язок мiж p-елiптичними та p-локсод-
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ромними функцiями.

Ще одним узагальненням локсодромних функцiй є так званi

модуль-локсодромнi функцiї (термiн введений А. Кондратюком), а са-

ме мероморфнi в в проколенiй комплекснiй площинi функцiї, що за-

довольняють умову |f(qz)| = |f(z)| при деякому фiксованому q ∈ C∗,
|q| < 1. Їх дослiдженню присвячений пiдроздiл 2.2 дисертацiйної ро-

боти. Даний роздiл також мiстить теорему про зв’язок мiж модуль-

локсодромними та p-локсодромними функцiями.

Результати, наведенi у роздiлi 2 опублiкованi в [60], [73], [74], [75],

[55], [72], [67].



47

2.1. Про p-локсодромнi функцiї та їх властивостi

Означення та приклади p-локсодромних функцiй

Означення 2.1.1. Нехай q, p ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗

функцiя f називається p-локсодромною з мультиплiкатором q, якщо

для кожного z ∈ C∗ виконується рiвнiсть

f(qz) = pf(z). (2.1)

Зрозумiло, що у випадку p = 1, ми отримуємо класичнi локсо-

дромнi функцiї [90], [94], [53].

Позначимо через Lqp клас p-локсодромних функцiй з мультиплiка-

тором q. Цi функцiї є узагальненнями класичних локсодромних функ-

цiй.

Легко бачити, що множина Lqp утворює абелеву групу вiдносно

операцiї додавання.

Розглянемо деякi приклади p-локсодромних функцiй з мультиплi-

катором q.

Приклад 2.1.2. Нехай f – локсодромна функцiя з мультиплiка-

тором q в C∗, тобто f задовольняє умову f(qz) = f(z), ∀z ∈ C∗. Тодi

f ′(qz) =
1

q
f ′(z). (2.2)

Таким чином, ми отримали, що похiдна локсодромної функцiї з муль-

типлiкатором q є p-локсодромною функцiєю з p =
1

q
.

Приклад 2.1.3. Розглянемо функцiю f, яка є такою часткою

f(z) =
P

(
z
p

)

P (z)
,

де P (z) – це первинна функцiя Шотткi-Кляйна (див. означення 1.1.6)
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Первинна функцiя Шотткi-Кляйна володiє властивiстю

P (qz) = −z−1P (z). (2.3)

Справдi,

P (qz) = (1− qz)
∞∏

n=1

(1− qn+1z)

(
1− qn−1

z

)
=

= (1− qz)
∞∏

n=2

(1− qnz)
∞∏

n=0

(
1− qn

z

)
=

=

(
1− 1

z

) ∞∏
n=1

(1− qnz)

(
1− qn

z

)
=

=

(
z − 1

z

) ∞∏
n=1

(1− qnz)

(
1− qn

z

)
= −z−1P (z).

Тепер, використовуючи формулу (2.3), покажемо, що f ∈ Lqp,

f(qz) =
P

(
qz
p

)

P (qz)
=
−z−1pP

(
z
p

)

−z−1P (z)
= p

P
(

z
p

)

P (z)
= pf(z).

Приклад 2.1.4. Розглянемо функцiю

ρp(z) =
∑

n∈Z

(pq)nz

(z − qn)2 , |q| < 1, |q| < |p| < 1

|q| . (2.4)

Нехай L – компактна пiдмножина C∗. Оскiльки |pq| < 1, qn → 0

при n → +∞, q−n → 0 при n → +∞, i
∣∣∣∣
q

p

∣∣∣∣ < 1, то залишок ряду (2.4)

збiгається рiвномiрно на множинi L. Отже, функцiя ρp є мероморфною

в C∗.

Покажемо, що функцiя ρp є p-локсодромною. Справдi,

ρp(qz) =
∑

n∈Z

(pq)nqz

(qz − qn)2 =
∑

n∈Z

pnqn−1z

(z − qn−1)2 =

= p
∑

n∈Z

(pq)n−1z

(z − qn−1)2 = pρp(z).
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Про розташування нулiв та полюсiв

p-локсодромної функцiї

Iз означення 2.1.1 негайно випливає така властивiсть p-локсодромних

функцiй: якщо f ∈ Lqp i a є нулем функцiї f, то aqn, n ∈ Z також буде

нулем функцiї f . Аналогiчно, якщо точка b є полюсом функцiї f ∈ Lqp,

то bqn, n ∈ Z, також буде її полюсом.

Нехай число z = a = |a|eiα є нулем p-локсодромної функцiї f.

Очевидно, що у випадку додатного q, всi точки вигляду zn = aqn,

n ∈ Z, лежать на однiй прямiй. Значно цiкавiшим є випадок недодатно-

го q. Покажемо, що в цьому випадку, точки вигляду zn = aqn, n ∈ Z,

лежать на логарифмiчнiй спiралi.

Нехай q = |q|eiγ, де γ = arg q, тодi qn = |q|neinγ. Зауважимо, що у

випадку недодатного q, γ 6= 0. А отже,

zn = aqn = |a||q|neiα+inγ = |a||q|nei(α+nγ). (2.5)

Позначимо r0 = |z|, ϕ0 = arg z, r = |zn|, ϕ = ϕ0 + n arg q ∈ Arg zn,

Тодi справджується рiвнiсть

log r − log r0 =
log |q|

γ
(ϕ− ϕ0). (2.6)

Справдi, розглядаючи лiву частину рiвностi (2.6), з врахуванням (2.5),

будемо мати

log r − log r0 = log |a|+ n log |q| − log |a| = n log |q|.

Тепер, розглянемо праву частину рiвностi (2.6),

log |q|
γ

(ϕ− ϕ0) =
log |q|

γ
(α + nγ − α) = n log |q|.

Iз двох останнiх рiвностей негайно випливає (2.6).
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Тепер запишемо (2.6) наступним чином

log
r

r0
= log e

log |q|
γ (ϕ−ϕ0).

Потенцiюючи останню рiвнiсть, маємо

r

r0
= e

log |q|
γ (ϕ−ϕ0)

або

r = r0e
− log |q|

γ ϕ0e
log |q|

γ ϕ.

Iншими словами

r = Cekϕ, (2.7)

де k = log |q|
γ , а це рiвняння логарифмiчної спiралi у полярних коорди-

натах (r, ϕ). Також можна подати рiвняння (2.7) у наступнiй формi

log r − log |a| = k(ϕ− α).

Зрозумiло, що зробленi вище висновки стосуються також i розта-

шування полюсiв p-локсодромної функцiї.

Образи логарифмiчних спiралей на сферi Рiмана перетинають ме-

ридiани пiд одним i тим же кутом i називаються локсодромними кри-

вими (λoξoς- косий, δρoµoς - шлях). Саме тому (наслiдуючи Ж. Валi-

рона) ми називаємо функцiї з класу Lqp p-локсодромними.
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Лiнiйний простiр Lqp

Легко перевiрити, що клас p-локсодромних функцiй Lqp утворює

лiнiйний простiр над полем C i над полем Lq. Наведемо деякi власти-

востi лiнiйного простору Lqp.

Твердження 2.1.5. Лiнiйний простiр Lqp володiє такими вла-

стивостями:

1. Вiдображення D : f(z) 7→zf ′(z) переводить функцiї з просто-

ру Lqp в простiр Lqp.

2. Вiдображення Dl : f(z) 7→ z f ′(z)
f(z) переводить функцiї з просто-

ру Lqp в простiр Lq.

3. f(z) ∈ Lqp ⇒ f(1
z) ∈ Lq 1

p
.

Д о в е д е н н я.

1. Нехай f ∈ Lqp. Тодi виконується умова f(qz) = pf(z). Вiзьмемо

похiдну за змiнною z вiд обох частин цiєї рiвностi: qf ′(qz) = pf ′(z),

тобто

f ′(qz) =
p

q
f ′(z). (2.8)

Тепер покажемо, що функцiя g(z) = zf ′(z) також є p-локсодром-

ною з мультиплiкатором q. Справдi, користуючись спiввiдношенням

(2.8), отримуємо

g(qz) = qzf ′(qz) = qz
p

q
f ′(z) = pzf ′(z).

2. Знову, нехай f ∈ Lqp. Розглянемо функцiю g(z) = z f ′(z)
f(z) . З

огляду на рiвнiсть (2.8), бачимо що

g(qz) = qz
f ′(qz)

f(qz)
= qz

p
qf

′(z)

pf(z)
= z

f ′(z)

f(z)
,

тобто g ∈ Lq.
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3. Функцiя f задовольняє умову f(qw) = pf(w) для всiх w ∈ C∗.
Покладемо w =

z

q
в останню рiвнiсть. Тодi f(z) = pf

(
z
q

)
або

f

(
z

q

)
=

1

p
f(z). (2.9)

Позначимо g(z) = f
(1

z

)
i покажемо, що g ∈ Lq 1

p
. Справдi, використо-

вуючи спiввiдношення (2.9), маємо

g(qz) = f

(
1

qz

)
=

1

p
f

(
1

z

)
=

1

p
g(z).

Твердження 2.1.6. Частка двох p-локсодромних функцiй з фiк-

сованим p є локсодромною функцiєю.

Д о в е д е н н я. Нехай f(qz) = pf(z), g(qz) = pg(z)∀z ∈ C∗.

Розглянемо функцiю h(z) =
f(z)

g(z)
. Тодi

h(qz) =
f(qz)

g(qz)
=

pf(z)

pg(z)
= h(z).

Отже, h ∈ Lq, що i треба було показати.

Про кiлькiсть нулiв та полюсiв

p-локсодромної функцiї

Нагадаємо, Aq(R) = {z ∈ C : |q|R < |z| 6 R}, R > 0.

Теорема 2.1.7. Нехай f ∈ Lqp i не має нi нулiв, нi полюсiв на

межi кiльця Aq(R). Тодi кiлькiсть нулiв функцiї f дорiвнює кiлькос-

тi її полюсiв у кiльцi Aq(R) з урахуванням їх кратностей.
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Д о в е д е н н я. Нехай Γ1 = {z : |z| = R}, Γ2 = {z : |z| = |q|R}
позначають кола, що обмежують кiльце Aq(R), n

(
1
f

)
i n(f) позна-

чають кiлькостi нулiв i полюсiв функцiї f у кiльцi Aq(R), вiдповiдно.

Застосуємо принцип аргументу до функцiї f. Враховуючи орiєн-

тацiю кривих, що обмежують кiльце Aq(R), отримуємо

n

(
1

f

)
− n(f) =

1

2πi




∫

Γ+
1

f ′(ξ)
f(ξ)

dξ +

∫

Γ−2

f ′(η)

f(η)
dη


 .

Використаємо такi параметризацiї:

1) Γ+
1 : ξ = Reiθ, 0 6 θ 6 2π, dξ = Rieiθdθ;

2) Γ+
2 : η = qReiθ, 0 6 θ 6 2π, dη = qRieiθdθ.

Будемо мати:

n

(
1

f

)
− n(f) =

1

2πi




2π∫

0

iReiθf
′(Reiθ)

f(Reiθ)
dθ −

2π∫

0

iqReiθf
′(qReiθ)

f(qReiθ)
dθ


 =

=
1

2π




2π∫

0

Reiθf
′(Reiθ)

f(Reiθ)
dθ −

2π∫

0

qReiθf
′(qReiθ)

f(qReiθ)
dθ


 =

=
1

2π
(I1 − I2).

Розглянемо iнтеграл I2. Використовуючи p-локсодромнiсть функцiї f

i, вiдповiдно, рiвнiсть (2.8) про похiдну p-локсодромної функцiї в точцi

qz, можемо переписати iнтеграл I2 наступним чином

I2 =

2π∫

0

qReiϕ pf ′(Reiϕ)

qf(qReiϕ)
dϕ =

2π∫

0

Reiϕpf ′(Reiϕ)

pf(Reiϕ)
dϕ =

2π∫

0

Reiϕf ′(Reiϕ)

f(Reiϕ)
dϕ.

Як бачимо, I1 = I2. Отже, можна зробити висновок, що n
(

1
f

)
= n(f).

Теорему доведено.
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Про зображення p-локсодромних функцiй

Нехай a1, ..., am i b1, ..., bm є нулями i полюсами функцiї f ∈ Lqp в

кiльцi Aq вiдповiдно. Позначимо

λ =
a1 · ... · am

b1 · ... · bm
. (2.10)

Теорема 2.1.8. Вiдмiнна вiд нуля, мероморфна в C∗ функцiя f

належить до класу Lqp, p 6= 1, тодi i лише тодi, коли iснує ν ∈ Z,

таке що λ =
p

qν
i f має вигляд

f(z) = czν
P

(
z
a1

)
· ... · P

(
z

am

)

P
(

z
b1

)
· ... · P

(
z

bm

) , (2.11)

де c – стала.

Д о в е д е н н я. Спочатку, позначимо

M(z) =
P

(
z
a1

)
· ... · P

(
z

am

)

P
(

z
b1

)
· ... · P

(
z

bm

) .

Бачимо, що M визначає мероморфну функцiю в C∗, з нулями

αik = aiq
k, i = 1, . . . , m, k ∈ Z, та полюсами βik = biq

k, i = 1, . . . , m,

k ∈ Z.

Використовуючи властивiсть (2.3) первинної функцiї Шотткi-

Кляйна, отримаємо:

M(qz) =
P (qz

a1
) · ... · P ( qz

am
)

P (qz
b1

) · ... · P ( qz
bm

)
=
−a1

z P ( z
a1

) · ... · (−am

z )P ( z
am

)

−b1

z P ( z
b1

) · ... · (−bm

z )P ( z
bm

)
=

=
a1 · ... · am · P ( z

a1
) · ... · P ( z

am
)

b1 · ... · bm · P ( z
b1

) · ... · P ( z
bm

)
= λM(z).

Отже,

M(qz) = λM(z). (2.12)
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Необхiднiсть. Розглянемо функцiю

g(z) =
f(z)

M(z)
. (2.13)

Оскiльки функцiї f та M мають тi самi множини нулiв та полюсiв,

то їхня частка – функцiя g голоморфна в C∗. Розвинемо функцiю g в

ряд Лорана у C∗. Нехай g(z) =
+∞∑

n=−∞
cnz

n.

Використовуючи рiвностi (2.1) i (2.3), ми отримуємо

λg(qz) =
λf(qz)

M(qz)
=

pλf(z)

λM(z)
= pg(z). (2.14)

З огляду на (2.14), маємо

λ

+∞∑
n=−∞

cnq
nzn = p

+∞∑
n=−∞

cnz
n

для всiх z ∈ C∗. Прирiвнюємо коефiцiєнти при однакових степенях z:

λcnq
n = pcn. (2.15)

Оскiльки g 6= 0, то обов’язково знайдеться ν ∈ Z, таке, що cν 6= 0.

При цьому, з огляду на (2.15) має виконуватися

cν(λqν − p) = 0. (2.16)

Звiдси випливає, що таке ν повинно бути єдиним i таким чином, з

рiвностi (2.16) отримуємо qν =
p

λ
. А, отже, cn = 0 якщо n 6= ν. Тому

g(z) = cνz
ν. Враховуючи (2.13), можна зробити висновок, що

f(z) = g(z)M(z) = czνM(z),

де c – стала.
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Достатнiсть. Тепер, нехай ми маємо функцiю f(z) = czνM(z),

де ν ∈ Z, таке що λ = p
qν Покажемо, що f ∈ Lqp. Розглянемо f(qz) =

= cqνzνM(qz). Справдi, використовуючи властивiсть (2.12) функцiї

M, отримуємо

f(qz) = cqνzνλM(z) = pf(z).

Доведення завершено.

Наслiдок 2.1.9. Нехай f ∈ Lqp. Якщо f голоморфна в C∗, то

f(z) ≡ 0 або iснує k ∈ Z\{0}, таке що p = qk i f(z) = czk, де c –

стала. I навпаки, голоморфна в C∗ функцiя вигляду f(z) = czk, де

k ∈ Z\{0}, c – стала, належить до класу Lqp.

Д о в е д е н н я. Необхiднiсть. Розглянемо голоморфну в C∗

функцiю f ∈ Lqp. Якщо f(z) ≡ 0, то все доведено. В iншому випад-

ку, за теоремою 2.1.8, повинно iснувати цiле число ν, таке що λ =
p

qν
,

а f повинна мати вигляд (2.11), де, нагадаємо, a1, ..., am i b1, ..., bm –

нулi i полюси функцiї f в кiльцi Aq, вiдповiдно. Оскiльки, функцiя f

– голоморфна в C∗, вона не має полюсiв, а отже, за теоремою 2.1.7,

f не має i нулiв. Звiдси, f(z) = czk, де k ∈ Z, c – стала. Залишилося

зауважити, що k 6= 0, оскiльки це суперечило би належностi функцiї

f до класу Lqp.

Достатнiсть. Покажемо, що голоморфна в C∗ функцiя

f(z) = czk, де k ∈ Z\{0}, c – стала є p-локсодромною з мультиплi-

катором q. Справдi, для кожного z ∈ C∗

f(qz) = c(qz)k = cqkzk = pf(z),

де p = cqk. Наслiдок доведено.
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Жюлiа винятковiсть p-локсодромних функцiй

Ми використовуватимемо тут означення 1.1.10 (Жюлiа винятко-

востi) та означення 1.1.9 (нормальної сiм’ї), наведенi у роздiлi 1. До-

ведемо ще одну властивiсть p-локсодромних функцiй, а саме Жюлiа

винятковiсть.

Через Pf позначимо множину полюсiв p-локсодромної функцiї f.

Теорема 2.1.10. Кожна функцiя f ∈ Lqp є Жюлiа винятковою

в C∗ \ Pf .

Д о в е д е н н я. Розглянемо сiм’ю функцiй {fn}, n ∈ Z, де

fn(z) =f(qnz) для всiх z ∈ C∗. Оскiльки f ∈ Lqp, то fn(z) = pnf(z)

для всiх n ∈ Z для всiх z ∈ C∗.
Якщо |p| > 1, то гранична функцiя послiдовностi {fn(z)}, n ∈ N,

дорiвнює ∞. Якщо ж |p| < 1, то гранична функцiя послiдовностi

{fn(z)}, n ∈ N дорiвнює 0. Якщо |p| = 1, iншими словами, p = eiα,

ми маємо fn(z) = einαf(z). Тодi, множина граничних функцiй зале-

жить вiд α. Якщо α = πm
k , де m ∈ Z, k ∈ N, то кiлькiсть граничних

функцiй є меншою або рiвною 2k. Якщо ж α = πr, де r ∈ R\Q, то кiль-

кiсть граничних функцiй є нескiнченною. В будь-якому разi отримуємо

виконання означення Жюлiа винятковостi. Доведення завершено.

Приклад 2.1.11. Нехай f ∈ Lqp з p = eiα, α = π
4 . Тодi

fn(z) = f(qnz) = pnf(z) = einπ
4 f(z).

У цьому випадку ми отримуємо вiсiм граничних функцiй, а саме

±f, ±if,

(√
2

2
± i

√
2

2

)
f,

(
−
√

2

2
± i

√
2

2

)
f.
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Деякi вiдмiнностi мiж p-локсодромними

та класичними локсодромними функцiями

З наведених ранiше результатiв випливає, що класичнi локсодром-

нi та p-локсодромнi функцiї мають багато спiльного. Але мiж ними

iснують певнi вiдмiнностi. У цьому пунктi наведемо у виглядi заува-

жень ключовi вiдмiнностi мiж p-локсодромними та класичними локсо-

дромними функцiями.

Зауваження 2.1.12. Вiдомо [53], що клас локсодромних функцiй

з мультиплiкатором q утворює поле, а клас Lqp з фiксованим p утворює

абелеву групу вiдносно операцiї додавання.

Зауваження 2.1.13. Кожна функцiя f ≡ const належить до

класу Lq, але єдиною сталою функцiєю, що належить до класу Lqp

є f ≡ 0.

Зауваження 2.1.14. Локсодромнi функцiї володiють такою влас-

тивiстю: якщо f ∈ Lq i z є її a-точкою, a ∈ C ∪ {∞}, то {qnz}, n ∈ Z
також буде її a-точкою. У випадку p-локсодромних функцiй такi мiр-

кування справедливi лише для нулiв та полюсiв функцiї f ∈ Lqp.

Зауваження 2.1.15. Кожна, вiдмiнна вiд сталої, локсодромна

функцiя з мультиплiкатором q має принаймнi два полюси (i два нулi) в

довiльному кiльцi Aq(R) [53]. Натомiсть, p-локсодромна функцiя може

мати лише один полюс (нуль) в кiльцi Aq(R). Зокрема, у прикладi 2.1.3,

p-локсодромна функцiя f має єдиний полюс z = 1 в кiльцi Aq.
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2.2. Модуль-локсодромнi функцiї

Означення 2.2.1. [63] Нехай q ∈ C∗, |q| < 1. Мероморфна в C∗

функцiя f називається модуль-локсодромною з мультиплiкато-

ром q, якщо для всiх z ∈ C∗

|f(qz)| = |f(z)|. (2.17)

Множину модуль-локсодромних функцiй з мультиплiкатором q

позначатимемо символом |L|q.
Розглянемо також p-локсодромну функцiю з мультиплiкатором q

та p = eiα. Це означає, що функцiя f задовольняє умову

f(qz) = eiαf(z) (2.18)

для всiх z ∈ C∗ i фiксованого α ∈ R. Клас таких функцiй позначимо

через Lα
q .

Теорема 2.2.2.
⋃

α∈R
Lα

q = |L|q.
Д о в е д е н н я. Нехай f ∈ Lα

q для деякого α ∈ R. Тодi iз рiв-

ностi (2.18) випливає

|f(qz)| = |eiαf(z)| = |f(z)|.

Звiдси, f ∈ |L|q.
Тепер, навпаки, нехай f ∈ |L|q. Розглянемо мероморфну функцiю

g(z) =
f(qz)

f(z)
. (2.19)

Оскiльки f(z) мероморфна в C∗, iз спiввiдношення (2.17), отримуємо,

що множини нулiв та множини полюсiв функцiй f(z) та f(qz) збi-

гаються. Звiдси, робимо висновок, що частка цих функцiй – функцiя
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g – голоморфна в C∗. З рiвностi (2.17) також випливає, що

|g(z)| = 1

всюди, за винятком точки z = 0, нулiв та полюсiв функцiї f. Отже,

всi цi точки є усувними. Застосовуючи теорему Лiувiлля, отримуємо,

що g(z) ≡ c, де c – стала. Беручи до уваги, що |g| = 1, ми робимо

висновок, що iснує α ∈ R, таке що c = eiα i з (2.19) маємо, що

f(qz) = eiαf(z),

тобто f ∈ Lα
q , а, отже, f ∈ ⋃

α∈R
Lα

q . Доведення завершено.



61

2.3. Про p-елiптичнi функцiї та їх зв’язок з

p-локсодромними функцiями

Означення 2.3.1. Нехай ω1, ω2 – комплекснi числа, такi що

Imω2

ω1
> 0. Мероморфна в C функцiя g називається p-елiптичною

з перiодами ω1, ω2, якщо iснує p ∈ C∗, таке, що для всiх u ∈ C

g(u + ω1) = g(u), g(u + ω2) = pg(u). (2.20)

Друга властивiсть називається мультиплiкативною p-перiодич-

нiстю за перiодом ω2. Зазначимо, що з (2.20) випливає, що g(u+mω1+

+nω2) = png(u), де m,n ∈ Z.

Клас p–елiптичних функцiй позначатимемо через Ep.

Якщо p = 1 ми отримуємо класичнi елiптичнi функцiї.

Нижче наведено зв’язок мiж p-локсодромними та p-елiптичними

функцiями.

Нехай функцiя f мероморфна в C∗ i p-локсодромна з мультиплi-

катором q = e2πi
ω2
ω1 , Imω2

ω1
> 0, тобто f ∈ Lqp. Тодi функцiя

g(u) = f
(
e2πi u

ω1

)

мероморфна в C i p-елiптична з перiодами ω1, ω2. Справдi, для всiх

u ∈ C маємо

g(u + mω1 + nω2) = f
(
e2πi

u+mω1+nω2
ω1

)
= f

(
e2πin

ω2
ω1 e2πi u

ω1

)
=

= f
(
qne2πi u

ω1

)
= pnf

(
e2πi u

ω1

)
= png(u).

Отже, g ∈ Ep.
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Навпаки, нехай тепер g ∈ Ep i z ∈ C∗. Тодi функцiя

f(z) = g
( ω1

2iπ
log z

)
(2.21)

є коректно визначеною, оскiльки, g є перiодичною з перiодом ω1, а то-

му замiна log z на log z + 2πik не змiнює значення функцiї g в правiй

частинi (2.21). Iншими словами, ми маємо композицiю багатозначно-

го i однозначного вiдображень, яка є однозначною функцiєю. Таким

чином, якщо ми покладемо q = e2πi
ω2
ω1 , де Imω2

ω1
> 0, то отримаємо

f(qz) = g
( ω1

2iπ
log(qz)

)
= g

(
ω2 +

ω1

2iπ
log z

)
=

= pg
( ω1

2iπ
log z

)
= pf(z).

Отже, f ∈ Lqp.

Як бачимо, p-локсодромнi функцiї породжують p-елiптичнi та

навпаки.
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Висновки. Основними об’єктами, якi вивчаються у роздiлi 2 є

p-локсодромнi, p-елiптичнi та модуль-локсодромнi функцiї.

У пiдроздiлi 2.1 описано клас p-локсодромних функцiй та їх еле-

ментарнi властивостi, наведено приклади, доведено теореми про зоб-

раження мероморфної та голоморфної p-локсодромної функкцiї, про

кiлькiсть нулiв та полюсiв p-локсодромної функкцiї, про Жюлiа ви-

нятковiсть функцiй з цього класу, виконано порiвняльний аналiз та

окреслено основнi вiдмiнностi мiж локсодромними та p-локсодромними

функцiями. Основнi результати цього пiдроздiлу опублiковано в стат-

тi [55] та тезах доповiдей [73], [74], [75].

Пiдроздiл 2.2 присвячений модуль-локсодромним функцiям. Ре-

зультати цього пiдроздiлу опублiковано в статтi [67] i тезах [60].

У пiдроздiлi 2.3 показано зв’язок мiж p-локсодромними та p-елiп-

тичними функцiями (див. статтю [72]).
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РОЗДIЛ 3

УЗАГАЛЬНЕННЯ ЛОКСОДРОМНИХ ФУНКЦIЙ

В попередньому роздiлi зроблено перший крок у напрямку зна-

ходження узагальнень локсодромних функцiй, а саме знайдено меро-

морфнi та голоморфнi розв’язки функцiонального рiвняння

f(qz) = p(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1

у випадку p(z) ≡ const. Природно, наступним кроком є розгляд ви-

падку, коли p(z) є функцiєю, не обов’язково сталою. В цьому роздiлi

ми починаємо з розгляду найпростiших випадкiв. А саме, в пiдроздi-

лi 3.1 ми дослiдимо випадки p(z) =
a

zm
та p(z) =

a

(b− z)m
, m ∈ Z.

Застосування результатiв пiдроздiлу 3.1 дає можливiсть знайти меро-

морфнi та голоморфнi розв’язки згаданого рiвняння у випадку коли

p(z) є рацiональною функцiєю. Цьому присвяченi пiдроздiли 3.2 та 3.3.

Результати роздiлу 3 опублiкованi в [80], [17], [19], [65], [66], [20].
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3.1. Простi випадки

Голоморфнi розв’язки рiвняння f(qz) =
1

1− z
f(z), z ∈ C∗

Нехай 0 < |q| < 1. Почнемо наше дослiдження з розгляду просто-

го функцiонального рiвняння

f(qz) =
1

1− z
f(z), z ∈ C∗. (3.1)

Наше завдання полягає у знаходженнi голоморфних в C∗ розв’язкiв

даного рiвняння. При цьому при z = 1 ми вважаємо, що права частина

(3.1) має усувну особливiсть, зокрема f(1) = 0.

Для цього визначимо цiлу функцiю

H(z) =
∞∏

n=0

(1− qnz) (3.2)

з послiдовнiстю нулiв {q−n}, n ∈ N ∪ {0}, де нагадаємо 0 < |q| < 1.

Теорема 3.1.1. Голоморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвнян-

ня (3.1) тодi i лише тодi, коли

f(z) = CH(z),

де C - стала.

Д о в е д е н н я. Спочатку, доведемо iснування розв’язкiв рiвнян-

ня (3.1), для цього покажемо, що так визначена функцiя f задовольняє

рiвняння (3.1). Справдi,

(1− z)f(qz) = (1− z)C
∞∏

n=0

(1− qn+1z) =

= C(1− z)
∞∏

k=1

(1− qkz) = C

∞∏
n=0

(1− qnz) = f(z).
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Тепер покажемо, що кожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвнян-

ня (3.1) має вищевказаний вигляд.

Вже показано, що f задовольняє (3.1). Спочатку зауважимо, що

f(1) = 0. Справдi, оскiльки f(z) голоморфна в C∗, звiдси випливає,

що f(qz) теж голоморфна в C∗. А тодi з (3.1)

f(z) = (1− z)f(qz), z ∈ C∗.

Як бачимо, з останньої рiвностi випливає, що f(1) = 0.

Далi, покладемо z =
1

q
в (3.1). Ми отримуємо

f

(
1

q

)
=

(
1− 1

q

)
f

(
q
1

q

)
=

(
1− 1

q

)
f(1) = 0.

Методом математичної iндукцiї легко показати, що f

(
1

qn

)
= 0 для

всiх n ∈ N.

Оскiльки f(1) = 0 i f

(
1

qn

)
= 0 для кожного n ∈ N, то

f(z) = g(z)H(z),

де g – голоморфна. Функцiя H є розв’язком рiвняння (3.1), як ми

показали. А тому

f(qz) = g(qz)H(qz) = g(qz)
1

1− z
H(z). (3.3)

З iншого боку, з огляду на (3.1), маємо

f(qz) =
1

1− z
g(z)H(z). (3.4)

Прирiвнюючи правi частини рiвностей (3.3) i (3.4), бачимо, що

g(qz) = g(z) для кожного z 6= q−n, n ∈ N ∪ {0}. Iншими словами,

для всiх z ∈ C∗ виконується g(qz) = g(z). З останньої рiвностi негайно
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випливає, що функцiя g – локсодромна. При цьому, як було зауважено

вище, g є голоморфною. Отже, g є сталою (див. теорему 1.1.3). Теорема

доведена.

Зауваження 3.1.2. З теореми 3.1.1 випливає що всi голоморфнi

розв’язки рiвняння (3.1) є цiлими функцiями.

Голоморфнi розв’язки рiвняння f(qz) =
1

z
f(z), z ∈ C∗

Тепер розглянемо функцiональне рiвняння

f(qz) =
1

z
f(z), z ∈ C∗. (3.5)

Знайдемо його голоморфний в C∗ розв’язок. Для цього розгляне-

мо первинну функцiю Шотткi-Кляйна

P (z) = (1− z)
∞∏

n=1

(1− qnz)

(
1− qn

z

)
. (3.6)

Нам знадобиться такий допомiжний результат.

Лема 3.1.3. Для всiх z ∈ C∗

P (z) = A

+∞∑
n=−∞

(−1)nq
n(n−1)

2 zn, (3.7)

де

A =
∞∏

n=1

(1 + qn)2/

+∞∑
n=1

q
n(n−1)

2 . (3.8)

Д о в е д е н н я. Оскiльки функцiя P є аналiтичною в C∗, то її

можна розвинути в ряд Лорана в C∗. Нехай

P (z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n. (3.9)
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Знайдемо коефiцiєнти an. Розглянемо функцiю P (qz) i застосуємо до

неї властивiсть (2.3). Ми одержимо

+∞∑
n=−∞

anq
nzn = P (qz)

(2.3)
= −1

z
P (z)

(3.9)
= −1

z

+∞∑
n=−∞

anz
n =

=
+∞∑

n=−∞
(−an)z

n−1 =
+∞∑

n=−∞
(−an+1)z

n.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при однакових степенях z, бачимо що

an+1 = −anq
n (3.10)

для всiх n ∈ Z. Знайдемо явний вираз коефiцiєнтiв an виходячи з

рекурентного спiввiдношення (3.10).

Нехай a0 = A. Тодi a1 = −A, a2 = Aq, a3 = −Aq3, . . . Методом

математичної iндукцiї можна довести, що для кожного n ∈ N

an = (−1)nAqn(n−1)/2.

Перевiримо, насамперед, виконання кроку iндукцiї. Покажемо, що якщо

an = (−1)nAqn(n−1)/2, то an+1 = (−1)n+1Aq(n+1)n/2. Справдi,

an+1 = −anq
n = (−1)n+1Aqn(n−1)/2qn = (−1)n+1Aqn(n−1

2 +1) =

= (−1)n+1Aq(n+1)n/2.

Подiбним чином, для цiлих вiд’ємних n, з рекурентної формули

(3.10) маємо an = −an+1q
−n. Звiдси, a−1 = −a0q

1 = −Aq1, a−2 =

= Aqq2 = Aq3, a−3 = −Aq3q3 = −Aq6, a−4 = Aq6q4 = Aq10, . . .

Аналогiчно, методом математичної iндукцiї,

∀n ∈ N : a−n = (−1)−nAq−n(−n−1)/2 = (−1)nAqn(n+1)/2.
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Нехай a−n = (−1)nAqn(n+1)/2. Тодi, оскiльки a−n = −a−n+1q
n , то

a−(n+1) = −a−nq
n+1 = (−1)n+1Aqn(n+1)/2qn+1 =

= (−1)n+1Aq(n+1)(n
2 +1) = (−1)n+1Aq

(n+1)(n+2)
2 ,

що i треба було довести.

Оскiльки q
n(n−1)

2 = q
(−n)(−n+1)

2 , то можна зробити висновок що для

всiх z ∈ C∗

P (z) = A

+∞∑
n=−∞

(−1)nq
n(n−1)

2 zn.

Залишилося знайти A. Розглянемо P (−1),

P (−1) = A

+∞∑
n=−∞

q
n(n−1)

2 =

= · · ·+ Aq3

n=−2
+ Aq

n=−1
+ A

n=0
+ A

n=1
+ Aq

n=2
+ Aq3

n=3
+ · · · = 2A

+∞∑
n=1

q
n(n−1)

2 .

З iншого боку, iз формули (3.6) ми бачимо, що P (−1) = 2
∞∏

n=1
(1 + qn)2.

Таким чином

A =
∞∏

n=1

(1 + qn)2/

+∞∑
n=1

q
n(n−1)

2 .

Зауважимо, що оскiльки 0 < |q| < 1, то
∞∏

n=1
(1 + qn)2 i

+∞∑
n=1

q
n(n−1)

2 –

збiжнi.

Теорема 3.1.4. Голоморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвнян-

ня (3.5) тодi i лише тодi, коли

f(z) = CP (−z),

де C – стала.
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Д о в е д е н н я. Нехай f(z) = CP (−z), де C – стала. Викорис-

товуючи рiвнiсть (2.3), отримуємо

f(qz) = CP (−qz) = C
1

z
P (−z) =

1

z
f(z).

Отже, ми встановили iснування розв’язкiв рiвняння (3.5).

Тепер опишемо всi голоморфнi розв’язки рiвняння (3.5). Нехай

функцiя f(z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n є голоморфним в C∗ розв’язком (3.5). Тодi,

для всiх z ∈ C∗ маємо
+∞∑

n=−∞
anq

nzn = f(qz)
(3.5)
=

1

z

+∞∑
n=−∞

anz
n =

+∞∑
n=−∞

anz
n−1 =

+∞∑
n=−∞

an+1z
n.

Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти, отримаємо an+1 = anq
n для кож-

ного n ∈ Z.

Нехай a0 = B.

Якщо B = 0, то f(z) ≡ 0 i немає що доводити.

Нехай B 6= 0. За iндукцiєю, легко показати що an = Bqn(n−1)/2 для

всiх n ∈ N. Аналогiчнi мiркування застосовуємо для вiд’ємних цiлих

n. Отже, для всiх n ∈ Z

f(z) = B

+∞∑
n=−∞

q
n(n−1)

2 zn. (3.11)

З леми 3.1.3 нам вiдомо розвинення в ряд Лорана функцiї P в C∗,

P (−z) = A

+∞∑
n=−∞

q
n(n−1)

2 zn,

де A =
∏∞

n=1(1 + qn)2/
+∞∑
n=1

q
n(n−1)

2 . Комбiнуючи (3.7), (3.8) i (3.11), ми

отримуємо, що

f(z) =
B

A
A

+∞∑
n=−∞

q
n(n−1)

2 zn =
B

A
P (−z).
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Отже, справдi, f(z) = CP (−z), де C =
B

A
, що i треба було довести.

Як наслiдок, ми отримуємо наступну властивiсть розв’язкiв рiв-

няння (3.5).

Наслiдок 3.1.5. Нехай f є голоморфним в C∗ розв’язком (3.5) i

iснує R > 0 таке, що виконується
∫

|z|=R

f(z)
z dz = 0. Тодi f(z) ≡ 0.

Д о в е д е н н я. Оскiльки f – голоморфна в C∗, то ми можемо

розвинути її в ряд Лорана в C∗ f(z) =
+∞∑

n=−∞
anz

n. Коефiцiєнти an були

знайденi у доведеннi Теореми 3.1.4,

an = a0q
n(n−1)/2, n ∈ Z. (3.12)

Як вiдомо, a0 =
∫

|z|=R

f(z)
z dz = 0. Тодi з (3.12) випливає, що an = 0 для

всiх n ∈ Z. Таким чином f(z) ≡ 0. Доведення завершено.

Розв’язки рiвняння f(qz) =
a

zm
f(z)

Тепер розглянемо дещо загальнiше функцiональне рiвняння

f(qz) =
a

zm
f(z), z ∈ C∗, a ∈ C∗, m ∈ Z. (3.13)

Знайдемо мероморфнi в C∗ розв’язки (3.13).

Зрозумiло, що у випадку m = 0, розв’язком даного рiвняння є

клас p-локсодромних функцiй з p = a. Той факт, що множина меро-

морфних розв’язкiв цього рiвняння є непорожньою для всiх цiлих m,

встановлюється наступною теоремою.
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Теорема 3.1.6. Мероморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiвнян-

ня (3.13) тодi i лише тодi, коли

f(z) = Pm((−1)mz)g(z), (3.14)

де g ∈ Lqa.

Д о в е д е н н я. Застосовуючи рiвнiсть (2.3), a-локсодромнiсть

функцiї g, а також той факт, що парнiсть чисел m та m2 є однаковою,

отримуємо

f(qz) = Pm(q(−1)mz)g(qz) =

(
− 1

(−1)mz
P ((−1)mz)

)m

ag(z) =

=
1

zm
Pm((−1)mz)ag(z) =

a

zm
f(z).

Тепер покажемо що усi роз’язки рiвняння (3.13) мають вигляд

(3.14).

Нехай f – мероморфний розв’язок (3.13). Очевидно,

f(z) =
f(z)

Pm((−1)mz)
Pm((−1)mz) = g(z)Pm((−1)mz),

де g(z) =
f(z)

Pm((−1)mz)
. Покажемо, що g ∈ Lqa. Справдi,

f(qz) = g(qz)Pm(q(−1)mz) = g(qz)

(
− 1

(−1)mz
P ((−1)mz)

)m

=

=
1

zm
Pm((−1)mz)g(qz). (3.15)

З iншого боку, з огляду на (3.13)

f(qz) =
a

zm
Pm((−1)mz)g(z). (3.16)

Прирiвнюючи правi частини рiвностей (3.15) та (3.16), ми отримуємо,

що g(qz) = ag(z) для всiх z 6= qn, n ∈ Z. Цього достатньо щоб зробити

висновок, що g є a-локсодромною. Доведення завершено.
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Знайдемо також голоморфнi розв’язки рiвняння (3.13). У випадку

m = 0, ми отримуємо голоморфну p-локсодромну функцiю з p = a, її

зображення вiдоме з наслiдку 2.1.9. Для випадку m = 1 та a = 1 має

мiсце теорема 3.1.4. Розглянемо iншi випадки.

Обмежимося спочатку випадком m ∈ N. Спочатку доведемо iсну-

вання таких розв’язкiв.

Теорема 3.1.7. Голоморфна в C∗ функцiя

f(z) = Czν
m∏

j=1

P

(
z

cj

)
, (3.17)

де ν ∈ Z, c1, c2, . . . cm – комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi,

що
m∏

j=1

cj = (−1)maq−ν, (3.18)

а C – стала, задовольняє рiвняння (3.13).

Д о в е д е н н я. Використовуючи формулу (2.3), отримуємо

f(qz) = Cqνzν
m∏

j=1

P

(
qz

cj

)
= Cqνzν

m∏
j=1

(
−cj

z
P

(
z

cj

))
.

Далi,

Cqνzν
m∏

j=1

(
−cj

z
P

(
z

cj

))
=

= Cqνzν (−1)mc1c2 . . . cm

zm

m∏
j=1

P

(
z

cj

)
.

В силу умови (3.18) накладеної на c1, c2, . . . , cm, останнiй вираз пере-

творюється на
a

zm
Czν

m∏
j=1

P

(
z

cj

)
.

Згадуючи, що f має вигляд (3.17), отримуємо, що f(qz) =
a

zm
f(z).

Доведення завершено.



74

Подiбно, як у випадку мероморфних розв’язкiв виявляється, що

усi голоморфнi розв’язки рiвняння (3.13) мають вигляд (3.17) з умовою

(3.18) на c1, c2, . . . , cm.

Теорема 3.1.8. Kожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння

(3.13) можна зобразити у виглядi f(z) = Czν
m∏

j=1
P

(
z

cj

)
, де ν ∈ Z,

c1, c2, . . . cm – комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що
m∏

j=1
cj =

= (−1)maq−ν, а C – стала.

Д о в е д е н н я. Припустимо, що функцiя f є голоморфним в

C∗ розв’язком (3.13). Тодi, за теоремою 3.1.6, f(z) = Pm((−1)mz)g(z),

де g ∈ Lqa. Оскiльки функцiї f та P голоморфнi в C∗, то g або є

голоморфною в C∗ або має полюси, причому лише в точках {(−1)mqk},
k ∈ Z i кратнiсть кожного полюса lk 6 m, lk ∈ N, k ∈ Z.

Якщо g – голоморфна, то за наслiдком 2.1.9, g(z) ≡ Czν. Тодi

f(z) = CzνPm((−1)mz) = Czν
m∏

j=1
P

(
z

cj

)
, де c1 = c2 = · · · = cm =

= (−1)m.

В iншому випадку, використаємо теорему 2.1.8 про зображення p-

локсодромних функцiй за допомогою первинної функцiї Шотткi-Кляй-

на (див. [55]). А саме, нехай c1, c2, ..., cn та d1, d2..., dn є нулями i полю-

сами функцiї g у кiльцi Aq(R) = {z ∈ C : |q|R < |z| 6 R}, R > 0, вiд-

повiдно, i нехай ∂Aq(R) не мiстить нi нулiв, нi полюсiв функцiї g ∈ Lqp.

Зауважимо, що для кожної p-локсодромної функцiї g кiлькiсть її нулiв

дорiвнює кiлькостi її полюсiв (з урахуванням кратностей) у кожному

такому кiльцi Aq(R) (див. теорему 2.1.7). Тодi, враховуючи, що у роз-

глядуваному випадку p = a, маємо

g(z) = Czν
P ( z

c1
)P ( z

c2
) · ... · P ( z

cn
)

P ( z
d1

)P ( z
d2

) · ... · P ( z
dn

)
, (3.19)
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де
c1c2 . . . cn

d1d2 . . . dn
=

a

qν
, ν ∈ Z, (3.20)

а C – стала.

Зрозумiло, що кожне кiльце Aq(R) мiстить тiльки одну точку з

послiдовностi {(−1)mqk}, k ∈ Z. Зручно вибрати таке кiльце Aq(R), що

мiстить полюси d1 = d2 = · · · = dn = (−1)mq0 = (−1)m. Зауважимо,

що n = l0, де l0 – кратнiсть полюса в точцi z = (−1)m. Оскiльки
n∏

j=1
dj = (−1)mn, то звiдси випливає, що c1c2 . . . cn = (−1)mnaq−ν.

Тепер ми можемо переписати f таким чином

f(z) = Czν
P ( z

c1
)P ( z

c2
) · ... · P ( z

cn
)

P n( z
(−1)m )

Pm((−1)mz)

або

f(z) = CzνP

(
z

c1

)
P

(
z

c2

)
· ... · P

(
z

cn

)
Pm−n((−1)mz).

Зауважимо, що (−1)m2

= (−1)m. Тому, у випадку m = n теорема 3.1.8

доведена.

Якщо ж n < m, то покладемо cn+1 = cn+2 = · · · = cm = (−1)m.

Тодi, маємо f(z) = Czν
m∏

j=1
P

(
z

cj

)
i знову, використовуючи рiвнiсть

(−1)m2

= (−1)m, отримуємо, що
m∏

j=1
cj = (−1)maq−ν. Доведення завер-

шено.

Якщо m < 0, має мiсце наступна теорема.

Теорема 3.1.9. Якщо m – вiд’ємне цiле, то рiвняння (3.13) не

має голоморфних в C∗ розв’язкiв.

Д о в е д е н н я. Розглянемо рiвняння (3.13). Нехай m < 0 i для

визначеностi, m є парним. Припустимо, що iснує голоморфний в C∗
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розв’язок f рiвняння (3.13). У цьому випадку, за теоремою 3.1.6, вiн

має вигляд f(z) = Pm(z)g(z), де g ∈ Lqa. Тодi g(z) = f(z)P−m(z).

Оскiльки m < 0, то g є голоморфною в C∗, як добуток голоморф-

них функцiй. З огляду на наслiдок 2.1.9, можна стверджувати, що

g(z) ≡ Czk, k ∈ Z\{0}, C – стала.

Але, з iншого боку, функцiя f(z) = CzkPm(z), де C – стала, не

буде голоморфною в C∗, бо f матиме полюси в точках {qn}, n ∈ Z. Це

суперечить нашому припущенню. Теорему 3.1.9 доведено.

Розв’язки рiвняння f(qz) =
a

(b− z)m
f(z)

Тепер розглянемо таке функцiональне рiвняння

f(qz) =
a

(b− z)m
f(z), z ∈ C∗, a, b ∈ C∗, m ∈ Z. (3.21)

Спочатку знайдемо мероморфнi розв’язки (3.21).

Як i у випадку рiвняння (3.13) при m = 0, очевидно, що розв’яз-

ками рiвняння (3.21) будуть p-локсодромнi функцiї (iз p = a).

Далi, нам знадобиться така лема.

Лема 3.1.10.

∀z ∈ C∗ ∀b ∈ C∗ : H
(qz

b

)
=

b

b− z
H

(z

b

)
. (3.22)

Д о в е д е н н я. Оскiльки, за теоремою 3.1.1, функцiя H є розв’яз-

ком рiвняння (3.1), то має мiсце рiвнiсть

H(qu) =
1

1− u
H(u), u ∈ C∗.

Пiдставляючи u =
z

b
в останню рiвнiсть, отримуємо твердження леми.

Лему доведено.
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Тепер можемо перейти безпосередньо до знаходження розв’язкiв

рiвняння (3.21).

Теорема 3.1.11. Мероморфна в C∗ функцiя f є розв’язком рiв-

няння (3.21) тодi i лише тодi, коли

f(z) = Hm
(z

b

)
g(z), (3.23)

де g ∈ Lqp, p =
a

bm
, а H визначена рiвнiстю (3.2).

Д о в е д е н н я. В доведеннi скористаємось твердженням леми

3.1.10, а саме рiвнiстю (3.22). Оскiльки g є p-локсодромною з p =
a

bm
,

то

f(qz) = Hm
(qz

b

)
g(qz)

(3.22)
=

(
b

b− z

)m

Hm
(z

b

) a

bm
g(z) =

=
a

(b− z)m
Hm

(z

b

)
g(z)

(3.23)
=

a

(b− z)m
f(z).

А тепер доведемо, що насправдi всi мероморфнi розв’язки рiвнян-

ня (3.21) мають вигляд (3.23). Нехай f є розв’язком рiвняння (3.21).

Розглянемо функцiю g(z) =
f(z)

Hm
(z

b

) . Оскiльки f є мероморфною

функцiєю, а H – голоморфною, то отримуємо, що g є мероморфною.

Застосовуючи (3.21) i (3.22), бачимо, що

g(qz) =
f(qz)

Hm
(qz

b

) =

a

(b− z)m
f(z)

(
b

b− z

)m

Hm
(

z
b

) =
a

bm
g(z) = pg(z).

Таким чином, для всiх z 6= bq−n, n ∈ N ∪ {0}, ми можемо зробити

висновок, що g(qz) = pg(z). Iншими словами, g є p-локсодромною.

Доведення завершено.
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Перейдемо до знаходження голоморфних розв’язкiв. Знову заува-

жимо, що випадок a = b = m = 1 розглянуто ранiше (див. теорему

3.1.1). Розглянемо загальнiший випадок.

Аналогiчно до розгляду рiвняння (3.13) обмежимося спочатку ви-

падком m > 0.

Теорема 3.1.12. Нехай m ∈ N, a = bmqk, де k – додатне цiле.

Тодi голоморфна в C∗ функцiя f(z) = CzkHm
(z

b

)
, де C – стала,

задовольняє рiвняння (3.21).

Д о в е д е н н я. Розглянемо функцiю f(z) = CzkHm
(z

b

)
. Ви-

користовуючи властивiсть функцiї H (3.22), маємо

(b− z)mf(qz) = (b− z)mCqkzkHm
(qz

b

)
(3.22)
=

(3.22)
= (b− z)mCqkzk

(
b

b− z

)m

Hm
(z

b

)
= af(z).

Теорема доведена.

Теорема 3.1.13. Нехай m ∈ N, a = bmqk, де k – додатне цiле.

Тодi кожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.21) має вигляд

f(z) = CzkHm(z
b), де C – стала.

Д о в е д е н н я. Припустимо, що f є голоморфним в C∗ розв’яз-

ком (3.21). За теоремою 3.1.11,

f(z) = Hm
(z

b

)
g(z), (3.24)

де g ∈ Lqp, p =
a

bm
. Перепишемо (3.24) у виглядi

g(z) =
f(z)

Hm
(z

b

) . (3.25)
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Функцiї f i H – голоморфнi в C∗. Ми також знаємо, що Hm має нулi

в точках {bq−n}, n ∈ N ∪ {0} кратностi m.

Якщо f має лише тi самi нулi, що i H, то g не має нулiв. Тодi

g ∈ Lqp є голоморфною i за наслiдком 2.1.9, g(z) ≡ Czk. В цьому

випадку теорема доведена.

Припустимо, що f має також нулi, вiдмiннi вiд {bq−n}, n ∈ N∪{0},
тодi g має нулi. А тому, за властивiстю p-локсодромної функцiї (див.

теорему 2.1.7), g також має полюси. Оскiльки f є голоморфним в C∗

розв’язком, то g може мати полюси лише у точках {bq−n}, n ∈ N∪{0}
кратностi ln 6 m.

Використаємо зображення g ∈ Lqp в кiльцi Aq(R), а саме рiвнiсть

(3.19). Кожне кiльце Aq(R) мiстить лише одну точку з послiдовностi

{bq−n}, n ∈ N ∪ {0}. Виберемо таке кiльце Aq(R), що мiстить полюси

d1 = d2 = · · · = dl = bq0 = b. Зауважимо що l = l0, де l0 – кратнiсть

полюса в точцi z = b. Тодi можна переписати (3.24) у виглядi

f(z) = Czν

l∏
j=1

P

(
z

cj

)

P l
(z

b

) Hm
(z

b

)
.

Оскiльки P
(z

b

)
має нулi в точках {bqn}, n ∈ Z, а H

(z

b

)
має нулi

лише в точках {bq−n}, n ∈ N ∪ {0}, то ми отримуємо протирiччя.

Тепер розглянемо рiвняння (3.21) у випадку m < 0.
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Теорема 3.1.14. Якщо m – вiд’ємне цiле, то рiвняння (3.21) не

має голоморфних в C∗ розв’язкiв.

Д о в е д е н н я. Доведення схоже на доведення теореми 3.1.9.

Розглянемо рiвняння (3.21) iз m < 0. Припустимо, що iснує голоморф-

ний в C∗ розв’язок f рiвняння (3.21). Тодi, за теоремою 3.1.11, цей

розв’язок має вигляд f(z) = Hm
(z

b

)
g(z), де g ∈ Lqp, p =

a

bm
. Тодi

g(z) = f(z)H−m
(z

b

)
. Як ми бачимо, g є голоморфною в C∗. З огляду

на наслiдок 2.1.9, можна стверджувати, що g(z) ≡ Czk, k ∈ Z\{0},
C – стала.

Але, з iншого боку, оскiльки m < 0, то функцiя f(z) = CzkHm
(z

b

)
,

де C – стала, не буде голоморфною в C∗, бо f матиме полюси в точках

{q−nb}, n ∈ N∪ {0}. Отримали протирiччя. Цим завершуємо доведен-

ня.
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3.2. Рацiонально локсодромнi мероморфнi функцiї

Дослiдивши простi випадки p(z) =
a

zm
та p(z) =

a

(b− z)m
, перей-

демо тепер до бiльш загального випадку.

Нехай R – рацiональна функцiя вiд z. Тодi R можна подати у

виглядi

R(z) = Czm (a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)

(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
, m ∈ Z, (3.26)

де a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl вiдмiннi вiд 0 комплекснi числа, не обо-

в’язково рiзнi, але такi, що ai 6= bj для всiх i, j, а C – стала.

Тепер розглянемо рiвняння

f(qz) = R(z)f(z), z ∈ C∗. (3.27)

Надалi, називатимемо розв’язки рiвняння (3.27) рацiонально-локсо-

дромними функцiями. Використовуючи результати попереднього роз-

дiлу, ми можемо описати мероморфнi в C∗ розв’язки (3.27).

Теорема 3.2.1. Нехай a1, a2, . . . , ak i b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що ai 6= bj для всiх

i, j, а C – стала, m ∈ Z, g ∈ Lqp, де p = C a1a2...ak

b1b2...bl
. Мероморфна в C∗

функцiя

f(z) =
H( z

b1
)H( z

b2
) . . . H( z

bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z)

задовольняє рiвняння (3.27).

Д о в е д е н н я. З огляду на рiвностi (2.3), (3.22) i взявши до

уваги вибiр p, одержуємо

f(qz) =
H(qz

b1
)H(qz

b2
) . . . H(qz

bl
)

H(qz
a1

)H(qz
a2

) . . . H( qz
ak

)Pm(q(−1)mz)
g(qz)

(2.3),(3.22)
=
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(2.3),(3.22)
=

b1

b1−zH( z
b1

) b2

b2−zH( z
b2

) . . . bl

bl−zH( z
bl
)

a1

a1−zH( z
a1

) a2

a2−zH( z
a2

) . . . ak

ak−zH( z
ak

)(− 1
(−1)mzP ((−1)mz))m

pg(z) =

= Czm (a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)

(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
×

× H( z
b1

)H( z
b2

) . . . H( z
bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z) =

= R(z)f(z),

що i слiд було показати.

Теорема 3.2.2. Нехай a1, a2, . . . , ak та b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що ai 6= bj для

всiх i, j, C – стала, m ∈ Z, g ∈ Lqp, де p = C a1a2...ak

b1b2...bl
. Тодi кожен

мероморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.27) має вигляд

f(z) =
H( z

b1
)H( z

b2
) . . . H( z

bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z).

Д о в е д е н н я. Нехай f є мероморфним в C∗ розв’язком (3.27).

Розглянемо функцiю

g(z) =
f(z)H( z

a1
)H( z

a2
) . . . H( z

ak
)Pm((−1)mz)

H( z
b1

)H( z
b2

) . . . H( z
bl
)

. (3.28)

Очевидно, що g мероморфна в C∗. Тепер розглянемо g(qz),

g(qz) =
f(qz)H(qz

a1
)H(qz

a2
) . . . H( qz

ak
)Pm(q(−1)mz)

H(qz
b1

)H(qz
b2

) . . . H(qz
bl

)

(3.27)
=

(3.27)
= R(z)f(z)

H(qz
a1

)H(qz
a2

) . . . H( qz
ak

)Pm(q(−1)mz)

H(qz
b1

)H(qz
b2

) . . . H(qz
bl

)
.

Використовуючи (3.26) i (3.28), маємо

g(qz) = Czm (a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)

(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
×
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× H( z
b1

)H( z
b2

) . . . H( z
bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z)×

×H(qz
a1

)H(qz
a2

) . . . H( qz
ak

)Pm(q(−1)mz)

H(qz
b1

)H(qz
b2

) . . . H(qz
bl

)
.

Застосовуючи (2.3) i (3.22), можемо переписати g(qz) наступним чином

g(qz) = Czm (a1 − z)(a2 − z) . . . (ak − z)

(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
×

× H( z
b1

)H( z
b2

) . . . H( z
bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)Pm((−1)mz)
g(z)×

×
a1

a1−zH( z
a1

) a2

a2−zH( z
a2

) . . . ak

ak−zH( z
ak

)(− 1
(−1)mzP ((−1)mz))m

b1

b1−zH( z
b1

) b2

b2−zH( z
b2

) . . . bl

bl−zH( z
bl
)

=

=
a1a2 . . . ak

b1b2 . . . bl

(−1)m

(−1)m2 g(z).

Оскiльки парнiсть чисел m та m2 є однаковою, то враховуючи вибiр p

(у твердженнi теореми), з останньої рiвностi, отримуємо

g(qz) = C
a1a2 . . . ak

b1b2 . . . bl
g(z) = pg(z).

Таким чином, g(qz) = pg(z) для всiх z, крiм нулiв функцiй P ((−1)mz)),

H( z
ai

), H( z
bj

). Це означає, що g є p-локсодромною з мультиплiкатором

q. Теорема доведена.

Функцiя g, яка фiгурує у теоремах 3.2.1 та 3.2.2 є p-локсодромною.

А отже, з огляду на теорему 2.1.8, може бути вираженою через первин-

нi функцiї Шотткi-Кляйна. Це дає можливiсть описати вигляд розв’яз-

кiв рiвняння (3.27), використовуючи лише функцiї H та P. Для фор-

мулювання цього результату нам будуть потрiбнi такi зауваження i

лема.



84

Зауваження 3.2.3. Рiвнiсть (2.3) можна переписати у такому

виглядi

∀z ∈ C∗ : P

(
z

q

)
= −z

q
P (z).

Справдi, використовуючи (2.3), можемо записати P (z) = −zP (qz).

Покладемо qz = w. Тодi P

(
w

q

)
= −w

q
P (w).

Лема 3.2.4. Нехай c ∈ C∗. Тодi

∀z ∈ C∗ ∀k ∈ Z : zkP
(z

c

)
= (−1)kckq

k(k+1)
2 P

(
z

qkc

)
.

Д о в е д е н н я. Спочатку розглянемо k > 0. Використовуючи

зауваження 3.2.3, отримуємо

zkP
(z

c

)
=

z

c
P

(z

c

)
zk−1c = (−1)qP

(
z

qc

)
zk−1c =

=
z

qc
P

(
z

qc

)
zk−2c2(−1)q2 = (−1)qP

(
z

q2c

)
zk−2c2(−1)q2 =

= (−1)2zk−2c2qq2P

(
z

q2c

)
= · · · = (−1)kzk−kckqq2q3 . . . qkP

(
z

qkc

)
=

= (−1)kckq
k(k+1)

2 P

(
z

qkc

)
.

Подiбним чином для k < 0. Використовуючи формулу (2.3), маємо

zkP
(z

c

)
=

(
1

z

)−k

P
(z

c

)
=

c

z
P

(z

c

)(
1

z

)−k−1
1

c
=

= (−1)P
(qz

c

)(
1

z

)−k−1
1

c
= (−1)

c

qz
P

(qz

c

) (
1

z

)−k−2
1

c2q =

= (−1)2P

(
q2z

c

)(
1

z

)−k−2
1

c2q = · · · =

= (−1)kP

(
q−kz

c

)(
1

z

)−k−(−k)
1

c−k
qq2 . . . q−k−1 =

= (−1)kckq
k(k+1)

2 P

(
z

qkc

)
.

Випадок k = 0 тривiальний.
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Тепер використаємо теорему 2.1.8 (про зображення p-локсодром-

них функцiй). Нехай c1, c2, ..., cn i v1, v2..., vn є нулями i полюсами p-

локсодромної функцiї в кiльцi Aq(R), вiдповiдно, межа кiльця Aq(R)

не мiстить нi нулiв, нi полюсiв g ∈ Lqp. Як ми знаємо з теореми 2.1.7,

кiлькiсть нулiв p-локсодромної функцiї дорiвнює кiлькостi її полюсiв

(з урахуванням їх кратностей) у кожному такому кiльцi Aq(R). Тодi,

за теоремою 2.1.8,

g(z) = Kzν
P ( z

c1
)P ( z

c2
) · ... · P ( z

cn
)

P ( z
v1

)P ( z
v2

) · ... · P ( z
vn

)
, (3.29)

де
c1c2 . . . cn

v1v2 . . . vn
=

p

qν
, ν ∈ Z, (3.30)

i K – стала.

Застосовуючи лему 3.2.4 до зображення (3.29), отримаємо

g(z) = L
P ( z

qνc1
)P ( z

c2
) · ... · P ( z

cn
)

P ( z
v1

)P ( z
v2

) · ... · P ( z
vn

)
,

де

L = (−c1)
νq

ν(ν+1)
2 K.

Позначимо u1 = qνc1, u2 = c2, . . . , un = cn. Тепер перепишемо функцiю

g наступним чином

g(z) = L
P ( z

u1
)P ( z

u2
) · ... · P ( z

un
)

P ( z
v1

)P ( z
v2

) · ... · P ( z
vn

)
.

Використовуючи останнє зображення p-локсодромної функцiї g iз вра-

хуванням спiввiдношення (3.30), ми можемо переформулювати теоре-

му 3.2.2 у такому виглядi.
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Теорема 3.2.5. Нехай a1, a2, . . . , ak та b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що ai 6= bj для всiх

i, j, C – стала, m ∈ Z, u1, u2, . . . , un та v1, v2, . . . , vn – вiдмiннi вiд

нуля комплекснi числа, не обов’язково рiзнi, такi, що

C

k∏
j=1

aj

n∏
j=1

vj =
l∏

j=1

bj

n∏
j=1

uj,

m ∈ Z. Тодi кожен мероморфний в C∗ розв’язок рiвняння (3.27) має

вигляд

f(z) =
H( z

b1
)H( z

b2
) . . . H( z

bl
)

H( z
a1

)H( z
a2

) . . . H( z
ak

)

P ( z
u1

)P ( z
u2

) · ... · P ( z
un

)

P ( z
v1

)P ( z
v2

) · ... · P ( z
vn

)Pm((−1)mz)
.
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3.3. Рацiонально локсодромнi голоморфнi функцiї

Беручи до уваги доведенi вище результати, ми можемо очiкувати,

що голоморфнi в C∗ розв’язки рiвняння (3.27) iснуватимуть лише за

умови, що R(z) має наступний вигляд

R(z) =
M(z)

zm(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
,

де b1, b2, . . . , bl – вiдмiннi вiд 0 комплекснi числа, не обов’язково рiзнi,

deg M(z) = 0 i m > 0.

За таких умов, рiвняння (3.27) набуде вигляду

f(qz) =
M

zm(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
f(z), (3.31)

де z ∈ C∗, M = const.

Ми отримали наступнi теореми, якi описують голоморфнi в C∗

розв’язки (3.31).

Теорема 3.3.1. Голоморфна в C∗ функцiя

f(z) = Czν
l∏

i=1

H

(
z

bi

) m∏
j=1

P

(
z

cj

)
,

де ν ∈ Z\{0}, c1, c2, . . . cm – вiдмiннi вiд нуля комплекснi числа, не

обов’язково рiзнi, а C – стала, задовольняє рiвняння (3.31) з

M = (−1)mqν
l∏

i=1

bi

m∏

j=1

cj.

Д о в е д е н н я. Справдi, використовуючи (2.3) i (3.22), отриму-

ємо

f(qz) = Cqνzν
l∏

i=1

H

(
qz

bi

) m∏
j=1

P

(
qz

cj

)
=
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= Cqνzν
l∏

i=1

bi

bi − z
H

(
z

bi

) m∏
j=1

(
−cj

z
P

(
z

cj

))
=

=
M

l∏
i=1

(bi − z)

Czν
l∏

i=1

H

(
z

bi

)
P

(
z

cj

)
=

M

(b1 − z)(b2 − z) . . . (bl − z)
f(z),

що i треба було показати.

Теорема 3.3.2. Кожен голоморфний в C∗ розв’язок рiвнян-

ня (3.31) можна записати у виглядi f(z) = Czν
l∏

i=1
H

(
z

bi

)
m∏

j=1
P

(
z

cj

)
,

де C – стала, ν ∈ Z\{0}, c1, c2, . . . cm – вiдмiннi вiд нуля комплекснi

числа, не обов’язково рiзнi, такi що M = (−1)mqν
l∏

i=1
bi

m∏
j=1

cj.

Д о в е д е н н я. Нехай f є голоморфним в C∗ розв’язком (3.31).

З теореми 3.2.2 ми знаємо, що мероморфнi розв’язки (3.31) мають ви-

гляд

f(z) =
l∏

i=1

H

(
z

bi

)
Pm((−1)mz)g(z), (3.32)

де g ∈ Lqp, з p =
M

b1b2 . . . bl
. З цiєї множини розв’язкiв ми вибиратимемо

голоморфнi в C∗ функцiї. Можливi наступнi випадки.

1. Якщо g голоморфна, то f є добутком голоморфних функцiй,

тобто f буде голоморфним в C∗ розв’язком (3.31).

Зауважимо, що в даному випадку, за наслiдком 2.1.9, g(z) ≡ 0 або

iснує ν ∈ Z\{0} таке, що p =
M

b1b2 . . . bl
= qν i g(z) = Czν, де C – стала.

Iншими словами, f матиме вигляд

f(z) = CzνPm((−1)mz)
l∏

i=1

H

(
z

bi

)
,

причому в цьому випадку M = qν
l∏

i=1
bi = (−1)mqν

l∏
i=1

bi

m∏
j=1

(−1)m, оскiль-

ки (−1)m2+m = 1.
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2. Якщо g мероморфна i g має принаймнi один полюс вiдмiнний

вiд нулiв функцiй P ((−1)mz) та H

(
z

bi

)
, то очевидно, що f не буде

голоморфною.

3. Нехай g мероморфна i має принаймнi один полюс z0, який є

нулем функцiї H

(
z

bi

)
i не є нулем функцiї P ((−1)mz), тобто z0 6=

6= (−1)mqk, k ∈ Z. Ми маємо H

(
z

bi

)
= 0 ⇔ z = biq

−k, k ∈ N ∪ {0}.
Оскiльки g є p-локсодромною, то g також матиме полюси в точках

z = biq
k, k ∈ N. Для того щоб функцiя f була голоморфною в точцi

biq
k, k ∈ N, необхiдно щоб ця точка була нулем функцiї P ((−1)mz),

тобто {biq
k}k∈N ⊂ {(−1)mqn}n∈Z. Якщо m – парне, то bi = ql0, l0 ∈ Z,

тодi z0 = ql0+k, l0 ∈ Z, k ∈ N, тобто є нулем функцiї P (z), що супере-

чить припущенню. Аналогiчно, якщо m – непарне, то bi = −ql0, l0 ∈ Z,

тодi z0 = −ql0+k, l0 ∈ Z, k ∈ N, тобто є нулем функцiї P (−z), що су-

перечить припущенню.

4. Нехай g є мероморфною i має полюси лише в точках, якi є

нулями P, тобто g має полюси лише в точках z = (−1)mqk, k ∈ Z. Че-

рез lk позначимо кратнiсть кожного такого полюса g. Тодi необхiдною

умовою для отримання голоморфного розв’язку f є умова lk 6 m.

Використовуючи зображення (3.19) p-локсодромної функцiї i пiд-

ставляючи його в (3.32), отримаємо

f(z) = Czν
l∏

i=1

H

(
z

bi

)
Pm((−1)mz)

P ( z
c1

)P ( z
c2

) · ... · P ( z
cn

)

P ( z
d1

)P ( z
d2

) · ... · P ( z
dn

)
,

де C – стала, c1, c2, ..., cn та d1, d2..., dn – нулi та полюси p-локсодромної

функцiї g у кiльцi Aq(R) вiдповiдно (як ми вже знаємо з теореми 2.1.7,
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їх однакова кiлькiсть) i виконується умова

c1c2 . . . cn

d1d2 . . . dn
=

p

qν
, ν ∈ Z. (3.33)

Кожне кiльце Aq(R) мiстить лише одну точку з послiдовностi

{(−1)mqk}, k ∈ Z. Виберемо таке кiльце Aq(R), що мiстить полюси

d1 = d2 = · · · = dn = (−1)mq0 = (−1)m. Зауважимо, що n = l0, де l0 –

кратнiсть полюса в точцi z = (−1)m. Тодi

f(z) = Pm

(
(−1)mz

1

) l∏
i=1

H

(
z

bi

)
Czν

P

(
z

c1

)
P

(
z

c2

)
· ... · P

(
z

cl0

)

P l0

(
z

(−1)m

) ,

де
c1c2...cl0

(−1)ml0
=

p

qν
, ν ∈ Z. (3.34)

Оскiльки l0 6 m, то f – голоморфна. Позначивши cl0+1 = cl0+2 =

= ... = cm = (−1)m, отримуємо, що f можна подати у виглядi

f(z) = Czν
l∏

i=1

H

(
z

bi

) m∏
j=1

P

(
z

cj

)
,

де C – стала. При цьому, враховуючи (3.34), матимемо, що

M = (−1)mqν
l∏

i=1

bi

m∏
j=1

cj.

Доведення завершено.
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Висновки.

Роздiл 3 дисертацiї присвячений подальшому узагальненню лок-

содромних функцiй.

Основним результатом, який ми отримали є те, що ми розв’язали

функцiональне рiвняння

f(qz) = p(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1

у випадку, коли p(z) є рацiональною функцiєю. Цi розв’язки ми назва-

ли рацiонально-локсодромними функцiями.

Таким чином, пiдроздiл 3.1 мiстить допомiжнi результати, а у

пiдроздiлах 3.2 i 3.3 описано мероморфнi та голоморфнi рацiонально-

локсодромнi функцiї.

Про апробацiю результатiв роздiлу 3 свiдчать матерiали тез до-

повiдей [80], [17]. Дослiдження, проведенi у роздiлi 3, опублiкованi у

низцi статтей [19], [65], [66], [20].
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РОЗДIЛ 4

УЗАГАЛЬНЕННЯ ЕЛIПТИЧНИХ ФУНКЦIЙ

В даному роздiлi зроблено спробу узагальнити теорiю Вейєршт-

расса елiптичних функцiй. Введений клас функцiй названо квазi-елiп-

тичними функцiями.

У пiдроздiлi 4.1 показано нетривiальнiсть цього класу функцiй,

наведено їх елементарнi властивостi. Також в пiдроздiлi 4.1 для функ-

цiй з цього класу побудовано аналоги класичних ℘, σ i ζ-функцiй

Вейєрштрасса.

Альтернативне узагальнення елiптичних функцiй – модуль-елiп-

тичнi функцiї i їх зв’язок з квазi-елiптичними мiститься у пiдроздiлi

4.2.

Результати роздiлу 4 наведенi у [79], [64], [18], [67], [68], [81].



93

4.1. Квазi-елiптичнi функцiї та їх властивостi

Означення та приклад квазi-елiптичної функцiї

Означення 4.1.1. Нехай p = eiα, q = eiβ, де α, β ∈ R. Меро-

морфна в C функцiя g називається квазi-елiптичною, якщо iснують

ω1, ω2 ∈ C∗, Imω2

ω1
> 0, такi що для всiх u ∈ C

g(u + ω1) = pg(u), g(u + ω2) = qg(u). (4.1)

Через QE позначатимемо множину квазi-елiптичних функцiй.

Нехай ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z. Якщо f ∈ QE , то з означення

4.1.1 отримуємо

g(u + ω) = pmqng(u).

Очевидно, якщо p = 1 i q = 1 в означеннi 4.1.1, ми отримуємо

класичну елiптичну функцiю. Якщо p = 1 або q = 1 в означеннi 4.1.1,

ми отримуємо p-елiптичну функцiю. Якщо p = q в означеннi 4.1.1, ми

отримуємо так званi подвiйно p-елiптичнi функцiї, якi були розглянутi

автором у роботi [79]. Розглянемо одразу бiльш загальний випадок.

Зауваження 4.1.2. Зауважимо, що є один особливий випадок,

коли iз означення 4.1.1 ми все ще отримуємо елiптичну функцiю.

А саме, якщо p = eiα, q = eiβ, де α, β ∈ 2πQ. Тодi

f(u + lω1) = f(u), f(u + lω2) = f(u),

де l – найменший спiльний знаменник для
α

2π
i

β

2π
.

Справдi, якщо α = 2π
a

b
, використовуючи означення 4.1.1, отри-

муємо

f(u + lω1) = f(u + (l − 1)ω1)e
i2π a

b = · · · = f(u)ei2π al
b = f(u).
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Аналогiчний результат отримаємо i для β.

Зауваження 4.1.3. Клас QE непорожнiй.

Наприклад, розглянемо функцiю

f(u) =
∑

ω 6=0

eimαeinβ

(u− ω)3 , ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z. (4.2)

Нехай K – довiльна компактна пiдмножина з C. Оскiльки ( [53], [10])

∑

ω 6=0

1

|ω|3 < +∞, (4.3)

то ряд в правiй частинi (4.2) або принаймнi його залишок, є рiвномiрно

збiжний на множинi K. А отже, його сума є мероморфною функцiєю

на K. Таким чином, можна зробити висновок, що f(u) мероморфна в

C i для довiльного u ∈ C виконується

f(u + ω1) = eiα
∑

m,n∈Z

ei(m−1)αeinβ

(u− (m− 1)ω1 − nω2)3 = eiαf(u).

Аналогiчно, для довiльного u ∈ C, ми маємо f(u + ω2) = eiβf(u).
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Властивостi квазi-елiптичних функцiй

Ми використовуємо тут поняття паралелограма перiодiв, наведене

у роздiлi 1.

Теорема 4.1.4. Кожна голоморфна квазi-елiптична функцiя є

сталою.

Д о в е д е н н я. Справдi, якщо функцiя f ∈ QE не має полю-

сiв, то |f(u)| 6 C < ∞ в паралелограмi перiодiв
∏

(u0) [10]. За тео-

ремою 1.1.1, для довiльних значень u отримуємо, що |f(u)| набуває в

усiх iнших паралелограмах перiодiв тих самих значень, що i в парале-

лограмi
∏

(u0). Тобто, для всiх u ∈ C : |f(u)| 6 C < ∞. За теоремою

Лiувiлля, цiла функцiя, обмежена у всiй комплекснiй площинi, є ста-

лою.

Теорема 4.1.5. Нехай f ∈ QE . Тодi кiлькiсть нулiв функцiї f

дорiвнює кiлькостi її полюсiв (з урахуванням кратностi) в кожному

паралелограмi перiодiв
∏

(u0).

Д о в е д е н н я. Припустимо, що межа паралелограма
∏

(u0) не

мiстить нi нулiв, нi полюсiв функцiї f ∈ QE . Нехай N - кiлькiсть нулiв

f, а P кiлькiсть полюсiв f (кожен нуль i полюс рахуємо стiльки разiв,

яка його кратнiсть).

Згiдно з принципом аргументу,

N − P =
1

2πi

∫

∂
∏

(u0)

f ′(z)

f(z)
dz.
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Обчислимо останнiй iнтеграл
∫

∂
∏

(u0)

f ′(z)

f(z)
dz =

=

u0+ω1∫

u0

f ′(z)

f(z)
dz +

u0+ω1+ω2∫

u0+ω1

f ′(z)

f(z)
dz +

u0+ω2∫

u0+ω1+ω2

f ′(z)

f(z)
dz +

u0∫

u0+ω2

f ′(z)

f(z)
dz.

Зробимо замiни u = t+ω1, u = t+ω2, у другому i третьому iнтегалах,

вiдповiдно. Тодi, ∫

∂
∏

(u0)

f ′(z)

f(z)
dz =

=

u0+ω1∫

u0

f ′(z)

f(z)
dz +

u0+ω2∫

u0

f ′(t + ω1)

f(t + ω1)
dt +

u0∫

u0+ω1

f ′(t + ω2)

f(t + ω2)
dt +

u0∫

u0+ω2

f ′(z)

f(z)
dz.

Оскiльки функцiя f ∈ QE , то f ′ ∈ QE з тими ж p i q, що i f.

Використовуючи цей факт, i групуючи перший iнтеграл з третiм, а

другий з четвертим, отримуємо, що
∫

∂
∏

(u0)

f ′(z)

f(z)
dz = 0.

Отже N = P. Теорему доведено.
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Побудова узагальненої ℘-функцiї Вейєрштрасса

Нехай p = eiα, q = eiβ. Розглянемо функцiю

Gαβ(u) =
1

u2 +
∑

ω 6=0

(
1

(u− ω)2 −
1

ω2

)
ei(mα+nβ), (4.4)

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z. З огляду на

спiввiдношення (4.3), аналогiчно як у випадку ряду 4.2, ми бачимо,

що Gαβ є мероморфною функцiєю в C.

Очевидно, G00 дорiвнює ℘-функцiї Вейєрштрасса.

Розглядаємо випадок α 6= 0 mod 2π i β 6= 0 mod 2π, тобто p 6= 1

i q 6= 1.

Теорема 4.1.6. Функцiя

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ,

де

Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)

eiα − 1
=

Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)

eiβ − 1

належить до класу QE з p = eiα, q = eiβ.

Д о в е д е н н я. Розглянемо функцiю Gαβ. Покажемо, що iснує

єдина стала Cαβ така, що функцiя (Gαβ(u) + Cαβ) ∈ QE , тобто

Gαβ(u + ω1) + Cαβ = eiα(Gαβ(u) + Cαβ),

Gαβ(u + ω2) + Cαβ = eiβ(Gαβ(u) + Cαβ).

Тобто функцiя Gαβ + Cαβ повинна бути мультиплiкативно p-перiодич-

ною за перiодом ω1 i мультиплiкативно q-перiодичною за перiодом ω2.
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Розглянемо похiдну функцiї Gαβ

G′
αβ(u) = −2

∑
ω=mω1+nω2

m,n∈Z

ei(mα+nβ)

(u− ω)3 .

Тодi

G′
αβ(u + ω1) = −2

∑

m,n∈Z

ei(mα+nβ)

(u + ω1 −mω1 − nω2)3 =

= −2
∑

m,n∈Z

ei(mα+nβ)

(u− (m− 1)ω1 − nω2)3 =

= −2eiα
∑

m,n∈Z

ei((m−1)α+nβ)

(u− (m− 1)ω1 − nω2)3 = eiαG′
αβ(u).

Таким чином, ми отримали

G′
αβ(u + ω1)− eiαG′

αβ(u) = 0. (4.5)

Зауважимо, що функцiя (Gαβ +C) задовольняє рiвнiсть (4.5) для

всiх C ∈ C. Покладемо

C = Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)

eiα − 1
. (4.6)

Iнтегруючи рiвнiсть (4.5), маємо

Gαβ(u + ω1) + Cαβ − eiα
(
Gαβ(u) + Cαβ

)
= A, (4.7)

де A – стала. Покладемо в (4.7) u = −ω1

2 , тодi

Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)
+ (1− eiα)Cαβ = A.

Беручи до уваги вибiр сталої Cαβ, яка визначена формулою (4.6), ро-

бимо висновок, що A = 0. Отже,

Gαβ(u + ω1) + Cαβ = eiα
(
Gαβ(u) + Cαβ

)
, (4.8)
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тобто, ми показали, що
(
Gαβ+Cαβ

)
є мультиплiкативно p-перiодичною

за перiодом ω1.

Залишилося довести єдинiсть сталої Cαβ. Припустимо, що iснує

стала C, вiдмiнна вiд Cαβ така, що функцiя
(
Gαβ + C

)
також є муль-

типлiкативно p-перiодичною за перiодом ω1. Тодi, ми матимемо

Gαβ(u + ω1) + C = eiα
(
Gαβ(u) + C

)
.

Вiднiмаючи вiд останньої рiвностi рiвнiсть (4.8), отримуємо

C − Cαβ = eiα
(
C − Cαβ

)
.

Оскiльки α 6= 0 mod 2π, то C = Cαβ.

Аналогiчно, для перiоду ω2, маємо

Gαβ(u + ω2) + Cαβ = eiβ
(
Gαβ(u) + Cαβ

)
+ B, (4.9)

де B – деяка стала. Знайдемо B. Розглянемо Gαβ(u+ω1+ω2) i викорис-

таємо послiдовно рiвностi (4.8) та (4.9) в рiзному порядку. В першому

випадку отримуємо

Gαβ(u + ω1 + ω2) + Cαβ
(4.9)
= eiβ(Gαβ(u + ω1) + Cαβ) + B

(4.8)
=

= eiβ(eiα(Gαβ(u) + Cαβ)) + B = ei(α+β)(Gαβ(u) + Cαβ) + B.

А в другому, маємо

Gαβ(u + ω1 + ω2) + Cαβ
(4.8)
= eiα(Gαβ(u + ω2) + Cαβ)

(4.9)
=

= eiα(eiβ(Gαβ(u) + Cαβ) + B) = ei(α+β)(Gαβ(u) + Cαβ) + Beiα.

Прирiвнюючи правi частини цих рiвностей, бачимо що B = Beiα. По-

заяк α 6= 0 mod 2π, то з останньої рiвностi випливає, що B = 0.

Звiдси,

Gαβ(u + ω2) + Cαβ = eiβ
(
Gαβ(u) + Cαβ

)
.
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Отже, функцiя Gαβ є мультиплiкативно p-перiодичною за перiодом ω1

i мультиплiкативно q-перiодичною за перiодом ω2.

Легко бачити, що сталу Cαβ можна також виразити у виглядi

Cαβ =
Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)

eiβ − 1
.

Означення 4.1.7. Нехай α 6= 0 mod 2π, β 6= 0 mod 2π. Функ-

цiя

℘αβ(u) = Gαβ(u) + Cαβ =
1

u2 +
∑

ω 6=0

(
1

(u− ω)2 −
1

ω2

)
ei(mα+nβ) + Cαβ,

де

Cαβ =
Gαβ

(ω1

2

)
− eiαGαβ

(
−ω1

2

)

eiα − 1
=

Gαβ

(ω2

2

)
− eiβGαβ

(
−ω2

2

)

eiβ − 1

називається узагальненою ℘-функцiєю Вейєрштрасса.

Зауваження 4.1.8. Для повноти, зауважимо, що у випадку

α = β = 0 mod 2π, ми визначимо C00 = 0. Тодi ℘00 = ℘.
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Узагальненi ζ та σ-функцiї Вейєрштрасса

Розглянемо функцiю

ζαβ(u) =
1

u
+

∑

ω 6=0

(
1

u− ω
+

1

ω
+

u

ω2

)
ei(mα+nβ),

де ω1, ω2 ∈ C, Imω2

ω1
> 0, ω = mω1 + nω2, m2 + n2 6= 0, m, n ∈ Z.

Диференцiюючи ζαβ, бачимо, що Gαβ(u) = −ζ ′αβ(u). Звiдси,

℘αβ(u) = −ζ ′αβ(u) + Cαβ.

Остання рiвнiсть є аналогом рiвностi (1.1) для класичних елiптич-

них функцiй.

Позначимо

χmn(u) =

(
1

u− ω
+

1

ω
+

u

ω2

)
, m2 + n2 6= 0,

та

χ00(u) =
1

u
.

Тодi можемо переписати функцiю ζαβ у виглядi

ζαβ(u) =
∑

m,n∈Z
ei(mα+nβ)χmn(u). (4.10)

Варто зауважити, що ζ00 спiвпадає з класичною ζ-функцiєю Вей-

єрштрасса.

Через A∗ позначимо комплексну площину C з радiальними розрi-

зами вiд ω до ∞. Iнтегруючи χmn та χ00 вздовж довiльного шляху в

A∗ який з’єднує точки 0 i u, отримуємо

u∫

0

χmn(t)dt = log
(
1− u

ω

)
+

u

ω
+

u2

2ω2 , m2 + n2 6= 0 (4.11)
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та
u∫

0

χ00(t)dt = log u. (4.12)

Розглянемо цiлi функцiї

σmn(u) =
(
1− u

ω

)
e

u
ω + u2

2ω2 , m2 + n2 6= 0,

i покладемо

σ00(u) = u.

Використовуючи цi функцiї, перепишемо (4.11) у виглядi

u∫

0

χmn(t)dt = log σmn(u), m, n ∈ Z.

Диференцiюючи останню рiвнiсть, i використовуючи означення χ00 та

σ00, маємо

∀m,n ∈ Z : χmn(u) =
σ′mn(u)

σmn(u)
.

З огляду на останнє зображення χmn, перепишемо (4.10) наступним

чином

ζαβ(u) =
∑

m,n∈Z
ei(mα+nβ)σ

′
mn(u)

σmn(u)
.

Немає жодних сумнiвiв, що останнє спiввiдношення є аналогом фор-

мули (1.2). Так само, маємо,

℘αβ(u) = Cαβ +
∑

m,n∈Z
ei(mα+nβ) (σ

′
mn(u))2 − σ′′mn(u)σmn(u)

σ2
mn(u)

.

Ця рiвнiсть також є аналогом вiдомої рiвностi (1.3).

Варто зазначити, що якщо розглядати добуток
∏

m,n∈Z
σmn(u), то

отримаємо класичну σ-функцiю Вейєрштрасса.
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Зв’язок мiж

p-локсодромними та квазi-елiптичними функцiями

Нехай a1 = e2πi
ω2
ω1 , a2 = e2πi

ω1
ω2 i f1 ∈ La1q, f2 ∈ La2p. Iншими

словами,

f1(a1z) = f1(e
2πi

ω2
ω1 z) = qf1(z), (4.13)

f2(a2z) = f2(e
2πi

ω1
ω2 z) = pf2(z). (4.14)

Визначимо

g(u) := f1(e
2πi u

ω1 )f2(e
2πi u

ω2 ).

Тодi g ∈ QE . Справдi,

g(u + ω1) = f1

(
e2πi u

ω1

)
f2

(
e2πi u

ω2 e2πi
ω1
ω2

)
(4.14)
= f1

(
e2πi u

ω1

)
f2

(
a2e

2πi u
ω2

)
=

= pf1(e
2πi u

ω1 )f2(e
2πi u

ω2 ) = pg(u),

i

g(u + ω2) = f1

(
e2πi u

ω1 e2πi
ω2
ω1

)
f2

(
e2πi u

ω2

)
(4.13)
= f1

(
a1e

2πi u
ω1

)
f2

(
e2πi u

ω2

)
=

= qf1(e
2πi u

ω1 )f2(e
2πi u

ω2 ) = qg(u).

Навпаки, нехай g ∈ QE , p = 1, q 6= 1, тобто

g(u + ω1) = g(u), g(u + ω2) = qg(u).

Позначимо

f(z) := g
( ω1

2iπ
log z

)
.

Функцiя f є коректно визначеною, оскiльки g є перiодичною з перiо-

дом ω1, а тому замiна log z на log z+2πik не змiнює значення функцiї g

в правiй частинi останньої рiвностi. Iншими словами, ми маємо компо-

зицiю багатозначного i однозначного вiдображень, яка є однозначною
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функцiєю. Тодi, якщо ми покладемо a = e2πi
ω2
ω1 , Imω2

ω1
> 0, то отрима-

ємо

f(az) = g
( ω1

2iπ
log(az)

)
= g

(
ω2 +

ω1

2iπ
log z

)
=

= qg
( ω1

2iπ
log z

)
= qf(z).

Отже, f ∈ Laq. Випадок p 6= 1, q = 1 подiбний. Покладемо

f(z) := g
( ω2

2iπ
log z

)

i a = e2πi
ω1
ω2 . Тодi f ∈ Lap. Дiйсно,

f(az) = g
( ω2

2iπ
log(az)

)
= g

(
ω1 +

ω2

2iπ
log z

)
=

= pg
( ω2

2iπ
log z

)
= pf(z).

У випадку p 6= 1, q 6= 1 функцiї g
(

ωk

2iπ log z
)
багатозначнi, k = 1, 2.
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Диференцiальне рiвняння

для узагальненої ℘-функцiї Вейєрштрасса

Перейдемо тепер до виведення диференцiального рiвняння для

узагальненої ℘-функцiї Вейєрштрасса.

Вiдомо [53], що в достатньо малому околi точки u = 0

1

(u− ω)2 = −
(

1

u− ω

)′
=

= −
(
− 1

ω

+∞∑

k=0

(u

ω

)k
)′

=
1

ω

+∞∑

k=1

kuk−1

ωk
,

де ω = mω1 + nω2, m, n ∈ Z\{0}. Тодi,

1

(u− ω)2 −
1

ω2 =
2u

ω3 +
3u2

ω4 +
4u3

ω5 + · · · =
+∞∑

k=2

kuk−1

ωk+1 ,

де ω = mω1 +nω2, m, n ∈ Z\{0}. Звiдси, отримуємо, що в околi точки

u = 0 функцiя ℘αβ(u) має вигляд

℘αβ(u) =
1

u2 + Cαβ +
∑

ω 6=0

+∞∑

k=2

kuk−1

ωk+1 ei(mα+nβ).

Також можна записати останнiй вираз у такiй формi

℘αβ(u) =
1

u2 + Cαβ +
+∞∑

k=2

kuk−1
∑

ω 6=0

ei(mα+nβ)

ωk+1 .

Для скорочення записiв, позначимо

Ak = Ak(α, β) =
∑

ω 6=0

ei(mα+nβ)

ωk+1 , k = 2, 3, . . .

З врахуванням цих позначень, перепишемо ℘αβ наступним чином

℘αβ(u) =
1

u2 + Cαβ +
+∞∑

k=2

Akkuk−1. (4.15)
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Тодi,

℘′αβ(u) = − 2

u3 +
+∞∑

k=2

Akk(k − 1)uk−2,

i

℘′2αβ(u) =
4

u6 −
4

u6

+∞∑

k=2

Akk(k − 1)uk−2 +

(
+∞∑

k=2

Akk(k − 1)uk−2

)2

=

=
4

u6 −
8A2

u3 − 24A3

u2 − 48A4

u
− 4

u3

+∞∑

k=5

Akk(k − 1)uk−2+

+

(
+∞∑

k=2

Akk(k − 1)uk−2

)2

.

Також нам потрiбнi розвинення ℘2
αβ(u) та ℘3

αβ(u). З рiвностi (4.15)

отримуємо

℘2
αβ(u) =

1

u4 + C2
αβ +

(
+∞∑

k=2

Akkuk−1

)2

+

+
2Cαβ

u2 +
2

u2

+∞∑

k=2

Akkuk−1 + 2Cαβ

+∞∑

k=2

Akkuk−1 =

=
1

u4 +
2Cαβ

u2 +
4A2

u
+ C2

αβ +

(
+∞∑

k=2

Akkuk−1

)2

+

+
2

u2

+∞∑

k=3

Akkuk−1 + 2Cαβ

+∞∑

k=2

Akkuk−1.

Подiбно, для ℘3
αβ маємо

℘3
αβ(u) =

1

u6 +
3Cαβ

u4 +
6A2

u3 + (9A3 + 3C2
αβ)

1

u2+

+(12A4 + 12A2Cαβ)
1

u
+

3

u4

+∞∑

k=5

Akkuk−1+

+(3Cαβ +
1

u2 )

(
+∞∑

k=2

Akkuk−1

)2

+ C3
αβ +

(
+∞∑

k=2

Akkuk−1

)3

+
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+(3C2
αβ +

4A2

u
)

+∞∑

k=2

Akkuk−1 +
6Cαβ

u2

+∞∑

k=3

Akkuk−1+

+
2

u2

+∞∑

k=2

Akkuk−1
+∞∑

k=3

Akkuk−1.

З огляду на цi розвинення, можемо записати

℘′2αβ(u)− 4℘3
αβ(u) + 12Cαβ℘

2
αβ(u)− 16A2℘

′
αβ(u)+

+(60A3 + 12C2
αβ − 24Cαβ)℘αβ(u) =

= (48A2 − 96A4 − 48A2Cαβ)
1

u
+ H(u),

де H – цiла функцiя вигляду

H(u) = 2A2(1− 16A2)− 140A5 + 8C3
αβ − 24C2

αβ + 60A3Cαβ+

+
+∞∑

k=1

{(1− 16A2)Ak+2(k + 2)(k + 1)− 4Ak+5(k + 7)(k + 5)}uk−

−4

(
+∞∑

k=1

Ak+1(k + 1)uk

)3

− 4

u2

(
+∞∑

k=1

Ak+1(k + 1)uk

)2

+

+

(
60A3 − 16A2

u
− 8

+∞∑

k=0

Ak+3(k + 3)uk − 4C3
αβ + 36C2

αβ − 24C2
αβ

)
×

×
+∞∑

k=1

Ak+1(k + 1)uk.

Отже, узагальнена ℘-функцiя Вейєрштрасса ℘αβ задовольняє ди-

ференцiальне рiвняння

℘′2αβ(u) = 4℘3
αβ(u)− 12Cαβ℘

2
αβ(u) + 16A2℘

′
αβ(u)−

−(60A3 + 12C2
αβ − 24Cαβ)℘αβ(u)+

+(48A2 − 96A4 − 48A2Cαβ)
1

u
+ H(u), (4.16)

де H – цiла функцiя, задана рiвнiстю (4.1).
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Зв’язок мiж

диференцiальними рiвняннями для ℘αβ та ℘

Розглянемо випадок α = β = 0 mod 2π. Оскiльки C00 = 0,

A2k(0, 0) =
∑
ω 6=0

1
ω2k+1 = 0 для k ∈ N, i A3(0, 0) =

g2

60
, тодi рiвняння

(4.16) набуде вигляду

℘′2(u) = 4℘3(u)− g2℘(u) + H(u), (4.17)

чи

℘′2(u)− 4℘3(u) + g2℘(u) = H(u), (4.18)

Функцiя у лiвiй частинi рiвностi (4.18) є елiптичною. Позаяк H є

голоморфною функцiєю, то за теоремою 4.1.4, H є сталою. Отже,

H(u) = H(0) для всiх u. Покладемо u = 0 в спiввiдношення (4.1),

отримуємо H(0) = −140A5 = −g3. Таким чином, можемо записати

рiвняння (4.17) у виглядi

℘′2(u) = 4℘3(u)− g2℘(u)− g3.

А останнє рiвняння є класичним рiвнянням для ℘-функцiї Вейєршт-

расса. Отже, як бачимо, диференцiальне рiвняння для ℘αβ є узагаль-

ненням диференцiального рiвняння для ℘-функцiї Вейєрштрасса, тоб-

то вiдомого класичного випадку.
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4.2. Модуль-елiптичнi функцiї

Означення 4.2.1. Мероморфна в C функцiя f називається мо-

дуль-елiптичною, якщо iснують ω1, ω2 ∈ C∗, такi що Imω2

ω1
> 0 i для

всiх u ∈ C

|f(u + ω1)| = |f(u)|, |f(u + ω2)| = |f(u)|.

Це означення було введене ще А. Кондратюком [58]. Клас модуль-

елiптичних функцiй позначатимемо символом |E|.
Множину квазi-елiптичних функцiй з p = eiα, q = eiβ тепер по-

значатимемо QEαβ. Тобто, якщо g ∈ QEαβ, то для всiх u ∈ C

g(u + ω1) = eiαg(u), g(u + ω2) = eiβg(u). (4.19)

Має мiсце наступна теорема про зв’язок мiж класами квазi-елiп-

тичних та модуль-елiптичних функцiй.

Теорема 4.2.2.
⋃

α∈R,β∈R
QEαβ = |E|.

Д о в е д е н н я. Нехай f ∈ QEαβ. Тодi, з рiвностi (4.19), маємо

|f(u + ω1)| = |eiαf(u)| = |f(u)|,

|f(u + ω2)| = |eiβf(u)| = |f(u)|.

Отже, f ∈ |E|.
Тепер, навпаки, нехай f ∈ |E|. Iншими словами, для всiх u ∈ C є

правильними рiвностi

|f(u + ω1)| = |f(u)|, |f(u + ω2)| = |f(u)|.

Розглянемо першу з них

|f(u + ω1)| = |f(u)|, u ∈ C. (4.20)
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Якщо f(u) 6= 0 i f(u) 6= ∞, ми можемо подiлити (4.20) на |f(u)|,
∣∣∣∣
f(u + ω1)

f(u)

∣∣∣∣ = 1. (4.21)

Позначимо

g(u) =
f(u + ω1)

f(u)
. (4.22)

Функцiя g – мероморфна в C. Iз рiвностi (4.22) та означення 4.2.1 ви-

пливає, що функцiя g – голоморфна в C за винятком множини нулiв i

полюсiв функцiї f. Оскiльки функцiя g є обмеженою, цi точки є усув-

ними, i з рiвностi (4.21) маємо

∀u ∈ C : |g(u)| = 1.

За теоремою Лiувiлля, функцiя g є сталою. Тодi, з останньої рiвностi

випливає, що iснує α ∈ R, таке, що g(u) = eiα. Це означає

∀u ∈ C : f(u + ω1) = eiαf(u).

Подiбним чином, як вище, можна показати, що iснує β ∈ R таке, що

∀u ∈ C : f(u + ω2) = eiβf(u).

Звiдси, f ∈ QEαβ, а, отже, f належить
⋃

α∈R,β∈R
QEαβ.
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Висновки.

Основними об’єктами, якi вивчаються у роздiлi 4 є квазi-елiптичнi

та модуль-елiптичнi функцiї.

В пiдроздiлi 4.1 висвiтлено основнi аспекти теорiї квазi-елiптичних

функцiй, зокрема, показано, що квазi-елiптичнi функцiї, насправдi,

є узагальненням елiптичних, доведено теореми про кiлькiсть нулiв

та полюсiв квазi-елiптичної функцiї, про вигляд голоморфної квазi-

елiптичної функцiї, побудовано аналоги вiдомих ℘, σ та ζ-функцiй

Вейєрштрасса в теорiї квазi-елiптичних функцiй.

У пiдроздiлi 4.2 запропоновано альтернативне узагальнення елiп-

тичних функцiй – так званi модуль-елiптичнi функцiї i доведено тео-

рему про зв’язок мiж класами квазi-елiптичних та модуль-елiптичних

функцiй.

Результати цього роздiлу опублiкованi в статтях [79], [67], [68] i

тезах доповiдей [64], [18], [81].
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ВИСНОВКИ

У роздiлi 1 проведено огляд лiтератури за тематикою дисертацiї,

а також подано огляд основних отриманих результатiв.

Завдання, що розв’язанi в роздiлi 2 дисертацiї

– знайдено та описано всi мероморфнi розв’язки функцiональ-

ного рiвняння f(qz) = pf(z), q, p ∈ C∗, |q| < 1, якi ми нази-

ваємо p-локсодромними функцiями;

– описано найпростiшi властивостi p-локсодромних функцiй;

– доведено критерiй p-локсодромностi;

– отримано зображення голоморфної p-локсодромної функцiї;

– доведено теорему про спiввiдношення мiж кiлькостями нулiв

та полюсiв p-локсодромної функцiї;

– дослiджено розташування нулiв та полюсiв p-локсодромної

функцiї та показано, що нулi та полюси p-локсодромної функ-

цiї у випадку недодатного q лежать на логарифмiчнiй спiралi,

отримано зображення цiєї логарифмiчної спiралi;

– доведено Жюлiа винятковiсть p-локсодромних функцiй;

– зроблено порiвняльний аналiз та окреслено основнi вiдмiн-

ностi мiж класичними локсодромними та p-локсодромними

функцiями;

– встановлено зв’язок мiж p-локсодромними та модуль-локсо-

дромними функцiями, а також мiж p-локсодромними та p-

елiптичними функцiями.

Основним результатом роздiлу 3 є те, що автором знайдено i опи-

сано всi мероморфнi та голоморфнi розв’язки функцiонального рiвнян-
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ня f(qz) = R(z)f(z), q ∈ C∗, |q| < 1, де R – рацiональна функцiя.

Роздiл 4 присвячений узагальненню теорiї елiптичних функцiй

К. Вейєрштрасса. В цьому роздiлi:

– введено клас квазi-елiптичних функцiй;

– показано нетривiальнiсть класу квазi-елiптичних функцiй;

– для функцiй з цього класу отримано аналоги деяких кла-

сичних теорем теорiї елiптичних функцiй;

– побудовано квазi-елiптичну функцiю Вейєрштрасса – ℘αβ, яка

є безпосереднiм узагальненням класичного випадку;

– знайдено аналоги ζ та σ-функцiй Вейєрштрасса для класу

квазi-елiптичних функцiй;

– показано зв’язок та спiввiдношення мiж узагальненими

функцiями Вейєрштрасса ℘αβ, ζαβ та σmn;

– встановлено зв’язок мiж квазi-елiптичними та p-локсодромни-

ми функцiями, а також мiж квазi-елiптичними та модуль-

елiптичними функцiями, якi є ще одним альтернативним уза-

гальненням елiптичних функцiй.
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ques. 2: 147188. Available at Gallica (1837).

83. Marcotte, J., Salomone, M.: Loxodromic Spirals in M. C. Escher’s

Sphere Surface. Journal of Humanistic Mathematics. 4, Issue 2, 25-

46 (2014). doi.10.5642/jhummath.201402.04

84. Masser, D.: Elliptic functions and transcendence. Springer-Verlag,

Berlin (1975).
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