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АНОТАЦIЯ

Стельмащук В. В. Аналiз узагальнених задач термоп’єзоелектрики та
проекцiйно-сiтковi схеми їх розв’язування. – На правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математи-
чних наук за спецiальнiстю 01.01.07 – обчислювальна математика. – Львiв-
ський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2018.

Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню i розвитку чисельних
схем МСЕ для задач класичної та узагальненої термоп’єзоелектрики. Для
задачi про вимушенi коливання пiроелектрика у випадку класичної моделi
побудовано h-адаптивну схему МСЕ. Для задачi про вимушенi коливан-
ня пiроелектрика у випадках узагальнених моделей термоп’єзоелектрики
Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея доведено коректнiсть вiдповiдних варi-
ацiйних задач, на основi МСЕ розроблено чисельнi схеми їх розв’язування
та проведено аналiз стiйкостi та збiжностi цих схем. Для задачi нестацiо-
нарної термоп’єзоелектрики у випадках узагальнених моделей термоп’є-
зоелектрики Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея доведено коректнiсть вiд-
повiдних варiацiйних задач, на основi МСЕ та однокрокової рекурентної
схеми розроблено чисельнi схеми їх розв’язування. Розроблено програмнi
засоби, з допомогою яких проведено ряд числових експериментiв, якi пiд-
тверджують правильнiсть теоретичних дослiджень та демонструють ефе-
ктивнiсть розроблених методiв. Зроблено порiвняння результати деяких
експериментiв з результатами, що отримали iншi дослiдники.

Ключовi слова: задачi класичної та узагальненої термоп’єзоелектри-
ки, модель Лорда-Шульмана, модель Грiна-Лiндсея, варiацiйнi задачi, ме-
тод скiнченних елементiв, метод Гальоркiна, h-адаптивна схема, однокро-
кова рекурентна схема.

Stelmashchuk V. V. Analysis of generalized thermopiezoelectricity problems
and projection-mesh schemes for their solution. – On the rights of manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sci-
ences degree on the speciality 01.01.07 – Computational mathematics. – Ivan
Franko National University of Lviv, Lviv, 2018.

The thesis is devoted to investigation and development of numerical FEM-



based schemes for problems of classical and generalized thermopiezoelectrici-
ty. For problem of forced harmonic vibrations of pyroelectric h-adaptive FEM
scheme has been built. For problem of forced harmonic vibrations of pyroelectric
in cases of generalized Lord-Shulman and Green-Lindsay thermopiezoelectrici-
ty models the well-posedness of the corresponding variational problems has
been proved. Based on FEM, the numerical schemes for their solution have
been constructed and the analysis of these schemes robustness and convergence
has been performed. For non-stationary thermopiezoelectricity problem in cases
of generalized Lord-Shulman and Green-Lindsay thermopiezoelectricity models
the well-posedness of the corresponding variational problems has been proved
too. Based on FEM and one step recurrent scheme, the numerical schemes
for their solution have been constructed. The corresponding software has been
implemented, by means of which the series of numerical experiments has been
conducted, which confirm the correctness of theoretical research and demonstrate
the effectiveness of constructed numerical methods. The results of some numeri-
cal experiments have been compared to the ones of other researchers.

Key words: classical and generalized thermopiezoelectricity problems,
Lord-Shulman model, Green-Lindsay model, variational problems, finite element
method, Galerkin method, h-adaptive scheme, one step recurrent scheme.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. П’єзоелектричнi та пiроелектричнi матерiали все
ширше застосовуються в сучасних технiчних пристроях. Явище прямого
п’єзоефекту використовується для побудови таких приладiв як: вимiрюва-
чi тиску, вiбрацiй, датчики механiчних напружень, датчики деформацiй та
прискорення та iншi сенсори. На основi явища оберненого п’єзоефекту по-
будованi рiзноманiтнi актуатори (прилади, що передають дiю з керуючого
пристрою на об’єкт керування). Найважливiшими застосуваннями пiроеле-
ктричного ефекту є детектори iнфрачервоної радiацiї, термографiя (тепло-
вiзори) та пiроелектричнi телевiзiйнi трубки. Вищезгаданi факти зумовлю-
ють актуальнiсть комп’ютерного моделювання поведiнки п’єзоелектричних
та пiроелектричних матерiалiв.

Вперше математична модель взаємодiї механiчного, електричного та
теплового полiв у пiроелектрику була сформульована в працях R.D Mi-
ndlin. Подальше теоретичне дослiдження цiєї моделi здiйснив W. Nowacki.
Iншi вченi розробляли свої дещо модифiкованi моделi термоп’єзоелектри-
ки, в цьому зв’язку варто згадати роботи H. Tiersten та R.A. Toupin. Bа-
гомий внесок у розвиток математичних моделей термоп’єзоелектрики та
методiв, що застосовуються для їх розв’язування, здiйснили такi вченi як
В.Т. Грiнченко, О.Ю. Жарiй, В.Г. Карнаухов, М.Р. Короткiна, Б.А. Ку-
дрявцев, В.З. Партон, А.Ф. Улiтко, Г.А. Шинкаренко, Н.А. Шульга, Ф.В. Ча-
бан, F. Ashida, T.R. Tauchert, J. Yang.

У дисертацiї Ф.В. Чабана описана розроблена ним адаптивна схема
МСЕ для задачi про вимушенi гармонiйнi коливання п’єзоелектрикiв. Акту-
альною є побудова подiбних схем для розв’язування задач термоп’єзоеле-
ктрики, адже, використовуючи їх, ми можемо наперед гарантувати то-
чнiсть отриманого чисельного розв’язку.

Основним недолiком класичної моделi термоп’єзоелектрики є припу-
щення про нескiнченну швидкiсть поширення тепла в матерiалi, що не є
правильним з фiзичної точки зору. Способи обiйти цю проблему були засто-
сованi у роботах C. Cattaneo, P. Vernotte, H. Lord & Y. Shulman, A.E. Green
& K.A. Lindsay, Я.С. Пiдстригача.До задач термоп’єзоелектрики вперше
такi пiдходи застосував S. Kaliski, а далi G. Lebon, D.S. Chandrasekharaiah.
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Зрештою, було розроблено багато iнших моделей термопружностi та тер-
моп’єзоелектрики, якi враховують скiнченну швидкiсть поширення тепла,
зокрема, Green-Naghdi, Chandrasekharaiah-Tzou, Hetnarski-Ignaczak. Такi
моделi називають узагальненими моделями термоп’єзоелектрики.

У роботах Г.А. Шинкаренка дослiджено дещо модифiковану (з враху-
ванням в’язкостi матерiалу та з рiвнянням електродинамiки, що випливає
з диференцiювання закона Максвелла для електричного поля) початково-
крайову задачу термоп’єзоелектрики та з допомогою переходу до варiа-
цiйної задачi розроблено чисельнi схеми її розв’язування на основi МСЕ.
З огляду на вищенаведенi факти, актуальним є формулювання та дослi-
дження варiацiйних задач термоп’єзоелектрики на основi моделей Лорда-
Шульмана та Грiна-Лiндсея та модифiкацiй Г.А. Шинкаренка, а також
побудова чисельних схем їх розв’язування.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Робо-
та виконана в рамках держбюджетних науково-дослiдних робiт кафедри
iнформацiйних систем Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана
Франка: Пi-120П “Чисельне розв’язування прямих i обернених задач ма-
тематичної фiзики i механiки проекцiйно-сiтковими методами” (2012-2013
рр., № ДР 0112U001285); науковi керiвники – д.ф.-м.н., проф. Шинкаренко
Г. А., д.ф.-м.н., проф. Хапко Р. С; Пi-17П “Побудова, аналiз i програмна
реалiзацiя чисельних методiв для прямих та обернених задач фiзики та ме-
ханiки” (2015-2016 рр., № ДР 0115U003256); науковий керiвник – д.ф.-м.н.,
проф. Хапко Р. С.
Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є побудова, аналiз та
апробацiя високоточних скiнченно-елементних схем для розв’язування одно-
та двовимiрних задач класичної та узагальненої термоп’єзоелектрики, по-
рiвняння результатiв одержаних за рiзними математичними моделями, а
також порiвняння власних результатiв з наявними в лiтературi, а деталь-
нiше:

1. Програмна реалiзацiя проекцiйно-сiткових схем на основi МСЕ, описа-
них у роботах Шинкаренка Г.А., для нестацiонарної задачi класичної
термоп’єзоелектрики та задачi про вимушенi коливання пiроелектри-
кiв. Аналiз отриманих числових результатiв, порiвняння їх з резуль-
татами одержаними iншими дослiдниками.
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2. Побудова апостерiорних оцiнювачiв похибок (АОП) апроксимацiй МСЕ
для задач про вимушенi усталенi коливання пiроелектрикiв та їх за-
стосування для побудови h-адаптивних схем МСЕ.

3. Дослiдження коректностi варiацiйної задачi про вимушенi усталенi ко-
ливання пiроелектрика у випадку моделей термоп’єзоелектрики Лорда-
Шульмана (Lord-Shulman) та Грiна-Лiндсея (Green-Lindsay). Побудо-
ва схем МСЕ для розв’язування цих задач. Аналiз стiйкостi та збiжно-
стi цих схем.

4. Дослiдження коректностi нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’є-
зоелектрики Лорда-Шульмана. Побудова чисельної схеми розв’язува-
ння цiєї задачi на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми. По-
рiвняння отриманих числових результатiв з результатами iнших до-
слiдникiв.

5. Дослiдження коректностi нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’є-
зоелектрики Грiна-Лiндсея. Побудова чисельної схеми розв’язування
цiєї задачi на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми.

Об’єктом дослiдження у дисертацiйнiй роботi є крайовi та початково-
крайовi задачi термоп’єзоелектрики та вiдповiднi їм варiацiйнi задачi (кла-
сична модель, модель Лорда-Шульмана, модель Грiна-Лiндсея).
Предмет дослiдження – коректнiсть формулювань варiацiйних задач
термоп’єзолектрики для моделей Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея, чи-
сельнi схеми МСЕ їх розв’язування, зокрема h-адаптивнi, рекурентнi схеми
iнтегрування в часi..
Методи дослiджень – елементи функцiонального аналiзу в гiльбертових
просторах та варiацiйного числення, метод Гальоркiна, метод скiнченних
елементiв, рекурентнi схеми iнтегрування в часi.

Наукова новизна одержаних результатiв.

1. Побудовано ℎ-адаптивну схему для розв’язування задач про вимушенi
коливання пiроелектрикiв у випадку класичної моделi термоп’єзоеле-
ктрики, що дозволяє знаходити розв’язок з наперед заданою точнiстю.
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2. Доведено коректнiсть варiацiйної задачi про вимушенi коливання пiро-
електрикiв моделi Лорда-Шульмана. Розроблено скiнченно-елементну
схему її розв’язування та доведено її стiйкiсть та збiжнiсть.

3. Доведено коректнiсть нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’єзоеле-
ктрики Лорда-Шульмана. Розроблено чисельну схему її розв’язування
на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми.

4. Доведено коректнiсть варiацiйної задачi про вимушенi коливання пi-
роелектрикiв моделi Грiна-Лiндсея. Розроблено скiнченно-елементну
схему її розв’язування та доведено її стiйкiсть та збiжнiсть.

5. Доведено коректнiсть нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’єзоеле-
ктрики Грiна-Лiндсея. Розроблено чисельну схему її розв’язування на
основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми.

Практичне значення одержаних результатiв. Побудовану ℎ-адаптив-
ну схему МСЕ для розв’язування задачi про вимушенi коливання пiроеле-
ктрика можна використати для знаходження розв’язку задачi з наперед
гарантованою точнiстю. Створений комплекс програм для розв’язування
крайових та початково-крайових задач класичної та узагальненої термо-
п’єзоелектрики можна використати для комп’ютерного моделювання про-
цесiв, що вiдбуваються в пiроелектричних матерiалах.
Особистий внесок здобувача. Усi науковi результати, якi виносяться
на захист, автор дисертацiї отримав самостiйно. У спiльних з науковим
керiвником роботах [20, 54, 103, 104, 121–125] проф. Г.А.Шинкаренку нале-
жать постановка задач, загальнi пiдходи розв’язування варiацiйних задач,
iдеї для постановки числових експериментiв, а здобувачевi належить роз-
робка програмних засобiв для побудованих схем та числовi результати i їх
аналiз. У роботi [20] здобувачевi належить доведення теореми про обмеже-
нiсть розв’язку задачi пiроелектрики. В працi [122] автору дисертацiї на-
лежать теореми (з доведеннями) про взаємозв’язок бiлiнiйних форм, про
єдинiсть розв’язку та коректнiсть задачi про вимушенi коливання пiро-
електрикiв у випадку моделi Лорда-Шульмана, побудова числової схеми
розв’язування та теорема про збiжнiсть МСЕ-апроксимацiй у побудованiй
числовiй схемi. В роботi [125] здобувачевi належить доведення iснування
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та єдиностi розв’язку нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’єзоелектри-
ки Лорда-Шульмана. В працi [123] автору дисертацiї належать теорема
про коректнiсть задачi про вимушенi коливання пiроелектрикiв у випадку
моделi Грiна-Лiндсея, побудова числової схеми розв’язування та теорема
про збiжнiсть МСЕ-апроксимацiй у побудованiй числовiй схемi. В робо-
тах [54, 104] здобувачевi належать результати числових експериментiв та
їх аналiз. В статтi [103] автору дисертацiї належить порiвняння числових
розв’язкiв задачi термоп’єзоелектрики з розв’язками задачi п’єзоелектри-
ки, а також порiвняння отриманих числових результатiв з результатами
праць iнших дослiдникiв. В роботi [121] здобувачевi належить побудова
h-адаптивної схеми МСЕ для розв’язування задачi про вимушенi коливан-
ня пiроелектрика у випадку класичної моделi термоп’єзоелектрики. В ро-
ботi [124] автору дисертацiї належить побудова однокрокової рекурентної
схеми для розв’язування нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’єзоеле-
ктрики та числовi результати з порiвнянням їх з вiдомими з лiтератури
результатами iнших дослiдникiв.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-
повiдались та обговорювались на мiжнародних наукових конференцiях:
«Computer Methods in Mechanics» (Gdansk, 2015; Lublin, 2017), Iм. В. Я.
Скоробагатька (Дрогобич, 2011); «Обчислювальна та прикладна математи-
ка» (Київ, 2013-2014), «Сучаснi проблеми механiки та математики» (Львiв,
2013), «Сучаснi проблеми термомеханiки» (Львiв, 2016); вiтчизняних на-
укових конференцiях: «Пiдстригачiвськi читання» (Львiв, 2014); «Суча-
снi проблеми прикладної математики та iнформатики» (Львiв, 2012-2016);
семiнарах кафедри: iнформацiйних систем; аспiрантських семiнарах фа-
культету прикладної математики та iнформатики Львiвського нацiональ-
ного унiверситету iменi Iвана Франка 2012-2015рр.

В цiлому дисертацiйна робота обговорювалася на науковому семiнарi
кафедри iнформацiйних систем та мiжкафедральному науковому семiна-
рi факультету прикладної математики та iнформатики Львiвського нацiо-
нального унiверситету iменi Iвана Франка.
Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 8-ми наукових
працях: [20, 122, 123, 125] у наукових фахових виданнях з перелiку, затвер-
дженого МОН України, та [54, 103, 104, 121] у закордонних виданнях. Ста-
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ття [122] входить до наукометричної бази даних Web of Science, [121] –
до Scopus та CRCnetBASE, [54,103,104] складають роздiли монографiй. У
матерiалах наукових конференцiй опублiковано 14 тез та матерiалiв допо-
вiдей.
Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається iз всту-
пу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел, який налiчує
149 найменувань на 16 сторiнках та додатку зi списком публiкацiй здобу-
вача. Дисертацiя мiстить 43 рисунки. Загальний обсяг дисертацiї становить
151 сторiнку.

Автор дисертацiї виражає вдячнiсть науковому керiвнику Шинкаренку
Георгiю Андрiйовичу.
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РОЗДIЛ 1
АНАЛIЗ СТАНУ ПРОБЛЕМИ ТА ПОСТАНОВКА

ЗАДАЧ ТЕРМОП’ЄЗОЕЛЕКТРИКИ

У цьому роздiлi зроблено опис явищ пiроефекту та п’єзоефекту та прикла-
дiв практичного застосування пiроелектрикiв та п’єзоелектрикiв у суча-
снiй технiцi. Розглянуто основнi математичнi моделi термоп’єзоелектрики,
якi описують цi явища у матерiалах. Сформульовано початково-крайову
задачу класичної термоп’єзоелектрики. Також сформульовано початково-
крайовi задачi узагальненої термоп’єзоелектрики за моделями Лорда-Шуль-
мана та Грiна-Лiндсея, якi, на вiдмiну вiд класичної моделi, враховують
скiнченну швидкiсть поширення тепла в матерiалах. Проведено огляд лi-
тератури, методiв розв’язування задач термоп’єзоелектрики, а також огляд
iснуючого програмного забезпечення для чисельного розв’язування таких
задач. На базi цього визначено основнi цiлi та завдання дисертацiйного
дослiдження.

1.1 Явища пiроефекту, п’єзоефекту та їх застосування

Пiроелектричний ефект (пiроефект) – це явище виникнення електри-
чного поля в деяких матерiалах, коли їх нагрiвають чи охолоджують. Впер-
ше такий феномен помiтили ще стародавнi греки. Зокрема, давньогрецький
фiлософ Теофраст (371 -287 р. до н.е.) у своєму трактатi "Про каменi"описує
явище пiроефекту в кристалах турмалiну. Проте, протягом наступних двох
тисяч рокiв не було написано жодної працi присвяченої явищу пiроефекту i
лише в XVIII столiттi в Європi знову зацiкавилися дослiдженням властиво-
стей турмалiну. В 1717 роцi фiзик i хiмiк Луїс Лемерi опублiкував перший
опис явища пiроелектрики в науковому журналi. Шведський природозна-
вець Карл Лiнней був першим вченим, хто зрозумiв, що явище пiроеле-
ктрики пов’язане з виникненням електричного поля в матерiалi i називав
турмалiн "електричним каменем".

Бiльш точне пояснення явища пiроелектрики з’явилося вже у XIX ст.
В 1824 роцi шотландський фiзик Девiд Брюстер вперше вжив термiн "пi-
роелектрика" у науковiй працi. У 1859 роцi John Mothee Gaugain вперше
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зробив точне вимiрювання електричних зарядiв, що виникали в результатi
явища пiроефекту. Вiн зауважив, що кiлькiсть продукованих електричних
зарядiв в кристалi турмалiну прямопропорцiйно залежить вiд змiни темпе-
ратури кристалу. У 1878 роцi Вiльям Томсон (лорд Кельвiн) опублiкував
першi теоретичнi дослiдження явища пiроелектрики.

У 1880 роцi брати Жак та П’єр Кюрi експериментально вiдкрили яви-
ще п’єзоефекту. П’єзоелектричний ефект (п’єзоефект) – це явище виникан-
ня електричних зарядiв на поверхнi деяких кристалiв пiд дiєю механiчних
навантажень на них. Вiдомий також обернений п’єзоефект – виникання ме-
ханiчних деформацiй у кристалах пiд дiєю електричного поля. У 1881 роцi
Габрiель Лiпманн теоретично передбачив iснування оберненого п’єзоефе-
кту, що згодом було експериментально пiдтверджено братами Кюрi.

Розрiзняють первинний та вторинний пiроефект. Первинний пiроефект
– це прямий вплив змiни температури на електричне змiщення. Вторинний
пiроефект виникає пiд час теплового розширення матерiалу пiд дiєю змiни
температури, що в свою чергу, зважаючи на механiчнi деформацiї, викли-
кає змiни в електричному полi внаслiдок явища п’єзоефекту.

У 1920 роцi Joseph Valasek вiдкрив ферроелектричний ефект в кри-
сталах сегнетової солi - явище змiни напрямку невимушеної поляризацiї в
матерiалах, якi її мають, пiд дiєю електричного струму.

Матерiали, в яких спостерiгається пiроефект, п’єзоефект чи ферро-
електричний ефект називають пiроелектриками, п’єзоелектриками та фер-
роелектриками вiдповiдно. Всi цi три види матерiалiв є насправдi дiеле-
ктриками. Також їх ще називають "розумними"матерiалами (англ. smart
materials). Вiдношення мiж ними зручно представити за допомогою дiагра-
ми Венна, яка показано на рис. 1.1. Тобто, кожен пiроелектрик є водночас
i п’єзоелектриком, а кожен ферроелектрик є пiроелектриком та п’єзоеле-
ктриком також.

Iснує велика кiлькiсть матерiалiв з пiроелектричними (а, отже, з п’є-
зоелектричними також) властивостями. В природi такими властивостями
володiють кристали кварцу, турмалiну та сегнетової солi. Починаючи з
середини XX ст., було створено багато штучних матерiалiв, в яких пiро-
електричнi та п’єзоелектричнi властивостi було значно суттєвiшими, нiж в
природних матерiалах. До них належать керамiчнi матерiали такi як цир-
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Рис. 1.1. Вiдношення мiж видами "розумних"матерiалiв.

конат титанат свинцю (PZT), титанат барiю, нiобат лiтiю, танталат лiтiю.
Також такими властивостями можуть володiти штучно створенi полiме-
ри такi як полiвiнiлiденфторид (PVDF), якi часто застосовують у виглядi
плiвок.

1.1.1 Практичне застосування пiроелектрикiв та п’єзоелектрикiв

П’єзоелектрики та пiроелектрики широко застосовуються в сучасних
технiчних пристроях. Явище прямого п’єзоефекту використовується для
побудови таких приладiв як: вимiрювачi тиску, вiбрацiй, датчики механi-
чних напружень, датчики деформацiй та прискорення та iншi сенсори, а
також генератори значних електричних напруг та запалювальнi елемен-
ти [99,133]. На основi явища оберненого п’єзоефекту побудованi рiзноманi-
тнi актуатори (прилади, що передають дiю з керуючого пристрою на об’-
єкт керування), наприклад пневматичнi та гiдравлiчнi клапани, а також
мiкро- та нано-позицiонери (пристрої, що дозволяють дуже точно постави-
ти певний об’єкт в певну точку простору) [73]. Також на основi оберненого
п’єзоефекту будуються потужнi ультразвуковi випромiнювачi тиску [133].
Також п’єзоелектрики можуть використовуватися в побудовi надточних
годинникiв та хвильових фiльтрiв [133] та перетворювачi енергiї (трансдю-
сери) [73].

Найважливiшими застосуваннями пiроелектричного ефекту є детекто-
ри iнфрачервоної радiацiї [82], термографiя (тепловiзори) та пiроелектри-
чнi телевiзiйнi трубки. Також пiроелектрики застосовуються в електрично
калiброваних радiометрах, для вимiрювання енергiї, в хiмiчному аналiзi та
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навiть для бiологiчних застосувань [133]. Пiроелектричнi детектори широ-
ко застосовувалися для збирання даних в космiчних мiсiях [82]. Iснують
практичнi застосування пiроелектрикiв в рiзноманiтних областях: проти-
пожежнi системи, для виявлення наземних мiн, для будiвельного нагляду,
для розпiзнавання осiб i транспортного контролю.

Вищезгаданi факти зумовлюють актуальнiсть комп’ютерного моделю-
вання поведiнки п’єзоелектричних та пiроелектричних матерiалiв.

1.2 Основнi математичнi моделi термоп’єзоелектрики

Вперше математична модель взаємодiї механiчного, електричного та
теплового полiв у пiроелектрику була сформульована в працi Mindlin [89].
Сформульована цим вченим модель вважається класичною математичною
моделлю термоп’єзолектрики (в деяких наукових джерелах вживають по-
няття "пiроелектрики"замiсть "термоп’єзоелектрики"). Вагомий внесок в
подальше теоретичне дослiдження цiєї моделi зробив Nowacki [13, 91, 92],
який вперше довiв єдинiсть розв’язку цiєї задачi та сформулював рiвня-
ння енергетичного балансу. Iншi вченi розробляли свої дещо модифiкова-
нi моделi термоп’єзоелектрики, в цьому зв’язку варто згадати роботи Ti-
ersten [134] та Toupin [135].

Класична теорiя поширення тепла (яка i лежить в основi класичної
математичної моделi термоп’єзоелектрики) передбачає, що якщо деякий
матерiал пiддається температурним збуренням, то ефект цих збурень бу-
де вiдчуватися негайно навiть на вiдстанях, що знаходяться нескiнченно
далеко вiд джерела цих збурень. Зрозумiло, що такi припущення є нере-
алiстичними з фiзичної точки зору, особливо в випадках раптових тепло-
вих навантажень. Недолiк цiєї теорiї зумовлений фактом, що рiвняння, яке
описує розподiл тепла є диференцiальним рiвнянням параболiчного типу
i тому допускає нескiнченну швидкiсть поширення тепла. Щоб побороти
цей дефект, рiзнi дослiдники розробляли рiзнi новi теорiї поширення те-
пла. Здебiльшого цi теорiї модифiкують класичний закон Фур’є з отри-
манням рiвнянь поширення тепла гiперболiчного типу, що зумовлює скiн-
ченну швидкiсть теплових сигналiв. Згiдно з цими теорiями, поширення
тепла розглядається бiльше як хвильове явище, нiж дифузiйне. Хвилепо-
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дiбнi тепловi збурення часто називають "другим звуком"("перший звук"
– це звуковi хвилi самi по собi), i тому теорiї, що передбачають iснування
таких теплових збурень, називають теорiями з скiнченними швидкостями
хвиль або теорiями з "другим звуком".

Насправдi, теорiї термодинамiки з гiперболiчним рiвнянням теплопро-
вiдностi мають досить далеку iсторiю. Ще у 1867 роцi Максвелл запро-
понував свою модифiкацiю закону Фур’є, що призводила до гiперболiчно-
го рiвняння. Варто зауважити, що хвильове поширення тепла при деяких
умовах було також доведено експериментально. В 1944 роцi Пєшков [95]
спостерiгав "другий звук"в надрiдкому гелiї при температурах нижче 2,2
К. Пiзнiше "другий звук"був експериментально пiдтверджений в твердо-
му гелiї та iнших кристалах. Згодом, в 50-их роках XX ст. Cattaneo [51]
та Vernotte [139] запропонували свої модифiкацiї закону Фур’є подiбно до
Максвелла. В 1967 роцi Lord & Shulman [86] запропонували використову-
вати модифiкований закон Фур’є для задач термопружностi. В 1972 роцi
Green & Lindsay [66] запропонували своє узагальнення задачi класичної
термопружностi, при якому гiперболiчне рiвняння теплопровiдностi отри-
мується без модифiкацiї закону Фур’є.

Вперше ж було застосовано модифiкований закон Фур’є для задач
термоп’єзоелектрики в працi Kaliski [75]. Lebon [83] запропонував в тео-
рiї Лорда-Шульмана для термопружностi вважати тепловий потiк незале-
жною змiнною. Chandrasekharaiah [57] розширив модель Lebon’а для за-
дач термоп’єзоелектрики i довiв єдинiсть розв’язку такої задачi. Також
Chandrasekharaiah [55] вперше застосував модель Грiна-Лiндсея для задач
термоп’єзоелектрики i довiв єдинiсть розв’язку задачi у цьому випадку.

Теорiї поширення тепла в матерiалах для задач термопружностi та
термоп’єзоелектрики не обмежуються математичними моделями Лорда-
Шульмана та Грiна-Лiндсея. Iснує багато iнших моделей: Green-Naghdi,
Chandrasekharaiah-Tzou, Hetnarski-Ignaczak та iн., детальнiше з iснуючими
моделями термоп’єзоелектрики та термопружностi можна ознайомитися в
оглядових статтях [56,59,69] та монографiях [70,72,126].

На даний момент також багато дослiдникiв цiкавляться задачами тер-
моп’єзоелектрики. Але незважаючи на велику кiлькiсть публiкацiй, дуже
мала кiлькiсть з них присвячена варiацiйним задачам термоп’єзоелектрики
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та методам розв’язування таких задач. Шинкаренко [28,29] дослiдив дещо
модифiковану (з врахуванням в’язкостi матерiалу та з рiвнянням електро-
динамiки, що випливає з диференцiювання закона Максвелла для електри-
чного поля) початково-крайову задачу термоп’єзоелектрики та з допомо-
гою переходу до варiацiйної задачi розробив чисельнi схеми її розв’язуван-
ня на основi МСЕ. Дана робота одним зi своїх завдань має формулювання
та дослiдження варiацiйних задач термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана
та Грiна-Лiндсея за допомогою методик подiбних до тих, що були викори-
станi в [28,29] та розробку чисельних схем для їх розв’язування.

1.2.1 Початково-крайова задача класичної термоп’єзоелектрики

Згiдно з Mindlin [89] та Nowacki [91], взаємодiя механiчного, електрично-
го та теплового полiв у пiроелектрику описується за допомогою лiнiйної
математичної моделi такими основними спiввiдношеннями:

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚[𝜀𝑘𝑚 − 𝛼𝑘𝑚𝜃]− 𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘, (1.1)

𝐷𝑘 = 𝑒𝑘𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝜒𝑘𝑚𝐸𝑚 + 𝜋𝑘𝜃, (1.2)

𝜌𝑆 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝛼𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗 + 𝜋𝑘𝐸𝑘 +
𝜌𝑐𝑣
𝑇0
𝜃, (1.3)

де 𝜎𝑖𝑗 – тензор механiчних напружень, 𝐷𝑘 – вектор електричного змiщен-
ня (електричної iндукцiї), 𝑆 – щiльнiсть ентропiї, 𝜀𝑘𝑚 – тензор механiчних
деформацiй, 𝐸𝑘 – вектор елекричної напруженостi, 𝜃 – прирiст температу-
ри вiдносно початкової температури 𝑇0 екземпляра пiроелектрика. Тут i
скрiзь нижче передбачається пiдсумовування за iндексами, що повторюю-
ться.

Зауважимо, що у випадку лiнiйної математичної моделi справедливi
наступнi спiввiдношення для тензора механiчних деформацiй 𝜀𝑘𝑚 та ве-
ктора елекричної напруженостi 𝐸𝑘:

𝜀𝑘𝑚 = 𝜀𝑘𝑚(𝑢) =
1
2(𝑢𝑘,𝑚 + 𝑢𝑚,𝑘),

𝐸𝑘 = 𝐸𝑘(𝑝) = −𝑝,𝑘,
(1.4)

де 𝑢 – вектор пружних змiщень з компонентами 𝑢𝑘, 𝑝 – електричний потен-
цiал, а кома в нижньому iндексi означає часткову похiдну за просторовою
змiнною, наприклад, 𝑔,𝑘 = −𝜕𝑔/𝜕𝑥𝑘.
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Решта позначень у (1.1)-(1.3) є коефiцiєнтами, якi характеризують
фiзико-механiчнi властивостi пiроелектрика. Тензор 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚 складається iз
коефiцiєнтiв пружностi зi звичайними властивостями симетрiї та елiпти-
чностi, тобто:

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝑐𝑗𝑖𝑘𝑚 = 𝑐𝑘𝑚𝑖𝑗,

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝜅𝑖𝑗𝜅𝑘𝑚 ≥ 𝑐0𝜅𝑖𝑗𝜅𝑘𝑚, 𝑐0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜅𝑖𝑗 = 𝜅𝑗𝑖 ∈ 𝑅.
(1.5)

Тензор 𝛼𝑘𝑚 характеризує коефiцiєнти теплового розширення зi звичайними
властивостями симетрiї та елiптичностi, тобто:

𝛼𝑖𝑗 = 𝛼𝑗𝑖

𝛼𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝛼0𝜉𝑖𝜉𝑗, 𝛼0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜉𝑖 ∈ 𝑅.
(1.6)

Тензор 𝑒𝑘𝑖𝑗 описує коефiцiєнти п’єзоелектрики, якi характеризують пере-
творення енергiї мiж механiчним та електричним полями пiроелектрика, з
такими властивостями симетрiї:

𝑒𝑘𝑖𝑗 = 𝑒𝑘𝑗𝑖. (1.7)

Тензор 𝜒𝑖𝑗 характеризує коефiцiєнти дiелектричної проникливостi i має на-
ступнi властивостi:

𝜒𝑖𝑗 = 𝜒𝑗𝑖,

𝜒𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝜒0𝜉𝑖𝜉𝑗, 𝜒0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜉𝑖 ∈ 𝑅.
(1.8)

Вектор 𝜋𝑘 мiстить коефiцiєнти пiроелектрики, якi вiдповiдають за первин-
ний пiроефект та характеризують перетворення енергiї мiж електричним
та тепловим полями. Позначення 𝜌 та 𝑐𝑣 означають густину маси пiроеле-
ктрика та його питому теплоємнiсть вiдповiдно.

Як i в роботах Шинкаренка [28,29], для того щоб взяти до уваги в’яз-
кiсть пiроелектричних матерiалiв, будемо використовувати модифiковане
рiвняння (1.1) для механiчного напруження 𝜎𝑖𝑗 з додатковим членом про-
порцiйним до швидкостi механiчної деформацiї. Тому, основне вiдношення
мiж механiчними напруженням та деформацiєю тепер має вигляд:

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚[𝜀𝑘𝑚 − 𝛼𝑘𝑚𝜃]− 𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘 + 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀
′
𝑘𝑚, (1.9)

де 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚 – тензор коефiцiєнтiв в’язкостi з властивостями симетрiї та елiпти-
чностi:

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝑎𝑗𝑖𝑘𝑚 = 𝑎𝑘𝑚𝑖𝑗,

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚𝜅𝑖𝑗𝜅𝑘𝑚 ≥ 𝑎0𝜅𝑖𝑗𝜅𝑘𝑚, 𝑎0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜅𝑖𝑗 = 𝜅𝑗𝑖 ∈ 𝑅.
(1.10)
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Для того, щоб дослiдити динамiчну взаємодiю механiчного, електри-
чного та теплового полiв у пiроелектрику, основнi феноменологiчнi спiв-
вiдношення (1.1) - (1.4) доповнюються рiвняннями руху, рiвняннями Ма-
ксвелла для електричного поля та рiвнянням теплопровiдностi.

З узагальненого принципу Гамiльтона одержуються наступнi рiвняння
руху:

𝜌𝑢′′𝑖 − 𝜎𝑖𝑗,𝑗 = 𝜌𝑓𝑖, (1.11)

де 𝑓𝑖 – вектор об’ємних механiчних навантажень.
Як i в роботах Шинкаренка [28, 29], для опису динамiки електрично-

го поля будемо використовувати рiвняння, що одержується з допомогою
диференцiювання закону Максвелла:

𝐷′
𝑘,𝑘 + 𝐽𝑘,𝑘 = 0, (1.12)

де 𝐽𝑘 – вектор електричного струму. Тут припускається, що пiроелектрик
не є iдеальним дiелектриком, отож електричний струм протiкає вздовж
пiроелектрика згiдно з стандартним законом Ома:

𝐽𝑘 = 𝑧𝑘𝑚𝐸𝑚(𝑝). (1.13)

Тут 𝑧𝑘𝑚 – тензор коефiцiєнтiв електричної провiдностi з звичайними вла-
стивостями симетрiї та елiптичностi:

𝑧𝑘𝑚 = 𝑧𝑚𝑘,

𝑧𝑘𝑚𝜉𝑘𝜉𝑚 ≥ 𝑧0𝜉𝑘𝜉𝑚, 𝑧0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜉𝑘 ∈ 𝑅.
(1.14)

Також з принципу Гамiльтона випливає наступне рiвняння теплопро-
вiдностi:

𝜌(𝑇0𝑆
′ − 𝑤) + 𝑞𝑖,𝑖 = 0, (1.15)

де 𝑞𝑖 – вектор теплового потоку та 𝑤 – об’ємнi джерела притоку тепла.
В класичних моделях термопружностi та термоп’єзоелектрики для опису
взаємодiї теплового потоку 𝑞𝑖 та приросту температури 𝜃 використовується
закон Фур’є:

𝑞𝑖 = −𝜆𝑖𝑗𝜃,𝑗, (1.16)

де 𝜆𝑖𝑗 – тензор коефiцiєнтiв теплопровiдностi з властивостями симетрiї та
елiптичностi:

𝜆𝑖𝑗 = 𝜆𝑗𝑖,

𝜆𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝜆0𝜉𝑖𝜉𝑗, 𝜆0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜉𝑖 ∈ 𝑅.
(1.17)
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Сформулюємо тепер початково-крайову задачу термоп’єзоелектрики.
Припустимо, що екземпляр пiроелектрика займає обмежену область Ω в
евклiдовому просторi 𝑅𝑑, 𝑑 = 1, 2, 3 з неперервною за Лiпшiцем межею Γ

та з одиничним вектором зовнiшньої нормалi 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑑), де 𝑛𝑖 =
𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑥𝑖). Нехай 𝑥 = {𝑥𝑖}𝑑𝑖=1 – точка в областi Ω та 𝑡 – час, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 0 <

𝑇 < +∞. Необхiдно знайти вектор пружних змiщень 𝑢 = {𝑢𝑖(𝑥, 𝑡)}𝑑𝑖=1,
електричний потенцiал 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡) та прирiст температури 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡), що
задовольняють рiвняння еластодинамiки (1.11), рiвняння електродинамiки
(1.12) та рiвняння теплопровiдностi (1.15), якi в свою чергу використовують
основнi феноменологiчнi спiввiдношення (1.2)-(1.4), (1.9). Для однозначної
розв’язностi системи цих диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних
доповнимо систему вiдповiдними крайовими та початковими умовами.

Крайовi та початковi умови ми виберемо таким же чином як i в роботах
Шинкаренка [28,29]. Крайовi умови для механiчного поля мають вигляд:{︃

𝑢𝑖 = 0 на Γ𝑢 × [0, 𝑇 ], Γ𝑢 ⊂ Γ,𝑚𝑒𝑠(Γ𝑢) > 0

𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 = �̂�𝑖 на Γ𝜎 × [0, 𝑇 ],Γ𝜎 := Γ ∖ Γ𝑢.
(1.18)

Крайовi умови для теплового поля:{︃
𝜃 = 0 на Γ𝜃 × [0, 𝑇 ], Γ𝜃 ⊂ Γ,𝑚𝑒𝑠(Γ𝜃) > 0,

𝑞𝑖𝑛𝑖 = 𝑞 на Γ𝑞 × [0, 𝑇 ],Γ𝑞 := Γ ∖ Γ𝜃.
(1.19)

Крайовi умови для електричного поля:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑝 = 0 на Γ𝑝 × [0, 𝑇 ], Γ𝑝 ⊂ Γ,𝑚𝑒𝑠(Γ𝑝) > 0,

[𝐷′
𝑘 + 𝐽𝑘]𝑛𝑘 = 0 на Γ𝑑 × [0, 𝑇 ], Γ𝑑 ⊂ Γ, Γ𝑝 ∩ Γ𝑑 = ⊘∫︀

Γ𝑒

[𝐷′
𝑘 + 𝐽𝑘]𝑛𝑘𝑑𝛾 = 𝐼 на Γ𝑒 × [0, 𝑇 ], Γ𝑒 = Γ ∖ (Γ𝑑 ∪ Γ𝑝),

𝐸𝑘(𝑝)− 𝑛𝑘𝐸𝑚(𝑝)𝑛𝑚 = 0 на Γ𝑒 × [0, 𝑇 ].

(1.20)

Для завершення постановки початково-крайової задачi класичної тер-
моп’єзоелектрики наведемо початковi умови:{︁

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, 𝑢′|𝑡=0 = 𝑣0, 𝑝|𝑡=0 = 𝑝0, 𝜃|𝑡=0 = 𝜃0 в Ω. (1.21)

Отже, до початково-крайової задачi класичної термоп’єзоелектрики
входять: рiвняння еластодинамiки (1.11), рiвняння Максвелла (1.12) та
рiвняння теплопровiдностi (1.15), основнi феноменологiчнi спiввiдношен-
ня (1.2)-(1.4), (1.9), закон Ома (1.13), закон Фур’є (1.16), крайовi умови
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(1.18)-(1.20) та початковi умови (1.21). Для скорочення записiв нижче на
цю модель термоп’єзоелектрики будемо посилатися скороченням ТПЕ-К.
У роботах Шинкаренка [28, 29] також розглядається ТПЕ-К, сформульо-
вано вiдповiдну варiацiйну задачу та доведено її коректнiсть, розроблено
чисельнi схеми її розв’язування. Ця задача буде основою дослiджень, про-
ведених в Роздiлi 2 та Роздiлi 3, якi в основному будуть полягати в пра-
ктичнiй реалiзацiї числових схем та проведеннi числових експериментiв та
аналiзi одержаних результатiв.

Необхiдно зазначити, що згiдно з Nowacki [92], для iснування єдиного
розв’язку ТПЕ-К, повинна виконувати нерiвнiсть:

𝜒𝑘𝑚𝑦𝑘𝑦𝑚 + 2𝜋𝑘𝑦𝑘𝜉 + 𝜌𝑐𝑣𝜉
2 ≥ 0 ∀𝜉, 𝑦𝑘 ∈ 𝑅. (1.22)

У роботах Шинкаренка [28, 29] також коректнiсть варiацiйної задачi дове-
дена з використанням нерiвностi (1.22). З практичної точки зору виконання
цiєї нерiвностi для керамiки PZT-4 перевiрено в нашiй статтi [20].

Також варто зауважити, що якщо знехтувати тепловим полем (вва-
жати, що ми маємо справу з п’єзоелектриком, а не з пiроелектриком), тоб-
то вiдкинути рiвняння теплопровiдностi (1.15) та занулити коефiцiєнти 𝜋𝑘
та 𝛼𝑘𝑚 в основних спiввiдношеннях, то ми отримаємо початково-крайову
задачу п’єзоелектрики, яка є частковим випадком ТПЕ-К. Введемо ско-
рочення ПЕ-К для неї. Задача ПЕ-К грунтовно розглянута в дисертацiї
Чабана [23]. Зокрема, ним побудовано проекцiйно-сiткову схему розв’язу-
вання задачi ПЕ-К, доведено її стiйкiсть та збiжнiсть та проведено ряд чи-
сельних експериментiв для одновимiрних та двовимiрних областей. Також
ним побудовано адаптивну схему для розв’язування задачi ПЕ-К у випад-
ку вимушених гармонiйних коливань. Оскiльки ПЕ-К є насправдi частко-
вим випадком ТПЕ-К, при проведеннi числових експериментiв в Роздiлi 2
та Роздiлi 3 також деколи буде робитися порiвняння числових розв’язкiв
ТПЕ-К з числовими розв’язками ПЕ-К для оцiнки вкладу теплового поля
в систему.
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1.2.2 Задача узагальненої термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана

Розглянемо детальнiше закон Фур’є для iзотропного матерiалу. У цьому
випадку вiн виглядає наступним чином:

q = −𝑘∇𝜃. (1.23)

Тут q – вектор теплового потоку, 𝑘 – коефiцiєнт теплопровiдностi iзотро-
пного матерiалу. Якщо пiдставити цей вираз (1.23) у рiвняння теплопровiд-
ностi (1.15), знехтувавши взаємодiєї з механiчним та електричним полями
та поклавши значення об’ємних джерел тепла 𝑤 = 0, то отримаємо насту-
пне рiвняння:

𝑘∇2𝜃 = 𝜌𝑐𝑣𝜃
′. (1.24)

Як видно, рiвняння (1.24) є параболiчним. Це означає нескiнченну швид-
кiсть поширення тепла в матерiалi. В свою чергу рiвняння еластодинамiки
(1.11) є гiперболiчним i механiчнi хвилi поширюються зi скiнченною швид-
кiстю. Тому виникає потреба модифiкувати задачу ТПЕ-К таким чином,
щоб поширення тепла також було хвилеподiбним.

Фундаментальними роботами в цьому напрямку були роботи Cattaneo
[51] та Vernotte [139]. В цих роботах було запропоновано замiнити закон
Фур’є (1.23) на модифiкований закон, який у випадку гомогенного та iзо-
тропного матерiалу виглядає так:

𝜏q′ + q = −𝑘∇𝜃, (1.25)

де 𝜏 – деяка невiд’ємна константа. Вiдповiдне рiвняння теплопровiдностi
буде в цьому випадку виглядати таким чином:

𝑘∇2𝜃 = 𝜌𝑐𝑣 [𝜃
′ + 𝜏𝜃′′] . (1.26)

На вiдмiну вiд рiвняння 1.24), воно вже є гiперболiчним i передбачає по-
ширення тепла зi скiнченною швидкiстю 𝑣𝜃:

𝑣𝜃 =

(︂
𝑘

𝜌𝑐𝑣𝜏

)︂ 1
2

, (1.27)

якщо 𝜏 > 0.
Стала 𝜏 > 0 з рiвняння (1.24) має чiтку фiзичну iнтерпретацiю. Во-

на визначає промiжок часу, який потрiбний, щоб встановити стацiонарну



27

теплопровiднiсть в елементi об’єму, коли градiєнт температури приклада-
ється до цього елемента. Цю величину ще називають "тепловим часом ре-
лаксацiї а константу 𝜏 – "параметром часу релаксацiї".

Рiзнi дослiдники працювали над визначенням значення параметра 𝜏
для рiзних типiв матерiалiв. Як зазначено в [56], значення параметра 𝜏

коливається мiж 10−10 (для газiв) та 10−14 (для металiв). Значення пара-
метра для рiдин i дiелектрикiв також входять в цей дiапазон. Довгий час
вважалося, що такi малi значення параметра 𝜏 характернi для усiх мате-
рiалiв. Але згодом, було дослiджено, що 𝜏 = 21с для пiску, 𝜏 = 25с для
гiалуронової кислоти, 𝜏 = 29с для 𝑁𝑎𝐻𝐶𝑂3 та 𝜏 = 16с для вареного м’яса,
див. напр. [59].

Вагомiсть впливу останнього доданка правої частини рiвняння (1.26)
залежить переважно вiд трьох складових: значення 𝜏 , перiоду часу спосте-
реження 𝑇 i швидкостi приросту температури. Tzou [136] показав, що цей
доданок вказує на домiнантнiсть хвильової складової поширення тепла над
дифузiйною, якщо:

𝜃′ >>
𝜃0
2𝜏
𝑒𝑥𝑝(𝑇/𝜏). (1.28)

З цього випливає, що хвилеподiбне поширення тепла є найбiльш помiтним,
якщо виконується хоча б одна з умов:

∙ 𝜏 – велике;

∙ 𝑇 – мале;

∙ 𝜃′ – велике.

Зауважимо, що у випадку анiзотропного матерiалу, модифiкований за-
кон Фур’є (1.25) набуває вигляду:

𝜏𝑞′𝑖 + 𝑞𝑖 = −𝜆𝑖𝑗𝜃,𝑗, (1.29)

де 𝜆𝑖𝑗 – коефiцiєнти теплопровiдностi. Рiвняння (1.29) в лiтературi вiдоме
пiд рiзними назвами: рiвняння Maxwell-Cattaneo-Vernotte, рiвняння Maxwell-
Cattaneo, рiвняння Cattaneo-Vernotte.

Рiвняння виду (1.29) для термоп’єзоелектрики вперше було застосова-
но Kaliski [75]. Але найбiльший вплив мала пiзнiша робота Lord & Shulman
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[86], в якiй рiвняння такого виду використовувалося для задач термопру-
жностi. Тому використання рiвняння виду (1.29) в задачах термопружно-
стi та термоп’єзоелектрики дiстало загальновiдому назву – модель Лорда-
Шульмана. Згодом Lebon [83] запропонував вважати тепловий потiк q

як незалежну змiнну. Chandrasekharaiah [57] вперше використав рiвняння
(1.29) до задач термоп’єзоелектрики з одночасним трактуванням теплового
потоку q як незалежної змiнної.

При аналiзi задачi термоп’єзоелектрики з рiвнянням (1.29) Chandra-
sekharaiah [57] вводить допомiжнi коефiцiєнти 𝑏𝑖𝑗 таким чином:

𝑇0𝑏𝑖𝑗𝜆𝑗𝑚 = 𝛿𝑖𝑚, (1.30)

де 𝛿𝑖𝑚 – елементи одиничної матрицi. Тодi вони також задовольняють вла-
стивостi симетрiї та елiптичностi:

𝑏𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖,

𝑏𝑖𝑗𝜉𝑖𝜉𝑗 ≥ 𝑏0𝜉𝑖𝜉𝑗, 𝑏0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 ∀𝜉𝑖 ∈ 𝑅.
(1.31)

Тодi рiвняння Maxwell-Cattaneo-Vernotte (1.29) може бути переписане в ви-
глядi:

𝜏𝑏𝑖𝑗𝑞
′
𝑖 + 𝑏𝑖𝑗𝑞𝑖 = −𝑇−1

0 𝜃,𝑗. (1.32)

В нашiй роботi також будемо використовувати такий запис рiвняння Maxwell-
Cattaneo-Vernotte.

Сформулюємо тепер початково-крайову задачу термоп’єзоелектрики
згiдно моделi Лорда-Шульмана. Припустимо, що екземпляр пiроелектрика
займає обмежену область Ω в Евклiдовому просторi 𝑅𝑑, 𝑑 = 1, 2, 3 з непе-
рервною за Лiпшiцем межею Γ та одиничним вектором зовнiшньої нормалi
𝑛 = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑑), де 𝑛𝑖 = 𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑥𝑖). Нехай 𝑥 = {𝑥𝑖}𝑑𝑖=1 – точка в областi Ω
та 𝑡 – час, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 < +∞. Необхiдно знайти вектор пружних змi-
щень 𝑢 = {𝑢𝑖(𝑥, 𝑡)}𝑑𝑖=1, електричний потенцiал 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡), прирiст темпера-
тури 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡) та вектор теплових потокiв 𝑞 = {𝑞𝑖(𝑥, 𝑡)}𝑑𝑖=1, що задоволь-
няють рiвняння еластодинамiки (1.11), рiвняння Максвелла (1.12) та рiвня-
ння теплопровiдностi (1.15) з використанням рiвняння Maxwell-Cattaneo-
Vernotte (1.32) замiсть закону Фур’є (1.16). Для однозначної розв’язностi
системи цих диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних доповнимо си-
стему вiдповiдними крайовими та початковими умовами. Крайовi умови –
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тi ж самi, що для задачi ТПЕ-К. Початковi умови повиннi мiстити значення
теплового потоку, тому матимуть вигляд:{︁

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, 𝑢′|𝑡=0 = 𝑣0, 𝑝|𝑡=0 = 𝑝0, 𝜃|𝑡=0 = 𝜃0, 𝑞|𝑡=0 = 𝑞0 в Ω. (1.33)

Отже, до початково-крайової задачi термоп’єзоелектрики Лорда-Шуль-
мана входять: рiвняння еластодинамiки (1.11), рiвняння Максвелла (1.12)
та рiвняння теплопровiдностi (1.15), основнi спiввiдношення (1.2)-(1.4), (1.9),
закон Ома (1.13), рiвняння Maxwell-Cattaneo-Vernotte (1.32), крайовi умови
(1.18)-(1.20) та початковi умови (1.33). Позначимо цю початково-крайову
задачу як ТПЕ-ЛШ. Chandrasekharaiah [57] довiв єдинiсть розв’язку задачi
ТПЕ-ЛШ у випадку виконання нерiвностi (1.22). Варто зауважити, що по-
клавши 𝜏 = 0 в рiвняння Maxwell-Cattaneo-Vernotte (1.32), ми отримуємо
початково-крайову задачу класичної термоп’єзоелектрики ТПЕ-К.

1.2.3 Задача узагальненої термоп’єзоелектрики Грiна-Лiндсея

Насправдi, рiвняння класичної лiнiйної математичної моделi термоп’єзо-
електрики отримуються з використанням нерiвностi Clausius-Duhem [56],
яка вимагає додатнiй прирiст ентропiї в системi:

𝜌(𝑇𝑆 ′ − 𝑤) + 𝑞𝑖,𝑖 − (𝑞𝑖/𝑇 )𝑇,𝑖 ≥ 0. (1.34)

Тут 𝑇 – абсолютне значення температури пiроелектрика. Green & Lindsay
[66] модифiкували задачу термопружностi, використовуючи при виведеннi
її рiвнянь частковий випадок нерiвностi Green-Laws [56] замiсть нерiвностi
Clausius-Duhem, яка виглядає наступним чином:

𝜌(𝑇 *𝑆 ′ − 𝑤) + 𝑞𝑖,𝑖 − (𝑞𝑖/𝑇
*)𝑇 *

,𝑖 ≥ 0. (1.35)

Тут 𝑇 * = 𝑇 *(𝑇0, 𝑇, 𝑇
′) – деяка скалярна функцiя, яка завжди набуває до-

датнiх значень. Chandrasekharaiah [55] застосував теорiю Green & Lindsay
до термоп’єзоелектрики, використовуючи при виведеннi рiвнянь нерiвнiсть
(1.35) i довiв єдинiсть розв’язку такої початково-крайової задачi за умови
(1.22). Дещо спрощений варiант виведень таких рiвнянь для задачi термо-
пружностi можна побачити в роботi [72].

На вiдмiну вiд моделi Лорда-Шульмана, модель Грiна-Лiндсея не су-
перечить класичному закону Фур’є (1.16) . Замiсть цього, вона модифi-
кує основнi спiввiдношення класичної моделi термоп’єзоелектрики. Модель
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Грiна-Лiндсея передбачає два параметри часу релаксацiї 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0, якi
не пов’язанi з параметром релаксацiї 𝜏 моделi Лорда-Шульмана.

У моделi Грiна-Лiндсея основнi спiввiдношення (1.9), (1.2), (1.3) набу-
вають вигляду:

𝜎𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚[𝜀𝑘𝑚 − 𝛼𝑘𝑚(𝜃 + 𝑡1𝜃
′)]− 𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘 + 𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀

′
𝑘𝑚, (1.36)

𝐷𝑘 = 𝑒𝑘𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 + 𝜒𝑘𝑚𝐸𝑚 + 𝜋𝑘(𝜃 + 𝑡1𝜃
′), (1.37)

𝜌𝑆 = 𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝛼𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗 + 𝜋𝑘𝐸𝑘 +
𝜌𝑐𝑣
𝑇0
(𝜃 + 𝑡0𝜃

′). (1.38)

Сформулюємо тепер початково-крайову задачу термоп’єзоелектрики
для моделi Грiна-Лiндсея. Припустимо, що екземпляр пiроелектрика за-
ймає обмежену область Ω в Евклiдовому просторi 𝑅𝑑, 𝑑 = 1, 2, 3 з непе-
рервною за Лiпшiцем межею Γ та з одиничним вектором зовнiшньої нор-
малi 𝑛 = (𝑛1, 𝑛2, ..., 𝑛𝑑), де 𝑛𝑖 = 𝑐𝑜𝑠(𝑛, 𝑥𝑖). Нехай 𝑥 = {𝑥𝑖}𝑑𝑖=1 – точка в
областi Ω та 𝑡 – час, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 0 < 𝑇 < +∞. Необхiдно знайти вектор
пружних змiщень 𝑢 = {𝑢𝑖(𝑥, 𝑡)}𝑑𝑖=1, електричний потенцiал 𝑝 = 𝑝(𝑥, 𝑡) та
прирiст температури 𝜃 = 𝜃(𝑥, 𝑡), що задовольняють рiвняння еластодина-
мiки (1.11), рiвняння Максвелла (1.12) та рiвняння теплопровiдностi (1.15).
Для однозначної розв’язностi системи цих диференцiальних рiвнянь в ча-
стинних похiдних доповнимо систему вiдповiдними крайовими та початко-
вими умовами. Крайовi умови – тi ж самi, що для задачi ТПЕ-К. Початковi
умови повиннi мiстити значення похiдної вiд приросту температури, тому
матимуть вигляд:{︁

𝑢|𝑡=0 = 𝑢0, 𝑢′|𝑡=0 = 𝑣0, 𝑝|𝑡=0 = 𝑝0, 𝜃|𝑡=0 = 𝜃0, 𝜃′|𝑡=0 = 𝜃10 в Ω.

(1.39)
Отже, до початково-крайової задачi термоп’єзоелектрики Грiна-Лiнд-

сея входять: рiвняння еластодинамiки (1.11), рiвняння Максвелла (1.12) та
рiвняння теплопровiдностi (1.15), основнi спiввiдношення (1.4) та (1.36)-
(1.38), закон Ома (1.13), закон Фур’є (1.16), крайовi умови (1.18)-(1.20)
та початковi умови (1.39). Позначимо цю початково-крайову задачу як
ТПЕ-ГЛ. Chandrasekharaiah [55] довiв єдинiсть розв’язку задачi ТПЕ-ГЛ
у випадку виконання нерiвностi (1.22). Варто зауважити, що поклавши
𝑡1 = 𝑡0 = 0 в основнi спiввiдношення (1.36)-(1.38), ми отримуємо початково-
крайову задачу класичної термоп’єзоелектрики ТПЕ-К.
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Хоча i з задачi ТПЕ-ЛШ, i з задачi ТПЕ-ГЛ можна отримати класи-
чну задачу термоп’єзоелектрики ТПЕ-К, зануливши параметри часу рела-
ксацiї, немає прямого способу перейти вiд задачi ТПЕ-ГЛ до задачi ТПЕ-
ЛШ (i навпаки), використовуючи поданi вище постановки задач. В лiте-
ратурi вiдомi спроби унiфiкувати запис рiвнянь задач ТПЕ-ЛШ та ТПЕ-
ГЛ таким чином, щоб одна система рiвнянь могла описувати як i модель
Лорда-Шульмана, так i модель Грiна-Лiндсея (звiсно, такий ефект дося-
гається зануленням певних коефiцiєнтiв). Зокрема, Ignaczak [71] розробив
унiфiкований запис задачi термопружностi для iзотропного матерiалу. El-
Karamany & Ezzat [63] сформулювали унiфiкований запис задачi термоп’є-
зоелектрики, який враховує випадки моделей Lord-Shulman, Green-Lindsay
та Chandrasekharaiah-Tzou. Задачi ТПЕ-ЛШ та ТПЕ-ГЛ в лiтературi є та-
кож вiдомi як "узагальненi задачi термоп’єзоелектрики".

1.2.4 Основнi результати теоретичного аналiзу задач термоп’єзоелектрики

Протягом останнiх десятилiть розробка методiв для розв’язування класи-
чної та узагальнених задач термоп’єзоелектрики є актуальною проблемою
i була розглянута в працях багатьох дослiдникiв. Для розв’язування таких
задач використовувалися як чисельнi, так i аналiтичнi методи.

Шинкаренко [28, 29] довiв коректнiсть постановки варiацiйної задачi
термоп’єзоелектрики, яка враховує в’язкiсть та яка мiстить рiвняння еле-
ктродинамiки. Хоча в дисертацiї Чабана [23] описанi результати експери-
ментiв для таких задач п’єзоелектрики, для задач термоп’єзоелектрики за
постановкою Шинкаренка [28, 29] не було розроблено програмного забез-
печення для проведення чисельних експериментiв. Тому одним з завдань
дисертацiї є розробка таких програмних засобiв та порiвняння отриманих
результатiв числових експериментiв з результатами iнших дослiдникiв.

Chandrasekharaiah [55, 57] довiв єдинiсть розв’язку задачi ТПЕ-ЛШ
та ТПЕ-ГЛ у випадку виконання нерiвностi (1.22). Проте, нiде в лiтера-
турi не дослiджено коректнiсть постановки цих задач. Варiацiйнi методи
для задач класичної термоп’єзоелектрики розглянуто в працях Altay &
Docmeci [35, 62]. Варiацiйнi методи для узагальнених задач термоп’єзоеле-
ктрики розглянуто в працях Kuang [78–80]. Однак, у лiтературi вiдсутнi
варiацiйнi методи для узагальнених задач термоп’єзоелектрики з ураху-
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ванням в’язкостi та з рiвняннями електродинамiки. Тому, зважаючи на
вищезгаданi факти, одним з завдань дисертацiї є формулювання вiдповiд-
них варiацiйних задач узагальненої термоп’єзоелектрики та дослiдження
їх коректностi. Як i в працях Шинкаренка [28, 29], дослiджувати будемо i
варiацiйнi задачi для вимушених коливань пiроелектрика.

Aouadi [34] застосував комбiнований метод скiнченних елементiв з пе-
ретворенням Лапласа для порiвняння розв’язкiв задач термоп’єзоелектри-
ки для нескiнченної пластини пiроелектрика у випадках класичної моделi
та моделей Lord-Shulman, Green-Lindsay та Chandrasekharaiah-Tzou. В iн-
шiй своїй працi Aouadi [33] застосував узагальнену модель Лорда-Шульмана
до задачi термо-магнетоелектропружностi i довiв єдинiсть її розв’язку. Схо-
жу модель для термо-магнетоелектропружностi на основi моделi Лорда-
Шульмана запропонував El-Karamany [64]. He et al. [67] застосували метод
скiнченних елементiв до узагальнених задач термо-магнетоелектропружно-
стi з врахуванням дифузiйних процесiв. Othman et al. [94] проаналiзува-
ли поведiнку пiроелектрика з гексагональною кристалiчною граткою на
резонансних частотах з порiвнянням результатiв отриманих з застосува-
нням класичної теорiї, теорiї Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея. Heidary
& Eslami [68] використовують метод скiнченних елементiв та схему Нью-
марка для розв’язування класичної задачi термоп’єзоелектрики. В робо-
тi Ashida & Tauchert [37] використовується метод скiнченних рiзниць для
розв’язування класичної задачi термоп’єзоелектрики. В роботах Ashida &
Tauchert [36,39–41,43,132] використовуються аналiтичнi методи для розв’я-
зування класичної задачi термоп’єзоелектрики в специфiчних областях.
В працях Sladek et al. [108–114] використовуються безсiтковi методи для
розв’язування класичної задачi термоп’єзоелектрики.

Singh [106] дослiджує поширення площинних гармонiчних хвиль для
моделей термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея. Sharma
[100] дослiджує поширення площинних гармонiчних хвиль для моделi тер-
моп’єзоелектрики Лорда-Шульмана. У роботах Yuan [145–147] дослiджу-
ються поширення площинних гармонiчних хвиль для моделi термоп’єзо-
електрики Лорда-Шульмана. У роботi Zhou & Yang [148] дослiджуються
поширення площинних гармонiчних хвиль для моделi термоп’єзоелектри-
ки Лорда-Шульмана з врахуванням ефектiв в’язкостi.
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Окремим видом задачi виступає задача про вимушенi гармонiйнi коли-
вання пiроелектрика. Вперше вимушенi коливання для задачi термоп’єзо-
електрики Лорда-Шульмана розглянутi у працi Nandy [90]. Bendjedou [47]
дослiджує вимушенi коливання пластини п’єзоелектрика. Buchanan [49] до-
слiджує вимушенi коливання пiроелектрика для класичної моделi термо-
п’єзоелектрики. Деякi аналiтичнi методи дослiдження вимушених коли-
вань пiроелектрика для класичної моделi термоп’єзоелектрики представ-
ленi у роботах Yang & Batra [143] та Kapuria & Alam [76]. Karnaukhov et
al. [77] розглядають затухаючi коливання пластини пiроелектрика. В робо-
тах Tauchert [129] та Tang & Xu [128] розглядаються вимушенi коливання
пластини з ламiнованим шаром пiроелектрика на нiй. Wauer [140] розглядає
вимушенi коливання у випадку магнето-електро-термопружностi. В дисер-
тацiї Чабана [23] та статтi [22] описана адаптивна схема для задачi про
вимушенi коливання п’єзоелектрика, що дозволяє отримувати розв’язки
цiєї задачi з наперед заданою точнiстю. Проте, в лiтературi не знайдено
якогось аналогiчного адаптивного методу для задач термоп’єзоелектрики
про вимушенi коливання пiроелектрика. Тому одним iз завдань дисертацiї
буде розробка адаптивної схеми для розв’язування такого виду задач.

Iнший сегмент наукових праць з теорiї термоп’єзоелектрики склада-
ють роботи, якi моделюють поведiнку пiроелектричних складових в iн-
женерних системах, наприклад, коли пiроелектрик використовується як
актуатор, сенсор чи перетворювач енергiї. В роботi Tauchert et al. [131] зро-
блений огляд публiкацiй на тему моделювання задач термоп’єзоелектрики
цiкавих з практичної точки зору. Результати моделювання практично ва-
жливих застосувань пiроелектрикiв (п’єзоелектричний перетворювач енер-
гiї), зробленi за допомогою методу скiнченних елементiв та їх порiвняння
з експериментальними даними можна побачити у, наприклад, [144].

1.3 Методи розв’язування задач термоп’єзоелектрики

Як можна бачити з вищенаведених постановок задач термоп’єзоелектрики,
вони є початково-крайовими (чи крайовими у випадку вимушених гармо-
нiйних коливань) задачами з системою диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних. Для розв’язування такого роду задач розробленi як аналiти-
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чнi, так i числовi методи.
Найбiльш поширеним аналiтичним методом для розв’язування таких

задач є метод рядiв Фур’є, який використовує роздiлення змiнних та в ре-
зультатi подає розв’язок у виглядi суми деякого ряду. Iншим аналiтичним
методом, що часто використовується, є метод функцiї Грiна [97]. Також по-
ширене використання рiзноманiтних модифiкацiй перетворення Лапласа.
Наприклад, у роботах Грiнченка [5, 6], Карнаухова [9], Улiтка [4], Шуль-
ги [4, 30], Ashida & Tauchert [43, 132] можна побачити аналiтичнi методи
для розв’язування задач п’єзоелектрики та термоп’єзоелектрики у специ-
фiчних областях. В роботi Ashida & Tauchert [42] аналiтичний метод за-
стостовується до задачi термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана. А Shen &
Tian в своїй статтi [101] використовують аналiтичний метод FLIT (швид-
ке обернене перетворення Лапласа) для розв’язування узагальнених задач
термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея. Проте, зазвичай
аналiтичнi методи вдається застосувати для розв’язування задач термоп’є-
зоелектрики з значними обмеженнями. Зокрема, переважно вони виявля-
ються ефективними лише для окремих типiв областей, в яких шукається
розв’язок. Також, змiна типу крайових умов, коефiцiєнтiв рiвнянь системи
може провокувати труднощi для розв’язування аналiтичними методами.

Числовi методи дають змогу обiйти вищезгаданi обмеження аналi-
тичних методiв. Проте, очевидно, їхнiм результатом є лише наближений
розв’язок i не завжди можна бути впевненим, що це наближення повнi-
стю вiдображає характер шуканого розв’язку. З стрiмким розвитком обчи-
слювальної технiки поширилося їхнє застосування та розробка нових чи-
слових методiв. До стандартного набору методiв розв’язування крайових
задач входять рiзницевi схеми (напр. метод скiнченних рiзниць), метод гра-
ничних елементiв, метод скiнченних елементiв тощо. Для iнтегрування за
часовою змiнною можуть використовуватися методи Ейлера, Рунге-Кутта,
схеми Ньюмарка, Кранка-Нiколсона.

1.3.1 Проекцiйно-сiтковi методи. Метод скiнченних елементiв

Застосування рiзницевих схем до деяких задач стикнулося з проблемою,
що при певних умовах в певнiй частинi областi (найчастiше в примежевих
шарах) числовий розв’язок демонстрував сингулярнi осциляцiї. Рiвномiрне
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(чи квазiрiвномiрне) згущення сiтки не вирiшувало цiєї проблеми. В та-
ких випадках найкраще зарекомендував себе метод скiнченних елементiв
(МСЕ), який дозволяє найбiльш гнучко проводити адаптування сiтки.

МСЕ – найбiльш поширений спосiб побудови базису простору допусти-
мих функцiй в методi Гальоркiна. Для його застосування область, в якiй
шукається розв’язок, дiлиться на скiнченнi елементи. Для одновимiрних
задач такими елементами є вiдрiзки, для двовимiрних – трикутники та чо-
тирикутники (зокрема прямокутники), для тривимiрних - шестигранники
та тетраедри. На кожному скiнченному елементi вибираються вузли, якi
використовуються як точки iнтерполювання для апроксимацiї шуканого
розв’язку. В залежностi вiд використаного iнтерполяцiйного многочлена
отримуємо рiзнi порядки апроксимацiй. Зокрема, в одновимiрному випад-
ку найбiльш поширеними є лiнiйнi, квадратичнi та кубiчнi апроксимацiї, а
в двовимiрному – бiлiнiйнi, бiквадратичнi та серендиповi.

Окремими рiзновидами МСЕ є адаптивнi МСЕ. Саме вони дозволяють
ефективно боротися з осциляцiями в чисельних розв’язках та дозволяють
отримати результати з наперед заданою точнiстю. Iснує три основних рi-
зновиди адаптивного МСЕ: ℎ-адаптивний (коли вiдбувається локальне згу-
щення сiтки), 𝑝-адаптивний (коли ми змiнюємо порядок iнтерполяцiйного
полiнома на окремих скiнченних елементах) та комбiнацiя двох попереднiх
методiв – ℎ𝑝-адаптивний МСЕ.

1.4 Програмна реалiзацiя та апробацiя

На даний момент iснують програмнi комплекси, якi дозволяють розв’язу-
вати широкий спектр початко-крайових та крайових задач за допомогою
методу скiнченних елементiв. Таке програмне забезпечення буває як безко-
штовним з вiдкритим вихiдним кодом (наприклад, FEniCS та FreeFEM++),
так i комерцiйним (наприклад, ANSYS та COMSOL Multiphysics). Однак,
їх недолiком є те, що вони не достатньо гнучкi до внесення змiн у матема-
тичну модель задачi (наприклад, додавання якогось параметра в модель)
та не завжди дозволять зробити деяку специфiчну модифiкацiю в схемi
МСЕ.

Тому для повного контролю над чисельним алгоритмом розв’язування
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задач термоп’єзоелектрики, автором було розроблено власний набiр про-
грам: окремi програми для одновимiрних та двовимiрних динамiчних за-
дач термоп’єзоелектрики, окремi програми для одновимiрних та двовимiр-
них задач про вимушенi коливання пiроелектрикiв. Програми розробленi
на платформi .NET мовою програмування C# за допомогою iнтегровано-
го середовища розробки Microsof Visual Studio. Для полегшення розробки
програм використовувалася система контролю версiй Git. Для вiзуалiза-
цiї отриманих результатiв використовувалися пакети MatLab та Wolfram
Mathematica.

Для апробацiї результатiв у випадку програм для класичної термоп’є-
зоелектрики, спочатку занулювалися параметри, що вiдповiдають за зв’я-
зок з тепловим полем i порiвнювалися результати з результатами отрима-
ними Чабаном у його дисертацiї [23] для задачi п’єзоелектрики. Також для
модельної задачi термоп’єзоелектрики проводилося порiвняння з результа-
тами Sladek et al. [111], якi вони отримали за допомогою iншого методу
розв’язування. Для апробацiї програм, що побудованi для моделей Лорда-
Шульмана та Грiна-Лiндсея, спочатку занулювалися параметри "часу ре-
лаксацiї"i результати порiвнювалися з результатами отриманими за допо-
могою програм для класичної термоп’єзоелектрики. Також апробацiю про-
грами для динамiчної задачi термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана було
зроблено шляхом порiвняння одержаних результатiв з результатами наве-
деними у працi Sumi & Ashida [127], якi отриманi методом характеристик.

1.5 Висновки та заключнi зауваження

У цьому роздiлi розглянуто постановку задач класичної термоп’єзоеле-
ктрики, а також моделей термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана та Грiна-
Лiндсея з врахування впливу в’язкостi. Цi типи задач є об’єктами наших
подальших дослiджень. Проведено огляд методiв розв’язування та суча-
сних дослiджень класичної та узагальнених задач термоп’єзоелектрики. На
цiй основi визначено основнi задачi та цiлi дослiджень у дисертацiї:

1. Програмна реалiзацiя схем МСЕ для задач класичної термоп’єзоеле-
ктрики та їх апробацiя на рядi модельних задач з порiвнянням одер-
жаних результатiв з результатами iнших дослiдникiв.
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2. Побудова ℎ-адаптивної схеми МСЕ для розв’язування задач про виму-
шенi коливання пiроелектрика з наперед заданою точнiстю у випадку
класичної моделi термоп’єзоелектрики.

3. Аналiз коректностi варiацiйних задач у випадках узагальнених задач
термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея.

4. Побудова та аналiз стiйкостi та збiжностi проекцiйно-сiткових схем
для розв’язування узагальнених задач термоп’єзоелектрики.

5. Програмна реалiзацiя схем МСЕ для розв’язування задач термоп’єзо-
електрики Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея.
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РОЗДIЛ 2
ЧИСЛОВИЙ АНАЛIЗ КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ПРО

ВИМУШЕНI ГАРМОНIЙНI КОЛИВАННЯ У
КЛАСИЧНIЙ ТЕОРIЇ ТЕРМОП’ЄЗОЕЛЕКТРИКИ

У цьому роздiлi зроблено формулювання варiацiйних задач класичної тер-
моп’єзоелектрики. На основi варiацiйної задачi про вимушенi гармонiйнi
коливання пiроелектрика побудовано чисельну схему МСЕ для розв’язу-
вання цiєї задачi. Розроблено програмну реалiзацiю цiєї схеми для одно-
вимiрних та двовимiрних областей, та з її допомогою проведено чисельнi
експерименти. Побудовано ℎ-адаптивну схему МСЕ для розв’язування цiєї
задачi з наперед заданою точнiстю.

2.1 Формулювання варiацiйних задач класичної термоп’єзоеле-
ктрики

2.1.1 Варiацiйне формулювання динамiчної задачi класичної термоп’єзо-
електрики

З огляду на початково-крайову задачу термоп’єзоелектрики ТПЕ-К,
введемо простори допустимих функцiй пружного змiщення, електричного
потенцiалу та приросту температури

𝑉 =
{︀
𝑣 ∈ [𝐻1(Ω)]𝑑|𝑣 = 0 на Γ𝑢

}︀
,

𝑄 =
{︀
𝑞 = 𝐻1(Ω)|𝑝 = 0 на Γ𝑝, 𝑞 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на Γ𝑒

}︀
𝑍 =

{︀
𝜉 ∈ [𝐻1(Ω)]|𝜉 = 0 на Γ𝜃

}︀
,

(2.1)

i будемо використовувати позначення

Φ = 𝑉 ×𝑄× 𝑍, 𝐺 = 𝐿2(Ω), 𝐻 = 𝐺𝑛.

Тут символ 𝐻𝑚(Ω) позначає простiр Соболєва, що складається з функцiй
𝑢(𝑥), що iнтегровнi з квадратом в областi Ω разом зi своїми всеможливими
частинними похiдними

𝐷𝛼𝑢 =
𝜕|𝛼|𝑢

𝜕𝑥𝛼1
1 . . . 𝑥𝛼𝑛

𝑛
, |𝛼| = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛, 𝛼𝑖 ≥ 0,
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до 𝑚−го порядку включно. Простiр 𝐻𝑚(Ω) є повним за нормою

||𝑢||𝑚,Ω =

⎧⎨⎩ ∑︁
|𝛼|≤𝑚

∫︁
Ω

[𝐷𝛼𝑢]2𝑑𝑥

⎫⎬⎭
1/2

.

Припустимо, що данi задачi класичної термоп’єзоелектрики ТПЕ-К задо-
вольняють умови

𝜓0 = (𝑢0, 𝑝0, 𝜃0) ∈ Φ, 𝑣0 ∈ 𝐻,

𝑓 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐻), 𝑤 ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐺),

�̂� ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; [𝐿2(Γ𝜎)]
𝑑),

ℎ̂ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝐿2(Γℎ)),

𝐼 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ).

(2.2)

Використовуючи принцип вiртуальних робiт (див. [13]), сформулюємо
наступне варiацiйне формулювання задачi термоп’єзоелектрики ТПЕ-К:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝜓0 = (𝑢0, 𝑝0, 𝜃0) ∈ Φ, 𝑣0 ∈ 𝐻 та (𝑙, 𝑟, 𝜇) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′);

знайти трiйку 𝜓 = {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡)} ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ) таку, що
𝑚(𝑢′′(𝑡), 𝑣) + 𝑎(𝑢′(𝑡), 𝑣) + 𝑐(𝑢(𝑡), 𝑣)− 𝑒(𝑝(𝑡), 𝑣)− 𝛾(𝜃(𝑡), 𝑣) =< 𝑙(𝑡), 𝑣 >,

𝑔(𝑝′(𝑡), 𝑞) + 𝑒(𝑞, 𝑢′(𝑡)) + 𝑧(𝑝(𝑡), 𝑞) + 𝜋(𝜃′(𝑡), 𝑞) =< 𝑟(𝑡), 𝑞 >,

𝑠(𝜃′(𝑡), 𝜉) + 𝑘(𝜃(𝑡), 𝜉) + 𝜋(𝜉, 𝑝′(𝑡)) + 𝛾(𝜉, 𝑢′(𝑡)) =< 𝜇(𝑡), 𝜉 > ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,

𝑚(𝑢′(0)− 𝑣0, 𝑣) = 0, 𝑐(𝑢(0)− 𝑢0, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉,

𝑔(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑞) = 0 ∀𝑞 ∈ 𝑄,

𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜉) = 0 ∀𝜉 ∈ 𝑍.

(2.3)
Тут Φ′ - простiр, спряжений до простору Φ, а присутнi бiлiнiйнi форми та



40

лiнiйнi функцiонали визначаються таким чином:

𝑚(𝑢, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝜌𝑢𝑖𝑣𝑖𝑑𝑥 =
∫︀
Ω

𝜌𝑢.𝑣𝑑𝑥,

𝑎(𝑢, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(𝑢)𝜀𝑘𝑚(𝑣)𝑑𝑥,

𝑐(𝑢, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(𝑢)𝜀𝑘𝑚(𝑣)𝑑𝑥,

< 𝑙, 𝑣 >:=
∫︀
Ω

𝜌𝑓𝑖𝑣𝑖𝑑𝑥+
∫︀
Γ𝜎

�̂�𝑖𝑣𝑖𝑑𝛾,

𝛾(𝜉, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝜉𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝛼𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(𝑣)𝑑𝑥,

𝑒(𝑞, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘(𝑞)𝜀𝑖𝑗(𝑣)𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,

𝑔(𝑝, 𝑞) :=
∫︀
Ω

𝑔𝑘𝑚𝐸𝑘(𝑝)𝐸𝑚(𝑞)𝑑𝑥,

𝑧(𝑝, 𝑞) :=
∫︀
Ω

𝑧𝑘𝑚𝐸𝑘(𝑝)𝐸𝑚(𝑞)𝑑𝑥,

< 𝑟, 𝑞 >:= 𝐼𝑞|Γ𝑒
,

𝜋(𝜉, 𝑞) =
∫︀
Ω

𝜉𝜋𝑘𝐸𝑘(𝑞)𝑑𝑥 ∀𝑝, 𝑞 ∈ 𝑄,

𝑠(𝜃, 𝜉) =
∫︀
Ω

𝑐𝜖𝑇
−1
0 𝜃𝜉𝑑𝑥,

𝑘(𝜃, 𝜉) =
∫︀
Ω

𝑇−1
0 𝜆𝑖𝑗𝜃,𝑖𝜉,𝑗𝑑𝑥,

< 𝜇, 𝜉 >:=
∫︀
Ω

𝑇−1
0 𝑤𝜉𝑑𝑥+

∫︀
Γℎ

𝑇−1
0 ℎ̂𝜉𝑑𝛾 ∀𝜉, 𝜃 ∈ 𝑍.

(2.4)

2.1.2 Варiацiйна задача про вимушенi гармонiйнi коливання пiроелектрика
за класичною теорiєю термоп’єзоелектрики

У практичних застосуваннях часто пiроелектрик пiддається усталеним
гармонiйним високочастотним навантаженням. Зокрема, часто такi при-
лади працюють на частотах близьких до резонансних, оскiльки у цьому
випадку енергетичнi характеристики пiроелектрика досягають своїх ма-
ксимальних значень.

За припущення, що пiроелектрик пiддається гармонiйному в часi на-
вантаженню iз круговою частотою 𝜔 > 0 за законом виду

𝑙(𝑡) = 𝑙1 cos𝜔𝑡+ 𝑙2 sin𝜔𝑡,

𝑟(𝑡) = 𝑟1 cos𝜔𝑡+ 𝑟2 sin𝜔𝑡,

𝜇(𝑡) = 𝜇1 cos𝜔𝑡+ 𝜇2 sin𝜔𝑡 ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(2.5)
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має змiст шукати наближенi розв’язки задачi (2.3) також у виглядi розви-
нень:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∼= 𝑢1(𝑥) cos𝜔𝑡+ 𝑢2(𝑥) sin𝜔𝑡,

𝑝(𝑥, 𝑡) ∼= 𝑝1(𝑥) cos𝜔𝑡+ 𝑝2(𝑥) sin𝜔𝑡,

𝜃(𝑥, 𝑡) ∼= 𝜃1(𝑥) cos𝜔𝑡+ 𝜃2(𝑥) sin𝜔𝑡,

(2.6)

де 𝑢1, 𝑢2, 𝑝1, 𝑝2 та 𝜃1, 𝜃2 - невiдомi амплiтуди механiчних змiщень, електри-
чного потенцiалу та приросту температури вiдповiдно. Пiсля пiдстановки
припущення (2.5) та наближення (2.6) у рiвняння задачi (2.3) та нехтува-
ння її початковими умовами одержуємо варiацiйну задачу про вимушенi
гармонiйнi коливання пiроелектрика:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано кругову частоту 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

амплiтуди навантажень ℓ = (𝑙1, 𝑟1, 𝜇1, 𝑙2, 𝑟2, 𝜇2) ∈ 𝑊
′
= Φ

′ × Φ
′
,

знайти вектор амплiтуд
𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такий, що

−𝜔2𝑚(𝑢1, 𝑣1) + 𝜔𝑎(𝑢2, 𝑣1) + 𝑐(𝑢1, 𝑣1)− 𝑒(𝑝1, 𝑣1)− 𝛾(𝜃2, 𝑣1) =< 𝑙1, 𝑣1 >

∀ 𝑣1 ∈ 𝑉,

𝜔𝑔(𝑝2, 𝑞1) + 𝜔𝑒(𝑞1, 𝑢2) + 𝑧(𝑝1, 𝑞1) + 𝜋(𝜃2, 𝑞1) =< 𝑟1, 𝑞1 > ∀ 𝑞1 ∈ 𝑄,

𝜔𝛾(𝜉1, 𝑢2) + 𝜔𝜋(𝜉1, 𝑝2) + 𝑘(𝜃1, 𝜉1) + 𝑠(𝜃2, 𝜉1) =< 𝜇1, 𝜉1 > ∀ 𝜉1 ∈ 𝑍,

−𝜔2𝑚(𝑢2, 𝑣2)− 𝜔𝑎(𝑢1, 𝑣2) + 𝑐(𝑢2, 𝑣2)− 𝑒(𝑝2, 𝑣2)− 𝛾(𝜃1, 𝑣2) =< 𝑙2, 𝑣2 >

∀ 𝑣2 ∈ 𝑉,

−𝜔𝑔(𝑝1, 𝑞2)− 𝜔𝑒(𝑞2, 𝑢1) + 𝑧(𝑝2, 𝑞2)− 𝜋(𝜃1, 𝑞2) =< 𝑟2, 𝑞2 > ∀ 𝑞2 ∈ 𝑄,

−𝜔𝛾(𝜉2, 𝑢1)− 𝜔𝜋(𝜉2, 𝑝1) + 𝑘(𝜃2, 𝜉2)− 𝑠(𝜃1, 𝜉2) =< 𝜇2, 𝜉2 > ∀ 𝜉2 ∈ 𝑍.

(2.7)
Сформульована задача (2.7) буде основним об’єктом дослiдження цього
роздiлу.

Введемо бiлiнiйну форму Π𝜔(·, ·) : 𝑊×𝑊 → R та лiнiйний функцiонал
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𝜒𝜔 : 𝑊 → R наступним чином:

Π𝜔(𝜓,𝑤) = −𝜔2(𝑚(𝑢1, 𝑣1) +𝑚(𝑢2, 𝑣2)) + 𝜔(𝑎(𝑢2, 𝑣1) + 𝑎(𝑢1, 𝑣2))+

+(𝑐(𝑢1, 𝑣1) + 𝑐(𝑢2, 𝑣2))− (𝑒(𝑝1, 𝑣1) + 𝑒(𝑝2, 𝑣2)) + 𝜔(𝑒(𝑞1, 𝑢2)− 𝑒(𝑞2, 𝑢1))−
−(𝛾(𝜃2, 𝑣1) + 𝛾(𝜃1, 𝑣2)) + 𝜔(𝛾(𝜉1, 𝑢2) + 𝛾(𝜉2, 𝑢1)) + +𝜔(𝜋(𝜃1, 𝑞2)− 𝜋(𝜃2, 𝑞1))+

+𝜔(𝑔(𝑝2, 𝑞1)− 𝑔(𝑝1, 𝑞2)) + +(𝑧(𝑝1, 𝑞1) + 𝑧(𝑝2, 𝑞2)) + 𝜔(𝜋(𝜉1, 𝑝2)− 𝜋(𝜉2, 𝑝1))+

+(𝑘(𝜃1, 𝜉1) + 𝑘(𝜃2, 𝜉2)) + 𝜔(𝑠(𝜃2, 𝜉1)− 𝑠(𝜃1, 𝜉2))

∀ 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊, ∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝑞1, 𝜉1, 𝑣2, 𝑞2, 𝜉2) ∈ 𝑊.

(2.8)
< 𝜒𝜔, 𝑤 >=< 𝑙1, 𝑣1 > + < 𝑟1, 𝑞1 > + < 𝜇1, 𝜉1 > +

+ < 𝑙2, 𝑣2 > + < 𝑟2, 𝑞2 > + < 𝜇2, 𝜉2 > ∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝑞1, 𝜉1, 𝑣2, 𝑞2, 𝜉2) ∈ 𝑊.

(2.9)
Тодi варiацiйна задача про вимушенi гармонiйнi коливання пiроеле-

ктрика може бути записана у виглядi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано кругову частоту 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

𝜒𝜔 ∈ 𝑊
′
= Φ

′ × Φ
′
,

знайти вектор амплiтуд
𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такий, що
Π𝜔(𝜓,𝑤) =< 𝜒𝜔, 𝑤 > ∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝑞1, 𝜉1, 𝑣2, 𝑞2, 𝜉2) ∈ 𝑊.

(2.10)

2.2 Коректнiсть варiацiйної задачi про вимушенi гармонiйнi ко-
ливання

Наведемо послiдовнiсть мiркувань, згiдно з роботою [28], що дають
нам змогу дослiдити питання коректностi даної варiацiйної задачi. Введемо
на просторi 𝑊 скалярний добуток:

((𝑦, 𝑤)) =
2∑︀

𝑖=1

[𝑎(𝑢𝑖, 𝑣𝑖) + 𝑧(𝑝𝑖, 𝑞𝑖) + 𝑘(𝜃𝑖, 𝜉𝑖)]

∀ 𝑦 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊,

∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝑞1, 𝜉1, 𝑣2, 𝑞2, 𝜉2) ∈ 𝑊.

(2.11)

Введемо норму, що вiдповiдає скалярному добутку (2.11):

|||𝑦|||2 = ((𝑦, 𝑦)) ∀𝑦 ∈ 𝑊. (2.12)

Тодi легко встановлюються оцiнки:

|Π𝜔(𝑦, 𝑤)| ≤𝑀1(𝜔)|||𝑦||| · |||𝑤|||,
𝑀1(𝜔) = 𝐶 𝑚𝑎𝑥{𝜔−1, 1, 𝜔, 𝜔2}, ∀𝑦, 𝑤 ∈ 𝑊,

(2.13)
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та
| < 𝜒𝜔, 𝑤 > | ≤𝑀2(𝜔)||𝜒𝜔||* · |||𝑤|||,
𝑀2(𝜔) = 𝐶 𝑚𝑎𝑥{𝜔−1, 1}, ∀𝑤 ∈ 𝑊.

(2.14)

Тут всюди символом 𝐶 позначено додатнi константи, значення яких не
залежать вiд величин, що нас цiкавлять.

Безпосередньою пiдстановкою переконуємося, що бiлiнiйна форма Π𝜔(·, ·)
є 𝑊 -елiптичною, тобто:

Π𝜔(𝑤,𝑤) ≥ 𝛼(𝜔) · |||𝑤|||2, 𝛼(𝜔) = 𝑚𝑖𝑛{𝜔−1, 𝜔} ∀𝑤 ∈ 𝑊. (2.15)

Оскiльки виконуються умови (2.13) - (2.15), то ми перебуваємо в умо-
вах теореми Лакса-Мiльграма-Вишика, з якої випливає справедливiсть на-
ступної теореми:

Теорема 2.1. Для кожних значень параметра 𝑤 > 0 варiацiйна задача
(2.10) має єдиний розв’язок 𝑦 ∈ 𝑊 , причому

|||𝑦||| ≤ 𝛼−1(𝜔)𝑀2(𝜔)||𝜒𝜔||*. (2.16)

2.3 Метод скiнченних елементiв в задачах про вимушенi гармо-
нiйнi коливання

2.3.1 Дискретизацiя Гальоркiна для одно- та двовимiрних задач

У схемi Гальоркiна розв’язок варiацiйної задачi (2.10) переноситься з про-
стору 𝑊 := Φ× Φ до його певного скiнченновимiрного пiдпростору 𝑊ℎ :=

Φℎ × Φℎ, Φℎ ⊂ Φ, dim𝑊ℎ = 𝑁(ℎ) < +∞. Тому, дискретизована за Гальор-
кiним задача (2.10) матиме вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

задано частоту 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊
′
,

простiр апроксимацiй 𝑊ℎ ⊂ 𝑊, dim𝑊ℎ < +∞;

знайти вектор 𝜓ℎ = (𝑢1ℎ, 𝑝1ℎ, 𝜃1ℎ, 𝑢2ℎ, 𝑝2ℎ, 𝜃2ℎ) ∈ 𝑊ℎ такий, що
Π𝜔(𝜓ℎ, 𝜙) =< 𝜒𝜔, 𝜙 > ∀ 𝜙 ∈ 𝑊ℎ.

(2.17)
Зважаючи на те, що задача (2.10) є коректно поставленою, то те саме ми
можемо стверджувати i щодо задачi (2.17).
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2.3.2 Коректнiсть числової схеми: апроксимативнiсть, стiйкiсть та збiжнiсть

Виокремимо в просторi 𝑊 певний базис {𝑤𝑖}∞𝑖=1. Для кожного натураль-
ного 𝑚 ≥ 1 покладемо ℎ = 1/𝑚. Нехай 𝑊ℎ - послiдовнiсть просторiв апро-
ксимацiй та Prℎ : 𝑊 → 𝑊ℎ - послiдовнiсть операторiв ортогонального
проектування побудованi таким чином, що множина {𝑤𝑖}𝑚𝑖=1 утворює базис
𝑊ℎ, а ((𝜓 − Prℎ 𝜓,𝑤)) = 0 ∀ 𝜓 ∈ 𝑊 , ∀ 𝑤ℎ ∈ 𝑊ℎ.

Тепер ми можемо замiнити варiацiйну задачу (2.17) послiдовнiстю на-
ступних задач⎧⎪⎨⎪⎩

задано 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊 ′та ℎ > 0, 𝑊ℎ ⊂ 𝑊, dim𝑊ℎ = 𝑚 < +∞;

знайти вектор 𝜓ℎ ∈ 𝑊ℎтакий, що
Π𝜔(𝜓ℎ, 𝑤) =< 𝜒𝜔, 𝑤 > ∀𝑤 ∈ 𝑊ℎ.

(2.18)
Тодi, згiдно з роботою [28], справедливi наступнi теореми:

Теорема 2.2. Нехай 𝜓 ∈ 𝑊 - розв’язок задачi (2.17) з параметром 𝜔 > 0.
Тодi розв’язки задач (2.18) однозначно визначають послiдовнiсть апро-
ксимацiй Гальоркiна {𝜓ℎ} ⊂ 𝑊 , для якої виконується

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝛼−1𝑀1(𝜔) inf
𝑤∈𝑊ℎ

|||𝜓 − 𝑤|| ∀ ℎ > 0; (2.19)

lim
ℎ→0

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| = 0. (2.20)

Теорема 2.3. про збiжнiсть апроксимацiй МСЕ.
Нехай 𝜓 ∈ 𝑊 - розв’язок задачi (2.17), причому iснує натуральне

𝑘 ≥ 1 таке, що 𝜓 ∈ 𝑊 ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]2(𝑑+1), i нехай апроксимацiї Гальор-
кiна 𝜓ℎ визначаються розв’язками задачi (2.18) в просторах 𝑊ℎ ⊂ 𝑊 ,
якi побудованi з допомогою кусково-полiномiальних базисiв МСЕ та якi
володiють властивiстю квазiоптимального наближення:

для кожного 𝜙 ∈ 𝑊 ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]2(𝑑+1), 𝑘 ≥ 1, iснують 𝜙ℎ ∈ 𝑊ℎ та
𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 такi, що ||𝜙− 𝜙ℎ||𝑚,Ω ≤ 𝐶 · ℎ𝑘+1−𝑚||𝜙||𝑘+1,Ω, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘, де
ℎ - дiаметр трiангуляцiї та 𝑘 - максимальний степiнь повного полiному
вiд 𝑑 змiнних, який точно вiдтворюється базисними функцiями з 𝑊ℎ в
межах кожного скiнченного елемента.

Тодi справедлива така оцiнка швидкостi збiжностi послiдовностi
𝜓ℎ ⊂ 𝑊 :

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝐶 · ℎ𝑘𝛼−1(𝜔)𝑀1(𝜔)||𝜓||𝑘+1,Ω, (2.21)
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де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 не залежить вiд величин, що нас цiкавлять.

2.3.3 Обчислювальнi аспекти та результати числових експериментiв

Придiлимо тепер бiльшу увагу скiнченновимiрному простору 𝑊ℎ ∈ 𝑊 . Згi-
дно з його визначенням, 𝑊ℎ = 𝑉ℎ ×𝑄ℎ × 𝑍ℎ𝑉ℎ ×𝑄ℎ × 𝑍ℎ, де

𝑉ℎ ⊂ 𝑉, 𝑄ℎ ⊂ 𝑄, 𝑍ℎ ⊂ 𝑍,

𝑑𝑖𝑚𝑉ℎ < +∞, 𝑑𝑖𝑚𝑄ℎ < +∞, 𝑑𝑖𝑚𝑍ℎ < +∞.
(2.22)

Видiлимо в просторi допустимих функцiй Φ = 𝑉 × 𝑄 × 𝑍 послiдовнiсть
скiнченовимiрних пiдпросторiв апроксимацiй Φℎ = 𝑉ℎ×𝑄ℎ×𝑍ℎ, dimΦℎ →
∞ при ℎ→ 0 з такими властивостями щiльностi⎧⎪⎨⎪⎩

для кожного вектора 𝜑 ∈ Φ ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]𝑑+2, 𝑘 ≥ 1,

знайдеться вектор 𝜑ℎ ∈ Φℎ i 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 такi, що
‖𝜑− 𝜑ℎ‖𝑚,Ω ≤ 𝐶ℎ𝑘+1−𝑚‖𝜑‖𝑘+1,Ω, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘.

(2.23)

Тодi невiдомi амплiтуди будемо шукати у виглядi:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢𝑘(𝑥) ∼= 𝑢𝑘ℎ(𝑥) =

𝑁𝑉∑︀
𝑖=0

𝑈𝑘𝑖𝜑
𝑉
𝑖 (𝑥), 𝑝𝑘(𝑥)

∼= 𝑝𝑘ℎ(𝑥) =
𝑁𝑄∑︀
𝑖=0

𝑃𝑘𝑖𝜓
𝑄
𝑖 (𝑥),

𝜃𝑘(𝑥) ∼= 𝜃𝑘ℎ(𝑥) =
𝑁𝑍∑︀
𝑖=0

Θ𝑘𝑖𝜙
𝑍
𝑖 (𝑥), ∀𝑥 ∈ Ω, 𝑘 = 1, 2.

(2.24)

В результатi пiдстановки розвинень (2.24) та базових функцiй скiнчен-
новимiрних пiдпросторiв 𝑉ℎ, 𝑄ℎ та 𝑍ℎ у варiацiйну задачу (2.7) отримаємо
таку систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження невiдомих
коефiцiєнтiв амплiтуд (𝑈1, 𝑃1,Θ1, 𝑈2, 𝑃2,Θ2) :

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜔𝐴 −[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 0 𝐸𝑇 0 𝑌 𝑇

[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 𝜔𝐴 −𝐸𝑇 0 −𝑌 𝑇 0

0 𝜔𝐸 𝑍 𝜔𝐺 0 𝜔Π𝑇

−𝜔𝐸 0 −𝜔𝐺 𝑍 −𝜔Π𝑇 0

0 𝜔𝑌 0 𝜔Π 𝐾 𝜔𝑆

−𝜔𝑌 0 −𝜔Π 0 −𝜔𝑆 𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑈1

𝑈2

𝑃1

𝑃2

Θ1

Θ2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐿1

𝐿2

𝑅1

𝑅2

𝐹1

𝐹2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(2.25)

Тут елементи матриць та векторiв обчислюються за бiлiнiйними формами
та лiнiйними функцiоналами (2.4).
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Одновимiрний випадок

Прямий п’єзоефект Розглянемо пiроелектричний стрижень з керамiки PZT-
4 довжиною 𝐿 = 0.01м. Припустимо, що напрям його поляризацiї збiгає-
ться з напрямом його осi 𝑂𝑥. Коефiцiєнти, що характеризують фiзико-
механiчнi властивостi матерiалу PZT-4, мають такi значення:

𝜌 = 7500кг/м3, 𝑐 = 13.9 · 1010Н/м2, 𝑒 = −15.1Кл/м2,

𝑔 = 6.46 · 10−8Ф/м2, див. [142];
𝑧 = 5 · 10−12Ом−1 · м−1, див. [81];
𝜋 = 27 · 10−5Кл · м−2 · К−1, див. [87];
𝛼 = 2 · 10−6К−1, 𝑐𝜀 = 350Дж · кг−1 · К−1,

𝜆 = 1.16Дж · с−1 · м−1 · К−1, див. [133].

(2.26)

Приймемо коефiцiєнт в‘язкостi 𝑎(𝑥) = 4м2/c потужнiсть внутрiшнiх пру-
жних джерел 𝑓 = 0м/с2 та потужнiсть внутрiшнiх теплових джерел 𝑤 =

0Дж ·м−3 ·с−1. Вiзьмемо кругову частоту коливань стержня 𝜔 = 3 ·106рад ·
с−1. Вважаємо, що лiвий кiнець стрижня жорстко закрiплений, заземлений
i пiдтримується з нульовим збуренням температури. До правого кiнця бу-
демо подавати ненульове механiчне навантаження, тобто крайовi умови на
правому кiнцi матимуть вигляд:

𝜎𝑐𝑜𝑠 = 5 · 106Н/м2,

𝜎𝑠𝑖𝑛 = 0Н/м2,

𝐽 𝑐𝑜𝑠 = 𝐽𝑠𝑖𝑛 = 0A,
ℎ𝑠𝑖𝑛 = ℎ𝑐𝑜𝑠 = 0Дж · м−2 · с−1.

(2.27)

Для дискретизацiї вiзьмемо рiвномiрну сiтку з 𝑁 = 256 скiнченних еле-
ментiв з кусково-лiнiйними апроксимацiями розв’язку. Профiлi отриманих
розв’язкiв виглядають наступним чином:
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Рис. 2.1. Амплiтуди змiщень 𝑢𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑢𝑠𝑖𝑛(𝑥) та потенцiалiв 𝑝𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑝𝑠𝑖𝑛(𝑥)

Рис. 2.2. Амплiтуди температури 𝜃𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝜃𝑠𝑖𝑛(𝑥), механiчного напруження 𝜎𝑐𝑜𝑠(𝑥) та теплового
потоку ℎ𝑐𝑜𝑠(𝑥)

Пiроефект Розглянемо пiроелектричний стрижень з керамiки PZT-4 дов-
жиною 𝐿 = 0.01м. Припустимо, що напрям його поляризацiї збiгається з
напрямом його осi 𝑂𝑥. Коефiцiєнти, що характеризують фiзико-механiчнi
властивостi матерiалу PZT-4 данi в (2.26). Приймемо коефiцiєнт в‘язкостi
𝑎(𝑥) = 4м2/c потужнiсть внутрiшнiх пружних джерел 𝑓 = 0м/с2 та по-
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тужнiсть внутрiшнiх теплових джерел 𝑤 = 0Дж · м−3 · с−1. Вiзьмемо кру-
гову частоту коливань стержня 𝜔 = 3 · 106рад · с−1. Вважаємо, що лiвий
кiнець стрижня жорстко закрiплений, заземлений i пiдтримується з нульо-
вим збуренням температури. До правого кiнця будемо подавати ненульовий
тепловий потiк, тобто крайовi умови на правому кiнцi матимуть вигляд:

𝜎𝑐𝑜𝑠 = 𝜎𝑠𝑖𝑛 = 0Н/м2,

𝐽 𝑐𝑜𝑠 = 𝐽𝑠𝑖𝑛 = 0A,
ℎ𝑠𝑖𝑛 = 0Дж · м−2 · с−1

ℎ𝑐𝑜𝑠 = 100Дж · м−2 · с−1.

(2.28)

Для дискретизацiї вiзьмемо рiвномiрну сiтку з 𝑁 = 256 скiнченних еле-
ментiв з кусково-лiнiйними апроксимацiями розв’язку. Профiль теплового
потоку ℎ𝑐𝑜𝑠 виглядає наступним чином:

Рис. 2.3. Профiль теплового потоку ℎ𝑐𝑜𝑠

Той самий профiль в iншому масштабi виглядає наступним чином:
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Рис. 2.4. Профiль теплового потоку ℎ𝑐𝑜𝑠

Як видно з графiкiв, крайова умова на правому кiнцi на тепловий по-
тiк не виконується. Це пов’язано з тим, що основна похибка зосереджена
саме на правому кiнцi стержня i даної сiтки скiнченних елементiв недо-
статньо для отримання коректного розв’язку задачi. Рiвномiрне згущення
сiтки також не дає очевидних переваг. Для отримання коректного розв’яз-
ку будемо зрештою застосовувати адаптивну схему МСЕ.

Двовимiрний випадок

Прямий п’єзоефект Нехай ми маємо пластину-пiроелектрик, вироблену з
керамiки PZT-4. Щоб оцiнити нашi чисельнi результати ми будемо роз-
глядати випадки, якi будуть дуже подiбними до тих, що ми розглядали у
випадку одновимiрної задачi. Припускаємо, що напрям поляризацiї спiвпа-
дає з напрямом осi 𝑂𝑥1.

Лiва сторона пластинки закрiплена, заземлена i пiдтримується при
сталiй температурi. Електричний струм та тепловий потiк рiвнi нулю на
правiй сторонi пластини. Верхня i нижня сторони пластини вiльнi вiд на-
вантажень будь-якого виду, а до правої сторони буде подаватися iмпульс
механiчного навантаження такого вигляду:

𝜎𝑐𝑜𝑠 = 5 · 106Н/м2, 𝜎𝑠𝑖𝑛 = 0Н/м2, (2.29)
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Надалi ми виокремимо випадки прямокутної пластини та квадратної
пластини, оскiльки результати експериментiв дещо вiдрiзняються у цих
випадках з огляду на присутнiсть поперечних хвиль у пластинi.

Прямокутна пластина Нехай прямокутна пластина має розмiри Ω = [0, 01×
0, 001м]. Вiзьмемо кругову частоту коливань 𝜔 = 3 · 106рад · с−1. Початковi
та крайовi умови описанi вище. Для дискретизацiї за просторовою змiнною
вiзьмемо 𝑁 = 128 × 4 прямокутних скiнченних елементiв з бiлiнiйними
апроксимацiями розв‘язку на них. Профiлi розв‘язкiв показанi на рис. 2.5.

Рис. 2.5. Амплiтуди змiщень 𝑢1,𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑢2,𝑐𝑜𝑠(𝑥), температури 𝜃𝑐𝑜𝑠(𝑥) та механiчного напруження
𝜎11,𝑐𝑜𝑠(𝑥)

Як видно з рисунка, профiлi розв‘язкiв 𝑢1,𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝜃𝑐𝑜𝑠(𝑥) нагадують нам
одновимiрнi, зображенi на рис. 2.1 та 2.2. Аналогiчно механiчне напруже-
ння 𝜎11,𝑐𝑜𝑠(𝑥) також є схожим до отриманого в результатi експерименту з
пiроелектричним стрижнем i зображеного на рис. 2.2.

Квадратна пластина Нехай прямокутна пластина має розмiри Ω = [0, 01×
0, 01м]. Початковi та крайовi умови описанi тi ж самi та описанi вище. Для
дискретизацiї за просторовою змiнною вiзьмемо 𝑁 = 16× 16 прямокутних
скiнченних елементiв з бiлiнiйними апроксимацiями розв‘язку на них. У
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випадку квадратної пластини на характер розв‘язкiв впливають поперечнi
хвилi, тому величини виглядають так як зображено на рисунку:

Рис. 2.6. Амплiтуди змiщень 𝑢1,𝑐𝑜𝑠(𝑥), 𝑢2,𝑐𝑜𝑠(𝑥), температури 𝜃𝑐𝑜𝑠(𝑥) та механiчного напруження
𝜎11,𝑐𝑜𝑠(𝑥)
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2.4 Адаптивна схема МСЕ

Задача про похибку Використовуючи варiацiйне формулювання задачi про
вимушенi коливання у виглядi (2.10) запишемо варiацiйну задачу про по-
хибку розв’язування:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано кругову частоту 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0,

та апроксимацiю 𝜓ℎ = (𝑢1ℎ, 𝑝1ℎ, 𝜃1ℎ, 𝑢2ℎ, 𝑝2ℎ, 𝜃2ℎ) ∈ 𝑊ℎ = Φℎ × Φℎ,

знайти похибку 𝑒 = 𝜓 − 𝜓ℎ ∈ 𝑊 ∖𝑊ℎ таку, що
Π𝜔(𝑒, 𝑤) =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), 𝑤 >:=< ϒ𝜔, 𝑤 > −Π𝜔(𝜓ℎ, 𝑤)

∀ 𝑤 =∈ 𝐸 = 𝑊 ∖𝑊ℎ.

(2.30)
Ввiвши скiнченновимiрний пiдпростiр 𝐸ℎ простору допустимих похибок 𝐸,
отримаємо дискретизовану варiацiйну задачу для знаходження оцiнювача
похибки 𝑒ℎ:⎧⎪⎨⎪⎩

задано кругову частоту 𝜔 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, апроксимацiю 𝜓ℎ ∈ 𝑊ℎ,

знайти оцiнювач 𝑒ℎ = (𝜖1ℎ, 𝜉
1
ℎ, 𝜈

1
ℎ, 𝜖

2
ℎ, 𝜉

2
ℎ, 𝜈

2
ℎ) ∈ 𝐸ℎ такий, що

Π𝜔(𝑒ℎ, 𝑤) =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), 𝑤 > ∀ 𝑤 =∈ 𝐸ℎ.

(2.31)
Нехай маємо деяку трiангуляцiю 𝜏ℎ областi Ω. Простiр 𝐸ℎ побудуємо таким
чином, щоб мати змогу обчислювати апостерiорний оцiнювач похибки 𝑒ℎ

на кожному скiнченному елементi 𝐾 ∈ 𝜏ℎ незалежно вiд iнших скiнченних
елементiв. Для цього за базиснi функцiї простору 𝐸ℎ будемо брати кусково
визначенi невiд’ємнi функцiї бульбашкової структури:{︃

𝑏|𝐾 := 𝑏𝐾 ∈ 𝐻1
0(𝐾),

𝑏𝐾(𝑥𝐾) = 1 ∀ 𝐾 ∈ 𝜏ℎ ∀ ℎ > 0,
(2.32)

де за точку 𝑥𝐾 ∈ 𝐾 будемо вибирати, наприклад, центр ваги елемента
𝐾. Апостерiорний оцiнювач похибки 𝜖𝐾 = (𝜖1𝐾 , 𝜖

2
𝐾) апроксимацiї змiщень
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𝑢ℎ = (𝑢1ℎ, 𝑢2ℎ) будемо шукати у виглядi лiнiйної комбiнацiї

𝜖𝛼𝐾(𝑥) := 𝜖𝛼1𝐾

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑏𝐾(𝑥)

0
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+ 𝜖𝛼2𝐾

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

𝑏𝐾(𝑥)
...
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠+ · · ·+ 𝜖𝛼𝑑𝐾

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0

0
...

𝑏𝐾(𝑥)

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝛼 = 1, 2, ∀ 𝑥 ∈ 𝐾

(2.33)
з невiдомими коефiцiєнтами 𝜀𝛼𝐾 .

Апостерiорний оцiнювач похибки 𝜉𝐾 = (𝜉1𝐾 , 𝜉
2
𝐾) апроксимацiї електри-

чного потенцiалу 𝑝ℎ = (𝑢1ℎ, 𝑢2ℎ) будемо шукати у виглядi лiнiйної комбiна-
цiї

𝜉𝛼𝐾(𝑥) := 𝜉𝛼𝐾𝑏𝐾(𝑥), 𝛼 = 1, 2, ∀ 𝑥 ∈ 𝐾. (2.34)

Аналогiчно, апостерiорний оцiнювач похибки 𝜈𝐾 = (𝜈1𝐾 , 𝜈
2
𝐾) апрокси-

мацiї приросту температури 𝜃ℎ = (𝜃1ℎ, 𝜃2ℎ) будемо шукати у виглядi лiнiй-
ної комбiнацiї

𝜈𝛼𝐾(𝑥) := 𝜈𝛼𝐾𝑏𝐾(𝑥), 𝛼 = 1, 2, ∀ 𝑥 ∈ 𝐾. (2.35)

На кожному скiнченному елементi 𝐾 ∈ 𝜏ℎ розв’язуємо систему (2.36)
для знаходження апостерiорного оцiнювача похибок амплiтуд пружних змi-
щень, електричних потенцiалiв та приростiв температури.

Знайти вектори 𝜖𝐾 = (𝜖1𝐾 , 𝜖
2
𝐾) ∈ 𝑅2𝑑, 𝜉𝐾 = (𝜉1𝐾 , 𝜉

2
𝐾) ∈ 𝑅2,

𝜈𝐾 = (𝜈1𝐾 , 𝜈
2
𝐾) ∈ 𝑅2, такi, що⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜔𝐴 −[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 0 𝐸𝑇 0 𝑌𝑇

[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 𝜔𝐴 −𝐸𝑇 0 −𝑌𝑇 0

0 𝜔𝐸 𝑍 𝜔𝐺 0 𝜔Π𝑇

−𝜔𝐸 0 −𝜔𝐺 𝑍 −𝜔Π𝑇 0

0 𝜔𝑌 0 𝜔Π 𝐾 𝜔𝑆

−𝜔𝑌 0 −𝜔Π 0 −𝜔𝑆 𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜖1𝐾
𝜖2𝐾
𝜉1𝐾
𝜉2𝐾
𝜈1𝐾
𝜈2𝐾

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐿1

𝐿2

𝑅1

𝑅2

𝐹1

𝐹2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

(2.36)
Тут матрицi обчислюються за бiлiнiйними формами (2.4) вiд бульбашкових
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функцiй 𝑏𝐾 , а вектори в правiй частинi схеми обчислюються за виразами:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐿1
𝑚 =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), (�̂�

𝑚
𝐾 , 0, 0, 0, 0, 0) >,

𝐿2
𝑚 =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), (0, �̂�

𝑚
𝐾 , 0, 0, 0, 0) >,𝑚 = 1, 2, ..., 𝑑,

�̂�1𝐾 = (𝑏𝐾 , 0, ..., 0), ..., �̂�
𝑑
𝐾 = (0, ..., 0, 𝑏𝐾),

𝑅1 =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), (0, 0, 𝑏𝐾 , 0, 0, 0) >, 𝑅
2 =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), (0, 0, 0, 𝑏𝐾 , 0, 0) >,

𝐹 1 =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), (0, 0, 0, 0, 𝑏𝐾 , 0) >, 𝐹
2 =< 𝜌(𝜔, 𝜓ℎ), (0, 0, 0, 0, 0, 𝑏𝐾) > .

(2.37)
Адаптивна схема виглядає наступним чином:

1. Розв’язуємо задачу на рiвномiрнiй сiтцi.

2. Обчислюємо норму загальної похибки розв’язку.

3. Якщо загальна похибка перевищує очiкуваний рiвень похибки:

∙ проходимо по всiх скiнченних елементах i якщо похибка на деяко-
му елементi 𝐾 бiльша за середню, дiлимо цей елемент на 2;

∙ розв’язуємо задачу на новiй сiтцi та переходимо на крок 2;

iнакше - розв’язок отриманий з наперед заданою точнiстю.

2.4.1 Числовi експерименти

Пiроефект Будемо розглядати такий самий випадок як i розглядали ра-
нiше для звичайної схеми МСЕ задачi про гармонiйнi коливання пiроеле-
ктрика: маємо стержень з керамiки PZT-4 з властивостями (2.26), кругова
частота 𝜔 = 3 ·106рад ·с−1, крайовi умови тi ж самi - (2.28). Починати буде-
мо з рiвномiрної сiтки з 𝑁 = 256 скiнченних елементiв з кусково-лiнiйними
апроксимацiями розв’язку. Вiдносна похибка розв’язку на цiй рiвномiрнiй
сiтцi рiвна 32,47 %. Виберемо очiкуваний рiвень похибки 0,1% . Цей очiкува-
ний рiвень похибки досягається за 12 iтерацiй адаптивної схеми. Поглянемо
тепер на профiль теплового потоку ℎ𝑐𝑜𝑠 :



55

Рис. 2.7. Профiль теплового потоку ℎ𝑐𝑜𝑠

В iншому масштабi вiн має наступний вигляд:

Рис. 2.8. Профiль теплового потоку ℎ𝑐𝑜𝑠

Як можна побачити, тепер крайова умова на тепловий потiк на пра-
вому кiнцi виконується i цього було досягнуто за рiвня похибки в 0,1%,
причому на сiтцi з лише 410 скiнченних елементiв (при рiвномiрному згу-
щеннi сiтки наступна iтерацiя одразу ж дає 512 елементiв, проте не дає
вагомого виграшу в вiдноснiй похибцi розв’язку).
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Рис. 2.9. Вiдносна похибка розв’язку

Рис. 2.10. Кiлькiсть скiнченних елементiв в сiтцi

На графiках 2.9 та 2.10 можна побачити як змiнювалася вiдносна по-
хибка розв’язку протягом iтерацiй адаптивного процесу.

2.5 Висновки та заключнi зауваження

Розроблено програмнi засоби, що реалiзують чисельну схему МСЕ для
розв’язування варiацiйної задачi про вимушенi коливання пiроелектрика
у випадку класичної моделi термоп’єзоелектрики, та з їх допомогою про-



57

ведено чисельнi експерименти. Побудовано ℎ-адаптивну схему МСЕ для
розв’язування цiєї задачi з наперед заданою точнiстю. Встановлено, що за-
стосування ℎ-адаптивної схеми є найбiльш ефективним при моделюваннi
дiй теплових сил на пiроелектрик (при явищi прямого пiроефекту).
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РОЗДIЛ 3
ЧИСЛОВИЙ АНАЛIЗ ПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ
ЗАДАЧ КЛАСИЧНОЇ ТЕРМОП’ЄЗОЕЛЕКТРИКИ

У цьому роздiлi розглянута однокрокова рекурентна схема для розв’язува-
ння нестацiонарної варiацiйної задачi класичної термоп’єзоелектрики, що
була розроблена Шинкаренком Г.А. у його роботах. Розроблено програм-
нi засоби на основi цiєї чисельної схеми для розв’язування цiєї задачi в
одно- та двовимiрних областях i проведено ряд чисельних експериментiв.
Зокрема, дослiджено вплив явища пiроефекту на характер розв’язкiв зада-
чi, зроблено порiвняння отриманих чисельних результатiв з результатами
iнших дослiдникiв.

3.1 Напiвдискретизацiя Гальоркiна варiацiйної задачi термоп’є-
зоелектрики за просторовою змiнною

Наведемо теоретичнi дослiдження розв’язування варiацiйної задачi
термоп’єзоелектрики згiдно з працею [29]. Виберемо в просторi допустимих
розв’язкiв Φ = 𝑉 ×𝑄× 𝑍 послiдовнiсть скiнченовимiрних пiдпросторiв їх
апроксимацiй Φℎ = 𝑉ℎ × 𝑄ℎ × 𝑍ℎ, dimΦℎ → ∞ при ℎ → 0 з такими
властивостями щiльностi⎧⎪⎨⎪⎩

∀𝜑 ∈ Φ ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]𝑑+2, 𝑘 ≥ 1,

∃𝜑ℎ ∈ Φℎ та 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 такi, що
‖𝜑− 𝜑ℎ‖𝑚,Ω ≤ 𝐶ℎ𝑘+1−𝑚‖𝜑‖𝑘+1,Ω, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘.

(3.1)

Тут i в подальшому символ 𝐶 позначає рiзнi додатнi сталi, значення яких
не залежать вiд величин розв’язкiв нашої задачi. Для кожного конкретно
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вибраного ℎ > 0 розв’язок 𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) задачi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, 𝜓0 = (𝑢0, 𝑝0, 𝜃0) ∈ 𝑉 ×𝑄× 𝑍,

𝑣0 ∈ 𝐻, ℓ = (𝑙, 𝑟, 𝜇) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′);

знайти𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φℎ) такий, що
𝑚(𝑢

′′

ℎ(𝑡), 𝑣) + 𝑎(𝑢
′

ℎ(𝑡), 𝑣) + 𝑐(𝑢ℎ(𝑡), 𝑣)− 𝑒(𝑝ℎ(𝑡), 𝑣)− 𝛾(𝜃ℎ(𝑡), 𝑣) =< 𝑙(𝑡), 𝑣 >,

𝑔(𝑝
′

ℎ(𝑡), 𝑞) + 𝑒(𝑞, 𝑢
′

ℎ(𝑡)) + 𝜋(𝜃
′

ℎ(𝑡), 𝑞) + 𝑧(𝑝ℎ(𝑡), 𝑞) =< 𝑟(𝑡), 𝑞 >,

𝑠(𝜃
′

ℎ(𝑡), 𝜉) + 𝜋(𝜉, 𝑝
′

ℎ(𝑡)) + 𝛾(𝜉, 𝑢
′

ℎ(𝑡)) + 𝑘(𝜃ℎ(𝑡), 𝜉) =< 𝜇(𝑡), 𝜉 >,

𝑚(𝑢
′

ℎ(0)− 𝑣0, 𝑣) = 0, 𝑐(𝑢ℎ(0)− 𝑢0, 𝑣) = 0,

𝑔(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑞) = 0,

𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜉) = 0, ∀𝜑 = (𝑣, 𝑞, 𝜉) ∈ Φℎ

(3.2)
називатимемо напiвдискретною апроксимацiєю Гальоркiна розв’язку 𝜓 =

(𝑢, 𝑝, 𝜃) задачi класичної термоп’єзоелектрики (2.3), а константу ℎ - па-
раметром дискретизацiї задачi (2.3) за просторовою змiнною. Визначен-
ня бiлiнiйних форм та лiнiйних функцiоналiв, що присутнi в варiацiйному
формулюваннi задачi (3.2) мiститься в виразах (2.4).

3.2 Задача Кошi.

Зафiксуємо деякi базиси {𝑣𝑖}, {𝑞𝑖}, {𝜉𝑖} в просторах апроксимацiй
𝑉ℎ, 𝑄ℎ та 𝑍ℎ вiдповiдно. Тодi нашi шуканi величини можна представити у
виглядi розвинень:

𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑑𝑖𝑚𝑉ℎ∑︀
𝑖=1

𝑈𝑖(𝑡)𝑣𝑖(𝑥),

𝑝ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑑𝑖𝑚𝑄ℎ∑︀
𝑖=1

𝑃𝑖(𝑡)𝑞𝑖(𝑥),

𝜃ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑑𝑖𝑚𝑍ℎ∑︀
𝑖=1

Θ𝑖(𝑡)𝜉𝑖(𝑥).

(3.3)

Далi за допомогою процедури Гальоркiна отримуємо задачу Кошi для ви-
значення коефiцiєнтiв 𝑈(𝑡) = {𝑈𝑖(𝑡)}, 𝑃 (𝑡) = {𝑃𝑖(𝑡)} та Θ(𝑡) = {Θ𝑖(𝑡)}
розвинень напiвдискретних апроксимацiй 𝑢ℎ, 𝑝ℎ та 𝜃ℎ за цими базисами.



60

Вищезгадана задача Кошi виглядає наступним чином:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑈
′′
(𝑡) + 𝐴𝑈

′
(𝑡) + 𝐶𝑈(𝑡)− 𝐸𝑇𝑃 (𝑡)− 𝑌 𝑇Θ(𝑡) = 𝐿(𝑡),

𝐸𝑈
′
(𝑡) +𝐺𝑃

′
(𝑡) + Π𝑇Θ

′
(𝑡) + 𝑍𝑃 (𝑡) = 𝑅(𝑡),

𝑌 𝑈
′
(𝑡) + Π𝑃

′
(𝑡) + 𝑆𝑇Θ

′
(𝑡) +𝐾Θ(𝑡) = 𝐹 (𝑡),

𝑀𝑈
′
(0) = 𝑉 0, 𝐶𝑈(0) = 𝑈 0,

𝐺𝑃 (0) = 𝑃 0, 𝑆Θ(0) = Θ0,

(3.4)

де коефiцiєнти матриць 𝑀,𝐴,𝐶,𝐸, 𝑌,𝐺,Π, 𝑍, 𝑆,𝐾 в системi(3.4) розрахо-
вуються за вiдповiдними бiлiнiйними формами (2.4), а вектори правих ча-
стин обчислюються за вiдповiдними лiнiйними функцiоналами наступним
чином:

𝐿(𝑡) = {< 𝑙(𝑡), 𝑣𝑖 >}, 𝑅(𝑡) = {< 𝑟(𝑡), 𝑞𝑖 >}, 𝐹 (𝑡) = {< 𝜇(𝑡), 𝜉𝑖 >} (3.5)

та

𝑉 0 = {𝑚(𝑣0, 𝑣𝑖)}, 𝑈 0 = {𝑐(𝑢0, 𝑣𝑖)}, 𝑃 0 = {𝑔(𝑝0, 𝑞𝑖)}, Θ0 = {𝑠(𝜃0, 𝜉𝑖)}.
(3.6)

Взявши до уваги те, що для кожного ℎ > 0 матрицi𝑀 ,𝐴, 𝐶,𝐺, 𝑍, 𝑆,𝐾
додатно визначенi, можна стверджувати, що задача Кошi (3.4) має єдиний
розв’язок. Цей розв’язок i буде визначати напiвдискретну апроксимацiю
Гальоркiна 𝜓ℎ(𝑡) = (𝑢ℎ(𝑡), 𝑝ℎ(𝑡), 𝜃ℎ(𝑡)) у виглядi (3.3).

Пiдставивши 𝑣 = 𝑢′ℎ(𝑡), 𝑞 = 𝑝ℎ(𝑡), 𝜉 = 𝜃ℎ(𝑡)в рiвняння задачi (3.2) та
додавши їх, отримаємо таке рiвняння енергетичного балансу для напiвдис-
кретних апроксимацiй розв’язкiв:

1

2

𝑑

𝑑𝑡
{‖𝑢′ℎ(𝑡)‖2𝐻 + ‖𝜓ℎ(𝑡)‖2 + 2𝜋(𝜃ℎ(𝑡), 𝑝ℎ(𝑡))}+ ‖|𝜓ℎ(𝑡)|‖2 =

=< 𝑙(𝑡), 𝑢′ℎ(𝑡) > + < 𝑟(𝑡), 𝑝ℎ(𝑡) > + < 𝜇(𝑡), 𝜃ℎ(𝑡) >,

(3.7)

де
‖𝜓ℎ‖2 = ‖𝑢ℎ‖2𝑉 + ‖𝑝ℎ‖2𝑄 + ‖𝜃ℎ‖2𝐺,

‖|𝜓ℎ|‖2 = ‖|𝑢′ℎ|‖2𝑉 + ‖|𝑝ℎ|‖2𝑄 + ‖|𝜃ℎ|‖2𝑍 .
(3.8)

Тут вирази
1

2
‖𝑢′ℎ(𝑡)‖2𝐻 ,

1

2
{‖𝜓ℎ(𝑡)‖2 + 2𝜋(𝜃ℎ(𝑡), 𝑝ℎ(𝑡))} та ‖|𝜓ℎ(𝑡)|‖2 визна-

чають значення кiнетичної, повної потенцiальної енергiї пiроелектрика та
її дисипацiю вiдповiдно, а величини ‖|𝑢′ℎ|‖2𝑉 , ‖|𝑝ℎ|‖2𝑄 та ‖|𝜃ℎ|‖2𝐺 визнача-
ють потенцiальну енергiю механiчного поля, електричну та теплову енергiї
вiдповiдно.
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Проiнтегрувавши рiвняння енергетичного балансу (3.7) за часом, вра-
ховуючи початковi умови задачi (3.2), отримуємо таку апрiорну оцiнку для
напiвдискретних апроксимацiй Гальоркiна:

‖𝑢′ℎ(𝑡)‖2𝐻 + ‖𝜓ℎ(𝑡)‖2 +
𝑡∫︀
0

‖|𝜓(𝜏)|‖𝑑𝜏 ≤

≤ 𝐶{‖𝑣0‖2𝐻 + ‖𝜓0‖+
𝑡∫︀
0

‖ℓ(𝜏)‖2*𝑑𝜏} ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], ∀ ℎ > 0,

(3.9)

де ‖·‖* визначає норму в спряженому просторi Φ′. Згiдно з [29] з цiєї оцiнки
випливає

Теорема 3.1. Нехай виконується умова (2.2), що забезпечує правиль-
нiсть умови ℓ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′). Тодi ∀ℎ > 0 напiвдискретна апроксимацiя
Гальоркiна 𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) однозначно обчислюється як розв’язок зада-
чi (3.2) i при цьому справедливi апрiорнi оцiнки (3.9) з 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0

незалежною вiд ℎ та 𝜓.

3.3 Коректнiсть варiацiйної задачi. Збiжнiсть напiвдискретних
апроксимацiй

Як наведено в працi [29], справедливими будуть наступнi теореми.

Теорема 3.2. Нехай виконується умова (2.2). Тодi iснує єдиний розв’я-
зок 𝜓 = (𝑢, 𝑝, 𝜃) варiацiйної задачi класичної термоп’єзоелектрики (2.3) з
властивостями

𝑢 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑉 ), 𝑢′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐻) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ),

𝑢′′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉 ′), 𝑝 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑄), 𝑝′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑄′),

𝜃 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐺) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑍), 𝜃′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑍 ′),

(3.10)

Теорема 3.3. Нехай 𝜓 = (𝑢, 𝑝, 𝜃) - розв’язок задачi (2.3) такий, що для
деякого цiлого 𝑘 ≥ 1 виконується припущення про його запас гладкостi:

𝜓, 𝜓′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ ∪ 𝑌 𝑑+2), 𝑢′′ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑌 𝑑), 𝑌 = 𝐻𝑘+1(Ω). (3.11)

Крiм того, припустимо, що ∀ℎ > 0 напiвдискретнi апроксимацiї 𝜓ℎ =

(𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) є розв’язками задачi (3.2) i при цьому простори Φℎ побудова-
нi з властивiстю щiльностi (3.1). Тодi послiдовнiсть напiвдискретних
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апроксимацiй {𝜓ℎ(𝑡)} збiжна при ℎ → 0 до розв’язку 𝜓(𝑡) задачi (2.3) i
швидкiсть її збiжностi можна оцiнити наступним чином:

‖𝜓ℎ(𝑡)− 𝜓(𝑡)‖2 +
𝑡∫︀
0

‖|𝜓ℎ(𝜏)− 𝜓(𝜏)|‖2𝑑𝜏 ≤

≤ 𝐶ℎ2𝑘{|𝑣0|2 + |𝜃0|2 + |𝜓(𝑡)|2 + |𝑢′(𝑡)|2 +
1∑︀

𝑗=0

𝑡∫︀
0

[|𝑢(𝑗+1)(𝜏)|2+

+|𝑝(𝑗)(𝜏)|2 + |𝜃(𝑗)(𝜏)|2]𝑑𝜏} ∀ 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], ∀ ℎ > 0.

(3.12)

де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 - деяка стала, що не залежить вiд 𝜓 та ℎ, а норма
| · | = ‖ · ‖𝑘+1,Ω.

3.4 Однокрокова рекурентна схема iнтегрування в часi.

Тут будемо розглядати конструювання та питання стiйкостi i збiжно-
стi однокрокової рекурентної схеми iнтегрування в часi на базисi напiв-
дискретизованої задачi (3.2) та задачi Кошi (3.4) для системи звичайних
диференцiальних рiвнянь, згiдно з працею [29].

3.4.1 Апроксимацiї розв’язкiв за часовою змiнною

Рiвномiрно розiб’ємо вiдрiзок часу [0, 𝑇 ] за допомогою 𝑁 вузлiв 𝑡𝑗 =
𝑗Δ𝑡, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁 + 1, 𝑇 = (𝑁 + 1)Δ𝑡 (𝑁 - фiксоване натуральне чи-
сло). На кожному iнтервалi [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] для апроксимацiї розв’язку 𝜓ℎ(𝑡) =

(𝑢ℎ(𝑡), 𝑝ℎ(𝑡), 𝜃ℎ(𝑡)) задачi (3.2) використовуватимемо полiноми такого ви-
гляду:

𝑢ℎ(𝑡) ∼= [1− 𝜔2(𝑡)]𝑢𝑖 +Δ𝑡𝜔(𝑡)[1− 𝜔(𝑡)]𝑣𝑗 + 𝜔2(𝑡)𝑢𝑗+1,

,

𝑝ℎ(𝑡) ∼= [1− 𝜔(𝑡)]𝑝𝑗 + 𝜔(𝑡)𝑝𝑗+1, 𝜔(𝑡) =
𝑡− 𝑡𝑗
Δ𝑡

𝜃ℎ(𝑡) ∼= [1− 𝜔(𝑡)]𝜃𝑗 + 𝜔(𝑡)𝜃𝑗+1 на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1]

(3.13)

з невiдомими коефiцiєнтами 𝜓ℎ = (𝑢𝑚, 𝑝𝑚, 𝜃𝑚) ∈ Φℎ i 𝑣𝑚 ∈ 𝑉ℎ. Лiнiйнi
функцiонали з правих частин рiвнянь (3.2) будемо наближати виразами

𝑙(𝑡) ∼= 𝑙𝑗 = 𝑙(𝑡𝑗+1/2), 𝑟(𝑡) ∼= 𝑟𝑗 = 𝑟(𝑡𝑗+1/2)

𝜇(𝑡) ∼= 𝜇𝑗 = 𝜇(𝑡𝑗+1/2), 𝑡𝑗+1/2 = 𝑡𝑗 +
1

2
Δ𝑡 на [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1].

(3.14)
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Апроксимацiї у виглядi (3.13), де для апроксимацiї змiщення використову-
ється полiном другого порядку, а для апроксимацiї потенцiалу та приросту
температури - першого, були вибранi таким чином, тому що рiвняння руху
в напiвдискретизованiй задачi (3.2) є гiперболiчним (мiстить другу похiдну
по часу вiд перемiщення), а рiвняння електродинамiки та теплопровiдностi
є параболiчними.

3.4.2 Побудова однокрокової рекурентної схеми

Як можна бачити у роботах [26, 29], на основi наближень (3.13) та
(3.14) будується наступна однокрокова рекурентна схема iнтегрування за-
дачi (3.2) в часi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано Δ𝑡 > 0, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 ≥ 0,

𝜓𝑗 = (𝑢𝑗, 𝑝𝑗, 𝜃𝑗), 𝑦𝑗 = (𝑣𝑗, 𝜓𝑗) ∈ 𝑉ℎ × Φℎ, ℓ𝑗 = (𝑙𝑗, 𝑟𝑗, 𝜇𝑗) ∈ Φ
′
;

знайти 𝑦𝑗+1 = (𝑣𝑗+1, 𝜓𝑗+1) ∈ 𝑉ℎ × Φℎ такий, що
𝑚(�̇�𝑗+1/2, 𝑣) + 𝑎(𝑣𝑗+𝛼, 𝑣) + 𝑐(𝑢𝑗+𝛼, 𝑣)− 𝑒(𝑝𝑗+1/2, 𝑣)− 𝛾(𝜃𝑗+1/2, 𝑣) =< 𝑙𝑗, 𝑣 >,

𝑔(�̇�𝑗+1/2, 𝑞) + 𝑒(𝑞, 𝑣𝑗+1/2) + 𝑧(𝑝𝑗+𝛼, 𝑞) + 𝜋(𝜃𝑗+1/2, 𝑞) =< 𝑟𝑗, 𝑞 >,

𝑠(𝜃𝑗+1/2, 𝜉) + 𝜋(𝜉, �̇�𝑗+1/2) + 𝑘(𝜃𝑗
′+𝛼, 𝜉) + 𝛾(𝜉, 𝑣𝑗+1/2) =< 𝜇𝑗, 𝜉 >,

∀ 𝜑 = (𝑣, 𝑞, 𝜉) ∈ Φℎ, 𝑣𝑗+1/2 = �̇�𝑗+1/2, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁.

(3.15)
Тут використовуються такi позначення:

𝑤𝑗+1/2 = 1
2(𝑤

𝑗+1 + 𝑤𝑗), �̇�𝑗+1/2 = 1
Δ𝑡(𝑤

𝑗+1 − 𝑤𝑗),

𝑤𝑗+𝛼 = 𝑤𝑗+1/2 + (𝛼− 1
2)Δ𝑡�̇�

𝑗+1/2.
(3.16)

Пiдставивши апроксимацiї (3.13) в початковi умови задачi (3.2) отри-
муємо рiвняння

𝑚(𝑣0 − 𝑣0, 𝑣) = 0, 𝑐(𝑢0 − 𝑢0, 𝑣) = 0

𝑔(𝑝0 − 𝑝0, 𝑞) = 0, 𝑠(𝜃0 − 𝜃0, 𝜉) ∀ 𝜑 = (𝑣, 𝑞, 𝜉) ∈ Φℎ

(3.17)

для визначення вектора 𝑦0 = (𝑣0, 𝜓0), який є буде використовуватися для
початку обчислень за схемою (3.15). Зважаючи на елiптичнiсть бiлiнiйних
форм з (3.17), рiвняння (3.17) допускають єдиний розв’язок 𝑦0, який не
має похибок, зумовлених апроксимацiєю початкових умов в процесi реку-
рентних обчислень.

Вважаючи вектор (𝑣𝑗+1/2, 𝜓𝑗+1/2) невiдомим в перших трьох рiвняннях
схеми (3.15), з допомогою леми Лакса-Мiльграма неважко показати, що цi
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рiвняння однозначно розв’язуються. Тодi з (3.16) i останнього iз рiвнянь
(3.15) можна визначити вектор 𝑦𝑗+1 = (𝑣𝑗+1, 𝑢𝑗+1, 𝑝𝑗+1, 𝜃𝑗+1). В алгебри-
чному поданнi схема (3.15) може бути записана так:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано Δ𝑡 > 0, 𝛼 ≥ 0, (𝑉 𝑗, 𝑈 𝑗, 𝑃 𝑗,Θ𝑗);

знайти вектор (𝑉 𝑗+1, 𝑈 𝑗+1, 𝑃 𝑗+1,Θ𝑗+1) такий, що⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑀 + 𝛼Δ𝑡[𝐴+

1

2
Δ𝑡𝐶] −1

2
Δ𝑡𝐸𝑇 −1

2
Δ𝑡Γ𝑇

1

2
Δ𝑡𝐸 𝐺+ 𝛼Δ𝑡𝑍

1

2
Δ𝑡Π𝑇

1

2
Δ𝑡Γ

1

2
Δ𝑡Π 𝑆 + 𝛼Δ𝑡𝐾

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎝ 𝑉 𝑗+1/2

𝑃 𝑗+1/2

Θ𝑗+1/2

⎞⎟⎠ =

=
1

2
Δ𝑡

⎛⎜⎝ 𝐿𝑖

𝑅𝑖

𝐹𝑖

⎞⎟⎠+

+

⎛⎜⎜⎝ 𝑀 +Δ𝑡𝐴 −1

2
Δ𝑡𝐶 0 0

0 0 𝐺+Δ𝑡𝑍 0

0 0 0 𝑆 +Δ𝑡𝐾

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑉 𝑗

𝑈 𝑗

𝑃 𝑗

Θ𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑉 𝑗+1 = 2𝑉 𝑗+1/2 − 𝑉 𝑗, 𝑈 𝑗+1 = 𝑈 𝑗 +Δ𝑡𝑉 𝑗+1/2,

𝑃 𝑗+1 = 2𝑃 𝑗+1/2 − 𝑃 𝑗,

Θ𝑗+1 = 2Θ𝑗+1/2 −Θ𝑗, 𝑗 = 0, . . . , 𝑁,

(3.18)

де Δ𝑡 = (𝛼 − 1

2
)Δ𝑡. Розв’язок повнiстю дискретизованої задачi п’єзоеле-

ктрики в момент часу 𝑡𝑗+1 визначається формулами (3.3), замiнивши кое-
фiцiєнти 𝑈𝑖(𝑡), 𝑃𝑖(𝑡), Θ𝑖(𝑡) коефiцiєнтами 𝑈 𝑗+1

𝑖 , 𝑃 𝑗+1
𝑖 та Θ𝑗+1

𝑖 вiдповiдно.

3.4.3 Стiйкiсть i збiжнiсть побудованої однокрокової рекурентної схеми

Для оцiнки похибки

𝑒𝑚 = (𝑒𝑚𝑣 , 𝑒
𝑚
𝑢 , 𝑒

𝑚
𝑝 , 𝑒

𝑚
𝜃 ) = (𝑣𝑚 − 𝑢′ℎ(𝑡𝑚), 𝑢

𝑚 − 𝑢ℎ(𝑡𝑚), 𝑝
𝑚 − 𝑝ℎ(𝑡𝑚), 𝜃

𝑚 − 𝜃ℎ(𝑡𝑚))

(3.19)
побудованої рекурентної схеми, опираючись на рiвняння задачi (3.15), бу-
демо використовувати енергетичне рiвняння.

Припустимо, що розв’язок 𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) задачi (3.2) такий, що

𝑢𝐼𝑉ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑉ℎ), 𝑝
𝐼𝐼𝐼
ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑄ℎ), 𝜃

𝐼𝐼𝐼
ℎ ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑍ℎ). (3.20)
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Тодi, згiдно з [29], буде справедливою наступна теорема:

Теорема 3.4. Нехай розв’язок 𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) напiвдискретизованої за-
дачi (3.2) такий, що виконуються умови (3.20). Крiм того, припустимо,
що вектор 𝑦𝑚 = (𝑣𝑚, 𝑢𝑚, 𝑝𝑚, 𝜃𝑚) ∈ 𝑉ℎ × Φℎ обчислюється рекурентною
схемою (3.18) в якостi апроксимацiї (𝑢′ℎ, 𝜓ℎ) для моменту часу 𝑡𝑚. Тодi
правильними будуть наступнi твердження:

1. Рекурентна схема (3.18) безумовно (по вiдношенню до кроку iнте-
грування Δ𝑡) стiйка в сенсi норми{︃

‖𝑣𝑚‖2𝐻 + ‖𝜓𝑚‖2 +Δ𝑡
𝑚−1∑︁
𝑗=0

‖|𝜓𝑗+1/2|‖2
}︃1/2

якщо її параметр 𝛼 вибраний з умови

𝛼 ≥ 1

2
. (3.21)

2. При виконаннi умови (3.21) значення 𝑦𝑚 збiгаються при Δ𝑡 → 0 до
значень (𝑢′ℎ(𝑡𝑚), 𝑢ℎ(𝑡𝑚), 𝑝ℎ(𝑡𝑚), 𝜃ℎ(𝑡𝑚)) i при цьому похибка апрокси-
мацiї (3.19) характеризується оцiнкою

|𝑒𝑚+1|2 +Δ𝑡
𝑚∑︀
𝑗=0

‖|𝑒𝑗+1/2|‖2 ≤

≤ ℵ𝑇Δ𝑡2
{︃(︂

𝛼− 1

2

)︂2

max
𝑗=0,...,𝑁

‖ℓ1𝑗‖2*+

+Δ𝑡2 max
𝑗=0,...,𝑁

‖ℓ2𝑗‖2*
}︂
, 𝑚 = 0, . . . , 𝑁,

(3.22)

з ℵ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0, значення якої не залежить вiд величин 𝜓ℎ та Δ𝑡.
Таким чином, максимальний порядок збiжностi схеми (3.18) дося-

гається при 𝛼 =
1

2
.

3.5 Числовi експерименти

3.5.1 Одновимiрний випадок: ударнi хвилi та прямий п‘єзоефект

Розглянемо пiроелектричний стрижень з керамiки PZT-4 довжиною 𝐿 =

0.01м. Припустимо, що напрям його поляризацiї збiгається з напрямом йо-
го осi 𝑂𝑥. Коефiцiєнти, що характеризують фiзико-механiчнi властивостi
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матерiалу PZT-4, мають такi значення:

𝜌 = 7500кг/м3, 𝑐 = 13.9 · 1010Н/м2, 𝑒 = −15.1Кл/м2,

𝑔 = 6.46 · 10−8Ф/м2, див. [142];
𝑧 = 5 · 10−12Ом−1 · м−1, див. [81];
𝜋 = 27 · 10−5Кл · м−2 · К−1, див. [87];
𝛼 = 2 · 10−6К−1, 𝑐𝜀 = 350Дж · кг−1 · К−1,

𝜆 = 1.16Дж · с−1 · м−1 · К−1, див. [133].

(3.23)

Приймемо коефiцiєнт в‘язкостi 𝑎(𝑥) = 4м2/c потужнiсть внутрiшнiх пру-
жних джерел 𝑓 = 0м/с2 та потужнiсть внутрiшнiх теплових джерел 𝑤 =

0Дж · м−3 · с−1.
Нарештi припустимо, що лiвий i правий кiнцi стрижня є електродами,

якi можуть бути пiд’єднаними до електричного кола, i тому електричний
струм може проходити вздовж стрижня. Вважаємо, що лiвий кiнець стри-
жня жорстко закрiплений, заземлений i пiдтримується з нульовим збурен-
ням температури. До правого кiнця будемо подавати механiчне навантаже-
ння, електричний струм i тепловий потiк таким способом, щоб можна було
змоделювати особливостi прямого та оберненого п’єзоефекту у розглядува-
ному стрижнi за умов, що в початковий момент часу змiщення, швидкiсть,
електричний потенцiал i збурення температури мають нульовi значення у
всiх точках стрижня.

Спостереження будемо проводити протягом перiоду часу 𝑇 = 75·10−7с.
Для дискретизацiї вiзьмемо рiвномiрну сiтку з 𝑁 = 512 скiнченних елемен-
тiв з кусково-квадратичними апроксимацiями розв’язку i 𝑁𝑇 = 4000 крокiв
iнтегрування в часi. В такому разi виконується умова Куранта-Фрiдрiхса
𝑣Δ𝑡 ≤ 1

2ℎ , де 𝑣 =
√︀
𝑐𝜌−1 - швидкiсть поширення хвилi збурень. Наведенi

результати одержано зi значенням параметра 𝛼 = 0, 5, яке, згiдно з [29],
забезпечує другий (найкращий) порядок збiжностi ОРС.

Розглядатимемо випадок, коли iмпульс механiчного навантаження по-
дається до правого кiнця стрижня. Значення електричного струму та те-
плового потоку дорiвнюють нулю на цьому кiнцi стрижня. Для конкретного
чисельного експерименту вiзьмемо крайовi умови на правому кiнцi вигляду

�̄�(𝑡) =

{︃
5 · 106Н/м2, 𝑡 ≤ 5 · 10−7с
0Н/м2, 𝑡 > 5 · 10−7с

, 𝐽(𝑡) = 0, ℎ̄(𝑡) = 0Дж·м−2 ·с−1. (3.24)



67

Поширення хвилi вздовж стрижня Найперше покажемо динамiку про-
ходження хвилi вздовж стрижня, аналогiчно до того, як у наших робо-
тах [54] [20]. З першого рядка на рис.3.1 видно профiлi пружного змiщення
та механiчного напруження пiд час руху хвилi до лiвого кiнця стрижня
пiсля зняття навантаження. Наступний рядок демонструє перетворення в
структурi хвиль, якi вiдбуваються при вiдбиттi вiд закрiпленого кiнця стри-
жня. Як видно рис. 3.1, в цi моменти часу значення механiчного напруже-
ння подвоюється. В третьому рядку показано профiлi пружного змiщення
та механiчного навантаження, коли хвиля рухається вже до правого кiнця
стрижня. Останнiй рядок зображає профiлi хвиль пiсля вiдбиття вiд вiль-
ного кiнця стрижня. Варто зауважити, що амплiтуди хвиль залишаються
такими самими, але змiнюють свiй знак.

Рис. 3.1. Профiлi пружного змiщення (злiва) та механiчного напруження (справа) в моменти
часу 𝑡 = 12 · 10−7с; 23.85 · 10−7с; 38.1 · 10−7с; 53.95 · 10−7с

Оскiльки динамiка профiлiв хвиль iнших характеристик схожа до тої,
що зображена на рис. 3.1, всi iншi графiки розв’язкiв будемо зображати
лише в певнi моменти часу, щоб пiдкреслити саме структуру профiлю, а
не його поведiнку в часi. Покажемо профiлi розв’язкiв в момент часу 𝑡 =
12.9 · 10−7с, коли хвиля розташована приблизно посерединi стрижня.
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На рис.3.2 ми можемо бачити, що i пружне змiщення, i електричний
потенцiал - кусково-лiнiйнi функцiї, а структура їхнiх профiлiв однакова,
вони вiдрiзняються тiльки значеннями. Те саме можна сказати i про їхнi
швидкостi.

Рис. 3.2. Пружне змiщення, електричний потенцiал i їхнi швидкостi в момент часу 𝑡 = 12.9 ·
10−7с

Наступнi характеристики зображенi на рис. 3.3. Варто зауважити, що
профiль приросту температури 𝜃(𝑥, 𝑡) структурно нагадує профiль швид-
костi пружного змiщення 𝑢′

(𝑥, 𝑡) , а його швидкiсть нагадує механiчне при-
скорення 𝑢′′

(𝑥, 𝑡).

Рис. 3.3. Прирiст температури, його швидкiсть, механiчне прискорення та електрична iндукцiя
в момент часу 𝑡 = 12.9 · 10−7с
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Також варто продемонструвати профiлi таких характеристик:

Рис. 3.4. Механiчне напруження, тепловий потiк, електричний струм та напруженiсть електри-
чного поля в момент часу 𝑡 = 12.9 · 10−7с

Зауважимо, що висота сходинки в профiлi механiчного напруження𝜎(𝑥, 𝑡)
становить 5 ·106Н/м2 , тобто величинi iмпульсу механiчного навантаження,
яке подається до правого кiнця стрижня. Структури хвиль електричного
струму 𝐽(𝑥, 𝑡) та напруженостi електричного поля 𝐸(𝑥, 𝑡) знаходяться в
протифазi до профiлю механiчного напруження. Профiль теплового пото-
ку ℎ(𝑥, 𝑡) нагадує нам профiль механiчного прискорення 𝑢′′

(𝑥, 𝑡).
Розглянемо розподiл у часi рiзних компонентiв повної енергiї пiроеле-

ктрика.
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Рис. 3.5. Змiна з часом кiнетичної, механiчної потенцiальної, електричної та теплової складо-
вих енергiї пiроелектрика

Як видно з рис. 3.5, механiчна потенцiальна, електрична та теплова
енергiї мають подiбну структуру. Це цiлком очiкувано, оскiльки всi вони
є частинами повної потенцiальної енергiї пiроелектрика. Тепер пояснимо
детальнiше динамiку змiни складових енергiї в часi. Всi компоненти повної
енергiї пiроелектрика зростають лiнiйно поки iмпульс механiчного напру-
ження все ще подається. Потiм, коли хвиля рухається вздовж стрижня,
всi вони залишаються сталими, аж доки вона досягає закрiпленого кiнця
стрижня. В цей момент вiдбуваються перетворення в структурi хвилi, як
ми вже описували ранiше. Отже, кiнетична енергiя тодi починає зменшу-
ватися, аж поки не досягне нуля, коли заднiй фронт хвилi досягне лiвого
кiнця стрижня. Решта компонент енергiї досягають свого максимуму в цей
момент часу. Далi перетворення продовжується i кiнетична енергiя почи-
нає зростати, тодi як значення iнших складових енергiї зменшується. Коли
перетворення хвилi завершилося, всi компоненти енергiї пiроелектрика за-
лишаються константами. Схожа ситуацiя з перетворенням енергiї з одно-
го виду в iнший трапляється, коли хвиля досягає правого кiнця стрижня.
Якщо звернути увагу на величини компонент повної енергiї пiроелектрика,
то можна помiтити, що теплова енергiя значно менша вiд iнших. Макси-
мальне значення кiнетичної енергiї – близько 0.36Дж, максимальне значе-
ння електричної енергiї 0.086Дж i максимальне значення теплової енергiї
– близько 4.42 · 10−4Дж. Коли кiнетична енергiя досягає свого максимуму,
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iншi компоненти дорiвнюють нулю, отже, можна стверджувати, що при-
близно 23.8 % механiчної енергiї може бути перетворено в електричну, i
лише приблизно 0.0123% її може бути перетворено в теплову.

3.5.2 Одновимiрний випадок. Вплив пiроефекту на розв’язки задачi термо-
п’єзоелектрики

Розв’яжемо задачу класичної термоп’єзоелектрики при таких самих пара-
метрах, крайових та початкових умовах, що й для вищезгаданого випадку
прямого п’єзоефекту в стрижнi, лише зануливши коефiцiєнти теплового
розширення 𝛼 та пiроелектрики 𝜋. В результатi отримаємо задачу п’єзо-
електрики, динамiку розв’язкiв якої ми дослiджували в нашiй статтi [54].
Якiсно розв’язки не вiдрiзняються в поведiнцi. Тому цiкаво порiвняти кiль-
кiсний вплив пiроелектричних властивостей матерiалу.

Отже, ми розв’язали цю задачу для нульових (piezo-випадок) на нену-
льових (pyro-випадок) коефiцiєнтiв 𝛼 та 𝜋. Обчислимо норму електричного
потенцiалу в стандартному просторi Соболєва 𝐻1([0, 𝐿]) в кожен момент
часу 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. Оскiльки значення ||𝑝𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜||1 та ||𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜||1 вiдрiзняються не
суттєво, наводимо лише графiк ||𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜||1 на рис. 3.6.

Рис. 3.6. Норма електричного потенцiалу: поведiнка в часi.

Графiк рiзницi ||𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜||1−||𝑝𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜||1 показаний на рис.3.7. Максимальна
рiзниця ||𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜||1−||𝑝𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜||1 становить лише близько 0,6% вiд максимального
значення ||𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜||1.
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Рис. 3.7. Рiзниця норм електричного потенцiалу: поведiнка в часi.

Також, ми порахували значення електричного потенцiалу в цих двох
випадках (pyro- i piezo) в центрi стрижня в кожний момент часу. Поведiнка
𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜(𝐿/2, 𝑡) показана на рис. 3.8. Графiк рiзницi 𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜(𝐿/2, 𝑡)−𝑝𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜(𝐿/2, 𝑡)
показаний на рис. 3.9. Максимальне значення 𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜(𝐿/2, 𝑡) − 𝑝𝑝𝑖𝑒𝑧𝑜(𝐿/2, 𝑡)

становить лише 0,43% максимального значення 𝑝𝑝𝑦𝑟𝑜(𝐿/2, 𝑡). Таким чином,
можна зробити висновок, що у випадку механiчних навантажень на ке-
рамiку PZT-4 можна знехтувати пiроелектричними властивостями цього
матерiалу.

Рис. 3.8. Електричний потенцiал в серединi стрижня: поведiнка в часi.
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Рис. 3.9. Електричний потенцiал в серединi стрижня: поведiнка в часi.

3.5.3 Одновимiрний випадок. Обернений п‘єзоефект

Тепер розглянемо випадок, коли iмпульс електричного струму подається
на правий кiнець стрижня, а механiчне навантаження та тепловий потiк
дорiвнюють нулю. Нехай крайова умова на правому кiнцi набуває вигляду

�̄�(𝑡) = 0Н/м2, 𝐽(𝑡) =

{︃
100А, 𝑡 ≤ 5 · 10−7с
0А, 𝑡 > 5 · 10−7с

, ℎ̄(𝑡) = 0Дж ·м−2 · с−1. (3.25)

Знову вiзьмемо тривалiсть перiоду спостереження 𝑇 = 75 · 10−7с. Для
дискретизацiї вiзьмемо рiвномiрну сiтку з 𝑁 = 512 скiнченних елементiв з
кусково-квадратичними апроксимацiями розв’язку i виконаємо 𝑁𝑇 = 4000

крокiв iнтегрування в часi.
Як i у випадку прямого п’єзоефекту, будемо демонструвати профiлi

розв‘язкiв у момент часу 𝑡 = 12.9 · 10−7с , коли хвиля, що рухається, роз-
ташована приблизно посерединi стрижня.
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Рис. 3.10. Пружне змiщення, електричний потенцiал i їхнi швидкостi в момент часу 𝑡 = 12.9 ·
10−7с

Тут можна побачити, що профiлi пружного змiщення 𝑢(𝑥, 𝑡) та еле-
ктричного потенцiалу 𝑝(𝑥, 𝑡) вже не є кусково-лiнiйними, як в попередньому
випадку. Крiм того, вони вже не є структурно подiбними, хоча їхнi швид-
костi залишаються такими. Решта характеристик зображено на рис.3.11
та 3.12. Зауважимо, що профiль приросту температури 𝜃(𝑥, 𝑡) знову нага-
дує профiль швидкостi пружного змiщення 𝑢

′
(𝑥, 𝑡) . Так само швидкiсть

приросту температури 𝜃
′
(𝑥, 𝑡) структурно схожа на профiль механiчного

прискорення 𝑢′′
(𝑥, 𝑡) , що спостерiгалося i у випадку прямого п’єзоефекту.

Однак електрична iндукцiя 𝐷(𝑥, 𝑡) тепер є ненульовою константою вздовж
всього пiроелектричного стрижня.
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Рис. 3.11. Прирiст температури, його швидкiсть, механiчне прискорення та електрична iнду-
кцiя в момент часу 𝑡 = 12.9 · 10−7с

Рис. 3.12. Механiчне напруження, тепловий потiк, електричний струм i напруженiсть електри-
чного поля в момент часу 𝑡 = 12.9 · 10−7с

Також структури профiлiв електричного струму 𝐽(𝑥, 𝑡) та напруже-
ностi електричного поля 𝐸(𝑥, 𝑡) , що зображенi на рис.3.12, знаходяться
в протифазi до профiлю механiчного напруження 𝜎(𝑥, 𝑡), як i у випадку
прямого п’єзоефекту.

Розглянемо тепер розподiл в часi складових повної енергiї пiроеле-
ктрика.
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Рис. 3.13. Змiна з часом кiнетичної, механiчної потенцiальної, електричної та теплової скла-
дових енергiї пiроелектрика

Можемо бачити, що графiки електричної та теплової енергiй мають по-
дiбну структуру. Однак структура графiка механiчної потенцiальної енергiї
є iншою. Всi складовi повної енергiї пiроелектрика зростають квадратично,
поки струм все ще подається. Потiм кiнетична та механiчна потенцiаль-
на енергiї зростають лiнiйно, а теплова спадає лiнiйно протягом часу, ко-
ли хвиля рухається в напрямi лiвого кiнця стрижня. Коли перетворення
проходять на закрiпленому кiнцi, кiнетична енергiя спочатку квадратично
зростає, досягає свого максимуму, а потiм квадратично спадає. Всi решта
складовi повної енергiї пiроелектрика тiльки змiнюють швидкiсть свого
зростання (чи спадання). Коли хвиля досягає правого кiнця стрижня, кi-
нетична енергiя спочатку квадратично спадає, досягає нуля, а потiм ква-
дратично зростає. При вiдбиттi хвилi вiд правого кiнця механiчна потенцi-
альна енергiя спочатку квадратично зростає, а потiм квадратично спадає.
Iншi двi компоненти енергiї поводяться подiбно до кiнетичної енергiї, але
вони не досягають нуля, а лише деякого мiнiмального значення.

Подивимося тепер на величини компонентiв повної енергiї пiроеле-
ктрика. Пiсля того, як навантаження у виглядi електричного струму пе-
рестає подаватися, повна енергiя системи залишається сталою i дорiвнює
0.0019Дж . Максимальне значення суми кiнетичної та механiчної потенцi-
альної енергiї – близько 0.0013Дж i максимальне значення теплової енергiї
– 2.5 · 10−6Дж . Отже, ми можемо стверджувати, що близько 68.42% еле-
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ктричної енергiї може перетворитися в механiчну, i лише приблизно 0.132%
її може перетворитися в теплову.

3.5.4 Двовимiрний випадок. Порiвняння з результатами вiдомими з лiтера-
тури.

Повторимо числовий експеримент, який описують у своїй статтi Sladek et al.
[111]. На верхнiй сторонi квадратної пластини розмiром 𝑎×𝑎 пiдтримується
сталий прирiст температури 𝜃 = 𝐻(𝑡 − 0), де 𝐻(𝜏) – одинична функцiя
Хевiсайда, тобто 𝐻(𝜏) = 1, 𝜏 ≥ 0, iншi крайовi умови мають вигляд такий,
як показано на рис. 3.14.

Рис. 3.14. Рiвномiрно нагрiта квадратна пластина з п’єзоелектрика

У працi [50] вказано аналiтичний розв’язок для незв’язної термопру-
жностi у випадку iзотропного матерiалу:

𝜃(𝑥2, 𝑡) = 1− 4

𝜋

∞∑︁
𝑛=0

{︂
(−1)𝑛

2𝑛+ 1
𝑒𝑥𝑝

[︂
−(2𝑛+ 1)2𝜋2𝜅𝑡

4𝑎2

]︂
𝑐𝑜𝑠

(︂
(2𝑛+ 1)𝜋𝑥2

2𝑎

)︂}︂
,

(3.26)
де 𝑎 - довжина сторони квадратної пластини, 𝜅 = 𝜆22/𝜌𝑐𝜖 - коефiцiєнт ди-
фузивностi. Вважатимемо, що наша пластина зроблена з керамiки PZT-5H
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[111].Занулимо коефiцiєнти теплового розширення 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2) та пiроеле-
ктрики 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2) i застосуємо нашу чисельну схему до такої модифiкова-
ної задачi термоп’єзоелектрики. Виберемо довжину сторони пластини 𝑎 =

1м i часовий iнтервал 𝑇 такий, що задовiльняє умову 𝑇𝑘22/𝜌𝑐𝜖𝑎2 = 1, 3. Як i
у працi [111] апроксимацiю розв’язку шукатимемо у 121=11x11 вузлах, тоб-
то маємо сiтку з 5x5=25 скiнченних елементiв з кусково-бiквадратичними
апроксимацiями розв’язку на них. Кiлькiсть крокiв однокрокової рекурен-
тної схеми в часi виберемо 𝑁𝑇 = 8. На рис. 3.15 представлено чисельний
та аналiтичний розв‘язки 𝜃(𝑥, 𝑡) на прямiй 𝑥2 = 0. Як можна бачити, вони
практично спiвпадають. Вiдносна похибка розв’язку обчислена за форму-
лою

𝑟 =
||𝜃𝑎 − 𝜃𝑛𝑢𝑚||

||𝜃𝑎||
. (3.27)

рiвна 0,04%.

Рис. 3.15. Чисельний та аналiтичний розв‘язки 𝜃(𝑥, 𝑡) на прямiй 𝑥2 = 0

Далi будемо розв’язувати задачу термоп’єзоелектрики з ненульовими
коефiцiєнтами 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2) та 𝜋 = (𝜋1, 𝜋2) (зi значеннями характерними
для керамiки PZT-5H).Крайовi умови та сiтка скiнченних елементiв зали-
шаються тими самими. Кiлькiсть крокiв однокрокової рекурентної схеми
в часi виберемо 𝑁𝑇 = 400. Значення механiчного напруження 𝜎11(𝑥, 𝑡) на
прямих 𝑥2 = 0 та 𝑥2 = 𝑎/2 показанi на рисунку 3.16 i повнiстю спiвпадають
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з наведеними у працi [111]. Значення 𝜎11(𝑥1, 0, 𝑇 ) за нашими результатами
рiвне −1, 32 · 106Дж, в той час як у статтi [111] −1, 29 · 106Дж.

Рис. 3.16. 𝜎11(𝑥, 𝑡) на прямих 𝑥2 = 0 та 𝑥2 = 𝑎/2

Значення потенцiалу 𝑝(𝑥, 𝑡) на прямих 𝑥2 = 𝑎 та 𝑥2 = 𝑎/2 показанi на
рисунку 3.17 i спiвпадають з наведеними у працi [111]. Значення 𝑝(𝑥1, 𝑎, 𝑇 )
за нашими результатами рiвне −1, 17 · 104В, в той час як у статтi [111]
−1, 48 · 104В.

Рис. 3.17. 𝑝(𝑥, 𝑡) на прямих 𝑥2 = 0 та 𝑥2 = 𝑎/2
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3.5.5 Двовимiрний випадок.Прямий п‘єзоефект

Нехай ми маємо пластину-пiроелектрик, виготовлену з керамiки PZT-4.
Щоб оцiнити нашi чисельнi результати, ми будемо розглядати випадки, якi
будуть дуже подiбними до тих, що ми розглядали у випадку одновимiрної
задачi. Припускаємо, що напрям поляризацiї спiвпадає з напрямом осi 𝑂𝑥1.
Крайовi умови задачi зображенi на рис.3.18.

Рис. 3.18. Крайовi умови на сторонах пластини з пiроелектричними властивостями

Лiва сторона пластинки закрiплена, заземлена i пiдтримується при
сталiй температурi. До правої сторони буде подаватися iмпульс механiчного
навантаження такого вигляду:

�̄�(𝑡) =

{︃
5 · 106Н/м2, 𝑡 ≤ 9 · 10−7с
0Н/м2, 𝑡 > 9 · 10−7с

(3.28)

Електричний струм та тепловий потiк рiвнi нулю на правiй сторонi пласти-
ни. Верхня i нижня сторони пластини вiльнi вiд навантажень будь-якого
виду. Початковi умови вибранi таким чином, що пружне змiщення, еле-
ктричний потенцiал та прирiст температури мають нульовi значення в по-
чатковий момент часу.

Надалi ми виокремимо випадки прямокутної пластини та квадратної
пластини, оскiльки результати експериментiв дещо вiдрiзняються у цих
випадках за рахунок поперечних хвиль.
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Прямокутна пластина Нехай прямокутна пластина має розмiри Ω = [0, 01×
0, 001м]. Початковi та крайовi умови описанi вище. Вiзьмемо час спостере-
ження 𝑇 = 50 · 10−7с. Для дискретизацiї за просторовою змiнною вiзьмемо
𝑁 = 128 × 4 прямокутних скiнченних елементiв з бiлiнiйними апроксима-
цiями розв‘язку на них. Кiлькiсть крокiв ОРС вiзьмемо 𝑁𝑇 = 400. Профiлi
розв‘язкiв в момент часу 𝑡 = 20 · 10−7с показанi на рис. 3.19 та 3.20.

Рис. 3.19. 𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑢2(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡) в момент часу 𝑡 = 20 · 10−7с

Як i в одновимiрному випадку повздовжня ударна хвиля рухається
вiд правої сторони пластини до лiвої. Профiлi розв‘язкiв 𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑢2(𝑥, 𝑡),
𝑝(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡) нагадують нам одновимiрнi, зображенi на рис. 3.2 та 3.3.
Аналогiчно термоелектромеханiчнi властивостi 𝜎11(𝑥, 𝑡), 𝐽1(𝑥, 𝑡), 𝐻1(𝑥, 𝑡)

також є схожими до отриманих в результатi експерименту з пiроелектри-
чним стрижнем.

Розподiл в часi складових повної енергiї пiроелектрика, зображений
на рис. 3.21 також є аналогiчним до випадку зi стрижнем. Зокрема, по-
тенцiальна, електрична та теплова енергiї поводяться подiбно, а значення
теплової енергiї є набагато меншим за iншi складовi.
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Рис. 3.20. 𝜎11(𝑥, 𝑡), 𝜎12(𝑥, 𝑡), 𝐽1(𝑥, 𝑡), 𝐻1(𝑥, 𝑡) в момент часу 𝑡 = 20 · 10−7с

Рис. 3.21. Розподiл в часi складових повної енергiї пiроелектрика

Квадратна пластина Нехай прямокутна пластина має розмiри Ω = [0, 01×
0, 01м]. Початковi та крайовi умови описанi вище. Вiзьмемо час спостере-
ження 𝑇 = 50 · 10−7с. Для дискретизацiї за просторовою змiнною вiзьмемо
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𝑁 = 16 × 16 прямокутних скiнченних елементiв з бiлiнiйними апрокси-
мацiями розв‘язку на них. Кiлькiсть крокiв ОРС вiзьмемо 𝑁𝑇 = 400. У
випадку квадратної пластини на характер розв‘язкiв впливають поперечнi
хвилi, тому профiлi розв‘язкiв в момент часу 𝑡 = 20 · 10−7с виглядають так
як зображено на рис. 3.22 та 3.23:

Рис. 3.22. 𝑢1(𝑥, 𝑡), 𝑢2(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡) в момент часу 𝑡 = 20 · 10−7с

Розподiл в часi складових повної енергiї пiроелектрика також зали-
шається схожим до випадку з прямокутною пластиною. Але присутнiсть
поперечних хвиль чiтко виражена осциляцiями на рис.3.24 в профiлях енер-
гiй пiд час перiодiв, коли кожна зi складових енергiї була сталою у випадку
з прямокутною пластиною.



84

Рис. 3.23. 𝜎11(𝑥, 𝑡), 𝜎12(𝑥, 𝑡), 𝐽1(𝑥, 𝑡), 𝐻1(𝑥, 𝑡) в момент часу 𝑡 = 20 · 10−7с

Рис. 3.24. Розподiл в часi складових повної енергiї пiроелектрика
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3.6 Висновки та заключнi зауваження

Розглянуто побудову однокрокової рекурентної схеми iнтегрування в
часi для початково-крайової задачi термоп’єзоелектрики, її стiйкiсть та збi-
жнiсть. Розроблено програмнi засоби для розв’язування цiєї задачi в одно-
та двовимiрних областях. Iз застосуванням цих програмних засобiв, дослi-
джено процеси поширення хвиль змiщень, потенцiалу та приросту темпе-
ратури в пiроелектричному стрижнi та пластинi. Проведено порiвняльний
аналiз енергетичних характеристик пiроелектрика. В двовимiрному випад-
ку зроблено порiвняння з результатами одновимiрної задачi, а також з
результатами, наведеними у працi [111]. Крiм того, зроблено порiвняння
розв’язкiв задачi класичної термоп’єзоелектрики з розв’язками задачi п’є-
зоелектрики.
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РОЗДIЛ 4
АНАЛIЗ ВАРIАЦIЙНИХ ЗАДАЧ УЗАГАЛЬНЕНОЇ
ТЕРМОП’ЄЗОЕЛЕКТРИКИ ЛОРДА-ШУЛЬМАНА

У цьому роздiлi сформульовано варiацiйнi задачi для нестацiонарної задачi
та задачi про вимушенi гармонiйнi коливання пiроелектрика для випадку
моделi Лорда-Шульмана. Доведено коректнiсть цих варiацiйних задач. Для
випадку вимушених коливань пiроелектрикiв розроблено чисельну схему
МСЕ розв’язування цiєї задачi i проаналiзовано її стiйкiсть та збiжнiсть.
Для нестацiонарної задачi також побудовано чисельну схему розв’язування
на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми. Розроблено вiдповiднi
програмнi засоби та проведено ряд числових експериментiв. Зроблено по-
рiвняння отриманих результатiв з результатами iнших дослiдникiв.

4.1 Варiацiйна задача термоп’єзолектрики Лорда-Шульмана

Щоб побудувати варiацiйне формулювання задачi ТПЕ-ЛШ, введемо
простори допустимих пружних змiщень, електричних потенцiалiв, приро-
стiв температури та теплових потокiв вiдповiдно:

𝑉 =
{︀
𝑣 ∈ [𝐻1(Ω)]𝑑|𝑣 = 0 on Γ𝑢

}︀
,

𝑋 =
{︀
𝜉 ∈ 𝐻1(Ω)|𝜉 = 0 on Γ𝑝, 𝜉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 on Γ𝑒

}︀
𝑌 =

{︀
𝜂 ∈ 𝐻1(Ω)|𝜂 = 0 on Γ𝜃

}︀
,

𝑍 =
{︀
𝜁 ∈ [𝐿2(Ω)]𝑑|𝜁 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 on Γ𝑞

}︀
,

(4.1)

i позначення

Φ = 𝑉 ×𝑋 × 𝑌 × 𝑍, Φ1 = 𝑉 ×𝑋 × 𝑌, 𝐺 = 𝐿2(Ω), 𝐻 = 𝐺𝑑. (4.2)

Тут символ𝐻𝑚(Ω) використаний як позначення для стандартних просторiв
Соболєва. Тодi, пiсля застосування принципу вiртуальних робiт до задачi
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ТПЕ-ЛШ, отримуємо наступну варiацiйну задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝜓0 = (𝑢0, 𝑝0, 𝜃0, 𝑞0) ∈ Φ, 𝑣0 ∈ 𝐻 та (𝑙, 𝑟, 𝜇, 0) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′);

знайти 𝜓 = (𝑢, 𝑝, 𝜃, 𝑞) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ) такi, що
𝑚(𝑢′′(𝑡), 𝑣) + 𝑎(𝑢′(𝑡), 𝑣) + 𝑐(𝑢(𝑡), 𝑣)− 𝑒(𝑝(𝑡), 𝑣)− 𝛾(𝜃(𝑡), 𝑣) =< 𝑙(𝑡), 𝑣 >,

𝜒(𝑝′(𝑡), 𝜉) + 𝑒(𝜉, 𝑢′(𝑡)) + 𝑧(𝑝(𝑡), 𝜉) + 𝜋(𝜃′(𝑡), 𝜉) =< 𝑟(𝑡), 𝜉 >,

𝑠(𝜃′(𝑡), 𝜂) + 𝜋(𝜂, 𝑝′(𝑡)) + 𝛾(𝜂, 𝑢′(𝑡))− 𝑔(𝑞(𝑡), 𝜂) =< 𝜇(𝑡), 𝜂 >,

𝜏𝑏(𝑞′(𝑡), 𝜁) + 𝑏(𝑞(𝑡), 𝜁) + 𝑔(𝜁, 𝜃(𝑡)) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,

𝑚(𝑢′(0)− 𝑣0, 𝑣) = 0, 𝑐(𝑢(0)− 𝑢0, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉,

𝜒(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑞) = 0 ∀𝜉 ∈ 𝑋,

𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜂) = 0 ∀𝜂 ∈ 𝑌,

𝑏(𝑞(0)− 𝑞0, 𝜁) = 0 ∀𝜁 ∈ 𝑍

(4.3)
Тут введенi бiлiнiйнi форми та лiнiйнi функцiонали мають вигляд:

𝑚(𝑢, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝜌𝑢𝑖𝑣𝑖𝑑𝑥 =
∫︀
Ω

𝜌𝑢.𝑣𝑑𝑥,

𝑎(𝑢, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(𝑢)𝜀𝑘𝑚(𝑣)𝑑𝑥,

𝑐(𝑢, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(𝑢)𝜀𝑘𝑚(𝑣)𝑑𝑥,

< 𝑙, 𝑣 >:=
∫︀
Ω

𝜌𝑓𝑖𝑣𝑖𝑑𝑥+
∫︀
Γ𝜎

�̂�𝑖𝑣𝑖𝑑𝛾,

𝛾(𝜉, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝜉𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝛼𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(𝑣)𝑑𝑥,

𝑒(𝜉, 𝑣) :=
∫︀
Ω

𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘(𝜉)𝜀𝑖𝑗(𝑣)𝑑𝑥 ∀𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉,

𝜒(𝑝, 𝜉) :=
∫︀
Ω

𝜒𝑘𝑚𝐸𝑘(𝑝)𝐸𝑚(𝜉)𝑑𝑥,

𝑧(𝑝, 𝜉) :=
∫︀
Ω

𝑧𝑘𝑚𝐸𝑘(𝑝)𝐸𝑚(𝜉)𝑑𝑥,

< 𝑟, 𝜉 >:= 𝐼𝜉|Γ𝑒
∀𝑝, 𝜉 ∈ 𝑋,

𝜋(𝜂, 𝜉) =
∫︀
Ω

𝜂𝜋𝑘𝐸𝑘(𝜉)𝑑𝑥,

𝑠(𝜃, 𝜂) =
∫︀
Ω

𝜌𝑐𝑣𝑇
−1
0 𝜃𝜂𝑑𝑥,

< 𝜇, 𝜂 >:=
∫︀
Ω

𝑇−1
0 𝜌𝑤𝜂𝑑𝑥−

∫︀
Γℎ

𝑇−1
0 ℎ̂𝜂𝑑𝛾 ∀𝜂, 𝜃 ∈ 𝑌,

𝑏(𝑞, 𝜁) =
∫︀
Ω

𝑏𝑖𝑗𝑞𝑖𝜁𝑗𝑑𝑥,

𝑔(𝜁, 𝜂) =
∫︀
Ω

𝑇−1
0 𝜁𝑘𝜂,𝑘𝑑𝑥 ∀𝑞, 𝜁 ∈ 𝑍.

(4.4)
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4.2 Задача про вимушенi гармонiйнi коливання

4.2.1 Варiацiйна постановка

Якщо припустити, що навантаження на п’єзоелектрик змiнюється гармо-
нiйно в часi iз круговою частотою 𝜔 > 0 за законом вигляду

𝑙(𝑡) = (𝑙1 + 𝑖𝑙2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝑟(𝑡) = (𝑟1 + 𝑖𝑟2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝜇(𝑡) = (𝜇1 + 𝑖𝜇2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡, ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(4.5)

то у такому випадку наближенi розв’язки задачi (4.3) також шукають у
виглядi розвинень:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∼= (𝑢1 + 𝑖𝑢2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝑝(𝑥, 𝑡) ∼= (𝑝1 + 𝑖𝑝2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝜃(𝑥, 𝑡) ∼= (𝜃1 + 𝑖𝜃2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼= (𝑞1 + 𝑖𝑞2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

(4.6)

де 𝑢1, 𝑢2, 𝑝1, 𝑝2, 𝜃1, 𝜃2 та 𝑞1, 𝑞2 — невiдомi амплiтуди механiчних змiщень,
електричного потенцiалу та приросту температури вiдповiдно.

Пiсля пiдстановки припущення (4.5) та наближення (4.6) у рiвняння
задачi (4.3) та нехтування її початковими умовами, отримуємо варiацiйну
задачу про вимушенi гармонiйнi коливання пiроелектрика:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝜏 > 0, 𝜔 > 0, (𝑙1, 𝑟1, 𝜇1, 0, 𝑙2, 𝑟2, 𝜇2, 0) ∈ 𝑊 ′ = Φ′ × Φ′;

знайти 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑞1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2, 𝑞2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такi, що
∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝜁1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2, 𝜁2, ) ∈ 𝑊

−𝜔2𝑚(𝑢1, 𝑣2) + 𝜔𝑎(𝑢2, 𝑣2) + 𝑐(𝑢1, 𝑣2)− 𝑒(𝑝1, 𝑣2)− 𝛾(𝜃1, 𝑣2) =< 𝑙1, 𝑣2 >,

−𝜔2𝑚(𝑢2, 𝑣1)− 𝜔𝑎(𝑢1, 𝑣1) + 𝑐(𝑢2, 𝑣1)− 𝑒(𝑝2, 𝑣1)− 𝛾(𝜃2, 𝑣1) =< 𝑙2, 𝑣1 >,

𝜔𝜒(𝑝2, 𝜉1) + 𝜔𝑒(𝜉1, 𝑢2) + 𝑧(𝑝1, 𝜉1) + 𝜔𝜋(𝜃2, 𝜉1) =< 𝑟1, 𝜉1 >,

−𝜔𝜒(𝑝1, 𝜉2)− 𝜔𝑒(𝜉2, 𝑢1) + 𝑧(𝑝2, 𝜉2)− 𝜔𝜋(𝜃1, 𝜉2) =< 𝑟2, 𝜉2 >,

𝜔𝑠(𝜃2, 𝜂1) + 𝜔𝜋(𝜂1, 𝑝2) + 𝜔𝛾(𝜂1, 𝑢2)− 𝑔(𝑞1, 𝜂1) =< 𝜇1, 𝜂1 >,

−𝜔𝑠(𝜃1, 𝜂2)− 𝜔𝜋(𝜂2, 𝑝1)− 𝜔𝛾(𝜂2, 𝑢1)− 𝑔(𝑞2, 𝜂2) =< 𝜇2, 𝜂2 >,

𝜔𝜏𝑏(𝑞2, 𝜁1) + 𝑏(𝑞1, 𝜁1) + 𝑔(𝜁1, 𝜃1) = 0,

−𝜔𝜏𝑏(𝑞1, 𝜁2) + 𝑏(𝑞2, 𝜁2) + 𝑔(𝜁2, 𝜃2) = 0.

(4.7)
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Пiсля додавання всiх рiвнянь задачi (4.7) введемо бiлiнiйну форму
Π𝜔(·, ·) : 𝑊 × 𝑊 → R та лiнiйний функцiонал 𝜒𝜔 : 𝑊 → R таким чи-
ном:

Π𝜔(𝜓,𝑤) = −𝜔2[𝑚(𝑢1, 𝑣2)−𝑚(𝑢2, 𝑣1)] + 𝜔[𝑎(𝑢1, 𝑣1) + 𝑎(𝑢2, 𝑣2)]+

+[𝑐(𝑢1, 𝑣2)− 𝑐(𝑢2, 𝑣1)] + [𝑒(𝑝2, 𝑣1)− 𝑒(𝑝1, 𝑣2) + 𝑒(𝜉1, 𝑢2)− 𝑒(𝜉2, 𝑢1)]+

+[𝛾(𝜃2, 𝑣1)− 𝛾(𝜃1, 𝑣2) + 𝛾(𝜂1, 𝑢2)− 𝛾(𝜂2, 𝑢1)]+

+[𝜋(𝜃2, 𝜉1)− 𝜋(𝜃1, 𝜉2) + 𝜋(𝜂1, 𝑝2)− 𝜋(𝜂2, 𝑝1)]+

+[𝜒(𝑝2, 𝜉1)− 𝜒(𝑝1, 𝜉2)] + 𝜔−1[𝑧(𝑝1, 𝜉1) + 𝑧(𝑝2, 𝜉2)] + [𝑠(𝜃2, 𝜂1)− 𝑠(𝜃1, 𝜂2)]+

+𝜔−1[𝑔(𝜁1, 𝜃1) + 𝑔(𝜁2, 𝜃2)− 𝑔(𝑞1, 𝜂1)− 𝑔(𝑞2, 𝜂2)]+

+𝜏 [𝑏(𝑞2, 𝜁1)− 𝑏(𝑞1, 𝜁2)] + 𝜔−1[𝑏(𝑞1, 𝜁1) + 𝑏(𝑞2, 𝜁2)]

∀ 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑞1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2, 𝑞2) ∈ 𝑊,

∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝜁1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2, 𝜁2, ) ∈ 𝑊.

(4.8)
< 𝜒𝜔, 𝑤 >= − < 𝑙2, 𝑣1 > +𝜔−1[< 𝑟1, 𝜉1 > + < 𝜇1, 𝜂1 >]+

+ < 𝑙1, 𝑣2 > +𝜔−1[< 𝑟2, 𝜉2 > + < 𝜇2, 𝜂2 >]

∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝜁1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2, 𝜁2, ) ∈ 𝑊.

(4.9)

Тодi варiацiйна задача про вимушенi гармонiйнi коливання пiроеле-
ктрика може бути записана у виглядi:

⎧⎪⎨⎪⎩
задано 𝜏 > 0, 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊 ′ = Φ′ × Φ′;

знайти 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑞1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2, 𝑞2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такi, що
Π𝜔(𝜓,𝑤) =< 𝜒𝜔, 𝑤 > ∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝜁1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2, 𝜁2, ) ∈ 𝑊.

(4.10)

4.2.2 Коректнiсть варiацiйної задачi

Важливу характеристику задачi (4.7) становить наступна теорема.

Теорема 4.1. Нехай бiлiнiйна форма 𝑘(·, ·) визначена наступним чином:

𝑘(𝜃, 𝜂) =

∫︁
Ω

𝑇−1
0 𝜆𝑖𝑗𝜃,𝑖𝜂,𝑗𝑑𝑥 ∀𝜃, 𝜂 ∈ 𝐻1(Ω). (4.11)

Тодi у випадку задачi про вимушенi коливання справедлива рiвнiсть:

(1 + 𝜔2𝜏 2)[𝑏(𝑞1, 𝑞1) + 𝑏(𝑞2, 𝑞2)] = 𝑘(𝜃1, 𝜃1) + 𝑘(𝜃2, 𝜃2), (4.12)

де 𝑞1, 𝑞2, 𝜃1, 𝜃2 — шуканi в задачах (4.7) та (4.10) амплiтуди теплових
потокiв та приростiв температури вiдповiдно.
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Доведення. Запишемо модифiкований закон Фур’є

𝜏𝑞′𝑖 + 𝑞𝑖 = −𝜆𝑖𝑗𝜃,𝑗 (4.13)

для випадку вимушених коливань:

−𝑖𝜔𝜏(𝑞1𝑖 + 𝑖𝑞2𝑖 )𝑒
−𝑖𝑤𝑡 + (𝑞1𝑖 + 𝑖𝑞2𝑖 )𝑒

−𝑖𝑤𝑡 = −𝜆𝑖𝑗𝜃,𝑗. (4.14)

Прирiвняємо вирази для дiйсної та уявної частин:

𝑞1𝑖 + 𝜔𝜏𝑞2𝑖 = −𝜆𝑖𝑗𝜃1,𝑗 | · 𝑇−1
0 𝜃1,𝑖,

𝑞2𝑖 − 𝜔𝜏𝑞1𝑖 = −𝜆𝑖𝑗𝜃2,𝑗 | · 𝑇−1
0 𝜃2,𝑖.

(4.15)

Пiсля домноження кожного з рiвнянь системи (4.15) на 𝑇−1
0 𝜃1,𝑖 та 𝑇−1

0 𝜃2,𝑖

вiдповiдно i пiсля iнтегрування по областi Ω, отримуємо наступнi спiввiд-
ношення:

𝑔(𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2, 𝜃1) = −𝑘(𝜃1, 𝜃1),
𝑔(𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1, 𝜃2) = −𝑘(𝜃2, 𝜃2).

(4.16)

Розглянемо останнi 2 рiвняння варiацiйної задачi (4.7) та пiдставимо
у них допустимi функцiї 𝜁1 = 𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2 i 𝜁2 = 𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1 вiдповiдно:

𝜔𝜏𝑏(𝑞2, 𝜁1) + 𝑏(𝑞1, 𝜁1) + 𝑔(𝜁1, 𝜃1) = 0, 𝜁1 = 𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2,

−𝜔𝜏𝑏(𝑞1, 𝜁2) + 𝑏(𝑞2, 𝜁2) + 𝑔(𝜁2, 𝜃2) = 0, 𝜁2 = 𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1.
(4.17)

Пiсля перетворень першого рiвняння з (4.17) з врахуванням спiввiдношень
(4.16), отримуємо:

𝜔𝜏𝑏(𝑞2, 𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2) + 𝑏(𝑞1, 𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2) + 𝑔(𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2, 𝜃1) = 0,

𝑏(𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2, 𝑞1 + 𝜔𝜏𝑞2) = 𝑘(𝜃1, 𝜃1).
(4.18)

Аналогiчно, пiсля перетворень другого рiвняння з (4.17) з врахуванням
спiввiдношень (4.16), отримуємо:

−𝜔𝜏𝑏(𝑞1, 𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1) + 𝑏(𝑞2, 𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1) + 𝑔(𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1, 𝜃2) = 0,

𝑏(𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1, 𝑞2 − 𝜔𝜏𝑞1) = 𝑘(𝜃2, 𝜃2)
(4.19)

Останнi рiвняння з спiввiдношень (4.18) i (4.19) можуть бути записанi у
виглядi:

𝑏(𝑞1, 𝑞1) + 2𝜔𝜏𝑏(𝑞1, 𝑞2) + 𝜔2𝜏 2𝑏(𝑞2, 𝑞2) = 𝑘(𝜃1, 𝜃1),

𝜔2𝜏 2𝑏(𝑞1, 𝑞1)− 2𝜔𝜏𝑏(𝑞1, 𝑞2) + 𝑏(𝑞2, 𝑞2) = 𝑘(𝜃2, 𝜃2).
(4.20)
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Пiсля їх пiдсумовування одержимо:

(1 + 𝜔2𝜏 2)[𝑏(𝑞1, 𝑞1) + 𝑏(𝑞2, 𝑞2)] = 𝑘(𝜃1, 𝜃1) + 𝑘(𝜃2, 𝜃2) (4.21)

або
𝑏(𝑞1, 𝑞1) + 𝑏(𝑞2, 𝑞2) =

1
1+𝜔2𝜏2 [𝑘(𝜃1, 𝜃1) + 𝑘(𝜃2, 𝜃2)]. (4.22)

Введемо на просторi 𝑊 скалярний добуток:

((𝑦, 𝑤)) =
2∑︀

𝑖=1

[𝑎(𝑢𝑖, 𝑣𝑖) + 𝑧(𝑝𝑖, 𝜉𝑖) + 𝑏(𝑞𝑖, 𝜁𝑖)] =

=
2∑︀

𝑖=1

[𝑎(𝑢𝑖, 𝑣𝑖) + 𝑧(𝑝𝑖, 𝜉𝑖) +
1
2𝑏(𝑞𝑖, 𝜁𝑖) +

1
2(1+𝜔2𝜏2)𝑘(𝜃𝑖, 𝜂𝑖)]

∀ 𝑦 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑞1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2, 𝑞2) ∈ 𝑊,

∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝜁1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2, 𝜁2) ∈ 𝑊.

(4.23)

Введемо норму, що вiдповiдає скалярному добутку (4.23):

|||𝑦|||2 = ((𝑦, 𝑦)) ∀𝑦 ∈ 𝑊. (4.24)

Тодi легко встановлюються оцiнки:

|Π𝜔(𝑦, 𝑤)| ≤𝑀1(𝜔)|||𝑦||| · |||𝑤|||,
𝑀1(𝜔) = 𝐶 𝑚𝑎𝑥{𝜔−1, 1, 𝜔, 𝜔2}, ∀𝑦, 𝑤 ∈ 𝑊,

(4.25)

та
| < 𝜒𝜔, 𝑤 > | ≤𝑀2(𝜔)||𝜒𝜔||* · |||𝑤|||,
𝑀2(𝜔) = 𝐶 𝑚𝑎𝑥{𝜔−1, 1}, ∀𝑤 ∈ 𝑊.

(4.26)

Тут всюди символом 𝐶 позначено додатнi константи, значення яких не
залежать вiд величин, що нас цiкавлять.

Безпосередньою пiдстановкою переконуємося, що бiлiнiйна форма Π𝜔(·, ·)
є 𝑊 -елiптичною, тобто:

Π𝜔(𝑤,𝑤) ≥ 𝛼(𝜔) · |||𝑤|||2, 𝛼(𝜔) = 𝑚𝑖𝑛{𝜔−1, 𝜔} ∀𝑤 ∈ 𝑊. (4.27)

Оскiльки виконуються умови (4.25) - (4.27), то ми перебуваємо в умо-
вах теореми Лакса-Мiльграма-Вишика, з якої випливає справедливiсть на-
ступної теореми:

Теорема 4.2. Для кожних значень параметрiв 𝑤 > 0 та 𝜏 > 0 варiацiйна
задача (4.10 ) має єдиний розв’язок 𝑦 ∈ 𝑊 , причому

|||𝑦||| ≤ 𝛼−1(𝜔)𝑀2(𝜔)||𝜒𝜔||*. (4.28)
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4.2.3 Дискретизацiя Гальоркiна. Збiжнiсть апроксимацiй МСЕ

У схемi Гальоркiна розв’язок варiацiйної задачi (4.7) переноситься з про-
стору 𝑊 := Φ× Φ до його певного скiнченновимiрного пiдпростору 𝑊ℎ :=

Φℎ × Φℎ, Φℎ ⊂ Φ, dim𝑊ℎ = 𝑁(ℎ) < +∞. Тому, дискретизована за Гальор-
кiним задача (4.10) матиме вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

задано частоту 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊
′
,

простiр апроксимацiй 𝑊ℎ ⊂ 𝑊, dim𝑊ℎ < +∞;

знайти вектор 𝜓ℎ = (𝑢1ℎ, 𝑝1ℎ, 𝜃1ℎ, 𝑞1ℎ, 𝑢2ℎ, 𝑝2ℎ, 𝜃2ℎ, 𝑞2ℎ) ∈ 𝑊ℎ такий, що
Π𝜔(𝜓ℎ, 𝜙) =< 𝜒𝜔, 𝜙 > ∀ 𝜙 ∈ 𝑊ℎ.

(4.29)
Зважаючи на те, що задача (4.10) є коректно поставленою, то те саме ми
можемо стверджувати i щодо дискретизованої задачi (4.29).

Виокремимо в просторi 𝑊 певний базис {𝑤𝑖}∞𝑖=1. Для кожного нату-
рального 𝑚 ≥ 1, покладемо ℎ = 1/𝑚. Нехай 𝑊ℎ - послiдовнiсть просторiв
апроксимацiй та Prℎ : 𝑊 → 𝑊ℎ - послiдовнiсть операторiв ортогонального
проектування побудованi таким чином, що множина {𝑤𝑖}𝑚𝑖=1 утворює базис
𝑊ℎ, а ((𝜓 − Prℎ 𝜓,𝑤)) = 0 ∀ 𝜓 ∈ 𝑊 , ∀ 𝑤ℎ ∈ 𝑊ℎ.

Тепер ми можемо замiнити варiацiйну задачу(4.10) послiдовнiстю на-
ступних задач⎧⎪⎨⎪⎩

задано 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊 ′та ℎ > 0, 𝑊ℎ ⊂ 𝑊, dim𝑊ℎ = 𝑚 < +∞;

знайти вектор 𝜓ℎ ∈ 𝑊ℎтакий, що
Π𝜔(𝜓ℎ, 𝑤) =< 𝜒𝜔, 𝑤 > ∀𝑤 ∈ 𝑊ℎ.

(4.30)

Теорема 4.3. Нехай 𝜓 ∈ 𝑊 - розв’язок задачi (4.10) з параметром 𝜔 > 0.
Тодi розв’язки задач (4.30) однозначно визначають послiдовнiсть апро-
ксимацiй Гальоркiна {𝜓ℎ} ⊂ 𝑊 , для якої виконується

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝛼−1𝑀1(𝜔) inf
𝑤∈𝑊ℎ

|||𝜓 − 𝑤|| ∀ ℎ > 0; (4.31)

lim
ℎ→0

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| = 0. (4.32)

Доведення. Справедливiсть нерiвностi (4.31) випливає з властивостi

Π𝜔(𝜓 − 𝜓ℎ, 𝑤) = 0 ∀ 𝑤 ∈ 𝑊ℎ,
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та оцiнки

𝛼|||𝜓 − 𝜓ℎ|||2 ≤ Π𝜔(𝜓 − 𝜓ℎ, 𝜓 − 𝜓ℎ) = Π𝜔(𝜓 − 𝜓ℎ, 𝜓 − 𝑤) ≤
≤𝑀1(𝜔)|||𝜓 − 𝜓ℎ||| · |||𝜓 − 𝑤||| ∀ 𝑤 ∈ 𝑊ℎ.

З огляду на щiльнiсть послiдовностi просторiв {𝑊ℎ} в сепарабельному про-
сторi 𝑊

lim
ℎ→0

|||𝑤 − 𝑃𝑟ℎ𝑤||| = 0 ∀ 𝑤 ∈ 𝑊.

Тому, з рiвностi
inf

𝑤∈𝑊ℎ

|||𝜓 − 𝑤||| = |||𝜓 − Pr
ℎ
𝜓|||

та (4.31) можна зробити висновок про коректнiсть (4.32) при
𝜔 > 0.

Теорема 4.4. про збiжнiсть апроксимацiй МСЕ.
Нехай 𝜓 ∈ 𝑊 - розв’язок задачi (4.10), причому iснує натуральне

𝑘 ≥ 1 таке, що 𝜓 ∈ 𝑊 ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]2(2𝑑+2), i нехай апроксимацiї 𝜓ℎ визна-
чаються розв’язками задачi (4.30) в просторах 𝑊ℎ ⊂ 𝑊 , якi побудованi
з допомогою кусково-полiномiальних базисiв МСЕ та якi володiють вла-
стивiстю квазiоптимального наближення:

для кожного 𝜙 ∈ 𝑊 ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]2(2𝑑+2), 𝑘 ≥ 1, iснують 𝜙ℎ ∈ 𝑊ℎ та
𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 такi, що ||𝜙 − 𝜙ℎ||𝑚,Ω ≤ 𝐶 · ℎ𝑘+1−𝑚||𝜙||𝑘+1,Ω, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘,
де ℎ - дiаметр сiтки скiнченних елементiв та 𝑘 - максимальний степiнь
повного полiному вiд 𝑑 змiнних, який точно вiдтворюється базисними
функцiями з 𝑊ℎ в межах кожного скiнченного елемента.

Тодi справедлива така оцiнка швидкостi збiжностi послiдовностi
𝜓ℎ ⊂ 𝑊 :

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝐶 · ℎ𝑘𝛼−1(𝜔)𝑀1(𝜔)||𝜓||𝑘+1,Ω, (4.33)

де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 не залежить вiд величин, що нас цiкавлять.

Доведення. Оцiнка (4.33) випливає iз нерiвностi (4.31), еквiвалентностi норм
||| · |||𝑊 та || · ||1,Ω на 𝑊 та властивостей щiльностi.

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝛼−1(𝜔)𝑀1(𝜔) inf
𝑤∈𝑊ℎ

|||𝜓 − 𝑤||| = 𝛼−1(𝜔)𝑀1(𝜔)||𝜓 − 𝑤||1,Ω

≤ 𝐶 · ℎ𝑘𝛼−1(𝜔)𝑀1(𝜔)||𝜓||𝑘+1,Ω.
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4.2.4 Особливостi алгоритму та програмної реалiзацiї МСЕ

Придiлимо тепер бiльшу увагу скiнченновимiрному простору 𝑊ℎ ⊂ 𝑊 .
Згiдно з його визначенням, 𝑊ℎ = 𝑉ℎ×𝑋ℎ×𝑌ℎ×𝑍ℎ×𝑉ℎ×𝑋ℎ×𝑌ℎ×𝑍ℎ, де

𝑉ℎ ⊂ 𝑉, 𝑋ℎ ⊂ 𝑋, 𝑌ℎ ⊂ 𝑌, 𝑍ℎ ⊂ 𝑍,

𝑑𝑖𝑚𝑉ℎ < +∞, 𝑑𝑖𝑚𝑋ℎ < +∞, 𝑑𝑖𝑚𝑌ℎ < +∞, 𝑑𝑖𝑚𝑍ℎ < +∞.
(4.34)

Тодi шуканi амплiтуди можна записати у виглядi розвинень:

𝑢𝛼ℎ(𝑥) ≃
𝑁∑︀
𝑖=0

𝑈 𝑖
𝛼𝜑

𝑉
𝑖 (𝑥),

𝑝𝛼ℎ(𝑥) ≃
𝑁∑︀
𝑖=0

𝑃 𝑖
𝛼𝜑

𝑋
𝑖 (𝑥),

𝜃𝛼ℎ(𝑥) ≃
𝑁∑︀
𝑖=0

Θ𝑖
𝛼𝜑

𝑌
𝑖 (𝑥),

𝑞𝛼ℎ(𝑥) ≃
𝑁∑︀
𝑖=0

𝑄𝑖
𝛼𝜑

𝑍
𝑖 (𝑥), 𝛼 = 1, 2,

(4.35)

де 𝜑𝑉𝑖 (𝑥), 𝜑𝑋𝑖 (𝑥), 𝜑𝑌𝑖 (𝑥), 𝜑𝑍𝑖 (𝑥) – базиси скiнченновимiрних просторiв 𝑉ℎ, 𝑋ℎ,
𝑌ℎ, 𝑍ℎ вiдповiдно. В результатi приходимо до такої системи лiнiйних алге-
браїчних рiвнянь для знаходження вузлових значень невiдомих амплiтуд:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜔𝐴 −[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 0 𝐸𝑇 0 𝑌 𝑇 0 0

[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 𝜔𝐴 −𝐸𝑇 0 −𝑌 𝑇 0 0 0

0 𝐸 𝜔−1𝑍 𝜔𝑋 0 Π𝑇 0 0

−𝐸 0 −𝑋 𝜔−1𝑍 −Π𝑇 0 0 0

0 𝑌 0 Π 0 𝑆 −𝜔−1𝐺𝑇 0

−𝑌 0 −Π 0 −𝑆 0 0 −𝜔−1𝐺𝑇

0 0 0 0 𝜔−1𝐺 0 𝜔−1𝐵 𝜏𝐵

0 0 0 0 0 𝜔−1𝐺 −𝜏𝐵 𝜔−1𝐵

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

×

× [𝑈1, 𝑈2, 𝑃1, 𝑃2,Θ1,Θ2, 𝑄1, 𝑄2]
𝑇 =

[︀
−𝐿2, 𝐿1, 𝜔

−1𝑅1, 𝜔
−1𝑅2, 𝜔

−1𝐹1, 𝜔
−1𝐹2, 0, 0

]︀𝑇
.

(4.36)

Тут елементи матриць та векторiв обчислюються за бiлiнiйними формами
та лiнiйними функцiоналами (4.4). Матриця одержаної СЛАР несиметри-
чна, але її можна представити у виглядi суми симетричної та кососиметри-
чної матриць. З𝑊 -елiптичностi бiлiнiйної форми Π𝜔 випливає, що матриця
одержаної СЛАР є додатньовизначеною, тому можна стверджувати, що ця
система має розв’язок.
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4.3 Нестацiонарна задача

4.3.1 Варiацiйна постановка

Для нестацiонарної задачi введемо простори допустимих пружних змi-
щень, електричних потенцiалiв, приростiв температури(вiдносно початко-
вої температури 𝑇0) та теплових потокiв вiдповiдно:

V =
{︁
v ∈ [𝐻1(Ω)]

𝑑
: v = 0 𝑜𝑛 Γ𝑢

}︁
,

𝑃 =
{︀
𝑟 ∈ 𝐻1(Ω) : 𝑟 = 0 𝑜𝑛 Γ𝑝, 𝑟 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 𝑜𝑛 Γ𝑒

}︀
𝑍 =

{︀
𝜁 ∈ 𝐻1(Ω) : 𝜁 = 0 𝑜𝑛 Γ𝜃

}︀
,

H = {y ∈ 𝐻(div; Ω) : 𝑦𝑖, div y ∈ 𝐿2(Ω), 𝑦𝑖𝑛𝑖 = 0 𝑜𝑛 Γ𝑞 }.

(4.37)

Позначимо Φ : = V×𝑃×𝑍×H i спряжений простiр Φ′ : = V′×𝑃 ′×𝑍 ′×H′.
Тодi, з позначенням всюди параметра часу релаксацiї 𝑡0 = 𝜏 , початково-
крайова задача термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана ТПЕ-ЛШ допускає
наступне варiацiйне формулювання:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

знайти𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃,q) ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 ;Φ) такi, що
𝑚(u′′(𝑡),v) + 𝑎(u′(𝑡),v) + 𝑐(u(𝑡),v)− 𝑒(𝑝(𝑡),v)

−𝛽(𝜃(𝑡),v) =< l𝜎(𝑡),v >,

𝜒(𝑝′(𝑡), 𝑟) + 𝑧(𝑝(𝑡), 𝑟) + 𝜋(𝜃′(𝑡), 𝑟) + 𝑒(𝑟,u′(𝑡)) =< 𝑙𝑒(𝑡), 𝑟 >,

𝑠(𝜃′(𝑡), 𝜁) + 𝑇−1
0 (divq(𝑡), 𝜁)

+𝜋(𝜁, 𝑝′(𝑡)) + 𝛽(𝜁,u′(𝑡)) =< 𝑙𝜗(𝑡), 𝜁 > ,

𝑡0𝜅(q
′(𝑡),y)− 𝑇−1

0 (divy, 𝜃(𝑡)) + 𝜅(q(𝑡),y) = 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑚(u′(0)− v0,v) = 0, 𝑐(u(0)− u0,v) = 0,

𝜒(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑟) = 0, 𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜁) = 0,

𝜅(q(0)− q0,y) = 0 ∀𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ Φ,

(4.38)



96

де бiлiнiйнi та лiнiйнi форми визначаються наступними виразами:

𝑚(u,v) =
∫︀
Ω

𝜌𝑢𝑖𝑣𝑖𝑑𝑥, 𝑎(u,v) =
∫︀
Ω

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(u)𝜀𝑘𝑚(v)𝑑𝑥,

𝑐(u,v) =
∫︀
Ω

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(u)𝜀𝑘𝑚(v)𝑑𝑥, 𝑒(𝑟,v) =
∫︀
Ω

𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘(𝑟)𝜀𝑖𝑗(v)𝑑𝑥,

𝑧(𝑝, 𝑟) =
∫︀
Ω

𝑧𝑘𝑚𝐸𝑘(𝑝)𝐸𝑚(𝑟)𝑑𝑥, 𝜒(𝑝, 𝑟) =
∫︀
Ω

𝜒𝑘𝑚𝐸𝑘(𝑝)𝐸𝑚(𝑟)𝑑𝑥,

𝛽(𝜁,v) =
∫︀
Ω

𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝛼𝑘𝑚𝜀𝑖𝑗(v)𝜁𝑑𝑥, 𝜋(𝜁, 𝑟) =
∫︀
Ω

𝜋𝑘𝐸𝑘(𝑟)𝜁𝑑𝑥,

𝑠 (𝜃, 𝜁) =
∫︀
Ω

𝜌𝑐𝑣𝑇
−1
0 𝜃𝜁𝑑𝑥, 𝜅 (q,y) =

∫︀
Ω

𝑏𝑙𝑚𝑞𝑙𝑦𝑚𝑑𝑥,

< l𝜎,v >=
∫︀
Ω

𝜌𝑓𝑖𝑣𝑖𝑑𝑥+
∫︀
Γ𝜎

�̂�𝑖𝑣𝑖𝑑𝛾,

< 𝑙𝑒, 𝑟 >= −𝐼𝑟|Γ𝑒
, < 𝑙𝜗, 𝜁 >=

∫︀
Ω

𝑇−1
0 𝜌𝑤𝜁𝑑𝑥

∀u,v ∈ V,∀𝑝, 𝑟 ∈ 𝑃, ∀𝜁 ∈ 𝑍, ∀q,y ∈ H.

(4.39)

Тут ми використали символ div y := 𝑦𝑖,𝑖 для кожної вектор-функцiї y =

y(x) ∈ 𝐻1(Ω), i позначення для скалярного добутку

(𝑧, 𝑤) =

∫︁
Ω

𝑧𝑤 𝑑𝑥 ∀𝑧, 𝑤 ∈ 𝐿2(Ω).

Зауважимо, що бiлiнiйнi форми в (4.39) мають чiтку фiзичну iнтерпретацiю
[20] i властивостi неперервностi та елiптичностi деяких з них, дозволяють
ввести наступнi енергетичнi норми:

||v||2𝑚 = 𝑚(v,v), ||v||2𝑐 = 𝑐(v,v), ||v||2𝑎 = 𝑎(v,v) ∀v ∈ V,

||𝑟||2𝜒 = 𝜒(𝑟, 𝑟), ||𝑟||2𝑧 = 𝑧(𝑟, 𝑟) ∀𝑟 ∈ 𝑃,

||𝜁||2𝑠 = 𝑠(𝜁, 𝜁) ∀𝜁 ∈ 𝑍, ||y||2𝜅 = 𝜅(y,y) ∀y ∈ H.

(4.40)

4.3.2 Рiвняння енергетичного балансу

Припустимо, що варiацiйна задача (4.38) має розв’язок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃,q).
Пiдставимо 𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) = (u′, 𝑝, 𝜃,q) в (4.38) i пiсля додавання рiвнянь
отримаємо наступну тотожнiсть:

1
2
𝑑
𝑑𝑡

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 +||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝜒 + 2𝜋(𝜃(𝑡), 𝑝(𝑡)) + ||𝜃(𝑡)||2𝑠)

]︀
+
[︀
||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||q(𝑡)||2𝜅

]︀
=< N(𝑡), 𝜓(𝑡) > ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(4.41)
де

< N, 𝜙 >:=< l𝜎,v > + < 𝑙𝑒, 𝑟 > + < 𝑙𝜗, 𝜁 > ∀𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ Φ.
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Пiсля iнтегрування тотожностi (4.41) на будь-якому часовому iнтервалi
[0, 𝑡] ⊆ [0, 𝑇 ] одержуємо так зване рiвняння балансу енергiї:

1
2

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 +||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝜒 + 2𝜋(𝜃(𝑡), 𝑝(𝑡)) + ||𝜃(𝑡)||2𝑠

]︀
+

+
𝑡∫︀
0

[︀
||u′(𝑠)||2𝑎 + ||𝑝(𝑠)||2𝑧 + ||q(𝑠)||2𝜅

]︀
𝑑𝑠 =

= 1
2

[︀
||u′(0)||2𝑚 + 𝑡0||q(0)||2𝜅 +||u(0)||2𝑐 + ||𝑝(0)||2𝜒 + 2𝜋(𝜃(0), 𝑝(0)) + ||𝜃(0)||2𝑠

]︀
+

+
𝑡∫︀
0

< N(𝑠), 𝜓(𝑠) > 𝑑𝑠 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(4.42)
Варто зауважити, що

K[𝜓(𝑡)] ≡ 1
2

[︀
||𝑢′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅

]︀
(4.43)

визначає кiнетичну енергiю пiроелектрика,

E[𝜓(𝑡)] ≡ 1
2||𝜓(𝑡)||

2
Φ := 1

2

[︀
||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝜒 + 2𝜋(𝜃(𝑡), 𝑝(𝑡)) + ||𝜃(𝑡)||2𝑠

]︀
(4.44)

потенцiальну енергiю, i

|𝜓(𝑡)|2Φ := ||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||q(𝑡)||2𝜅 (4.45)

дисипацiю енергiї пiроелектрика. Використовуючи вищевведенi позначен-
ня, тотожнiсть (4.42) може бути записана у коротшiй формi:

1
2

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 + ||𝜓(𝑡)||2Φ

]︀
+

𝑡∫︀
0

|𝜓(𝑠)|2Φ𝑑𝑠 =

= 1
2

[︀
||u′(0)||2𝑚 + 𝑡0||q(0)||2𝜅 + ||𝜓(0)||2Φ

]︀
+

𝑡∫︀
0

< N(𝑠), 𝜓(𝑠) > 𝑑𝑠 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(4.46)

4.3.3 Апрiорнi енергетичнi оцiнки

Рiвняння енергетичного балансу (4.46) буде базисом для наших подаль-
ших оцiнок. Тут ми будемо використовувати технiку, подiбну до тiєї, що
описана в [84].

Враховуючи початковi умови задачi (4.38) i використовуючи нерiвнiсть
Кошi-Шварца, отримуємо:

||u′(0)||𝑚 ≤ ||v0||𝑚. (4.47)
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Аналогiчно одержуємо:

||𝜓(0)||Φ ≤ ||𝜓0||Φ, ||q(0)||𝜅 ≤ ||q0||𝜅, (4.48)

де 𝜓0 := (u0, 𝑝0, 𝜃0,q0). Знову ж таки, використовуючи нерiвнiсть Кошi-
Шварца, отримуємо:

𝑡∫︁
0

< N(𝑠), 𝜓(𝑠) > 𝑑𝑠 ≤ 1
2

𝑡∫︁
0

[︀
||N(𝑠)||2* + ||𝜓(𝑠)||2Φ

]︀
𝑑𝑠 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (4.49)

Пiдставляємо вищенаведенi оцiнки (4.47)-(4.49) в (4.46) i отримуємо:
1
2

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 + ||𝜓(𝑡)||2Φ

]︀
+

∫︀ 𝑡

0 |𝜓(𝑠)|
2
Φ𝑑𝑠 ≤

≤ 1
2

[︀
||v0||2𝑚 + 𝑡0||q0||2𝜅 + ||𝜓0||2Φ

]︀
+ 1

2

𝑡∫︀
0

||N(𝑠)||2*𝑑𝑠+

+1
2

𝑡∫︀
0

||𝜓(𝑠)||2Φ𝑑𝑠 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(4.50)

Виконавши перетворення та додавши до правої частини нерiвностi (4.50)
невiд’ємнi доданки, одержуємо:[︀

||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 + ||𝜓(𝑡)||2Φ
]︀
+ 2

∫︀ 𝑡

0 |𝜓(𝑠)|
2
Φ𝑑𝑠 ≤

≤
[︀
||v0||2𝑚 + 𝑡0||q0||2𝜅 + ||𝜓0||2Φ

]︀
+

𝑡∫︀
0

||N(𝑠)||2*𝑑𝑠+

+
𝑡∫︀
0

[︀
||u′(𝑠)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑠)||2𝜅 + ||𝜓(𝑠)||2Φ + 2

∫︀ 𝑠

0 |𝜓(𝜎)|2Φ𝑑𝜎
]︀
𝑑𝑠 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(4.51)
В подальших дослiдженнях використовуватимемо наступну лему [84].

Лема 4.1 (Гронуолла). Нехай 𝜌(𝑡), ℎ(𝑡) ∈ 𝐶[0, 𝑇 ], ℎ(𝑡) ≥ 0, 𝜌(𝑡) ≥ 0 i ℎ(𝑡)
— неспадна функцiя вiд 𝑡. Нехай 𝜌(𝑡) задовольняє нерiвнiсть:

𝜌(𝑡) ≤ 𝐶0

𝑡∫︁
0

𝜌(𝑠)𝑑𝑠+ ℎ(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,𝐶𝑂 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0. (4.52)

Тодi ∃𝐶1 = 𝐶1(𝐶0, 𝑇 ), 𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 така, що:

𝜌(𝑡) ≤ 𝐶1ℎ(𝑡), 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. (4.53)

Застосувавши лему Гронуолла до нерiвностi (4.51), отримуємо:

||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 + ||𝜓(𝑡)||2Φ + 2
∫︀ 𝑡

0 |𝜓(𝑠)|
2
Φ𝑑𝑠

≤ 𝐶
[︁
||v0||2𝑚 + 𝑡0||q0||2𝜅 + ||𝜓0||2Φ +

∫︀ 𝑡

0 ||N(𝑠)||
2
*𝑑𝑠

]︁
∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(4.54)

де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 не залежить вiд шуканих величин.
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Зауваження 4.1. Вираз (4.51) показує, що найбiльш завершену оцiнку
динамiчної поведiнки пiроелектрика можна одержати за допомогою на-
ступної (енергетичної) норми:

|||𝜓(𝑡)|||2Φ := ||u′(𝑡)||2𝑚 + 𝑡0||q(𝑡)||2𝜅 + ||𝜓(𝑡)||2Φ + 2

∫︁ 𝑡

0

|𝜓(𝑠)|2Φ𝑑𝑠 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(4.55)

Пропозицiя 4.1 (про регулярнiсть вхiдних даних динамiчної задачi LS–
термоп’єзоелектрики та її розв’язку). Оцiнка (4.51) має змiст, якщо вхi-
днi данi динамiчної задачi LS-термоп’єзоелектрики (4.38) задовольняють
наступнi умови регулярностi:{︃

v0 ∈ [𝐿2(Ω)]𝑑, N ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ;Φ′),

𝜓0 = (u0, 𝑝0, 𝜃0,q0) ∈ [𝐻1(Ω)]𝑑 × 𝐿2(Ω)× 𝐿2(Ω)× [𝐿2(Ω)]𝑑.
(4.56)

Бiльше того, розв’язок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃,q) задачi (4.38), якщо iснує, то задо-
вольняє наступнi включення:⎧⎪⎨⎪⎩

u′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ; [𝐿2(Ω)]𝑑) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;V), u ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;V) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;V),

𝑝 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑃 ), 𝜃 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑍),

q ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ; [𝐿2(Ω)]𝑑) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;H),

(4.57)
та умову стiйкостi

|||𝜓(𝑡)|||2Φ ≤ 𝐶
[︀
||v0||2𝑚 + 𝑡0||q0||2𝜅 + ||𝜓0||2Φ +

∫︀ 𝑡

0 ||N(𝑠)||
2
*𝑑𝑠

]︁
∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(4.58)
де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 не залежить вiд шуканих величин.

Пропозицiя 4.2 (про єдинiсть розв’язку динамiчної задачi LS-термоп’є-
зоелектрики). Розв’язок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃,q) задачi (4.38), якщо iснує, то вiн
єдиний.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що iснують два рiзнi розв’язки
𝜓1(𝑡) та 𝜓1(𝑡) задачi (4.38). Тодi їхня рiзниця 𝜓(𝑡) = 𝜓1(𝑡) − 𝜓2(𝑡) ̸= 0

задовольняє гомогеннi рiвняння задачi (4.38). Отже, з Пропозицiї 4.1 ми
маємо:

|||𝜓(𝑡)|||2Φ ≤ 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

що суперечить припущенню, що 𝜓(𝑡) ̸= 0.
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4.3.4 Напiвдискретизацiя методом скiнченних елементiв

Для того, щоб довести iснування розв’язку 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃,q) задачi (4.38)
i отримати ефективний чисельний алгоритм його знаходження, будемо ви-
користовувати метод скiнченних елементiв.

Щоб розпочати дискретизацiю задачi (4.38), спочатку зробимо трiан-
гуляцiю областi Ω. Нехай ℑℎ – регулярна трiангуляцiя областi Ω, що скла-
дається з замкнутих елементiв, ℑℎ = {𝐾}. Позначимо через ℎ𝐾 = |𝐾|1/𝑑

локальний дiаметр кожного елемента 𝐾, що перетинає щонайбiльше одну
електродну поверхню Γ𝑝 чи Γ𝑒, i нехай ℎ = max𝐾∈ℑℎ

ℎ𝐾 . Бiльше того, ми
припускаємо, що ми можемо згенерувати послiдовнiсть вкладених сiток
{ℑℎ} при ℎ→ 0, наприклад методом бiсекцiї.

На трiангуляцiї ℑℎ визначимо кусково-полiномiальний скiнченноеле-
ментний пiдпростiр Φℎ : = Vℎ × 𝑃ℎ × 𝑍ℎ × Hℎ ⊂ Φ з наступними компо-
нентами:

Vℎ = {v ∈ V ∩ [𝐶(Ω)]𝑑 : v|𝐾 ∈ [P𝑚(𝐾)]𝑑 ∀𝐾 ∈ ℑℎ},
𝑃ℎ = {𝑟 ∈ 𝑃 ∩ 𝐶(Ω) : 𝑟|𝐾 ∈ P𝑚(𝐾) ∀𝐾 ∈ ℑℎ},
𝑍ℎ = {𝜁 ∈ 𝑍 ∩ 𝐶(Ω) : 𝜁|𝐾 ∈ P𝑚(𝐾) ∀𝐾 ∈ ℑℎ},

(4.59)

та
Hℎ = {y ∈ H : y|𝐾 ∈ 𝑅𝑇𝑚−1(𝐾) ∀𝐾 ∈ ℑℎ}, (4.60)

де P𝑚(𝐾) – простiр полiномiв з найбiльшим степенем 𝑚 ≥ 1, що визначе-
ний на елементi𝐾, i 𝑅𝑇𝑚(𝐾) – це простiр полiномiв Рав’яра-Тома з такими
властивостями:

𝑅𝑇𝑚(𝐾) := [P𝑚(𝐾)]𝑑 + xP𝑚(𝐾), x := (𝑥1, . . . , 𝑥𝑑)
𝑇 , (4.61)

див. [21] за деталями. Тут i всюди нижче ми припускаємо, що множина
просторiв {Φh} – щiльна в сепарабельному просторi Φ та ΦΔ ⊂ Φℎ при
Δ ≥ ℎ.

Тодi для будь-якого ℎ > 0 ми визначаємо напiвдискретну скiнченно-
елементну апроксимацiю 𝜓ℎ розв’язку варiацiйної задачi (4.38) таким чи-
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ном:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

дано ℎ > 0, N = (l𝜎, 𝑙𝑒, 𝑙𝜗) ∈ V′ × 𝑃 ′ × 𝑍 ′,

(v0,u0, 𝑝0, 𝜃0,q0) ∈ [𝐿2(Ω)]𝑑 ×V × 𝐿2(Ω)× 𝐿2(Ω)× [𝐿2(Ω)]𝑑;

знайти 𝜓ℎ = (uℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ,qℎ) ∈ 𝐿2 (0, 𝑇 ;Φℎ) таке що
𝑚(u′′

ℎ(𝑡),v) + 𝑎(u′
ℎ(𝑡),v) + 𝑐(uℎ(𝑡),v)− 𝑒(𝑝ℎ(𝑡),v)

−𝛽(𝜃ℎ(𝑡),v) =< l𝜎(𝑡),v >,

𝜒(𝑝′ℎ(𝑡), 𝑟) + 𝑧(𝑝ℎ(𝑡), 𝑟) + 𝜋(𝜃′ℎ(𝑡), 𝑟) + 𝑒(𝑟,u′
ℎ(𝑡)) =< 𝑙𝑒(𝑡), 𝑟 >,

𝑠(𝜃′ℎ(𝑡), 𝜁) + 𝑇−1
0 (divqℎ(𝑡), 𝜁) + 𝜋(𝜁, 𝑝′ℎ(𝑡))

+𝛽(𝜁,u′
ℎ(𝑡)) =< 𝑙𝜗(𝑡), 𝜁 > ,

𝑡0𝜅(q
′
ℎ(𝑡),y)− 𝑇−1

0 (divy, 𝜃ℎ(𝑡)) + 𝜅(qℎ(𝑡),y) = 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑚(u′
ℎ(0)− v0,v) = 0, 𝑐(uℎ(0)− u0,v) = 0,

𝜒(𝑝ℎ(0)− 𝑝0, 𝑟) = 0, 𝑠(𝜃ℎ(0)− 𝜃0, 𝜁) = 0,

𝜅(qℎ(0)− q0,y) = 0 ∀𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ Φℎ.

(4.62)

Оскiльки dimΦℎ < +∞, задача (4.62) є задачею Кошi для системи звичай-
них диференцiальних рiвнянь такого виду:

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑀𝑈 ′′(𝑡) + 𝐴𝑈 ′(𝑡) + 𝐶𝑈(𝑡) − 𝐸𝑇𝑃 (𝑡)−𝐵𝑇𝜃(𝑡) = 𝐿𝜎(𝑡),

𝑋𝑃 ′(𝑡) + Π𝑇𝜃′(𝑡) + 𝑍𝑃 (𝑡) + 𝐸𝑈 ′(𝑡) = 𝐿𝑒(𝑡),

𝑆𝜃′ (𝑡) + Π𝑃 ′(𝑡) +𝑊 𝑇𝐹 (𝑡) +𝐵𝑈 ′(𝑡) = 𝐿𝜗(𝑡),

𝐾[𝑄(𝑡) + 𝑡0𝑄
′(𝑡)]−𝑊𝜃(𝑡) = 0 ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(4.63)

{︃
𝑀𝑈 ′(0) = 𝑉 0, 𝐶𝑈(0) = 𝑈 0, 𝑋𝑃 (0) = 𝑃 0,

𝑆𝜃(0) = 𝜃0, 𝐾𝐹 (0) = 𝐹 0.
(4.64)

Задача Кошi (4.63)-(4.64) є невиродженою i завжди має розв’язок, бо ма-
трицi 𝑀,𝐴,𝐶,𝑋,𝑍, 𝑆,𝐾 – додатньо визначенi. Бiльше того, враховуючи
Пропозицiю 4.1, ми одержуємо наступний результат.

Пропозицiя 4.3 (про коректнiсть напiвдискретизованої динамiчної задачi
LS-термоп’єзоелектрики). Нехай вхiднi данi динамiчної задачi LS-термо-
п’єзоелектрики (4.38) задовольняють умови регулярностi (4.56). Тодi для
кожного ℎ > 0 iснує єдиний розвязок 𝜓ℎ = (uℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ,qℎ) задачi (4.62),
такий що

|||𝜓ℎ(𝑡)|||2Φ ≤ 𝐶
[︀
||v0||2𝑚 + 𝑡0||q0||2𝜅 + ||𝜓0||2Φ

+
∫︀ 𝑡

0 ||N(𝑠)||
2
*𝑑𝑠

]︁
∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

(4.65)

де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 не залежить вiд шуканих величин.
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Доведення. Iснування випливає з вищенаведеної конструктивної процеду-
ри. Єдинiсть випливає з Пропозицiї 4.2.

4.3.5 Iснування розв’язку варiацiйної задачi LS-термоп’єзоелектрики

Теорема 4.5 (про коректнiсть варiацiйної динамiчної задачi LS-термоп’є-
зоелектрики). Припустимо, що вхiднi данi варiацiйної динамiчної задачi
LS-термоп’єзоелектрики (4.38) характеризуюються умовами регулярно-
стi (4.56). Тодi варiацiйна задача (4.38) має єдиний i стiйкий розв’язок
𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃,q), що характеризується умовами регулярностi (4.57) i стiй-
костi (4.58).

Доведення. З виразу (4.65) можна зробити висновок, що при ℎ → 0, по-
слiдовнiсть напiвдискретних апроксимацiй {𝜓ℎ} ({u′

ℎ} вiдповiдно) генерує
обмежену множину в 𝐿2 (0, 𝑇 ;Φ) (𝐿∞(0, 𝑇 ; [𝐿2(Ω)]𝑑) вiдповiдно). Тому, ми
можемо вибрати з {𝜓ℎ} ({u′

ℎ} вiдповiдно) пiдпослiдовнiсть {𝜓Δ} ({u′
Δ}

вiдповiдно) таку, що {𝜓Δ} ({u′
Δ} вiдповiдно) *-слабко збiгається до 𝜓 (u′

вiдповiдно) в 𝐿2 (0, 𝑇 ;Φ) (𝐿∞(0, 𝑇 ; [𝐿2(Ω)]𝑑) вiдповiдно).
Тепер покажемо, що 𝜓 – розв’язок задачi (4.38). Введемо простiр фун-

кцiй вигляду:

WΔ := {𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ 𝐶1(0, 𝑇 ;ΦΔ) : 𝜙|𝑡=𝑇 = 0}. (4.66)

Пiдставляючи 𝜙 ∈ WΔ в рiвняння (4.62) i iнтегруючи їх на (0, 𝑇 ), отриму-
ємо:
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𝑇∫︀
0

[−𝑚(u′
ℎ,v

′) + 𝑎(u′
ℎ,v) + 𝑐(uℎ,v)− 𝑒(𝑝ℎ,v)− 𝛽(𝜃ℎ,v)− < l𝜎,v >] 𝑑𝑡

= 𝑚(u′
ℎ(0),v) = 𝑚(v0,v),

𝑇∫︀
0

[−𝜒(𝑝ℎ, 𝑟′) + 𝑧(𝑝ℎ, 𝑟) + 𝜋(𝜃′ℎ, 𝑟) + 𝑒(𝑟,u′
ℎ)− < 𝑙𝑒, 𝑟 >]𝑑𝑡

= 𝜒(𝑝ℎ(0), 𝑟) = 𝜒(𝑝0, 𝑟),
𝑇∫︀
0

[︀
−𝑠(𝜃ℎ, 𝜁 ′) + 𝑇−1

0 (divqℎ, 𝜁) + 𝜋(𝜁, 𝑝′ℎ) + 𝛽(𝜁,u′
ℎ)− < 𝑙𝜗, 𝜁 >

]︀
𝑑𝑡

= 𝑠(𝜃ℎ(0), 𝜁) = 𝑠(𝜃0, 𝜁) ,
𝑇∫︀
0

[︀
− 𝑡0𝜅(qℎ,y

′)− 𝑇−1
0 (divy, 𝜃ℎ) + 𝜅(qℎ,y)

]︀
𝑑𝑡

= 𝑡0𝜅(qℎ(0),y) = 𝑡0𝜅(q0,y) ∀𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ WΔ.

(4.67)
Взявши ℎ→ 0 i знову застовувавши iнтегрування частинами, ми отри-

муємо наступну систему рiвнянь:

𝑇∫︀
0

[𝑚(u′′,v) + 𝑎(u′,v) + 𝑐(u,v)− 𝑒(𝑝,v)− 𝛽(𝜃,v)− < l𝜎,v >] 𝑑𝑡

= −𝑚(u′(0)− v0,v),
𝑇∫︀
0

[𝜒(𝑝′, 𝑟) + 𝑧(𝑝, 𝑟) + 𝜋(𝜃′, 𝑟) + 𝑒(𝑟,u′)− < 𝑙𝑒, 𝑟 >] 𝑑𝑡

= −𝜒(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑟),
𝑇∫︀
0

[︀
𝑠(𝜃′, 𝜁) + 𝑇−1

0 (divq, 𝜁) + 𝜋(𝜁, 𝑝′) + 𝛽(𝜁,u′)− < 𝑙𝜗(𝑡), 𝜁 >
]︀
𝑑𝑡

= −𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜁) ,
𝑇∫︀
0

[︀
𝑡0𝜅(q

′,y)− 𝑇−1
0 (divy, 𝜃) + 𝜅(q,y)

]︀
𝑑𝑡

= −𝑡0𝜅(q(0)− q0,y) ∀𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ WΔ.

(4.68)

Оскiльки ΦΔ – щiльний в просторi Φ, рiвняння (4.68) справджуються
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для кожного 𝜙 ∈ 𝐶1([0, 𝑇 ];Φ). Тому, ми можемо зробити висновок, що:

𝑚(u′′(𝑡),v) + 𝑎(u′(𝑡),v) + 𝑐(u(𝑡),v)− 𝑒(𝑝(𝑡),v)

−𝛽(𝜃(𝑡),v) =< l𝜎(𝑡),v >,

𝜒(𝑝′(𝑡), 𝑟) + 𝑧(𝑝(𝑡), 𝑟) + 𝜋(𝜃′(𝑡), 𝑟) + 𝑒(𝑟,u′(𝑡)) =< 𝑙𝑒(𝑡), 𝑟 >,

𝑠(𝜃′(𝑡), 𝜁) + 𝑇−1
0 (divq(𝑡), 𝜁)

+𝜋(𝜁, 𝑝′(𝑡)) + 𝛽(𝜁,u′(𝑡)) =< 𝑙𝜗(𝑡), 𝜁 > ,

𝑡0𝜅(q
′(𝑡),y)− 𝑇−1

0 (divy, 𝜃(𝑡)) + 𝜅(q(𝑡),y) = 0 ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

𝑚(u′(0)− v0,v) = 0, 𝜒(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑟) = 0,

𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜁) = 0 , 𝜅(q(0)− q0,y) = 0 ∀𝜙 = (v, 𝑟, 𝜁,y) ∈ Φ.

(4.69)

Зрештою, з невикористаної початкової умови з (4.62) отримуємо:

𝑐(u0,v) = 𝑐(uΔ(0),v) → 𝑐(u(0),v) = 0 ∀v ∈ V.

4.3.6 Дискретизацiя в часi. Однокрокова рекурентна схема

Для дискретизацiї в часi ми будемо використовувати таку саму те-
хнiку, як ми застосовували у випадку динамiчної задачi класичної тер-
моп’єзоелектрики. Розглянемо рiвномiрний подiл часового iнтервалу [0, 𝑇 ]

вузлами 𝑡𝑗 = 𝑗Δ𝑡, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁𝑇 +1 , де 𝑁𝑇 — деяке фiксоване натуральне
число i 𝑇 = 𝑁𝑇Δ𝑡. Для наближення розв’язку напiвдискретизованої зада-
чi (4.63)-(4.64) на кожному часовому iнтервалi [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1] ми використовуємо
наступнi полiноми:

𝑈(𝑡) ≃ [1− 𝜔2(𝑡)]𝑈 𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)[1− 𝜔(𝑡)]�̇� 𝑗 + 𝜔2(𝑡)𝑈 𝑗+1 =

= 𝑈 𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)�̇� 𝑗 + 1
2 [Δ𝑡𝜔(𝑡)]

2�̈� 𝑗+ 1
2

(4.70)

𝑃 (𝑡) ≃ [1− 𝜔(𝑡)]𝑃 𝑗 + 𝜔(𝑡)𝑃 𝑗+1 = 𝑃 𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)�̇� 𝑗+ 1
2 (4.71)

Θ(𝑡) ≃ [1− 𝜔(𝑡)]Θ𝑗 + 𝜔(𝑡)Θ𝑗+1 = Θ𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)Θ̇𝑗+ 1
2 (4.72)

𝑄(𝑡) ≃ [1− 𝜔(𝑡)]𝑄𝑗 + 𝜔(𝑡)𝑄𝑗+1 = 𝑄𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)�̇�𝑗+ 1
2 (4.73)

де 𝜔(𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑗)/Δ𝑡. Тут 𝑈 𝑗, �̇� 𝑗, 𝑃 𝑗,Θ𝑗, 𝑄𝑗 — вузловi значення пружно-
го змiщення, його швидкостi, електричного потенцiалу, приросту темпе-
ратури i теплового потоку вiдповiдно в момент часу 𝑡𝑗 = 𝑗Δ𝑡. Змiннi
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�̈� 𝑗+ 1
2 , �̇� 𝑗+ 1

2 , Θ̇𝑗+ 1
2 , �̇�𝑗+ 1

2 визначають пружне прискорення, швидкiсть еле-
ктричного потенцiалу, швидкiсть приросту температури та швидкiсть те-
плового потоку вiдповiдно, якi за припущенням є сталими величинами на
часовому iнтервалi [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1].
Пiдставляючи 𝑡 = 𝑡𝑗 в рiвняння (4.70) - (4.73) отримуємо:

𝑈 𝑗+1 = 𝑈 𝑗 +Δ𝑡�̇� 𝑗 +
1

2
Δ𝑡2�̈� 𝑗+1/2,

𝑃 𝑗+1 = 𝑃 𝑗 +Δ𝑡�̇� 𝑗+1/2,

Θ𝑗+1 = Θ𝑗 +Δ𝑡Θ̇𝑗+1/2,

𝑄𝑗+1 = 𝑄𝑗 +Δ𝑡�̇�𝑗+1/2, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁𝑇 − 1

(4.74)

Пiсля пiдстановки виразiв (4.70) - (4.73) в задачу Кошi (4.63)-(4.64) i вико-
нання деяких спрощень, ми отримуємо наступну СЛАР:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано Δ𝑡 > 0, 𝑡0 > 0, 1 ≥ 𝛽 ≥ 𝛾 ≥ 0, (�̇� 𝑗, 𝑈 𝑗, 𝑃 𝑗,Θ𝑗, 𝑄𝑗);

знайти вектор (�̈� 𝑗+1/2, �̇� 𝑗+1/2, Θ̇𝑗+1/2, �̇�𝑗+1/2) такий, що⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑀 +Δ𝑡𝛾𝐴+
1

2
Δ𝑡2𝛽𝐶 −Δ𝑡𝛾𝐸𝑇 −Δ𝑡𝛾𝐵𝑇 0

Δ𝑡𝛾𝐸 𝑋 +Δ𝑡𝛾𝑍 Π𝑇 0

Δ𝑡𝛾𝐵 Π 𝑆 Δ𝑡𝛾𝑊 𝑇

0 0 Δ𝑡𝛾𝑊 𝑡0𝐾 +Δ𝑡𝛾𝐾

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
×

×

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
�̈� 𝑗+1/2

�̇� 𝑗+1/2

Θ̇𝑗+1/2

�̇�𝑗+1/2

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐿𝑗+1/2 − 𝐴�̇� 𝑗 − 𝐶𝑈 𝑗 −Δ𝑡𝛾𝐶�̇� 𝑗 + 𝐸𝑇𝑃 𝑗 +𝐵𝑇Θ𝑗

𝑅𝑗+1/2 − 𝐸�̇� 𝑗 − 𝑍𝑃 𝑗

𝐹𝑗+1/2 −𝐵�̇� 𝑗 −𝑊 𝑇𝑄𝑗

𝑊Θ𝑗 −𝐾𝑄𝑗

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
(4.75)

Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (4.75) разом з виразами (4.74)
утворюють однокрокову рекурентну схему iнтегрування в часi. Величини
�̇� 0, 𝑈0, 𝑃 0,Θ0, якi необхiднi для початку обчислень за схемою (4.74)-(4.75),
легко отримуються з початкових умов задачi Кошi (4.63)-(4.64).

4.4 Результати числових експериментiв

4.4.1 Вимушенi гармонiйнi коливання

Розглянемо п’єзоелектричний стрижень довжиною 𝐿 = 10−8м з керамiки
PZT-4. До правого кiнця стрижня прикладається гармонiйне теплове на-
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вантаження з круговою частотою 𝜔 = 3 · 106рад/c, тобто крайовi умови
для теплового поля мають вигляд:

𝜃1(0) = 0𝐾, 𝜃1(𝐿) = 273𝐾, 𝜃2(0) = 0𝐾, 𝜃2(𝐿) = 0𝐾. (4.76)

На лiвому кiнцi стрижня крайовi умови для механiчного та електричного
полiв є гомогенними умовами типу Дiрiхле:

𝑢1(0) = 0м, 𝑢2(0) = 0м, 𝑝1(0) = 0В, 𝑝2(0) = 0В. (4.77)

На правому кiнцi стрижня крайовi умови для механiчного та електричного
полiв є гомогенними умовами типу Неймана:

𝜎1(𝐿) = 0Н · м−2, 𝜎2(𝐿) = 0Н · м−2, 𝐽1(𝐿) = 0𝐴, 𝐽2(𝐿) = 0𝐴. (4.78)

Вiзьмемо такi коефiцiєнти п’єзокерамiки:

𝜌 = 7500кг/м3,
𝑐𝑣 = 350Дж/кг · К,
𝜆 = 1.1Вт/м · К,
𝑐 = 115× 109Н/м2,

𝑒 = 15.1Кл/м2,
𝜋 = 2.7× 10−4Кл/К · м2,
𝜒 = 6.46× 10−9Кл2/Н · м2,
𝛼 = 3.13× 10−5К−1.

Також вiзьмемо 𝑧 = 5 · 10−12Ом · м−1, 𝑎 = 40м2 · c−1 i 𝑇0 =

298К. Як вказано в працi [127], точнi значення параметру часу релакса-
цiї 𝜏 є невiдомими для бiльшостi матерiалiв, включаючи керамiку PZT-4.
Однак, експериментально знайдено, що цi значення можуть змiнюватися
мiж 10−10с для газiв та 10−14с для металiв. Тому, в наших чисельних екс-
периментах ми будемо брати послiдовно значення 𝜏 = 10−10, 8 · 10−11, 5 ·
10−11, 10−11, 10−12с.Для дискретизацiї за просторовою змiнною подiлимо iн-
тервал [0, 𝐿] на 𝑁 = 256 скiнченних елементiв з кусково-лiнiйними апро-
ксимацiями розв’язкiв на них.

На рис. 4.1 видно, що у випадку таких крайових умов i кругової
частоти 𝜔 = 3 · 106рад · с−1 амплiтуда приросту температури 𝜃1 змiнюється
лiнiйно вздовж стрижня, незалежно вiд значень параметру часу релакса-
цiї 𝜏 . Рис. 4.2 описує амплiтуду приросту температури 𝜃2. Вона також не
залежить вiд значень параметру часу релаксацiї 𝜏 .
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Рис. 4.1. Амплiтуда приросту температури 𝜃1

Рис. 4.2. Амплiтуда приросту температури 𝜃2

З iншого боку, як видно з рис.4.3, амплiтуда теплового потоку 𝑞2
залежна вiд параметра часу релаксацiї 𝜏 . Варто зазначити, що амплiтуда
теплового потоку 𝑞2 обчислена при 𝜏 = 10−12c є фактично iдентичною
з амплiтудою, обчисленою як розв’язок задачi про вимушенi гармонiйнi
коливання у випадку класичної моделi термоп’єзоелектрики.
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Рис. 4.3. Амплiтуда теплового потоку 𝑞2 для значень параметра часу релаксацiї 𝜏 = 10−10, 8 ·
10−11, 5 · 10−11, 10−11, 10−12с.

4.4.2 Нестацiонарна задача. Порiвняння з результатами вiдомими з лiтера-
тури

Розглянемо п’єзоелектричний стрижень довжиною 𝐿 з керамiки PZT-4.
Будемо моделювати поведiнку п’єзоелектрика протягом часового iнтервалу
[0, 𝑇 ]. Крайовi умови для приросту температури 𝜃 є наступними:

𝜃(0, 𝑡) = 𝜃𝑐

{︃
𝑡
𝑡𝑝
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑝

1, 𝑡𝑝 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇
, 𝜃𝑐 = 293𝐾, 𝜃(𝐿, 𝑡) = 0, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇. (4.79)

Крайовi умови на механiчне та електричне поля:

𝜎 = �̂� = 0 на Γ𝜎 × [0, 𝑇 ],Γ𝜎 = {𝑥 = 0} ∪ {𝑥 = 𝐿},
(𝐷′ + 𝐽) = 0 на Γ𝑑 × [0, 𝑇 ],Γ𝑑 = {𝑥 = 0} ∪ {𝑥 = 𝐿}.

(4.80)

Початковi збурення пружного змiщення 𝑢, його швидкостi 𝑢′, електричного
потенцiалу 𝑝 та теплового потоку 𝑞 — нульовi. Таким чином, наш експери-
мент вiдтворює експеримент Sumi&Ashida, описаний в [127] ( спочатку вони
розглядають 2D-задачу для цилiндра, але потiм в результатi спрощень вона
зводиться до одновимiрної). Sumi&Ashida використовують метод характе-
ристик для розв’язування цiєї задачi, ми будемо використовувати однокро-
кову рекурентну схему i порiвнювати отриманi результати з їхнiми. Отже,
вiзьмемо коефiцiєнти PZT-4 як в [127]:

𝜌 = 7500кг/м3

𝑐𝑣 = 420Дж/кг · К
𝜆 = 2.1Вт/м · К
𝑐 = 115× 109Н/м2

𝑒 = 15.1Кл/м2

𝜋 = −2.12× 10−4Кл/К · м2

𝜒 = 5.62× 10−9Кл2/Н · м2
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В [127] в виразi для механiчного напруження присутнiй доданок
𝛽𝜃, що вiдповiдає нашому доданку 𝑐𝛼𝜃, i в [127] вони дають значення ко-
ефiцiєнта 𝛽 = 3.6 × 106Н/К · м2. Щоб мати можливiсть досягнути того
самого кiлькiсного результату, ми вiзьмемо коефiцiєнт теплового розши-
рення так, щоб вiн задовiльняв спiввiдношення 𝑐𝛼 = 𝛽, тобто, пiсля об-
числень 𝛼 = 3.13 × 10−5К−1. Також вiзьмемо 𝑧 = 5 × 10−12Ом−1 · м−1,
𝑎 = 0м2 · c−1 i 𝑇0 = 293К. Довжина стержня 𝐿 = 10−8м. Час спостереже-
ння — 𝑇 = 11.2 × 10−12с i часовий iнтервал, протягом якого температура
на лiвому кiнцi зростає — 𝑡𝑝 = 10−12с. Як вказано в [127], значення ко-
ефiцiєнта часу запiзнення 𝜏 для PZT-4 — вiдсутнє в лiтературi. Однак,
час запiзнення 𝜏 обчислений для рiзних типiв матерiалiв i знаходиться в
iнтервалi вiд 10−10 для газiв до 10−14 для металiв. Тому, в нашому чисель-
ному експериментi ми будемо брачи значення часу запiзнення 𝜏 = 10−11,
10−12 i 10−14c (так само як в [127]). Для напiвдискретизацiї за просторо-
вою змiнною подiлимо iнтервал [0, 𝐿] на 𝑁 = 512 скiнченних елементiв з
кусково-квадратичними апроксимацiями розв’язку на них. Для дискрети-
зацiї в часi ми рiвномiрно подiлимо часовий iнтервал [0, 𝑇 ] на 𝑁𝑇 = 1200

пiдiнтервалiв. Параметри однокрокової рекурентної схеми вибранi 𝛾 = 0.5

i 𝛽 = 0.6.
Рис. 4.4 показує змiну в часi приросту температури 𝜃 в позицiях

𝑥 = 0, 𝑥 = 0.1𝐿 i 𝑥 = 0.3𝐿 для PZT-4 стрижня для значень часу запiзнення
𝜏 = 10−11, 10−12, 10−14c вiдповiдно. Графiки показують значний вплив часу
запiзнення 𝜏 на поведiнку п’єзоелектрика. Також, отриманi результати для
приросту температури спiвпадають з результатами, описаними в [127], во-
дночас кiлькiсно i якiсно. Однак, в наших результатах, переходи вiд одного
значення приросту температури до iншого є бiльш стрiмкими, нiж в [127].
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Рис. 4.4. Змiни в часi приросту температури 𝜃 в позицiях 𝑥 = 0, 𝑥 = 0.1𝐿 i 𝑥 = 0.3𝐿 для PZT-4
стрижня для значень часу релаксацiї 𝜏 = 10−11, 10−12, 10−14c.

Рис. 4.5 показує змiну в часi механiчного напруження 𝜎 в позицiї
𝑥 = 0.3𝐿 для PZT-4 стрижня для значень часу релаксацiї 𝜏 = 10−11, 10−12,

10−14c. Тут також можемо бачити ефект часу релаксацiї 𝜏 .
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Рис. 4.5. Змiна в часi механiчного напруження 𝜎 в позицiї 𝑥 = 0.3𝐿 для PZT-4 стрижня для
значень часу релаксацiї 𝜏 = 10−11, 10−12, 10−14c.

На рис. 4.6 i 4.7 змiни в часi приросту температури та теплового
потоку показанi в рiзноманiтних позицiях для часу запiзнення 𝜏 = 10−12c.
Вони також пiдтверджують результати описанi в [127].
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Рис. 4.6. Змiни в часi приросту температури 𝜃 в рiзноманiтних позицiях 𝑥 PZT-4 стрижня для
часу релаксацiї 𝜏 = 10−12c.
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Рис. 4.7. Змiни в часi теплового потоку 𝑞 в рiзноманiтних позицiях𝑥 PZT-4 стрижня для часу
релаксацiї 𝜏 = 10−12c.

4.5 Висновки та заключнi зауваження

Сформульовано варiацiйнi задачi для задач термоп’єзоелектрики
Лорда-Шульмана. Встановлено коректнiсть варiацiйної задачi про виму-
шенi усталенi коливання пiроелектрика у випадку моделi термоп’єзоеле-
ктрики Лорда-Шульмана. Побудовано чисельну схему на основi МСЕ для
розв’язування цiєї задачi. Проаналiзовано питання стiйкостi та збiжностi
цiєї схеми. Доведено коректнiсть нестацiонарної варiацiйної задачi у ви-
падку моделi термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана. Побудовано чисельну
схему розв’язування цiєї задачi на основi МСЕ та однокрокової рекурентної
схеми. Розроблено вiдповiднi програмнi засоби i проведено аналiз числових
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результатiв. Для випадку нестацiонарної задачi отриманi числовi резуль-
тати добре корелюють з результатами отриманими iншими дослiдниками.
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РОЗДIЛ 5
АНАЛIЗ ВАРIАЦIЙНИХ ЗАДАЧ УЗАГАЛЬНЕНОЇ

ТЕРМОП’ЄЗОЕЛЕКТРИКИ ГРIНА-ЛIНДСЕЯ

У цьому роздiлi сформульовано варiацiйнi задачi для нестацiонарної задачi
та задачi про вимушенi гармонiйнi коливання пiроелектрика для випадку
моделi Грiна-Лiндсея. Доведено коректнiсть цих варiацiйних задач. Для
випадку вимушених коливань пiроелектрикiв розроблено чисельну схему
МСЕ розв’язування цiєї задачi i проаналiзовано її стiйкiсть та збiжнiсть.
Для нестацiонарної задачi також побудовано чисельну схему розв’язування
на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми. Розроблено вiдповiднi
програмнi засоби та проведено ряд числових експериментiв.

5.1 Варiацiйна задача термоп’єзолектрики Грiна-Лiндсея

Нехай 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0 — параметри часу запiзнення. Варiацiйна задача
термоп’єзоелектрики за теорiєю Грiна-Лiндсея виглядає наступним чином:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝑣0 ∈ 𝐻, 𝑢0 ∈ 𝑉, 𝑝0 ∈ 𝑄, 𝜃0, 𝜃10 ∈ 𝐿2(Ω) та (𝑙, 𝑟, 𝜇) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′);

знайти трiйку 𝜓 = {𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑝(𝑥, 𝑡), 𝜃(𝑥, 𝑡)} ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ) таку, що
𝑚(𝑢′′(𝑡), 𝑣) + 𝑎(𝑢′(𝑡), 𝑣) + 𝑐(𝑢(𝑡), 𝑣)− 𝑒(𝑝(𝑡), 𝑣)−
−𝛾(𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃

′(𝑡), 𝑣) =< 𝑙(𝑡), 𝑣 >,

𝑔(𝑝′(𝑡), 𝑞) + 𝑒(𝑞, 𝑢′(𝑡)) + 𝑧(𝑝(𝑡), 𝑞) + 𝜋(𝜃′(𝑡) + 𝑡1𝜃
′′(𝑡), 𝑞) =< 𝑟(𝑡), 𝑞 >,

𝑠(𝜃′(𝑡) + 𝑡0𝜃
′′(𝑡), 𝜉) + 𝑘(𝜃(𝑡), 𝜉) + 𝜋(𝜉, 𝑝′(𝑡))+

+𝛾(𝜉, 𝑢′(𝑡)) =< 𝜇(𝑡), 𝜉 > ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,

𝑚(𝑢′(0)− 𝑣0, 𝑣) = 0, 𝑐(𝑢(0)− 𝑢0, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉,

𝑔(𝑝(0)− 𝑝0, 𝑞) = 0 ∀𝑞 ∈ 𝑄,

𝑠(𝜃(0)− 𝜃0, 𝜉) = 0, 𝑠(𝜃′(0)− 𝜃10, 𝜉) = 0 ∀𝜉 ∈ 𝑍.

(5.1)
Тут використанi бiлiнiйнi форми та лiнiйнi функцiонали – тi ж самi, що у
випадку варiацiйної задачi класичної термоп’єзоелектрики та описанi ви-
разами (2.4).
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5.2 Задача про вимушенi гармонiйнi коливання

5.2.1 Варiацiйна постановка

Якщо припустити, що навантаження на п’єзоелектрик змiнюється гармо-
нiйно в часi iз круговою частотою 𝜔 > 0 за законом вигляду

𝑙(𝑡) = (𝑙1 + 𝑖𝑙2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝑟(𝑡) = (𝑟1 + 𝑖𝑟2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝜇(𝑡) = (𝜇1 + 𝑖𝜇2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡, ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ],

(5.2)

то у такому випадку наближенi розв’язки задачi (4.3) також шукають у
виглядi розвинень:

𝑢(𝑥, 𝑡) ∼= (𝑢1 + 𝑖𝑢2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝑝(𝑥, 𝑡) ∼= (𝑝1 + 𝑖𝑝2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝜃(𝑥, 𝑡) ∼= (𝜃1 + 𝑖𝜃2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

𝑞(𝑥, 𝑡) ∼= (𝑞1 + 𝑖𝑞2)𝑒
−𝑖𝜔𝑡,

(5.3)

де 𝑢1, 𝑢2, 𝑝1, 𝑝2, 𝜃1, 𝜃2 та 𝑞1, 𝑞2 — невiдомi амплiтуди механiчних змiщень,
електричного потенцiалу та приросту температури вiдповiдно.

Пiсля пiдстановки припущення(5.2) та наближення (5.3) у рiвня-
ння задачi (5.1) та нехтування її початковими умовами, отримуємо варiа-
цiйну задачу про вимушенi гармонiйнi коливання пiроелектрика:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝜔 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0, (𝑙1, 𝑟1, 𝜇1, 𝑙2, 𝑟2, 𝜇2) ∈ 𝑊 ′ = Φ′ × Φ′;

знайти 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такi, що
∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ

−𝜔2𝑚(𝑢1, 𝑣2) + 𝜔𝑎(𝑢2, 𝑣2) + 𝑐(𝑢1, 𝑣2)− 𝑒(𝑝1, 𝑣2)−
−𝛾(𝜃1, 𝑣2)− 𝜔𝑡1𝛾(𝜃2, 𝑣2) =< 𝑙1, 𝑣2 >,

−𝜔2𝑚(𝑢2, 𝑣1)− 𝜔𝑎(𝑢1, 𝑣1) + 𝑐(𝑢2, 𝑣1)− 𝑒(𝑝2, 𝑣1)−
−𝛾(𝜃2, 𝑣1) + 𝜔𝑡1𝛾(𝜃1, 𝑣1) =< 𝑙2, 𝑣1 >,

𝜔𝜒(𝑝2, 𝜉1) + 𝜔𝑒(𝜉1, 𝑢2) + 𝑧(𝑝1, 𝜉1) + 𝜔𝜋(𝜃2, 𝜉1)− 𝜔2𝑡1𝜋(𝜃1, 𝜉1) =< 𝑟1, 𝜉1 >,

−𝜔𝜒(𝑝1, 𝜉2)− 𝜔𝑒(𝜉2, 𝑢1) + 𝑧(𝑝2, 𝜉2)− 𝜔𝜋(𝜃1, 𝜉2)− 𝜔2𝑡1𝜋(𝜃2, 𝜉2) =< 𝑟2, 𝜉2 >,

𝜔𝑠(𝜃2, 𝜂1)− 𝜔2𝑡0𝑠(𝜃1, 𝜂1) + 𝑘(𝜃1, 𝜂1) + 𝜔𝜋(𝜂1, 𝑝2) + 𝜔𝛾(𝜂1, 𝑢2)) =< 𝜇1, 𝜂1 >,

−𝜔𝑠(𝜃1, 𝜂2)− 𝜔2𝑡0𝑠(𝜃2, 𝜂2) + 𝑘(𝜃2, 𝜂2)− 𝜔𝜋(𝜂2, 𝑝1)− 𝜔𝛾(𝜂2, 𝑢1)) =< 𝜇2, 𝜂2 > .

(5.4)
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Видозмiнимо останнi два рiвняння задачi (5.4):

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝜔 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0, (𝑙1, 𝑟1, 𝜇1, 𝑙2, 𝑟2, 𝜇2) ∈ 𝑊 ′ = Φ′ × Φ′;

знайти 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такi, що
∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ

−𝜔2𝑚(𝑢1, 𝑣2) + 𝜔𝑎(𝑢2, 𝑣2) + 𝑐(𝑢1, 𝑣2)− 𝑒(𝑝1, 𝑣2)−
−𝛾(𝜃1, 𝑣2)− 𝜔𝑡1𝛾(𝜃2, 𝑣2 =< 𝑙1, 𝑣2 >,

−𝜔2𝑚(𝑢2, 𝑣1)− 𝜔𝑎(𝑢1, 𝑣1) + 𝑐(𝑢2, 𝑣1)− 𝑒(𝑝2, 𝑣1)−
−𝛾(𝜃2, 𝑣1) + 𝜔𝑡1𝛾(𝜃1, 𝑣1) =< 𝑙2, 𝑣1 >,

𝜔𝜒(𝑝2, 𝜉1) + 𝜔𝑒(𝜉1, 𝑢2) + 𝑧(𝑝1, 𝜉1) + 𝜔𝜋(𝜃2, 𝜉1)− 𝜔2𝑡1𝜋(𝜃1, 𝜉1) =< 𝑟1, 𝜉1 >,

−𝜔𝜒(𝑝1, 𝜉2)− 𝜔𝑒(𝜉2, 𝑢1) + 𝑧(𝑝2, 𝜉2)− 𝜔𝜋(𝜃1, 𝜉2)− 𝜔2𝑡1𝜋(𝜃2, 𝜉2) =< 𝑟2, 𝜉2 >,

𝜔𝑠(𝜃2, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2)− 𝜔2𝑡0𝑠(𝜃1, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2) + 𝑘(𝜃1, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2)+

+𝜔𝜋(𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2, 𝑝2) + 𝜔𝛾(𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2, 𝑢2)) =< 𝜇1, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2 >,

−𝜔𝑠(𝜃1, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1)− 𝜔2𝑡0𝑠(𝜃2, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1) + 𝑘(𝜃2, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1)−
−𝜔𝜋(𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1, 𝑝1)− 𝜔𝛾(𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1, 𝑢1)) =< 𝜇2, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1 > .

(5.5)
Пiсля додавання всiх рiвнянь задачi (5.5) введемо бiлiнiйну форму

Π𝜔(·, ·) : 𝑊 ×𝑊 → R та лiнiйний функцiонал 𝜒𝜔 : 𝑊 → R таким чином:

Π𝜔(𝜓,𝑤) = −𝜔2[𝑚(𝑢1, 𝑣2)−𝑚(𝑢2, 𝑣1)] + 𝜔[𝑎(𝑢1, 𝑣1) + 𝑎(𝑢2, 𝑣2)]+

+[𝑐(𝑢1, 𝑣2)− 𝑐(𝑢2, 𝑣1)] + [𝑒(𝑝2, 𝑣1)− 𝑒(𝑝1, 𝑣2) + 𝑒(𝜉1, 𝑢2)− 𝑒(𝜉2, 𝑢1)]+

+[𝛾(𝜃2, 𝑣1)− 𝛾(𝜃1, 𝑣2)− 𝜔𝑡1𝛾(𝜃1, 𝑣1)− 𝜔𝑡1𝛾(𝜃1, 𝑣1)+

+𝛾(𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2, 𝑢2)− 𝛾(𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1, 𝑢1)]+

+[𝜋(𝜃2, 𝜉1)− 𝜔𝑡1𝜋(𝜃1, 𝜉1)− 𝜋(𝜃1, 𝜉2)− 𝜔𝑡1𝜋(𝜃2, 𝜉2)+

+𝜋(𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2, 𝑝2)− 𝜋(𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1, 𝑝1)]+

+[𝜒(𝑝2, 𝜉1)− 𝜒(𝑝1, 𝜉2)] + 𝜔−1[𝑧(𝑝1, 𝜉1) + 𝑧(𝑝2, 𝜉2)]+

+𝜔−1[𝑘(𝜃1, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2) + 𝑘(𝜃2, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1)]+

+[𝑠(𝜃2, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2)− 𝜔𝑡0𝑠(𝜃1, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2)− 𝑠(𝜃1, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1)−
−𝜔𝑡0𝑠(𝜃2, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1)]

∀ 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊, ∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2) ∈ 𝑊.

(5.6)
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< 𝜒𝜔, 𝑤 >= − < 𝑙2, 𝑣1 > +𝜔−1[< 𝑟1, 𝜉1 > + < 𝜇1, 𝜂1 + 𝜔𝑡1𝜂2 >]+

+ < 𝑙2, 𝑣1 > +𝜔−1[< 𝑟2, 𝜉2 > + < 𝜇2, 𝜂2 − 𝜔𝑡1𝜂1 >]

∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2) ∈ 𝑊.

(5.7)

Тодi варiацiйна задача про вимушенi гармонiйнi коливання пiро-
електрика може бути записана у виглядi:

⎧⎪⎨⎪⎩
задано 𝜔 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊 ′ = Φ′ × Φ′;

знайти 𝜓 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊 = Φ× Φ такi, що
Π𝜔(𝜓,𝑤) =< 𝜒𝜔, 𝑤 > ∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2) ∈ 𝑊.

(5.8)

5.2.2 Коректнiсть варiацiйної задачi

Введемо на просторi 𝑊 скалярний добуток:

((𝑦, 𝑤)) =
2∑︀

𝑖=1

[𝑎(𝑢𝑖, 𝑣𝑖) + 𝑧(𝑝𝑖, 𝜉𝑖) + 𝑘(𝜃𝑖, 𝜂𝑖)] ∀ 𝑦 = (𝑢1, 𝑝1, 𝜃1, 𝑢2, 𝑝2, 𝜃2) ∈ 𝑊,

∀ 𝑤 = (𝑣1, 𝜉1, 𝜂1, 𝑣2, 𝜉2, 𝜂2) ∈ 𝑊.

(5.9)
Введемо норму, що вiдповiдає скалярному добутку (5.9):

|||𝑦|||2 = ((𝑦, 𝑦)) ∀𝑦 ∈ 𝑊. (5.10)

Тодi легко встановлюються оцiнки:

|Π𝜔(𝑦, 𝑤)| ≤𝑀1(𝜔)|||𝑦||| · |||𝑤|||,
𝑀1(𝜔) = 𝐶 𝑚𝑎𝑥{𝜔−1, 1, 𝜔, 𝜔2} ∀𝑦, 𝑤 ∈ 𝑊,

(5.11)

та
| < 𝜒𝜔, 𝑤 > | ≤𝑀2(𝜔)||𝜒𝜔||* · |||𝑤|||,
𝑀2(𝜔) = 𝐶 𝑚𝑎𝑥{𝜔−1, 1} ∀𝑤 ∈ 𝑊.

(5.12)

Тут всюди символом 𝐶 позначено додатнi константи, значення яких не
залежать вiд величин, що нас цiкавлять.

Безпосередньою пiдстановкою переконуємося, що бiлiнiйна форма
Π𝜔(·, ·) є 𝑊 -елiптичною:

Π𝜔(𝑤,𝑤) = 𝜔[𝑎(𝑢1, 𝑢1) + 𝑎(𝑢2, 𝑢2)] + 𝜔−1[𝑧(𝑝1, 𝑝1) + 𝑧(𝑝2, 𝑝2)]+

+𝜔−1[𝑘(𝜃1, 𝜃1) + 𝑘(𝜃2, 𝜃2)] + 𝜔(𝑡1 − 𝑡0)[𝑠(𝜃1, 𝜃1) + 𝑠(𝜃2, 𝜃2)] ≥
≥ 𝜔[𝑎(𝑢1, 𝑢1) + 𝑎(𝑢2, 𝑢2)] + 𝜔−1[𝑧(𝑝1, 𝑝1) + 𝑧(𝑝2, 𝑝2)]+

+𝜔−1[𝑘(𝜃1, 𝜃1) + 𝑘(𝜃2, 𝜃2)] ≥ 𝛼(𝜔) · |||𝑤|||2,
𝛼(𝜔) = 𝑚𝑖𝑛{𝜔−1, 𝜔} ∀𝑤 ∈ 𝑊.

(5.13)
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Оскiльки виконуються умови (5.11) - (5.13), то ми перебуваємо в
умовах теореми Лакса-Мiльграма-Вишика, з якої випливає справедливiсть
наступної теореми:

Теорема 5.1. Для кожних значень параметрiв 𝑤 > 0 та 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0

варiацiйна задача (5.8 ) має єдиний розв’язок 𝑦 ∈ 𝑊 , причому

|||𝑦||| ≤ 𝛼−1(𝜔)𝑀2(𝜔)||𝜒𝜔||*. (5.14)

5.2.3 Дискретизацiя Гальоркiна. Збiжнiсть апроксимацiй МСЕ

У схемi Гальоркiна розв’язок варiацiйної задачi (5.4) переноситься з про-
стору 𝑊 := Φ× Φ до його певного скiнченновимiрного пiдпростору 𝑊ℎ :=

Φℎ × Φℎ, Φℎ ⊂ Φ, dim𝑊ℎ = 𝑁(ℎ) < +∞. Тому, дискретизована за Гальор-
кiним задача (5.8) матиме вигляд⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

задано частоту 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊
′
,

простiр апроксимацiй 𝑊ℎ ⊂ 𝑊, dim𝑊ℎ < +∞;

знайти вектор 𝜓ℎ = (𝑢1ℎ, 𝑝1ℎ, 𝜃1ℎ, 𝑢2ℎ, 𝑝2ℎ, 𝜃2ℎ) ∈ 𝑊ℎ такий, що
Π𝜔(𝜓ℎ, 𝜙) =< 𝜒𝜔, 𝜙 > ∀ 𝜙 ∈ 𝑊ℎ.

(5.15)
Зважаючи на те, що задача (5.8) є коректно поставленою, то те саме ми
можемо стверджувати i щодо дискретизованої задачi (5.15).

Виокремимо в просторi 𝑊 певний базис {𝑤𝑖}∞𝑖=1. Для кожного на-
турального𝑚 ≥ 1, покладемо ℎ = 1/𝑚. Нехай𝑊ℎ - послiдовнiсть просторiв
апроксимацiй та Prℎ : 𝑊 → 𝑊ℎ - послiдовнiсть операторiв ортогонального
проектування побудованi таким чином, що множина {𝑤𝑖}𝑚𝑖=1 утворює базис
𝑊ℎ, а ((𝜓 − Prℎ 𝜓,𝑤)) = 0 ∀ 𝜓 ∈ 𝑊 , ∀ 𝑤ℎ ∈ 𝑊ℎ.

Тепер ми можемо замiнити варiацiйну задачу (5.8) послiдовнiстю
наступних задач⎧⎪⎨⎪⎩

задано 𝜔 > 0, 𝜒𝜔 ∈ 𝑊 ′та ℎ > 0, 𝑊ℎ ⊂ 𝑊, dim𝑊ℎ = 𝑚 < +∞;

знайти вектор 𝜓ℎ ∈ 𝑊ℎтакий, що
Π𝜔(𝜓ℎ, 𝑤) =< 𝜒𝜔, 𝑤 > ∀𝑤 ∈ 𝑊ℎ.

(5.16)

Теорема 5.2. Нехай 𝜓 ∈ 𝑊 - розв’язок задачi (5.8) з параметром 𝜔 > 0.
Тодi розв’язки задач (5.16) однозначно визначають послiдовнiсть апро-
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ксимацiй Гальоркiна {𝜓ℎ} ⊂ 𝑊 , для якої виконується

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝛼−1𝑀1(𝜔) inf
𝑤∈𝑊ℎ

|||𝜓 − 𝑤||| ∀ ℎ > 0; (5.17)

lim
ℎ→0

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| = 0. (5.18)

Доведення. Аналогiчно до випадку теорiї Лорда-Шульмана.

Теорема 5.3. про збiжнiсть апроксимацiй МСЕ.
Нехай 𝜓 ∈ 𝑊 - розв’язок задачi (5.8), причому iснує натуральне

𝑘 ≥ 1 таке, що 𝜓 ∈ 𝑊 ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]2(𝑑+2), i нехай апроксимацiї 𝜓ℎ визна-
чаються розв’язками задачi (5.16) в просторах 𝑊ℎ ⊂ 𝑊 , якi побудованi
з допомогою кусково-полiномiальних базисiв МСЕ, та якi володiють вла-
стивiстю квазiоптимального наближення:

для кожного 𝜙 ∈ 𝑊 ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]2(𝑑+2), 𝑘 ≥ 1, iснують 𝜙ℎ ∈ 𝑊ℎ

та 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 такi, що ||𝜙−𝜙ℎ||𝑚,Ω ≤ 𝐶 · ℎ𝑘+1−𝑚||𝜙||𝑘+1,Ω, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘,
де ℎ - дiаметр сiтки скiнченних елементiв та 𝑘 - максимальний степiнь
повного полiному вiд 𝑑 змiнних, який точно вiдтворюється базисними
функцiями з 𝑊ℎ в межах кожного скiнченого елемента.

Тодi справедлива така оцiнка швидкостi збiжностi послiдовно-
стi 𝜓ℎ ⊂ 𝑊 :

|||𝜓 − 𝜓ℎ||| ≤ 𝐶 · ℎ𝑘𝛼−1(𝜔)𝑀1(𝜔)||𝜓||𝑘+1,Ω, (5.19)

де 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 не залежить вiд величин, що нас цiкавлять.

Доведення. Аналогiчно до випадку теорiї Лорда-Шульмана.

5.2.4 Особливостi алгоритму та програмної реалiзацiї МСЕ

В результатi пiдстановки розвинень (2.24) та базових функцiй скiнченно-
вимiрних пiдпросторiв 𝑉ℎ, 𝑄ℎ та 𝑍ℎ у варiацiйну задачу (5.5) отримаємо
таку систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь для знаходження невiдомих
коефiцiєнтiв амплiтуд (𝑈1, 𝑃1,Θ1, 𝑈2, 𝑃2,Θ2) :
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜔𝐴 −[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 0 𝐸𝑇 −𝜔𝑡1𝑌 𝑇 𝑌 𝑇

[−𝜔2𝑀 + 𝐶] 𝜔𝐴 −𝐸𝑇 0 −𝑌 𝑇 −𝜔𝑡1𝑌 𝑇

0 𝐸 𝜔−1𝑍 𝐺 −𝜔𝑡1Π𝑇 Π𝑇

−𝐸 0 −𝐺 𝜔−1𝑍 −Π𝑇 −𝜔𝑡1Π𝑇

𝜔𝑡1𝑌 𝑌 𝜔𝑡1Π Π 𝐷 −𝐻

−𝑌 𝜔𝑡1𝑌 −Π 𝜔𝑡1Π 𝐻 𝐷

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
×

× [𝑈1, 𝑈2, 𝑃1, 𝑃2,Θ1,Θ2]
𝑇 =

=
[︀
−𝐿2, 𝐿1, 𝜔

−1𝑅1, 𝜔
−1𝑅2, 𝜔

−1𝐹1 + 𝑡1𝐹2, 𝜔
−1𝐹2 − 𝑡1𝐹1

]︀𝑇
,

де 𝐷 = 𝜔−1𝐾 + 𝜔(𝑡1 − 𝑡0)𝑆, 𝐻 = −(1 + 𝜔2𝑡0𝑡1)𝑆 + 𝑡1𝐾.

(5.20)
Тут елементи матриць та векторiв обчислюються за бiлiнiйними формами
та лiнiйними функцiоналами (2.4). З 𝑊 -елiптичностi бiлiнiйної форми Π𝜔

випливає, що матриця одержаної СЛАР є додатньовизначеною, тому ця
система має розв’язок.

5.3 Нестацiонарна задача

Для випадку нестацiонарної задачi термоп’єзоелектрики Грiна-
Лiндсея замiсть крайових умов (1.19) розглядатимемо наступнi крайовi
умови для теплового поля:{︃

𝜃 = 0 на Γ𝜃 × [0, 𝑇 ], Γ𝜃 ⊂ Γ,𝑚𝑒𝑠(Γ𝜃) > 0,

𝑞𝑖𝑛𝑖 = 0 на Γ𝑞 × [0, 𝑇 ],Γ𝑞 := Γ ∖ Γ𝜃.
(5.21)

Тобто функцiонал < 𝜇, 𝜉 >, що використовується у варiацiйнiй задачi (5.1)
для моделi Грiна-Лiндсея матиме вигляд:

< 𝜇, 𝜉 >:=

∫︁
Ω

𝑇−1
0 𝑤𝜉𝑑𝑥. (5.22)

Таке припущення дозволяє нам оцiнити функцiонал за допомогою нерiвно-
стi Кошi-Буняковського-Шварца з використанням норми в просторi 𝐿2(Ω),
тобто:

| < 𝜇, 𝜉 > | ≤ ||𝜇||** · ||𝜉||𝐿2(Ω). (5.23)
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5.3.1 Рiвняння енергетичного балансу

Зауважимо, що бiлiнiйнi форми в (2.4) мають чiтку фiзичну iнтерпретацiю
[20] i властивостi неперервностi та елiптичностi деяких з них, дозволяють
ввести наступнi енергетичнi норми:

||v||2𝑚 = 𝑚(v,v), ||v||2𝑐 = 𝑐(v,v), ||v||2𝑎 = 𝑎(v,v) ∀v ∈ V,

||𝑞||2𝑔 = 𝑔(𝑞, 𝑞), ||𝑞||2𝑧 = 𝑧(𝑞, 𝑞) ∀𝑞 ∈ 𝑄,

||𝜁||2𝑘 = 𝑘(𝜁, 𝜁) ∀𝜁 ∈ 𝑍, ||𝜁||2𝑠 = 𝑠(𝜁, 𝜁) ∀𝜁 ∈ 𝐿2(Ω).

(5.24)

Припустимо, що варiацiйна задача (5.1) має розв’язок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃). Пiд-
ставимо 𝜙 = (v, 𝑞, 𝜉) = (u′, 𝑝, 𝜃 + 𝑡1𝜃

′) в (5.1) i пiсля додавання рiвнянь
отримаємо наступну тотожнiсть:

1
2
𝑑
𝑑𝑡

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + ||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝑔 + 2𝜋(𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃

′(𝑡), 𝑝(𝑡)) + 𝑡1||𝜃(𝑡)||2𝑘
]︀

+
[︀
||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||𝜃(𝑡)||2𝑘 + 𝑠(𝜃′(𝑡) + 𝑡0𝜃

′′(𝑡), 𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃
′(𝑡))

]︀
=< 𝑙,u′(𝑡) > + < 𝑟, 𝑝(𝑡) > + < 𝜇, 𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃

′(𝑡) > ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

(5.25)
Зробимо вiдповiднi перетворення з доданком 𝑠(𝜃′(𝑡)+ 𝑡0𝜃

′′(𝑡), 𝜃(𝑡)+ 𝑡1𝜃
′(𝑡)):

𝑠(𝜃′ + 𝑡0𝜃
′′, 𝜃 + 𝑡1𝜃

′) = 1
2
𝑑
𝑑𝑡 ||𝜃 + 𝑡0𝜃

′||2𝑠 + 𝑠(𝜃′ + 𝑡0𝜃
′′, (𝑡1 − 𝑡0)𝜃

′) =

= 1
2
𝑑
𝑑𝑡 ||𝜃 + 𝑡0𝜃

′||2𝑠 + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′||2𝑠 + 1
2
𝑑
𝑑𝑡(𝑡1 − 𝑡0)𝑡0||𝜃′||2𝑠 =

= 1
2
𝑑
𝑑𝑡

[︀
||𝜃 + 𝑡0𝜃

′||2𝑠 + (𝑡1 − 𝑡0)𝑡0||𝜃′||2𝑠
]︀
+ (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′||2𝑠.

(5.26)

Пiдставимо (5.26) у рiвняння енергетичного балансу (5.25). Отримаємо:

1
2
𝑑
𝑑𝑡

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + ||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝑔 + 𝑡1||𝜃(𝑡)||2𝑘 + ||𝜃(𝑡) + 𝑡0𝜃

′(𝑡)||2𝑠+
+(𝑡1 − 𝑡0)𝑡0||𝜃′(𝑡)||2𝑠 + 2𝜋(𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃

′(𝑡), 𝑝(𝑡))
]︀
+

+
[︀
||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||𝜃(𝑡)||2𝑘 + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′||2𝑠

]︀
=

=< 𝑙,u′(𝑡) > + < 𝑟, 𝑝(𝑡) > + < 𝜇, 𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃
′(𝑡) > ∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

(5.27)
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Проiнтегрувавши (5.27) на часовому iнтервалi [0, 𝑡] та використавши поча-
тковi умови задачi, в результатi отримуємо:

1
2

[︀
||u′(𝑡)||2𝑚 + ||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝑔 + 𝑡1||𝜃(𝑡)||2𝑘 + ||𝜃(𝑡) + 𝑡0𝜃

′(𝑡)||2𝑠+
+(𝑡1 − 𝑡0)𝑡0||𝜃′(𝑡)||2𝑠 + 2𝜋(𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃

′(𝑡), 𝑝(𝑡))
]︀
+

+
𝑡∫︀
0

[︀
||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||𝜃(𝑡)||2𝑘 + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′||2𝑠

]︀
𝑑𝜏 =

= 1
2

[︀
||v0||2𝑚 + ||u0||2𝑐 + ||𝑝0||2𝑔 + 𝑡1||𝜃0||2𝑘 + ||𝜃0 + 𝑡0𝜃10||2𝑠+

+(𝑡1 − 𝑡0)𝑡0||𝜃10||2𝑠 + 2𝜋(𝜃0 + 𝑡1𝜃10, 𝑝0))
]︀
+

+
𝑡∫︀
0

[< 𝑙,u′(𝜏) > + < 𝑟, 𝑝(𝜏) > + < 𝜇, 𝜃(𝜏) + 𝑡1𝜃
′(𝜏) >] 𝑑𝜏 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(5.28)
Введемо позначення:

||𝜓(𝑡)||2 = ||u′(𝑡)||2𝑚 + ||u(𝑡)||2𝑐 + ||𝑝(𝑡)||2𝑔 + 𝑡1||𝜃(𝑡)||2𝑘 + ||𝜃(𝑡) + 𝑡0𝜃
′(𝑡)||2𝑠+

+(𝑡1 − 𝑡0)𝑡0||𝜃′(𝑡)||2𝑠 + 2𝜋(𝜃(𝑡) + 𝑡1𝜃
′(𝑡), 𝑝(𝑡)),

(5.29)
|||𝜓(𝑡)|||2 = ||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||𝜃(𝑡)||2𝑘 + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′(𝑡)||2𝑠. (5.30)

Тодi рiвняння енергетичного балансу (5.28) може бути представлене у ви-
глядi:

1
2 ||𝜓(𝑡)||

2 +
𝑡∫︀
0

|||𝜓(𝜏)|||2𝑑𝜏 = 1
2 ||𝜓(0)||

2+

+
𝑡∫︀
0

[< 𝑙,u′(𝜏) > + < 𝑟, 𝑝(𝜏) > + < 𝜇, 𝜃(𝜏) + 𝑡1𝜃
′(𝜏) >] 𝑑𝜏 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(5.31)
Доданок ||𝜓(𝑡)||2 визначає повну енергiю п’єзоелектрика. Дисипацiя енергiї

визначається доданком
𝑡∫︀
0

|||𝜓(𝜏)|||2𝑑𝜏 .

5.3.2 Апрiорнi енергетичнi оцiнки

Використовуючи елементарну нерiвнiсть

𝑎𝑏 ≤ 𝜀𝑎2 +
1

4𝜀
𝑏2 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, ∀𝜀 > 0 (5.32)

та нерiвнiсть Кошi-Буняковського-Шварца, оцiнимо доданки правої части-
ни рiвняння енергетичного балансу (5.31). Отже,

𝑡∫︁
0

< 𝑙,u′(𝜏) > 𝑑𝜏 ≤ 1

2

𝑡∫︁
0

[︀
||𝑙||2* + ||u′(𝜏)||2𝑎

]︀
𝑑𝜏, (5.33)
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𝑡∫︁
0

< 𝑟, 𝑝(𝜏) > 𝑑𝜏 ≤ 1

2

𝑡∫︁
0

[︀
||𝑟||2* + ||𝑝(𝜏)||2𝑧

]︀
𝑑𝜏, (5.34)

𝑡∫︀
0

< 𝜇, 𝜃(𝜏) + 𝑡1𝜃
′(𝜏) > 𝑑𝜏 ≤

𝑡∫︀
0

[||𝜇||*||𝜃(𝜏)||𝑘 + 𝑡1||𝜇||**||𝜃′(𝜏)||𝑠] 𝑑𝜏 ≤

≤ 1

2

𝑡∫︀
0

[︀
||𝜇||2* + ||𝜃(𝜏)||2𝑘

]︀
𝑑𝜏 +

1

2

𝑡∫︀
0

[︂
𝑡21

𝑡1 − 𝑡0
||𝜇||2** + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′(𝜏)||2𝑠

]︂
𝑑𝜏,

(5.35)
Тут всюди символом || · ||* позначаємо норми в спряжених просторах 𝑉 ′,
𝑄′ та 𝑍 ′, ||𝜇||** – норма функцiоналу 𝜇 в просторi спряженому до 𝐿2(Ω).
Пiдставляючи оцiнки (5.33)-(5.35) в рiвняння енергетичного балансу (5.31)
отримаємо:

1
2||𝜓(𝑡)||

2 +
𝑡∫︀
0

|||𝜓(𝜏)|||2𝑑𝜏 ≤ 1
2||𝜓(0)||

2+

+1
2

𝑡∫︀
0

[︀
||𝑙||2* + ||u′(𝜏)||2𝑎

]︀
𝑑𝜏 + 1

2

𝑡∫︀
0

[︀
||𝑟||2* + ||𝑝(𝜏)||2𝑧

]︀
𝑑𝜏+

+1
2

𝑡∫︀
0

[︀
||𝜇||2* + ||𝜃(𝜏)||2𝑘

]︀
𝑑𝜏 + 1

2

𝑡∫︀
0

[︂
𝑡21

𝑡1 − 𝑡0
||𝜇||2** + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′(𝜏)||2𝑠

]︂
𝑑𝜏

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(5.36)
Враховуючи означення |||𝜓(𝜏)|||2, пiсля перетворень одержимо:

1
2||𝜓(𝑡)||

2 + 1
2

𝑡∫︀
0

[︀
||u′(𝑡)||2𝑎 + ||𝑝(𝑡)||2𝑧 + ||𝜃(𝑡)||2𝑘 + (𝑡1 − 𝑡0)||𝜃′(𝑡)||2𝑠

]︀
𝑑𝜏 ≤

≤ 1
2 ||𝜓(0)||

2 + 1
2

𝑡∫︀
0

[︂
||𝑙||2* + ||𝑟||2* + ||𝜇||2* +

𝑡21
𝑡1 − 𝑡0

||𝜇||2**
]︂
𝑑𝜏 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(5.37)
Подiливши на 1

2 отримаємо:

||𝜓(𝑡)||2 +
𝑡∫︀
0

|||𝜓(𝜏)|||2𝑑𝜏 ≤

≤ ||𝜓(0)||2 +
𝑡∫︀
0

[︂
||𝑙||2* + ||𝑟||2* + ||𝜇||2* +

𝑡21
𝑡1 − 𝑡0

||𝜇||2**
]︂
𝑑𝜏 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(5.38)
Оцiнка (5.38) показує непереревну залежнiсть розв’язку вiд даних задачi.
Позначимо

|||𝜓(𝑡)|||2Φ = ||𝜓(𝑡)||2 +
𝑡∫︀
0

|||𝜓(𝜏)|||2𝑑𝜏 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]. (5.39)
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Вираз |||𝜓(𝑡)|||2Φ визначає так звану енергетичну норму розв’язку варiацiй-
ної задачi.

Пропозицiя 5.1 (про регулярнiсть вхiдних даних динамiчної задачi GL–
термоп’єзоелектрики та її розв’язку). Оцiнка (5.38) має змiст, якщо вхi-
днi данi динамiчної задачi GL-термоп’єзоелектрики (5.1) задовольняють
наступнi умови регулярностi:⎧⎪⎨⎪⎩

v0 ∈ [𝐿2(Ω)]𝑑,u0 ∈ [𝐻1(Ω)]𝑑,

𝑝0 ∈ 𝐻1(Ω), 𝜃0 ∈ 𝐿2(Ω), 𝜃10 ∈ 𝐿2(Ω),

(𝑙, 𝑟, 𝜇) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′).

(5.40)

Бiльше того, розв’язок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃) задачi (5.1), якщо iснує, то задоволь-
няє наступнi включення:⎧⎪⎨⎪⎩

u′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ; [𝐿2(Ω)]𝑑) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;V), u ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;V) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;V),

𝑝 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑄),

𝜃′ ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝐿2(Ω)) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑍), 𝜃 ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;𝑍) ∩ 𝐿2(0, 𝑇 ;𝑍)

(5.41)
та умову стiйкостi

|||𝜓(𝑡)|||2Φ ≤ ||𝜓(0)||2 +
𝑡∫︀
0

[︂
||𝑙||2* + ||𝑟||2* + ||𝜇||2* +

𝑡21
𝑡1 − 𝑡0

||𝜇||2**
]︂
𝑑𝜏

∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

(5.42)

Пропозицiя 5.2 (про єдинiсть розв’язку динамiчної задачi GL-термоп’єзо-
електрики). Розв’язок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃) задачi (5.1), якщо iснує, то вiн єдиний.

Доведення. Вiд супротивного. Припустимо, що iснують два рiзнi розв’язки
𝜓1(𝑡) та 𝜓1(𝑡) задачi (5.1). Тодi їхня рiзниця 𝜓(𝑡) = 𝜓1(𝑡) − 𝜓2(𝑡) ̸= 0

задовольняє гомогеннi рiвняння задачi (5.1). Отже, з Пропозицiї 5.1 ми
маємо:

|||𝜓(𝑡)|||2Φ ≤ 0 ∀𝑡 ∈ [0, 𝑇 ],

що суперечить припущенню, що 𝜓(𝑡) ̸= 0.

5.3.3 Напiвдискретизацiя методом скiнченних елементiв

Видiлимо в просторi допустимих функцiй Φ = 𝑉 × 𝑄 × 𝑍 послiдовнiсть
скiнченовимiрних пiдпросторiв апроксимацiй Φℎ = 𝑉ℎ×𝑄ℎ×𝑍ℎ, dimΦℎ →
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∞ при ℎ→ 0 з такими властивостями щiльностi⎧⎪⎨⎪⎩
для кожного вектора 𝜑 ∈ Φ ∩ [𝐻𝑘+1(Ω)]𝑑+2, 𝑘 ≥ 1,

знайдеться вектор 𝜑ℎ ∈ Φℎ i 𝐶 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0 такi, що
‖𝜑− 𝜑ℎ‖𝑚,Ω ≤ 𝐶ℎ𝑘+1−𝑚‖𝜑‖𝑘+1,Ω, 0 ≤ 𝑚 ≤ 𝑘.

(5.43)

Тут i в подальшому символ 𝐶 позначає рiзнi додатнi константи, значен-
ня яких не залежать вiд величин розв’язкiв нашої задачi. Для кожного
фiксованого ℎ > 0 розв’язок 𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) задачi⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано 𝜓0 = (𝑢0, 𝑝0, 𝜃0) ∈ Φℎ, 𝑣0 ∈ 𝑉ℎ, 𝜃10 ∈ 𝑍ℎ та (𝑙, 𝑟, 𝜇) ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φ′
ℎ);

знайти трiйку 𝜓 = {𝑢ℎ(𝑥, 𝑡), 𝑝ℎ(𝑥, 𝑡), 𝜃ℎ(𝑥, 𝑡)} ∈ 𝐿2(0, 𝑇 ; Φℎ) таку, що
𝑚(𝑢′′ℎ(𝑡), 𝑣) + 𝑎(𝑢′ℎ(𝑡), 𝑣) + 𝑐(𝑢ℎ(𝑡), 𝑣)− 𝑒(𝑝ℎ(𝑡), 𝑣)−
−𝛾(𝜃ℎ(𝑡) + 𝑡1𝜃

′
ℎ(𝑡), 𝑣) =< 𝑙(𝑡), 𝑣 >,

𝑔(𝑝′ℎ(𝑡), 𝑞) + 𝑒(𝑞, 𝑢′ℎ(𝑡)) + 𝑧(𝑝ℎ(𝑡), 𝑞) + 𝜋(𝜃′ℎ(𝑡) + 𝑡1𝜃
′′
ℎ(𝑡), 𝑞) =< 𝑟(𝑡), 𝑞 >,

𝑠(𝜃′ℎ(𝑡) + 𝑡0𝜃
′′
ℎ(𝑡), 𝜉) + 𝑘(𝜃ℎ(𝑡), 𝜉) + 𝜋(𝜉, 𝑝′ℎ(𝑡))+

+𝛾(𝜉, 𝑢′ℎ(𝑡)) =< 𝜇(𝑡), 𝜉 > ∀ 𝑡 ∈ (0, 𝑇 ] ,

𝑚(𝑢′ℎ(0)− 𝑣0, 𝑣) = 0, 𝑐(𝑢ℎ(0)− 𝑢0, 𝑣) = 0 ∀𝑣 ∈ 𝑉ℎ,

𝑔(𝑝ℎ(0)− 𝑝0, 𝑞) = 0 ∀𝑞 ∈ 𝑄ℎ,

𝑠(𝜃ℎ(0)− 𝜃0, 𝜉) = 0, 𝑠(𝜃′ℎ(0)− 𝜃10, 𝜉) = 0 ∀𝜉 ∈ 𝑍ℎ.

(5.44)
будемо називати напiвдискретною апроксимацiєю Гальоркiна розв’язку 𝜓 =

(𝑢, 𝑝, 𝜃) задачi термоп’єзоелектрики Грiна-Лiндсея (5.1), а сталу ℎ – пара-
метром дискретизацiї задачi (5.1) за просторовою змiнною.

Зафiксуємо деякi базиси {𝑣𝑖}, {𝑞𝑖}, {𝜉𝑖} в просторах апроксимацiй
𝑉ℎ, 𝑄ℎ та 𝑍ℎ вiдповiдно. Цi базиси будемо вибирати за допомогою методу
скiнченних елементiв. Тодi нашi шуканi величини можна представити у
виглядi розвинень:

𝑢ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑑𝑖𝑚𝑉ℎ∑︀
𝑖=1

𝑈𝑖(𝑡)𝑣𝑖(𝑥),

𝑝ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑑𝑖𝑚𝑄ℎ∑︀
𝑖=1

𝑃𝑖(𝑡)𝑞𝑖(𝑥),

𝜃ℎ(𝑥, 𝑡) =
𝑑𝑖𝑚𝑍ℎ∑︀
𝑖=1

Θ𝑖(𝑡)𝜉𝑖(𝑥).

(5.45)

Далi за допомогою процедури Гальоркiна отримуємо задачу Кошi для ви-
значення коефiцiєнтiв 𝑈(𝑡) = {𝑈𝑖(𝑡)}, 𝑃 (𝑡) = {𝑃𝑖(𝑡)} та Θ(𝑡) = {Θ𝑖(𝑡)}
розвинень компонент напiвдискретної апроксимацiї 𝑢ℎ, 𝑝ℎ та 𝜃ℎ за цими
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базисами. Вищезгадана задача Кошi виглядає наступним чином:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑀𝑈
′′
(𝑡) + 𝐴𝑈

′
(𝑡) + 𝐶𝑈(𝑡)− 𝐸𝑇𝑃 (𝑡)− 𝑌 𝑇 (Θ(𝑡) + 𝑡1Θ

′
(𝑡)) = 𝐿(𝑡),

𝐸𝑈
′
(𝑡) +𝐺𝑃

′
(𝑡) + Π𝑇 (Θ

′
(𝑡) + 𝑡1Θ

′′
(𝑡)) + 𝑍𝑃 (𝑡) = 𝑅(𝑡),

𝑌 𝑈
′
(𝑡) + Π𝑃

′
(𝑡) + 𝑆𝑇 (Θ

′
(𝑡) + 𝑡1Θ

′′
(𝑡)) +𝐾Θ(𝑡) = 𝐹 (𝑡),

𝑀𝑈
′
(0) = 𝑉 0, 𝐶𝑈(0) = 𝑈 0,

𝐺𝑃 (0) = 𝑃 0, 𝑆(Θ(0) + 𝑡0Θ
′
(0)) = Θ0 + 𝑡0Θ

10,

(5.46)
де коефiцiєнти матриць, що фiгурують в системi розраховуються за вiдпо-
вiдними бiлiнiйними формами (2.4), а вектори правих частин обчислюю-
ться за вiдповiдними лiнiйними функцiоналами згiдно виразiв

𝐿(𝑡) = {< 𝑙(𝑡), 𝑣𝑖 >}, 𝑅(𝑡) = {< 𝑟(𝑡), 𝑞𝑖 >}, 𝐹 (𝑡) = {< 𝜇(𝑡), 𝜉𝑖 >} (5.47)

та
𝑉 0 = {𝑚(𝑣0, 𝑣𝑖)}, 𝑈 0 = {𝑐(𝑢0, 𝑣𝑖)}, 𝑃 0 = {𝑔(𝑝0, 𝑞𝑖)},

Θ0 = {𝑠(𝜃0, 𝜉𝑖)}, Θ10 = {𝑠(𝜃10, 𝜉𝑖)}.
(5.48)

Оскiльки матрицi 𝑀 , 𝐴, 𝐶, 𝐺, 𝑍, 𝑆, 𝐾 додатньовизначенi для
кожного ℎ > 0, то задача Кошi (5.46) має єдиний розв’язок, який в свою
чергу визначає напiвдискретну апроксимацiю Гальоркiна 𝜓ℎ = (𝑢ℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ)

у виглядi (5.45). Бiльше того, враховуючи Пропозицiю 5.1, ми одержуємо
наступний результат.

Пропозицiя 5.3 (про коректнiсть напiвдискретизованої динамiчної за-
дачi GL-термоп’єзоелектрики). Нехай вхiднi данi динамiчної задачi GL-
термоп’єзоелектрики (5.1) задовольняють умови регулярностi (5.40). То-
дi для кожного ℎ > 0 iснує єдиний розвязок 𝜓ℎ = (uℎ, 𝑝ℎ, 𝜃ℎ) задачi (5.44),
такий що

|||𝜓ℎ(𝑡)|||2Φ ≤ ||𝜓ℎ(0)||2 +
𝑡∫︀
0

[︂
||𝑙||2* + ||𝑟||2* + ||𝜇||2* +

𝑡21
𝑡1 − 𝑡0

||𝜇||2**
]︂
𝑑𝜏

∀𝑡 ∈ (0, 𝑇 ].

(5.49)

Доведення. Iснування випливає з вищенаведеної конструктивної процеду-
ри. Єдинiсть випливає з Пропозицiї 5.2.
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5.3.4 Iснування розв’язку варiацiйної задачi GL-термоп’єзоелектрики

Теорема 5.4 (про коректнiсть варiацiйної динамiчної задачi GL-термо-
п’єзоелектрики). Припустимо, що вхiднi данi варiацiйної нестацiонарної
задачi GL-термоп’єзоелектрики (5.1) характеризуються умовами регу-
лярностi (5.40). Тодi варiацiйна задача (5.1) має єдиний i стiйкий розв’я-
зок 𝜓 = (u, 𝑝, 𝜃), що характеризується умовами регулярностi (5.41) i
стiйкостi (5.42).

Доведення. Аналогiчно до задачi LS-термоп’єзоелектрики (4.38).

5.3.5 Дискретизацiя в часi. Однокрокова рекурентна схема

Для дискретизацiї в часi ми будемо використовувати таку саму технiку, як
i у випадку нестацiонарної задачi класичної термоп’єзоелектрики та зада-
чi термоп’єзоелектрики Лорда-Шульмана. Розглянемо рiвномiрний подiл
часового iнтервалу [0, 𝑇 ] вузлами 𝑡𝑗 = 𝑗Δ𝑡, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁𝑇 + 1 , де 𝑁𝑇 —
деяке фiксоване натуральне число i 𝑇 = 𝑁𝑇Δ𝑡. Для наближення розв’язку
напiвдискретизованої задачi (5.46) на кожному часовому iнтервалi [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1]

ми використовуємо наступнi полiноми:

𝑈(𝑡) ≃ [1− 𝜔2(𝑡)]𝑈 𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)[1− 𝜔(𝑡)]�̇� 𝑗 + 𝜔2(𝑡)𝑈 𝑗+1 =

= 𝑈 𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)�̇� 𝑗 + 1
2 [Δ𝑡𝜔(𝑡)]

2�̈� 𝑗+ 1
2

(5.50)

𝑃 (𝑡) ≃ [1− 𝜔(𝑡)]𝑃 𝑗 + 𝜔(𝑡)𝑃 𝑗+1 = 𝑃 𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)�̇� 𝑗+ 1
2 (5.51)

Θ(𝑡) ≃ [1− 𝜔2(𝑡)]Θ𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)[1− 𝜔(𝑡)]Θ̇𝑗 + 𝜔2(𝑡)Θ𝑗+1 =

= Θ𝑗 +Δ𝑡𝜔(𝑡)Θ̇𝑗 + 1
2 [Δ𝑡𝜔(𝑡)]

2Θ̈𝑗+ 1
2

(5.52)

де 𝜔(𝑡) = (𝑡 − 𝑡𝑗)/Δ𝑡. Тут 𝑈 𝑗, �̇� 𝑗, 𝑃 𝑗,Θ𝑗, Θ̇𝑗 – вузловi значення пружного
змiщення, його швидкостi, електричного потенцiалу, приросту температу-
ри та швидкостi приросту температури вiдповiдно в момент часу 𝑡𝑗 = 𝑗Δ𝑡.
Змiннi �̈� 𝑗+ 1

2 , �̇� 𝑗+ 1
2 , Θ̈𝑗+ 1

2 визначають пружне прискорення, швидкiсть еле-
ктричного потенцiалу та прискорення приросту температури вiдповiдно,
якi за припущенням є сталими величинами на часовому iнтервалi [𝑡𝑗, 𝑡𝑗+1].
Пiдставляючи 𝑡 = 𝑡𝑗 в рiвняння (5.50 - 5.52) отримуємо:

𝑈 𝑗+1 = 𝑈 𝑗 +Δ𝑡�̇� 𝑗 +
1

2
Δ𝑡2�̈� 𝑗+1/2, 𝑃 𝑗+1 = 𝑃 𝑗 +Δ𝑡�̇� 𝑗+1/2,

Θ𝑗+1 = Θ𝑗 +Δ𝑡Θ̇𝑗 +
1

2
Δ𝑡2Θ̈𝑗+1/2, 𝑗 = 0, 1, ..., 𝑁𝑇 − 1.

(5.53)
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Пiсля пiдстановки виразiв (5.50 - 5.52) в задачу Кошi (5.46) i ви-
конання деяких спрощень, ми отримуємо наступну СЛАР:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

задано Δ𝑡 > 0, 𝑡1 ≥ 𝑡0 > 0, 1 ≥ 𝛽 ≥ 𝛾 ≥ 0, (�̇� 𝑗, 𝑈 𝑗, 𝑃 𝑗, Θ̇𝑗,Θ𝑗);

знайти вектор (�̈� 𝑗+1/2, �̇� 𝑗+1/2, Θ̈𝑗+1/2) такий, що⎛⎜⎜⎜⎝
𝑀 +Δ𝑡𝛾𝐴+ 1

2Δ𝑡
2𝛽𝐶 −Δ𝑡𝛾𝐸𝑇 −(Δ𝑡𝛾𝑡1 +

1
2Δ𝑡

2𝛽)𝑌 𝑇

Δ𝑡𝛾𝐸 𝐺+Δ𝑡𝛾𝑍 (𝑡1 +Δ𝑡𝛾)Π𝑇

Δ𝑡𝛾𝑌 Π (𝑡0 +Δ𝑡𝛾)𝑆 + 1
2Δ𝑡

2𝛽𝐾

⎞⎟⎟⎟⎠×

×

⎛⎜⎝ �̈� 𝑗+1/2

�̇� 𝑗+1/2

Θ̈𝑗+1/2

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ �̃�𝑗+1/2

𝑅𝑗+1/2 − 𝐸�̇� 𝑗 − 𝑍𝑃 𝑗 − Π𝑇 Θ̇𝑗

𝐹𝑗+1/2 − 𝑌 �̇� 𝑗 − 𝑆Θ̇𝑗 −𝐾Θ𝑗 −Δ𝑡𝛾𝐾Θ̇𝑗

⎞⎟⎠
,

(5.54)
де

�̃�𝑗+1/2 = 𝐿𝑗+1/2 − 𝐴�̇� 𝑗 − 𝐶𝑈 𝑗 −Δ𝑡𝛾𝐶�̇� 𝑗 + 𝐸𝑇𝑃 𝑗+

+(𝑡1 +Δ𝑡𝛾)𝑌 𝑇 Θ̇𝑗 + 𝑌 𝑇Θ𝑗.
(5.55)

Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (5.54) разом з виразами (5.53) утво-
рюють однокрокову рекурентну схему iнтегрування в часi для задачi тер-
моп’єзоелектрики Грiна-Лiндсея. Величини �̇� 0, 𝑈0, 𝑃 0, Θ̇0,Θ0, якi необхiднi
для початку обчислень за схемою (5.53)-(5.54), легко отримуються з поча-
ткових умов задачi Кошi (5.46).

5.4 Результати числових експериментiв

Вимушенi гармонiйнi коливання

Розглянемо п’єзоелектричний стрижень довжиною 𝐿 = 10−8м з керамiки
PZT-4. До правого кiнця стрижня прикладається гармонiйне теплове на-
вантаження з круговою частотою 𝜔 = 3 · 106рад/c, тобто крайовi умови
для теплового поля мають вигляд:

𝜃1(0) = 0𝐾, 𝜃2(0) = 0𝐾,

ℎ1(𝐿) = 100Дж · м−2 · с−1, ℎ2(𝐿) = 0Дж · м−2 · с−1.
(5.56)
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На лiвому кiнцi стрижня крайовi умови для механiчного та електричного
полiв є гомогенними умовами типу Дiрiхле:

𝑢1(0) = 0м, 𝑢2(0) = 0м, 𝑝1(0) = 0В, 𝑝2(0) = 0В. (5.57)

На правому кiнцi стрижня крайовi умови для механiчного та електричного
полiв є гомогенними умовами типу Неймана:

𝜎1(𝐿) = 0Н · м−2, 𝜎2(𝐿) = 0Н · м−2, 𝐽1(𝐿) = 0𝐴, 𝐽2(𝐿) = 0𝐴. (5.58)

Вiзьмемо такi коефiцiєнти п’єзокерамiки:

𝜌 = 7500кг/м3,
𝑐𝑣 = 350Дж/кг · К,
𝜆 = 1.1Вт/м · К,
𝑐 = 115× 109Н/м2,

𝑒 = 15.1Кл/м2,
𝜋 = 2.7× 10−4Кл/К · м2,
𝜒 = 6.46× 10−9Кл2/Н · м2,
𝛼 = 3.13× 10−5К−1.

Також вiзьмемо 𝑧 = 5 · 10−12Ом · м−1, 𝑎 = 40м2 · c−1 i 𝑇0 = 298К.
На даний момент точнi значення параметрiв часу релаксацiї 𝑡0 та 𝑡1 є невi-
домими для бiльшостi матерiалiв, включаючи керамiку PZT-4. Однак, екс-
периментально знайдено, що цi значення можуть змiнюватися мiж 10−10с
для газiв та 10−14с для металiв. Щоб продемонструвати ефект впливу па-
раметрiв 𝑡0 та 𝑡1 на розв’язки, виконаємо серiю чисельних експериментiв з
такими парами значень параметрiв релаксацiї:

𝑡1 = 10−10с,
𝑡1 = 6 · 10−11с,
𝑡1 = 3 · 10−11с,
𝑡1 = 10−11с,

𝑡0 = 10−11с,
𝑡0 = 5 · 10−11с,
𝑡0 = 2 · 10−11с,
𝑡0 = 10−12с.

Для дискретизацiї за просторовою змiнною подiлимо iнтервал [0, 𝐿]

на 𝑁 = 256 скiнченних елементiв з кусково-лiнiйними апроксимацiями
розв’язкiв на них. Чисельнi експерименти показують, що майже всi ам-
плiтуди розв’язкiв не залежать вiд параметрiв часу релаксацiї 𝑡0 та 𝑡1 i
практично спiвпадають з амплiтудами розв’язкiв задачi про вимушенi ко-
ливання пiроелектрика у випадку класичної моделi термоп’єзоелектрики.
Рiзниця спостерiгається тiльки у значення амплiтуди приросту температу-
ри 𝜃2 i показана на рис.5.1. Щодо рис.5.1, то варто вiдзначити, що амплi-
туда приросту температури 𝜃2 при значеннях параметрiв часу релаксацiї
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𝑡1 = 10−11с та 𝑡0 = 10−12с спiвпадає з амплiтудою розв’язку у випадку
класичної задачi термоп’єзоелектрики, i подальше зменшення значень па-
раметра 𝑡1 не впливає на отримуванi амплiтуди розв’язкiв.

Рис. 5.1. Прирiст температури 𝜃2 в залежностi вiд параметрiв 𝑡0 та 𝑡1.

5.5 Висновки та заключнi зауваження

Сформульовано варiацiйнi задачi для задач термоп’єзоелектрики
Грiна-Лiндсея. Встановлено коректнiсть варiацiйної задачi про вимушенi
усталенi коливання пiроелектрика у випадку моделi термоп’єзоелектрики
Грiна-Лiндсея. Побудовано чисельну схему на основi МСЕ для розв’язува-
ння цiєї задачi. Проаналiзовано питання стiйкостi та збiжностi цiєї схеми.
Доведено коректнiсть нестацiонарної варiацiйної задачi у випадку моделi
термоп’єзоелектрики Грiна-Лiндсея. Побудовано чисельну схему розв’язу-
вання цiєї задачi на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми. Розро-
блено вiдповiднi програмнi засоби i проведено аналiз числових результатiв.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розглянуто крайовi, початково-крайовi та вiдповiд-
нi їм варiацiйнi задачi термоп’єзоелектрики для класичної моделi, а також
моделей Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея. Одержано такi основнi резуль-
тати:

1. Розроблено програмнi засоби на основi iснуючих проекцiйно-сiткових
схем для нестацiонарної задачi класичної термоп’єзоелектрики та за-
дачi про вимушенi коливання пiроелектрикiв. Одержанi результати
числових експериментiв добре узгоджуються з розв’язками задачi п’є-
зоелектрики, а також з результатами одержаними iншими дослiдни-
ками.

2. Побудовано h-адаптивну схему МСЕ для задачi про вимушенi усталенi
коливання пiроелектрикiв у випадку класичної моделi термоп’єзоеле-
ктрики, що гарантує отримання розв’язку з наперед заданою точнiстю.

3. Встановлено коректнiсть варiацiйної задачi термоп’єзоелектрики Лорда-
Шульмана про вимушенi усталенi коливання пiроелектрика. Побудо-
вано чисельну схему МСЕ та встановлено достатнi умови стiйкостi та
збiжностi цiєї схеми.

4. Доведено коректнiсть нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’єзоеле-
ктрики Лорда-Шульмана. Побудовано проекцiйно-сiткову схему розв’я-
зування цiєї задачi на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми.

5. Встановлено коректнiсть варiацiйної задачi термоп’єзоелектрики Грiна-
Лiндсея про вимушенi усталенi коливання пiроелектрика. Побудовано
чисельну схему МСЕ та встановлено достатнi умови стiйкостi та збi-
жностi цiєї схеми.

6. Доведено коректнiсть нестацiонарної варiацiйної задачi термоп’єзоеле-
ктрики Грiна-Лiндсея. Побудовано проекцiйно-сiткову схему розв’язу-
вання цiєї задачi на основi МСЕ та однокрокової рекурентної схеми.

7. Для побудованих чисельних схем для розв’язування задач термоп’єзо-
електрики Лорда-Шульмана та Грiна-Лiндсея також розроблено про-
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грамнi засоби, якi використовувалися для проведення чисельних екс-
периментiв. В окремих випадках зроблено порiвняння отриманих ре-
зультатiв з результатами iнших дослiдникiв.

Основнi положення та результати теоретичних дослiджень пiдтверджено
результатами чисельних експериментiв проведених за допомогою розро-
блених програмних засобiв.
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