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Змiст анотацiї. Основними напрямками дослiджень в дисертацiй-
нiй роботi є опис:

— асимптотичного поводження p-их середнiх значень недодатних
M-субгармонiйних функцiй в одиничнiй кулi в термiнах властивостей мiри
Рiсса µ та межової мiри;

— зростання iнтегралiв Кошi-Стiлтьєса та Пуассона-Стiлтьєса в оди-
ничнiй кулi;

— зростання спiралеподiбних в одиничному крузi функцiй.
Напiвнеперервна зверху функцiя u : D → [−∞,+∞) називається

субгармонiйною в областi D, якщо нерiвнiсть u(z) ≤ 1
2π

∫ 2π

0 u(z + reit)dt

виконується для всiх z ∈ D та достатньо малих r. Одним з узагальнень
класу субгармонiйних функцiй для n-вимiрного комплексного простору Cn

є M-субгармонiйнi функцiї. Нехай B — одинична куля в Cn, S — межа B.
Напiвнеперервна зверху функцiя u : B → [−∞,∞), яка задовольняє умову
u ̸≡ −∞, називається M-субгармонiйною в B, якщо

u(a) ≤
∫
S

u(φa(rξ))dσ(ξ)

для всiх a ∈ B та всiх r достатньо малих, де φw(z) — iнволютивний ав-
томорфiзм, σ — нормована мiра Лебега на S така, що σ(S) = 1. Понят-
тя та теорiя M-субгармонiйних функцiй належить Девiду Ульрiху ([44]).
Зазначимо, що у випадку n = 1 класи M-субгармонiйних та субгармо-
нiйних функцiй збiгаються. Для класу субгармонiйних функцiй викону-
ється аналог теореми Рiсса про розклад ([42, 44]). Згiдно з цiєю теоре-
мою, M-субгармонiйна функцiя u з рiвномiрно обмеженою на [0, 1) нормою
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∥u(rξ)∥L1(S) може бути представлена як рiзниця M-гармонiйної функцiї та
потенцiалу Грiна

Gµ(z) =

∫
B

G(z, w)dµ(w)

невiд’ємної мiри µ, що задовольняє умову
∫
B(1−|w|2)ndµ(w) <∞. Зокрема

−Gµ є M-субгармонiйною функцiєю. Потенцiали Грiна мають велике зна-
чення у вивченнi всього класу M-субгармонiйних функцiй. Точну оцiнку
швидкостi зростання mp(r,Gµ) для всього класу борелевих мiр, якi задо-
вольняють умову

∫
B(1 − |w|2)ndµ(w) < ∞ знайшов М. Столл у [40]. У

другому роздiлi дисертацiйної роботи описано асимптотичне поводження
при r → 1− середнiх iнварiантного потенцiалу Грiна mp(r,Gµ) в термi-
нах властивостей мiри µ, що є узагальненням результату Столла. Також,
на основi попереднiх результатiв, дослiджено асимптотичну поведiнку M-
субгармонiйних функцiй в одиничнiй кулi в Cn в термiнах властивостей
мiри Рiсса i межової мiри породженої граничними значеннями. Однови-
мiрний аналог цього твердження був доведений ранiше I. Е. Чижиковим у
[6].

Вперше зв’язок мiж швидкiстю зростання похiдної аналiтичної в
одиничному крузi функцiї f ′(z) та її гладкiстю у термiнах модуля непе-
рервностi ω∗(t) = sup|eiθ1−eiθ2 |≤t |f(eiθ1) − f(eiθ2)| функцiї f(eiθ), θ ∈ R був
дослiджений Гардi-Лiттлвудом у роботi [22]. Необхiдною i достатньою умо-
вою для оцiнки швидкостi зростання похiдної функцiї f стала належнiсть
ω∗(t) до класу Лiпшица порядку α (Λ∗

α, 0 < α ≤ 1). У випадку багатьох
комплексних змiнних подiбнi твердження для радiальної похiдної голомор-
фної в B функцiї знайденi В. Рудiним у [35].

В дисертацiйнiй роботi описано зростання аналiтичних та гармонiй-
них функцiй в одиничнiй кулi, якi можуть бути зображенi у виглядi iнте-
гралiв Кошi-Стiлтьєса та Пуассона-Стiлтьєса. Оцiнки доведено в термiнах
гладкостi мiри Стiлтьєса через модуль неперервностi мiри µ:

ω(δ, µ) = sup
z0∈S

|µ|({ξ ∈ S : d(ξ, z0) ≤ δ}),

де |µ| — повна варiацiя комплекснозначної борелевої мiри µ на S, d(ξ, z) =
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|1 − ⟨ξ, z⟩|1/2 — неiзотропна метрика на S, де z, ξ ∈ B̄. Деякi результати
в цьому напрямку, що стосуються одиничного полiкруга, можна знайти
в роботах [19], [13], [14]. Зокрема, необхiднi та достатнi умови зростання
iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса

P [ν](z) =

∫
S

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
dν(ξ)

в термiнах мiри Стiлтьєса в рiвномiрнiй метрицi в термiнах гладкостi мiри
Стiлтьєса ν описанi в [4] для n = 1, та в [9] для довiльного n ∈ N. Зростання
mp(r,P [ν]) при n = 1 та p ≥ 1 описане в [51].

У вивченнi функцiй вигляду f(z) =
∑∞

k=1 akz
k, якi є аналiтичними

i однолистими в одиничному крузi D природно постає питання вивчення
пiдкласу в якому f(D) має простi геометричнi властивостi. Для прикладу,
якщо f — аналiтична в D, f ′(0) ̸= 0 i виконується умова Re zf

′(z)
f(z) > 0, то

f — однолиста в D та область f(D) — зiркова вiдносно початку коорди-
нат. Функцiї, для яких виконуються такi умови, називають зiрковими в D
([16]). Зiрковi областi та зiрковi функцiї можуть бути узагальненi, викори-
стовуючи логарифмiчнi спiралi γλ : t 7→ exp(teiλ), t ∈ R, −π

2 < λ < π
2

замiсть вiдрiзкiв. Таким чином виникає поняття λ-спiралеподiбної фун-
кцiї. Дюрен у [16] показав, що для того, щоб аналiтична функцiя f була
λ-спiралеподiбною в D необхiдно i досить, щоб Re(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0 для
z ∈ D, λ ∈ (−π/2, π/2).

У роботi [26] Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Сугава довели, що кожна
λ-спiралеподiбна функцiя у D може бути представлена у виглядi

f(z) = z exp

−e
iλ cosλ

π

2π∫
0

log(1− e−itz)dβ(t)

 ,

де β(t) — неспадна дiйснознана функцiя на R для якої виконується β(t +
2π) = β(t) + 2π. Ця теорема є узагальненням результату Поммеренке для
зiркових функцiй [32, 33]. Гансен у [21] висунув гiпотезу, щодо зростання
максимуму модуля спiралеподiбних функцiй на колi радiуса r:

M(r, f) = O
[
(1− r)−

1
πA(f) cos

2 λ
]
,
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де A(f) = limR→∞ α(R, f), α(R, f) — довжина найбiльшої дуги, що мiсти-
ться в множинi {ζ ∈ ∂D : Rζ ∈ f(D)}. Гiпотеза рiвносильна припущенню,
що величина δf(r) у виразi logM(r, f) ≡ 1

πA(f) cos
2 λ log 1

1−r+δf(r) обмеже-
на зверху. У [26] Кiм та Сугава спростували це твердження, побудувавши
приклад, в якому δf(r) може зростати як log log 1

1−r при r → 1−. У третьо-
му роздiлi дисертацiї описано максимальну швидкiсть зростання δf(r) для
класу λ-спiралеподiбних в одиничному крузi функцiй та доведено оцiнку
коефiцiєнтiв з розкладу в ряд Тейлора для функцiї f .

Ключовi слова: iнварiантний потенцiал Грiна, M-субгармонiйна
функцiя, iнтеграл Кошi-Стiлтьєса, iнтеграл Пуассона-Стiлтьєса, мiра Рiс-
са, спiралеподiбна функцiя, лебеговi середнi, однолистi функцiї.
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Voitovych M. A. Asymptotic properties of subharmonic and analytic
functions in the unit ball. - Qualifying scientific work on the manuscript.

PhD Thesis for a degree in physics and mathematics, speciality 01.01.01
“Mathematical Analysis”. - Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2018.

Annotation. The main fields of research in the PhD Thesis are:
— description of the asymptotic behavior of pth means of nonpositi-

ve M-subharmonic functions in the unit ball in Cn in terms of smoothness
properties of the Riesz measure µ and boundary measure;

— description of the growth of the Cauchy-Stieltjes and Poisson-Stieltjes
integral in the unit ball;

— description of the growth of spirallike functions in the unit disk.
An upper semicontinuous function u : D → [−∞,+∞) is subharmonic

on domain D if u(z) ≤ 1
2π

2π∫
0

u(z + reit)dt, for all z ∈ D and all r sufficiently

small. For the n-dimensional complex space Cn one of the generalizations of
the class of subharmonic functions is M-subharmonic functions. Let B denote
the unit ball in Cn with the boundary S. An upper semicontinuous function
u : B → [−∞,∞), with u ̸≡ −∞, is M-subharmonic on B if

u(a) ≤
∫
S

u(φa(rξ))dσ(ξ)

for all a ∈ B and all r sufficiently small, where φw(z) is the involutive automorphi-
sm and dσ is the Lebesgue measure on S normalized so that σ(S) = 1. The
concept and the theory of M-subharmonic functions are due to David Ulrich
([44]). Note that in the case n = 1 the classes of M-subharmonic functions
and subharmonic functions coincide. For the class of M-subharmonic functions
a counterpart of the Riesz decomposition theorem holds (see [42, 44]). Due to
this theorem, an M-subharmonic function u with the norm ∥u(rξ)∥L1(S) uni-
formly bounded on [0, 1) can be represented as the difference of an M-harmonic
function and the Green potential

Gµ(z) =

∫
B

G(z, w)dµ(w)

of a nonnegative measure µ satisfying
∫
B(1− |w|2)ndµ(w) <∞. In particular,

−Gµ is M-subharmonic. Thus investigations of the Green potentials are very
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important in studying the whole class of M-subharmonic functions. The sharp
estimates of the growth rate of mp(r,Gµ) for the whole class of Borel measures
satisfying

∫
B(1−|w|2)ndµ(w) <∞ are proved by M. Stoll in [40]. In the second

section of the thesis it is described the asymptotic behavior of pth means of the
invariant Green potentialmp(r,Gµ), r → 1− in terms of smoothness properties
of the measure µ. It is a generalization of the result due to M. Stoll. Also,
based on previous results, it is investigated the asymptotic behavior of M-
subharmonic functions in the unit ball in Cn in terms of smoothness properties
of the Riesz measure µ and the boundary measure. In the case n = 1, the
analog of this statement was proved by I. Chyzhykov in [6].

For the first time, the connection between the growth rate of the deri-
vative of the analytic function f ′(z) and its smoothness properties in terms of
the modulus of continuity ω∗(t) = sup|eiθ1−eiθ2 |≤t |f(eiθ1)−f(eiθ2)|, θ ∈ R in the
unit ball was established by Hardy-Littlewood ([22], [15, Chap. 5]). A necessary
and sufficient condition for evaluating the growth rate of the derivative function
f is that ω∗(t) satisfies the Lipschitz condition of order α (Λ∗

α, 0 < α ≤ 1).
Similar statements for the radial derivative of holomorphic functions in B for
several complex variables were proved by W. Rudin in [35].

In the thesis, we are interested in description of the growth of analytic
and harmonic functions in the unit ball represented by the Cauchy-Stieltjes
or Poisson-Stieltjes integral. We find estimates in terms of smoothness of the
Stieltjes measure using the modulus of continuity of measure µ

ω(δ, µ) = sup
z0∈Sn

|µ|({ξ ∈ Sn : d(ξ, z0) ≤ δ}),

where |µ| is the total variation of a complex-valued Borel measure µ on S and
d(z, ζ) =

√
|1− ⟨z, ζ⟩|, z, ζ ∈ Bn, the anisotropic metric on S. Some results in

this direction that concern the unit polydisk can be found in [19], [13], [14]. In
particular, necessary and sufficient conditions of the growth of Poisson-Stieltjes
integral

P [ν](z) =

∫
Sn

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
dν(ξ), z ∈ B

in terms of smoothness of the Stieltjes measure ν have been described in [4] for
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n = 1 and in [9] for n ∈ N. For n = 1, p ≥ 1 the growth of mp(r,P [ν]) is
described in [51].

In the study of the functions f(z) =
∑∞

k=1 akz
k that are analytic and

univalent in the unit disk D, certain subclasses in which f(D) has some simple
geometric property arise rather naturally. For example, if f is analytic in D,
f ′(0) ̸= 0 and Re zf

′(z)
f(z) > 0 when z ∈ D then f is univalent and f(D) is starlike

with respect to the origin. Functions that satisfy the previous conditions are
called starlike functions in D ([16]). Starlike functions and starlike domains can
be generalized by using λ-spirals γλ : t 7→ exp(teiλ), t ∈ R, −π

2 < λ < π
2

instead of segments. Thus the concept of λ-spirallike function arises. Duren in
[16] showed that an analytic function on D is λ-spirallike on D if and only if
the condition Re(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0 holds for z ∈ D, λ ∈ (−π/2, π/2).

In the paper [26] Kim and Sugawa showed that each λ-spirallike function
in D has the following representation

f(z) = z exp

−e
iλ cosλ

π

2π∫
0

log(1− e−itz)dβ(t)

 ,

where β(t) is non-descreasing in t ∈ R and β(t+ 2π) = β(t) + 2π. The previ-
ous theorem is a generalization of a result by Pommerenke ([32]) for starlike
functions (see also [30]). Hansen [21] conjectured that for maximum of the
modulus of the spirallike function holds M(r, f) = O[(1−r)− 1

πA(f) cos
2 λ], where

A(f) = limR→∞ α(R, f), α(R, f) is the length of the largest arc contained in
the set {ζ ∈ ∂D : Rζ ∈ f(D)}. Hansen’s conjecture is equivalent to the asserti-
on that δf(r) in equality logM(r, f) ≡ 1

πA(f) cos
2 λ log 1

1−r + δf(r) is bounded
from above. It follows from the example of Kim and Sugawa that δf(r) can
grow as log log 1

1−r as r → 1−. In the third section of the dissertation it is
described the maximum growth rate δf(r) for the class of λ-spirallike functions
in the unit disk. Also the Taylor coefficients function f are estimated.

Key words: invariant Green potential, M-subharmonic function, Cauchy
integral, Poisson integral, Riesz measure, spirallike function, univalent functi-
ons, pth means.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• ⟨z, w⟩ =
∑n

j=1 zjwj − скалярний добуток, де z, w ∈ Cn;

• |z| =
√
⟨z, z⟩ − норма в Cn;

• B = {z ∈ Cn : |z| < 1} − одинична куля в Cn;

• S = {z ∈ Cn : |z| = 1} − одинична сфера в Cn;

• D = {z ∈ C : |z| < 1} − одиничний круг в C;

• M − група голоморфних автоморфiзмiв B;

• φw(z) = w−Pwz−(1−|w|2)1/2Qwz
1−⟨z,w⟩ − iнволютивний автоморфiзм одиничної

кулi B, де P0z = 0, Pwz =
⟨z,w⟩
|w|2 w, w ̸= 0 i Qw = I − Pw;

• ∆̃f(a) = ∆(f ◦ φa)(0) − iнварiантний лапласiан на B, f ∈ C2(B);

• g(z) := n+1
2n

∫ 1

|z|(1− t2)n−1t−2n+1dt, n ∈ N, z ∈ B;

• G(z, w) := g(φw(z)) − функцiя Грiна оператора ∆̃ в B;

• µ − борелева мiра на B;

• Gµ(z) =
∫
B G(z, w)dµ(w) − iнварiантний потенцiал Грiна мiри µ, де∫

B(1− |w|2)ndµ(w) <∞;

• V − мiра Лебега на B;

• σ − нормована мiра Лебега на S така, що σ(S) = 1;

• mp(r, u) =
(∫

S |u(rξ)|
p dσ(ξ)

) 1
p , p > 0;

• d(a, b) = |1− ⟨a, b⟩|1/2 − неiзотропна метрика на S;

13
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• C[f ](z) =
∫
Sn

f(ξ)dσ(ξ)
(1−⟨z,ξ⟩)n − iнтеграл Кошi функцiї f ∈ L1(S);

• C[µ](z) =
∫
Sn

dµ(ξ)
(1−⟨z,ξ⟩)n − iнтеграл Кошi-Стiлтьєса за мiрою µ;

• P [f ](z) =
∫
S

(1−|z|2)n
|1−⟨z,ξ⟩|2nf(ξ)dσ(ξ)− iнтеграл Пуассона функцiї f ∈ L1(S);

• P [µ](z) =
∫
S

(1−|z|2)n
|1−⟨z,ξ⟩|2ndµ(ξ) − iнтеграл Пуассона-Стiлтьєса за мiрою µ;

• ω(δ, µ) = supz0∈S |µ|({ξ ∈ S : d(ξ, z0) ≤ δ}), δ > 0 − модуль неперерв-
ностi мiри µ;

• |µ| − повна варiацiя комплекснозначної борелевої мiри µ на S;

• ω∗(t) = sup|eiθ1−eiθ2 |≤t |f(eiθ1)−f(eiθ2)| − модуль неперервностi компле-
кснозначної функцiї f(ζ), ζ ∈ ∂D;

• Λ∗
α (0 < α ≤ 1) − клас комплекснозначних функцiй, для яких ω∗(t) =

O(tα) при t→ 0;

• S − клас однолистих аналiтичних в D функцiй, якi задовольняють
умови f(0) = 0 i f ′(0) = 1;

• Fλ = {f ∈ S : Re(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0, z ∈ D}, λ ∈ (−π/2, π/2);

• Ek = Ek(z) =
{
w ∈ B :

∣∣∣1− ⟨ z
|z| , w

⟩∣∣∣ < 2k+1(1− |z|)
}
, k ∈ Z+.

Крiм наведеного перелiку умовних позначень, у вiдповiдних роз-
дiлах вводимо деякi додатковi позначення.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми.

Клас субгармонiйних функцiй в областi D ⊂ C є узагальнен-
ням опуклих на вiдрiзку (a, b) функцiй. Основи теорiї субгармонiйних
функцiй були закладенi Ф. Рiссом. Напiвнеперервна зверху функцiя
u : D → [−∞,+∞) називається субгармонiйною в областi D, якщо
виконується нерiвнiсть

u(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(z + reit)dt,

для всiх z ∈ D та достатньо малих r. Поняття та теорiя M-субгармо-
нiйних функцiй належить Девiду Ульрiху ([44]). Функцiя u ∈ C2 є M-
субгармонiйною тодi i тiльки тодi, коли (∆̃u)(a) ≥ 0 для всiх a ∈ B,
де ∆̃ — iнварiантний лапласiан,

∆̃f(a) = 4(1− |a|2)
n∑

j,k=1

(δj,k − ājāk)
∂2f(a)

∂zj∂z̄k
,

де δj,k — символ Кронекера. Клас M-субгармонiйних функцiй є одним
з n-вимiрних узагальнень субгармонiйних функцiй. У випадку n = 1

класи M-субгармонiйних та субгармонiйних функцiй збiгаються. За-
уважимо, що для M-субгармонiйних функцiй, на вiдмiну вiд плюрi-
субгармонiйних функцiй, виконується аналог теореми Рiсса про роз-
клад ([42, 44]), тому велике значення у вивченнi всього класу M-
субгармонiйних функцiй мають потенцiали Грiна.

Добре вiдомо, що властивостi аналiтичних та субгармонiйних фун-
кцiй тiсно пов’язанi з їх зростанням. Тому класичними об’єктами ви-
вчення є класи Гардi обмежених аналiтичних функцiй, класи Неван-
лiнни аналiтичних функцiй з обмеженою характеристикою, субгармо-
нiйних функцiй з обмеженими iнтегральними середнiми та їхнi уза-
гальнення, у тому числi i багатовимiрнi ([52]). Такими задачами в D
займалися I. Привалов, Ф. Рiсс, В. Смирнов, М. Цудзi, М. Арсов, О.
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Фростман, М. Джрбашян, Ф. Шамоян, Ч. Горовiц, Е. Беллер та iншi.
У випадку n > 1, точну оцiнку швидкостi зростання

mp(r,Gµ) =

(∫
S

|Gµ(rξ)|p dσ(ξ)
) 1

p

, p > 0,

деGµ — iнварiантний потенцiал Грiна, для всього класу борелевих мiр,
якi задовольняють умову

∫
B(1 − |w|2)ndµ(w) < ∞, багатовимiрному

аналогу умови Бляшке, знайшов М. Столл у роботi [40]. Зазначимо,
що аналогiчнi результати для потенцiалiв Грiна в одиничнiй кулi в Rn

були опублiкованi ранiше в [38], [18]. Дослiдження у випадку дiйсної
змiнної описанi Столлом у статтi [43]. Також гранична поведiнка iн-
варiантних потенцiалiв Грiна дослiджена К. Т. Ханом в [20]. Випадок
n = 1 вивчений глибше, наприклад у роботах Лiндена [28, 29]. Мiри
Рiсса µ, для яких рiвняння Пуассона ∆u = µ, u ∈ Lp(D) має розв’язок,
описанi в [1].

Оцiнка, знайдена М. Столлом у [40] не враховує властивостей кон-
кретної мiри µ. Тодi, як властивостi гладкостi повної мiри або мiри
Грiшина ([47, 5, 6]) субгармонiйної функцiї дозволяють нам описати
зростання вiдповiдного потенцiалу. Зокрема у статтi [6] для однови-
мiрного комплексного простору I. Е. Чижиковим знайдено необхiднi
i достатнi умови для оцiнки зростання p-их середнiх субгармонiйних
функцiй в термiнах властивостей мiри Рiсса. Зазначимо, що у випадку
u = log |B|, де B — добуток Бляшке, аналогiчний результат iншим ме-
тодом отримали Я. В. Микитюк i Я. В. Василькiв [50]. У другому роз-
дiлi дисертацiї цей результат узагальнено для багатьох комплексних
змiнних. Також описано зростання p-х середнiх iнварiантного потен-
цiалу Грiна mp(r,Gµ) в термiнах властивостей мiри µ, що узагальнює
результати Столла.

Вже майже два столiття у математикiв не згасає iнтерес до такого
об’єкту, як iнтеграл Пуассона та його узагальнення, через велику кiль-
кiсть застосувань в рiвняннях математичної фiзики, теорiї потенцiалу,
тощо. У дисертацiйнiй роботi дослiджується зростання аналiтичних та
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гармонiйних функцiй в кулi B, якi можна представити в виглядi iнте-
гралу Кошi-Стiлтьєса та iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса, зокрема зна-
йдено точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiлтьєса в одиничнiй
кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiлтьєса та оцiнку зростання iн-
тегралу Пуассона-Стiлтьєса. Випадок диференцiйованих мiр (вiдносно
мiри σ) є добре вiдомим (див. [35, розд. 3], [42, розд. 7]). Деякi резуль-
тати в цьому напрямку, що стосуються одиничного полiкруга, можна
знайти в роботах [36], [19], [13], [14]. Необхiднi та достатнi умови зро-
стання iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса при певному способi прямування
до межi в термiнах мiри Стiлтьєса описанi Чижиковим та Золотою у
[4], [13].

У вивченнi функцiй вигляду f(z) =
∑∞

k=1 akz
k, якi є аналiтичними

i однолистими в одиничному крузi D природно постає питання вивче-
ння пiдкласу в якому f(D) має простi геометричнi властивостi. Для
прикладу, якщо f – аналiтична в D, f ′(0) ̸= 0 i виконується умова
Rezf

′(z)
f(z) > 0, то f – однолиста в D та область f(D) – зiркова вiд-

носно початку координат. Функцiї, для яких виконуються такi умо-
ви, називають зiрковими в D ([16]). Зiрковi областi та зiрковi фун-
кцiї можуть бути узагальненi, використовуючи логарифмiчнi спiралi
γλ : t 7→ exp(teiλ), t ∈ R, −π

2 < λ < π
2 замiсть вiдрiзкiв.

У третьому роздiлi узагальнено результат Йонг Чан Кiм та То-
шiюкi Сугава [26], якi спростували гiпотезу Гансена [21], щодо по-
ведiнки максимуму модуля λ-спiралеподiбних функцiй на колi радi-
уса r, 0 < r < 1. Через Fλ позначатимемо клас λ-спiралеподiбних
функцiй, таких, що f ′(0) = 1. Для R > 0, нехай α(R, f) познача-
тиме довжину найбiльшої дуги, яка мiститься в множинi {ζ ∈ ∂D :

Rζ ∈ f(D)}. Також позначимо M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r} та
q0 =

1
π lim
R→+∞

α(R, f) cos2 λ.

Гiпотеза Гансена рiвносильна припущенню, що величина δf(r) у
виразi logM(r, f) ≡ q0 log

1
1−r + δf(r) обмежена зверху. З прикладу

Кiма та Сугави випливає, що δf(r) може зростати як log log 1
1−r при
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r → 1− для f ∈ Fλ, q0 = q0(λ). В дисертацiйнiй роботi описано ма-
ксимальну швидкiсть зростання δf(r) для класу λ-спiралеподiбних в
одиничному крузi функцiй Fλ та оцiнено коефiцiєнти з розкладу в ряд
Тейлора для функцiї f .

Зв’язок роботи з науковими програмами, темами. Темати-
ка дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями, якi проводяться
в галузi математики у Львiвському нацiональному унiверситетi iменi
Iвана Франка. Матерiал дисертацiї є складовою частиною держбюдже-
тних тем:
Мг–159 Ф "Методи комплексного та гармонiйного аналiзу в теорiї ана-
лiтичних функцiй у банахових просторах"(номер держреєстрацiї 0113
U 000184),
Мг–145 Ф "Новi комплексно-ймовiрнiснi методи дослiдження асимпто-
тичних властивостей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображе-
них випадковими рядами та iнтегралами"(номер держреєстрацiї 0113
U 003051).

Мета i завдання дослiджень. Метою дисертацiї є:

— описати асимптотичне поводження середнiх mp(r,Gµ) =(∫
S |Gµ(rξ)|p dσ(ξ)

) 1
p , p > 0 iнварiантного потенцiалу Грiна Gµ(z) =∫

B G(z, w)dµ(w) в термiнах властивостей мiри µ, деG− функцiя Грiна
iнварiантного лапласiану в B;

— описати асимптотичне поводження p-их середнiх M-субгармо-
нiйних функцiй у термiнах гладкостi мiри Рiсса;

— знайти точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiлтьєса та iн-
тегралу Пуассона-Стiлтьєса в одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi
мiри Стiлтьєса;

— описати максимальну швидкiсть зростання доданка δf(r) у то-
тожностi logM(r, f) ≡ q0 log

1
1−r + δf(r), 0 < r < 1, q0 = q0(λ) для

класу λ-спiралеподiбних в одиничному крузi функцiй Fλ = {f ∈ S :

Re(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0, z ∈ D}, λ ∈ (−π/2, π/2), де M(r, f) – ма-
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ксимум модуля функцiї f на колi радiуса r, та оцiнити коефiцiєнти
Тейлора функцiї f .

Об’єктом дослiдження є iнварiантний потенцiал Грiна, M-суб-
гармонiйнi функцiї, iнтеграли Кошi-Стiлтьєса та Пуассона- Стiлтьєса
в одиничнiй кулi в Cn, та λ-спiралеподiбнi функцiї в одиничному крузi
комплексної площини.

Предметом дослiдження є асимптотичнi оцiнки iнварiантного по-
тенцiалу Грiна, M-субгармонiйних функцiї, iнтегралiв Кошi-Стiлтьєса
та Пуассона-Стiлтьєса, оцiнки зростання λ-спiралеподiбних функцiй.

Методи дослiдження. Для розв’язання задач у дисертацiйнiй ро-
ботi використовуються методи математичного та комплексного аналi-
зу, а також деякi iдеї та пiдходи з праць А. Грiшина, М. Столла, В.
Рудiна, I. Чижикова.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати ди-
сертацiї є новими. У роботi вперше:

— описано асимптотичне поводження середнiх iнварiантного по-
тенцiалу Грiна mp(r,Gµ) в термiнах властивостей мiри µ;

— описано асимптотичне поводження p-их середнiх M-субгармо-
нiйних функцiй у термiнах гладкостi їхньої мiри Рiсса;

— встановлено точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiльтьєса
та оцiнку зростання iнтегралу Пуассона-Стiльтьєса в одиничнiй кулi
в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса;

— описано швидкiсть зростання δf(r) для класу λ-спiралеподiбних
в одиничному крузi функцiй Fλ.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати, отриманi в дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний хара-
ктер та можуть бути використанi у подальших дослiдженнях з теорiї
потенцiалу та теорiї функцiй багатьох комплексних змiнних.

Особистий внесок здобувача. В опублiкованих спiльно з нау-
ковим керiвником I. Е. Чижиковим працях спiвавтору належать поста-
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новки задач, загальне керiвництво над роботою та обговорення одер-
жаних результатiв. Викладенi в дисертацiйнiй роботi результати отри-
манi автором самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апро-
бовано на таких конференцiях:
— мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї присвяченiй 120-
рiччю з дня народження Стефана Банаха (17-21 вересня 2012 р., Львiв);
— всеукраїнськiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми теорiї ймо-
вiрностей та математичного аналiзу"(25 лютого-3 березня 2013 р., Во-
рохта);
— мiжнароднiй конференцiї "Комплексний аналiз, теорiя потенцiалу
та її застосування"(19-23 серпня 2013 р., Київ);
— мiжнароднiй науковiй конференцiї "Complex Analysis and Related
Topics"( Lviv, Ukraine, September 23-28, 2013);
— мiжнароднiй науковiй конференцiї "Complex Analysis and Related
Topics"( Lviv, Ukraine, May 30-June 4, 2016);
— мiжнароднiй науковiй математичнiй конференцiї присвяченiй 125-
рiччю з дня народження Стефана Банаха (18-23 вересня 2017 р., Львiв).

Результати дисертацiї доповiдалися на:
— львiвському мiжвузiвському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй
(керiвники проф. А. А. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв);
— cемiнарi з теорiї потенцiалу та його застосувань у Львiвському нацiо-
нальному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвники проф. О. Б. Ска-
скiв i проф. I. Е. Чижиков);
— семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй у Дрогобицькому державно-
му педагогiчному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвник проф. Б. В.
Винницький).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано у 6 (з
них 1 - одноосiбно) статтях у виданнях [11], [9], [10], [8], [45], [12] в
яких слiд публiкувати результати дисертацiї, зокрема 2 ([8], [11]) — у
закордонних виданнях, 3 ([9], [11], [45]) — з бази даних SCOPUS i 7
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тезах конференцiй рiзного рiвня.

Структура i об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з анота-
цiї, перелiку умовних позначень, вступу, 3 роздiлiв, висновкiв та спи-
ску використаних джерел, який налiчує 52 найменування. Загальний
обсяг дисертацiї — 126 сторiнок, обсяг списку використаних джерел —
6 сторiнок.

Висловлюю вдячнiсть проф. I. Е. Чижикову за керiвництво робо-
тою.
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РОЗДIЛ1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНИХ

РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

1.1. Огляд лiтератури

1.1.1. Iнварiантний лапласiан i M-субгармонiйнi функцiї

Для n ∈ N, через Cn позначимо n-вимiрний комплексний простiр
зi скалярним добутком

⟨z, w⟩ =
n∑
j=1

zjwj, z, w ∈ Cn.

Нехай B = {z ∈ Cn : |z| < 1} — одинична куля i S = {z ∈ Cn : |z| = 1}
— одинична сфера, де |z| =

√
⟨z, z⟩.

Для z, w ∈ B, визначимо iнволютивний автоморфiзм φw одини-
чної кулi B

φw(z) =
w − Pwz − (1− |w|2)1/2Qwz

1− ⟨z, w⟩

де P0z = 0, Pwz = ⟨z,w⟩
|w|2 w, w ̸= 0 — ортогональна проекцiя простору

Cn на пiдпростiр породжений вектором w i Qw = I − Pw.

Iнварiантним лапласiаном ∆̃ на B називають оператор

∆̃f(a) = ∆(f ◦ φa)(0),

де f ∈ C2(B), а ∆ = 4
∑n

j=1
∂

∂zj∂z̄j
— це звичайний лапласiан. Оператор

∆̃ можна записати у виглядi

∆̃f(a) = 4(1− |a|2)
n∑

j,k=1

(δj,k − ājāk)
∂2f(a)

∂zj∂z̄k
,
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де δj,k — символ Кронекера. Вiдомо, що ∆̃ є iнварiантним вiдносно
будь-якого голоморфного автоморфiзму B, тобто,

∆̃(f ◦ ψ) = (∆̃f) ◦ ψ

для будь-якого ψ ∈ M, де M — група голоморфних автоморфiзмiв B
([35, розд.4], [42], [25]).

Функцiєю Грiна для iнварiантного лапласiану називається

G(z, w) = g(φw(z)), z, w ∈ B

де

g(z) =
n+ 1

2n

∫ 1

|z|
(1− t2)n−1t−2n+1dt

([25], [42, розд.6.2]).

Якщо µ — невiд’ємна борелева мiра на B, функцiя Gµ визначена
iнтегралом

Gµ(z) =

∫
B

G(z, w)dµ(w)

називається (iнварiантним) потенцiалом Грiна мiри µ, за умовиGµ ̸≡
+∞. Вiдомо ([42, розд.6.4]), що остання умова є рiвносильною до∫

B

(1− |w|2)ndµ(w) <∞. (1.1)

Нехай u — вимiрна функцiя локально iнтегрована на B. Для 0 <

p <∞ визначимо

mp(r, u) =

(∫
S

|u(rξ)|p dσ(ξ)
) 1

p

де dσ — мiра Лебега на S нормована таким чином, що σ(S) = 1.

З поняттям iнварiантного лапласiану природним чином пов’язане
наступне поняття ([42, 44]).

Напiвнеперервна зверху функцiя u : B → [−∞,∞), яка задоволь-
няє умову u ̸≡ −∞, називається M-субгармонiйною в B, якщо

u(a) ≤
∫
S

u(φa(rξ))dσ(ξ) (1.2)
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для всiх a ∈ B та всiх r достатньо малих. Неперервна функцiя u, для
якої в (1.2) виконується рiвнiсть, називається M-гармонiйною в B.

Вiдзначимо, що у випадку n > 1 класи гармонiйних i M-гармо-
нiйних функцiй вiдрiзняються, а їхнiй перетин збiгається з класом
плюрiгармонiйних функцiй ([35, розд. 4.4.9]).

Поняття та теорiя M-субгармонiйних функцiй належить Девiду
Ульрiху ([44]).

Зауважимо, що функцiя u ∈ C2 є M-субгармонiйною тодi i тiльки
тодi, коли (∆̃u)(a) ≥ 0 для всiх a ∈ B, також, подiбно, (∆̃u)(a) = 0

тодi i тiльки тодi, коли u є M-гармонiйною функцiєю в B.

Зокрема, −Gµ є M-субгармонiйною функцiєю в B. Для класу су-
бгармонiйних функцiй виконується аналог теореми про розклад Рiс-
са на вiдмiну вiд класу плюрiсубгармонiйних функцiй ([42, 44]). Згi-
дно цiєї теореми, M-субгармонiйна функцiя u з рiвномiрно обмеже-
ною на [0, 1) нормою ∥u(rξ)∥L1(S), може бути представлена як рiзни-
ця M-гармонiйної функцiї та потенцiалу Грiна невiд’ємної мiри, що
задовольняє умову (1.1). Потенцiали Грiна мають велике значення у
вивченнi всього класу M-субгармонiйних функцiй. Зазначимо, що у
випадку n = 1 класи M-субгармонiйних та субгармонiйних функцiй
збiгаються.

Сiм’ю двiчi неперервно диференцiйованих функцiй з компактним
носiєм у B позначатимемо C2

0(B). Для M-субгармонiйних функцiй
справджується наступна теорема.

Теорема A ([42]). Якщо u — M-субгармонiйна в B, тодi iснує єдина

борелева мiра µu на B така, що∫
B

ψdµu =

∫
B

u∆̃ψdτ (1.3)

для всiх ψ ∈ C2
0(B), де τ — iнварiантна мiра на B

(
dτ(z) = dV (z)

(1−|z|2)n+1

)
,

тобто dµu = ∆̃udτ в сенсi узагальнених функцiй.
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Якщо u — M-субгармонiйна в B, тодi однозначно визначена бо-
релева мiра µu, яка задовольняє (1.3), називається мiрою Рiсса фун-
кцiї u.

Скажемо, що M-субгармонiйна функцiя u в B має M-гармонiйну
мажоранту в B, якщо iснує M-гармонiйна функцiя h в B така, що
u(z) ≤ h(z) для всiх z ∈ B. Крiм того, якщо iснує M-гармонiйна
функцiя H, що задовольняє умову u(z) ≤ H(z), для всiх z ∈ B, та
H(z) ≤ h(z) для кожної M-гармонiйної мажоранти h функцiї u, тодi
H називається найменшою M-гармонiйною мажорантою функцiї u,
i надалi буде позначатися Hu.

Теорема B. (Теорема Рiсса про розклад [44, теорема 2.16]) Нехай

u ̸≡ −∞ M-субгармонiйна функцiя в B i має M-гармонiйну мажо-

ранту в B. Тодi

u(z) = Hu(z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w), (1.4)

де µu мiра Рiсса функцiї u i Hu найменша M-гармонiйна мажоранта

функцiї u.

Зауваження 1.1. Якщо u ≤ 0, u ̸≡ −∞ M-субгармонiйна в B, то

v ≡ 0 її M-гармонiйна мажоранта. Тодi для Hu у розкладi (1.4), ми

отримаємо Hu(z) ≤ 0, z ∈ B. I вiдповiдно до [42, твердж. 5.10] Hu(z)

можна зобразити за допомогою iнтеграла Пуассона

Hu(z) = −P [ν](z), z ∈ B,

де ν — невiд’ємна борелева мiра на S.

У випадку n > 1, точну оцiнку швидкостi зростання mp(r,Gµ) для
всього класу борелевих мiр, якi задовольняють умову (1.1) знайшов
М. Столл у [40].
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Теорема C ([40]). Нехай Gµ – потенцiал Грiна на B.

(1) Якщо 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , то

lim
r→1−

(1− r2)n(1−1/p)mp(r,Gµ) = 0.

(2) Якщо n ≥ 2 i 2n−1
2(n−1) ≤ p < 2n−1

2n−3 , то

lim inf
r→1−

(1− r2)n(1−1/p)mp(r,Gµ) = 0. (1.5)

Приклади в [40] показують, що оцiнки є найкращими в тому сенсi,
що показник степеня (1 − r2) не можна замiнити меншим, а нижню
границю в (1.5) – границею.

Зауваження 1.2. У [40, приклад 2] показано, що для будь-якого n ≥

2 iснує дискретна мiра µ, яка задовольняє умову (1.1) така, що

lim sup
r→1−

(1− r2)n(1−1/p)mp(r,Gµ) = ∞

для всiх p ≥ 2n−1
2(n−1) .

Зазначимо, що аналогiчнi результати для потенцiалiв Грiна в оди-
ничнiй кулi в Rn були опублiкованi ранiше в [38], [18]. Щодо недавнiх
дослiджень у випадку дiйсної змiнної можемо порекомендувати читачу
монографiю [43]. Також гранична поведiнка iнварiантних потенцiалiв
Грiна описана в [20]. Випадок n = 1 вивчений глибше. Точнi оцiнки
зростання m2(r, log |B|), де B(z) =

∏∞
k=1

āk(ak−z)
ak(1−ākz) — добуток Бляшке з

нулями ak,
∑

k(1 − |ak|) < ∞, довели Л. Рубел i Дж. Маклейн ще у
1969 роцi. Для p > 1 точнi оцiнки mp(r, log |f |) встановив К. Лiнден
у [28], [29]. Зазначимо, що log |B(z)| є частковим випадком iнварiан-
тного потенцiалу Грiна для n = 1 i цiлочисельної дискретної мiри
µ(z) =

∑
k δ(z − ak). Зокрема, М. Столл ([39]) довiв, що

lim inf
r→1−

(1− r)m∞(r,Gµ) = 0, коли n = 1,
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де m∞(r,Gµ) = inf
θ
Gµ(re

iθ).

Зауваження 1.3. При додаткових умовах для мiри µ оцiнки швид-

костi зростання mp(r,Gµ) можуть бути покращенi.

Теорема D ([41, теорема 3.2]). Нехай µ – борелева мiра на B, яка

задовольняє умову ∫
B

(1− |w|2)βdµ(w) <∞

для деякого дiйсного β ≤ n.

(1) Якщо 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) i −n(1− 1/p) < β ≤ n, то

lim
r→1−

(1− r2)β−n/pmp(r,Gµ) = 0.

(2) Якщо n ≥ 2 i 2n−1
2(n−1) ≤ p < 2n−1

2n−3 i −n(1− 1/p) < β ≤ n, то

lim inf
r→1−

(1− r2)β−n/pmp(r,Gµ) = 0.

Зауваження 1.4. З теореми D випливає твердження теореми C для

β = n.

Зауваження 1.5. Iз результатiв опублiкованих в [44] (див. також [42])

випливає, що

m1(r,Gµ) = o(1), r → 1− .

Мiри Рiсса µ, для яких рiвняння Пуассона ∆u = µ, u ∈ Lp(D) має
розв’язок, описанi в [1].

Теорема C дає оцiнку максимальної швидкостi зростання p-го се-
реднього потенцiалiв Грiна, але не враховує властивостей конкретної
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мiри µ. Для n = 1, p = 2 необхiднi i достатнi умови обмеженостi
m2(r, log |B(z)|) встановленi ще Рубелом i Маклейном. Їхнiй результат
узагальнений Я. В. Василькiвим та Я. В. Микитюком ([50]) для до-
вiльного p ∈ [1,∞), використовуючи методи теорiї операторiв. Впро-
вадження поняття так званої повної мiри (мiри Грiшина [47, 5, 6])
або related measure (див. [17]) субгармонiйних функцiй дозволяє нам
описати не лише зростання потенцiалiв але й ширших класiв субгар-
монiйних функцiй. Для функцiї u субгармонiйної та недодатної в D,
згiдно з теоремою Рiсса про розклад ([23]), виконується рiвнiсть

u(z) =

∫
D
log

|z − ζ|
|1− zζ̄|

dµu(ζ)−
1

2π

∫
∂D

1− |z|2

|ζ − z|2
dψ(ζ),

де ψ — додатна борелева мiра, µu — мiра Рiсса функцiї u, для якої
виконується

∫
D(1− |ζ|)dµu(ζ) <∞. Визначимо мiру λu борелевої мно-

жиниM ⊂ D̄ такої, щоM∩∂D — вимiрна за Борелем на ∂D наступним
чином

λu(M) =

∫
D∩M

(1− |ζ|)dµu(ζ) + ψ(M ∩ ∂D).

Зауважимо, що у випадку n = 1 i u = −Gµ, повна мiра λ = λu функцiї
u є мiрою Рiсса з вагою dλ(z) = (1− |z|)dµ(z). Зокрема в [6] доведено

Теорема E ([6]). Нехай u – субгармонiйна, недодатна функцiя в D,

γ ∈ (0, 1], p ∈ (1,∞) i λ – повна мiра u. Необхiдною i достатньою

умовою для

mp(r, u) = O
(
(1− r)γ−1

)
, r → 1−,

є
2π∫
0

λp({ρeiθ ∈ B : ρ ≥ 1− δ, |θ − φ| ≤ πδ})dφ = O(δpγ), 0 < δ < 1.

Аналог цього поняття для n > 1 для M-субгармонiйних функцiй
в B був невiдомий.
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1.1.2. Iнтеграли Пуассона-Стiлтьєса i Кошi-Стiлтьєса

Нехай z ∈ B i ξ ∈ S, тодi

P(z, ξ) =

{
1− |z|2

|1− ⟨z, ξ⟩|2

}n
називається ядром Пуассона для одиничної кулi B.

Нехай µ — комплексна борелева мiра на S i z ∈ B, тодi

P[µ](z) =

∫
S

P(z, ξ)dµ(ξ)

називається iнтегралом Пуассона-Стiлтьєса.

Зауваження 1.6. Вiдомо, що ([42, твердж. 5.10]) для будь-якої не-

вiд’ємної M-гармонiйної функцiї F на B, iснує невiд’ємна борелева

мiра ν на S така, що F (z) = P [ν](z).

Зростання iнтегралу P [ν](z) в рiвномiрнiй метрицi в термiнах глад-
костi мiри ν описане в [4] для n = 1. Зростання mp(r,P [ν]) при n = 1

та p ≥ 1 описане в [51].

Природно очiкувати, що аналiтична в обмеженiй областi функцiя
є гладкою на межi областi, коли її похiдна зростає повiльно, та нав-
паки. Для одиничного круга цей взаємозв’язок дослiджений Гардi-
Лiтлевудом ([22], [15, розд. 5]).

Скажемо, що комплекснозначна функцiя f(eiθ), θ ∈ R належить
класу Λ∗

α (0 < α ≤ 1), якщо ω∗(t) = O(tα) при t → 0, де ω∗(t) модуль
неперервностi f(eiθ), тобто

ω∗(t) = sup
|eiθ1−eiθ2 |≤t

|f(eiθ1)− f(eiθ2)|.

Теорема F. ([15, теорема 5.1]) Нехай функцiя f(z) аналiтична в D =

{z ∈ C : |z| < 1}. Тодi f(z) неперервна на D i f(eiθ) ∈ Λ∗
α (0 < α ≤ 1),

тодi i тiльки тодi, коли

f ′(z) = O

(
1

(1− |z|)1−α

)
.
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Для комплекснозначної функцiї f на S та борелевої мiри µ на S
iнтегралом Кошi називається

C[f ](z) =
∫
Sn

f(ξ)dσ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
, z ∈ B.

Iнтегралом Кошi-Стiльтьєса називається

C[µ](z) =
∫
Sn

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
, z ∈ B.

Аналогiчно, позначимо через

P [f ](z) =

∫
S

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
f(ξ)dσ(ξ), z ∈ B,

iнтеграл Пуассона.

Введемо кiлька означень ([35]), якi будуть необхiднi нам далi. Мно-
гочлен P в Cn називають однорiдним степеня s, якщо

P (λz) = λsP (z), λ ∈ C, z ∈ Cn.

Нехай функцiя f зображується кратним степеневим рядом в деякому
околi початку координат в Cn, тобто

f(z) =
∞∑

|α|=0

c(α)zα, де α = (α1, . . . , αn), |α| = α1 + . . .+ αn.

Для s ∈ Z+ позначимо через Fs(z) суму членiв c(α)zα степеневого
ряду, для яких |α| = s. Тодi

f(z) =
∞∑
s=0

Fs(z)

називають розкладом функцiї f за однорiдними полiномами.

Нехай функцiя f голоморфна в B i f(z) =
∑∞

k=0 Fk(z) — розклад
f за однорiдними полiномами, тодi

(Rf)(z) =
∞∑
k=0

kFk(z), z ∈ B

називається радiальною похiдною функцiї f . Наступнi теореми дове-
денi В. Рудiном у випадку багатьох комплексних змiнних.
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Теорема G ([35]). Нехай 0 < α < 1 i f — вимiрна комплекснозначна

функцiя така, що |f | iнтегрований вiдносно мiри σ на S. Тодi, якщо

виконується нерiвнiсть

|f(eiθξ)− f(eitξ)| ≤ |eiθ − eit|α, ξ ∈ S, θ, t ∈ R,

то

|(RC[f ])(z)| ≤ Aα(1− |z|)α−1, z ∈ B.

Теорема H ([35]). Нехай 0 < α < 1 i функцiя f голоморфна в B.

Тодi, якщо виконується нерiвнiсть

|(RC[f ])(z)| ≤ (1− |z|)α−1, z ∈ B,

то функцiю f можна неперервно продовжити на B i це продовження

задовольнятиме умову Лiпшица порядку α.

Деякi результати в цьому напрямку, що стосуються одиничного
полiкруга, можна знайти в роботах [19], [13], [14]. Зокрема, необхiднi
та достатнi умови зростання iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса в термi-
нах мiри Стiлтьєса описанi у [4], [13]. Деякi властивостi гармонiйних
функцiй, що задовольняють умови Лiпшица [3] та їхнi узагальнення
описанi в [2]. Зокрема, багатовимiрний аналог теореми F для функцiй
гармонiйних в B доведений Кранцем у [27]. Зауважимо, що в загаль-
ному функцiї, якi можна представити у виглядi iнтегралу Пуассона-
Стiлтьєса чи iнтегралу Кошi-Стiлтьєса, не завжди можуть бути пред-
ставленi як iнтеграл Пуассона та iнтеграл Кошi, вiдповiдно.

Нас цiкавить опис зростання аналiтичних та гармонiйних функцiй
в кулi B, якi можна представити в виглядi iнтегралу Кошi-Стiлтьєса
та iнтегралу Пуассона-Стiлтьєса. Випадок диференцiйованих мiр (вiд-
носно мiри σ) є добре вiдомим (див. [35, розд. 3], [42, розд. 7]).
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1.1.3. Зростання зiркових i спiралеподiбних функцiй

З поняттям зiркових функцiй можна ознайомитись в книзi Дюрена
[16] чи Поммеренке [33]. Якщо f — аналiтична в D, f ′(0) ̸= 0 i вико-
нується умова Re zf

′(z)
f(z) > 0, то f — однолиста в D та область f(D) —

зiркова вiдносно початку координат. Функцiї, для яких виконуються
такi умови, називають зiрковими в D. Природним узагальненням кла-
су зiркових функцiй є клас λ-спiралеподiбних функцiй ([16]). Нехай λ
– дiйсне число, яке знаходиться мiж −π

2 та π
2 . Крива

γλ : t 7→ exp(teiλ), t ∈ R

та її повороти eiθγλ, θ ∈ R називаються λ-спiралями. Область Ω така,
що 0 ∈ Ω називається λ-спiралеподiбною (вiдносно 0), якщо ∀ω ∈ Ω :

[0, ω]λ ⊂ Ω, де

[0, ω]λ = {ω exp(teiλ) : t ≤ 0} ∪ {0}.

Аналiтична функцiя f в одиничному крузi D = {z ∈ C : |z| < 1}
така, що f(0) = 0 називається λ-спiралеподiбною, якщо f вiдображає
D однолисто на λ-спiралеподiбну область. Також позначимо ([26])

θ = argλω ω ∈ eiθγλ(R).

Нехай S позначатиме клас однолистих аналiтичних в D функцiй,
якi задовольняють умови f(0) = 0 i f ′(0) = 1,

Fλ = {f ∈ S : Re(e−iλzf ′(z)/f(z)) > 0, z ∈ D}, λ ∈ (−π/2, π/2).

Зауважимо, що Fλ, λ ∈ (−π
2 ,

π
2 ) збiгається з класом λ-спiралеподiбних

функцiй, нормованих наступним чином f ′(0) = 1. Випадок λ = 0

вiдповiдає класу зiркових функцiй.

Для f ∈ S, R > 0, нехай α(R, f) позначатиме довжину найбiльшої
дуги, яка мiститься в множинi {ζ ∈ ∂D : Rζ ∈ f(D)}. Оскiльки фун-
кцiя α(R, f) – незростаюча, коли f – спiралеподiбна, то iснує наступна
границя A(f) = lim

R→+∞
α(R, f). Позначимо

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}.
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У [26] Кiм та Сугава довели, що

lim
r→1−

logM(r, f)

log 1
1−r

=
A(f) cos2 λ

π

для кожної f ∈ Fλ. Зауважимо, що при λ = 0 це результат отримав
Поммеренке у [32].

Наступна теорема є узагальненням результату Поммеренке ([32])
для зiркових функцiй (див. також [30]).

Теорема I ([26]). Нехай f ∈ Fλ, λ ∈ (−π/2, π/2). Тодi границi

β(t) = lim
r→1−

argλf(re
it) i f(eit) = lim

r→1−
f(reit) ∈ C ∪ {∞}

iснують для кожного t ∈ R таким чином, що β(t) неспадна при t ∈ R

i β(t+ 2π) = β(t) + 2π. Бiльше того, f можна зобразити у виглядi

f(z) = z exp

−e
iλ cosλ

π

2π∫
0

log(1− e−itz)dβ(t)

 , z ∈ D, (1.6)

де log означає головне значення Log.

Навпаки, якщо β(t) неспадна дiйснознана функцiя, t ∈ R, для

якої виконується β(t + 2π) = β(t) + 2π, тодi функцiя f задана (3.1) є

λ-спiралеподiбною.

Гансен висловив припущення ([21]), що

M(r, f) = O((1− r)−q0), якщо A(f) ̸= 0

де q0 = 1
πA(f) cos

2 λ. Також вiн припускав, що

an = O(nq0−1) q0 > 1.

Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Сугава [2] показали, що в загальному ви-
падку це не так.
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Теорема J ([26]). Нехай λ ∈ (−π/2, π/2) i 0 < A < 2π. Тодi iснує

f ∈ Fλ така, що A(f) = A, але спiввiдношення

M(r, f) ≍ (1− r)−A(f) cos
2 λ/π

не виконується.

Зауваження 1.7. Також, у лемi 4.3 ([26]) доведено, що

M(r, f) ≍ (1− r)−q0
(
log

1

1− r

)β cos2 λ
, r → 1− .

для довiльного вибору β > 0.

1.2. Огляд основних результатiв дисертацiї

З огляду на результати М. Столла та теорему Е, постає питання
про опис асимптотичної поведiнки при r → 1− середнiх iнварiантних
потенцiалiв Грiна та M-субгармонiйних функцiй в одиничнiй кулi.

Наступна теорема є основним результатом пiдроздiлу 2.1. Вона є
узагальненням теореми C(1) та теореми D(1).

Для ξ ∈ S i δ > 0 визначимо множину

C(ξ, δ) = {z ∈ B : d(z, ξ) < δ1/2}

та мiру
dλ(z) = (1− |z|)ndµ(z),

де d(a, b) = |1− ⟨a, b⟩|1/2 неiзотропна метрика на S ([35, розд.5.1]).

Теорема 2.1. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n i нехай µ —

борелева мiра, яка задовольняє умову (1.1). Тодi

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1
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тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Як наслiдок ми отримали критерiй обмеженостi iнварiантного по-
тенцiалу Грiна.

Наслiдок 2.1. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , i нехай µ — борелева

мiра, яка задовольняє (1.1). Тодi

mp (r,Gµ) = O (1) , 0 < r < 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δn) , 0 < δ < 1.

Встановлено також “o”-аналог теореми 2.1.

Теорема 2.2. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ

— борелева мiра, що задовольняє умову (1.1). Тодi

mp (r,Gµ) = o
(
(1− r)γ−n

)
, r → 1−

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= o (δγ) , δ → 0 + .

Далi розглянемо випадок 0 < p < 1. Для цього iнтервалу ми мо-
жемо отримати аналог твердження необхiдностi теореми 2.1.

Теорема 2.3. Нехай n > 1, 0 < p < 1, 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ —

борелева мiра, що задовольняє умову (1.1). Якщо

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1
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то (∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

У протилежному напрямку доведено таку точну оцiнку.

Теорема 2.4. Нехай n > 1, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ —

борелева мiра, що задовольняє умову (1.1). Якщо∫
S

λ (C(ξ, δ)) dσ(ξ) = O (δγ) , 0 < δ < 1.

то

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1.

Наступне твердження показує точнiсть оцiнки в теоремi 2.4.

Твердження 2.3. Для n > 1, 0 < p ≤ 1, n < γ < 2n, iснує
борелева мiра µ на B така, що

Gµ(z) = O
(
(1− |z|)γ−n

)
, |z| ↑ 1

та
λ (C(ξ, δ)) ≥ δγ, 0 < δ < 1.

Використовуючи теорему 2.1, ми можемо отримати узагальнен-
ня, яке описує зростання p-х середнiх субгармонiйної функцiї, яка має
представлення вигляду (1.4), у термiнах властивостей мiри µ.

Введемо такий аналог повної мiри Грiшина, для пiдкласу M-суб-
гармонiйних функцiй мiра λ визначена наступним чином

dλ(w) =
4n2

n+ 1
dν(w) + (1− |w|2)ndµu(w)

для w ∈ B̄, тобто

λ(E) =

∫
E

4n2

n+ 1
dν(w) +

∫
E

(1− |w|2)ndµu(w),
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де E — борелева пiдмножина B̄ така, що E∩S — борелева пiдмножина
S.

Теорема 2.5. Нехай u — недодатня M-субгармонiйна функцiя в

B, для якої виконується u ̸≡ −∞, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n. Тодi

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

виконується тодi та тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Для M-гармонiйних функцiй можна сформулювати такий наслi-
док.

Наслiдок 2.3. Нехай u = P [ν](z) в B, де ν — невiд’ємна борелева

мiра на S, p > 1 i 0 ≤ γ < 2n. Тодi

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

νp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Наступна теорема описує асимптотичну поведiнку p-их значень
M-субгармонiйних функцiй, використовуючи клас функцiй ширший
нiж степеневi та охоплює випадок γ = 2n.

Теорема 2.6. Нехай u — недодатна M-субгармонiйна функцiя в

B, n ∈ N, u ̸≡ −∞, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) . Нехай функцiя Φ: [0, 2] → [0,∞)

така, що для всiх t > 1 i 0 < tδ < 2 виконується

Φ(tδ) = O

(
t2n

ψ(log(e+ t))
Φ(δ)

)
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для деякої додатної зростаючої функцiї ψ, що задовольняє умови∫ ∞

1

dt

ψ(t)
<∞ та ψ(ct) ≍ ψ(t), c > 1.

Тодi

mp (r, u) = O

(
Φ(1− r)

(1− r)n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (Φ(δ)) , 0 < δ < 1.

Не важко перевiрити, що функцiя

Φ(t) =
t2n

logβ e
t

, t ∈ (0, 2], Φ(0) = 0

не задовольняє припущення теореми 2.6 для жодного β ∈ R. Для цього
випадку отримаємо таке твердження.

Теорема 2.7. Нехай u — недодатна M-субгармонiйна функцiя в

B, n ∈ N \ {1}, u ̸≡ −∞, 1 < p < 2n−1
2(n−1) . Нехай β > 1 i κ > 1. Якщо(∫

S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O
(
δ2n logβ

e

δ

)
, 0 < δ < 2,

то

mp (r, u) = O

(
(1− r)n logβ+κ e

1− r

)
, r ↑ 1.

У пiдроздiлi 2.3 ми знаходимо точну оцiнку зростання iнтеграла
Кошi в одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса.

Теорема 2.8. Нехай µ — комплекснозначна борелева мiра на S,

p ∈ (0, n]. Якщо

∃c > 0 : ω(δ, µ) ≤ cδ2(n−p), 0 < δ ≤
√
2,
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то

C[µ](z) = O

(
1

(1− |z|)p

)
, z ∈ B.

В прикладах 2.3-2.5 показано, що ця оцiнка непокращувана з то-
чнiстю до константи. Щоб довести теорему 2.8 ми використаємо стан-
дартний метод з [35]. Той же пiдхiд дозволяє довести критерiй для
iнтеграла Пуассона.

Теорема 2.9. Нехай µ — додатна борелева мiра на S, p ∈ (0, n).

Тодi

∃c > 0 : ω(δ, µ) ≤ cδ2(n−p), 0 < δ < 1 ⇔ P [µ](z) = O

(
1

(1− |z|)p

)
, z ∈ B.

Для f ∈ Fλ, запишемо

logM(r, f) ≡ q0 log
1

1−r + δf(r), 0 < r < 1.

гiпотеза Хансена рiвносильна припущенню, що величина δf(r) обме-
жена зверху. З прикладу Кiма та Сугави випливає, що δf(r) може
зростати як log log 1

1−r при r → 1− для f ∈ Fλ, q0 = q0(λ).

Природно виникає наступне питання, яка максимальна швидкiсть
зростання δf(r) для класу Fλ?

Зауваження 1.8. З означення q0 випливає, що

δf(r) = o

(
log

1

1− r

)
, r → 1− .

Ми покажемо, що спiввiдношення не можна покращити.

Наступна теорема є основним результатом третього роздiлу.
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Теорема 3.1. Нехай ψ — необмежена повiльно зростаюча фун-

кцiя, 0 ≤ A < 2π, −π
2 < λ < π

2 . Тодi iснує функцiя f ∈ Fλ така, що

A(f) = A i константа D > 0 така, що

logM(r, f) ≥ A cos2 λ

π
log

1

1− r
+
D log 1

1−r
ψ( 1

1−r)
+O(1),

де r ∈ (0, 1).

Далi оцiнюєм коефiцiєнти в розкладi Тейлора для функцiї f , по-
будованої в теоремi 3.1. Для цього нам потрiбнi додатковi умови на
гладкiсть функцiї ψ.

Твердження 3.1. Нехай виконуються припущення теореми 3.1 i

A cos2 λ > π. Крiм того припустимо, що f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, ψ — дифе-

ренцiйована та виконується рiвнiсть

lim
t→+∞

ψ′(t)t log t

ψ2(t)
= 0.

Тодi iснує послiдовнiсть натуральних чисел (nk), nk ↑ +∞ (k → ∞),

така, що

|ank| ≥ cn
α(1− 1

nk
)

k ,

де

α(r) = q0 − 1 +
D

ψ( 1
1−r)

, c > 0.
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РОЗДIЛ2

АСИМПТОТИЧНА ПОВЕДIНКА

M-СУБГАРМОНIЙНИХ ФУНКЦIЙ

2.1. Асимптотична поведiнка середнiх iнварiантного

потенцiалу Грiна в одиничнiй кулi

Для n ∈ N ми будемо позначати через Cn n-вимiрний комплексний
простiр iз скалярним добутком

⟨z, w⟩ =
n∑
j=1

zjwj, z, w ∈ Cn.

Нехай B = {z ∈ Cn : |z| < 1} – одинична куля i S = {z ∈ Cn : |z| = 1}
— одинична сфера, де |z| =

√
⟨z, z⟩.

Для z, w ∈ B, визначимо iнволютивний автоморфiзм φw одини-
чної кулi B

φw(z) =
w − Pwz − (1− |w|2)1/2Qwz

1− ⟨z, w⟩
де P0z = 0, Pwz = ⟨z,w⟩

|w|2 w, w ̸= 0 — ортогональна проекцiя простору
Cn на пiдпростiр породжений вектором w i Qw = I − Pw.

Iнварiантним лапласiаном ∆̃ на B називається оператор

∆̃f(a) = ∆(f ◦ φa)(0),

де f ∈ C2(B), а ∆ — це звичайний лапласiан. Вiдомо, що ∆̃ є iнварi-
антним вiдносно будь-якого голоморфного автоморфiзму B, тобто,

∆̃(f ◦ ψ) = (∆̃f) ◦ ψ

для будь-якого ψ ∈ M, групи голоморфних автоморфiзмiв B ([35,
розд.4], [42]).
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Функцiєю Грiна для iнварiантного лапласiану називається

G(z, w) = g(φw(z)),

де

g(z) =
n+ 1

2n

∫ 1

|z|
(1− t2)n−1t−2n+1dt ([42, розд.6.2]).

Якщо µ — невiд’ємна борелева мiра на B, функцiя Gµ визначена
iнтегралом

Gµ(z) =

∫
B

G(z, w)dµ(w)

називається (iнварiантним) потенцiалом Грiна мiри µ, що задоволь-
няє умову Gµ ̸≡ +∞. Вiдомо ([42, розд.6.4]), що остання умова є рiв-
носильною до ∫

B

(1− |w|2)ndµ(w) <∞. (2.1)

Нехай u — вимiрна функцiя локально iнтегрована на B. Для 0 <

p <∞ визначимо

mp(r, u) =

(∫
S

|u(rξ)|p dσ(ξ)
) 1

p

де dσ — мiра Лебега на S нормована таким чином, що σ(S) = 1.

Метою цього роздiлу є описати зростання (спадання) mp(r,Gµ)

в темнiнах властивостей мiри µ. Це тiсно пов’язано з питанням А.
Зигмунда про критерiй обмеженостi m2(r, log |B|), де B є добутком
Бляшке, у випадку n = 1, p = 2. Г. Маклейн та Л. Рубел у [31] дове-
ли необхiднi i достатнi умови обмеженостi m2(r, log |B|). Наслiдок 2.1
нижче є критерiєм обмеженостi для mp(r, u), 1 ≤ p < 2n−1

2(n−1) .

Теорема 2.1. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n i нехай µ —

борелева мiра, яка задовольняє умову (2.1). Спiввiдношення

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1 (2.2)



43

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1. (2.3)

Як наслiдок ми отримали критерiй обмеженостi iнварiантного по-
тенцiалу Грiна.

Наслiдок 2.1. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , i нехай µ — борелева мiра,

яка задовольняє (2.1). Спiввiдношення

mp (r,Gµ) = O (1) , 0 < r < 1

виконується, тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δn) , 0 < δ < 1. (2.4)

Зауваження 2.1. Для γ ∈ (n, 2n), теорема 2.1 дає необхiднi та до-

статнi умови спадання потенцiалу Грiна.

Приклад 2.1. Нехай V — мiра Лебега на B. Позначимо

dµ(z) =
dV (z)

(1− |z|)n
.

Тодi мiра λ збiгається з V , i

λ (C(ξ, δ)) = O(δn+1) (2.5)

тобто, припущення (2.3) виконується для γ = n+ 1, тодi

mp (r,Gµ) = O(1− r) при r → 1− та n > 1.

Оцiнка (2.5) випливає з наступного зауваження. По-перше, радi-

альна проекцiя C(ξ, δ) на S має (2n − 1)-вимiрну мiру σδ = cδn ([35,

твердж. 5.1.4]). По-друге, за означенням,

C(ξ, δ) ⊂ {z ∈ B : |z| ≥ 1− δ}.



44

Доведемо останнє включення. Якщо z ∈ C(ξ, δ), то |1 − ⟨z, ξ⟩| < δ.

Використовуючи останню нерiвнiсть, отримаємо

1− |z| ≤ 1− |⟨z, ξ⟩| < |1− ⟨z, ξ⟩| < δ.

Далi встановимо “o”-аналог теореми 2.1.

Теорема 2.2. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ —

борелева мiра, що задовольняє умову (2.1). Тодi

mp (r,Gµ) = o
(
(1− r)γ−n

)
, r → 1− (2.6)

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= o (δγ) , δ → 0 + . (2.7)

Наступне елементарне твердження дає мiнiмальну гладкiсть скiн-
ченної мiри.

Твердження 2.1. Нехай n ∈ N, i нехай ν — скiнченна борелева мiра

на B. Тодi (∫
S

νp(C(ξ, δ))dσ(ξ)

) 1
p

= o(δ
n
p ), δ → 0 + . (2.8)

Зауваження 2.2. Оскiльки, для довiльної борелевої мiри µ на B її

показник гладкостi γ ≥ n
p , то з теореми 2.2 та твердження 2.1 можна

отримати теорему B(1) для потенцiалу Грiна як наслiдок для p > 1:

mp (r,Gµ) = o
(
(1− r)

n
p−n
)
, r → 1− .

Далi ми покажемо, що з теореми 2.2 i твердження 2.1 також випливає

теорема C(1).
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Теорема 2.3. Нехай n > 1, 0 < p ≤ 1, 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ —

борелева мiра, що задовольняє умову (2.1). Якщо∫
S

λ (C(ξ, δ)) dσ(ξ) = O (δγ) , 0 < δ < 1.

то

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1. (2.9)

Зауваження 2.3. Згiдно з твердженням 2.1 завжди виконується∫
S

λ (C(ξ, δ)) dσ(ξ) = o(δn), δ ↓ 0.

Це узгоджується з спiввiдношенням

m1(r,Gµ) = o(1), r ↑ 1

як це було показано Улрiхом [44] (див. також [42]).

2.1.1. Допомiжнi твердження

Далi, символом c позначатимемо додатну константу, яка залежить
вiд параметрiв вказаних в круглих дужках, a ≍ b означатиме, що
iснують додатнi константи c′ i c′′ такi, що c′a < b < c′′a виконується
для всiх можливих a i b.

Наступна лема описує властивостi функцiї

g(z) =
n+ 1

2n

∫ 1

|z|
(1− t2)n−1t−2n+1dt,

якi будуть нам потрiбнi пiзнiше.

Лема А [42].Нехай 0 < δ < 1
2 фiксоване число, n ∈ N. Тодi g

задовольняє наступнi нерiвностi:

g(z) ≥ n+ 1

4n2
(1− |z|2)n, z ∈ B, (2.10)
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g(z) ≤ c(δ)(1− |z|2)n, z ∈ B, |z| ≥ δ, (2.11)

де c(δ) — додатна стала. Бiльше того, якщо n > 1, то

g(z) ≍ |z|−2n+2, |z| ≤ δ. (2.12)

Нам потрiбне наступне узагальнення леми 1 iз [6] для багатьох
змiнних.

Лема 2.1. Нехай ν — скiнченна додатна борелева мiра на S, 0 < δ <

1
2, i p ≥ 1. Тодi∫

S

νp−1(D(ξ, δ))dν(ξ) ≤ Np

δ2n

∫
S

νp(D(ξ, δ)) dσ(ξ),

де N — додатна стала незалежна вiд p i δ.

Доведення леми 2.1. Спочатку доведемо твердження для p = 1. Оскiль-

ки ([35, твердж. 5.1.4]) σ(D(ξ, δ)) ≍ δ2n, ми маємо∫
S

dν(ξ) ≤ c

δ2n

∫
S

∫
D(ξ,δ)

dσ(t)dν(ξ), (2.13)

де c — деяка додатна стала залежна лише вiд n. Нехай Θ: Π → S —

сферичнi координати на одиничнiй сферi, де Π = [0, 2π) × [0, π]2n−2.

Формули переходу до сферичних координат (φ1, φ2, ..., φ2n−1) мають

вигляд ([48, c.498]):

x1 = cosφ1

x2 = sinφ1 cosφ2

... . . .

x2n−1 = sinφ1 sinφ2 · · · sinφ2n−2 cosφ2n−1

x2n = sinφ1 sinφ2 · · · sinφ2n−2 sinφ2n−1.
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Оскiльки Θ перiодична за кожною змiнною, ми розглянемо Θ на

R2n−1. Позначимо

Π′ = [−π, 3π)×
[
−π
2
,
3π

2

]2n−2

. Тодi, використовуючи теорему Фубiнi та перiодичнiсть якобiана

detΘ′ = sin2n−2 φ1 sin
2n−3 φ2 . . . sinφ2n−2,

ми отримаємо∫
S

∫
D(ξ,δ)

dσ(t)dν(ξ) =

∫
Π

∫
d(Θ(x),Θ(y))<δ

|x−y|<π
2

| detΘ′(y)|dy dν(Θ(x)) ≤

≤
∫
Π′

∫
d(Θ(x),Θ(y))<δ

|x−y|<π
2

| detΘ′(y)|dν(Θ(x)) dy =

= 22n−1

∫
Π

∫
d(Θ(x),Θ(y))<δ

|x−y|<π
2

| detΘ′(y)|dν(Θ(x)) dy =

= 22n−1

∫
S

∫
D(t,δ)

dν(ξ) dσ(t) = 22n−1

∫
S

ν(D(t, δ))dσ(t).

Пiдставляючи цю оцiнку в (2.13), ми отримаємо твердження леми у

випадку p = 1 з N = c22n−1. Зазначимо, що умова |x− y| < π
2 забезпе-

чує однозначну вiдповiднiсть мiж Θ(y) i y.

Тепер нехай p > 1. Ми визначимо мiру ν1, рiвнiстю

dν1(ξ) = νp−1(D(ξ, δ))dν(ξ), ξ ∈ S.

Тодi використовуючи твердження леми для p = 1 отримаємо∫
S

νp−1(D(ξ, δ))dν(ξ) =

∫
S

dν1(ξ) ≤ 22n−1c

∫
S

ν1(D(t, δ))

δ2n
dσ(t) =
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=
22n−1c

δ2n

∫
S

(∫
D(t,δ)

νp−1(D(ξ, δ))dν(ξ)

)
dσ(t) ≤

≤ 22n−1c

δ2n

∫
S

νp−1(D(t, 2δ))ν(D(t, δ))dσ(t) ≤

≤ 22n−1c

δ2n

∫
S

νp(D(t, 2δ))dσ(t). (2.14)

Нехай {t1, . . . , tN} ⊂ S — скiнченна δ-сiтка для D(e1, 2δ) де e1 =

(1, 0, . . . , 0) i N залежить лише вiд n, тобто

N∪
k=1

D(tk, δ) ⊃ D(e1, 2δ).

Тодi tk можна записати в виглядi tk = τk(e1), де τk ∈ U(n), k ∈

{1, . . . , N} — деякi унiтарнi перетворення Cn. Враховуючи, що мiра

σ є iнварiантною вiдносно елементiв U(n) та використовуючи нерiв-

нiсть Мiнковського, вiрнi наступнi нерiвностi∫
S

νp(D(t, 2δ))dσ(t) ≤
∫
S

νp

(
N∪
k=1

D(τk(t), δ)

)
dσ(t) ≤

≤
∫
S

(
N∑
k=1

ν(D(τk(t), δ))

)p

dσ(t) ≤ Np−1
N∑
k=1

∫
S

νp (D(τk(t), δ))dσ(t) =

= Np−1
N∑
k=1

∫
S

νp (D(t, δ))dσ(t) = Np

∫
S

νp(D(t, δ))dσ(t).

Враховавши (2.14) ми отримаємо твердження леми.

Визначимо для a, b ∈ B̄ неiзотропну метрику на S рiвнiстю ([35,
розд.5.1])

d(a, b) = |1− ⟨a, b⟩|1/2.

Для ξ ∈ S i δ > 0 ми позначимо

C(ξ, δ) = {z ∈ B : d(z, ξ) < δ1/2}, D(ξ, δ) = {z ∈ B : d(z, ξ) < δ},
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i
dλ(z) = (1− |z|)ndµ(z), тобто λ(E) =

∫
E

(1− |z|)ndµ(z),

де E — борелева пiдмножина B.

Лема 2.2. Нехай p ≥ 1, n ∈ N \ {1}, тодi∫
S

∣∣∣ ∫
B∗(z, 14)

G(z, w)dµ(w)
∣∣∣pdσ(ξ) ≤

≤ c(p, n)

∫
||w|−r|<2

3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
dµ(w),

де K̃(z) :=
{
w ∈ B : |r − |w|| ≤ 2

3(1− r), d(ξ, η) ≤ 8
√
2(1− r)

1
2

}
.

Доведення. За означенням функцiї G(z, w)

0 ≤ u1(z) =

∫
B∗(z,14)

G(z, w)dµ(w) =

∫
B∗(z, 14)

g(φw(z))dµ(w).

З (2.12) отримаємо g(z) ≤ c|z|−2n+2 для |z| ≤ 1
4 i деякої додатної

сталої c. Отже,

|u1(z)| ≤ c

∫
B∗(z, 14)

|φw(z)|−2n+2 dµ(w).

Нехай z = rξ, де r = |z|, 1
2 < r < 1 i w = |w|η, ξ, η ∈ S. Позначимо

K(z, σ1, σ2) = {w ∈ B : |r − |w|| ≤ σ1, d(ξ, η) ≤ σ2} .

Тепер доведемо включення

B∗
(
z,

1

4

)
=
{
w ∈ B : |φw(z)| <

1

4

}
⊂ K

(
z, c1(1− r), c2(1− r)

1
2

)
(2.15)
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де c1, c2 — додатнi константи. Оскiльки для автоморфiзму φw викону-

ється рiвнiсть ([42, c.11])

1− |φw(z)|2 =
(1− |w|2)(1− |z|2)

|1− ⟨z, w⟩|2
, w ∈ B, z ∈ B̄, (2.16)

то для w ∈ B∗(z, 14)(
1− (1− |w|2)(1− r2)

|1− ⟨z, w⟩|2

) 1
2

= |φw(z)| <
1

4
, (2.17)

A(z) :=
{
w ∈ B :

(
1− (1− |w|2)(1− r2)

(1− r|w|)2

) 1
2

<
1

4

}
⊃ B∗

(
z,

1

4

)
.

Щоб знайти c1 достатньо перевiрити, що

∂A(z) ⊂ K(z, c1(1− r), c2(1− r)
1
2 ).

Для w ∈ ∂A(z) виконується рiвнiсть

1− r2 − |w|2 + |w|2r2

1− 2r|w|+ r2|w|2
=

15

16
,

тобто

|w|2(r2 − 16) + |w|30r + 1− 16r2 = 0.

Звiдси

|w1| =
4r + 1

r + 4
, |w2| =

4r − 1

4− r
.

Тому, враховуючи, що r ∈
(
1
2 , 1
)
,

|r − |w1|| = |w1| − r =
1 + r

r + 4
(1− r) <

2

5
(1− r),

|r − |w2|| = r − |w2| =
1 + r

4− r
(1− r) <

2

3
(1− r).

Отже,

|r − |w|| < 2

3
(1− r) для w ∈ B∗

(
z,

1

4

)
.
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Тодi, щоб знайти c2 ми оцiнимо

d2(ξ, η) = |1− ⟨ξ, η⟩| < 1

r|w|
|1− r|w|⟨ξ, η⟩| <

<
1

r|w|

(
16

15
(1− |w|2)(1− r2)

) 1
2

<

<
1

r (−2/3 + 5r/3)

(
16

15

(
1−

(
−2

3
+

5

3
r

)2
)
(1− r2)

)1
2

=

=
4√

3r(5r − 2)
((5r + 1)(1 + r))

1
2 (1− r) < 32(1− r),

де 1
2 < r < 1. Отже, (2.15) виконується при c1 = 2

3 та c2 = 4
√
2.

Позначимо

K(z) := K

(
z,

2

3
(1− r), 4

√
2(1− r)

1
2

)
,

K̃(z) := K

(
z,

2

3
(1− r), 8

√
2(1− r)

1
2

)
.

З нерiвностi Гельдера та включення (2.15) випливає

I1 :=

∫
S

|u1(rξ)|pdσ(ξ) ≤

≤ c

∫
S

 ∫
B∗(rξ, 14)

|φw(rξ)|−2n+2dµ(w)


p

dσ(ξ) ≤

≤ c

∫
S

∫
B∗(rξ, 14)

|φw(rξ)|−p(2n−2)dµ(w)µp−1

(
B∗
(
rξ,

1

4

))
dσ(ξ) ≤

≤ c

∫
S

∫
K(rξ)

dµ(w)

|φw(rξ)|p(2n−2)
µp−1 (K (rξ)) dσ(ξ) ≤

≤ c

∫
S

∫
K(rξ)

µp−1
(
K̃ (rη)

)
|φw(rξ)|p(2n−2)

dµ(|w|η)dσ(ξ)
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де c = c(p). Тодi, застосовуючи теорему Фубiнi (як в доведеннi леми

2.1) ми отримаємо (z = rξ, w = |w|η)

I1 ≤ c(n, p)

∫
η∈S

||w|−r|< 2
3 (1−r)

∫
d(ξ,η)<4

√
2(1−r)1/2

µp−1
(
K̃ (rη)

)
|φw(rξ)|p(2n−2)

dσ(ξ) dµ(|w|η) ≤

≤ c(n, p)

∫
||w|−r|< 2

3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
dµ(w). (2.18)

Нам потрiбно оцiнити p-тi значення функцiї Грiна для 0 < p ≤ 1.
Аналогiчнi оцiнки для p > 1 опублiкованi Столом ([40, лема 5]). Хоча
його доведення не працює для p ≤ 1, ми все ж використаємо деякi
iдеї та позначення з [40]. Наступне твердження доповнює лему В при
p ≤ 1.

Пригадаємо, що

B∗
(
z, δ
)
=
{
w ∈ B : |φw(z)| < δ

}
, δ ∈ (0, 1).

Для 0 < r < 1 i 0 < δ < 1
2 позначимо

E(r) =
∪
t∈S

B∗(rt, δ).

Твердження 2.2. Нехай 0 < p ≤ 1, n ∈ N. Тодi iснує r0 ∈ (0, 1) таке,

що для всiх r ∈ (r0, 1) i w ∈ E(r)

mp(G(·, w), r) ≍ (1− r2)n/p,

якщо p ∈ (0, 1] \
{

1
2(n−1)

}
та

mp(G(·, w), r) = O

(
(1− r2)n/p

(
ln

1

1− r

)1/p
)
,

якщо p = 1
2(n−1) , n > 1.
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Доведення. Нехай w ∈ E(r), |w| = ρ. Оскiльки мiра σ iнварiантна

вiдносно групи унiтарних перетворень Cn та згiдно з рiвнiстю (2.16)

1− |φw(z)|2 =
(1− |w|2)(1− |z|2)

|1− ⟨z, w⟩|2
,

отримаємо∫
S

g(φw(rt))
pdσ(t) =

∫
S

g(φρe(rt))
pdσ(t) =

∫
S

g(φre(ρt))
pdσ(t),

де e = (1, 0, . . . , 0) ∈ Cn.

Для 0 < r, ρ < 1 та фiксованого δ ∈
(
0, 12
]
, нехай

Nρ
r = {t ∈ S : ρt ∈ B∗(re, δ)}.

Для t ∈ S \Nρ
r , мiркуючи так само, як в [40, с.491], ми отримаємо

з леми A та рiвностi (2.16)

∫
S

g(φre(ρt))
pdσ(t) ≤ c(δ)

∫
S

(1− |φre(ρt)|2)pndσ(t) =

= c(δ)(1− r2)pn(1− ρ2)pn
∫
S

|1− rρt1|−2pndσ(t).

З [38, твердж. 2] випливає, що∫
S

g(φre(ρt))
pdσ(t) ≤ c(1− ρ2)pn(1− r2)−n(p−1) ≤ c(1− r2)n. (2.19)

Для c > 0, означимо множини

Ωc
r = {seiθ : 0 < 1− s < c(1− r2), |θ| < c(1− r2)}

i

Qc
r = {t = (t1, . . . , tn) ∈ S : t1 ∈ Ωc

r}.
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За означеннямNρ
r , виконується нерiвнiсть |φre(ρt)| < δ для t ∈ Nρ

r .

Тому з (2.12) та (2.17) маємо

g(φre(ρt)) ≍ |φre(ρt)|−2(n−1) = c
|1− rρt1|2(n−1)

(|1− rρt1|2 − (1− r2)(1− ρ2))n−1
,

(2.20)

де c = c(n).

Вiдомо, що ([40, лема 3]) iснує c3 = c3(δ) та r(δ) такi, що Nρ
r ⊂ Qc3

r

для всiх ρ таких, що ρe ∈ B∗(re, δ), i всiх r > r(δ). Можемо вважати,

що c3 < π. Бiльше того, згiдно з умовами леми, ми можемо вибрати

r0 = r0(
1
2) ∈ (0, 1) таке, що включення вiрне для всiх r ∈ (r0, 1) та

0 < δ ≤ 1
2 .

Справдi, з (2.17) випливає, що ρt ∈ B∗(re, δ) тодi i тiльки тодi,

коли

(1− r2)(1− ρ2) > (1− δ2)|1− rρt1|2,

тобто,

|1− rρt1|2 ≤
1

1− δ2
(1− r2)(1− ρ2) ≤ 4

3
(1− r2)(1− ρ2), 0 < δ ≤ 1

2
.

Оскiльки t ∈ Nρ
r , використовуючи попередню нерiвнiсть та (2.20),

отримаємо∫
Nρ

r

g(φre(ρt))
pdσ(t) ≤ c(1− r2)p(n−1)(1− ρ2)p(n−1)×

×
∫
Q

c3
r

(
|1− rρt1|2 − (1− r2)(1− ρ2)

)−p(n−1)
dσ(t) =:

=: c(1− r2)p(n−1)(1− ρ2)p(n−1)Ir. (2.21)
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Оскiльки ([40, с.488])

|1− rρseiθ|2 − (1− r2)(1− ρ2) = (2.22)

= (ρ− r)2 + 2ρr(1− s)− r2ρ2(1− s2) + 4rρs sin2
θ

2
≥

≥ (r − ρ)2 + (1− s)(1− r) +
θ2

π2
, min{ρr, s} ≥ 1

2
.

Використовуючи формулу ([35])∫
S

f(⟨ξ, η⟩)dσ(ξ) = n− 1

π

∫∫
D

(1− s2)n−2f(seiθ)sdsdθ, η ∈ S, (2.23)

для

f(seiθ) =
(
|1− rρseiθ|2 − (1− r2)(1− ρ2)

)−p(n−1)
,

отримаємо

Ir = c(n)

∫∫
Ω

c3
r

(1− s2)n−2sdsdθ(
|1− rρseiθ|2 − (1− r2)(1− ρ2)

)p(n−1)
≤

≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

[ c3(1−r2)∫
0

(1− s)n−2(
(r − ρ)2 + (1− s)(1− r) + θ2

π2

)p(n−1)
dθ

]
ds.

Отже,

Ir ≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2

[ π
√

(1−s)(1−r)∫
0

(
(1− s)(1− r) +

θ2

π2

)−p(n−1)

dθ+

+

∣∣∣∣∣
c3(1−r2)∫

π
√

(1−s)(1−r)

(
(1− s)(1− r) +

θ2

π2

)−p(n−1)

dθ

∣∣∣∣∣
]
ds ≤

≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2

[ π
√

(1−s)(1−r)∫
0

((1− s)(1− r))−p(n−1) dθ+
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+

∣∣∣∣∣
c3(1−r2)∫

π
√

(1−s)(1−r)

(
θ

π

)−2p(n−1)

dθ

∣∣∣∣∣
]
ds.

Розглянемо три випадки. Спочатку, нехай 0 < p < 1
2(n−1) .

Iнтегруючи, отримаємо для

0 ≤ 1− s ≤ c3(1− r2), p ∈ (0, 1] \
{

1

2(n− 1)

}
∣∣∣∣∣∣∣∣

c3(1−r2)∫
π
√

(1−s)(1−r)

θ−2p(n−1)dθ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1

−2p(n− 1) + 1

∣∣∣(c3(1− r2))−2p(n−1)+1−

−(π
√

(1− s)(1− r))−2p(n−1)+1
∣∣∣ ≤

≤ (1− r)1−2p(n−1)

−2p(n− 1) + 1

(
(c3(1 + r))−2p(n−1)+1 + (π(1 + r))−p(n−1)+1/2

)
≤

≤ c(1− r)1−2p(n−1).

Оскiльки 0 < 1− s < 2c2(1− r), ми отримаємо

Ir ≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2
[
π ((1− s)(1− r))−p(n−1)+1/2+

+c(1− r)1−2p(n−1)
]
ds ≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2(1− r)1−2p(n−1)ds ≤

≤ c(1− r2)n−2p(n−1).

Тепер, нехай 1 > p > 1
2(n−1) . Тодi

Ir ≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2
[
((1− s)(1− r))−p(n−1)+1/2+
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+
∣∣∣2c3(1− r)1−2p(n−1) − c ((1− s)(1− r))−p(n−1)+1/2

∣∣∣]ds ≤
≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2
[
((1− s)(1− r))−p(n−1)+1/2+

+c(1− r)1−2p(n−1)
]
ds ≤

≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2
[
((1− s)(1− r))−p(n−1)+ 1

2 +

+c(1− r)1−2p(n−1)
]
ds ≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(
(1− s)n−

3
2−p(n−1)(1− r)

1
2−p(n−1)+

+(1− s)n−2(1− r)1−2p(n−1)
)
ds ≤ c(1− r2)n−2p(n−1).

I в останньому випадку, якщо p = 1
2(n−1) , n > 1, то

∣∣∣∣∣
c3(1−r2)∫

π
√

(1−s)(1−r)

θ−2p(n−1)dθ

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ ln c3(1− r2)

π
√

(1− s)(1− r)

∣∣∣∣∣ ≤ c

∣∣∣∣ln 1− r

1− s

∣∣∣∣ .
Тому

Ir ≤ c

1∫
1−c3(1−r2)

(1− s)n−2

(
1 +

∣∣∣∣ln 1− s

1− r

∣∣∣∣) ds ≤ c(1− r2)n−1 ln
1

1− r
.

Отож, з останнiх нерiвностей, (2.19) та (2.21) ми отримаємо

mp(G(·, w), r) ≤ c[(1− r2)p(n−1)(1− ρ2)p(n−1)(1− r2)n−2p(n−1)]1/p =

= c
(1− ρ2)n−1

(1− r2)n−1−n/p ≤ c(n, p)(1− r2)n/p, p ̸= 1

2(n− 1)
,

i

mp(G(·, w), r) ≤ c

((
(1− r2)(1− ρ2)

) 1
2 (1− r2)n−1 ln

1

1− r

)1/p

≤
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≤ c(n)(1− r2)n/p ln1/p
1

1− r
, p =

1

2(n− 1)
.

Оцiнка зверху доведена. Тепер доведемо оцiнку знизу. З (2.20) ми

маємо ∫
S

g(φre(ρt))
pdσ(t) ≥ c

∫
Qc

r

|φre(ρt)|−2p(n−1)dσ(t) =

= c

∫
Qc

r

|1− rρt1|2p(n−1)(
|1− rρt1|2 − (1− r2)(1− ρ2)

)p(n−1)
dσ(t) ≥

≥ c

∫
Qc

r

(1− rρ)2p(n−1)(
|1− rρt1|2 − (1− r2)(1− ρ2)

)p(n−1)
dσ(t).

З рiвностi (2.22) випливає

|1− rρseiθ|2 − (1− r2)(1− ρ2) ≤

≤ (r − ρ)2 + 2rρ(1− s)− r2ρ2(1− s2) + rρsθ2 =

= (r − ρ)2 + (1− s)(rρ− r2ρ2 + rρ− r2ρ2s) + θ2 ≤

≤ (r − ρ)2 + 2(1− s)(1− rρs) + θ2 ≤ c̃2(1− r)2, seiθ ∈ Qc
r.

Користуючись формулою (2.23), отримаємо для r > r0∫
S

g(φre(ρt))
pdσ(t) ≥ c|1− rρ|2p(n−1)×

×
1∫

1−c(1−r2)

[ c(1−r2)∫
0

(1− s2)n−2sdθ(
|1− rρseiθ|2 − (1− r2)(1− ρ2)

)p(n−1)

]
ds ≥

≥ c(1− r)2p(n−1)

1∫
1−c(1−r2)

[ c(1−r2)∫
0

(1− s2)n−2(1− r)−2p(n−1)sdθ

]
ds =

=
c(1− r)

2(n− 1)

(
1−

(
1− c(1− r2)

)2)n−1

= c(1− r)n
(
2− c(1− r2)

)n−1
>

> c(1− r)n.



59

Отже,

mp(G(·, w), r) ≥ c(1− r2)n/p.

Доведення твердження завершене.

2.1.2. Доведення теорем

Доведення теореми 2.1. Достатнiсть. Нехай

B∗
(
z,

1

4

)
=
{
w ∈ B : |φw(z)| <

1

4

}
.

Оцiнимо абсолютнi величини

u1(z) :=

∫
B∗(z, 14)

G(z, w)dµ(w) i u2(z) :=

∫
B\B∗(z,14)

G(z, w)dµ(w).

Ми почнемо з u1.

Далi нам буде потрiбна наступна лема, яка доведена в [40].

Лема B. Нехай 1 < p < 2n−1
2n−3 i r > r(δ). Тодi для всiх w ∈∪

t∈S B
∗(rt, δ) виконується

(1− r2)n−
n
p

(1− |w|2)n
mp(G(·, w), r) ≤

≤


c(n, p, δ), 1 < p < 2n−1

2(n−1) ;

c(n, p, δ) log
(
c(δ) 1−r2

||w|−r|

)
, p = 2n−1

2(n−1) ;

c(n, p, δ)
(

1−r2
||w|−r|

)β−1

, 2n−1
2(n−1) < p < 2n−1

2n−3 ,

(2.24)

де β = 2n−1
1−1/p .
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Користуючись почергово (2.17), (2.12) та лемою В ([40]), ми отри-

маємо, що для 1 < p < 2n−1
2(n−1)∫

S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
=

∫
S

dσ(ξ)

|φrξ(w)|p(2n−2)
≤ c

∫
S

gp(φrξ(w))dσ(ξ) =

= c(mp(G(·, w), r))p ≤
c(1− |w|2)np

(1− r2)n(p−1)
,

1

2
< r < 1.

З леми 2.2 та попередньої оцiнки iнтегралу, маємо

I1 :=

∫
S

|u1(rξ)|pdσ(ξ) ≤

≤ c

∫
||w|−r|< 2

3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
dµ(w) ≤

≤ c

∫
||w|−r|< 2

3 (1−r)

(1− |w|2)np

(1− r2)n(p−1)
µp−1

(
K̃ (rη)

)
dµ(|w|η) ≤

≤ c(1− r)n
∫

||w|−r|<2
3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)
dµ(|w|η). (2.25)

У випадку p = 1, послiдовно застосовуючи (2.17), (2.12) та твер-

дження 2.1, ми отримаємо∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|2n−2
=

∫
S

dσ(ξ)

|φrξ(w)|2n−2

≤
∫
S

g(φrξ(w))dσ(ξ) ≤ c(1− r2)n,
1

2
< r < 1.

З останньої нерiвностi та леми 2.2, для p = 1 маємо

I1 ≤
∫

||w|−r|< 2
3 (1−r)

∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|2n−2
dµ(w) ≤ c(1− r)n

∫
||w|−r|< 2

3 (1−r)

dµ(|w|η).

Для того щоб отримати остаточну оцiнку I1, для фiксованого r ∈

(12 , 1), ми визначимо мiру ν1 на кулях {D(η, t) : η ∈ S, t > 0} наступним
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чином

ν1(D(η, t)) = λ
({
ρζ ∈ B : |ρ− r| < 2

3
(1− r), d(ζ, η) < t

})
.

Ця мiра може бути продовжена на сiм’ю всiх борелевих множин на B

стандартним шляхом ([49, c.69]). З означення мiри

dλ(z) = (1− |z|)ndµ(z),

випливає, що

ν1(D(η, t)) ≍ (1− r)nµ
({
ρζ ∈ B : |ρ− r| < 2

3
(1− r), d(ζ, η) < t

})
.

Використовуючи (2.25) та лему 2.1, ми отримаємо

I1 ≤
c

(1− r)n(p−1)

∫
||w|−r|<2

3 (1−r)

λp−1
(
K̃ (rη)

)
dλ(|w|η) =

=
c

(1− r)n(p−1)

∫
S

νp−1
1

(
D(η, 8

√
2(1− r)

1
2 )
)
dν1(η) ≤

≤ cNp

(128)n(1− r)np

∫
S

νp1

(
D(η, 8

√
2(1− r)

1
2 )
)
dσ(η) =

=
c(n, p)

(1− r)np

∫
S

λp
(
K̃(rη)

)
dσ(η).

Зауважимо, що якщо ρζ ∈ K̃(rη), то

|1− ⟨ρζ, η⟩| ≤ |1− ⟨ζ, η⟩|+ (1− ρ) |⟨ζ, η⟩| ≤ c(1− r). (2.26)

Тому, за припущенням теореми,

I1 ≤ c(1− r)−np
∫
S

λp (C(η, c(1− r))) dσ(η) ≤

≤ c(1− r)p(γ−n). (2.27)
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Тепер оцiнимо

u2(z) =

∫
B

G(z, w)(1− |w|)−ndλ̃(w)

де

dλ̃(w) = (1− |w|)nχB\B∗(z, 14)
(w)dµ(w),

χE – характеристична функцiя множини E. Оскiльки ми доводимо

спiввiдношення для |z| ↑ 1, можемо припустити, що |z| ≥ 1
2 .

Визначимо сiм’ю множин

Ek = Ek(z) =

{
w ∈ B :

∣∣∣∣1−⟨ z

|z|
, w

⟩∣∣∣∣ < 2k+1(1− |z|)
}
, k ∈ Z+.

Оскiльки

|1− ⟨z, w⟩| ≥ 1

2

∣∣∣∣1−⟨ z

|z|
, w

⟩∣∣∣∣ ,
для w ∈ Ek+1 \ Ek виконується нерiвнiсть

|1− ⟨z, w⟩| ≥ 2k−1(1− |z|).

Поєднавши лему А з нерiвнiстю (2.17) для z ∈ B таких, що |z| ≥ 1
2 ,

ми отримаємо

0 ≤ G(z, w) ≤ c

(
(1− |w|2)(1− |z|2)

|1− ⟨z, w⟩|2

)n
.

Тому

|u2(z)| ≤ c

∫
B

(
(1 + |w|)(1− |z|2)

|1− ⟨z, w⟩|2

)n
dλ̃(w) ≤

≤
[log2

1
1−r ]∑

k=1

c

∫
Ek+1\Ek

(
(1 + |w|)(1− |z|2)
22(k−1)(1− |z|)2

)n
dλ̃(w)+
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+c

∫
E1

(
(1 + |w|)(1− |z|2)

(1− |z|)2

)n
dλ̃(w) ≤

≤
∞∑
k=1

∫
Ek+1\Ek

4nc(
22(k−1)(1− |z|)

)ndλ̃(w) + ∫
E1

4n

(1− |z|)n
dλ̃(w) ≤

≤ 4nc

(1− |z|)n

( ∞∑
k=1

λ̃ (Ek+1)

22n(k−1)
+ λ̃ (E1)

)
≤ 4nc

(1− |z|)n
∞∑
k=1

λ̃ (Ek)

22n(k−2)
. (2.28)

У випадку p = 1 маємо∫
S

|u2(rξ)|dσ(ξ) ≤
c

(1− r)n

∞∑
k=1

∫
S

λ̃ (Ek(rξ))

22n(k−2)
dσ(ξ) =

=
c

(1− r)n

∞∑
k=1

1

22n(k−2)

∫
S

λ̃
(
C
(
ξ, 2k+1(1− r)

))
dσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)n

∞∑
k=1

2γ(k+1)(1− r)γ

22n(k−2)
=

c

(1− r)n

∞∑
k=1

2k(γ−2n) =

=
c

(1− r)n−γ
2γ−2np

1− 2γ−2n
=

c(n, γ)

(1− r)n−γ
.

Доведення достатностi для p = 1 завершене.

При 1 < p < 2n−1
2(n−1) зафiксуємо будь-яке число α ∈ (γn , 2). З нерiв-

ностi Гельдера i (2.28) випливає (1p +
1
q = 1)

|u2(z)|p ≤
4npcp

(1− |z|)np
∞∑
k=1

λ̃p (Ek)

2αnp(k−2)

( ∞∑
k=1

1

2(2−α)nq(k−2)

)p/q

=

=
4npcp

(1− |z|)np
24np(

2(2−α)nq − 1
)p/q ∞∑

k=1

λ̃p (Ek)

2αnpk
=

=
c(n, p, α)

(1− |z|)np
∞∑
k=1

λ̃p (Ek)

2αnpk
. (2.29)

За припущенням теореми∫
S

λ̃p(C(ξ, 2k+1(1− r)))dσ(ξ) ≤ c(2k+1(1− r))γp.
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Отже, враховуючи вибiр α та означення Ek(z), виводимо∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤
c

(1− r)np

∞∑
k=1

∫
S

λ̃p (Ek(rξ))

2αnpk
dσ(ξ) =

=
c

(1− r)np

∞∑
k=1

1

2αnpk

∫
S

λ̃p
(
C
(
ξ, 2k+1(1− r)

))
dσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)np

∞∑
k=1

2pγ(k+1)(1− r)γp

2αnpk
=

=
c

(1− r)p(n−γ)
2pγ

2p(αn−γ) − 1
=

c(n, p, γ)

(1− r)p(n−γ)
.

Остання нерiвнiсть разом з (2.27) завершує доведення достатностi у

випадку p > 1.

Необхiднiсть. Нехай p > 0. З леми A маємо

Gµ(rξ) =

∫
B

g(φw(rξ))dµ(w) ≥
∫
B

(n+ 1)(1− |w|2)n(1− r2)n

4n2|1− ⟨rξ, w⟩|2n
dµ(w) ≥

≥
∫
C(ξ,1−r)

(n+ 1)(1− |w|2)n(1− r2)n

4n2|1− ⟨rξ, w⟩|2n
dµ(w) =

=

∫
C(ξ,1−r)

(n+ 1)(1 + |w|)n(1− r2)n

4n2|1− ⟨rξ, w⟩|2n
dλ(w). (2.30)

Оскiльки для w ∈ C(ξ, 1− r) виконується

|1− ⟨z, w⟩| ≤
∣∣∣∣1−⟨ z

|z|
, w

⟩∣∣∣∣+ ∣∣∣∣⟨ z

|z|
− z, w

⟩∣∣∣∣ ≤ 2(1− |z|),

то

|Gµ(rξ)| ≥
n+ 1

4n+1n2
λ(C(ξ, 1− r))

(1− r)n
. (2.31)

З припущення теореми випливає, що(
n+ 1

22(n+1)n2

)p ∫
S

λp(C(ξ, 1− r))

(1− r)np
dσ(ξ) ≤
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≤
∫
S

|Gµ(rξ)|pdσ(ξ) ≤ cp(1− r)p(γ−n).

Отже, ∫
S

λp(C(ξ, 1− r))dσ(ξ) ≤ cp(1− r)pγ, 0 < r < 1.

Доведення теореми 2.2. Доведення необхiдностi дослiвно повторює

доведення необхiдностi теореми 2.1. З леми A виводимо (2.30)

Gµ(rξ) ≥
∫
C(ξ,1−r)

(n+ 1)(1 + |w|)n(1− r2)n

4n2|1− ⟨rξ, w⟩|2n
dλ(w).

Використовуючи оцiнку (2.31) i припущення теореми, виводимо(
n+ 1

22(n+1)n2

)p ∫
S

λp(C(ξ, 1− r))

(1− r)np
dσ(ξ) ≤

≤
∫
S

|Gµ(rξ)|pdσ(ξ) ≤ o(1)(1− r)p(γ−n).

Отже,∫
S

λp(C(ξ, 1− r))dσ(ξ) ≤ o(1)(1− r)pγ, 0 < r < 1.

У достатностi частина, де оцiнюється u1 є дуже схожою до по-

переднього доведення, тому ми будемо користуватися позначеннями,

введеними в доведеннi достатностi теореми 2.1.

За лемою 2.3 маємо

I1 ≤ c(p, n)

∫
||w|−r|<2

3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
dµ(w).
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Користуючись почергово (2.17), (2.12) та лемою В, ми отримаємо,

що для 1 < p < 2n−1
2(n−1)∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
=

∫
S

dσ(ξ)

|φrξ(w)|p(2n−2)
≤

≤
∫
S

gp(φrξ(w))dσ(ξ) ≤
c(1− |w|2)np

(1− r2)n(p−1)
,

1

2
< r < 1.

Пiдставивши оцiнку iнтегралу в (2.18), маємо

I1 ≤ c

∫
||w|−r|< 2

3 (1−r)

(1− |w|2)np

(1− r2)n(p−1)
µp−1

(
K̃ (rη)

)
dµ(|w|η) ≤

≤ c(1− r)n
∫

||w|−r|<2
3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)
dµ(|w|η). (2.32)

Використовуючи (2.32) та лему 2.1, ми отримаємо

I1 ≤
c

(1− r)n(p−1)

∫
||w|−r|<2

3 (1−r)

λp−1
(
K̃ (rη)

)
dλ(|w|η) =

=
c

(1− r)n(p−1)

∫
S

νp−1
1

(
D(η, 8

√
2(1− r)

1
2 )
)
dν1(η) ≤

≤ cNp

(128)n(1− r)np

∫
S

νp1

(
D(η, 8

√
2(1− r)

1
2 )
)
dσ(η) =

=
c(n, p)

(1− r)np

∫
S

λp
(
K̃(rη)

)
dσ(η).

Тому, за припущенням теореми i ( 1.2),

I1 ≤ c(1− r)−np
∫
S

λp (C(η, c(1− r))) dσ(η)

≤ o(1)(1− r)p(γ−n). (2.33)

Щодо оцiнки u2 зауважимо, що з означення

Ek(z) =

{
w ∈ B :

∣∣∣∣1−⟨ z

|z|
, w

⟩∣∣∣∣ < 2k+1(1− |z|)
}
, k ∈ Z+
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випливає, що для w ∈ Ek(z), 1 ≤ k ≤ 1
2 log2

1
1−|z|

1− |w| ≤
∣∣∣∣1−⟨ z

|z|
, w

⟩∣∣∣∣ ≤ 2k+1(1− |z|) ≤ 2
√

1− |z|.

Тому з умови (2.7) теореми випливає, що∫
S

λp(C(ξ, 2k+1(1− r)))dσ(ξ) = o((1− r)γp), δ → 0+

рiвномiрно за k ∈
[
1, 12 log2

1
1−r
]
.

Отже, при r → 1− маємо[
1
2 log2

1
1−r

]∑
k=1

∫
S

λ̃p (Ek(rξ)) dσ(ξ) =

=

[
1
2 log2

1
1−r

]∑
k=1

∫
S

λ̃p
(
C(ξ, 2k+1(1− r))

)
dσ(ξ) =

= o

([ 12 log2 1
1−r

]∑
k=1

2pγ(k+1)(1− r)γp
)
. (2.34)

Зафiксуємо α ∈
(
γ
n , 2
)
. Використавши оцiнки (2.29) i (2.34), ми отри-

маємо ∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤

≤ c(n, p)

(1− r)np

([12 log2 1
1−r

]∑
k=1

+
∞∑

k=
[

1
2 log2

1
1−r

]
+1

)∫
S

λ̃p (Ek(rξ))

2αnpk
dσ(ξ) =

=
o(1)

(1− r)np−γp

[
1
2 log2

1
1−r

]∑
k=1

2pγ(k+1)

2αnpk
+

c

(1− r)np−γp

∞∑
k=
[

1
2 log2

1
1−r

]
+1

2pγ(k+1)

2αnpk
=

=
o(1)

(1− r)p(n−γ)

[
1
2 log2

1
1−r

]∑
k=1

2p(γ−αn)+
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+
c

(1− r)p(n−γ)
2p(γ−αn)2

p(γ−αn)
([

1
2 log2

1
1−r

]
+1
)

1− 2p(γ−αn)
=

=
o(1)

(1− r)p(n−γ)
+

c

(1− r)p(n−γ)
1

(1− r)
p
2 (γ−αn)

=
o(1)

(1− r)p(n−γ)
, r ↑ 1.

Останнє спiввiдношення завершує доведення теореми 2.2.

Доведення твердження 2.1. Нехай ν(B) =M > 0. Тодi∫
S

νp(C(ξ, δ))dσ(ξ) ≤M p−1

∫
S

ν(C(ξ, δ))dσ(ξ) =

=M p−1

∫
S

∫
C(ξ,δ)

dν(z) dσ(ξ).

Застосувавши теорему Фубiнi та користуючись сферичною системою

координат на одиничнiй сферi Θ: Π → S, де Π = [0, 2π) × [0, π]2n−2,

як у доведеннi леми 2.1, ми отримаємо∫
S

νp(C(ξ, δ))dσ(ξ) ≤Mp−122n−1

∫
1−δ≤|z|<1

dν(z)

∫
C(z,δ)

dσ(ξ) ≤

≤ cM p−122n−1δn
∫

1−δ≤|z|<1

dν(z) = o(δn), δ ↓ 0.

Ми скористалися тим фактом, що залишок збiжного iнтегралу прямує

до нуля.

Альтернативне доведення теореми D(1). Припустимо, що виконую-

ться умови теореми D(1). Означимо мiру ν рiвнiстю

dν(w) = (1− |w|)β dµ(w).

Тодi

λ(C(ξ, δ)) =

∫
C(ξ,δ)

(1− |w|)ndµ(w) ≤
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≤ Cδn−β
∫
C(ξ,δ)

(1− |w|)βdµ(w) ≤ Cδn−βν(C(ξ, δ)).

За припущенням,
∫
B dν(w) <∞, тому∫

S

νp(C(ξ, δ))dσ(ξ) = o(δn), δ → 0 + .

Отже, (∫
S

λp(C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= o(δn−β+
n
p ), δ → 0 + .

Оскiльки n − β + n
p < 2n, за теоремою 2.2 ми отримаємо твердження

теореми D(1).

Далi розглянемо випадок 0 < p < 1. Для цього iнтервалу значень
p ми вже отримали iмплiкацiю (2.2) ⇒ (2.3) при доведеннi необхiдностi
теореми 2.1.

Теорема 2.4. Нехай n > 1, 0 < p < 1, 0 ≤ γ < 2n, i нехай µ —

борелева мiра, що задовольняє умову (2.1). Якщо

mp (r,Gµ) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

то (∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Доведемо тепер теорему 2.3.

Доведення теореми 2.3. З опуклостi, маємо

mp (r,Gµ) ≤ m1 (r,Gµ) , 0 < p ≤ 1,

спiввiдношення (2.9) для p = 1 доведене в теоремi 2.1.
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Зауваження 2.4. Наступне твердження показує, що оцiнка (2.9) є

точною для всiх p ∈ (0, 1].

Твердження 2.3. Для n > 1, 0 < p ≤ 1, n < γ < 2n, iснує борелева

мiра µ на B така, що

Gµ(z) = O
(
(1− |z|)γ−n

)
, |z| ↑ 1

та

λ (C(ξ, δ)) ≥ δγ, 0 < δ < 1. (2.35)

Доведення. Визначимо мiру µ рiвнiстю

dµ(z) =
dV (z)

(1− |z|)2n+1−γ ,

де V – мiра Лебега в Cn.

Позначимо

Gµ(z) =

∫
B

G(z, w)dµ(w) =

∫
B∗(z, 14)

G(z, w)dµ(w)+

+

∫
B\B∗(z, 14)

G(z, w)dµ(w) =: J1 + J2.

Оскiльки, згiдно з (2.15), якщо w ∈ B∗ (z, 14), то правильною є нерiв-

нiсть

|r − |w|| ≤ c(1− r),

отже, виконується спiввiдношення

1− |w| ≍ 1− |z| для w ∈ B∗
(
z,

1

4

)
,

тому ми отримаємо

J1 =

∫
B∗(z, 14)

G(z, w)dV (w)

(1− |w|)2n+1−γ ≤ c

∫
B∗(z, 14)

G(z, w)dV (w)

(1− |z|)2n+1−γ
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≤ c

(1− |z|)2n+1−γ

∫ r+c4(1−r)

r−c4(1−r)

∫
S

G(z, ρη)dσ(η)ρ2n−1dρ.

Використовуючи твердження 2.2 для p = 1, ми отримаємо

J1 ≤
c

(1− |z|)2n+1−γ

∫ r+c4(1−r)

r−c4(1−r)
(1− ρ)nρ2n−1dρ ≤

≤ 2c4(1 + c4)
nc

(1− |z|)2n+1−γ (1− r)n+1(r + c4(1− r))2n−1 ≤ c

(1− r)n−γ
.

Для оцiнки J2 нам потрiбне наступне твердження.

Твердження A ([35, с.26]). Нехай z ∈ B, c > 0 та t > −1, тодi∫
B

(1− |w|2)tdν(w)
|1− ⟨z, w⟩|n+1+t+c

≍ (1− |z|2)−c, |z| → 1.

Для w ∈ B \B∗ (z, 14) виконується (див. (2.17))

0 ≤ G(z, w) ≤ c

(
(1− |w|2)(1− |z|2)

|1− ⟨z, w⟩|2

)n
.

Тодi з останньої нерiвностi та твердження A для

t = −n− 1 + γ > −1, c = 2n− γ

випливає, що

J2 ≤ c(1− |z|)n
∫
B

(1− |w|2)−n−1+γ

|1− ⟨z, w⟩|2n
dV (w)

≍ c(1− |z|)n(1− |z|)−2n+γ = c(1− |z|)γ−n.

Тому

m1(r,Gµ) = O((1− r)γ−n), r ↑ 1.

Для довiльних фiксованих δ ∈ (0, 1), ξ ∈ S позначимо

M1 = C(ξ, δ) ∩
{
w :

δ

4
≤ 1− |w| ≤ δ

2

}
=
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=

{
w :

δ

4
≤ 1− |w| ≤ δ

2
, d(ξ, w) <

√
δ

}
,

M2 =

{
|w|η :

δ

4
≤ 1− |w| ≤ δ

2
, d(ξ, η) <

√
δ

2

}
.

Доведемо, що M1 ⊃M2. Достатньо перевiрити, що

M1 ∩ Sρ ⊃M2 ∩ Sρ, для ρ ∈ [1− δ/2, 1− δ/4], (2.36)

де Sρ = {w ∈ B : |w| = ρ}.

Включення (2.36) рiвносильне до такого

{η ∈ S : ρη ∈M1 ∩ Sρ} ⊃ {η ∈ S : d(ξ, η) <
√
δ/2}. (2.37)

Нехай ζ = ρη ∈ ∂C(ξ, δ) ∩ Sρ точка ∂(M1 ∩ Sρ) як пiдмножини Sρ.

Зокрема d(ζ, ξ) =
√
δ. Тодi

d(ξ, η) =
√

|1− ⟨ξ, η⟩| =
√
|1− ⟨ξ, η⟩ − ⟨ξ, ρη⟩+ ⟨ξ, ρη⟩| ≥

≥
√
|1− ⟨ξ, ρη⟩ − |⟨ξ, η⟩ − ρ⟨ξ, η⟩| =

√
d2(ζ, ξ)− (1− ρ)|⟨ξ, η⟩| ≥

≥
√
δ − (1− ρ) ≥

√
δ − δ/2 =

√
δ/2.

Отже, межа ∂(M1 ∩Sρ) лежить поза кругом {η : d(ξ, η) <
√
δ/2}, вiд-

так включення (2.37) доведено. Це тягне за собою (2.36) i включення

M1 ⊃M2.

Далi доведемо (2.35). Маємо

dλ(w) =
dV (w)

(1− |w|)n+1−γ .

Тодi

λ((ξ, δ)) ≥
∫
E1

dV (w)

(1− |w|)n+1−γ ≥
∫
E2

dV (w)

(1− |w|)n+1−γ ≥
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≥ (δ/2)γ−n−1

∫
1−δ/2≤|w|≤1−δ/4
d(ξ,η)≤

√
δ/2

dV (w) =
δγ−n

2γ−n−1
σ(C(ξ, δ/2)) ≍ δγ−nδn = δγ.

2.2. Асимптотична поведiнка середнiх

M-субгармонiйних функцiй в одиничнiй кулi

Мета цього пiдроздiлу — дослiдити зростання p-их середнiх су-
бгармонiйних в одиничнiй кулi функцiй у термiнах гладкостi мiри Рiс-
са µ. Для одновимiрного випадку цей зв’язок описаний у [6] та ґрун-
тується на поняттi повної мiри Грiшина субгармонiйної функцiї (див.
[47, 5, 17]).

Використовуючи теорему 2.1, ми отримаємо узагальнення, яке у
термiнах властивостей мiри µ описує зростання p-их середнiх субгар-
монiйних функцiй, що зображуються у наступному виглядi

u(z) = Hu(z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w),

де µu — мiра Рiсса функцiї u i Hu — найменша M-гармонiйна мажо-
ранта функцiї u.

Спочатку пригадаємо необхiднi означення та результати. Напiвне-
перервна зверху функцiя u : B → [−∞,∞), яка задовольняє умову
u ̸≡ −∞, називається M-субгармонiйною в B, якщо

u(a) ≤
∫
S

u(φa(rξ))dσ(ξ) (2.38)

для всiх a ∈ B та всiх r достатньо малих. Неперервна функцiя u для
якої виконується рiвнiсть в (2.38) називається M-гармонiйною в B.

Зауважимо, що функцiя u ∈ C2 є M-субгармонiйною тодi i тiльки
тодi, коли (∆̃u)(a) ≥ 0 для всiх a ∈ B, також, подiбно, (∆̃u)(a) = 0

тодi i тiльки тодi, коли u є M-гармонiйною функцiєю в B.
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Сiм’ю двiчi неперервно диференцiйованих функцiй з компактним
носiєм у B позначатимемо C2

0(B). Для M-субгармонiйних функцiй
виконується наступна теорема.

Теорема А ([42]). Якщо u — M-субгармонiйна в B, тодi iснує

єдина борелева мiра µu на B така, що∫
B

ψdµu =

∫
B

u∆̃ψdτ (2.39)

для всiх ψ ∈ C2
0(B), де τ — iнварiантна мiра на B

(
dτ(z) = dV (z)

(1−|z|2)n+1

)
,

тобто dµu = ∆̃udτ в сенсi узагальнених функцiй.

Якщо u — M-субгармонiйна в B функцiя, тодi однозначно визна-
чена борелева мiра µu, яка задовольняє (2.39), називається мiрою Рiсса
функцiї u.

У одновимiрному випадку зростання pих середнiх субгармонiйних
функцiй описано в [6].

Теорема D ([6]). Нехай u — субгармонiйна, недодатна функцiя в

D, γ ∈ (0, 1], p ∈ (1,∞) i λ — повна мiра u. Необхiдною i достатньою

умовою для

mp(r, u) = O
(
(1− r)γ−1

)
, r → 1−,

є
2π∫
0

λp({ρeiθ ∈ B : ρ ≥ 1− δ, |θ − φ| ≤ πδ})dφ = O(δpγ), 0 < δ < 1.

Скажемо, що M-субгармонiйна функцiя u в B має M-гармонiйну
мажоранту в B, якщо iснує M-гармонiйна функцiя h в B така, що
u(z) ≤ h(z) для всiх z ∈ B. Крiм того, якщо iснує M-гармонiйна
функцiя H, що задовольняє умову u(z) ≤ H(z), для всiх z ∈ B, та
H(z) ≤ h(z) для кожної M-гармонiйної мажоранти h функцiї u, тодi
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H називається найменшою M-гармонiйною мажорантою функцiї u,
i надалi буде позначатися Hu.

Теорема Е (Теорема Рiсса про розклад [44, Теорема 2.16]).

Нехай M-субгармонiйна в B функцiя u ̸≡ −∞ має M-гармонiйну

мажоранту в B. Тодi

u(z) = Hu(z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w), (2.40)

де µu — мiра Рiсса функцiї u i Hu — найменша M-гармонiйна мажо-
ранта функцiї u.

Вiдомо, що ([42, твердж. 5.10]) для будь-якої (невiд’ємної) M-
гармонiйної функцiї F на B, iснує невiд’ємна борелева мiра ν на S

така, що F (z) = P [ν](z).

Зауваження 1.1. Крiм того, якщо u ≤ 0, u ̸≡ −∞, M-субгармо-
нiйна в B, то v ≡ 0 її M-гармонiйна мажоранта. Тодi для Hu у роз-
кладi (2.40), ми отримаємо Hu(z) ≤ 0, z ∈ B. Отже,

Hu(z) = −P [ν](z), z ∈ B, (2.41)

де ν — невiд’ємна борелева мiра на S.

Введемо такий аналог повної мiри Грiшина для пiдкласу недода-
тних M-субгармонiйних функцiй в B. Визначимо мiру

dλ(w) =
4n2

n+ 1
dν(w) + (1− |w|2)ndµu(w) (2.42)

для w ∈ B̄, тобто

λ(E) =

∫
E

4n2

n+ 1
dν(w) +

∫
E

(1− |w|2)ndµu(w),

де E — борелева пiдмножина B̄ така, що E ∩ S — борелева множина
на S.
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Теорема 2.5. Нехай u — недодатна M-субгармонiйна функцiя в B,

для якої виконується u ̸≡ −∞. Нехай n > 1, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) , 0 ≤ γ <

2n. Спiввiдношення

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1 (2.43)

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1. (2.44)

Для M-гармонiйних функцiй отримаємо такий наслiдок.

Наслiдок 2.2. Нехай u = P [ν](z) в B, де ν — невiд’ємна борелева

мiра на S, p > 1 i 0 ≤ γ < 2n. Тодi

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

νp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1.

Визначимо ядро

K(z, w) =


G(z,w)

(1−|w|2)n , якщо w ∈ B, z ∈ B;
n+1
4n2 P(z, ξ), якщо w ∈ S, z ∈ B,

деG(z, w) — функцiя Грiна для оператора △̃, P(z, ξ) — ядро Пуассона.

Ядро K(z, w) має такi властивостi.

Твердження 2.4. Для z, w = ρξ ∈ B̄ наступнi твердження є вiрними:

a) Для z ∈ B, w ∈ {w ∈ B̄ : |φw(z)| ≥ 1
4} нерiвнiсть

0 ≤ K(z, w) ≤ c
(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
, (2.45)
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виконується для деякого c > 0, яке не залежить вiд z i w.

b)

lim
ρ→1−

G(z, ρξ)

(1− ρ2)n
=
n+ 1

4n2
P(z, ξ)

рiвномiрно за ξ ∈ S.

c)

|K(z, w)| ≥ n+ 1

4n2
(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
, z ∈ B, w ∈ B̄. (2.46)

Доведення. a) З (2.11) отримаємо

0 ≤ K(z, w) =
g(φw(z))

(1− |w|2)n
≤ c

(1− |φw(z)|2)n

(1− |w|2)n
,

де стала c не залежить вiд z i w. Оскiльки ([42])

1− |φw(z)|2 =
(1− |w|2)(1− |z|2)

|1− ⟨z, w⟩|2
, (2.47)

то

0 ≤ K(z, w) ≤ c
(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
.

b) Нехай w = ρξ, ρ ∈ (0, 1), ξ ∈ S. За означенням функцiй G(z, w) i

g(z), маємо

lim
ρ→1−

G(z, ρξ)

(1− ρ2)n
= lim

ρ→1−

g(φρξ(z))

(1− ρ2)n
=

= lim
ρ→1−

1

(1− ρ2)n
n+ 1

2n

∫ 1

|φρξ(z)|
(1− t2)n−1t−2n+1dt

Користуючись правилом Лопiталя та рiвнiстю (2.47), ми отримаємо

lim
ρ→1−

G(z, ρξ)

(1− ρ2)n
=

=
n+ 1

2n
lim
ρ→1−

(1− |φρξ(z)|2)n−1|φρξ(z)|−2n+1

n(1− ρ2)n−12ρ

d

dρ
|φρξ(z)| =
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=
n+ 1

8n2
lim
ρ→1−

(1− |φρξ(z)|2)n−1

(1− ρ2)n−1

(
1− (1− ρ2)(1− |z|2)

|1− ⟨z, ρξ⟩|2

)−n

·

· d
dρ

|φρξ(z)|2 =
n+ 1

8n2
lim
ρ→1−

(1− |φρξ(z)|2)n−1

(1− ρ2)n−1

d

dρ
|φρξ(z)|2 =

= −n+ 1

8n2
lim
ρ→1−

(1− |z|2)n−1

|1− ⟨z, ρξ⟩|2(n−1)

d

dρ

(1− ρ2)(1− |z|2)
|1− ⟨z, ρξ⟩|2

Шляхом диференцiювання отримаємо

lim
ρ→1−

G(z, ρξ)

(1− ρ2)n
= −n+ 1

8n2
lim
ρ→1−

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ρξ⟩|2(n−1)
×

× lim
ρ→1−

−2ρ|1− ρ⟨z, ξ⟩|2 − (1− ρ2)(−2⟨z, ξ⟩+ 2ρ|⟨z, ξ⟩|2)
|1− ⟨z, ρξ⟩|4

=

=
n+ 1

4n2
(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
.

c) З (2.10) та (2.47) випливає

K(z, ρξ) =
g(φw(z))

(1− ρ2)n
≥ n+ 1

4n2
(1− |φw(z)|2)n

(1− ρ2)n
=
n+ 1

4n2
(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
.

Твердження доведено.

Таким чином, представлення M-субгармонiйної функцiї (2.40) мо-
же бути записане, у виглядi

u(z) = −
∫
B̄

K(z, w)dλ(w), (2.48)

цю рiвнiсть отримаємо пiдставивши (2.41) у розклад Рiсса для функцiї
u (2.40)

u(z) = −P [ν](z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w) = −
∫
B̄

K(z, w)dλ(w).

Оскiльки виконується спiввiдношення b) з твердження 2.4, ядроK(z, w)

неперервне за w при w ̸= z.

Доведення теореми 2.5. Достатнiсть. Позначимо

B∗
(
z,

1

4

)
=
{
w ∈ B : |φw(z)| <

1

4

}
.
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Далi оцiнимо абсолютнi величини

u1(z) :=

∫
B∗(z, 14)

K(z, w)dλ(w) i u2(z) :=

∫
B\B∗(z,14)

K(z, w)dλ(w).

Почнемо з u1. В цьому випадку

dλ(w) = (1− |w|2)ndµu(w)

i доведення дослiвно повторює доведення теореми 2.1, тому виконує-

ться ∫
S

|u1(rξ)|pdσ(ξ) ≤ c(1− r)p(γ−n). (2.49)

Тепер оцiнимо

u2(z) = −
∫
B

K(z, w)dλ̃(w),

де

dλ̃(w) =
4n2

n+ 1
dν(w) + (1− |w|)nχB\B∗(z, 14)

(w)dµ(w),

χE – характеристична функцiя множини E. Ми можемо припустити,

що |z| ≥ 1
2 .

З (2.45) ми отримаємо, що

|u2(z)| ≤ c

∫
B

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ̃(w) ≤ c

∫
B

(1 + |w|)n(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ̃(w).

Далi, користуючись тими ж аргументами та позначеннями, що й в

доведеннi теореми 2.1, отримаємо

|u2(z)| ≤
[log2

1
1−r ]∑

k=1

c

∫
Ek+1\Ek

(
(1 + |w|)(1− |z|2)
22(k−1)(1− |z|)2

)n
dλ̃(w)+
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+c

∫
E1

(
(1 + |w|)(1− |z|2)

(1− |z|)2

)n
dλ̃(w) ≤

≤ 4nc

(1− |z|)n
∞∑
k=1

λ̃ (Ek)

22n(k−2)
,

де

Ek =

{
w ∈ B :

∣∣∣∣1−⟨ z

|z|
, w

⟩∣∣∣∣ < 2k+1(1− |z|)
}
, k ∈ Z+.

У випадку p = 1, маємо∫
S

|u2(rξ)|dσ(ξ) ≤
c

(1− r)n

∞∑
k=1

∫
S

λ̃ (Ek(rξ))

22n(k−2)
dσ(ξ) =

=
c

(1− r)n

∞∑
k=1

1

22n(k−2)

∫
S

λ̃
(
C
(
ξ, 2k+1(1− r)

))
dσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)n

∞∑
k=1

2γ(k+1)(1− r)γ

22n(k−2)
=

c

(1− r)n

∞∑
k=1

2k(γ−2n) =

=
c(n, γ)

(1− r)(n−γ)
.

При 1 < p < 2n−1
2(n−1) зафiксуємо будь-яке число α ∈ (γn , 2) i нехай

1
p +

1
q = 1. З нерiвностi Гельдера випливає

|u2(z)|p ≤
4npcp

(1− |z|)np
∞∑
k=1

λ̃p (Ek)

2αnp(k−2)

( ∞∑
k=1

1

2(2−α)nq(k−2)

)p/q

=

=
c(n, p, α)

(1− |z|)np
∞∑
k=1

λ̃p (Ek)

2αnpk
. (2.50)

За припущенням теореми, маємо∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤
c

(1− r)np

∞∑
k=1

1

2αnpk

∫
S

λ̃p
(
C
(
ξ, 2k+1(1− r)

))
dσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)np

∞∑
k=1

2pγ(k+1)(1− r)γp

2αnpk
=

c(n, p, γ)

(1− r)p(n−γ)
.
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Тому ∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤
c(n, p, γ)

(1− r)p(n−γ)
.

Остання нерiвнiсть разом з (2.49) закiнчує доведення достатностi.

Необхiднiсть. З (2.46) випливає

|u(z)| ≥
∫
B

K(z, w)dλ(w) ≥ n+ 1

4n2

∫
B

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ(w)

≥ n+ 1

4n2

∫
C(ξ,1−r)

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ(w).

Далi мiркуємо як в доведеннi теореми 2.1

Оскiльки для w ∈ C(ξ, 1− r) виконується

|1− ⟨z, w⟩| ≤ 2(1− |z|),

ми маємо

|u(z)| ≥ n+ 1

4n+1n2
λ(C(ξ, 1− r))

(1− r)n
.

З припущення теореми випливає, що(
n+ 1

22(n+1)n2

)p ∫
S

λp(C(ξ, 1− r))

(1− r)np
dσ(ξ) ≤

∫
S

|u(rξ)|pdσ(ξ) ≤ c(1− r)p(γ−n).

Отже, ∫
S

λp(C(ξ, 1− r))dσ(ξ) ≤ c(1− r)pγ, 0 < r < 1.

Зауваження 2.5. Зауважимо, що припущення 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) вико-

ристовується лише для оцiнки u1(z) в лемi В. Для M-гармонiйних

функцiй u1 ≡ 0, тому в наслiдку 2.2 умова для p має вигляд p ≥ 1.
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Зауважимо, що у теоремi 2.5 зростання M-субгармонiйних фун-

кцiй, описане за допомогою степеневих функцiй, а випадок γ = 2n не

розглядається. У прикладi з [7] показано, що для n = 1 та γ = 2 з

виконання умови(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (δγ) , 0 < δ < 1

не випливає

mp (r, u) = O
(
(1− r)γ−n

)
, r ↑ 1.

Бiльше того, доведено, що для мiри dµ(w) = dV (w)
1−|w| виконується

mp(r, u) = (1 + o(1))2π(1− r) log
1

1− r
, r ↑ 1, (2.51)

тодi, як (∫ 2π

0

λp(C(φ, δ)) dφ
) 1

p

≍ δ2.

Наступна теорема описує асимптотичну поведiнку p-их значень

M-субгармонiйних функцiй, використовуючи клас функцiй ширший

нiж степеневi, та частково охоплює випадок γ = 2n.

Теорема 2.6. Нехай u – недодатна M-субгармонiйна функцiя в B,

n ∈ N \ {1}, u ̸≡ −∞, 1 ≤ p < 2n−1
2(n−1) . Нехай функцiя Φ: [0, 2] → [0,∞)

така, що для всiх t > 1 i 0 < tδ < 2 виконується

Φ(tδ) = O

(
t2n

ψ(log(e+ t))
Φ(δ)

)
(2.52)

для деякої додатної зростаючої функцiї ψ, що задовольняє умови∫ ∞

1

dt

ψ(t)
<∞ та ψ(ct) ≍ ψ(t), t ∈ [1,+∞), c > 1.
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Тодi

mp (r, u) = O

(
Φ(1− r)

(1− r)n

)
, r ↑ 1 (2.53)

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (Φ(δ)) , 0 < δ < 1. (2.54)

Пiдставивши в теорему 2.6 функцiю ψ певного виду, отримаємо

наступний наслiдок.

Наслiдок 2.3. Нехай u – недодатна M-субгармонiйна функцiя в B,

u ̸≡ −∞, 1 < p < 2n−1
2(n−1) . Нехай ε > 0 Φ: [0, 2] → [0,∞) – зростаюча

функцiя така, що для всiх t > 1 i 0 < tδ ≤ 2 виконується

Φ(tδ) = O

(
t2n

log1+ε(e+ t)
Φ(δ)

)
.

Тодi

mp (r, u) = O

(
Φ(1− r)

(1− r)n

)
, r ↑ 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли(∫
S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O (Φ(δ)) , 0 < δ < 1.

Приклад 2.2. Функцiя

Φ(t) =
tα

logβ e
t

, t ∈ [0, 2],

де α ∈ (0, 2n), β ∈ R задовольняє припущення теореми 2.6.

Доведення прикладу 2.2. Спершу розглянемо випадок β ≤ 0, 0 < α <

2n. Оскiльки (
log

e

δ

)β
<
(
log

e

tδ

)β
, t > 1,
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ми отримаємо

Φ(tδ) =
tαδα

logβ e
tδ

≤ c̃t2n

logk(e+ t)

δα

logβ e
δ

=
c̃t2n

logk(e+ t)
Φ(δ),

де

k > 1, c̃ = max
t≥1

logk(e+ t)

t2n−α
.

Тепер, нехай β > 0, 0 < α < 2n. Оскiльки

(log e
δ)
β

(log e
tδ)

β
=
(
1 +

log t

log e
tδ

)β
≤
(
1 +

log t

log e
2

)β
, 0 < tδ ≤ 2

маємо

Φ(tδ) =
tαδα

logβ e
tδ

≤ c̃1t
2n

logk(e+ t)
Φ(δ),

де

k > 1, c̃1 = max
t≥1

(
1 + log t

log e
2

)β
logk(e+ t)

t2n−α
.

Отже, функцiя Φ(t) задовольняє нерiвнiсть (2.52) при

ψ(x) = xk, k > 1.

Не важко перевiрити, що функцiя

Φ(t) =
t2n

logβ e
t

, t ∈ (0, 2], Φ(0) = 0

не задовольняє (2.52) для жодного β ∈ R. Для цього випадку отрима-

ємо наступне твердження.
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Теорема 2.7. Нехай u — недодатна M-субгармонiйна функцiя в B,

n ∈ N \ {1}, u ̸≡ −∞, 1 < p < 2n−1
2(n−1) . Нехай β > 1 i κ > 1. Якщо(∫

S

λp (C(ξ, δ)) dσ(ξ)

) 1
p

= O
(
δ2n logβ

e

δ

)
, 0 < δ < 2, (2.55)

то

mp (r, u) = O

(
(1− r)n logβ+κ e

1− r

)
, r ↑ 1. (2.56)

Доведення теореми 2.6. Достатнiсть.

Оскiльки, для функцiї u розклад Рiсса (2.40) може бути записаний

за допомогою ядра K(z, w), як

u(z) = −
∫
B̄

K(z, w)dλ(w),

достатньо оцiнити абсолютнi значення

u1(z) :=

∫
B∗(z, 14)

K(z, w)dλ(w) та u2(z) :=

∫
B\B∗(z, 14)

K(z, w)dλ(w).

Почнемо з u1. У цьому випадку

dλ(w) = (1− |w|2)ndµu(w) i u1(z) =

∫
B∗(z, 14)

G(z, w)dµu(w).

Тому ми можемо використати той же метод, що в доведеннi теоре-

ми 2.1.

Позначимо z = rξ, де r = |z|, 1
2 < r < 1 i w = |w|η, ξ, η ∈ S. Нехай

як i ранiше

K(z, σ1, σ2) = {w ∈ B : |r − |w|| ≤ σ1, d(ξ, η) ≤ σ2} .
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За лемою 2.3

I1 :=

∫
S

|u1(rξ)|pdσ(ξ) ≤

≤ c(n, p)

∫
||w|−r|<2/3(1−r)

µp−1(K̃(rη))

∫
S

dσ(ξ)

|φw(rξ)|p(2n−2)
≤

≤ c(1− r)n
∫

||w|−r|<2
3 (1−r)

µp−1
(
K̃ (rη)

)
dµ(|w|η),

де

K̃(z) := K

(
z,

2

3
(1− r), 8

√
2(1− r)

1
2

)
.

Щоб отримати остаточну оцiнку для I1, при фiксованому r ∈

(12 , 1), визначимо мiру ν1 на кулях {D(η, t) : η ∈ S, t > 0} наступним

чином

ν1(D(η, t)) = λ
({
ρζ ∈ B : |ρ− r| < 2

3
(1− r), d(ζ, η) < t

})
.

Вона може бути узагальнена на сiм’ю всiх борелевих множин на B

стандартним шляхом ([49, c.69]). Згiдно з означенням

ν1(D(η, t)) ≍ (1− r)nµ
({
ρζ ∈ B : |ρ− r| < 2

3
(1− r), d(ζ, η) < t

})
.

Використовуючи лему 2.1, отримаємо

I1 ≤
c

(1− r)n(p−1)

∫
||w|−r|<2

3 (1−r)

λp−1
(
K̃ (rη)

)
dλ(|w|η)

=
c

(1− r)n(p−1)

∫
S

νp−1
1

(
D(η, 8

√
2(1− r)

1
2 )
)
dν1(η)

≤ cNp

(128)n(1− r)np

∫
S

νp1

(
D(η, 8

√
2(1− r)

1
2 )
)
dσ(η)

=
c(n, p)

(1− r)np

∫
S

λp
(
K̃(rη)

)
dσ(η).
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Зауважимо, що якщо ρζ ∈ K̃(rη), то

|1− ⟨ρζ, η⟩| ≤ |1− ⟨ζ, η⟩|+ (1− ρ) |⟨ζ, η⟩| ≤ c(1− r).

За припущенням теореми

I1 ≤ c(1− r)−np
∫
S

λp (C(η, c(1− r))) dσ(η)

≤ c(1− r)−npΦp(c(1− r)).

Оскiльки, для всiх t > 1 та 0 < tδ < 2 виконується нерiвнiсть

Φ(tδ) ≤ t2n

ψ(log(e+ t))
Φ(δ),

ми отримаємо

I1 ≤ c(1− r)−np
c2np

ψp(log c)
Φp(1− r) = c

Φp(1− r)

(1− r)np

де ψ – додатна зростаюча функцiя, що задовольняє умови
∫∞
1

dt
ψ(t) <∞

та ψ(ct) ≍ ψ(t), c > 1. Отже,∫
S

|u1(rξ)|pdσ(ξ) ≤ c

(
Φ(1− r)

(1− r)n

)p
. (2.57)

Тепер оцiнимо

u2(z) = −
∫
B

K(z, w)dλ̃(w),

де

dλ̃(w) =
4n2

n+ 1
dν(w) + (1− |w|)nχB\B∗(z, 14)

(w)dµ(w).

Можемо припустити, що |z| ≥ 1
2 .

Як в доведеннi теореми 2.1, для w ∈ Ek+1 \ Ek виконується нерiв-

нiсть

|1− ⟨z, w⟩| ≥ 2k−1(1− |z|).
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З (2.45) отримаємо

|u2(z)| ≤ c

∫
B

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ̃(w) ≤ c

∫
B

(1 + |w|)n(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ̃(w).

Використовуючи тi ж мiркування, що в доведеннi теореми 2.1, отри-

маємо

|u2(z)| ≤
4nc

(1− |z|)n

[log2
1

1−r ]∑
k=1

λ̃ (Ek)

22n(k−2)
. (2.58)

Використовуючи нерiвнiсть Гельдера (1p +
1
q = 1), отримаємо

([log2
1

1−r ]∑
k=1

λ̃ (Ek)

22nk

)p
=

([log2
1

1−r ]∑
k=1

λ̃ (Ek) (ψ(k))
1
q

22nk(ψ(k))
1
q

)p
≤

≤
[log2

1
1−r ]∑

k=1

λ̃p (Ek) (ψ(k))
p
q

22npk

( ∞∑
k=1

1

ψ(k)

)p/q

≤ C

[log2
1

1−r ]∑
k=1

λ̃p (Ek) (ψ(k))
p−1

22npk
.

(2.59)

Тому, використовуючи послiдовно (2.59), (2.54), (2.52) та властивостi

ψ, виводимо з (2.59)∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤
4npcp

(1− r)np

∫
S

[log2
1

1−r ]∑
k=1

λ̃ (Ek(rξ))

22n(k−2)

p

dσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)np

[log2
1

1−r ]∑
k=1

∫
S

λ̃p (Ek(rξ)) (ψ(k))
p−1

22npk
dσ(ξ) =

=
c

(1− r)np

[log2
1

1−r ]∑
k=1

(ψ(k))p−1

22npk

∫
S

λ̃p
(
C
(
ξ, 2k+1(1− r)

))
dσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)np

[log2
1

1−r ]∑
k=1

(ψ(k))p−1

22npk
Φp(2k+1(1− r)) ≤

≤ cΦp(1− r)

(1− r)np

[log2
1

1−r ]∑
k=1

(
2(k+1)2n

ψ(log(e+ 2k+1))

)p
(ψ(k))p−1

22npk
≤
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≤ cΦp(1− r)

(1− r)np

∞∑
k=1

ψp−1(k)

ψp(k log 2)
≤ cΦp(1− r)

(1− r)np

∞∑
k=1

1

ψ(k)
≤

≤ cΦp(1− r)

(1− r)np
.

Отже, ∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤
c(n, p, γ)Φp(1− r)

(1− r)np
.

Остання нерiвнiсть разом з (2.57) завершують доведення достатностi.

Необхiднiсть. З (2.46), маємо

|u(z)| ≥
∫
B

K(z, w)dλ(w) ≥ n+ 1

4n2

∫
B

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ(w)

≥ n+ 1

4n2

∫
C(ξ,1−r)

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, w⟩|2n
dλ(w).

Далi, використаємо методи доведення теореми 2.1. Оскiльки для w ∈

C(ξ, 1− r) справджується

|1− ⟨z, w⟩| ≤ 2(1− |z|),

отримаємо

|u(z)| ≥ n+ 1

4n+1n2
λ(C(ξ, 1− r))

(1− r)n
.

З припущення теореми випливає(
n+ 1

22(n+1)n2

)p ∫
S

λp(C(ξ, 1− r))

(1− r)np
dσ(ξ) ≤

∫
S

|u(rξ)|pdσ(ξ) ≤ cp
Φp(1− r)

(1− r)np
.

Отже,∫
S

λp(C(ξ, 1− r))dσ(ξ) ≤ cpΦp(1− r), 0 < r < 1.
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Доведення теореми 2.7. Нехай

ψ(x) = xκ, κ > 1.

Повторюючи доведення достатностi теореми 2.6 з Φ(δ) = δ2n logβ e
δ , ми

прийдемо до оцiнки ∫
S

|u2(rξ)|pdσ(ξ) ≤

≤ c

(1− r)np

[log2
1

1−r ]∑
k=1

k(p−1)κ

22npk
(2k+1(1− r))2np logβp

e

2k+1(1− r)
=

= c4np(1− r)np logp(β+κ) e

1− r

[log2
1

1−r ]∑
k=1

k(p−1)κ logβp e
2k+1(1−r)

(log e
2k+1(1−r) + log 2k+1)p(β+κ) ≤

≤ c4np(1− r)np logp(β+κ) e

1− r

[log2
1

1−r ]∑
k=1

k(p−1)κ 1

(log e
2 + log 2k+1)pκ

≤

≤ c(1− r)np logp(β+κ) e

1− r

∞∑
k=1

1

kκ
≤ c(1− r)np logp(β+κ) e

1− r
.

Звiдси випливає (2.56). Теорема 2.7 доведена.

2.3. Зростання iнтегралiв Кошi-Стiлтьєса та

Пуассона-Стiлтьєса

Для комплекснозначної функцiї f на S та борелевої мiри µ на S

iнтегралом Кошi називається

C[f ](z) =
∫
Sn

f(ξ)dσ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
, z ∈ B,
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де σ – мiра Лебега на S, нормована таким чином, що σ(S) = 1. Iнте-

гралом Кошi-Стiлтьєса називається

C[µ](z) =
∫
Sn

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
, z ∈ B. (2.60)

Аналогiчно, позначимо через

P [f ](z) =

∫
S

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
f(ξ)dσ(ξ), z ∈ B,

P [µ](z) =

∫
S

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
dµ(ξ), z ∈ B

iнтеграл Пуассона та iнтеграл Пуассона-Стiлтьєса вiдповiдно.

У цьому пiдроздiлi ми знайдемо точну оцiнку зростання iнтеграла

Кошi в одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса.

Згiдно з теоремою про розклад Жордана комплекснозначної мiри

µ,

µ = µ1 − µ2 + i(µ3 − µ4),

де мiри µj, j ∈ {1, 2, 3, 4} визначенi однозначно за µ ([46]), тодi

|µ|(E) =
n∑
j=1

µj(E).

Модулем неперервностi мiри µ називаємо

ω(δ, µ) = sup
z0∈S

|µ|({ξ ∈ S : d(ξ, z0) ≤ δ}),

де |µ| — повна варiацiя комплекснозначної борелевої мiри µ на S,

d(ξ, z) = |1− ⟨ξ, z⟩|1/2 – анiзотропна метрика на S, де z, ξ ∈ B̄.

Теорема 2.8. Нехай µ – комплекснозначна борелева мiра на S, p ∈

(0, n]. Якщо

∃c > 0 : ω(δ, µ) ≤ cδ2(n−p), 0 < δ ≤
√
2,
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то

C[µ](z) = O

(
1

(1− |z|)p

)
, z ∈ B. (2.61)

У прикладах 2.3-2.5 показано, що оцiнка (2.61) є непокращуваною

з точнiстю до сталого множника.

Щоб довести теорему 2.8 ми використаємо стандартний метод [35].

Той же пiдхiд дозволяє довести критерiй для iнтеграла Пуассона.

Теорема 2.9. Нехай µ — додатна борелева мiра на S, p ∈ (0, n). Оцiн-

ка

∃c > 0 ω(δ, µ) ≤ cδ2(n−p), 0 < δ < 1

виконується тодi i тiльки тодi, коли

P[µ](z) = O

(
1

(1− |z|)p

)
, z ∈ B.

Зауваження 2.6. Теореми 2.8 та 2.9 можна узагальнити для iнтегра-

лiв з ядрами виду

1

(1− ⟨z, ξ⟩)n+s
,

1

|1− ⟨z, ξ⟩|n+s
, s ∈ R,

вiдповiдно, для довiльного вибору p.

Доведення теореми 2.8. Позначимо

Fk(z) =
{
ξ ∈ S :

∣∣∣∣1− ⟨ z|z| , ξ⟩
∣∣∣∣ < 2k+1(1− |z|)

}
для z ∈ B \ {0} та k ∈ {0, 1, 2, . . .}, (F−1(z) := ∅). Тодi

∞∪
k=0

(Fk(z) \ Fk−1(z)) = S.
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Оскiльки ∀k ∈ N 1 > |z| > 3
4 ∀ξ ∈ Fk(z) \ Fk−1(z) ∀z :

|1− ⟨z, ξ⟩| ≥ ||1− |z|| − ||z| − ⟨z, ξ⟩|| =

= |z|
∣∣∣∣1− ⟨ z|z| , ξ⟩

∣∣∣∣− (1− |z|) ≥

≥ |z|2k(1− |z|)− (1− |z|) = (|z|2k − 1)(1− |z|)

i

∀ξ ∈ F0(z) : |1− ⟨z, ξ⟩| ≥ 1− |⟨z, ξ⟩| ≥ 1− |z|

ми маємо

|C[µ](z)| =
∣∣∣∣∫
S

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n

∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

∫
Fk(z)\Fk−1(z)

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
+

∫
F0(z)

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n

∣∣∣∣∣∣∣ ≤
≤

∞∑
k=1

∫
Fk(z)\Fk−1(z)

|dµ(ξ)|
(|z|2k − 1)n(1− |z|)n

+

∫
F0(z)

|dµ(ξ)|
(1− |z|)n

≤

≤ (1− |z|)−n
∞∑
k=1

(|z|2k − 1)−n|µ|(Fk(z)) + (1− |z|)−n|µ|(F0(z)) ≤

≤ (1− |z|)−n
∞∑
k=1

ω(
√
2k+1(1− |z|), µ)
(|z|2k − 1)n

+ (1− |z|)−nω(
√
2(1− |z|), µ) ≤

≤ (1− |z|)−n
∞∑
k=1

(
3

4
2k − 1

)−n
c(2k+1(1− |z|))n−p + 2n−pc(1− |z|)−p <

<
c

(1− |z|)p

(
2n−p

∞∑
k=1

2k(n−p)

(3 · 2k−2 − 1)n
+ 2n−p

)
,
3

4
< |z| < 1.

Оскiльки останнiй ряд є збiжним, ми отримаємо бажаний резуль-

тат.

Тепер, нехай |z| ≤ 3
4 . Оскiльки d(1, z) ≤

√
2 для всiх z ∈ B,

|µ|(S) ≤ ω(
√
2, µ) ≤ c2n−p.
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Тодi

|C[µ](z)| ≤
∫
S

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
≤ |µ|(Sn)

(1− |z|)n
≤

≤ c2n−p

(1− |z|)p
(
1
4

)n−p ≤ c8n−p

(1− |z|)p
.

Доведення теореми 2.9. Достатнiсть. Для ξ ∈ F1(z)

|1− ⟨z, ξ⟩| ≤
∣∣∣∣1− ⟨ z|z| , ξ⟩

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣⟨ z|z| − z, ξ
⟩∣∣∣∣ ≤

≤ 4(1− |z|) +
∣∣∣∣ z|z| − z

∣∣∣∣ = 5(1− |z|).

За припущенням теореми ∃c > 0 таке, що

c

(1− |z|)p
≥
∫
S

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
dµ(ξ) ≥

≥
∫

F1(z)

(1− |z|2)n

|1− ⟨z, ξ⟩|2n
dµ(ξ) ≥ (1 + |z|)n

52n(1− |z|)n
µ(F1(z)). (2.62)

Якщо d(z, ξ) <
√
3(1− |z|), то∣∣∣∣1− ⟨ z|z| , ξ⟩
∣∣∣∣ ≤ |1− ⟨z, ξ⟩|+

∣∣∣∣⟨z, ξ⟩ − ⟨ z|z| , ξ⟩
∣∣∣∣

< 3(1− |z|) +
∣∣∣∣z − z

|z|

∣∣∣∣ = 4(1− |z|).

Отже, за означенням F1(z) ми отримаємо

F1(z) ⊃ {ξ ∈ S : d(z, ξ) <
√

3(1− |z|)}.

З нерiвностi (2.62) та останнього включення маємо

µ(F1(z)) ≤ c1(1− |z|)n−p, z ∈ B,
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ω(
√

3(1− |z|), µ) ≤ c1(1− |z|)n−p, z ∈ B,

ω(δ, µ) ≤ c1δ
2(n−p)3p−n, 0 < δ ≤

√
3,

де c1 ≥ 52nc/2n.

Необхiднiсть. Використовуючи такий же метод як в доведеннi те-

ореми 2.8, ми отримаємо

|P[µ](z)| =
∫
S

(1− |z|2)ndµ(ξ)
|1− ⟨z, ξ⟩|2n

=

=
∞∑
k=1

∫
Fk(z)\Fk−1(z)

(1− |z|2)ndµ(ξ)
|1− ⟨z, ξ⟩|2n

+

∫
F0(z)

(1− |z|2)ndµ(ξ)
|1− ⟨z, ξ⟩|2n

≤

≤
∞∑
k=1

∫
Fk(z)\Fk−1(z)

(1− |z|2)ndµ(ξ)
(|z|2k − 1)2n(1− |z|)2n

+

∫
F0(z)

(1− |z|2)ndµ(ξ)
(1− |z|)n

≤

≤ (1− |z|)−n
∞∑
k=1

(1 + |z|)nµ(Ek(z))

(|z|2k − 1)2n
+ (1− |z|)−n(1 + |z|)nµ(E0(z)) ≤

≤ (1− |z|)−n
∞∑
k=1

2nω(
√

2k+1(1− |z|), µ)
(|z|2k − 1)2n

+
2nω(

√
2(1− |z|), µ)

(1− |z|)n
≤

≤ (1− |z|)−n
∞∑
k=1

(
3

4
2k − 1

)−2n

2nc(2k+1(1− |z|))n−p + 2n−p2nc

(1− |z|)p
≤

≤ c

(1− |z|)p

(
22n−p

∞∑
k=1

2k(n−p)

(3 · 2k−2 − 1)2n
+ 22n−p

)
.

Iз збiжностi останнього ряду випливає бажана нерiвнiсть. Якщо

|z| ≤ 3
4 , використовуючи метод з доведення в теореми 2.8, ми отрима-

ємо

|P[µ](z)| ≤
∫
S

(1− |z|2)n|dµ(ξ)|
|1− ⟨z, ξ⟩|2n

≤ 2n|µ|(S)
(1− |z|)n

≤

≤ c2n−p2n

(1− |z|)p
(
1
4

)n−p ≤ c24n−3p

(1− |z|)p
.
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Приклад 2.3. Нехай в теоремi 2.8 µ – це мiра Лебега σ на S. Зауважи-

мо, що Qδ = {ξ ∈ S : d(ξ, z0) < δ} це “куля” на S i σ(Qδ) ≍ δ2n, δ → 0

[35, розд.5]. Оскiльки σ iнварiантна вiдносно поворотiв сфери, модуль

неперервностi

ω(δ, σ) = sup
z0∈S

σ({ξ ∈ S : d(ξ, z0) < δ}) ≍ δ2n, δ → 0,

тому [35, твердж. 1.4.10]∫
S

dσ(ξ)

|1− ⟨z, ξ⟩|n
≍ ln

1

1− |z|
, |z| ↑ 1.

Отже, твердження теореми 2.8 не вiрне у випадку p = 0.

Приклад 2.4. Нехай µ = δξ0, тобто

µ(A) =


c, A ∋ ξ0;

0, в iншому випадку.

де A ⊂ S, ξ0 ∈ S. Тодi

ω(δ, µ) = c ∈ C, p = n

i

C[µ](tξ0) =
∫
S

dµ(ξ)

(1− ⟨tξ0, ξ⟩)n
= c

1

(1− t)n
, 0 < t < 1.

Цей приклад показує точнiсть теореми 2.8 для p = n.

Рiвнiсть

C[µ](z) =
∫
S

dµ(ξ)

(1− ⟨z, ξ⟩)n
, z ∈ B
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часто розглядають як оператор Кошi-Сеге, який дiє з простору M(S)

(M+(S)) борелевих (додатних) мiр на S в клас аналiтичних функцiй

в B.

Позначимо Hp
q (B), 1 ≤ p ≤ ∞, q ≥ 0, клас аналiтичних функцiй f

в B з такою нормою

∥f∥pq = sup
0<r<1

(1− r)q
(∫

S

∥f(rξ)∥pdσ(ξ)
)1/p

,

∥f∥∞q = sup
0<r<1

(1− r)qmax
|z|=r

|f(z)|.

Також hpq позначатиме клас гармонiйних функцiй в B з такою ж нор-

мою. Вiдомо, що iснують мiри µ ∈ M(S) такi, що C[µ] /∈ H1
0(B) ([52,

c.30]). Позначимо через Λα(S) (Λ+
α (S)) клас (додатних) мiр на S таких,

що

∥µ∥α = sup
0<δ≤

√
2

ω(δ, µ)

δ2α
< +∞.

Наслiдок 2.4. Оператори C[µ] i P [µ], що дiють з Λα(S) ⊂ M(S)

i Λ+
α (S) ⊂ M+(S) в H∞

n−α(B) i h∞n−α(B), вiдповiдно, є обмеженими.

Бiльше того,

∥C∥ ≤ 23n

2p − 1
+ 2n−p та ∥P∥ ≤ 27n

2n+p − 1
+ 22n−p.

Доведення. Обмеженiсть операторiв C[µ] i P [µ] випливає з теорем 2.8

та 2.9 вiдповiдно. Доведемо потрiбнi нерiвностi,

∥C∥ = sup
|µ|≠0

∥Cµ∥∞n−α
∥µ∥α

≤ max

{
2n−p

∞∑
k=1

2k(n−p)

(3 · 2k−2 − 1)n
+ 2n−p, 8n−p

}

≤ max

{
2n−p

∞∑
k=1

2k(n−p)

2(k−2)n
+ 2n−p, 8n−p

}
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≤ max

{
23n

2p − 1
+ 2n−p, 8n−p

}
=

23n

2p − 1
+ 2n−p.

i

∥P∥ = sup
|µ|≠0

∥Pµ∥∞n−α
∥µ∥α

≤ max

{
22n−p

∞∑
k=1

2k(n−p)

(3 · 2k−2 − 1)2n
+ 22n−p, 24n−3p

}

≤ max

{
27n

2n+p − 1
+ 22n−p, 24n−3p

}
=

27n

2n+p − 1
+ 22n−p.

Наслiдок 2.4 доведено.

Приклад 2.5. Нехай µ – борелева мiра на S = S2 ⊂ C2 i

µ(ξ) =


k−l, ξ = (1− k−q,

√
1− (1− k−q)2)

0, в iншому випадку.

де 1 < l < 2q + 1, q > 0, k = 0, 1, . . ..

Тодi ω(δ, µ) ≍ δ2
l−1
q , тобто µ ∈ Λ l−1

q
i

max
|z|=r

|C[µ](z)| ≥ c

(1− r)2−
l−1
q

.

Доведення. Виконуються спiввiдношення

ω(δ, µ) =

∫
|1−ξ1|<δ2

dµ(ξ1, ξ2) =
∑
k−q<δ2

k−l =
∑
k>δ−

2
q

k−l ≍ δ
2
q (l−1).

Нехай z = re1 де e1 = (1, 0) ∈ S2, r ∈ (0, 1)

C[µ](re1) =
∫
S2

dµ(ξ)

(1− rξ1)2
=

∞∑
k=1

k−l

(1− r(1− k−q))2
≥

≥

2

[
1

(1−r)1/q

]∑
k=

[
1

(1−r)1/q

]
1

kl(1− r + r
kq )

2
≥

2

[
1

(1−r)1/q

]∑
k=

[
1

(1−r)1/q

]
(1− r)

l
q

2l
1

((1− r) + r(1− r))2
≥
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≥ 1

2(1− r)
1
q

(1− r)
l
q

2l
1

4(1− r)2
=

1

2l+3
(1− r)

l−1
q −2.

Приклад 2.5 показує точнiсть наслiдку 2.4 для α = l−1
q ∈ (0, n),

n = 2.

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi:

— описано асимптотичну поведiнку середнiх iнварiантного потенцiалу

Грiнаmp(r,Gµ) в термiнах властивостей мiри µ, що узагальнює резуль-

тати Столла, де оцiнено максимальну швидкiсть зростання mp(r,Gµ),

для 1 ≤ p ≤ 2n−1
2n−3 , без урахування властивостей конкретної мiри µ

([40],[41]).

— знайдено необхiднi умови для оцiнки зростання mp(r,Gµ) у ви-

падку 0 < p < 1.

— описано асимптотичну поведiнку p-их середнiх недодатних M-

субгармонiйних функцiй, що зображуються у виглядi

u(z) = Hu(z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w),

де Hu — найменша M-гармонiйна мажоранта функцiї u, у термiнах

гладкостi мiри Рiсса µ. Теорема 2.5 узагальнює результат I.Е.Чижикова

[6] для субгармонiйних функцiй в одновимiрному комплексному про-

сторi.
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— знайдено точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiльтьєса в

одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса та оцiнку

зростання iнтегралу Пуассона-Стiльтьєса.
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РОЗДIЛ3

ЗРОСТАННЯ λ-СПIРАЛЕПОДIБНИХ ФУНКЦIЙ

Нехай λ – дiйсне число, яке знаходиться мiж −π
2 та π

2 . Крива

γλ : t 7→ exp(teiλ), t ∈ R

та її повороти eiθγλ, θ ∈ R називаються λ-спiралями. Область Ω така,

що 0 ∈ Ω називається λ-спiралеподiбною (вiдносно 0), якщо

∀ω ∈ Ω : [0, ω]λ ⊂ Ω,

де

[0, ω]λ = {ω exp(teiλ) : t ≤ 0} ∪ {0}.

Аналiтична в одиничному крузi D функцiя f така, що f(0) = 0

називається λ-спiралеподiбною, якщо f вiдображає D однолисто на λ-

спiралеподiбну область. Також позначимо ([26])

θ = argλω ω ∈ eiθγλ(R).

Нехай S позначатиме клас аналiтичних та однолистих в D функцiй

([34, c.11]), якi задовольняють умови f(0) = 0 i f ′(0) = 1,

Fλ =

{
f ∈ S : Re

(
e−iλzf ′(z)

f(z)

)
> 0, z ∈ D

}
, λ ∈

(
−π
2
,
π

2

)
.

Зауважимо, що Fλ, λ ∈
(
−π

2 ,
π
2

)
збiгається з класом λ-спiралеподiбних

функцiй, нормованих наступним чином f ′(0) = 1.
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Для f ∈ S, R > 0, нехай α(R, f) позначатиме довжину найбiльшої

дуги, яка мiститься в множинi {ζ ∈ ∂D : Rζ ∈ f(D)}. Оскiльки фун-

кцiя α(R, f) – незростаюча, коли f – спiралеподiбна, то iснує границя

A(f) = lim
R→+∞

α(R, f) ([26]).

Позначимо

M(r, f) = max{|f(z)| : |z| = r}.

У [26] Кiм та Сугава довели, що

lim
r→1−

logM(r, f)

log 1
1−r

=
A(f) cos2 λ

π

для кожної f ∈ Fλ. Зауважимо, що при λ = 0 це результат отримав

Поммеренке у [32].

Наступна теорема є узагальненням результату Поммеренке ([32])

для зiркових функцiй (див. також [30]).

Теорема I ([26]). Нехай f ∈ Fλ, λ ∈ (−π/2, π/2). Тодi границi

β(t) = lim
r→1−

argλf(re
it) i f(eit) = lim

r→1−
f(reit) ∈ C ∪ {∞}

iснують для кожного t ∈ R таким чином, що β(t) неспадна при t ∈ R

i β(t+ 2π) = β(t) + 2π. Бiльше того, f можна зобразити у виглядi

f(z) = z exp

−e
iλ cosλ

π

2π∫
0

log(1− e−itz)dβ(t)

 , z ∈ D, (3.1)

де log означає головне значення Log.

Навпаки, якщо β(t) неспадна дiйснознана функцiя, t ∈ R, для

якої виконується β(t + 2π) = β(t) + 2π, тодi функцiя f задана (3.1) є

λ-спiралеподiбною.
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Гансен висловив припущення [21] що

M(r, f) = O((1− r)−q0) якщо A(f) ̸= 0 (3.2)

де q0 = 1
πA(f) cos

2 λ. Також вiн припускав, що

an = O(nq0−1) q0 > 1. (3.3)

Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Сугава [26] показали, що в загальному ви-

падку це не так.

Теорема J ([26]). Нехай λ ∈ (−π/2, π/2) i 0 < A < 2π. Тодi iснує

f ∈ Fλ така, що A(f) = A, але спiввiдношення

M(r, f) ≍ (1− r)−A(f) cos
2 λ/π

не виконується.

Доведення цiєї теореми ґрунтується на наступнiй лемi.

Лема 3.1 ([26]). Нехай

g0(z) =
1

1− z
log

1

1− z
=

∞∑
n=1

(
1 +

1

2
+ ...+

1

n

)
zn, z ∈ D.

Тодi функцiя g0 є зiрковою, A(g0) = π i крiм того виконується

M(r, g0) ≍
log 1

1−r
1− r

, r → 1− .

Зауваження 3.1. Оскiльки

1 +
1

2
+ ...+

1

n
≍ log n,

це показує, що (3.3) не виконується коли λ = 0 i q0 = 1.

Для f ∈ Fλ, запишемо
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logM(r, f) ≡ q0 log
1

1−r + δf(r), 0 < r < 1.

гiпотеза Гансена рiвносильна припущенню, що величина δf(r) обме-

жена зверху. З прикладу Кiма та Сугави випливає, що δf(r) може

зростати як log log 1
1−r при r → 1− для f ∈ Fλ, q0 = q0(λ).

Природно виникає наступне питання, яка максимальна швидкiсть

зростання δf(r) для класу Fλ?

Зауваження 3.2. З означення q0 випливає, що

δf(r) = o

(
log

1

1− r

)
, r → 1− .

Ми покажемо, що посилити це спiввiдношення не можна.

Функцiя ψ : [0,+∞) → (0,+∞) називається повiльно зростаючою

([37]), якщо ψ неспадна i

∀c > 0 : lim
x→+∞

ψ(cx)

ψ(x)
= 1.

Наступна теорема є основним результатом цього роздiлу.

Теорема 3.1. Нехай ψ — додатна необмежена повiльно зростаюча

функцiя на [0,+∞), 0 ≤ A < 2π, −π
2 < λ < π

2 . Тодi iснує функцiя

f ∈ Fλ така, що A(f) = A i константа D > 0 така, що

logM(r, f) ≥ A cos2 λ

π
log

1

1− r
+
D log 1

1−r
ψ( 1

1−r)
+O(1), r → 1− .

Зауваження 3.3. Якщо log x
ψ(x) → +∞, то O(1) в оцiнцi теореми можна

вiдкинути.
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Зважаючи на зауваження 3.2, твердження теореми не можна по-

кращити, тому що функцiя ψ може зростати до нескiнченностi якзав-

годно повiльно.

Доведення теореми 3.1. Визначимо функцiю β(t) на [−π, π] насту-

пним чином

β(t) = AH(t) + β∗(t),

де

β∗(t) =


0, якщо t ∈ [−π, 0];

B

ψ( 1
t )
, якщо t ∈ (0, π],

а ψ(t) i A визначенi в припущеннi теореми,

H(t) =


0, якщо t ≤ 0;

1, якщо t > 0,

та стала B задовольняє рiвнiсть A+ B

ψ( 1
π)

= 2π, тобто

B = ψ

(
1

π

)
(2π − A) > 0.

Оскiльки функцiя ψ — неспадна i додатна, то β(t) теж неспадна та

додатна, крiм того, за побудовою функцiї β, виконується рiвнiсть

β(t+ 2π) = β(t) + 2π.

Тому для β(t) виконуються умови теореми I. Отже, функцiя

f(z) = z exp

−e
iλ cosλ

π

π∫
−π

log(1− e−itz)d(AH(t) + β∗(t))

 =
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= z exp

−Ae
iλ cosλ

π
log(1− z)− eiλ cosλ

π

π∫
−π

log(1− e−itz)dβ∗(t)

 ,

де log(1 − w), w ∈ D — головне значення Log(1 − w), належить до

класу Fλ.

Розглянемо

log

∣∣∣∣f(z)z
∣∣∣∣ = −Re

{
Aeiλ cosλ

π
log(1− z)

}
−

−Re

{
eiλ cosλ

π

π∫
−π

log(1− e−itz)dβ∗(t)

}
=

= −A cosλ

π
Re

{
eiλ log(1− z)

}
− cosλ

π
Re

{
eiλ

π∫
−π

log(1− e−itz)dβ∗(t)

}
.

Якщо z = reiφ, φ = 0, то проiнтегрувавши частинами, отримаємо

log
|f(r)|
r

=
A cosλ

π
log

1

1− r
− cosλ

π
Re

{
eiλ

π∫
−π

log(1− e−itr)dβ∗(t)

}
=

= q0 log
1

1− r
− cosλ

π
Re

{
log(1− e−itr)β∗(t)

∣∣π
−π+

+eiλ
π∫

−π

ire−it

1− re−it
β∗(t)dt

}
= q0 log

1

1− r
+

cos2 λ

π
(2π − A) log

1

1 + r
+

+
r cosλ

π
Re

{
eiλ

π∫
−π

ie−it

1− re−it
β∗(t)dt

}
=

= q0 log
1

1− r
+O(1)− r cosλ

π
Im

{ π∫
−π

ei(λ−t)

1− re−it
β∗(t)dt

}
.

Обчислимо

Im

{
ei(λ−t)

1− re−it

}
= Im

{
ei(λ−t) − reiλ

|1− re−it|2

}
=

sin(λ− t)− r sinλ

|1− re−it|2
.
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Тодi

log
|f(r)|
r

= q0 log
1

1− r
+O(1) +

r cosλ

π

π∫
−π

r sinλ− sin(λ− t)

|1− re−it|2
β∗(t)dt =

= q0 log
1

1− r
+O(1) +

r cosλ

π

π∫
−π

sinλ(r − cos t) + cosλ sin t

|1− re−it|2
β∗(t)dt =

= q0 log
1

1− r
+O(1) +

r sin 2λ

2π

π∫
−π

r − cos t

|1− re−it|2
β∗(t)dt+

+
r cos2 λ

π

π∫
−π

sin t

|1− re−it|2
β∗(t)dt.

Оцiнимо перший iнтеграл, враховуючи зростання i невiд’ємнiсть β∗,
π∫

−π

|r − cos t|
|1− re−it|2

β∗(t)dt =

π∫
0

1− cos t+ 1− r

|1− re−it|2
β∗(t)dt =

=

π/2∫
0

1− cos t

|1− re−it|2
β∗(t)dt+

π∫
π/2

1− cos t

|1− re−it|2
β∗(t)dt+

+

π∫
0

1− r

|1− re−it|2
β∗(t)dt ≤

π/2∫
0

2 sin2 t
2

(1− r cos t)2 + r2 sin2 t
β∗(t)dt+

+

π∫
π/2

2

1 + r2 − 2r cos t
β∗(t)dt+

π∫
0

1− r

|1− re−it|2
β∗(t)dt ≤

≤
π/2∫
0

2 sin2 t
2

r2 sin2 t
β∗(t)dt+

π∫
π/2

2

1 + r2
β∗(t)dt+ πβ∗(π)

1− r

1− r2
≤

≤ β∗(π/2)

r2
+
πβ∗(π)

1 + r2
+ πβ∗(π)

тут ми використали рiвнiсть

1

2π

2π∫
0

1− r2

|1− re−it|2
dt = 1,
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парнiсть ядра Пуассона i той факт, що

π/2∫
0

sin2 t
2

sin2 t
dt =

1

4

π/2∫
0

dt

cos2 t
2

=
1

2
tg
t

2

∣∣∣∣∣
π/4

0

=
1

2
.

Отже,

log
|f(r)|
r

≥ q0 log
1

1− r
+O(1) +

r cos2 λ

π

π∫
−π

sin t

|1− re−it|2
β∗(t)dt.

Крiм того, для t ∈ (1− r, π/2)

|1− re−it|2 = (1− r)2 + 4r sin2
t

2
≤ t2 + 4r

(
t

2

)2

≤ 2t2.

Тому, враховуючи цю нерiвнiсть та нерiвнiсть

sin t ≥ 2

π
t, t ∈ [0, π/2],

log
|f(r)|
r

≥ q0 log
1

1− r
+O(1) +

r cos2 λ

π

π/2∫
1−r

sin t

|1− re−it|2
β∗(t)dt ≥

≥ q0 log
1

1− r
+
r cos2 λ

π
β∗(1− r)

π/2∫
1−r

sin t

2t2
dt+O(1) ≥

≥ q0 log
1

1− r
+
r cos2 λ

π
β∗(1− r)

π/2∫
1−r

1

πt
dt+O(1) ≥

≥ q0 log
1

1− r
+
r cos2 λ

π2
B

ψ( 1
1−r)

log
1

1− r
+O(1).

Це завершує доведення теореми, де 0 < D < B cos2 λ/π2.

Далi ми оцiнимо коефiцiєнти в розкладi Тейлора для функцiї f ,

яка була побудована ранiше. Для цього потрiбнi додатковi умови на

гладкiсть функцiї ψ.
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Нагадаємо поняття уточненого порядку ([24]) на [r0, 1), r0 ∈ [0, 1).

Функцiя α(r), яка задовольняє умови:

i) α(r) додатна та диференцiйована на 0 ≤ r0 < r < 1;

ii) α(r) → α при r → 1−, де 0 < α <∞;

iii) limr→1− α
′(r)(1− r) log(1− r) = 0

називається уточненим порядком.

Твердження 3.1. Нехай виконуються припущення теореми 3.1 i

A cos2 λ > π. Крiм того припустимо, що f(z) =
∑∞

n=0 anz
n, ψ диферен-

цiйована та виконується рiвнiсть

lim
t→+∞

ψ′(t)t log t

ψ2(t)
= 0.

Тодi iснує послiдовнiсть натуральних чисел (nk), nk ↑ +∞ (k → ∞),

така, що

|ank| ≥ cn
α
(
1− 1

nk

)
k ,

де

α(r) = q0 − 1 +
D

ψ
(

1
1−r
) , c > 0.

Приклад 3.1. Нехай ψ(x) = D log1−p x, де 0 < p < 1, q0 > 1. Тодi

α(r) = q0 − 1 +
1

log1−p 1
1−r

— уточнений порядок, оскiльки α(r) – додатна i диференцiйована, за

означенням, та виконуються спiввiдношення

lim
r→1−

α(r) = q0 − 1,
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lim
r→1−

α′(r)(1− r) log(1− r) = lim
r→1−

(1− p)
1

log1−p 1
1−r

= 0.

Очевидно, ψ(x) є необмеженою, диференцiйованою та повiльно зро-

стаючою функцiєю, для якої

lim
t→+∞

ψ′(t)t log t

ψ2(t)
= lim

t→+∞

1− p

D log1−p t
= 0.

Тому з твердження 3.1 випливає

|ank| ≥ cnq0−1+logp−1 nk
k ≥ cnq0−1

k elog
p nk, k → ∞.

Приклад 3.2. Нехай

ψ(x) =
D log x

β log log x
,

де β > 0, тодi

α(r) = q0 − 1 +
β log log 1

1−r
log 1

1−r
.

Оскiльки функцiя ψ необмежена, повiльно зростаюча та диференцiйо-

вана i

lim
t→+∞

ψ′(t)t log t

ψ2(t)
= lim

t→+∞

β(log log t− 1)

D log t
= 0,

то вона задовольняє умови твердження 3.1. Отже, виконується спiв-

вiдношення

|ank| ≥ cnq0−1
k n

β
log log nk
lognk

k = cnq0−1
k logβ nk, k → ∞.

Для доведення твердження 3.1, нам потрiбна наступна елементар-

на лема. Ймовiрно це вiдомий факт, та для повноти викладу, ми його

доведемо.
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Лема 3.2. Нехай функцiя f(z) =
∑∞

n=0 anz
n аналiтична у D, i α(r),

r ∈ (0, 1) — уточнений порядок. Тодi

∀n ∈ N : |an| ≤ nα(1−
1
n ) ⇒ |f(z)| < C(1− |z|)−α(|z|)−1, z ∈ D.

Доведення леми 3.2. Означимо f ∗(z) =
∑∞

n=0 |an||z|n. Ми можемо на-

писати таку оцiнку

|f(z)| ≤ f ⋆(z) ≡
∞∑
n=0

|an|rn ≤
∞∑
n=0

nα(1−
1
n )rn, r = |z|.

Далi знайдемо оцiнку зверху для максимального члена ряду

µf⋆(r) = max{|an|rn : n ∈ Z+}.

Знайдемо центральний iндекс. Для цього продиференцiюємо логарифм

загального члена. З вiдношення

α′
(
1− 1

x

) 1

x2
log x+ α

(
1− 1

x

)1
x
+ log r = 0,

ми отримаємо, використовуючи iii), що(
α

(
1− 1

x

)
+ o(1)

)
1

x
= − log r, x→ +∞.

Звiдки

x =
α
(
1− 1

x

)
+ o(1)

− log r
∼ α

− log r
, x→ +∞.

Отже, центральний iндекс

νf⋆(r) = max{n : |an|rn = µf⋆(r)}

задовольняє рiвнiсть

νf⋆(r) =
α

1− r
(1 + o(1)), r → 1− .
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Тому

µf(r) =

(
α

1− r

)α(1−1−r
α (1+o(1))

)
r

α
1−r (1+o(1)) =

=

(
α

1− r

)α(1− 1−r
α (1+o(1))

)
e−α(1+o(1)). (3.4)

З властивостей уточненого порядку випливає, що функцiя

L(r) =

(
1

1− r

)α(r)−α
повiльно зростаюча для 0 < r < 1 ([24]), тобто

L

(
r +

1

k
(1− r)

)
∼ L(r), r → 1−, k ≥ k0 > 1.

Якщо ми позначимо

β(1− r) = 1− r − 1

k
(1− r),

то (
1

β(1− r)

)α(1−β(1−r))−α
= L(1− β(1− r)) ∼

∼ L(r) =

(
1

1− r

)α(r)−α
, r → 1− .

Вибираючи

k =
α

α− 1
(1 + o(1)), r → 1−,

ми отримаємо, що

β(1− r) =

(
1− 1

k

)
(1− r) ∼ α

1− r
.

Отже, з (3.4) виводимо

µf∗(r) ≤ (1 + o(1))

(
α

1− r

)α(r)(
α

e

)α
, r → 1−.
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I нарештi,

|f(z)| ≤
∞∑
n=0

|an|rn =
∞∑
n=0

|an|
(
1 + r

2

)n(
2r

1 + r

)n
<

< µf⋆

(
1 + r

2

)
1 + r

1− r
<

c

(1− r)α(r)+1
.

Доведення твердження 3.1. З теореми 3.1 ми маємо

M(f, r) ≥ c(1− r)−α(r)−1,

де

α(r) = q0 − 1 +D/ψ(
1

1− r
).

Тому для доведення достатньо показати, що α(r) задовольняє три

умови з означення уточненого порядку. Очевидно, що перша умова,

що функцiя α(r) диференцiйована на 0 ≤ r0 < r < 1 виконується.

Оскiльки

ψ(t) ↗ +∞ (t→ +∞),

друга умова α(r) → q0 − 1 при r → 1− задовольняється теж.

Також, виконання останньої умови

lim
r→1

α′(r)(1− r) log(1− r) = 0

випливає з другого припущення в твердженнi.

Отже, застосовуючи лему 3.2, ми отримаємо

M(r, f) ≥ 1

(1− r)A cos2 λ/π

1

(1− r)D/ψ(
1

1−r)
⇒ |ank| ≥ cn

α
(
1− 1

nk

)
k

для деякої послiдовностi натуральних чисел (nk), nk ↑ +∞ (k → +∞)

i деякого c > 0.
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Висновки до роздiлу 3

Гiпотеза Гансена ([21]) полягає в тому, що величина δf(r) для ма-

ксимуму модуля нормованої певним чином λ-спiралеподiбної функцiї

logM(r, f) ≡ q0 log
1

1− r
+ δf(r)

обмежена зверху. Йонг Чан Кiм та Тошiюкi Сугава довели, що δf(r)

може зростати як log log 1
1−r при r → 1− для f ∈ Fλ, q0 = q0(λ) ([26]).

В третьому роздiлi:

— описано максимальну швидкiсть зростання δf(r) для класу Fλ,

що узагальнює результат Кiма та Сугави;

— оцiнено зверху коефiцiєнти в розкладi Тейлора для функцiї f ,

яка була побудована в цьому роздiлi.
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ВИСНОВКИ

У другому роздiлi описано зростання середнiх iнварiантного по-

тенцiалу Грiна mp(r,Gµ) в термiнах властивостей мiри µ, що є уза-

гальненням результату Столла, який знайшов точну оцiнку швидкостi

зростання mp(r,Gµ), для 1 ≤ p < 2n−1
2n−3 , без урахування властивостей

конкретної мiри µ ([40],[41]). Також знайдено необхiднi умови для оцiн-

ки зростання mp(r,Gµ) у випадку 0 < p < 1. Дослiджено асимптоти-

чну поведiнку p-их середнiх недодатних M-субгармонiйних функцiй,

що зображуються у виглядi

u(z) = Hu(z)−
∫
B

G(z, w)dµu(w),

де Hu — найменша M-гармонiйна мажоранта функцiї u, у термiнах

гладкостi мiри Рiсса µ. Теорема 2.5 узагальнює результат I.Е.Чижикова

[6] для субгармонiйних функцiй в одновимiрному комплексному про-

сторi.

Отримано точну оцiнку зростання iнтегралу Кошi-Стiльтьєса в

одиничнiй кулi в Cn в термiнах гладкостi мiри Стiльтьєса та оцiнку

зростання iнтегралу Пуассона-Стiльтьєса.

В третьому роздiлi описано узагальнення результату Йонг Чан Кiм

та Тошiюкi Сугава [26], якi спростували гiпотезу Гансена [21], щодо

поведiнки максимуму модуля λ-спiралеподiбних функцiй на колi ра-

дiуса r, 0 < r < 1. Гiпотеза рiвносильна припущенню, що величина

δf(r) у виразi

logM(r, f) ≡ q0 log
1

1− r
+ δf(r)
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обмежена зверху. З прикладу Кiма та Сугави випливає, що δf(r) може

зростати як log log 1
1−r при r → 1− для f ∈ Fλ, q0 = q0(λ). В дисер-

тацiйнiй роботi описано максимальну швидкiсть зростання δf(r) для

класу λ-спiралеподiбних в одиничному крузi функцiй Fλ та оцiнено

коефiцiєнти з розкладу в ряд Тейлора для функцiї f .
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