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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. У дисертацiї означується i вивчається новий пiдклас
топологiчних iнверсних напiвгруп, що складається з дiтопологiчних напiвгруп.

Топологiчнi iнверснi напiвгрупи утворюють важливий клас у сучаснiй топо-
логiчнiй алгебрi. Як вiдомо, симетрiї в математицi описуються групами. При-
чиною винайдення iнверсних напiвгруп був розвиток рiзних типiв неевклiдових
геометрiй, i, як наслiдок, виникнення об’єктiв, симетрiї яких неможливо описа-
ти за допомогою груп. Одним з таких об’єктiв були псевдогрупи – узагальнення
об’єктiв, введених Лi в 1880-х роках, i якi є множинами гомеоморфiзмiв мiж вiд-
критими пiдмножинами топологiчного простору, замкненими вiдносно операцiй
композицiї i взяття оберненого.

В результатi пошуку об’єкта, який би описував структуру, що лежить в осно-
вi псевдогруп, в 1952 роцi Вагнером i, незалежно, в 1954 роцi Престоном було
введене поняття iнверсної напiвгрупи – множини S з визначеною на нiй асоцiа-
тивною операцiєю, в якiй для кожного елемента x ∈ S iснує єдиний обернений
до нього x−1 ∈ S, тобто x = xx−1x i x−1xx−1 = x−1. Також було отрима-
но основний результат теорiї iнверсних напiвгруп – теорему Вагнера-Престона
про вкладення iнверсної напiвгрупи у симетричну iнверсну напiвгрупу1, тобто
напiвгрупу часткових бiєкцiй деякої множини. Ця теорема, очевидно, є напiв-
груповим аналогом теореми Келi для груп.

Важливим пiдкласом iнверсних напiвгруп є клiфордовi iнверснi напiвгру-
пи. Такi напiвгрупи є об’єднаннями груп. Структура i властивостi клiфордових
iнверсних напiвгруп в значнiй мiрi визначаються пiдгрупами з яких вони скла-
даються. У 1970-х роках Понiзовський довiв2, що кожна клiфордова iнверсна
напiвгрупа є пiднапiвгрупою добутку нуль-розширень своїх пiдгруп. Пiд нуль-
розширенням групи ми розумiємо саму групу з приєднаним нулем. Цей факт
дозволяє застосовувати результати теорiї груп для дослiдження клiфордових
iнверсних напiвгруп.

Топологiчний аналог теореми Вагнера-Престона доведено Лоусоном для то-
пологiчних напiвграток – топологiчних комутативних напiвгруп, кожний еле-
мент яких є iдемпотентом. За теоремою Лоусона3, кожна компактна напiвгра-
тка Лоусона E ваги w(E) ≤ κ вкладається в тихоновський куб [0, 1]κ вiдрiзкiв з
операцiєю покоординатного мiнiмуму, а кожна компактна нуль-вимiрна напiв-
гратка E ваги w(E) ≤ κ – в канторiв куб {0, 1}κ ⊂ [0, 1]κ.

Для топологiчних груп, ще ранiше, у 1934 роцi, Понтрягiн показав, що кожна
компактна абелева топологiчна група ваги w(E) ≤ κ вкладається в добуток Tκ

1Lawson, M.: Inverse Semigroups. The Theory of Partial Symmetries. World Scientific Publishing Co.Pre.Ltd,
NJ–Singapore–London (1998).

2Понизовский, И.: О гомоморфизмах коммутативных полугрупп. Доклады Академии Наук СССР. 135
(5), 1058–1060 (1960).

3Lawson, J.: Topological semilattices with small semilattices. J. London Math. Soc. 2 (1), 719-724 (1969).
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кiл T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Задачу отримання аналогу вищезгаданого результату Понiзовського для
клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп розв’язала О. Гринiв4. Вона по-
будувала топологiчнi вкладення компактних клiфордових iнверсних напiвгруп
в добутки нуль-розширень груп чи конусiв над групами.

Усi згаданi вище результати були отриманi для топологiчних клiфордових
iнверсних напiвгруп, якi є компактними. У процесi пошуку умов, якi б послаб-
лювали компактнiсть i виник клас дiтопологiчних напiвгруп, тобто топологi-
чних iнверсних напiвгруп з неперервним дiленням. Як показано у дисертацiї,
властивiсть дiтопологiчностi зберiгається пiднапiвгрупами i операцiями тихо-
новського, зведеного i напiвпрямого добуткiв, окрiм того, всi топологiчнi на-
пiвгратки, топологiчнi групи, компактнi та унiформiзовнi топологiчнi iнверснi
напiвгрупи є дiтопологiчними.

Наявнiсть структурних теорем для клiфордових топологiчних iнверсних на-
пiвгруп дозволяє розв’язати задачу їх метризовностi. Згiдно з класичною теоре-
мою Бiркгофа-Какутанi5, топологiчна група метризовна тодi i лише тодi, коли
вона задовольняє першу аксiому злiченностi.

Задача метризовностi компактних топологiчних iнверсних напiвгруп з ме-
тризовними пiдгрупами та напiвгратками була розв’язана Т. Банахом6 для нуль-
вимiрних клiфордових компактних iнверсних напiвгруп, та Т. Банахом i Б. Бо-
калом7 для компактних iнверсних напiвгруп. Вiдкритим залишалося питання
послаблення умови компактностi напiвгрупи.

Особливiсть будови клiфордових iнверсних напiвгруп сприяє постановцi i
дослiдженню задачi автоматичної неперервностi для клiфордових топологiчних
iнверсних напiвгруп. В загальному, задача автоматичної неперервностi полягає
у пошуку умов на функцiю f : X → Y мiж топологiчними просторами X,
Y i на самi простори, якi б гарантували неперервнiсть цiєї функцiї. Одним з
класичних прикладiв автоматичної неперервностi є теорема С. Банаха про за-
мкнений графiк, згiдно з якою, необхiдною i достатньою умовою неперервностi
лiнiйного оператора мiж банаховими просторами є замкненiсть його графiка як
пiдмножини добутку цих просторiв.

У теорiї топологiчних груп добре вивчена автоматична неперервнiсть го-
моморфiзмiв мiж польськими групами. Класичним є результат Петтiса8, згi-

4Hryniv, O.: Universal objects in some classes of Clifford topological inverse semigroups. Semigroup Forum. 75
(3), 683–689 (2007).

5Arhangel’skii, A., Tkachenko, M.: Topological groups and related structures. Atlantis Press, Amsterdam–Paris
(2008).

6Banakh, T.: On cardinal invariants and metrizability of topological inverse Clifford semigroups. Topology and
its Applications. 128 (1), 13–48 (2003).

7Banakh, T., Bokalo, B.: Cardinal invariants and metrizability of topological inverse semigroups. Topology Appl.
128 (1), 3–12 (2003).

8Pettis, B.: On continuity and openness of homomorphisms in topological groups. Ann. of Math. 2 (52), 293—308
(1950).
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дно з яким, кожний вимiрний за Бером (прообраз вiдкритої множини якого
є множиною з властивiстю Бера) гомоморфiзм мiж польськими групами непе-
рервний. Для вимiрних гомоморфiзмiв вiдомий результат Вейля, який доводить
неперервнiсть вимiрних гомоморфiзмiв мiж локально компактними топологi-
чними групами. Христенсен9 отримав аналогiчний результат, замiнивши умову
локальної компактностi груп на абелевiсть. Солецький10 розглянув цю задачу
для класу аменабельних в одиницi груп, який мiстить всi польськi групи, що є
локально компактними або абелевими. Також вiдомий результат Нолла11 про
неперервнiсть вимiрного за Суслiним гомоморфiзму з повної за Чехом тополо-
гiчної групи в довiльну топологiчну групу.

Для клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп доцiльно розглядати за-
дачу автоматичної неперервностi гомоморфiзмiв h : X → Y мiж топологiчни-
ми клiфордовими iнверсними напiвгрупами, звуження h|H, h|E яких на кожну
максимальну пiдгрупу H ⊂ X i максимальну напiвгратку E ⊂ X неперервнi.
Позитивний розв’язок цiєї задачi у класi компактних клiфордових топологiчних
iнверсних напiвгруп з максимальною напiвграткою Лоусона був отриманий Бо-
уманом12 i, у загальнiшому контекстi, для компактних клiфордових топологi-
чних iнверсних напiвгруп Ягером13, який довiв, що гомоморфiзм мiж клiфор-
довими компактними топологiчними iнверсними напiвгрупами є неперервним,
якщо його звуження на кожну пiдгрупу i кожну пiднапiвгратку є неперервними.
Знов-таки, вiдкритим питанням залишалося послаблення умови компактностi
напiвгруп. Саме цi питання розглядаються у дисертацiї i розв’язуються за до-
помогою поняття дiтопологiчностi.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дисер-
тацiйна робота виконувалася вiдповiдно до плану наукових дослiджень кафе-
дри геометрiї i топологiї механiко-математичного факультету Львiвського на-
цiонального унiверситету iменi Iвана Франка в рамках теми MT-28 Ф “Топологiя
та її застосування у фрактальнiй геометрiї та математичнiй економiцi” (номер
державної реєстрацiї 0116U001537).

Метою дисертацiї є означення i дослiдження нового класу топологiчних iн-
версних напiвгруп з операцiєю неперервного дiлення – дiтопологiчних напiв-
груп.

9Christensen, J.: Borel structures in groups and semigroups. Math. Scand. 28, 124-–128 (1971) .
10Solecki, S.: Amenability, free subgroups, and Haar null sets in non-locally compact groups. Proc. LondonMath.

Soc. 93 (3), 693-–722 (2006).
11Noll, D.: Souslin measurable homomorphisms of topological groups. Arch. Math. 59, 294—301 (1992).
12Bowman, T.: A construction principle and compact Clifford semigroups. Semigroup Forum. 2 (4), 343–353

(1971). doi:10.1007/BF02572301.
13Yeager, D.: On the topology of a compact inverse Clifford semigroup. Trans. Amer. Math. Soc. 215, 253–267

(1976).
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Це передбачає розв’язання наступних задач:
• дослiдити збереження дiтопологiчностi основними операцiями над топо-

логiчними напiвгрупами;
• дослiдити, якi з вiдомих i добре вивчених класiв топологiчних напiвгруп

володiють властивiстю дiтопологiчностi;
• побудувати приклад iнверсної напiвгрупи, що не є дiтопологiчною;
• побудувати вкладення дiтопологiчних напiвгруп у добутки нуль-розши-

рень груп чи конусiв над групами;
• дослiдити, за яких умов клiфордова дiтопологiчна iнверсна напiвгрупа

вкладається в компактну клiфордову топологiчну iнверсну напiвгрупу;
• довести критерiй метризовностi клiфордових дiтопологiчних iнверсних

напiвгруп;
• дослiдити автоматичну неперервнiсть гомоморфiзмiв мiж клiфордовими

топологiчними iнверсними напiвгрупами, якi не є компактними.
Об’єктом дослiдження є дiтопологiчнi iнверснi напiвгрупи.
Предметом дослiдження є властивостi дiтопологiчних iнверсних напiвгруп.
Методи дослiдження: використано методи топологiчної алгебри, зокрема,

теорiї топологiчних напiвгруп.
Наукова новизна одержаних результатiв. Усi отриманi в дисертацiї

результати є новими. У роботi вперше:
• введено поняття дiтопологiчної напiвгрупи;
• побудовано вкладення дiтопологiчних клiфордових iнверсних напiвгуп у

добутки нуль-розширень i конусiв над їх максимальними пiдгрупами;
• отримано критерiй iснування вкладення дiтопологiчної клiфордової iнвер-

сної напiвгрупи в компактну клiфордову iнверсну напiвгрупу;
• отримано критерiй метризовностi дiтопологiчних клiфордових iнверсних

напiвгруп;
• доведено теорему про автоматичну неперервнiсть гомоморфiзмiв мiж дi-

топологiчними iнверсними напiвгрупами.
Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисертацiї

мають теоретичний характер. Вони можуть бути використанi при читаннi спе-
цiальних курсiв, в дослiдженнях з теорiї топологiчних iнверсних напiвгруп.

Особистий внесок здобувача. Усi основнi результати, наведенi у робо-
тi, отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних статтях спiвавтору належить
постановка задачi, обговорення результатiв та загальне керiвництво роботою.
Використанi в дисертацiї iдеї, положення чи гiпотези iнших авторiв мають вiд-
повiднi посилання i використанi лише для пiдкрiплення iдей здобувача.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисертацiї до-

повiдалися та обговорювалися на:
• мiжнароднiй конференцiї “Geometry in Odesa-2011”, Одеса, Україна (23–

28 травня, 2011 р.), назва доповiдi “Parallel topological inverse Clifford semi-
groups”;
• конференцiї “Сучаснi проблеми механiки та математики”, Львiв, Україна

(5–15 липня, 2011 р.), назва доповiдi “Topological and ditopological unoid-
semigroups”;
• на конференцiї “Днi Львiвського унiверситету у Вроцлавському унiверси-

тетi”, Вроцлав, Польща (18–19 травня, 2012 р.), назва доповiдi “Parallel
Topological Inverse Clifford Semigroups”;
• “International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan Banach”,

Львiв, Україна (17–21 вересня, 2012 р.), назва доповiдi “Fiber-parallel to-
pological I−1-semigroups”;
• “Workshop in topological inverse semigroups”, Lodz, Poland (7–13 листопада,

2012 р.), назва доповiдi “Ditopological inverse semigroups”;
• 9-iй лiтнiй школi з алгебри, топологiї та аналiзу, с. Поляниця, Iвано-Фран-

кiвська область (7–18 липня, 2014 р.), назва доповiдi “Автоматична непе-
рервнiсть гомоморфiзмiв мiж топологiчними напiвгрупами”;
• “Workshop in Topological groups and its applications”, Hradec Kralove, Czech

Republic (22–27 вересня, 2014 р.), назва доповiдi “Ditopological inverse semi-
groups”;
• “VI International Hahn conference dedicated to the 135-th anniversary of Hans

Hahn”, Чернiвцi, Україна, (30 червня – 5 липня, 2014 р.), назва доповiдi
“Automatic continuity of homomorphisms between topological Clifford semi-
groups”.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiкованi в 10 працях: 5
статей, з яких 3 опублiковано у наукових перiодичних закордонних виданнях i
2 опублiковано у виданнях України, що включенi до мiжнародних наукометри-
чних баз, та 5 тез у мiжнародних конференцiях.

Структура та обсяг роботи. Дисертацiйна робота складається з вступу,
шести роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел, що налiчує 48 най-
менувань i займає 5 сторiнок. Загальний обсяг роботи становить 105 сторiнок.
Для її оформлення використано видавничу систему LATEX.
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ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовується актуальнiсть теми дисертацiї, формулюється її
мета, завдання та основнi задачi, якi розв’язуються в роботi, описується наукова
новизна отриманих результатiв i наводяться форми їх апробацiї.

У першому роздiлi подається огляд лiтератури за темою дисертацiї та фор-
мулюються основнi результати дисертацiї в контекстi дослiджень iнших авторiв.

У другому роздiлi виписанi всi необхiднi означення та основнi технiчнi
твердження, якi потрiбнi для роботи з дiтопологiчними iнверсними напiвгру-
пами – основними об’єктами роботи.

Непорожню множину S з заданою на нiй бiнарною асоцiативною операцiєю
· : S × S → S, (x, y) 7→ x · y, називатимемо напiвгрупою.

Iнверсною напiвгрупою називатимемо напiвгрупу S, в якiй для кожного x ∈
S iснує єдиний iнверсний елемент x−1 ∈ S, тобто x = xx−1x i x−1 = x−1xx−1.

Напiвграткою називатимемо комутативну напiвгрупу S, кожний елемент
якої є iдемпотентом, тобто xx = x, для кожного x ∈ S.

Для кожного елемента x iнверсної напiвгрупи S, елементи вигляду xx−1,
x−1x є iдемпотентами, тобто (xx−1)(xx−1) = xx−1 i (x−1x)(x−1x) = x−1x. Мно-
жину iдемпотентiв напiвгрупи S надалi позначатимемо E(S). Вiдомо, що iдем-
потенти iнверсної напiвгрупи S комутують1, тобто E(S) – напiвгратка, яку
називатимемо максимальною напiвграткою напiвгрупи S. Частковий порядок
на напiвгратцi E позначатимемо через ≤, тобто x ≤ y, якщо xy = x = yx,
для x, y ∈ E. Для кожної точки x в топологiчнiй напiвгратцi E, множина
↑x = {y ∈ E : x ≤ y} називається верхнiм конусом над x.

Клiфордовою iнверсною напiвгрупою називатимемо iнверсну напiвгрупу S,
кожний елемент x якої мiститься в групi, тобто S є об’єднанням S =

⋃
e∈E(S)He

своїх максимальних пiдгруп He = {x ∈ S : xx−1 = x−1x = e}, e ∈ E(S).
Iнверсна напiвгрупа S називається топологiчною iнверсною напiвгрупою,

якщо на нiй задана гаусдорфова топологiя, вiдносно якої операцiї множення
· : S × S → S, (x, y) 7→ xy, та iнверсiя ()−1 : S → S, x 7→ x−1, є неперервними.

Топологiчна напiвгратка E називається:
• напiвграткою Лоусона, якщо iснує база топологiї на E, яка складається з

вiдкритих пiднапiвграток;
• U -напiвграткою, якщо для кожної вiдкритої множини U в E i кожної

точки x ∈ U iснує така точка y ∈ U , що x ∈ Int(↑y);
• U0-напiвграткою, якщо для кожної вiдкритої множини U в E i кожної

точки x ∈ U iснує така точка y ∈ U , що y ≤ x i Int(↑y) = ↑y;
• U2-напiвграткою, якщо для кожної вiдкритої множини U в E i кожної

точки x ∈ U iснують точка y ∈ U i вiдкрито-замкнений iдеал I ⊂ E, для
яких x ∈ E \ I ⊂ ↑y.
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Тут через Int(A) позначається внутрiшнiсть множини A у топологiчному про-
сторi X.

Топологiчна iнверсна напiвгрупа S називається:
• U -напiвгрупою, якщо її максимальна напiвгратка E(S) є U -напiвграткою;
• U0-напiвгрупою, якщо її максимальна напiвгратка E(S) є U0-напiвграт-

кою;
• U2-напiвгрупою, якщо її максимальна напiвгратка E(S) є U2-напiвграт-

кою.
Пiд зведеним добутком X ×I Y напiвгруп X i Y за замкненим двосторон-

нiм iдеалом I ⊂ X розумiтимемо множину I ∪ ((X \ I) × Y ), надiлену такою
найслабшою топологiєю, що
• вiдображення (X \ I)× Y ↪→ X ×I Y є топологiчним вкладенням,
• проекцiя π : X ×I Y → X неперервна.

Тут

π(z) =

{
z, якщо z ∈ I,
x, якщо z = (x, y) ∈ (X \ I)× Y ,

для z ∈ X ×I Y .

У третьому роздiлi дисертацiї означується i вивчається клас дiтопологiчних
напiвгруп. Основна увага спрямована на дослiдження iнверсних дiтопологiчних
напiвгруп.

Означення 3.9. Топологiчна iнверсна напiвгрупа S називається дiтопологi-
чною, якщо для довiльної точки x ∈ S та її околу Ox ⊂ S iснують околи
Ux ⊂ S точки x та Wxx−1 ⊂ E(S) iдемпотента xx−1 такi, що довiльна точка
y ∈ S належить околу Ox, якщо yy−1 ∈ Wxx−1 i ey ∈ Ux, для деякого iдемпо-
тента e ∈ Wxx−1.

Зауважимо, що еквiвалентним формулюванням вищезгаданого означення є
його “симетрична версiя”:

Означення 3.13. Топологiчна iнверсна напiвгрупа S називається дiтополо-
гiчною, якщо для довiльної точки x ∈ S та її околу Ox ⊂ S iснують околи
Ux ⊂ S точки x та Wx−1x ⊂ E(S) iдемпотента x−1x такi, що довiльна точка
y ∈ S належить околу Ox, якщо y−1y ∈ Wx−1x i ye ∈ Ux, для деякого iдемпо-
тента e ∈ Wx−1x.

Основнi результати роздiлу описують наступнi теореми та твердження:

Теорема 3.26. Клас дiтопологiчних iнверсних напiвгруп мiстить всi топо-
логiчнi групи, топологiчнi напiвгратки, а також унiформiзовнi i компактнi
топологiчнi iнверснi напiвгрупи.
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Твердження 3.30-3.31, Наслiдок 3.35, Теореми 3.38-3.40. Властивiсть
дiтопологiчностi iнверсних напiвгруп зберiгається операцiями взяття iнвер-
сних пiднапiвгруп, тихоновського, напiвпрямого та зведеного добуткiв.

У цьому ж роздiлi побудовано приклад локально компактної комутативної
топологiчної iнверсної напiвгрупи, яка не є дiтопологiчною.

Четвертий роздiл присвячено вивченню класу слабко дiтопологiчних iнвер-
сних напiвгруп, в яких дiтопологiчнiсть є дещо слабшою i якi виникатимуть у
роздiлi 6 при розв’язаннi задачi про автоматичну неперервнiсть гомоморфiзмiв
мiж топологiчними iнверсними напiвгрупами.

Означення 4.1. Топологiчна iнверсна напiвгрупа S називається слабко дiто-
пологiчною, якщо для довiльної точки x ∈ S i ї ї околу Ox ⊂ S, iснують окiл
Ux ⊂ S точки x i околи Wxx−1,Wx−1x ⊂ E(S) iдемпотентiв xx−1, x−1x такi, що
точка y ∈ S належить околу Ox, якщо yy−1 ∈ Wxx−1, y−1y ∈ Wx−1x i iснує
iдемпотент e ∈ Wxx−1 такий, що ey ∈ Ux.

Кожна дiтопологiчна iнверсна напiвгрупа, очевидно, є слабко дiтопологi-
чною.

Властивостi слабко дiтопологiчних iнверсних напiвгруп описують наступнi
твердження.

Твердження 4.7-4.10. Властивiсть слабкої дiтопологiчностi iнверсних на-
пiвгруп зберiгається операцiями взяття iнверсних пiднапiвгруп, тихоновсько-
го, напiвпрямого та зведеного добуткiв.

У пiдроздiлi 4.2 побудовано приклад метризовної слабко дiтопологiчної iн-
версної напiвгрупи, що не є дiтопологiчною.

П’ятий роздiл розв’язує основну задачу дисертацiї, яка стала причиною
виникнення класу дiтопологiчних iнверсних напiвгруп. А саме, задачу побудови
вкладень клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп, якi не є компактними,
в добутки нуль-розширень топологiчних груп або конусiв над топологiчними
групами.

Нагадаємо, що нуль-розширенням Ġ = G∪{0} топологiчної групи G є напiв-
група, утворена приєднанням до G iзольованої точки 0, яка є нулем напiвгрупи
Ġ, тобто x0 = 0x = 0, для всiх x ∈ Ġ.

Конусом Ĝ топологiчної групи G називається зведений добуток [0, 1] ×{0}
G топологiчної напiвгратки ([0, 1],min) i топологiчної групи G за замкненим
iдеалом {0} в [0, 1].
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Основними результатами роздiлу є наступнi наслiдки:

Наслiдок 5.6. Нехай S – клiфордова топологiчна iнверсна U2-напiвгрупа. Тодi
наступнi умови еквiвалентнi:

1) S вкладається в тихоновський добуток топологiчних напiвграток та
нуль-розширень топологiчних груп;

2) S вкладається в топологiчну клiфордову iнверсну напiвгрупу
E ×

∏
e∈E Ḣe

w(E)
;

3) S – дiтопологiчна клiфордова iнверсна напiвгрупа.

Наслiдок 5.7. Нехай S – клiфордова топологiчна iнверсна U -напiвгрупа. Тодi
наступнi умови еквiвалентнi:

1) S вкладається в тихоновський добуток топологiчних напiвграток та
конусiв над топологiчними групами;

2) S вкладається в топологiчну клiфордову iнверсну напiвгрупу
E ×

∏
e∈E Ĥe

w(E)
;

3) S – дiтопологiчна клiфордова iнверсна напiвгрупа.

Отриманi теореми є аналогами теорем вкладення, доведених О. Гринiв4 для
компактних клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп.

Вищезгаданi теореми вкладення дають змогу охарактеризувати топологiчнi
клiфордовi iнверснi напiвгрупи, що вкладаються в компактнi клiфордовi iнвер-
снi напiвгрупи.

Теорема 5.10. Топологiчна клiфордова iнверсна U -напiвгрупа S вкладається
в компактну клiфордову iнверсну напiвгрупу тодi i лише тодi, коли виконую-
ться умови:

1) максимальна напiвгратка E = {e ∈ S : ee = e} вкладається в компа-
ктну напiвгратку;

2) кожна максимальна пiдгрупа He, e ∈ E, в S вкладається в компактну
групу;

3) S дiтопологiчна.

Окрiм того, теореми вкладення дали змогу узагальнити теореми метризов-
ностi для компактних топологiчних iнверсних напiвгруп, доведенi Т. Банахом6

та компактних клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп, отриманi Т. Ба-
нахом та Б. Бокалом 7, а також критерiй метризовностi субiнварiантними ме-
триками компактних клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп, отрима-
ний О. Гринiв4.

Нагадаємо, що метрика d на топологiчнiй напiвгрупi S називається субiнва-
рiантною, якщо

d(zx, zy) ≤ d(x, y) i d(xz, yz) ≤ d(x, y),
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для всiх x, y, z ∈ S.

Якщо топологiчна група G метризовна метрикою d, то конус Ĝ над G ме-
тризовний метрикою

d̂(x, y) = min{tx + ty, |tx − ty|+ d(gx, gy)},

де x = q(tx, gx), y = q(ty, gy) – точки конуса Ĝ, а q : [0, 1] × G → Ĝ – фактор-
вiдображення. Якщо d – iнварiантна метрика на G, то d̂ – субiнварiантна ме-
трика на Ĝ.

Для дiтопологiчних iнверсних клiфордових U -напiвгруп справедливий на-
ступний критерiй метризовностi:

Теорема 5.12. Нехай S – дiтопологiчна iнверсна клiфордова напiвгрупа, ма-
ксимальна напiвгратка якої є сепарабельною U -напiвграткою. Топологiчна на-
пiвгрупа S

1) метризовна тодi i лише тодi, коли її максимальна напiвгратка та усi
максимальнi групи метризовнi;

2) метризовна субiнварiантною метрикою тодi i лише тодi, коли її ма-
ксимальна напiвгратка та усi максимальнi групи метризовнi субiнварi-
антними метриками.

У шостому роздiлi дослiджується задача автоматичної неперервностi го-
моморфiзмiв мiж топологiчними iнверсними напiвгрупами. Iнакше кажучи, ро-
зв’язується наступна задача: чи є неперервним гомоморфiзм h : X → Y мiж
клiфордовими топологiчними iнверсними напiвгрупами X та Y , якщо його зву-
ження h|H, h|E на кожну пiдгрупу H ⊂ X i напiвгратку E ⊂ X неперервнi?

Для клiфордових топологiчних iнверсних напiвгруп задача автоматичної не-
перервностi дослiджувалась Боуманом12 для компактних клiфордових iнвер-
сних напiвгруп з максимальною напiвграткою Лоусона та Ягером13 для компа-
ктних клiфордових iнверсних напiвгруп.

Гомоморфiзм h : X → Y мiж топологiчними iнверсними напiвгрупами X
та Y називатимемо EH-неперервним, якщо його звуження h|H, h|E на кожну
пiдгрупу H ⊂ X i пiднапiвгратку E ⊂ X неперервнi.

У 6 роздiлi дисертацiї отримано наступнi результати про автоматичну непе-
рервнiсть гомоморфiзмiв мiж топологiчними iнверсними напiвгрупами.

Наслiдок 6.7. Кожний EH-неперервний гомоморфiзм h : X → Y з тополо-
гiчної iнверсної напiвгрупи X з нуль-вимiрною локально компактною макси-
мальною напiвграткою E(X) в слабко дiтопологiчну iнверсну напiвгрупу Y є
неперервним.
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Наслiдок 6.8. Кожний EH-неперервний гомоморфiзм h : X → Y з топологi-
чної iнверсної клiфордової напiвгрупи X з локально компактною максималь-
ною напiвграткою Лоусона E(X) в слабко дiтопологiчну iнверсну напiвгрупу
Y є неперервним.

Оскiльки кожна компактна iнверсна напiвгрупа дiтопологiчна, а отже, й
слабко дiтопологiчна, то, як наслiдок, отримуємо вищезгаданий результат Бо-
умана.

Нагадаємо, що функцiя h : X → Y мiж топологiчними просторами X та Y
називається вимiрною за Суслiним, якщо h−1(U) – вимiрна за Суслiним мно-
жина в X, для кожної вiдкритої Fσ-множини U ⊂ Y .

З наслiдкiв 6.7, 6.8 i теореми Нолла11 про неперервнiсть вимiрного за Суслi-
ним гомоморфiзму з повної за Чехом топологiчної групи в довiльну топологiчну
групу, випливають наступнi критерiї автоматичної неперервностi вимiрних за
Суслiним гомоморфiзмiв мiж топологiчними iнверсними напiвгрупами.

Наслiдок 6.12. Нехай X – паракомпактна повна за Чехом топологiчна iнвер-
сна напiвгрупа з нуль-вимiрною локально компактною максимальною напiв-
граткою E ⊂ X. Довiльний гомоморфiзм h : X → Y в слабко дiтопологiчну
iнверсну напiвгрупу Y є неперервним тодi i лише тодi, коли h вимiрний за
Суслiним i звуження h|E неперервне.

Наслiдок 6.13. Нехай X – паракомпактна повна за Чехом топологiчна iнвер-
сна напiвгрупа, максимальна напiвгратка E ⊂ X якої є локально компактною
напiвграткою Лоусона. Довiльний гомоморфiзм h : X → Y в слабко дiтополо-
гiчну iнверсну напiвгрупу Y є неперервним тодi i лише тодi, коли h вимiрний
за Суслiним i звуження h|E неперервне.
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню класу дiтопологiчних iнверсних
напiвгруп. У дисертацiї отримано такi основнi результати:

• введено поняття дiтопологiчної напiвгрупи;
• доведено, що клас дiтопологiчних напiвгруп мiстить усi топологiчнi напiв-

гратки, топологiчнi групи, а також компактнi i унiформiзовнi напiвгрупи;
• доведено, що клас дiтопологiчних напiвгруп є замкненим вiдносно опера-

цiй взяття пiднапiвгрупи, тихоновського, напiвпрямого i зведеного добу-
ткiв;
• побудовано приклад комутативної топологiчної iнверсної напiвгрупи, яка

не є дiтопологiчною;
• означено клас слабко дiтопологiчних iнверсних напiвруп, який мiстить усi

дiтопологiчнi iнверснi напiвгрупи i є замкненим вiдносно операцiй взяття
iнверсної пiднапiвгрупи, а також тихоновських, напiвпрямих та зведених
добуткiв;
• побудовано приклад слабко дiтопологiчної iнверсної напiвгрупи, яка не є

дiтопологiчною;
• побудовано вкладення дiтопологiчної клiфордової iнверсної U -напiвгрупи

в тихоновський добуток її максимальної напiвгратки i конусiв над макси-
мальними групами;
• побудовано вкладення дiтопологiчної клiфордової iнверсної U2-напiвгру-

пи в тихоновський добуток її максимальної напiвгратки i нуль-розширень
максимальних пiдгруп;
• знайдено критерiй прекомпактностi топологiчної клiфордової iнверсної U -

напiвгрупи;
• доведено критерiй метризовностi дiтопологiчних клiфордових iнверсних

напiвгруп;
• побудовано приклад топологiчної напiвгратки, яка є метризовною, але не

є метризовною субiнварiантною метрикою;
• доведено неперервнiсть гомоморфiзмiв, звуження яких на максимальнi

пiдгрупи i напiвгратки є неперервними, з топологiчної iнверсної напiвгру-
пи в слабко дiтопологiчну iнверсну напiвгрупу;
• доведено теорему про автоматичну неперервнiсть вимiрних за Суслiним

гомоморфiзмiв мiж топологiчними iнверсними напiвгрупами.
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АНОТАЦIЯ

Пастухова I. С. Дiтопологiчнi iнверснi напiвгрупи. – Квалiфiкацiйна наукова
праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних
наук (доктора фiлософiї) за спецiальнiстю 01.01.04 «Геометрiя i топологiя». –
Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв, 2019.

Дисертацiйна робота присвячена вивченню класу дiтопологiчних iнверсних
напiвгруп. Показано, що властивiстю дiтопологiчностi володiють всi топологiчнi
групи, топологiчнi напiвгратки, а також, унiформiзовнi i компактнi топологiчнi
iнверснi напiвгрупи. В дисертацiї доведено, що клас дiтопологiчних iнверсних
напiвгруп є замкненим вiдносно взяття iнверсних пiднапiвгруп, тихоновських та
напiвпрямих добуткiв, а також зведених добуткiв, зокрема конусiв над топологi-
чними групами та нуль-розширень топологiчних груп. Окрiм цього, побудовано
приклад топологiчної iнверсної напiвгрупи, яка не є дiтопологiчною.

Основною задачею дисертацiї є узагальнення теорем вкладення компактних
клiфордових iнверсних напiвгруп у добутки нуль-розширень топологiчних груп
чи конусiв над топологiчними групами, отриманих О. Гринiв, на некомпактний
випадок. В результатi, у дисертацiї побудовано вкладення клiфордових дiтопо-
логiчних iнвесних U0-напiвгруп у добуток топологiчних напiвграток та нуль-
розширень топологiчних груп, а клiфордових дiтопологiчних iнвесних U -напiв-
груп – у добуток топологiчних напiвграток та конусiв над топологiчними гру-
пами. Наслiдком вищезгаданих теорем є критерiй iснування вкладення клiфор-
дової дiтопологiчної iнверсної U -напiвгрупи в компактну топологiчну iнверсну
напiвгрупу. У дисертацiї отримано аналог теорем метризовностi компактних
клiфордових iнверсних напiвгруп з метризовними максимальними групами та
напiвгратками, доведених Т. Банахом, для некомпактних клiфордових топо-
логiчних iнверсних напiвгруп з метризовними максимальними пiдгрупами та
напiвгратками.

Для класу клiфордових iнверсних напiвгруп у дисертацiї дослiджується за-
дача про автоматичну неперервнiсть гомоморфiзмiв, звуження яких на всi пiд-
групи i всi пiднапiвгратки неперервнi. Визначальною умовою при її розв’язаннi
стала дiтопологiчнiсть напiвгруп. Важливим наслiдком з отриманих теорем про
автоматичну неперервнiсть гомоморфiзмiв є неперервнiсть борелiвських гомо-
морфiзмiв з неперервними звуженнями на пiднапiвгратки, означених на пов-
них за Чехом локально компактних клiфордових топологiчних iнверсних U -
напiвгрупах, зi значеннями у дiтопологiчних iнверсних напiвгрупах.

Ключовi слова: топологiчна iнверсна напiвгрупа, клiфордова топологiчна
iнверсна напiвгрупа, топологiчна напiвгратка, топологiчна група, дiтопологiчна
напiвгрупа.
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The dissertation focuses on defining and studying a new class of topological
inverse semigroups, called ditopological semigroups. Ditopological inverse semigroups
form a natural class of topological inverse semigroups, containing all topological
groups, topological semilattices, all uniformizable and compact inverse semigroups.
Moreover, this class in preserved by taking inverse subsemigroups and operations of
Tychonoff, semidirect and reduced products. In addition, an example of a topological
inverse semigroup which is not ditopological is constructed in the dissertation.

The main problem of the dissertation was to extend to a non-compact case
the embedding theorems obtained by O. Hryniv, who constructed a topological
embedding of some Clifford compact inverse semigroups into the products of zero-
extensions of topological groups or cones over topological groups. In the dissertati-
on these results are extended to non-compact ditopological Clifford inverse semi-
groups. In particular, an embedding of a ditopological Clifford inverse U0-semigroup
into the product of maximal semilattice and zero-extensions of maximal groups is
constructed. Another result builds an embedding of a ditopological Clifford inverse
U -semigroup into the product of maximal semilattice and cones over maximal groups.
These embedding theorems have several important implications. One of them provi-
des a criterion of embeddability of a Clifford topological inverse U -semigroup into
a compact Clifford inverse semigroup. Besides, the embeddability theorems for di-
topological Clifford semigroups are applied to obtain a criterion of metrizability
of ditopological Clifford inverse semigroups (by a subinvariant metric) in terms of
metrizability of its maximal semilattices and its maximal subgroups.

The structure results for Clifford ditopological inverse semigroups allow us to
obtain interesting results on the automatic continuity of homomorphisms between
ditopological Clifford inverse semigroups. It is reasonable to consider the followi-
ng automatic continuity problem for Clifford inverse topological semigroups: is the
homomorphism between Clifford topological inverse semigroups continuous provi-
ded its restrictions to each subsemilattice and each subgroup are continuous? This
problem was solved affirmatively by Bowman for compact Clifford topological inverse
semigroups with Lawson maximal semilattice and by Yeager for compact Clifford
topological inverse semigroups. In the dissertation analogs of the above automatic
continuity theorems for non-compact ditopological inverse semigroups are obtained.

Keywords: topological inverse semigroup, Clifford topological inverse semi-
group, topological semilattice, topological group, ditopological semigroup.


