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Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà âèâ÷åííþ íîâîãî êëàñó òîïîëîãi-

÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï � êëàñó äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï.

Âëàñòèâiñòþ äiòîïîëîãi÷íîñòi âîëîäiþòü áàãàòî âæå âiäîìèõ êëàñiâ

òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï, çîêðåìà, âñi òîïîëîãi÷íi ãðóïè, òîïîëîãi÷íi íà-

ïiâãðàòêè, à òàêîæ, óíiôîðìiçîâíi i êîìïàêòíi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íà-

ïiâãðóïè.

Â äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî, ùî êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï

¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî âçÿòòÿ iíâåðñíèõ ïiäíàïiâãðóï, òèõîíiâñüêèõ òà

íàïiâïðÿìèõ äîáóòêiâ, à òàêîæ çâåäåíèõ äîáóòêiâ, çîêðåìà êîíóñiâ íàä

òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè òà íóëü-ðîçøèðåíü òîïîëîãi÷íèõ ãðóï. Îêðiì

öüîãî, ïîáóäîâàíî ïðèêëàä òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè, ÿêà íå ¹

äiòîïîëîãi÷íîþ.

Ïðè÷èíîþ âèíèêíåííÿ êëàñó äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï áó-

ëà ïðîáëåìà îïèñó ñòðóêòóðè êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï, ÿêi íå ¹ êîìïàêòíèìè. Öå é ñòàëî îñíîâíîþ çàäà÷åþ äèñåðòàöi¨:

óçàãàëüíèòè òåîðåìè âêëàäåííÿ êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï ó äîáóòêè íóëü-ðîçøèðåíü òîïîëîãi÷íèõ ãðóï ÷è êîíóñiâ íàä

òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè, îòðèìàíi Î. Ãðèíiâ, íà íåêîìïàêòíèé âèïàäîê.

Â ðåçóëüòàòi, ó äèñåðòàöi¨ ïîáóäîâàíî âêëàäåííÿ êëiôîðäîâèõ äiòîïî-

ëîãi÷íèõ iíâåñíèõ U0-íàïiâãðóï ó äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê òà

íóëü-ðîçøèðåíü òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, à êëiôîðäîâèõ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâå-

ñíèõ U -íàïiâãðóï � ó äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê òà êîíóñiâ íàä

òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè.

Îäíèì ç âàæëèâèõ íàñëiäêiâ âèùåçãàäàíèõ òåîðåì ¹ êðèòåðié iñíóâà-
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ííÿ âêëàäåííÿ êëiôîðäîâî¨ äiòîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè â êîìïà-

êòíó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó, çãiäíî ç ÿêèì, êîæíà êëiôîðäîâà

äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U -íàïiâãðóïà âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó êëiôîð-

äîâó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ìàêñè-

ìàëüíà íàïiâãðàòêà âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó íàïiâãðàòêó, à êîæíà ìà-

êñèìàëüíà ïiäãðóïà âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó ãðóïó.

Ùå îäíi¹þ çàäà÷åþ, ÿêà ðîçãëÿäà¹òüñÿ ó äèñåðòàöi¨, ¹ îòðèìàííÿ àíà-

ëîãó òåîðåì ìåòðèçîâíîñòi êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íàïiâ-

ãðóï ç ìåòðèçîâíèìè ìàêñèìàëüíèìè ãðóïàìè òà íàïiâãðàòêàìè, îòðè-

ìàíèõ Ò. Áàíàõîì, äëÿ íåêîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåð-

ñíèõ íàïiâãðóï ç ìåòðèçîâíèìè ìàêñèìàëüíèìè ïiäãðóïàìè òà íàïiâãðà-

òêàìè. Îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê íàäà¹ íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ìåòðèçîâ-

íîñòi (ñóáiíâàðiàíòíèìè) ìåòðèêàìè òàêèõ íàïiâãðóï.

Îñîáëèâiñòü áóäîâè êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ñïðèÿ¹ ïîñòà-

íîâöi i äîñëiäæåííþ çàäà÷i àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi äëÿ êëiôîðäî-

âèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Äëÿ öüîãî êëàñó íàïiâãðóï äî-

öiëüíî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôi-

çìiâ, çâóæåííÿ ÿêèõ íà âñi ïiäãðóïè i âñi ïiäíàïiâãðàòêè íåïåðåðâíi.

Ïîçèòèâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ó êëàñi êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òî-

ïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà

áóâ îòðèìàíèé Áîóìàíîì i, ó áiëüø çàãàëüíîìó êîíòåêñòi, äëÿ êîìïà-

êòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ßãåðîì.

Ùå îäíèì äîñëiäæåííÿì, ïðîâåäåíèì ó äèñåðòàöi¨, ¹ ìîæëèâiñòü

óçàãàëüíåííÿ âèùåçãàäàíèõ òåîðåì ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü íà

âèïàäîê íåêîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Â ðåçóëüòàòi

áóëî çíàéäåíî óìîâè, ùî çàáåçïå÷óþòü àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü

ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè òà êëi-

ôîðäîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè, çâóæåííÿ ÿêèõ íà

êîæíó ïiäíàïiâãðàòêó i êîæíó ïiäãðóïó íåïåðåðâíå. Âèçíà÷àëüíîþ óìî-

âîþ â öèõ òåîðåìàõ ¹ äiòîïîëîãi÷íiñòü íàïiâãðóï. Âàæëèâèì íàñëiäêîì

ç îòðèìàíèõ òåîðåì ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ¹

íåïåðåðâíiñòü áîðåëiâñüêèõ ãîìîìîðôiçìiâ ç íåïåðåðâíèìè çâóæåííÿìè
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íà ïiäíàïiâãðàòêè, îçíà÷åíèõ íà ïîâíèõ çà ×åõîì ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ

êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ U -íàïiâãðóïàõ, çi çíà÷åííÿìè ó

äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóïàõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà, êëiôîðäîâà òîïîëî-

ãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà, òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà, òîïîëîãi÷íà ãðóïà,

äiòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà.
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Abstract

Iryna Pastukhova. Ditopological inverse semigroups. � Quali�cation

scienti�c paper, manuscript. Thesis for a Candidate Degree in Mathematics

(PhD): Speciality 01.01.04 � Geometry and Topology. � Ivan Franko

National University of Lviv, the Ministry of Education and Science of

Ukraine, Lviv, 2018.

The dissertation focuses on de�ning and studying a new class of topologi-

cal inverse semigroups, called ditopological semigroups.

Ditopological inverse semigroups form a natural class of topological

inverse semigroups, containing all topological groups, topological semi-

lattices, all uniformizable and compact inverse semigroups. Moreover,

this class in preserved by taking inverse subsemigroups and operations of

Tychono�, semidirect and reduced products. In addition, an example of a

topological inverse semigroup which is not ditopological is constructed in

the dissertation.

The main problem of the dissertation was to extend to a non-compact

case the embedding theorems obtained by O. Hryniv, who constructed a

topological embedding of some Cli�ord compact inverse semigroups into the

products of zero-extensions of topological groups or cones over topologi-

cal groups. In the dissertation these results are extended to non-compact

ditopological Cli�ord inverse semigroups. In particular, an embedding of

a ditopological Cli�ord inverse U0-semigroup into the product of maximal

semilattice and zero-extensions of maximal groups is constructed. Another

result builts an embedding of a a ditopological Cli�ord inverse U -semigroup

into the product of maximal semilattice and cones over maximal groups.

These embedding theorems have several important implications. One of

them provides a criterion of embeddability of a Cli�ord topological inverse

U -semigroup into a compact Cli�ord inverse semigroup.

Besides, the embeddability theorems for ditopological Cli�ord semigroups

are applied to obtain a criterion of metrizability of ditopological Cli�ord

inverse semigroups (by a subinvariant metric) in terms of metrizability of its
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maximal semilattices and its maximal subgroups.

The structure results for Cli�ord ditopological inverse semigroups allow

us to obtain interesting results on the automatic continuity of homomorphi-

sms between ditopological Cli�ord inverse semigroups. It is reasonable to

consider the following automatic continuity problem for Cli�ord inverse

topological semigroups: is the homomorphism between Cli�ord topological

inverse semigroups continuous provided its restrictions to each subsemilatti-

ce and each subgroup are continuous? This problem was solved a�rmatively

by Bowman for compact Cli�ord topological inverse semigroups with Lawson

maximal semilattice and by Yeager for compact Cli�ord topological inverse

semigroups.

The problem considered in the dissertation was to obtain the analogs

of the above automatic continuity theorems for non-compact ditopological

inverse semigroups.

Key words: topological inverse semigroup, Cli�ord topological inverse

semigroup, topological semilattice, topological group, ditopological semi-

group.
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Âñòóï

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó äèñåðòàöi¨ îçíà÷ó¹òüñÿ i âèâ÷à¹òüñÿ íîâèé

ïiäêëàñ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äiòîïîëî-

ãi÷íèõ íàïiâãðóï.

Òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè � íàäçâè÷àéíî âàæëèâèé êëàñ ó ñó÷à-

ñíié òîïîëîãi÷íié àëãåáði. ßê âiäîìî, ñèìåòði¨ â ìàòåìàòèöi îïèñóþòüñÿ

ãðóïàìè. Ïðè÷èíîþ âèíàéäåííÿ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï áóâ ðîçâèòîê ði-

çíèõ òèïiâ íååâêëiäîâèõ ãåîìåòðié, i, ÿê íàñëiäîê, âèíèêíåííÿ îá'¹êòiâ,

ñèìåòði¨ ÿêèõ íåìîæëèâî îïèñàòè çà äîïîìîãîþ ãðóï. Îäíèì ç òàêèõ

îá'¹êòiâ áóëè ïñåâäîãðóïè � óçàãàëüíåííÿ îá'¹êòiâ, ââåäåíèõ Ëi â 1880-õ

ðîêàõ, i ÿêi ¹ ìíîæèíàìè ãîìåîìîðôiçìiâ ìiæ âiäêðèòèìè ïiäìíîæèíà-

ìè òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, çàìêíåíèìè âiäíîñíî îïåðàöié êîìïîçèöi¨ i

âçÿòòÿ îáåðíåíîãî.

Â ðåçóëüòàòi ïîøóêó îá'¹êòà, ÿêèé áè îïèñóâàâ ñòðóêòóðó, ùî ëå-

æèòü â îñíîâi ïñåâäîãðóï, â 1952 ðîöi Âàãíåðîì i, íåçàëåæíî, â 1954

ðîöi Ïðåñòîíîì áóëî ââåäåíå ïîíÿòòÿ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè � ìíîæèíè

S ç âèçíà÷åíîþ íà íié àñîöiàòèâíîþ îïåðàöi¹þ, â ÿêié äëÿ êîæíîãî åëå-

ìåíòà x ∈ S iñíó¹ ¹äèíèé îáåðíåíèé äî íüîãî x−1 ∈ S, òîáòî x = xx−1x

i x−1xx−1 = x−1. Òàêîæ áóëî îòðèìàíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò òåîði¨ ií-

âåðñíèõ íàïiâãðóï � òåîðåìó Âàãíåðà-Ïðåñòîíà ïðî âêëàäåííÿ iíâåðñíî¨

íàïiâãðóïè ó ñèìåòðè÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó [29], òîáòî íàïiâãðóïó ÷àñ-

òêîâèõ ái¹êöié äåÿêî¨ ìíîæèíè. Öÿ òåîðåìà, î÷åâèäíî, ¹ íàïiâãðóïîâèì

àíàëîãîì òåîðåìè Êåëi äëÿ ãðóï.

Âàæëèâèì ïiäêëàñîì iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ¹ êëiôîðäîâi iíâåðñíi íà-

ïiâãðóïè. Òàêi íàïiâãðóïè ¹ îá'¹äíàííÿì ãðóï. Ñòðóêòóðà i âëàñòèâîñòi

êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï â çíà÷íié ìiði âèçíà÷à¹òüñÿ ïiäãðóïà-

ìè, ç ÿêèõ âîíè ñêëàäàþòüñÿ. Ó 1970-õ ðîêàõ, Ïîíiçîâñüêèé äîâiâ [46],

ùî êîæíà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà ¹ ïiäíàïiâãðóïîþ äîáóòêó

íóëü-ðîçøèðåíü ñâî¨õ ïiäãðóï. Ïiä íóëü-ðîçøèðåííÿì ãðóïè ìè ðîçó-

ìi¹ìî ñàìó ãðóïó ç ïðè¹äíàíîþ òî÷êîþ � íóëåì. Öåé ôàêò äîçâîëÿ¹

çàñòîñîâóâàòè ðåçóëüòàòè òåîði¨ ãðóï äëÿ äîñëiäæåííÿ êëiôîðäîâèõ ií-

âåðñíèõ íàïiâãðóï.
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Òîïîëîãi÷íèé àíàëîã òåîðåìè Âàãíåðà-Ïðåñòîíà äîâåäåíî Ëîóñîíîì

äëÿ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê � òîïîëîãi÷íèõ êîìóòàòèâíèõ íàïiâãðóï,

êîæíèé åëåìåíò ÿêèõ ¹ iäåìïîòåíòîì. Çà òåîðåìîþ Ëîóñîíà [28], êîæíà

êîìïàêòíà íàïiâãðàòêà E Ëîóñîíà âàãè w(E) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â òèõî-

íîâñüêèé êóá [0, 1]κ âiäðiçêiâ ç îïåðàöi¹þ ïîêîîðäèíàòíîãî ìiíiìóìó, à

êîæíà êîìïàêòíà íóëü-âèìiðíà íàïiâãðàòêà âàãè w(E) ≤ κ � â êàíòîðiâ

êóá {0, 1}κ ⊂ [0, 1]κ.

Äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, ùå ðàíiøå, ó 1934 ðîöi, Ïîíòðÿãií ïîêàçàâ,

ùî êîæíà êîìïàêòíà àáåëåâà òîïîëîãi÷íà ãðóïà âàãè w(E) ≤ κ âêëàäà-

¹òüñÿ â äîáóòîê Tκ êië T = {z ∈ C : |z| = 1}.
Çàäà÷ó îòðèìàííÿ àíàëîãó âèùåçãàäàíîãî ðåçóëüòàòó Ïîíiçîâñüêîãî

äëÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ðîçâ'ÿçàëà Î. Ãðè-

íiâ [24]. Âîíà ïîáóäóâàëà òîïîëîãi÷íi âêëàäåííÿ êîìïàêòíèõ êëiôîðäî-

âèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï â äîáóòêè íóëü-ðîçøèðåíü ãðóï ÷è êîíóñiâ íàä

ãðóïàìè.

Âñi çãàäàíi âèùå ðåçóëüòàòè áóëè îòðèìàíi äëÿ òîïîëîãi÷íèõ êëiôîð-

äîâèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, ÿêi ¹ êîìïàêòíèìè. Ó ïðîöåñi ïîøóêó óìîâ,

ÿêi á ïîñëàáëþâàëè êîìïàêòíiñòü i âèíèê êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâ-

ãðóï. ßê ïîêàçàíî ó ðîçäiëi 3, âëàñòèâiñòü äiòîïîëîãi÷íîñòi çáåðiãà¹òüñÿ

ïiäíàïiâãðóïàìè i îïåðàöiÿìè òèõîíiâñüêîãî i íàïiâïðÿìîãî äîáóòêiâ,

îêðiì òîãî, âñi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè, òîïîëîãi÷íi ãðóïè i êîìïàêòíi

íàïiâãðóïè ¹ äiòîïîëîãi÷íèìè.

Íàÿâíiñòü ñòðóêòóðíèõ òåîðåì äëÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåð-

ñíèõ íàïiâãðóï äîçâîëÿ¹ ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó ¨õ ìåòðèçîâíîñòi. Çãiäíî ç

êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ Áiðêãîôà-Êàêóòàíi [1], òîïîëîãi÷íà ãðóïà ìåòðè-

çîâíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi.

Ó ðîáîòàõ [2] i [3] äîñëiäæóâàëàñÿ ïðîáëåìà ìåòðèçîâíîñòi êîìïà-

êòíèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç ìåòðèçîâíèìè ïiäãðóïàìè òà

íàïiâãðàòêàìè. Ïîçèòèâíà âiäïîâiäü áóëà îòðèìàíà Ò. Áàíàõîì [2] äëÿ

íóëü-âèìiðíèõ êëiôîðäîâèõ êîìïàêòíèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï òà Ò. Áà-

íàõîì i Á. Áîêàëîì [3] äëÿ êîìïàêòíèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Âiäêðèòèì

çàëèøàëîñÿ ïèòàííÿ ïîñëàáëåííÿ óìîâè êîìïàêòíîñòi íàïiâãðóïè.
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Îñîáëèâiñòü áóäîâè êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ñïðèÿ¹ ïîñòà-

íîâöi i äîñëiäæåííþ çàäà÷i àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi äëÿ êëiôîðäî-

âèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Â çàãàëüíîìó çàäà÷à àâòîìàòè-

÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi ïîëÿãà¹ ó ïîøóêó óìîâ íà ôóíêöiþ f : X → Y ìiæ

òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X, Y i íà ñàìi ïðîñòîðè, ÿêi á ãàðàíòóâà-

ëè íåïåðåðâíiñòü öi¹¨ ôóíêöi¨. Îäíèì ç êëàñè÷íèõ ïðèêëàäiâ àâòîìàòè-

÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi ¹ òåîðåìà Ñ. Áàíàõà ïðî çàìêíåíèé ãðàôiê, çãiäíî

ÿêî¨ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ óìîâîþ íåïåðåðâíîñòi ëiíiéíîãî îïåðàòî-

ðà ìiæ áàíàõîâèìè ïðîñòîðàìè ¹ çàìêíåíiñòü éîãî ãðàôiêà ÿê ïiäìíî-

æèíè äîáóòêó öèõ ïðîñòîðiâ. Ó òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï äîáðå âèâ÷å-

íà àâòîìàòè÷íà íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ ïîëüñüêèìè ãðóïàìè.

Êëàñè÷íèì ¹ ðåçóëüòàò Ïåòòiñà [37], çãiäíî ç ÿêèì, êîæíèé âèìiðíèé çà

Áåðîì (ïðîîáðàç âiäêðèòî¨ ìíîæèíè ÿêîãî ¹ ìíîæèíîþ Áåðà) ãîìîìîð-

ôiçì ìiæ ïîëüñüêèìè ãðóïàìè íåïåðåðâíèé. Äëÿ âèìiðíèõ ãîìîìîðôi-

çìiâ âiäîìèé ðåçóëüòàò Âåéëà, ÿêèé äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü âèìiðíèõ ãî-

ìîìîðôiçìiâ ìiæ ëîêàëüíî êîìïàêòíèìè òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè. Êði-

ñòåíñåí [14] îòðèìàâ àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò, çàìiíèâøè óìîâó ëîêàëüíî

êîìïàêòíîñòi ãðóï íà àáåëåâiñòü. Ñîëåöüêèé [39] ðîçãëÿíóâ öþ çàäà÷ó

äëÿ êëàñó àìåíàáåëüíèõ â îäèíèöi ãðóï, ÿêèé ìiñòèòü âñi ïîëüñüêi ãðó-

ïè, ùî ¹ ëîêàëüíî êîìïàêòíèìè àáî àáåëåâèìè.

Òàêîæ âiäîìèé ðåçóëüòàò Íîëëà [30] ïðî íåïåðåðâíiñòü âèìiðíîãî çà

Ñóñëiíèì ãîìîìîðôiçìó ç ïîâíî¨ çà ×åõîì òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè â äîâiëüíó

òîïîëîãi÷íó ãðóïó.

Äëÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï äîöiëüíî ðîçãëÿ-

äàòè çàäà÷ó àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi ãîìîìîðôiçìiâ h : X → Y

ìiæ òîïîëîãi÷íèìè êëiôîðäîâèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè, çâóæåííÿ

h|H, h|E ÿêèõ íà êîæíó ìàêñèìàëüíó ïiäãðóïó H ⊂ X i ìàêñèìàëü-

íó íàïiâãðàòêó E ⊂ X � íåïåðåðâíi. Ïîçèòèâíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i

ó êëàñi êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç

ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà áóâ îòðèìàíèé Áîóìàíîì [10] i,

ó çàãàëüíiøîìó êîíòåêñòi, äëÿ êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ßãåðîì [41], ÿêèé äîâiâ, ùî ãîìîìîðôiçì ìiæ êëi-



13

ôîðäîâèìè êîìïàêòíèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè ¹ íå-

ïåðâíèì, ÿêùî éîãî çâóæåííÿ íà êîæíó ïiäãðóïó i êîæíó ïiäíàïiâãðà-

òêó ¹ íåïåðåðâíèìè. Çíîâ-òàêè, âiäêðèòèì ïèòàííÿì çàëèøàëîñÿ ïîñëà-

áëåííÿ óìîâè êîìïàêòíîñòi íàïiâãðóï. Ñàìå öi ïèòàííÿ ðîçãëÿäàþòüñÿ

ó äèñåðòàöi¨ i ðîçâ'ÿçóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ïîíÿòòÿ äiòîïîëîãi÷íîñòi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà âèêîíóâàëàñÿ âiäïîâiäíî äî ïëàíó íàóêîâèõ äîñëiä-

æåíü êàôåäðè ãåîìåòði¨ i òîïîëîãi¨ ìåõàíiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó

Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà â ðàìêàõ

òåìè MT-28Ô �Òîïîëîãiÿ òà ¨¨ çàñòîñóâàííÿ ó ôðàêòàëüíié ãåîìåòði¨ òà

ìàòåìàòè÷íié åêîíîìiöi� (íîìåð äåðæðå¹ñòðàöi¨ 0116U001537).

Ìåòà i çàâäàííÿ äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äèñåðòàöi¨ ¹ îçíà÷åííÿ i

äîñëiäæåííÿ íîâîãî êëàñó òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç îïåðàöi¹þ

íåïåðåðâíîãî äiëåíííÿ � äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï.

Öå ïåðåäáà÷à¹ ðîçâ'ÿçàííÿ íàñòóïíèõ çàäà÷:

� äîñëiäèòè çáåðåæåííÿ äiòîïîëîãi÷íîñòi ïðè äi¨ îñíîâíèõ îïåðàöié

íàä òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðóïàìè;

� äîñëiäèòè, ÿêi ç âiäîìèõ i äîáðå âèâ÷åíèõ êëàñiâ òîïîëîãi÷íèõ íà-

ïiâãðóï âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ äiòîïîëîãi÷íîñòi;

� ïîáóäóâàòè ïðèêëàä iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè, ùî íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ;

� ïîáóäóâàòè âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï â äîáóòêè íóëü-

ðîçøèðåíü ãðóï ÷è êîíóñiâ íàä ãðóïàìè;

� äîñëiäèòè, çà ÿêèõ óìîâ êëiôîðäîâà äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâ-

ãðóïà âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó êëiôîðäîâó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó

íàïiâãðóïó;

� äîâåñòè êðèòåðié ìåòðèçîâíîñòi êëiôîðäîâèõ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåð-

ñíèõ íàïiâãðóï;
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� äîñëiäèòè àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ êëiôîð-

äîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè, ÿêi íå ¹ êîìïà-

êòíèìè.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ äiòîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ âëàñòèâîñòi äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï.

Ìåòîäè äîñëiäæåííÿ: âèêîðèñòàíî ìåòîäè òîïîëîãi÷íî¨ àëãåáðè,

çîêðåìà, òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Óñi îòðèìàíi â äè-

ñåðòàöi¨ ðåçóëüòàòè ¹ íîâèìè. Ó ðîáîòi âïåðøå:

� ââåäåíî ïîíÿòòÿ äiòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè;

� ïîáóäîâàíî âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãóï â äîáóòêè íóëü-ðîçøèðåíü i êîíóñiâ íàä ¨õ ìàêñèìàëüíèìè

ïiäãðóïàìè;

� îòðèìàíî êðèòåðié iñíóâàííÿ âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íî¨ êëiôîðäîâî¨

iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè â êîìïàêòíó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó;

� îòðèìàíî êðèòåðié ìåòðèçîâíîñòi äiòîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ ií-

âåðñíèõ íàïiâãðóï;

� äîâåäåíî òåîðåìó ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ

ìiæ äiòîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè, ÿêi íå îáîâ'ÿçêîâî

¹ êîìïàêòíèìè.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè äè-

ñåðòàöi¨ ìàþòü òåîðåòè÷íèé õàðàêòåð.

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Óñi îñíîâíi ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi

ó ðîáîòi, îòðèìàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî. Ó ñïiëüíèõ ñòàòòÿõ ñïiâàâ-

òîðó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, îáãîâîðåííÿ ðåçóëüòàòiâ òà çàãàëüíå

êåðiâíèöòâî ðîáîòîþ.
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Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòà-

öi¨ äîïîâiäàëèñÿ òà îáãîâîðþâàëèñÿ íà:

� ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ �Geometry in Odesa-2011�, Îäåñà, Óêðà¨íà

(23�28 òðàâíÿ, 2011 ð.), íàçâà äîïîâiäi �Parallel topological inverse

Cli�ord semigroups�;

� êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìåõàíiêè òà ìàòåìàòèêè�, Ëüâiâ,

Óêðà¨íà (5�15 ëèïíÿ, 2011 ð.), íàçâà äîïîâiäi �Topological and di-

topological unoid-semigroups�;

� íà êîíôåðåíöi¨ �Äíi Ëüâiâñüêîãî óíiâåðñèòåòó ó Âðîöëàâñüêîìó óíi-

âåðñèòåòi�, Âðîöëàâ, Ïîëüùà (18�19 òðàâíÿ, 2012 ð.), íàçâà äîïîâiäi

�Parallel Topological Inverse Cli�ord Semigroups�;

� �International conference dedicated to the 120th anniversary of Stefan

Banach�, Ëüâiâ, Óêðà¨íà (17�21 âåðåñíÿ, 2012 ð.), íàçâà äîïîâiäi

�Fiber-parallel topological I−1-semigroups�;

� �Workshop in topological inverse semigroups�, Lodz, Poland (7�13 ëè-

ñòîïàäà, 2012 ð.), íàçâà äîïîâiäi �Ditopological inverse semigroups�;

� 9-ié ëiòíié øêîëi ç àëãåáðè, òîïîëîãi¨ òà àíàëiçó, ñ. Ïîëÿíèöÿ, Iâàíî-

Ôðàíêiâñüêà îáëàñòü (7�18 ëèïíÿ, 2014 ð.), íàçâà äîïîâiäi �Àâòîìà-

òè÷íà íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðó-

ïàìè�;

� Workshop in Topological groups and its applications, Hradec Kralove,

Czech Republic (22�27 âåðåñíÿ, 2014 ð.), íàçâà äîïîâiäi �Ditopological

inverse semigroups�;

� íàóêîâié êîíôåðåíöi¨, ïðèñâÿ÷åíié 100-ði÷÷þ âiä äíÿ íàðîäæåííÿ

Ê.Ì.Ôiøìàíà òà Ì.Ê.Ôàãå, ×åðíiâöi, Óêðà¨íà (1�4 ëèïíÿ, 2015 ð.),

íàçâà äîïîâiäi �Automatic continuity of homomorphisms between

topological Cli�ord semigroups�.
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Ïóáëiêàöi¨. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíi â 10 ïðà-

öÿõ: 5 ñòàòåé, ç ÿêèõ 3 îïóáëiêîâàíî ó íàóêîâèõ ïåðiîäè÷íèõ çàêîðäîí-

íèõ âèäàííÿõ ( [8], [9], [35]) i 2 îïóáëiêîâàíî ó âèäàííÿõ Óêðà¨íè, ùî

âêëþ÷åíi äî ìiæíàðîäíèõ íàóêîìåòðè÷íèõ áàç ([7], [35]), òà 5 òåç ó ìiæ-

íàðîäíèõ êîíôåðåíöiÿõ ([32], [5], [6], [33], [45]).

Ñòðóêòóðà òà îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹-

òüñÿ ç âñòóïó, øåñòè ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ òà ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë,

ùî íàëi÷ó¹ 48 íàéìåíóâàíü i çàéìà¹ 5 ñòîðiíîê.
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ÐÎÇÄIË 1

Îãëÿä ëiòåðàòóðè i îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨

Ó äèñåðòàöi¨ ââîäèòüñÿ i âèâ÷à¹òüñÿ ïiäêëàñ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

íàïiâãðóï, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Òîïîëîãi÷íi ií-

âåðñíi íàïiâãðóïè � öå òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè, â ÿêèõ äëÿ êîæíîãî åëå-

ìåíòà x ∈ S iñíó¹ ¹äèíèé iíâåðñíèé åëåìåíò x−1 ∈ S òàêèé, ùî x =

xx−1x i x−1 = x−1xx−1 i îïåðàöiÿ iíâåðñi¨ x 7→ x−1 íåïåðåðâíà.

Ó 1880-õ ðîêàõ Ëi âèâ÷àâ ñiì'¨ ãîìåîìîðôiçìiâ íà ìíîãîâèäàõ, çà-

äàíèõ ñèñòåìîþ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çàìêíåíi ñòîñîâíî îïåðàöié

êîìïîçèöi¨ i âçÿòòÿ îáåðíåíîãî � ïñåâäîãðóïè Ëi. Ïiçíiøå, äåùî çàãàëüíi-

øèì ïîíÿòòÿì ñòàëè ïñåâäîãðóïè � ìíîæèíè ãîìåîìîðôiçìiâ âiäêðèòèõ

ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó, çàìêíåíi ñòîñîâíî îïåðàöié êîìïî-

çèöi¨ i îáåðíåíîãî. Ñàìå âîíè é ñòàëè ïåðåäóìîâîþ âèíèêíåííÿ êëàñó ií-

âåðñíèõ íàïiâãðóï � ÿê ðåçóëüòàò îçíà÷åííÿ îá'¹êòà, ùî ëåæèòü â îñíîâi

ïñåâäîãðóï.

Öå ïîíÿòòÿ âïåðøå áóëî ââåäåíå íåçàëåæíî Âàãíåðîì â 1952 ð. i Ïðå-

ñòîíîì â 1954 ð. Çîêðåìà, âîíè îòðèìàëè îñíîâíèé ðåçóëüòàò òåîði¨ ií-

âåðñíèõ íàïiâãðóï � òåîðåìó ïðî âêëàäåííÿ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ó ñè-

ìåòðè÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó [29, Theorem 1], ÿêà ¹ àíàëîãîì òåîðåìè

Êåëi äëÿ ãðóï.

Òåîðåìà 1.1 (Vagner-Preston). Íåõàé S iíâåðñíà íàïiâãðóïà. Òîäi iñíó¹

ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì θ : S → IS â ñèìåòðè÷íó iíâåðñíó íàïiâãðó-

ïó IS.

Ïiä ñèìåòðè÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ IX ìíîæèíè X ðîçóìi¹ìî

ìíîæèíó âñiõ ÷àñòêîâèõ ái¹êöié ìíîæèíè X.

ßêùî êîæíèé åëåìåíò x iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S êîìóòó¹ ç iíâåðñíèì

äî ñåáå åëåìåíòîì x−1, òî íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ êëiôîðäîâîþ ií-

âåðñíîþ íàïiâãðóïîþ. Êëiôîðäîâi iíâåðñíi íàïiâãðóïè îñîáëèâi ñâî¹þ

ñòðóêòóðîþ � âîíè ¹ îá'¹äíàííÿì ãðóï, ÿêi íàçèâàþòüñÿ ìàêñèìàëüíè-

ìè ïiäãðóïàìè i íàäàëi ïîçíà÷àòèìóòüñÿ He, äå e � îäèíèöÿ ãðóïè He
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i iäåìïîòåíò íàïiâãðóïè. Òîáòî, êîæíà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

¹ îá'¹äíàííÿì S =
⋃
e∈E(S)He ìàêñèìàëüíèõ ïiäãðóï, ïàðàìåòðèçîâà-

íèì iäåìïîòåíòàìè ç ìàêñèìàëüíî¨ íàïiâãðàòêè E(S) ⊂ S. Öåé ôàêò

íàøòîâõó¹ íà ìåòîä äîñëiäæåííÿ iíâåðñíèõ êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï, çà-

ñòîñîâóþ÷è òåîðiþ ãðóï äî ¨¨ ñêëàäîâèõ, òîáòî ïîðîäæó¹ çàäà÷i òàêîãî

òèïó: ÿê âëàñòèâîñòi ïiäãðóï iíâåðñíî¨ êëiôîðäîâî¨ íàïiâãðóïè âèçíà-

÷àþòü ¨¨ âëàñòèâîñòi i ñòðóêòóðó. Çàäà÷i òàêîãî òèïó ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ó

äèñåðòàöi¨.

Ç îäíîãî áîêó, êëiôîðäîâi iíâåðñíi íàïiâãðóïè ¹ îá'¹äíàííÿì ãðóï. Ç

iíøîãî, ÿê âèïëèâà¹ ç òåîðåì, îòðèìàíèõ Ïîíiçîâñüêèì [46] ó 1970-èõ

ðîêàõ äëÿ êîìóòàòèâíèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, � êîæíà òàêà íàïiâãðóïà

¹ ïiäíàïiâãðóïîþ äîáóòêó íóëü-ðîçøèðåíü ñâî¨õ ìàêñèìàëüíèõ ïiäãðóï.

Îäíèì ç ïðèêëàäiâ iíâåðñíèõ êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï ¹ íàïiâãðàòêè.

Âîíè ¹ îá'¹äíàííÿì òðèâiàëüíèõ ãðóï. Òîïîëîãi÷íi àíàëîãè òåîðåìè 1.1

äëÿ íàïiâãðàòîê áóëè îòðèìàíi äëÿ êëàñiâ U -íàïiâãðàòîê i íàïiâãðàòîê

Ëîóñîíà.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà E íàçèâà¹òüñÿ:

� U -íàïiâãðàòêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè e ∈ E i ¨¨ âiäêðèòîãî îêî-

ëó U ⊂ E iñíó¹ òàêà òî÷êà y ∈ U , ùî x ∈ Int(↑y), äå Int(↑y) �

âíóòðiøíiñòü âåðõíüîãî êîíóñà ↑y = {x ∈ E : xy = yx = y} òî÷êè
y;

� U0-íàïiâãðàòêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè e ∈ E i ¨¨ âiäêðèòîãî

îêîëó U ⊂ E iñíó¹ òàêà òî÷êà y ∈ U , ùî x ∈ ↑y = Int(↑y);

� íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà, ÿêùî âîíà ìà¹ áàçó òîïîëîãi¨, ùî ñêëàäà¹-

òüñÿ ç ïiäíàïiâãðàòîê.

Òîïîëîãi÷íi U -íàïiâãðàòêè i íàïiâãðàòêè Ëîóñîíà ¹ îäíèìè ç íàé-

áiëüø ïîøèðåíèõ i äîáðå âèâ÷åíèõ òèïiâ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê. Äëÿ

U -íàïiâãðàòîê ñïðàâåäëèâà íàñòóïíà òåîðåìà [13, Theorem 2.11], ÿêó ìî-

æíà ââàæàòè àíàëîãîì òåîðåìè Ãàíà-Áàíàõà ïðî ðîçäiëåííÿ òî÷îê ëî-

êàëüíî îïóêëîãî ïðîñòîðó.
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Òåîðåìà 1.2. ßêùî E � U -íàïiâãðàòêà, òî ìíîæèíà Hom(E, Im) íå-

ïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ ç E â íàïiâãðàòêó [0, 1] ç îïåðàöi¹þ ìiíiìóìó

ðîçäiëÿ¹ òî÷êè.

Äëÿ U0 íàïiâãðàòîê öÿ òåîðåìà ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

Òåîðåìà 1.3. ßêùî E � U0-íàïiâãðàòêà, òî ìíîæèíà Hom(E, {0, 1})

íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ ç E â íàïiâãðàòêó {0, 1} ç îïåðàöi¹þ ìiíi-

ìóìó ðîçäiëÿ¹ òî÷êè.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 2.12 [13], êëàñ U -íàïiâãðàòîê ìiñòèòü óñi ëîêàëüíî

êîìïàêòíi íàïiâãðàòêè Ëîóñîíà.

Òåîðåìà 1.4. Äîâiëüíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íàïiâãðàòêà Ëîóñîíà ¹

U -íàïiâãðàòêîþ.

Íàñëiäêîì öèõ òåîðåì ¹ íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5 (Lawson). Êîæíà êîìïàêòíà íàïiâãðàòêà Ëîóñîíà E âà-

ãè w(E) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê [0, 1]κ ÿê òîïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó

ç îïåðàöi¹þ ïîêîîðäèíàòíîãî ìiíiìóìó.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.13 [18], êîæíà êîìïàêòíà íóëü-âèìiðíà òîïîëîãi-

÷íà íàïiâãðàòêà ¹ U0-íàïiâãðàòêîþ i, ÿê íàñëiäîê, íàïiâãðàòêîþ Ëîóñî-

íà. Ó êëàñi íóëü-âèìiðíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê ïîïåðåäíÿ òåîðåìà

ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä.

Òåîðåìà 1.6 (Hofmann, Mislove, Stralka, 1974). Êîæíà êîìïàêòíà

íóëü-âèìiðíà íàïiâãðàòêà E âàãè w(E) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê

{0, 1}κ ÿê òîïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó ç îïåðàöi¹þ ïîêîîðäèíàòíîãî

ìiíiìóìó.

Äîáðå äîñëiäæåíèì ¹ é âèïàäîê êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï.

Çîêðåìà, äëÿ êîìêïàòíèõ àáåëåâèõ ãðóï ìà¹ìî íàñòóïíi òåîðåìè

(Ïîíòðÿãií, 1934).
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Òåîðåìà 1.7 (Ïîíòðÿãií). Êîæíà êîìïàêòíà àáåëåâà òîïîëîãi÷íà ãðó-

ïà G âàãè w(G) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê Tκ êië T = {z ∈ C : |z| =

1}.

Òåîðåìà 1.8 (Ïîíòðÿãií). Êîæíà íóëü-âèìiðíà êîìïàêòíà àáåëåâà

òîïîëîãi÷íà ãðóïà G âàãè ω(G) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
∏

n∈NC
κ
n

öèêëi÷íèõ ãðóï n-ãî ïîðÿäêó Cn = {z ∈ C : zn = 1}.

Äëÿ íåêîìóòàòèâíèõ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï àíàëîãi÷íi òåîðåìè áóëè äî-

âåäåíi Ïåòåðîì òà Âåéëåì ó 1927 [1].

Òåîðåìà 1.9 (Peter, Weyl). Êîæíà êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà G

âàãè w(G) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
∏

n∈N O(n)κ îðòîãîíàëüíèõ ãðóï

O(n).

Òåîðåìà 1.10 (Peter, Weyl). Êîæíà êîìïàêòíà íóëü-âèìiðíà òîïî-

ëîãi÷íà ãðóïà G âàãè w(G) ≤ κ âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
∏

n∈N S
κ
n ñèìå-

òðè÷íèõ ãðóï Sn.

Âèùåçãàäàíi òåîðåìè äëÿ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, à òàêîæ ðåçóëüòàòè,

îòðèìàíi Ïîíiçîâñüêèì, íàâîäÿòü íà äóìêó ïðî ïîøóê àíàëîãiâ öèõ

òåîðåì äëÿ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Öå ïèòàííÿ äîñëiäæó-

âàëà Î. Ãðèíiâ. Çîêðåìà, ó [24] áóëè ïîáóäîâàíi óíiâåðñàëüíi îá'¹êòè â

êëàñi êëiôîðäîâèõ êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï. Äëÿ êëiôîðäî-

âèõ êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï, ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà ÿêèõ

¹ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà, òàêèìè îá'¹êòàìè âèÿâèëèñü äîáóòêè êîíóñiâ

íàä ìàêñèìàëüíèìè ãðóïàìè, à äëÿ êëiôîðäîâèõ êîìïàêòíèõ òîïîëîãi-

÷íèõ íàïiâãðóï ç íóëü-âèìiðíîþ ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ � äîáóòêè

íóëü-ðîçøèðåíü ìàêñèìàëüíèõ ãðóï.

Íàãàäà¹ìî, ùî íóëü-ðîçøèðåííÿì Ġ = G ∪ {0} òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè
G ¹ íàïiâãðóïà, óòâîðåíà ïðè¹äíàííÿì äî G içîëüîâàíî¨ òî÷êè 0, ÿêà ¹

íóëåì íàïiâãðóïè Ġ, òîáòî x0 = 0x = 0, äëÿ âñiõ x ∈ Ġ.
Êîíóñîì Ĝ òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G ¹ ôàêòîð-íàïiâãðóïà Ĝ = ([0, 1] ×

G)/({0} ×G) äîáóòêó [0, 1]×G òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè Im i òîïîëîãi-
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÷íî¨ ãðóïè G çà çàìêíåíèì iäåàëîì {0} × G. Â óñiõ òî÷êàõ, îêðiì âåð-

øèíè v = {0}×G, òîïîëîãiÿ çáiãà¹òüñÿ ç ôàêòîð-òîïîëîãi¹þ. Ó âåðøèíi

òîïîëîãiÿ ïîðîäæó¹òüñÿ ìíîæèíàìè {v} ∪ ((0, ε)×G), ε ∈ (0, 1].

Â òåðìiíàõ âèùåçãàäàíèõ îçíà÷åíü, îñíîâíèìè ðåçóëüòàòàìè [24] ¹

íàñòóïíi òåîðåìè:

Òåîðåìà 1.11 (Ãðèíiâ, 2007). Êîìïàêòíà êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà ií-

âåðñíà íàïiâãðóïà S, ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ÿêî¨ ¹ íàïiâãðàòêîþ

Ëîóñîíà, âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
∏

e∈E Ĥ
ω(S)
e êîíóñiâ íàä ìàêñèìàëüíè-

ìè ïiäãðóïàìè íàïiâãðóïè S.

Òåîðåìà 1.12 (Ãðèíiâ, 2007). Êîìïàêòíà êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà ií-

âåðñíà íàïiâãðóïà S ç íóëü-âèìiðíîþ ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ E

âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê
∏

e∈E Ḣ
ω(S)
e íóëü-ðîçøèðåíü ìàêñèìàëüíèõ ïiä-

ãðóï íàïiâãðóïè S.

Îäíi¹þ ç çàäà÷ äèñåðòàöi¨ áóëî îòðèìàòè àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ

íåêîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï. ßê âè-

ÿâèëîñü, öå ìîæëèâî çðîáèòè äëÿ êëàñó äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ êëi-

ôîðäîâèõ íàïiâãðóï.

Îçíà÷åííÿ 1.13. Òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ äiòî-

ïîëîãi÷íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ S òà ¨¨ îêîëó Ox ⊂ S iñíóþòü

îêîëè Ux ⊂ S òî÷êè x òà Wxx−1 ⊂ E(S) iäåìïîòåíòà xx−1 òàêi, ùî äî-

âiëüíà òî÷êà y ∈ S íàëåæèòü îêîëó Ox, ÿêùî yy−1 ∈ Wxx−1 i ey ∈ Ux,

äëÿ äåÿêîãî iäåìïîòåíòà e ∈ Wxx−1.

Òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó íàçèâàòèìåìî U -íàïiâãðóïîþ

(U0-íàïiâãðóïîþ), ÿêùî ¨¨ ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà iäåìïîòåíòiâ ¹

U -íàïiâãðàòêîþ (U0-íàïiâãðàòêîþ).

Íàñòóïíi òåîðåìè ¹ íàñëiäêàìè ç òåîðåì âêëàäåííÿ, äîâåäåíèõ ó ðîç-

äiëi 4 i îïóáëiêîâàíèõ ó [8], i óçàãàëüíåííÿì ðåçóëüòàòiâ, îòðèìàíèõ

Î. Ãðèíiâ ó [24].
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Òåîðåìà 1.14. Íåõàé S � êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U0-

íàïiâãðóïà. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1) S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê

òà íóëü-ðîçøèðåíü òîïîëîãi÷íèõ ãðóï;

2) S âêëàäà¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó E ×∏
e∈E Ḣe

w(E)
;

3) S � äiòîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Òåîðåìà 1.15. Íåõàé S � êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U -

íàïiâãðóïà. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1) S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê

òà êîíóñiâ íàä òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè;

2) S âêëàäà¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó E ×∏
e∈E Ĥe

w(E)
;

3) S � äiòîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Âèùåçãàäàíi òåîðåìè äàþòü çìîãó îõàðàêòåðèçóâàòè òîïîëîãi÷íi êëi-

ôîðäîâi iíâåðñíi íàïiâãðóïè, ùî âêëàäàþòüñÿ â êîìïàêòíi êëiôîðäîâi

iíâåðñíi íàïiâãðóïè.

Òåîðåìà 1.16. Òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà U -íàïiâãðóïà S âêëà-

äà¹òüñÿ â êîìïàêòíó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè:

1) ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E = {e ∈ S : ee = e} âêëàäà¹òüñÿ â

êîìïàêòíó íàïiâãðàòêó;

2) êîæíà ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà He, e ∈ E, â S âêëàäà¹òüñÿ â êîì-

ïàêòíó ãðóïó;
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3) i S äiòîïîëîãi÷íà.

Îäíèì ç êëàñè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ òîïîëîãi÷íèõ ãðóï ¹ òåîðåìà

ìåòðèçîâíîñòi Áiðêãîôà-Êàêóòàíi [1, Theorem 3.3.12].

Òåîðåìà 1.17. Òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ìåòðèçîâíà òîäi i ëèøå òîäi, êî-

ëè âîíà çàäîâîëüíÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi.

Ïåðøà àêñiîìà çëi÷åííîñòi íà òîïîëîãi÷íié ãðóïi ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ

ëiâî-iíâàðiàíòíî¨ (àáî ïðàâî-iíâàðiàíòíî¨) ìåòðèê íà íié. Òîáòî, ñïðàâå-

äëèâèé íàñòóïíèé íàñëiäîê [1, Corollary 3.3.13]:

Òåîðåìà 1.18. Êîæíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ç ïåðøîþ àêñiîìîþ çëi-

÷åííîñòi äîïóñêà¹ ïðàâî-iíâàðiàíòíó i ëiâî-iíâàðiàíòíó ìåòðèêè, ÿêi

ïîðîäæóþòü òîïîëîãiþ G.

Äëÿ iñíóâàííÿ iíâàðiàíòíî¨ ìåòðèêè íà ìåòðèçîâíié òîïîëîãi÷íié ãðó-

ïi íåîáõiäíà äîäàòêîâà óìîâà íà G � çáàëàíñîâàíiñòü, òîáòî iñíóâàííÿ

iíâàðiàíòíî¨ áàçè îêîëiâ îäèíèöi.

Òåîðåìà 1.19. Ìåòðèçîâíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà G äîïóñêà¹ iíâàðiàí-

òíó ìåòðèêó, ùî ïîðîäæó¹ ¨¨ òîïîëîãiþ, òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G

çáàëàíñîâàíà.

Íàâåäåíi âèùå ðåçóëüòàòè i îñîáëèâiñòü ñòðóêòóðè êëiôîðäîâèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï çóìîâèëè ôîðìóëþâàííÿ íàñòóïíî¨ çàäà÷i: ÷è ¹

ìåòðèçîâíîþ êîìïàêòíà êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà,

ÿêùî ¨¨ ìàêñèìàëüíi ãðóïè i íàïiâãðàòêà ìåòðèçîâíi?

Öå ïèòàííÿ áóëî äîñëiäæåíå Ò. Áàíàõîì [2]. Â ðåçóëüòàòi áóëî äî-

âåäåíî êðèòåðié ìåòðèçîâíîñòi êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï [2, Corollary 3.8].

Òåîðåìà 1.20 (Áàíàõ, 2003). Íóëü-âèìiðíà êîìïàêòíà êëiôîðäîâà òî-

ïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà ¹ ìåòðèçîâíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà i âñi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè ìåòðèçîâíi.



24

Òåîðåìà ìåòðèçîâíîñòi äëÿ çëi÷åííî êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåð-

ñíèõ íàïiâãðóï áóëà äîâåäåíà Ò. Áàíàõîì i Á. Áîêàëîì ó [3, Corollary

6]:

Òåîðåìà 1.21 (Áàíàõ, Áîêàëî, 2003). Çëi÷åííî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà

iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ìåòðèçîâíà, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

1) ìàêñèìàëüíà êëiôîðäîâà ïiäíàïiâãðóïà C = {x ∈ S : xe =

ex, äëÿ âñiõ e ∈ E} ìåòðèçîâíà;

2) ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ¹ ìåòðèçîâíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñî-

íà, à âñi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè ìåòðèçîâíi;

3) ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ìåòðèçîâíà, à âñi ìàêñèìàëüíi ïiä-

ãðóïè ¹ ãðóïàìè Ëi.

Ïðîáëåìà ìåòðèçîâíîñòi òîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï áóëà

äîñëiäæåíà ó [4], äå áóëà äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.22 (Áàíàõ, Ãóòiê, Ïîòÿòèíèê, Ðàâñüêèé, 2012). Çëi÷åííî

êîìïàêòíà êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ¹ ìåòðèçîâíîþ òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ E ⊂ S ¹ Gδ-ìíîæèíîþ â S.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìó âêëàäåííÿ 1.12 êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ

òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï â äîáóòêè êîíóñiâ íàä ãðóïàìè, ó [24]

áóëî äîâåäåíî íàñòóïíèé êðèòåðié iñíóâàííÿ ñóáiíâàðiàíòíî¨ ìåòðèêè

íà òàêèõ íàïiâãðóïàõ.

Òåîðåìà 1.23. Êîìïàêòíà êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðó-

ïà S ç ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà E ¹ ìåòðèçîâíîþ ñóáiíâà-

ðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè E i âñi ìàêñèìàëüíi ãðóïè

He, e ∈ E, ìåòðèçîâíi.

Çâàæàþ÷è íà çãàäàíi âèùå òåîðåìè, ïðèðîäíî ïîñòà¹ çàäà÷à ¨õ ïîøè-

ðåííÿ íà êëàñ íåêîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï. �¨ ðîçâ'ÿçîê äëÿ êëàñó êëiôîðäîâèõ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

íàïiâãðóï îïèñó¹ íàñòóïíà òåîðåìà (äèâ. Òåîðåìà 5.5 ðîçäiëó 5).
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Òåîðåìà 1.24. Íåõàé S � äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà êëiôîðäîâà íàïiâãðó-

ïà, ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ÿêî¨ ¹ ñåïàðàáåëüíîþ U -íàïiâãðàòêîþ.

Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S

1) ìåòðèçîâíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨ ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà

E òà óñi ìàêñèìàëüíi ãðóïè ìåòðèçîâíi;

2) ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ¨¨

ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà òà óñi ìàêñèìàëüíi ãðóïè ìåòðèçîâíi

ñóáiíâàðiàíòíèìè ìåòðèêàìè.

Îñòàííié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ àâòîìàòè÷íî¨

íåïåðåðâíîñòi ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðó-

ïàìè.

Çàäà÷à 1.1. ×è ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçì h : X → Y ìiæ êëiôîð-

äîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè X òà Y , ÿêùî éîãî

çâóæåííÿ h|H, h|E íà êîæíó ïiäãðóïó H ⊂ X i íàïiâãðàòêó E ⊂ X

íåïåðåðâíi?

Öÿ çàäà÷à ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïîøóêó óìîâ

íà àëãåáðà¨÷íî-òîïîëîãi÷íi îá'¹êòè i ãîìîìîðôiçìè ìiæ íèìè, ÿêi á çà-

áåçïå÷èëè íåïåðåðâíiñòü öèõ ãîìîìîðôiçìiâ. Òàêi óìîâè íàçèâàþòü óìî-

âàìè àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi.

Äîáðå âèâ÷åíîþ ¹ àâòîìàòè÷íà íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ

ïîëüñüêèìè ãðóïàìè � òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè, ïðîñòið ÿêèõ ïîëüñüêèé.

Áiëüøiñòü îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïåðåäáà÷à¹ íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ

óìîâ, íàïðèêëàä, âèìiðíîñòi, íà ãîìîìîðôiçì.

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X:

� õóäà, ÿêùî âîíà ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì A =
⋃
n∈NAn íiäå íå

ùiëüíèõ ìíîæèí, òîáòî Int(Ān) = ∅, äëÿ âñiõ n ∈ N;

� ìà¹ âëàñòèâiñòü Áåðà, ÿêùî ¨¨ ñèìåòðè÷íà ðiçíèöÿ A4U ç äåÿêîþ

âiäêðèòîþ ìíîæèíîþ U ⊂ X � õóäà;
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� óíiâåðñàëüíî âèìiðíà, ÿêùî âîíà âèìiðíà âiäíîñíî äîâiëüíî¨ éìî-

âiðíiñíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìiðè µ íà X;

� âèìiðíà çà Ñóñëiíèì, ÿêùî A =
⋃
s∈ωω

⋂
n∈ω Fs|n, äëÿ äåÿêî¨ ñiì'¨

(Fs)s∈ω<ω çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â X.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ Øïiëüðàéíå-Ìàð÷åâñüêîãî [43], êîæíà âèìiðíà çà

Ñóñëiíèì ìíîæèíà ¹ óíiâåðñàëüíî âèìiðíîþ i ìà¹ âëàñòèâiñòü Áåðà.

Ôóíêöiþ h : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè X òà Y íàçèâà-

òèìåìî:

� âèìiðíîþ çà Áåðîì, ÿêùî h−1(U) ìà¹ âëàñòèâiñòü Áåðà â X, äëÿ

êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ Y ;

� óíiâåðñàëüíî âèìiðíîþ, ÿêùî h−1(U) � óíiâåðñàëüíî âèìiðíà ìíî-

æèíà â X, äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ Y ;

� âèìiðíîþ çà Ñóñëiíèì, ÿêùî h−1(U) � âèìiðíà çà Ñóñëiíèì ìíî-

æèíà â X, äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ Fσ-ìíîæèíè U ⊂ Y .

Íàñëiäêîì ç êëàñè÷íîãî ðåçóëüòàòó Ïåòòiñà [37] ¹ íàñòóïíà òåîðåìà

ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü.

Òåîðåìà 1.25 (Pettis, 1950). Äîâiëüíèé âèìiðíèé çà Áåðîì ãîìîìîð-

ôiçì h : G→ H ìiæ ïîëüñüêèìè ãðóïàìè ¹ íåïåðåðâíèì.

Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíèõ ïîëüñüêèõ ãðóï i

óíiâåðñàëüíî âèìiðíèõ ãîìîìîðôiçìiâ áóâ îòðèìàíèé Âåéëåì [40].

Òåîðåìà 1.26 (Weil, 1940 ð.). Äîâiëüíèé óíiâåðñàëüíî âèìiðíèé ãîìî-

ìîðôiçì h : G → H ç ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ ïîëüñüêî¨ ãðóïè G â ïîëü-

ñüêó ãðóïó H ¹ íåïåðåðâíèì.

ßêùî ãðóïè àáåëåâi, òî â ïîïåðåäíié òåîðåìi óìîâîþ ëîêàëüíî êîì-

ïàêòíîñòi ìîæíà çíåõòóâàòè [14].

Òåîðåìà 1.27 (Christensen, 1971). Äîâiëüíèé óíiâåðñàëüíî âèìiðíèé

ãîìîìîðôiçì ìiæ ïîëüñüêèìè àáåëåâèìè ãðóïàìè ¹ íåïåðåðâíèì.
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Ó [39] Ñîëåöüêèé îòðèìàâ óçàãàëüíåííÿ ïîïåðåäíiõ ðåçóëüòàòiâ, äî-

âiâøè àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü äëÿ àìåíàáåëüíèõ â îäèíèöi ïîëü-

ñüêèõ ãðóï. Êëàñ àìåíàáåëüíèõ â îäèíèöi ãðóï ìiñòèòü âñi ëîêàëüíî

êîìïàêòíi ãðóïè ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi i âñi àáåëåâi ïîëüñüêi

ãðóïè.

Òåîðåìà 1.28 (Solecki, 2006). Äîâiëüíèé óíiâåðñàëüíî âèìiðíèé ãîìî-

ìîðôiçì h : G→ H ç àìåíàáåëüíî¨ â îäèíèöi ïîëüñüêî¨ ãðóïè G â ãðóïó

ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi H ¹ íåïåðåðâíèì.

Íîëë çíàéøîâ óìîâè àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi âèìiðíèõ çà Ñóñëi-

íèì ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè [30].

Òåîðåìà 1.29 (Noll, 1992). Âèìiðíèé çà Ñóñëiíèì ãîìîìîðôiçì h :

G → H ç ïîâíî¨ çà ×åõîì òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè G â òîïîëîãi÷íó ãðóïó

H ¹ íåïåðåðâíèì.

Äëÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï çàäà÷à àâòîìà-

òè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi äîñëiäæóâàëàñü Áîóìàíîì ó [10] òà ßãåðîì ó [41].

Çîêðåìà, Áîóìàí äîâiâ àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ äëÿ

êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç ìàêñèìàëüíîþ íàïiâ-

ãðàòêîþ Ëîóñîíà [10, Theorem 1.4]:

Òåîðåìà 1.30 (Bowman, 1971). Ãîìîìîðôiçì h : X → Y ìiæ êîìïà-

êòíèìè êëiôîðäîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè X òà

Y ç ìàêñèìàëüíèìè íàïiâãðàòêàìè Ëîóñîíà ¹ íåïåðåðâíèì, ÿêùî éîãî

çâóæåííÿ h|H, h|E íà êîæíó ïiäãðóïó H ⊂ X i ïiäíàïiâãðàòêó E ⊂ X

¹ íåïåðåðâíèìè.

ßãåð óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò, íå âèìàãàþ÷è óìîâè Ëîóñîíà íà íà-

ïiâãðàòêè [41, Corollary 4.1]:

Òåîðåìà 1.31 (Yeager, 1976). Ãîìîìîðôiçì h : X → Y ìiæ êîìïà-

êòíèìè êëiôîðäîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè X òà
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Y ¹ íåïåðåðâíèì, ÿêùî éîãî çâóæåííÿ h|H, h|E íà êîæíó ïiäãðóïó

H ⊂ X i ïiäíàïiâãðàòêó E ⊂ X ¹ íåïåðåðâíèìè.

Çàäà÷åþ äèñåðòàöi¨ áóëî îòðèìàòè àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò, íå âèìàãà-

þ÷è êîìïàêòíîñòi íàïiâãðóï. Ïðè ðîçâ'ÿçàííi öi¹¨ çàäà÷i âàæëèâó ðîëü

âiäiãðàëè ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè.

Òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ñëàáêî äiòîïîëîãi-

÷íîþ, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ S i ¨¨ îêîëó Ox ⊂ S, iñíóþòü îêië

Ux ⊂ S òî÷êè x i îêîëèWxx−1,Wx−1x ⊂ E(S) iäåìïîòåíòiâ xx−1, x−1x òà-

êi, ùî òî÷êà y ∈ S íàëåæèòü îêîëó Ox, ÿêùî yy−1 ∈ Wxx−1, y−1y ∈ Wx−1x

i iñíó¹ iäåìïîòåíò e ∈ Wxx−1 òàêèé, ùî ey ∈ Ux.
Êîæíà ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà, î÷åâèäíî, ¹ äiòîïî-

ëîãi÷íîþ. Ó ïðèêëàäi 4.11 ìè ïîáóäó¹ìî ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó

íàïiâãðóïó, ÿêà íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Ãîìîìîðôiçì h : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïà-

ìè X òà Y íàçèâàòèìåìî EH-íåïåðåðâíèì, ÿêùî éîãî çâóæåííÿ h|H,

h|E íà êîæíó ïiäãðóïó H ⊂ X i ïiäíàïiâãðàòêó E ⊂ X íåïåðåðâíi.

Ó ðîçäiëi 6 äîâåäåíî íàñòóïíi òåîðåìè ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâ-

íiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè. Öi

ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíî ó [9], [34], [35].

Òåîðåìà 1.32. Êîæíèé EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè X ç íóëü-âèìiðíîþ ëîêàëüíî êîìïà-

êòíîþ ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ E(X) â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó ií-

âåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Òåîðåìà 1.33. Êîæíèé EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y

ç òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ êëiôîðäîâî¨ íàïiâãðóïè X ç ëîêàëüíî êîìïà-

êòíîþ ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà E(X) â ñëàáêî äiòîïîëî-

ãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Îñêiëüêè êîæíà êîìïàêòíà íàïiâãðóïà äiòîïîëîãi÷íà, à îòæå, é ñëàá-

êî äiòîïîëîãi÷íà, òî, ÿê íàñëiäîê, îòðèìó¹ìî òåîðåìó Áîóìàíà 1.30.
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Ç òåîðåì 1.32, 1.33 i 1.29 âèïëèâàþòü íàñòóïíi êðèòåði¨ àâòîìàòè÷íî¨

íåïåðåðâíîñòi âèìiðíèõ çà Ñóñëiíèì ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè

iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè, äèâ. [35].

Òåîðåìà 1.34. Íåõàé X � ïàðàêîìïàêòíà ïîâíà çà ×åõîì òîïîëîãi-

÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà ç íóëü-âèìiðíîþ ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ ìàêñè-

ìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ E ⊂ X. Äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y â

ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè h âèìiðíèé çà Ñóñëiíèì i çâóæåííÿ h|E íåïåðåðâíå.

Òåîðåìà 1.35. Íåõàé X � ïàðàêîìïàêòíà ïîâíà çà ×åõîì òîïîëîãi÷íà

iíâåðñíà íàïiâãðóïà, ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ⊂ X ÿêî¨ ¹ ëîêàëüíî

êîìïàêòíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà. Äîâiëüíèé ãîìîìîðôiçì h : X →

Y â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè h âèìiðíèé çà Ñóñëiíèì i çâóæåííÿ h|E íåïåðåðâíå.
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ÐÎÇÄIË 2

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè íàãàäà¹ìî äåÿêi îñíîâíi îçíà÷åííÿ i òâåðäæåííÿ,

ÿêi âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Íåïîðîæíþ ìíîæèíó S ç çàäàíîþ íà íié áiíàðíîþ àñîöiàòèâíîþ îïå-

ðàöi¹þ · : S × S → S, (x, y) 7→ x · y, íàçèâàòèìåìî íàïiâãðóïîþ.
Åëåìåíò x íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ðåãóëÿðíèì, ÿêùî x ∈ xSx,

òîáòî, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò s ∈ S, ùî x = xsx. Íàïiâãðóïà S � ðåãóëÿðíà,

ÿêùî êîæåí ¨¨ åëåìåíò ðåãóëÿðíèé.

Åëåìåíò x−1 ∈ S íàçèâà¹òüñÿ iíâåðñíèì äî åëåìåíòà x ∈ S, ÿêùî

âèêîíóþòüñÿ ðiâíîñòi x = xx−1x i x−1 = x−1xx−1. Iíâåðñíîþ íàïiâãðó-

ïîþ íàçèâàòèìåìî íàïiâãðóïó S, â ÿêié äëÿ êîæíîãî x ∈ S iñíó¹ ¹äèíèé

iíâåðñíèé åëåìåíò x−1 ∈ S.
Iäåìïîòåíòîì íàçèâàòèìåìî òàêèé åëåìåíò e ∈ S, ùî ee = e. Çà-

óâàæèìî, ùî äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S, åëåìåíòè

âèãëÿäó xx−1, x−1x ¹ iäåìïîòåíòàìè. Ìíîæèíó iäåìïîòåíòiâ íàïiâãðó-

ïè S íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî E(S). Âàæëèâîþ ¹ íàñòóïíà õàðàêòåðèçàöiÿ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï [29, 1.3.3]:

Òâåðäæåííÿ 2.1. Íàïiâãðóïà S iíâåðñíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S

ðåãóëÿðíà i ¨¨ iäåìïîòåíòè êîìóòóþòü.

Ïiäíàïiâãðóïîþ íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà T ⊂
S, ÿêà ¹ íàïiâãðóïîþ ñòîñîâíî îïåðàöi¨, óñïàäêîâàíî¨ ç S.

Ïiäãðóïîþ íàïiâãðóïè S íàçèâàòèìåìî ïiäíàïiâãðóïó T ⊂ S, ÿêà ¹

ãðóïîþ. Çàóâàæèìî, ùî îäèíèöÿ ãðóïè T ¹ iäåìïîòåíòîì â S, àëå íå

îáîâ'ÿçêîâî îäèíèöåþ íàïiâãðóïè S.

Ïiäìíîæèíà I íàïiâãðóïè S íàçèâà¹òüñÿ ëiâèì (ïðàâèì) iäåàëîì,

ÿêùî sa ∈ I (as ∈ I), äëÿ âñiõ a ∈ I, s ∈ S. Iäåàë � öå ìíîæèíà,

ùî ¹ ïðàâèì i ëiâèì iäåàëîì îäíî÷àñíî. Ïåðåòèí ëiâèõ (ïðàâèõ, äâîñòî-

ðîííiõ) iäåàëiâ çíîâó ¹ iäåàëîì. Çîêðåìà, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà s ∈ S
iñíó¹ íàéìåíøèé ëiâèé (ïðàâèé, äâîñòîðîííié) iäåàë, ùî ìiñòèòü s, ÿêèé



31

íàçèâà¹òüñÿ ãîëîâíèì. Ó âèïàäêó iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S, ìíîæèíà Ss

� ëiâèé ãîëîâíèé iäåàë, ùî ìiñòèòü s, sS � ïðàâèé ãîëîâíèé iäåàë, ùî

ìiñòèòü s, à sSs � äâîñòîðîííié ãîëîâíèé iäåàë, äèâ. [29].

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî e ∈ S � iäåìïîòåíò, òî âií ¹ îäèíèöåþ ãî-

ëîâíîãî iäåàëà eSe, à îòæå, eSe ìiñòèòü ïiäãðóïó îáîðîòíiõ åëåìåíòiâ

He = {x ∈ S : ∃y ∈ S xy = yx = e, ex = xe = x}, ÿêà íàçèâà¹-

òüñÿ ìàêñèìàëüíîþ (ïiä)ãðóïîþ íàïiâãðóïè S. Âiäîìî, ùî äëÿ ðiçíèõ

iäåìïîòåíòiâ e, f ∈ E(S) íàïiâãðóïè S, ìàêñèìàëüíi ãðóïè He, Hf íå

ïåðåòèíàþòüñÿ, äèâ. [42].

Çîêðåìà, äëÿ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S ìà¹ìî

He = {x ∈ S : xx−1 = x−1x = e}.

Êëiôîðäîâîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ íàçèâàòèìåìî iíâåðñíó íà-

ïiâãðóïó S, êîæíèé åëåìåíò x ÿêî¨ êîìóòó¹ ç iíâåðñíèì äî ñåáå

åëåìåíòîì x−1, òîáòî xx−1 = x−1x. Êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S

¹ îá'¹äíàííÿì S =
⋃
e∈E(S)He ñâî¨õ ìàêñèìàëüíèõ ïiäãðóï.

Iíøîþ âàæëèâîþ õàðàêòåðèñòèêîþ êëiôîðäîâî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè

S ¹ òå, ùî ¨¨ iäåìïîòåíòè E(S) êîìóòóþòü çi âñiìà åëåìåíòàìè S, òîáòî

äëÿ âñiõ s ∈ S, se = es, äèâ. [29, 5.2].

2.1 Íàïiâãðàòêè

Êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà, êîæíèé åëåìåíò ÿêî¨ ¹ iäåìïîòåíòîì, íàçè-

âà¹òüñÿ íàïiâãðàòêîþ. Çàóâàæèìî, ùî iäåìïîòåíòè iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè

S óòâîðþþòü íàïiâãðàòêó E(S), ÿêó íàäàëi íàçèâàòèìåìî ìàêñèìàëü-

íîþ íàïiâãðàòêîþ öi¹¨ íàïiâãðóïè.

ßêùî äëÿ åëåìåíòiâ e, f íàïiâãðàòêè E âèçíà÷èòè e ≤ f òîäi i ëèøå

òîäi, êîëè f = fe = e, òî ≤ � ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê íà E, ÿêèé íàçèâàþòü

ïðèðîäíèì ÷àñòêîâèì ïîðÿäêîì íà íàïiâãðàòöi E.

Äëÿ íàïiâãðàòêè E i iäåìïîòåíòà e ∈ E ÷åðåç

↓e = {x ∈ E : x ≤ e}, ↑e = {x ∈ E : e ≤ x}

ïîçíà÷àòèìåìî íèæíié i âåðõíié êîíóñè íàä åëåìåíòîì e âiäïîâiäíî.



32

Àíàëîãi÷íî, äëÿ ïiäìíîæèíè A ⊂ E ïîçíà÷èìî

↓A =
⋃
e∈A

↓e, ↑A =
⋃
e∈A

↑e.

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè E íàçèâà¹òüñÿ âåðõíüîþ, ÿêùî

↑A = A, i íèæíüîþ, ÿêùî ↓A = A, âiäïîâiäíî. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî e ∈ E ìà¹ìî ↓e = eE i e ¹ îäèíèöåþ äëÿ ↓e.

2.2 Òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè

Îçíà÷åííÿ 2.2. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið X íàçèâàòèìåìî [17]:

� íóëü-âèìiðíèì, ÿêùîX ìà¹ áàçó ç âiäêðèòî-çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí;

� ñåïàðàáåëüíèì, ÿêùî âií ìiñòèòü çëi÷åííó âñþäè ùiëüíó ìíîæèíó;

� ãàóñäîðôîâèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ ïàðè ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ X iñíóþòü

òàêi âiäêðèòi ìíîæèíè Ox, Oy ⊂ X, ùî x ∈ Ox, y ∈ Oy i Ox∩Oy = ∅;

� ïàðàêîìïàêòíèì, ÿêùî êîæíå âiäêðèòå ïîêðèòòÿ ìà¹ ëîêàëüíî

ñêií÷åííå âiäêðèòå ïîäðiáíåííÿ;

� ïîâíèì çà ×åõîì, ÿêùî X öiëêîì ðåãóëÿðíèé i ¹ Gδ-ìíîæèíîþ ó

ñâî¨é êîìïàêòèôiêàöi¨ ×åõà-Ñòîóíà;

� ïîëüñüêèì, ÿêùî X � ñåïàðàáåëüíèé ïîâíî-ìåòðèçîâíèé ïðîñòið.

Îçíà÷åííÿ 2.3. Ïiäìíîæèíó A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X íàçèâàòè-

ìåìî [25]:

� ïðåêîìïàêòíîþ, ÿêùî ¨¨ çàìèêàííÿ ¹ êîìïàêòîì;

� ìíîæèíîþ Áåðà, ÿêùî A 4 U ¹ çëi÷åííèì îá'¹äíàííÿì A =⋃
n∈NAn íiäå íå ùiëüíèõ ìíîæèí, òîáòî Int(Ān) = ∅, äëÿ âñiõ

n ∈ N;



33

� óíiâåðñàëüíî âèìiðíîþ, ÿêùî âîíà âèìiðíà âiäíîñíî äîâiëüíî¨ éìî-

âiðíiñíî¨ áîðåëiâñüêî¨ ìiðè µ íà X;

� ìíîæèíîþ Ñóñëiíà, ÿêùî A =
⋃
s∈ωω

⋂
n∈ω Fs|n, äëÿ äåÿêî¨ ñiì'¨

(Fs)s∈ω<ω çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â X.

Îçíà÷åííÿ 2.4. Ôóíêöiþ h : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðàìè

X òà Y íàçèâàòèìåìî:

� âèìiðíîþ çà Áåðîì, ÿêùî h−1(U) ¹ ìíîæèíîþ Áåðà âX, äëÿ êîæíî¨

âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ Y ;

� óíiâåðñàëüíî âèìiðíîþ, ÿêùî h−1(U) � óíiâåðñàëüíî âèìiðíà ìíî-

æèíà â X, äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ Y ;

� âèìiðíîþ çà Ñóñëiíèì, ÿêùî h−1(U) � âèìiðíà çà Ñóñëiíèì ìíî-

æèíà â X, äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ Fσ-ìíîæèíè U ⊂ Y .

2.3 Ðiâíîìiðíi ïðîñòîðè

Ó ðîçäiëi 3 âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïîíÿòòÿ ç òåîði¨ ðiâíîìiðíèõ ïðîñòî-

ðiâ [17, 8.1].

Ðiâíîìiðíiñòþ íà ìíîæèíi X íàçèâàþòü òàêó ïiäñiì'þ U ⊂ DX
îòî÷åíü äiàãîíàëi ∆, äëÿ ÿêî¨:

1. ßêùî V ∈ DX i V ⊂ W ∈ DX , òî W ∈ DX ;

2. ßêùî V1, V2 ∈ U , òî é V1 ∩ V2 ∈ U ;

3. Äëÿ êîæíîãî V ∈ U iñíó¹ òàêå W ∈ U , ùî W ◦W ∈ V ;

4. ∩U = ∆.

Ðiâíîìiðíèé ïðîñòið � öå ïàðà (X,U), äå X � äåÿêà ìíîæèíà, à U �

ðiâíîìiðíiñòü íà X. Âiäîìî, ùî êîæíà ðiâíîìiðíiñòü U íà X ïîðîäæó¹

òîïîëîãiþ τ , ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí V ⊂ X òàêèõ, ùî äëÿ êîæíî-

ãî x ∈ V iñíó¹ òàêå U ∈ U , ùî B(x, U) ⊂ V , äå B(x, U) = {y ∈ S :
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(x, y) ∈ U}. Öÿ òîïîëîãiÿ τ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ðiâ-

íîìiðíiñòþ. Òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið íàçèâà¹òüñÿ óíiôîðìiçîâíèì, ÿêùî

iñíó¹ ðiâíîìiðíiñòü, ùî ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ.

Âiäîìî, ùî òîïîëîãi÷íèé ïðîñòið óíiôîðìiçîâíèé òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè âií ¹ òèõîíîâñüêèì [17, Òåîðåìà 8.1.2].

2.4 Òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè

Óñi íèæ÷å çãàäàíi òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè ââàæàòèìåìî ãàóñäîðôîâè-

ìè.

Òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà S ç çàäàíîþ íà íié

òîïîëîãi¹þ, âiäíîñíî ÿêî¨ íàïiâãðóïîâà îïåðàöiÿ íåïåðåðâíà.

Iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ, ÿêùî íà íié çàäàíà òîïîëîãiÿ, âiäíîñíî ÿêî¨ îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ

· : S×S → S, (x, y) 7→ xy, òà iíâåðñiÿ ()−1 : S → S, x 7→ x−1, ¹ íåïåðåðâ-

íèìè.

2.5 Òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè

Òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè âàæëèâi íå ëèøå ÿê ïiäêëàñ òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, âîíè òàêîæ âèíèêàþòü ïðè îïèñi ñòðóêòóðè òîïî-

ëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï. Çîêðåìà, êîæíà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íà-

ïiâãðóïà S ¹ îá'¹äíàííÿì ñâî¨õ ìàêñèìàëüíèõ ïiäãðóï S =
⋃
e∈EHe, ïà-

ðàìåòðèçîâàíèõ iäåìïîòåíòàìè ç ìàêñèìàëüíî¨ ïiäíàïiâãðàòêè. Ó öüîìó

ïiäðîçäiëi ìè çàãëèáèìîñÿ ó âèâ÷åííÿ ðiçíèõ òèïiâ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâ-

ãðàòîê i âçà¹ìîçâ'ÿçêiâ ìiæ íèìè.

Ñïåðøó íàãàäà¹ìî äåÿêi îçíà÷åííÿ [13, 2].

×àñòêîâèé ïîðÿäîê íà íàïiâãðàòöi E ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ≤, òîáòî
x ≤ y, ÿêùî xy = x = yx, äëÿ äåÿêèõ x, y ∈ E.

Äëÿ äâîõ òî÷îê x, y â òîïîëîãi÷íié íàïiâãðàòöi E, ïèøåìî x � y

ÿêùî y íàëåæèòü âíóòðiøíîñòi âåðõíüîãî êîíóñà Int(↑x) òî÷êè x â S.

Äëÿ òî÷êè x ∈ E ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

⇑x = {y ∈ E : x� y} i ⇓x = {y ∈ E : y � x},
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i çàóâàæèìî, ùî ⇑x = Int(↑x).

Åëåìåíò x òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè E íàçèâàòèìåìî ëîêàëüíî ìiíi-

ìàëüíèì, ÿêùî éîãî âåðõíié êîíóñ ↑x âiäêðèòèé â E. Ó öüîìó âèïàäêó

⇑x = ↑x.

Ëåìà 2.5. Òî÷êà x ∈ E ¹ ëîêàëüíî ìiíiìàëüíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

âîíà içîëüîâàíà â ñâî¹ìó íèæíüîìó êîíóñi ↓x.

Äîâåäåííÿ. ßêùî òî÷êà x ëîêàëüíî ìiíiìàëüíà â E, òî ìíîæèíà {x}

âiäêðèòà â íèæíüîìó êîíóñi ↓x ÿê ïåðåòèí âiäêðèòî¨ â E ìíîæèíè ↑x

ç ↓x. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî {x} � âiäêðèòà ìíîæèíà, òî é ↑x âiäêðèòà

ÿê ïðîîáðàç {x} ïðè íåïåðåðâíîìó âiäîáðàæåííi çñóâó sx : E → ↓x,

sx : e 7→ xe.

Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà E íàçèâà¹òüñÿ

� ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ, ÿêùî êîæíà òî÷êà x ∈ E ìà¹ çàìêíåíèé

îêië Ōx ⊂ E, ïåðåòèí ÿêîãî Ōx ∩ ↓x ¹ êîìïàêòíèì;

� íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà, ÿêùî iñíó¹ áàçà òîïîëîãi¨ íà E, ÿêà ñêëà-

äà¹òüñÿ ç âiäêðèòèõ ïiäíàïiâãðàòîê;

� U -íàïiâãðàòêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â E i êî-

æíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíó¹ òàêà òî÷êà y ∈ U , ùî y � x;

� U0-íàïiâãðàòêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â E i êî-

æíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíó¹ òàêà ëîêàëüíî ìiíiìàëüíà òî÷êà y ∈ U , ùî
y ≤ x;

� U2-íàïiâãðàòêîþ, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U â E i êî-

æíî¨ òî÷êè x ∈ U iñíóþòü òî÷êà y ∈ U i âiäêðèòî-çàìêíåíèé iäåàë

I ⊂ E, äëÿ ÿêèõ x ∈ E \ I ⊂ ↑y;

� 2-ðîçäiëÿþ÷îþ, ÿêùî ãîìîìîðôiçìè â äèñêðåòíó íàïiâãðàòêó

({0, 1},min) ðîçäiëÿþòü òî÷êè íàïiâãðàòêè E;

� I-ðîçäiëÿþ÷îþ, ÿêùî ãîìîìîðôiçìè â íàïiâãðàòêó ([0, 1],min) çi

çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ ðîçäiëÿþòü òî÷êè ç E;
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� 2-âêëàäóâàíîþ, ÿêùî E âêëàäà¹òüñÿ â äåÿêó ñòåïiíü äâîåëåìåíòíî¨

íàïiâãðàòêè ({0, 1},min), íàäiëåíî¨ äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ;

� I-âêëàäóâàíîþ, ÿêùî E âêëàäà¹òüñÿ â äåÿêó ñòåïiíü íàïiâãðàòêè

([0, 1],min), íàäiëåíî¨ çâè÷àéíîþ òîïîëîãi¹þ;

� ïðåêîìïàêòíîþ, ÿêùî E âêëàäà¹òüñÿ â äåÿêó êîìïàêòíó òîïîëîãi-

÷íó íàïiâãðàòêó.

×åðåç I ïîçíà÷àòèìåìî íàïiâãðàòêó ([0, 1],min) çi çâè÷àéíîþ òîïîëî-

ãi¹þ íà [0, 1] i íàïiâãðàòêîâîþ îïåðàöi¹þ ìiíiìóìó min.

Âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ ðiçíèìè âëàñòèâîñòÿìè òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê

îïèñó¹ íàñòóïíà äiàãðàìà:

êîìïàêòíà

íóëü-âèìiðíà

��

+3 ëîêàëüíî êîìïàêòíà

íóëü-âèìiðíà

��

+3 ëîêàëüíî êîìïàêòíà

íàïiâãðàòêà Ëîóñîíà

��

êîìïàêòíà íàïiâ-

ãðàòêà Ëîóñîíà

��

ks

↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíà

íóëü-âèìiðíà

��

↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíà

íàïiâãðàòêà Ëîóñîíà

��

U0-íàïiâãðàòêà

��
U2-íàïiâãðàòêà

��

+3 U -íàïiâãðàòêà

��
2-âêëàäóâàíà +3 2-ðîçäiëÿþ÷à +3 I-ðîçäiëÿþ÷à I-âêëàäóâàíà

��

ks

ïðåêîìïàêòíà íàïiâ-

ãðàòêà Ëîóñîíà

Äîâåäåìî äåÿêi íåòðèâiàëüíi iìïëiêàöi¨ ç öi¹¨ äiàãðàìè.

Òâåðäæåííÿ 2.6. Íåõàé E � òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà.

1. ßêùî E ¹ ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ i íóëü-âèìiðíîþ, òî E ¹ U0-

íàïiâãðàòêîþ;
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2. ßêùî E ¹ ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà, òî E ¹

U -íàïiâãðàòêîþ;

3. ßêùî E � U -íàïiâãðàòêà, òî E ¹ I-ðîçäiëÿþ÷îþ;

4. ßêùî E � U2-íàïiâãðàòêà, òî E ¹ 2-ðîçäiëÿþ÷îþ;

5. ßêùî E ¹ 2-âêëàäóâàíîþ U -íàïiâãðàòêîþ, òî E ¹ U2-íàïiâãðàòêîþ.

Äîâåäåííÿ. 1. Ïðèïóñòèìî, ùî E ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíà i íóëü-âèìiðíà.

Ùîá ïîêàçàòè, ùî E ¹ U0-íàïiâãðàòêîþ, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó e ∈

E i ¨¨ îêië Oe ⊂ E. Îñêiëüêè E ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíà, ìîæíà ââàæàòè,

ùî Ōe∩↓e ¹ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ. Áóäó÷è íóëü-âèìiðíèì, êîìïàêòíèé

ïðîñòið Ōe ∩ ↓e ìiñòèòü âiäêðèòî-çàìêíåíèé îêië Ke ⊂ Oe ∩ ↓e òî÷êè

e. Òîäi, ìíîæèíà Ue = {x ∈ Ke : ex ∈ Ke} � âiäêðèòèé êîìïàêòíèé

îêië òî÷êè e â ↓e, à Le = {x ∈ ↓e : xUe ⊂ Ue} ⊂ Ke ⊂ Oe � êîìïàêòíà

âiäêðèòà ïiäíàïiâãðàòêà â ↓e. Ç êîìïàêòíîñòi âèïëèâà¹, ùî â íàïiâãðàòöi

Le iñíó¹ íàéìåíøèé åëåìåíò s ∈ Le ⊂ Oe. Ðîçãëÿíåìî ðåòðàêöiþ r : E →

↓e, r(x) = ex, i çàóâàæèìî, ùî r−1(Le) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè s â E,

ÿêèé ìiñòèòüñÿ ó âåðõíié ìíîæèíi ↑s i äîâîäèòü ðiâíiñòü e ∈ ↑s = ⇑s.

Îòæå, E ¹ U0-íàïiâãðàòêîþ.

2. Ïðèïóñòèìî, ùî E ¹ ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñî-

íà. Ùîá ïîêàçàòè, ùî E ¹ U -íàïiâãðàòêîþ, çàôiêñó¹ìî áóäü-ÿêó òî÷êó

e ∈ E i ¨¨ îêië Oe ⊂ E. Îñêiëüêè E ↓-ëîêàëüíî êîìïàêòíà, ìîæíà ââà-

æàòè, ùî ìíîæèíà Ōe∩↓e êîìïàêòíà. Ç ðåãóëÿðíîñòi êîìïàêòíîãî ãàóñ-

äîðôîâîãî ïðîñòîðó Ōe∩↓e, òî÷êà e ìà¹ êîìïàêòíèé îêië Ke ⊂ Oe∩↓e.

Îñêiëüêè òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà E ¹ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà, òî òî÷êà

e ìiñòèòüñÿ ó âiäêðèòié ïiäíàïiâãðàòöi Le ⊂ Oe, òàêié, ùî Le ∩ ↓e ⊂ Ke.

Òîäi çàìèêàííÿ ïiäíàïiâãðàòêè Le ∩ ↓e êîìïàêòíå â E, à îòæå, ìiñòèòü

íàéìåíøèé åëåìåíò s ∈ Ke ⊂ Oe. Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüîãî äîâåäåí-

íÿ, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî e ∈ ⇑s, òîáòî E ¹ U -íàïiâãðàòêîþ.
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3. Öå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå â Òåîðåìi 2.11 ç [13].

4. Ïðèïóñòèìî, ùî E ¹ U2-íàïiâãðàòêîþ. Çàôiêñó¹ìî äâi ðiçíi òî÷êè

x, y ∈ E i ðîçãëÿíåìî ¨õ äîáóòîê xy ∈ E. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi,

ââàæà¹ìî, ùî y 6= xy. Ç òîãî, ùî U = {u ∈ E : u 6= xu} � âiäêðèòà

ìíîæèíà, ÿêà ìiñòèòü y, çà îçíà÷åííÿì U2-íàïiâãðàòêè, iñíó¹ òî÷êà u ∈

U i âiäêðèòî-çàìêíåíèé iäåàë I ⊂ E, òàêèé, ùî y ⊂ E \ I ⊂ ↑u. Òîäi,

ôóíêöiÿ h : E → 2, âèçíà÷åíà

h(e) =

0, ÿêùî e ∈ I,

1, ÿêùî e /∈ I,

¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì òàêèì, ùî h(x) = 0 i h(y) = 1. Òîäi, E ¹

2-ðîçäiëÿþ÷îþ.

5. Íåõàé E � 2-âêëàäóâàíà U -íàïiâãðàòêà. Ùîá ïîêàçàòè, ùî E ¹

U2-íàïiâãðàòêîþ, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó x ∈ E i ¨¨ âiäêðèòèé îêië

Ox ⊂ E. Îñêiëüêè E � U -íàïiâãðàòêà, òî iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ Ox,

ùî x ∈ ⇑e. Ç òîãî, ùî E 2-âêëàäóâàíà, òîïîëîãiÿ íà E ïîðîäæó¹òüñÿ

ïåðåäáàçîþ ìíîæèí âèãëÿäó h−1(t), äå t ∈ 2, à h : E → 2 � íåïåðåðâíèé

ãîìîìîðôiçì. Òîìó, iñíóþòü íåïåðåðâíi ãîìîìîðôiçìè h1, . . . , hn : E →

2 i òî÷êè t1, . . . , tn ∈ 2, äëÿ ÿêèõ x ∈
⋂n
i=1 h

−1
i (ti) ⊂ ⇑e. Áåðó÷è äî óâàãè

òå, ùî ⇑e = Int(↑e) ¹ âåðõíüîþ ìíîæèíîþ â E, ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

x ∈
n⋂
i=1

h−1i (ti) ⊂
n⋂
i=1

h−1i ({ti, 1}) ⊂ ⇑e,

à îòæå, I =
⋃n
i=1 h

−1
i (2 \ {ti, 1}) � øóêàíèé âiäêðèòî-çàìêíåíèé iäåàë â

E òàêèé, ùî x ∈ E \ I ⊂ ⇑e.
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ÐÎÇÄIË 3

Äiòîïîëîãi÷íi óíîíàïiâãðóïè òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Ïî÷íåìî ç îçíà÷åííÿ (ëiâî¨, ïðàâî¨) óíîíàïiâãðóïè.

Íåõàé S � íàïiâãðóïà, òîáòî, íåïîðîæíÿ ìíîæèíà S ç çàäàíîþ íà íié

àñîöiàòèâíîþ áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ · : S × S → S.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Óíàðíó îïåðàöiþ λ : S → S íà S íàçèâàòèìåìî îïå-

ðàöi¹þ ëiâî¨ îäèíèöi, ÿêùî λ(x) · x = x, äëÿ âñiõ x ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Íàïiâãðóïà S ç îïåðàöi¹þ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S

íàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îçíà÷èòè ïðàâi óíîíàïiâãðóïè.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Óíàðíà îïåðàöiÿ ρ : S → S íà íàïiâãðóïi S íàçèâà¹-

òüñÿ îïåðàöi¹þ ïðàâî¨ îäèíèöi, ÿêùî x · ρ(x) = x, äëÿ âñiõ x ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 3.4. Ïðàâîþ óíîíàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íàïiâãðóïà S, íà-

äiëåíà îïåðàöi¹þ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ : S → S.

Îçíà÷åííÿ 3.5. Óíîíàïiâãðóïîþ íàçèâàòèìåìî íàïiâãðóïó S, íàäiëåíó

îïåðàöiÿìè ëiâî¨ λ : S → S i ïðàâî¨ ρ : S → S îäèíèöü.

Ðîçãëÿíåìî òîïîëîãi÷íi àíàëîãè âèùåçãàäàíèõ ïîíÿòü.

Îçíà÷åííÿ 3.6. Òîïîëîãi÷íîþ ëiâîþ óíîíàïiâãðóïîþ íàçèâàòèìåìî òî-

ïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó S, íàäiëåíó íåïåðåðâíîþ îïåðàöi¹þ ëiâî¨ îäèíèöi

λ : S → S.

Îçíà÷åííÿ 3.7. Òîïîëîãi÷íîþ ïðàâîþ óíîíàïiâãðóïîþ íàçèâàòèìåìî

òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó S, íàäiëåíó íåïåðåðâíîþ îïåðàöi¹þ ïðàâî¨ îäè-

íèöi ρ : S → S.
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Îçíà÷åííÿ 3.8. Òîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ òîïîëîãi-

÷íà íàïiâãðóïà S ç âèçíà÷åíèìè íà íié íåïåðåðâíèìè îïåðàöiÿìè ëiâî¨

λ : S → S òà ïðàâî¨ ρ : S → S îäèíèöü.

Òîïîëîãi÷íi (ïðàâi, ëiâi) óíîíàïiâãðóïè ¹ îá'¹êòàìè êàòåãîði¨, ìîð-

ôiçìàìè ÿêî¨ ¹ íåïåðåðâíi ãîìîìîðôiçìè (ïðàâèõ, ëiâèõ) óíîíàïiâãðóï.

Ôóíêöiþ h : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè óíîíàïiâãðóïàìè (X,λX) i

(Y, λY ) íàçèâàòèìåìî ãîìîìîðôiçìîì ëiâèõ óíîíàïiâãðóï, ÿêùî h ¹ ãî-

ìîìîðôiçìîì íàïiâãðóï, äëÿ ÿêîãî h(λX(x)) = λY (h(x)), äëÿ âñiõ x ∈
X. Àíàëîãi÷íî, ìîæíà âèçíà÷èòè ãîìîìîðôiçì ïðàâèõ óíîíàïiâãðóï ìiæ

òîïîëîãi÷íèìè ïðàâèìè óíîíàïiâãðóïàìè òà ãîìîìîðôiçì óíîíàïiâãðóï.

3.1 Äiòîïîëîãi÷íi óíîíàïiâãðóïè

Ïåðø íiæ ñôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ äiòîïîëîãi÷íî¨ (ïðàâî¨, ëiâî¨)

óíîíàïiâãðóïè, ðîçãëÿíåìî äâà òèïè äiëåííÿ íà íàïiâãðóïi. À ñàìå, äëÿ

äâîõ åëåìåíòiâ a, b íàïiâãðóïè S ðîçãëÿíåìî ìíîæèíè

ah b = {x ∈ S : ax = b} i bi a = {x ∈ S : xa = b},

ÿêi ìîæíà ââàæàòè ðåçóëüòàòàìè ëiâîãî i ïðàâîãî äiëåííÿ b íà a. Âiä-

ïîâiäíî, äëÿ äâîõ ïiäìíîæèí A,B ⊂ S, ìíîæèíè

AhB =
⋃

(a,b)∈A×B

ah b i B i A =
⋃

(a,b)∈A×B

bi a

¹ ðåçóëüòàòàìè ïîòî÷êîâîãî ëiâîãî i ïðàâîãî äiëåííÿ B íà A.

Îçíà÷åííÿ 3.9. Íåïåðåðâíó îïåðàöiþ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S íà òîïî-

ëîãi÷íié óíîíàïiâãðóïi S íàçèâàòèìåìî äiíåïåðåðâíîþ (òîáòî íåïåðåðâ-

íîþ âiäíîñíî äiëåííÿ) â òî÷öi x ∈ S, ÿêùî äëÿ êîæíîãî îêîëó Ox ⊂ S

òî÷êè x iñíóþòü îêîëè Ux ⊂ S i Wλ(x) ⊂ λ(S) òî÷îê x i λ(x) ó S i λ(S)

âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ

(Wλ(x) h Ux) ∩ λ−1(Wλ(x)) ⊂ Ox.
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Îçíà÷åííÿ 3.10. Îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S äiíåïåðåðâíà, ÿêùî

âîíà äiíåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi x ∈ S.

Îçíà÷åííÿ 3.11. Òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S, íàäiëåíà äiíåïåðåðâíîþ

îïåðàöi¹þ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S, íàçèâà¹òüñÿ äiòîïîëîãi÷íîþ ëiâîþ

óíîíàïiâãðóïîþ.

Âàæëèâèì, õî÷à é òðèâiàëüíèì, ïðèêëàäîì äiòîïîëîãi÷íî¨ ëiâî¨ óíî-

íàïiâãðóïè ¹ òîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ iäåìïî-

òåíòàìè. Òîïîëîãi÷íó ëiâó óíîíàïiâãðóïó (S, λ) íàçèâàòèìåìî óíîíàïiâ-

ãðóïîþ iäåìïîòåíòiâ, ÿêùî λ(x) = x, äëÿ âñiõ x ∈ S. Ó öüîìó âèïàäêó,

î÷åâèäíî, x = λ(x) · x = xx, òîáòî S � íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ.

Òâåðäæåííÿ 3.12. Êîæíà òîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà iäåìïî-

òåíòiâ (S, λ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíî¨ çàäàíî¨ òî÷êè x ∈ S i ¨ ¨ îêîëó Ox ⊂ S, ïîêëà-

äåìî Ux = Wλ(x) = Ox i çàóâàæèìî, ùî

(Wλ(x) h Ux) ∩ λ−1(Wλ(x)) ⊂ Wλ(x) = Ox.

Çâiäñè âèïëèâà¹ äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ ó òî÷öi x, à

îòæå, òîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà (S, λ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äàòè îçíà÷åííÿ ïðàâî¨ i äâîñòîðîííüî¨ âåðñié âè-

ùåçãàäàíèõ ïîíÿòü.

Îçíà÷åííÿ 3.13. Íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ : S → S íà òî-

ïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S íàçèâà¹òüñÿ äiíåïåðåðâíîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî

¨¨ åëåìåíòà x ∈ S i êîæíîãî îêîëó Ox ⊂ S, ùî ìiñòèòü x, iñíóþòü òàêi

îêîëè Ux ⊂ S i Wρ(x) ⊂ ρ(S) òî÷îê x i ρ(x), ùî âèêîíó¹òüñÿ

(Ux iWρ(x)) ∩ ρ−1(Wρ(x)) ⊂ Ox.

Îçíà÷åííÿ 3.14. Äiòîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâãðóïà � öå òîïîëîãi÷íà

íàïiâãðóïà S ç çàäàíîþ íà íié äiíåïåðåðâíîþ îïåðàöi¹þ ïðàâî¨ îäèíèöi

ρ : S → S.
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Òîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâãðóïà (S, ρ) ¹ óíîíàïiâãðóïîþ iäåìïîòåí-

òiâ, ÿêùî ρ(x) = x, äëÿ êîæíîãî x ∈ X. Àíàëîãi÷íî äî òâåðäæåííÿ 3.12,

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî:

Òâåðäæåííÿ 3.15. Êîæíà òîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâãðóïà iäåìïî-

òåíòiâ (S, ρ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Îçíà÷åííÿ 3.16. Äiòîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà S ç âèçíà÷åíèìè íà íié

äiíåïåðåðâíèìè îïåðàöiÿìè ëiâî¨ λ : S → S òà ïðàâî¨ ρ : S → S îäèíèöü,

íàçèâà¹òüñÿ äiòîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Iíàêøå êàæó÷è, äiòîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà îäíî÷àñíî âîëîäi¹ ñòðó-

êòóðàìè äiòîïîëîãi÷íî¨ ëiâî¨ i äiòîïîëîãi÷íî¨ ïðàâî¨ óíîíàïiâãðóï.

Îçíà÷åííÿ 3.17. Óíîíàïiâãðóïà S, â ÿêié λ(x) = ρ(x) = x, äëÿ âñiõ

x ∈ S, íàçèâà¹òüñÿ óíîíàïiâãðóïîþ iäåìïîòåíòiâ.

Òîäi, ç òâåðäæåíü 3.12 i 3.15 îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê 3.18. Êîæíà òîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ ¹ äi-

òîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

3.2 Óíiôîðìiçîâíi òîïîëîãi÷íi óíîíàïiâãðóïè

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàæåìî, ùî äiíåïåðåðâíiñòü íåïåðåðâíî¨ ëiâî¨

(ïðàâî¨) îïåðàöi¨ îäèíèöi íà òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi àâòîìàòè÷íî âè-

ïëèâà¹ ç iñíóâàííÿ ïðàâî¨ (ëiâî¨) ðiâíîìiðíîñòi íà öié íàïiâãðóïi.

Òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó S íàçèâàòèìåìî ëiâî-óíiôîðìiçîâíîþ (ïðàâî-

óíiôîðìiçîâíîþ, âiäïîâiäíî), ÿêùî òîïîëîãiÿ íà S ïîðîäæó¹òüñÿ ðiâíî-

ìiðíiñòþ U òàêîþ, ùî äëÿ êîæíîãî îòî÷åííÿ äiàãîíàëi U ∈ U iñíó¹ îòî-

÷åííÿ V ∈ U , äëÿ ÿêîãî x · B(y, V ) ⊂ B(xy, U) (B(x, V ) · y ⊂ B(xy, U),

âiäïîâiäíî), äëÿ âñiõ òî÷îê x, y ∈ S. Òóò ÷åðåç B(x, V ) = {z ∈ S :

(x, z) ∈ V } ïîçíà÷åíî V -êóëþ ç öåíòðîì ó òî÷öi x ∈ S.
Êîæíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ¹ ëiâî-óíiôîðìiçîâíîþ (âiäïîâiäíî,

ïðàâî-óíiôîðìiçîâíîþ) ëiâîþ (âiäïîâiäíî, ïðàâîþ) ðiâíîìiðíiñòþ, ÿêà
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ïîðîäæåíà áàçîþ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îòî÷åíü {(x, y) ∈ G × G : y ∈ xU}
({(x, y) ∈ G × G : y ∈ Ux}, âiäïîâiäíî), äå U = U−1 ïðîáiãà¹ ìíîæèíó

âñiõ ñèìåòðè÷íèõ îêîëiâ îäèíèöi â G.

Òåîðåìà 3.19. Êîæíà íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S íà

ïðàâî-óíiôîðìiçîâíié òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S äiíåïåðåðâíà.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé U � ðiâíîìiðíiñòü íà S, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ íà

S i ñâiä÷èòü, ùî íàïiâãðóïà S ¹ ïðàâî-óíiôîðìiçîâíîþ. Ùîá ïîêàçàòè

äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S, çàôiêñó¹ìî òî÷êó

x ∈ S i ¨ ¨ îêië Ox ⊂ S. Ðiâíîìiðíiñòü U ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ íà S, à

òîìó, â îêîëi Ox ìiñòèòüñÿ êóëÿ B(x, U) = {y ∈ S : (x, y) ∈ U} äåÿêîãî

"ðàäióñà" U ∈ U . Âèáåðåìî òàêå îòî÷åííÿ V ∈ U , ùî V ◦ V ◦ V ⊂ U ,

äå V ◦ V ◦ V = {(x, y) ∈ S × S : ∃u, v ∈ S (x, u), (u, v), (v, y) ∈ V }.

Îñêiëüêè S ïðàâî-óíiôîðìiçîâíà ðiâíîìiðíiñòþ U , äëÿ îòî÷åííÿ V iñíó¹

òàêå îòî÷åííÿ W ∈ U , ùî W ⊂ V i B(s,W ) · t ⊂ B(st, V ), äëÿ âñiõ

s, t ∈ S.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îêîëè Ux = B(x,W ) i Wλ(x) = B(λ(x),W ) ∩ λ(S)

çàñâiä÷óþòü äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ ó òî÷öi x. Ñïðàâäi,

äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè y ∈ (Wλ(x) h Ux) ∩ λ−1(Wλ(x)), ìà¹ìî λ(y) ∈ Wλ(x)

i wy ∈ Ux, äëÿ äåÿêîãî w ∈ Wλ(x). Ç òîãî, ùî w, λ(y) ∈ Wλ(y) =

B(λ(x),W ) âèïëèâà¹

{wy, y} = {wy, λ(y)y} ⊂ B(λ(x),W ) · y ⊂ B(λ(x)y, V ),

à îòæå, (wy, y) ∈ V ◦ V . Çâiäñè,

y ∈ B(wy, V ◦ V ) ⊂ B(Ux, V ◦ V ) = B(B(x,W ), V ◦ V ) ⊂

⊂ B(x, V ◦ V ◦ V ) ⊂ B(x, U) ⊂ Ox.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ
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Òåîðåìà 3.20. Êîæíà íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ : S → S,

çàäàíà íà ëiâî-óíiôîðìiçîâíié òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S, äiíåïåðåðâíà.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíà ëiâî-óíiôîðìiçîâíà òîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâ-

ãðóïà (S, ρ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ ïðàâîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Ç òåîðåì 3.19 i 3.20, îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê 3.21. Òîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà (S, λ, ρ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ,

ÿêùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ¹ îäíî÷àñíî ëiâî-óíiôîðìiçîâíîþ i

ïðàâî-óíiôîðìiçîâíîþ.

Äëÿ êîæíîãî êîìïàêòíîãî ãàóñäîðôîâîãî ïðîñòîðó iñíó¹ ¹äèíà ðiâ-

íîìiðíiñòü, ùî ïîðîäæó¹ éîãî òîïîëîãiþ. Ç ðiâíîìiðíî¨ íåïåðåðâíîñòi

íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà êîìïàêòíèõ ãàóñäîðôîâèõ ïðîñòîðàõ, îòðèìó-

¹ìî:

Íàñëiäîê 3.22. Êîæíà êîìïàêòíà ãàóñäîðôîâà òîïîëîãi÷íà (ïðàâà,

ëiâà) óíîíàïiâãðóïà ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Ç òîãî, ùî äèñêðåòíi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè ¹ (ïðàâî i ëiâî) óíiôîð-

ìiçîâíèìè äèñêðåòíîþ ðiâíîìiðíiñòþ i òåîðåìè 3.21, âèïëèâà¹:

Íàñëiäîê 3.23. Êîæíà äèñêðåòíà òîïîëîãi÷íà (ëiâà, ïðàâà) óíîíàïiâ-

ãðóïà ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

3.3 Äiòîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè

Íà òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóïàõ iñíóþòü ïðèðîäíi îïåðàöi¨ ëi-

âî¨ òà ïðàâî¨ îäèíèöü.

À ñàìå, íà êîæíié òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi S âèçíà÷åíi êà-

íîíi÷íà íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi

λ : S → S, λ : x 7→ xx−1,

i êàíîíi÷íà íåïåðåðâíà îïåðàöiÿ ïðàâî¨ îäèíèöi

ρ : S → S, ρ : x 7→ x−1x,
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ÿêi çàäàþòü íà íié ñòðóêòóðó òîïîëîãi÷íî¨ óíîíàïiâãðóïè.

Çàóâàæèìî, ùî ìíîæèíè λ(S) = {xx−1 : x ∈ S} i ρ(S) = {x−1x :

x ∈ S} ñïiâïàäàþòü ç ìíîæèíîþ E(S) = {x ∈ S : xx = x} iäåìïîòåíòiâ
íàïiâãðóïè S, ÿêà, ÿê âiäîìî, ¹ êîìóòàòèâíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ iíâåðñíî¨

íàïiâãðóïè S.

Îçíà÷åííÿ 3.24. Òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ äi-

òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, ÿêùî òîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà

(S, λ, ρ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ïîêàçó¹ åêâiâàëåíòíiñòü äiíåïåðåðâíîñòi îïåðà-

öié ëiâî¨ i ïðàâî¨ îäèíèöi íà òîïîëîãi÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi.

Òâåðäæåííÿ 3.25. Íåõàé S � òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà. Îïå-

ðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S, λ : x 7→ xx−1, äiíåïåðåðâíà â òî÷öi x ∈ S

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè îïåðàöiÿ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ : S → S, ρ : x 7→ x−1x,

äiíåïåðåðâíà â òî÷öi x−1 ∈ S.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ äiíåïåðåðâíà â òî-

÷öi x ∈ X. Ùîá ïîêàçàòè, ùî îïåðàöiÿ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ äiíåïåðåðâíà â

x−1, çàôiêñó¹ìî îêië Ox−1 ⊂ S òî÷êè x−1. Òîäi O−1x−1 = {y−1 : y ∈ Ox−1}

� îêië òî÷êè x â S. Ç äiíåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ íà S,

äëÿ òî÷îê x i λ(x) = xx−1 iñíóþòü òàêi îêîëè Ux ⊂ S i Wxx−1 ⊂ E(S),

ùî (Wxx−1 h Ux) ∩ λ−1(Wxx−1) ⊂ O−1x−1. Çàñòîñóâàâøè iíâåðñiþ, îòðèìó¹-

ìî âêëþ÷åííÿ (U−1x iW−1
xx−1) ∩ ρ−1(Wxx−1) ⊂ Ox−1. Îòæå, Ux−1 = U−1x i

Wρ(x−1) = W−1
xx−1 = Wxx−1 � îêîëè òî÷îê x−1 i ρ(x−1) = xx−1, ùî çàáåçïå-

÷óþòü äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ ó òî÷öi x−1.

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî ç äiíåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ ïðàâî¨ îäèíèöi

ρ â x−1 ∈ S âèïëèâà¹ äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ λ ó òî÷öi x.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïiä òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ ìè ðîçóìi¹ìî êîìó-

òàòèâíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó S, âñi åëåìåíòè ÿêî¨ ¹ iäåìïîòåíòàìè.
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Êîæíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ,

â ÿêié x−1 = x, äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ S.

Òåîðåìà 3.26. Êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ìiñòèòü òî-

ïîëîãi÷íi ãðóïè, òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè, êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi òî-

ïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè i âñi äèñêðåòíi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íà-

ïiâãðóïè.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà. Ó öüîìó âèïàäêó λ i ρ ñòàëi

ôóíêöi¨, ÿêi êîæíîìó åëåìåíòó x ∈ G ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü ¹äèíèé

iäåìïîòåíò e ãðóïè G, òîáòî λ(G) = ρ(G) = {e} � îäíîåëåìåíòíà ìíî-

æèíà. Çà òâåðäæåííÿì 3.25, ùîá äîâåñòè, ùî G � äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà

íàïiâãðóïà, äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi

λ â êîæíié òî÷öi x ∈ G. Äëÿ äîâiëüíîãî çàäàíîãî îêîëó Ox òî÷êè x,

ïîêëàäåìî Ux = Ox, à Wλ(x) = {e} i çàóâàæèìî, ùî

(Wλ(x) h Ux) ∩ λ−1(Wλ(x)) = ({e}h Ux) ∩G = Ux = Ox,

çâiäêè âèïëèâà¹ äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ ó òî÷öi x. Òà-

êèì ÷èíîì, òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Òàêèé æ ðåçóëüòàò ìîæíà îòðèìàòè ç ïðàâî-óíiôîðìiçîâíîñòi òîïî-

ëîãi÷íèõ ãðóï i òåîðåìè 3.19.

Êîæíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà ¹ òîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ iäåì-

ïîòåíòiâ, à îòæå, çà òâåðäæåííÿìè 3.12 i 3.15, ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ íàïiâ-

ãðóïîþ.

Ç íàñëiäêiâ 3.22 i 3.23 âèïëèâà¹, ùî êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

íàïiâãðóï ìiñòèòü âñi êîìïàêòíi ãàóñäîðôîâi iíâåðñíi íàïiâãðóïè i âñi

äèñêðåòíi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé ïðèêëàä ëîêàëüíî êîìïàêòíî¨ êîìóòàòèâíî¨ òî-

ïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè, ÿêà íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.
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Ïðèêëàä 3.27. Iñíó¹ êîìóòàòèâíà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

S ç íàñòóïíèìè âëàñòèâîñòÿìè:

1) S çëi÷åííà, ìåòðèçîâíà i ëîêàëüíî êîìïàêòíà;

2) íàïiâãðàòêà E(S) â S êîìïàêòíà, à êîæíà ïiäãðóïà â S ìà¹ ïî-

òóæíiñòü ≤ 2;

3) îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S, λ : x 7→ xx−1, íå ¹ äiíåïåðåðâ-

íîþ, à îòæå, òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà íàïiâãðóïà S íå ¹ äiòîïîëî-

ãi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé H = {e, h} � äâîåëåìåíòíà ãðóïà, à T = {0} ∪

{ 1n}n∈N ⊂ R � çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü, íàäiëåíà íàïiâãðàòêîâîþ îïåðàöi¹þ

xy =

x, ÿêùî x = y,

0, iíàêøå.

Òîäi, äîáóòîê T ×H ¹ êîìóòàòèâíîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ, íàïiâ-

ãðàòêà ÿêî¨ ñïiâïàäà¹ ç ìíîæèíîþ E = T ×{e}, äå e � iäåìïîòåíò ãðóïè

H. Íåõàé h � íåîäèíè÷íèé åëåìåíò ãðóïè H.

Íà iíâåðñíié íàïiâãðóïi S = T × H ðîçãëÿíåìî òîïîëîãiþ τ , ÿêà

ïîðîäæó¹ çâè÷àéíó êîìïàêòíó ìåòðèçîâíó òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi T ×

{e} i äèñêðåòíó òîïîëîãiþ íà T × {h}. Ëåãêî áà÷èòè, ùî τ ìåòðèçîâíà,

ëîêàëüíî êîìïàêòíà i ïåðåòâîðþ¹ S ó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ : S → S, λ : x 7→ xx−1, íå

¹ äiíåïåðåðâíîþ â òî÷öi x = (0, h) ∈ T ×H. Ïðèïóñêàþ÷è ïðîòèëåæíå,

äëÿ îêîëóOx = {x} ìîæåìî çíàéòè îêîëè Ux òî÷êè x iWλ(x) iäåìïîòåíòà

λ(x) = (0, e), äëÿ ÿêèõ

(Wλ(x) h Ux) ∩ λ−1(Wλ(x)) ⊂ Ox = {x}.

Çãiäíî îçíà÷åííÿ òîïîëîãi¨ íà S, â îêîëi Wλ(x) iñíó¹ åëåìåíò ( 1n , e), äëÿ

äåÿêîãî n ∈ N. Ç òîãî, ùî (0, e) · ( 1n , h) = (0, h) = x ∈ Ux i λ
(
( 1n , h)

)
=
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( 1n , e) ∈ Wλ(x), ìà¹ìî

( 1n , h) ∈ (Wλ(x) h Ux) ∩ λ−1(Wλ(x)) ⊂ {x} = {(0, h)},

i îòæå 1
n = 0, ùî é ¹ øóêàíîþ ñóïåðå÷íiñòþ.

3.4 Äiòîïîëîãi÷íi êëiôîðäîâi íàïiâãðóïè

Îñêiëüêè êîæíà êëiôîðäîâà íàïiâãðóïà S ¹ îá'¹äíàííÿì ãðóï, òî íà

íié ïðèðîäíèì ÷èíîì âèçíà÷åíi îïåðàöi¨ ëiâî¨ λ : S → S, λ : x 7→ xx−1 =

e òà ïðàâî¨ ρ : S → S, ρ : x 7→ x−1x = e îäèíèöü, ÿêi êîæíîìó åëåìåíòó

x ∈ S ñòàâëÿòü ó âiäïîâiäíiñòü îäèíèöþ e ∈ H ïiäãðóïè H ⊂ S, ÿêà

ìiñòèòü åëåìåíò x i ÿêi, î÷åâèäíî, ñïiâïàäàþòü. Íàäàëi îïåðàöiþ îäèíèöi

íà êëiôîðäîâié íàïiâãðóïi ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç π.

Îçíà÷åííÿ 3.28. Òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà íàïiâãðóïà S äiòîïîëîãi÷íà,

ÿêùî âîíà ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ çëiâà i ñïðàâà, òîáòî, äëÿ êîæíîãî x ∈ S

i êîæíîãî îêîëó Ox åëåìåíòà x iñíóþòü îêîëè Ux, We òî÷îê x òà e =

xx−1 = x−1x, âiäïîâiäíî, òàêi, ùî

(We h Ux) ∩ π−1(We) ⊂ Ox i

(Ux iWe) ∩ π−1(We) ⊂ Ox.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî S � êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâ-

ãðóïà, òî äëÿ êîæíîãî x ∈ S i êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ E(S) âè-

êîíó¹òüñÿ xe = ex, à îòæå, ìíîæèíè e h b = {x ∈ S : ex = b} i

bie = {x ∈ S : xe = b} ñïiâïàäàþòü. Î÷åâèäíèì ¹ íàñòóïíå òâåäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.29. Äëÿ êëiôîðäîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè

S íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1) S äiòîïîëîãi÷íà çëiâà;

2) S äiòîïîëîãi÷íà ñïðàâà;

3) S äiòîïîëîãi÷íà.
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3.5 Îïåðàöi¨ íàä äiòîïîëîãi÷íèìè óíîíàïiâãðóïà-

ìè

ßê âiäîìî ç òåîðåìè 3.26, êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï âêëþ-

÷à¹ âñi òîïîëîãi÷íi ãðóïè, âñi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè i âñi êîìïàêòíi

ãàóñäîðôîâi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ïî-

êàæåìî, ùî öåé êëàñ çáåðiãà¹òüñÿ áàãàòüìà ïðèðîäíèìè îïåðàöiÿìè íàä

òîïîëîãi÷íèìè íàïiâãðóïàìè.

3.5.1 Ïiäóíîíàïiâãðóïè òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï

Íåõàé (S, λ) � òîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà, à X ⊂ S � òàêà ¨¨

ïiäíàïiâãðóïà, ùî λ(X) ⊂ X. Òîäi, ç íåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäè-

íèöi λ|X : X → X íà X, âèïëèâà¹, ùî (X,λ|X) ¹ òîïîëîãi÷íîþ ëiâîþ

óíîíàïiâãðóïîþ. Òàêi ëiâi óíîíàïiâãðóïè íàçèâàòèìåìî ëiâèìè ïiäóíî-

íàïiâãðóïàìè óíîíàïiâãðóïè (S, λ).

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îçíà÷èòè ïðàâi ïiäóíîíàïiâãðóïè òîïîëîãi÷íèõ

ïðàâèõ óíîíàïiâãðóï i ïiäóíîíàïiâãðóïè òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï.

Îñêiëüêè ç äiíåïåðåðâíîñòi îïåðàöié ëiâî¨ ÷è ïðàâî¨ îäèíèöü u : S →
S íà òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S âèïëèâà¹ äiíåïåðåðâíiñòü çâóæåííÿ u|X
íà áóäü-ÿêó ïiäíàïiâãðóïó X ⊂ S, äëÿ ÿêî¨ u(X) ⊂ X, îòðèìó¹ìî:

Òâåðäæåííÿ 3.30. Êîæíà ïiäóíîíàïiâãðóïà X ⊂ S äiòîïîëîãi÷íî¨

(ëiâî¨, ïðàâî¨) óíîíàïiâãðóïè S ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

3.5.2 Òèõîíîâñüêèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï

Äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ òîïîëîãi÷íèõ ëiâèõ óíîíàïiâãðóï (Sα, λα), α ∈ A,
òèõîíîâñüêèé äîáóòîê S =

∏
α∈A Sα, íàäiëåíèé îïåðàöi¹þ ëiâî¨ îäèíèöi

λ : S → S, λ : (xα)α∈A 7→
(
λα(xα)

)
α∈A, çáåðiãà¹ ïðèðîäíó ñòðóêòóðó

òîïîëîãi÷íî¨ ëiâî¨ óíîíàïiâãðóïè. Àíàëîãi÷íî ìîæíà âèçíà÷èòè òèõî-

íîâñüêèé äîáóòîê ïðàâèõ óíîíàïiâãðóï.
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Î÷åâèäíî, ùî äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöié ëiâî¨ (ïðàâî¨) îäèíèöi íà òî-

ïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóïàõ Sα, α ∈ A, çàáåçïå÷ó¹ äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨
ëiâî¨ (ïðàâî¨) îäèíèöi íà ¨õíüîìó òèõîíîâñüêîìó äîáóòêó, ùî é äîâîäèòü

íàñòóïíå ïðîñòå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.31. Òèõîíîâñüêèé äîáóòîê äiòîïîëîãi÷íèõ (ëiâèõ, ïðà-

âèõ) óíîíàïiâãðóï ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ (ëiâîþ, ïðàâîþ) óíîíàïiâãðóïîþ.

3.5.3 Çâåäåíèé äîáóòîê óíîíàïiâãðóï

Ðîçãëÿíåìî äâi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè X, Y i íåõàé I ⊂ X � çàìêíå-

íèé äâîñòîðîííié iäåàë â X.

Îçíà÷åííÿ 3.32. Ïiä çâåäåíèì äîáóòêîì X ×I Y íàïiâãðóï X i Y çà

iäåàëîì I ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó I ∪ ((X \ I) × Y ), íàäiëåíó òàêîþ

íàéñëàáøîþ òîïîëîãi¹þ, ùî

� âiäîáðàæåííÿ (X \ I)× Y ↪→ X ×I Y ¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì,

� ïðîåêöiÿ π : X ×I Y → X íåïåðåðâíà.

Òóò

π(z) =

z, ÿêùî z ∈ I,

x, ÿêùî z = (x, y) ∈ (X \ I)× Y ,

äëÿ êîæíîãî z ∈ X ×I Y .

Íàïiâãðóïîâó îïåðàöiþ íà X ×I Y âèçíà÷à¹ìî ÿê òàêó ¹äèíó áiíàðíó

îïåðàöiþ íà X ×I Y , ùî ïðîåêöiÿ q : X × Y → X ×I Y , âèçíà÷åíà ÿê

q(x, y) =

x, ÿêùî x ∈ I,

(x, y), iíàêøå,

¹ ãîìîìîðôiçìîì íàïiâãðóï.

ßêùî íà íàïiâãðóïàõ X i Y âèçíà÷åíi íåïåðåðâíi îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäè-

íèöi λX : X → X i λY : Y → Y i λX(I) ⊂ I, òî íà çâåäåíîìó äîáóòêó
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X ×I Y iñíó¹ ïðèðîäíà îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ : X ×I Y → X ×I Y ,
âèçíà÷åíà ôîðìóëîþ:

λ(z) =

λX(z), ÿêùî z ∈ I,

(λX(x), λY (y)), ÿêùî z = (x, y) ∈ (X \ I)× Y .

Öÿ îïåðàöiÿ êîðåêòíî çàäàíà, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî x ∈ X \I ç ðiâíîñòi
x = λX(x) · x /∈ I âèïëèâà¹ λX(x) /∈ I.

Íàïiâãðóïà X ×I Y , ç çàäàíîþ íà íié îïåðàöi¹þ ëiâî¨ îäèíèöi λ, ¹

òîïîëîãi÷íîþ ëiâîþ óíîíàïiâãðóïîþ, ÿêó íàçèâàòèìåìî çâåäåíèì äîáó-

òêîì òîïîëîãi÷íèõ ëiâèõ óíîíàïiâãðóï (X,λX) i (Y, λY ).

Òåîðåìà 3.33. ßêùî òîïîëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâãðóïè X = (X,λX) i

Y = (Y, λY ) äiòîïîëîãi÷íi, òî ¨õíié çâåäåíèé äîáóòîê X×I Y = (X ×I
Y, λ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ ëiâîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâãðóïè X =

(X,λX) i Y = (Y, λY ) äiòîïîëîãi÷íi. Ùîá äîâåñòè äiòîïîëîãi÷íiñòü

ëiâî¨ óíîíàïiâãðóïè X ×I Y , çàôiêñó¹ìî òî÷êó z ∈ X ×I Y i ¨ ¨ îêië

Oz ⊂ X ×I Y i ðîçãëÿíåìî äâà ìîæëèâi âèïàäêè.

Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî z = (x, y) ∈ (X \ I) × Y . Ó öüîìó âèïàäêó

ìîæíà ââàæàòè, ùî Oz ìà¹ âèãëÿä Oz = Ox×Oy, äëÿ äåÿêèõ âiäêðèòèõ

îêîëiâ Ox ⊂ X \ I i Oy ⊂ Y òî÷îê x ∈ X \ I i y ∈ Y , âiäïîâiäíî.

Îñêiëüêè X i Y � äiòîïîëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâãðóïè, òî iñíóþòü âiäêðèòi

îêîëè Ux ⊂ X i WλX(x) ⊂ λX(X) òî÷îê x i λX(x) i îêîëè Uy ⊂ Y i

WλY (y) ⊂ λY (Y ) òî÷îê y i λY (y), äëÿ ÿêèõ (WλX(x)hUx)∩λ−1(WλX(x)) ⊂

Ox i (WλY (y) h Uy) ∩ λ−1(WλY (y)) ⊂ Oy.

Ç òîãî, ùî λ(x) · x = x /∈ I âèïëèâà¹, ùî λ(x) /∈ I. Îòîæ, ìîæåìî

ïðèïóñòèòè, ùî ìíîæèíè Ux i Wλ(x) ìiñòÿòüñÿ â äîïîâíåííi X \ I.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî âiäêðèòi ìíîæèíè Uz = Ux×Uy i Wλ(z) = WλX(x)×

WλY (y) çàáåçïå÷óþòü äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ íà X ×I
Y ó òî÷öi z. Äëÿ äîâiëüíî¨ çàäàíî¨ òî÷êè u ∈ X ×I Y òàêî¨, ùî u ∈
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(Wλ(z)hUz)∩λ−1(Wλ(z)), ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî u ∈ Oz. Ç âèùåñêàçàíîãî

âèïëèâà¹, ùî λ(u) ∈ Wλ(z) i wu ∈ Uz, äëÿ äåÿêîãî w ∈ Wλ(z), çâiäêè

îòðèìó¹ìî, ùî w, u /∈ I i, îòæå, w = (xw, yw) i u = (xu, yu), äëÿ äåÿêèõ

òî÷îê xw, xu ∈ X \ I i yw, yu ∈ Y . Îñêiëüêè wu = (xwxu, ywyu) ∈ Uz =

Ux × Uy i λ(u) = (λX(xu), λY (yu)) ∈ Wλ(z) = WλX(x) ×WλY (y), òî xwxu ∈

Ux, ywyu ∈ Uy i λX(xu) ∈ WλX(x), λY (yu) ∈ WλY (y). Çâiäñè, xu ∈ (WλX(x) h

Ux) ∩ λ−1X (WλX(x)) ⊂ Ox i yu ∈ (WλY (y) h Uy) ∩ λ−1Y (WλY (y)) ⊂ Oy, i, îòæå,

u ∈ Ox ×Oy = Oz.

ßêùî æ z ∈ I, çà Oz ìîæíà âçÿòè îêië âèãëÿäó Oz = π−1(O′z), äå

O′z � âiäêðèòèé îêië òî÷êè z ∈ I ó ëiâié óíîíàïiâãðóïi X. Îñêiëüêè λX

äiíåïåðåðâíà çëiâà ó òî÷öi z, òî iñíóþòü òàêi âiäêðèòi îêîëè U ′z ⊂ X

i W ′
λX(z) ⊂ λX(X) òî÷îê z ∈ X i λX(z) ∈ λX(X), ùî (W ′

λX(z) h U ′z) ∩

λ−1X (W ′
λX(z)) ⊂ O′z. Ç îñòàííüîãî âêëþ÷åííÿ, äëÿ îêîëiâ Uz = π−1(U ′z) ⊂

X ×I Y i Wλ(z) = λ(X ×I Y ) ∩ π−1(W ′
λX(z)) ⊂ λ(X ×I Y ) òî÷îê z i λ(z),

âiäïîâiäíî, ìà¹ìî

(Wλ(x) h Uz) ∩ λ−1(Wλ(z)) ⊂ π−1
(
(W ′

λX(z) h U ′z) ∩ λ−1X (W ′
λX(z))

)
⊂

⊂ π−1(O′z) = Oz,

ùî é äîâîäèòü äiíåïåðåðâíiñòü çëiâà îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λ íà X×IY ó

òî÷öi z. Îòæå, çâåäåíèé äîáóòîê X×IY = (X×I Y, λ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ

ëiâîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà äàòè îçíà÷åííÿ çâåäåíîãî äîáóòêó òîïîëîãi÷íèõ

ïðàâèõ óíîíàïiâãðóï. Çîêðåìà, äëÿ äâîõ òîïîëîãi÷íèõ ïðàâèõ óíîíà-

ïiâãðóï X = (X, ρX), Y = (Y, ρY ) i çàìêíåíîãî äâîñòîðîííüîãî iäåàëà

I ⊂ X, íà çâåäåíîìó äîáóòêó X ×I Y âèçíà÷åíà iíäóêîâàíà îïåðàöiÿ

ïðàâî¨ îäèíèöi ρ : X ×I Y → X ×I Y , âèçíà÷åíà çà ïðàâèëîì:

ρ(z) =

ρX(z), ÿêùî z ∈ I,

(ρX(x), ρY (y)), ÿêùî z = (x, y) ∈ (X \ I)× Y .
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Çâåäåíèé äîáóòîê X ×I Y , íàäiëåíèé öi¹þ îïåðàöi¹þ ¹ òîïîëîãi÷íîþ

ïðàâîþ óíîíàïiâãðóïîþ, ÿêó ìè íàçèâàòèìåìî çâåäåíèì äîáóòêîì òî-

ïîëîãi÷íèõ ïðàâèõ óíîíàïiâãðóï (X,λX) i (Y, λY ).

ßê i â òåîðåìi 3.33, ìîæíà äîâåñòè:

Òåîðåìà 3.34. ßêùî òîïîëîãi÷íi ïðàâi óíîíàïiâãðóïè X = (X, ρX) i

Y = (Y, ρY ) ¹ äiòîïîëîãi÷íèìè, òî ¨õ çâåäåíèé äîáóòîê X ×I Y =

(X ×I Y, ρ) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Ç âèùåñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï X =

(X,λX , ρX), Y = (Y, λY , ρY ) i çàìêíåíîãî iäåàëà I ⊂ X, äëÿ ÿêîãî

λX(I) ∪ ρX(I) ⊂ I, òðiéêà X ×I Y = (X ×I Y, λ, ρ) ¹ òîïîëîãi÷íîþ

óíîíàïiâãðóïîþ, ÿêó ìè íàäàëi íàçèâàòèìåìî çâåäåíèì äîáóòêîì òîïî-

ëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï X i Y. Ç òåîðåì 3.33 i 3.34, îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê 3.35. ßêùî òîïîëîãi÷íi óíîíàïiâãðóïè X i Y äiòîïîëîãi÷íi,

òî ¨õ çâåäåíèé äîáóòîê X×I Y ¹ äiòîïîëîãi÷íèì.

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi âàæëèâi ïðèêëàäè çâåäåíèõ äîáóòêiâ.

Ïðèêëàä 3.36. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, à 2 = ({0, 1},min) �

äâîåëåìåíòíà íàïiâãðàòêà, íàäiëåíà äèñêðåòíîþ òîïîëîãi¹þ. Çà òåîðå-

ìîþ 3.26, íàïiâãðóïè G i 2, íàäiëåíi êàíîíi÷íèìè îïåðàöiÿìè ëiâî¨ i

ïðàâî¨ îäèíèöü, ¹ äiòîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè, à òîìó, çà

íàñëiäêîì 3.35, ¨õ çâåäåíèé äîáóòîê Ġ = 2×{0}G òàêîæ ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ

óíîíàïiâãðóïîþ, ÿêó íàäàëi íàçèâàòèìåìî 0-ðîçøèðåííÿì òîïîëîãi÷íî¨

ãðóïè G.

Ïðèêëàä 3.37. Íåõàé G � òîïîëîãi÷íà ãðóïà, à I � iíòåðâàë [0, 1] ç íà-

ïiâãðàòêîâîþ îïåðàöi¹þ ìiíiìóìó. Çà òåîðåìîþ 3.26, íàïiâãðóïè G i I,

íàäiëåíi êàíîíi÷íèìè îïåðàöiÿìè îäèíèöi, ¹ äiòîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíè-

ìè óíîíàïiâãðóïàìè, à çà íàñëiäêîì 3.35, äiòîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðó-

ïîþ ¹ é ¨õ çâåäåíèé äîáóòîê Ĝ = I×{0} G, ÿêèé íàçèâàòèìåìî êîíóñîì

íàä G.
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Íóëü-ðîçøèðåííÿ i êîíóñè òîïîëîãi÷íèõ ãðóï âiäiãðàþòü âàæëèâó

ðîëü ó ðîçäiëi, ïðèñâÿ÷åíîìó ïîáóäîâi âêëàäåíü êëiôîðäîâèõ äiòîïî-

ëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ó òèõîíîâñüêi äîáóòêè òîïîëîãi÷íèõ íà-

ïiâãðàòîê i êîíóñiâ íàä ãðóïàìè.

3.5.4 Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿäà¹ìî îïåðàöiþ íàïiâïðÿìîãî äîáóòêó

òîïîëîãi÷íèõ (ëiâèõ, ïðàâèõ) óíîíàïiâãðóï. Çàóâàæèìî, ùî íàïiâïðÿìi

äîáóòêè íàïiâãðóï âèâ÷àëèñü ó ðîçäiëi 2 ìîíîãðàôi¨ [13].

Ïiä íåïåðåðâíîþ äi¹þ òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðóïè F íà òîïîëîãi÷íié íà-

ïiâãðóïi S ìè ðîçóìi¹ìî íåïåðåðâíó ôóíêöiþ α : F × S → S ç âëàñòè-

âîñòÿìè:

� äëÿ êîæíîãî f ∈ F ôóíêöiÿ αf : S → S, αf : x 7→ α(f, x), �

íàïiâãðóïîâèé ãîìîìîðôiçì;

� αfg = αf ◦ αg, äëÿ âñiõ f, g ∈ F .

Äiÿ α : F×S → S ïîðîäæó¹ íà äîáóòêó S×F íåïåðåðâíó àñîöiàòèâíó

áiíàðíó îïåðàöiþ

(s, f) · (t, g) = (s · αf(t), f · g).

Äîáóòîê S × F , íàäiëåíèé öi¹þ îïåðàöi¹þ ïîçíà÷àòèìåìî S ×α F i íà-

çèâàòèìåìî íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï S i F .

Êàæåìî, ùî äiÿ α : F × S → S:

� çáåðiãà¹ îïåðàöiþ (ëiâî¨, ïðàâî¨) îäèíèöi u : F → F íà F , ÿêùî

α(u(f), s) = s, äëÿ âñiõ (f, s) ∈ F × S;

� çáåðiãà¹ îïåðàöiþ (ëiâî¨, ïðàâî¨) îäèíèöi u : S → S íà S, ÿêùî

α(f, u(s)) = u(s), äëÿ âñiõ (f, s) ∈ F × S.

ßêùî (F, λF ) i (S, λS) � òîïîëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâãðóïè, à íåïåðåðâíà

äiÿ α : F × S → S íàïiâãðóïè F íà S çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ëiâî¨ îäèíèöi

λF , òî óíàðíà îïåðàöiÿ

λ : S ×α F → S ×α F, λ : (s, f) 7→ (λS(s), λF (f)),
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¹ íåïåðåðâíîþ îïåðàöi¹þ îäèíèöi íà íàïiâïðÿìîìó äîáóòêó S ×α F , ùî
âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòåé

(λS(s), λF (f)) · (s, f) = (λS(s) · α(λF (f), s), λF (f) · f) =

= (λS(s) · s, f) = (s, f),

äëÿ âñiõ (s, f) ∈ S × F .
Òàêèì ÷èíîì, S×αF = (S×αF, λ) � òîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà,

ÿêó íàçèâàòèìåìî íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì òîïîëîãi÷íèõ ëiâèõ óíîíàïiâ-

ãðóï S = (S, λS) i F = (F, λF ).

Òåîðåìà 3.38. Íåõàé S = (S, λS) i F = (F, λF ) � òîïîëîãi÷íi ëiâi óíî-

íàïiâãðóïè, à α : F × S → F � íåïåðåðâíà äiÿ F íà S, ùî çáåðiãà¹

îïåðàöiþ ëiâî¨ îäèíèöi λF íà ëiâié óíîíàïiâãðóïi F . Òîïîëîãi÷íà ëiâà

óíîíàïiâãðóïà S ×α F ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òîïî-

ëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâãðóïè S i F äiòîïîëîãi÷íi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî S ×α F � äiòî-

ïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà i ïîêàæåìî, ùî òîïîëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâ-

ãðóïè S i F äiòîïîëîãi÷íi.

Ùîá äîâåñòè äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λS, çàôiêñó¹ìî

òî÷êó s ∈ S i ¨ ¨ îêië Os â S. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè f ∈ F ðîçãëÿíåìî îêië

O(s,f) = Os×F òî÷êè (s, f) ó òîïîëîãi÷íié íàïiâãðóïi S ×α F . Îñêiëüêè

îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ íà S ×α F äiíåïåðåðâíà, iñíóþòü òàêi îêîëè

U(s,f) ⊂ S ×α F i Wλ(s,f) ⊂ λ(S ×α F ) = λS(S) × λF (F ) òî÷îê (s, f) i

λ(s, f) = (λS(s), λF (f)), âiäïîâiäíî, ùî (Wλ(s,f)hU(s,f))∩λ−1(Wλ(s,f)) ⊂

O(s,f). Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî U(s,f) = Us×Uf ,

à Wλ(s,f) = WλS(s) ×WλF (f), äëÿ äåÿêèõ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí Us ⊂ S,

WλS(s) ⊂ λS(S), Uf ⊂ F , i WλF (f) ⊂ λF (F ).

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îêîëè Us i WλS(s) çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ óìîâè

äiíåïåðåðâíîñòi λS â òî÷öi s. Íåõàé t ∈ (WλS(s) h Us) ∩ λ−1S (WλS(s)).
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Çâiäñè, λS(t) ∈ WλS(s) i wt ∈ Us, äëÿ äåÿêîãî w ∈ WλS(s). Òîäi, îñêiëüêè

α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ëiâî¨ îäèíèöi λF , äëÿ åëåìåíòiâ (t, f) ∈ S ×α F i

(w, λF (f)) ∈ Wλ(s,f) ìà¹ìî

(w, λF (f)) · (t, f) = (w · αλF (f)(t), λF (f) · f) =

= (wt, f) ∈ Us × Uf = U(s,f)

i

λ(s, f) = (λS(s), λF (f)) ∈ WλS(s) ×WλF (f) = Wλ(s,f).

Ç âèáîðó îêîëiâ U(s,f) i Wλ(s,f) âèïëèâà¹ (t, f) ∈ O(s,f), i îòæå, t ∈ Os.

Ùîá ïåðåâiðèòè äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λF : F → F ,

ðîçãëÿíåìî äîâiëüíó òî÷êó f ∈ F i ¨¨ îêië Of ⊂ F â F . Çàôiêñó¹ìî

åëåìåíò s ∈ S i ðîçãëÿíåìî îêië O(s,f) = S × Of òî÷êè (s, f) ó S ×α F .

Îñêiëüêè îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíèöi λ íà S×αF äiíåïåðåðâíà, iñíóþòü òàêi

îêîëè U(s,f) ⊂ S ×α F i Wλ(s,f) ⊂ λ(S ×α F ) òî÷îê (s, f) i λ(s, f) =

(λS(s), λF (f)), ùî (Wλ(s,f)hU(s,f))∩λ−1(Wλ(s,f)) ⊂ O(s,f). Íå âòðà÷àþ÷è

çàãàëüíîñòi, ïðèïóñêà¹ìî, ùî U(s,f) = Us × Uf , à Wλ(s,f) = WλS(s) ×

WλF (f), äëÿ äåÿêèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí Us ⊂ S, WλS(s) ⊂ λS(S), Uf ⊂ F

i WλF (f) ⊂ λF (F ).

Îêîëè Uf i WλF (f) çàáåçïå÷óþòü äiíåïåðåðâíiñòü λF ó òî÷öi f . Çàóâà-

æèìî, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè g ∈ (WλF (f) h Uf) ∩ λ−1F (WλF (f)) âèêî-

íó¹òüñÿ λF (g) ∈ WλF (f) i wg ∈ Uf , äëÿ äåÿêîãî w ∈ WλF (f) ⊂ λF (F ).

Áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ëiâî¨ îäèíèöi λF i âêëþ-

÷åííÿ w ∈ λF (F ), îòðèìó¹ìî αw(s) = s. Òîäi, äëÿ åëåìåíòiâ (s, g) i

(λS(s), w) ∈ WλS(s) ×WλF (f) = Wλ(s,f), ìà¹ìî

(λS(s), w) · (s, g) = (λS(s) · αw(s), wg) = (λS(s) · s, wg) = (s, g) ∈ U(s,f)

i λ(s, g) = (λS(s), λF (g)) ∈ WλS(s) ×WλF (f) = Wλ(s,f), òîáòî

(s, g) ∈ (U(s,f) hWλ(s,f)) ∩ λ−1(Wλ(s,f)) ⊂ O(s,f) = S ×Of ,
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à îòæå, g ∈ Of .

Ùîá äîâåñòè íåîáõiäíiñòü, ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íi ëiâi óíîíàïiâ-

ãðóïè S i F äiòîïîëîãi÷íi. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäè-

íèöi λ : (s, f) 7→ (λS(s), λF (f)) íà S ×α F äiíåïåðåðâíà â êîæíié òî÷öi

(s, f) ∈ S×αF . Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé âiäêðèòèé îêië O(s,f) òî÷êè (s, f) â

S×αF . Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, áåðåìî áàçîâèé îêië O(s,f) = Os×Of ,

äå Os i Of � âiäêðèòi îêîëè òî÷îê s i f ó íàïiâãðóïàõ S i F , âiäïîâiäíî.

Ç äiíåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi λF ó òî÷öi f âèïëèâà¹ iñíó-

âàííÿ òàêèõ îêîëiâ Uf ⊂ F i WλF (f) ⊂ λF (F ) òî÷îê f i λF (f), ùî

(WλF (f) h Uf) ∩ λ−1F (WλF (f)) ⊂ Of . Ç òîãî, ùî é îïåðàöiÿ ëiâî¨ îäèíè-

öi λS äiíåïåðåðâíà â òî÷öi s, âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ îêîëiâ Us ⊂ S i

WλS(s) ⊂ λS(S) òî÷îê s i λS(s), ùî (WλS(s) h Us) ∩ λ−1S (WλS(s)) ⊂ Os.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îêîëè U(s,f) = Us × Uf i W(s,f) = WλS(s) ×WλF (f)

òî÷îê (s, f) i λ(s, f) ãàðàíòóþòü äiíåïåðåðâíiñòü îïåðàöi¨ ëiâî¨ îäèíèöi

λ â òî÷öi (s, f). Ñïðàâäi, äëÿ çàäàíî¨ ïàðè (t, g) ∈ (Wλ(s,f) h U(s,f)) ∩

λ−1(Wλ(s,f)), òðåáà ïîêàçàòè ùî (t, g) ∈ O(s,f). Çà óìîâîþ, (w, h) · (t, g) ∈

U(s,g), äëÿ äåÿêî¨ ïàðè (w, h) ∈ Wλ(s,f). Îñêiëüêè α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ

ëiâî¨ îäèíèöi λF i h ∈ WλF (f) ⊂ λF (F ), îòðèìó¹ìî ùî (w, h) · (t, g) =

(w · αh(t), hg) = (wt, hg), à îòæå, (wt, hg) ∈ U(s,f) = Us × Uf i

(t, g) ∈
(
(WλS(s) h Us) ∩ λ−1S (WλS(s))

)
×
(
(WλF (f) h Uf) ∩ λ−1F (WλF (f))

)
⊂

⊂ Os ×Of = O(s,f).

Ìàþ÷è äâi òîïîëîãi÷íi ïðàâi óíîíàïiâãðóïè S = (S, ρS), F = (F, ρF )

i íåïåðåðâíó äiþ α : F × S → S íàïiâãðóïè F íà S, íà íàïiâïðÿìîìó

äîáóòêó S×αF ìîæåìî âèçíà÷èòè îïåðàöiþ ïðàâî¨ îäèíèöi. Öå ìîæëè-

âî çðîáèòè, ÿêùî α ¹ ρS-îáîðîòíîþ, òîáòî, ÿêùî äëÿ êîæíîãî f ∈ F ,
çâóæåííÿ ᾱf = αf |ρS(S) ¹ ái¹êöi¹þ íà ρS(S), à âiäîáðàæåííÿ

α− : F × ρS(S)→ ρS(S), α− : (f, s) 7→ ᾱ−1f (s),
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íåïåðåðâíå.

Ó öüîìó âèïàäêó, âiäîáðàæåííÿ ρ : S ×α F → S ×α F , âèçíà÷åíå ÿê

ρ(s, f) = (ᾱ−1f (ρS(s)), ρF (f)) = (α−(f, ρS(s)), ρF (f))

¹ íåïåðåðâíèì.

Ç òîãî, ùî

(s, f) · ρ(s, f) = (s, f) · (ᾱ−1f (ρS(s)), ρF (f)) =

= (s · αf ◦ ᾱ−1f (ρS(s)), f · ρF (f)) =

= (s · ᾱf ◦ ᾱ−1f (ρS(s)), f) = (s · ρS(s), f) = (s, f),

âiäîáðàæåííÿ ρ ¹ íåïåðåðâíîþ îïåðàöi¹þ ïðàâî¨ îäèíèöi íà S ×α F .
Îòæå, S×α F = (S ×α F, ρ) � òîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâãðóïà, ÿêó íà-

çèâàòèìåìî íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì òîïîëîãi÷íèõ ïðàâèõ óíîíàïiâãðóï

S = (S, ρS) i F = (F, ρF ).

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî äiÿ α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ïðàâî¨ îäèíèöi ρS, òî

äëÿ êîæíîãî f ∈ F çâóæåííÿ ᾱf = αf |ρS(S) ¹ òîòîæíiì âiäîáðàæåííÿì

ìíîæèíè ρS(S), à òîìó, äiÿ α ¹ ρS-îáîðîòíîþ. Áiëüøå òîãî, â öüîìó

âèïàäêó ρ(s, f) = (ρS(s), ρF (f)), äëÿ âñiõ (s, f) ∈ S × F .
Íàñòóïíi òâåðäæåííÿ äîïîìàãàþòü ðîçïiçíàâàòè ρS-îáîðîòíi äi¨.

Òâåðäæåííÿ 3.39. Íåïåðåðâíà äiÿ α : F × S → S òîïîëîãi÷íî¨ ïðàâî¨

óíîíàïiâãðóïè (F, ρF ) íà òîïîëîãi÷íié ïðàâié óíîíàïiâãðóïi (S, ρS) ρS-

îáîðîòíà, ÿêùî

1) α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ïðàâî¨ îäèíèöi ρF ;

2) αf(ρS(S)) = ρS(S), äëÿ âñiõ f ∈ F ;

3) iñíó¹ òàêà íåïåðåðâíà óíàðíà îïåðàöiÿ ( )−1 : F → F , ùî ρF (f) =

f−1f , äëÿ âñiõ f ∈ F .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äiÿ α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ïðàâî¨ îäèíèöi ρF : F →

F , ρF : f 7→ f−1f , òî äëÿ êîæíèõ f ∈ F , s ∈ S, ìà¹ìî

s = α(ρF (f), s) = α(f−1f, s) = αf−1f(s) = αf−1 ◦ αf(s).



59

Çâiäñè, αf : S → S � ií'¹êòèâíèé ãîìîìîðôiçì, à îòæå, iñíó¹ α−1f :

αf(S) → S. Ç òîãî, ùî αf(ρS(S)) = ρS(S) âèïëèâà¹, ùî ᾱf = αf |ρS(S)

� ái¹êòèâíå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèíè ρS(S).

Çàëèøà¹òüñÿ ïåðåâiðèòè íåïåðåðâíiñòü âiäîáðàæåííÿ α− : F ×

ρS(S) → ρS(S), α− : (f, s) 7→ ᾱ−1f (s). Äëÿ öüîãî çàóâàæèìî, ùî ôóí-

êöiÿ α− ñïiâïàäà¹ ç íåïåðåðâíîþ ôóíêöi¹þ β : F × ρS(S) → ρS(S),

β(f, s) 7→ α(f−1, s). Ñïðàâäi, äëÿ äîâiëüíèõ çàäàíèõ f ∈ F i s ∈ ρS(S)

ìîæíà çíàéòè ¹äèíó òî÷êó x ∈ ρS(S), äëÿ ÿêî¨ s = ᾱf(x) = αf(x), i

îòæå,

β(f, s) = α(f−1, s) = αf−1(s) = αf−1 ◦ αf(x) =

= αf−1f(x) = αρF (f)(x) = x = ᾱ−1f (s) = α−(f, s).

Äàëi ðîçãëÿíåìî íàïiâïðÿìèé äîáóòîê äiòîïîëîãi÷íèõ ïðàâèõ óíîíà-

ïiâãðóï.

Òåîðåìà 3.40. Íåõàé S = (S, ρS) i F = (F, ρF ) � òîïîëîãi÷íi ïðàâi

óíîíàïiâãðóïè, à α : F × S → S � ρS-îáîðîòíà íåïåðåðâíà äiÿ F íà S.

Íàïiâïðÿìèé äîáóòîê S×αF ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ ïðàâîþ óíîíàïiâãðóïîþ

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè òîïîëîãi÷íi ïðàâi óíîíàïiâãðóïè S i F äiòîïî-

ëîãi÷íi.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ äîñòàòíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íà

ïðàâà óíîíàïiâãðóïà S×αF = (S×α F, ρ) äiòîïîëîãi÷íà. Ïîêàæåìî, ùî

îïåðàöi¨ ïðàâèõ îäèíèöü ρS i ρF äiíåïåðåðâíi.

Ùîá äîâåñòè äiíåïåðåðâíiñòü ρS, çàôiêñó¹ìî áóäü-ÿêó òî÷êó s ∈ S

i ¨ ¨ îêië Os ⊂ S. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè f ∈ ρF (F ) ⊂ F ðîçãëÿíåìî

ãîìîìîðôiçì αf : S → S, çâóæåííÿ ᾱf ÿêîãî ¹ ái¹êöi¹þ ìíîæèíè ρS(S).

Òîäi ᾱf � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ ρS(S). Ñïðàâäi, ç òîãî, ùî f ∈ ρF (F )
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âèïëèâà¹ f = ρF (g), äëÿ äåÿêîãî g ∈ F , à ç ðiâíîñòi g = g · ρF (g) = gf

ìà¹ìî ᾱg = ᾱg ◦ ᾱf , ùî ìîæëèâî ëèøå ó òîìó âèïàäêó, êîëè ᾱf òîòîæíå.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òî÷êó (s, f) ∈ S×αF i ¨¨ îêië O(s,f) = Os×F . Òîäi,

ρ(s, f) = (ᾱ−1f (ρS(s)), ρS(f)) = (ρS(s), ρF (f)). Îñêiëüêè ρ äiíåïåðåðâíà

íà S ×α F , òî iñíóþòü îêîëè U(s,f) ⊂ S ×α F i Wρ(s,f) ⊂ ρ(S ×α F ) =

ρS(S) × ρF (F ) òî÷îê (s, f) i ρ(s, f) = (ρS(s), ρF (f)), äëÿ ÿêèõ (U(s,f) i

Wρ(s,f)) ∩ ρ−1(Wρ(s,f)) ⊂ O(s,f). Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñêà¹ìî,

ùî U(s,f) = Us × Uf i Wρ(s,f) = Wρ(s) × Wρ(f), äëÿ äåÿêèõ âiäêðèòèõ

ïiäìíîæèí Us ⊂ S i Uf ⊂ F .

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî Us i WρS(s) çàäîâîëüíÿþòü ïîòðiáíó íàì óìîâó:

(Us iWρS(s)) ∩ ρ−1S (WρS(s)) ⊂ Os. Äëÿ äîâiëüíî¨ çàäàíî¨ òî÷êè t ∈ (Us i

WρS(s)) ∩ ρ−1S (WρS(s)), iñíó¹ òàêà òî÷êà w ∈ WρS(s) ⊂ ρS(S), ùî tw ∈ Us.

Ðîçãëÿíåìî òî÷êè (t, f) ∈ S×αF òà (w, ρF (f)) ∈ WρS(s)×WρF (f) = Wρ(s,f)

i çàóâàæèìî, ùî

(t, f) · (w, ρF (f)) = (t · ᾱf(w), f · ρF (f)) = (tw, f) ∈ Us × Uf .

Ç òîãî, ùî

ρ(t, f) = (ᾱ−1f (ρS(t)), ρF (f)) = (ρS(t), ρF (f)) ∈

∈ WρS(s) ×WρF (f) = Wρ(s,f),

îòðèìó¹ìî ïîòðiáíå âêëþ÷åííÿ

(t, f) ∈ (U(s,f) iWρ(s,f)) ∩ ρ−1(Wρ(s,f)) ⊂ O(s,f) = Os × F,

ÿêå é äîâîäèòü ùî t ∈ Os.

Äàëi, ïîêàæåìî äiíåïåðåðâíiñòü â êîæíié òî÷öi f ∈ F îïåðàöi¨ ïðàâî¨

îäèíèöi ρF íà F . Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îêië Of òî÷êè f â F i äîâiëüíó

òî÷êó s ∈ S. Ðîçãëÿíåìî ïàðó (s, f) i ¨ ¨ îêië O(s,f) = S × Of â S ×α F .

Îñêiëüêè ρ äiíåïåðåðâíà íà S ×α F , iñíóþòü îêîëè U(s,f) ⊂ S ×α F



61

i Wρ(s,f) ⊂ ρ(S ×α F ) = ρS(S) × ρF (F ) åëåìåíòiâ (s, f) i ρ(s, f), äëÿ

ÿêèõ (U(s,f) iWρ(s,f)) ∩ ρ−1(Wρ(s,f)) ⊂ O(s,f). Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òî÷êè

r = ᾱ−1f (ρS(s)) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü ρ(s, f) = (r, ρF (f)). Íå âòðà÷àþ÷è

çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî Wρ(s,f) = Wr ×WρF (f), à U(s,f) =

Us × Uf , äëÿ äåÿêèõ âiäêðèòèõ ìíîæèí Wr ⊂ ρS(S), WρF (f) ⊂ ρF (F ),

Us ⊂ S i Uf ⊂ F .

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíi ôóíêöi¨ β : F → ρS(S), β : g 7→ ᾱ−1g (ρS(s)) =

α−(g, ρS(s)), i γ : F → S, γ : g 7→ s · α(g, r) i çàóâàæèìî, ùî β(f) = r i

γ(f) = s · αf(r) = s · ᾱf ◦ ᾱ−1f (ρS(s)) = s · ρS(s) = s.

Áåðó÷è äî óâàãè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöié β i γ, çíàéäåìî îêië U ′f ⊂ Uf

òî÷êè f òàêèé, ùî β(U ′f) ⊂ Wr i γ(U ′f) ⊂ Us.

Òîäi, îêîëè U ′f i WρF (f) âîëîäiþòü ïîòðiáíîþ âëàñòèâiñòþ: (U ′f i

WρF (f)) ∩ ρ−1F (WρF (f)) ⊂ Of . Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â öüîìó, äëÿ äîâiëüíî¨

çàäàíî¨ òî÷êè g ∈ (U ′f i WρF (f)) ∩ ρ−1F (WρF (f)), çíàéäåìî òàêó òî÷êó

h ∈ WρF (f) ⊂ ρF (F ), ùî gh ∈ U ′f . Ðîçãëÿíåìî òî÷êè (s, g) ∈ S ×α F i

(r, h) ∈ Wr ×WρF (f) = Wρ(s,f). Îñêiëüêè h ∈ ρF (F ), òî âiäîáðàæåííÿ ᾱh

¹ òîòîæíèì ãîìåîìîðôiçìîì ìíîæèíè ρS(S). Îòæå, αh(r) = r i

s · αg(r) = s · αg(αh(r)) = s · αgh(r) = γ(gh) ∈ γ(U ′f) ⊂ Us.

À ç òîãî, ùî ᾱgh = ᾱg ◦ ᾱh = ᾱg, îòðèìó¹ìî

ρ(s, g) = (ᾱ−1g (ρS(s)), ρF (g)) = (ᾱ−1gh (ρS(s)), ρF (g)) =

= (β(gh), ρS(s)) ∈ β(U ′f)×WρF (f) ⊂ Wr ×WρF (f) = Wρ(s,f).

Îñêiëüêè

(s, g) · (r, h) = (s · αg(r), gh) ∈ Us × U ′f ⊂ U(s,f),

ìà¹ìî

(s, g) ∈ (U(s,f) iWρ(s,f)) ∩ ρ−1(Wρ(s,f)) ⊂ O(s,f) = S ×Of ,
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à îòæå, g ∈ Of , ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ �äîñòàòíîñòi�.

Äëÿ äîâåäåííÿ �íåîáõiäíîñòi�, ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íi ïðàâi óíî-

íàïiâãðóïè (S, ρS) i (F, ρF ) äiòîïîëîãi÷íi. Ïîòðiáíî ïîêàçàòè äiíåïåðåðâ-

íiñòü îïåðàöi¨ ïðàâî¨ îäèíèöi ρ : S ×α F → S ×α F , ρ : (s, f) 7→

(ᾱ−1f (ρS(s)), ρF (f)), â êîæíié òî÷öi (s, f) ∈ S ×α F .

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé îêië O(s,f) òî÷êè (s, f) ó òîïîëîãi÷íié íàïiâ-

ãðóïi S ×α F . Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, áåðåìî áàçîâèé îêië O(s,f) =

Os × Of , äå Os i Of � âiäêðèòi îêîëè òî÷îê s i f ó íàïiâãðóïàõ S i

F , âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè ρS äiíåïåðåðâíà, iñíóþòü òàêi îêîëè Us ⊂ S i

WρS(s) ⊂ ρS(S) òî÷îê s i ρS(s), ùî (Us iWρS(s)) ∩ ρ−1S (WρS(s)) ⊂ Os.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ òî÷êè r = ᾱ−1f (ρS(s)) ∈ ρS(S) âèêîíóþòüñÿ ðiâ-

íîñòi:

α(f, r) = ᾱf(r) = ᾱf ◦ ᾱ−1f (ρS(s)) = ρS(s) ∈ WρS(s).

Ç íåïåðåðâíîñòi äi¨ α|(F × ρS(S)), ìîæåìî çíàéòè îêîëè O′f ⊂ Of òî÷êè

f i Wr ⊂ ρS(S) òî÷êè r, äëÿ ÿêèõ α(O′f ×Wr) ⊂ WρS(s).

Ç äiíåïåðåðâíîñòi îïåðàöi¨ ïðàâî¨ îäèíèöi ρF â òî÷öi f , iñíóþòü îêîëè

Uf ⊂ F i WρF (f) ⊂ ρF (F ) òî÷îê f i ρF (f) òàêi, ùî (Uf i WρF (f)) ∩

ρ−1F (WρF (f)) ⊂ O′f .

Ç ρS-îáîðîòíîñòi äi¨ α âèïëèâà¹

ρ(S ×α F ) = {(ᾱ−1f (ρS(s)), ρF (f)) : (s, f) ∈ S ×α F} = ρS(S)× ρF (F ),

à òîìó, äîáóòîê Wρ(s,f) = Wr × WρF (f) ¹ îêîëîì òî÷êè ρ(s, f) =

(ᾱ−1f (ρS(s)), ρF (f)) = (r, ρF (f)) ó ρ(S ×α F ) = ρS(S) × ρF (F ). Ñòâåð-

äæó¹ìî, ùî îêîëè U(s,f) = Us×Uf iWρ(s,f) = Wr×WρF (f) ìàþòü ïîòðiáíó

âëàñòèâiñòü: (U(s,f)iWρ(s,f))∩ρ−1(Wρ(s,f)) ⊂ O(s,f). Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó

òî÷êó (t, g) ∈ (U(s,f) iWρ(s,f))∩ ρ−1(Wρ(s,f)). Òîäi, (t, g)(w, h) ∈ Us×Uf ,

äëÿ äåÿêîãî (w, h) ∈ Wρ(s,f).
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Çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòåé

Wr ×WρF (f) = Wρ(s,f) 3 ρ(t, g) = (ᾱ−1g (ρS(t)), ρF (g))

âèïëèâà¹, ùî ρF (g) ∈ WρF (f) i ᾱ
−1
g (ρS(t)) ∈ Wr. À ç âêëþ÷åííÿ (w, h) ∈

Wρ(s,f) = Wr ×WρF (f), îòðèìó¹ìî w ∈ Wr i h ∈ WρF (f).

Ç òîãî, ùî ρF (g), h ∈ WρF (f) i gh ∈ Uf , âèïëèâà¹ g ∈ O′f ⊂ Of . Òîäi,

ρS(t) = ᾱg ◦ ᾱ−1g (ρS(t))) = α(g, ᾱ−1g (ρS(t))) ∈ α(O′f ×Wr) ⊂ WρS(s).

Ç òèõ æ ìiðêóâàíü,

αg(w) = α(g, w) ∈ α(O′f ×Wr) ⊂ WρS(s).

Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî ç ðiâíîñòåé

(t · αg(w), gh) = (t, g) · (w, h) ∈ U(s,t) = Us × Uf

âèïëèâà¹, ùî gh ∈ Uf i t · αg(w) ∈ Us. Ç âèáîðó îêîëiâ Us i WρS(s) ⊃

{ρS(t), αg(w)} îòðèìó¹ìî, ùî t ∈ Os. Çâiäñè, (t, g) ∈ Os×Of = O(s,f).

Ç âèùåñêàçàíîãî âèïëèâà¹, ùî äëÿ òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï F =

(F, λF , ρF ), S = (S, λS, ρS) i λF -çáåðiãàþ÷î¨, ρS-îáîðîòíî¨ íåïåðåðâíî¨ äi¨

α : F ×S → S íàïiâãðóïè F íà S, òðiéêà S×αF = (S×α F, λ, ρ) ¹ òîïî-

ëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ. Öþ òîïîëîãi÷íó óíîíàïiâãðóïó íàçèâàòèìåìî

íàïiâïðÿìèì äîáóòêîì òîïîëîãi÷íèõ óíîíàïiâãðóï F i S. Çà òåîðåìà-

ìè 3.38, 3.40, òîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà S×α F ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ òîäi i

ëèøå òîäi, êîëè äiòîïîëîãi÷íèìè ¹ é òîïîëîãi÷íi óíîíàïiâãðóïè S i F.

3.5.5 Ðîçøèðåííÿ Ãàðòìàíà-Ìèöåëüñüêîãî

Äëÿ òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X i êîæíîãî n ∈ N, ÷åðåç HMn(X) ïî-

çíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ ôóíêöié f : [0, 1) → X, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ òàêà

ïîñëiäîâíiñòü 0 = a0 < a1 < · · · < an = 1, ùî f ñòàëà íà êîæíîìó ií-

òåðâàëi [ai, ai+1), 0 ≤ i < n. Îá'¹äíàííÿ HM(X) =
⋃
n∈NHMn(X) íàçè-

âàòèìåìî ðîçøèðåííÿì Ãàðòìàíà-Ìèöåëüñüêîãî ïðîñòîðó X, äèâ.[20],

[11].
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Ïåðåäáàçîâèì îêîëîì òîïîëîãi¨ íà HM(X) ó òî÷öi f ∈ HM(X) ¹

ìíîæèíà N(a, b, V, ε), äå

� 0 ≤ a < b ≤ 1, f ñòàëà íà [a, b), V � îêië òî÷êè f(a) â X i ε > 0,

� g ∈ N(a, b, V, ε) îçíà÷à¹, ùî |{t ∈ [a, b) : g(t) /∈ V }| < ε, äå ÷åðåç | · |
ïîçíà÷åíî ìiðó Ëåáåãà.

ßêùî X � òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, òî é HM(X) � òîïîëîãi÷íà íàïiâ-

ãðóïà âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïîòî÷êîâîãî ìíîæåííÿ ôóíêöié. Îêðiì òîãî, äëÿ

áóäü-ÿêî¨ íåïåðåðâíî¨ îïåðàöi¨ ëiâî¨ (ïðàâî¨) îäèíèöi uX : X → X íà X,

óíàðíà îïåðàöiÿ uHM(X) : HM(X)→ HM(X), uHM(X) : f 7→ u ◦ f , ¹ íå-
ïåðåðâíîþ îïåðàöi¹þ ëiâî¨ (ïðàâî¨) îäèíèöi íàHM(X), äèâ.[11, Proposi-

tion 2].

Òåîðåìà 3.41. ßêùî X = (X,λX) � äiòîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâãðó-

ïà, òî ¨¨ ðîçøèðåííÿ Ãàðòìàíà-Ìèöåëüñüêîãî

HM(X) = (HM(X), λHM(X))

¹ äiòîïîëîãi÷íîþ ëiâîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Íàäàëi, äëÿ çðó÷íîñòi, ïèñàòèìåìî λ çàìiñòü λHM(X). Íåõàé

X � äiòîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà.Ùîá äîâåñòè, ùî ëiâà òîïîëîãi÷íà

óíîíàïiâãðóïà HM(X) ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò

f ∈ HM(X) i éîãî ïåðåäáàçîâèé îêië Of = N(a, b, Of(a), ε) òàêèé, ùî f

ñòàëà íà ïiâiíòåðâàëi [a, b) ⊂ [0, 1), à Of(a) � âiäêðèòèé îêië òî÷êè f(a)

â X. Îñêiëüêè X � äiòîïîëîãi÷íà ëiâà óíîíàïiâãðóïà, òî iñíóþòü îêîëè

Ux ⊂ S i WλX(x) ⊂ λX(X) òî÷îê x = f(a) i λX(x) = λX(f(a)) òàêi, ùî

(WλX(x) h Ux) ∩ λ−1X (WλX(x)) ⊂ Ox.

Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòi îêîëè

Uf = N(a, b, Ux,
ε

3
) ⊂ HM(X)

òî÷êè f i

Wλ(f) = λ(HM(X)) ∩N(a, b,WλX(x),
ε

3
) ⊂ λ(HM(X))
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òî÷êè λ(f). Ñòâåðäæó¹ìî, ùî êîæíà ôóíêöiÿ g ∈ (Wλ(f) h Uf) ∩

λ−1(Wλ(f)) ⊂ HM(X) ëåæèòü â îêîëi Of . Ç âêëþ÷åííÿ λ(g) ∈

Wλ(f) = N(a, b,WλX(x),
ε
3) âèïëèâà¹, ùî ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè A =

{t ∈ [a, b) : λX(f(t)) /∈ WλX(x)} ¹ ìåíøîþ, íiæ ε
3 . Ç iíøîãî áî-

êó, ç âêëþ÷åííÿ wg ∈ Uf = N(a, b, Ux,
ε
3) îòðèìó¹ìî, ùî ìíîæèíà

B = {t ∈ [a, b) : w(t) · g(t) /∈ Ux} ìà¹ ìiðó Ëåáåãà < ε
3 . Íàðåøòi, ç âêëþ-

÷åííÿ w ∈ Wλ(f) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà C = {t ∈ [a, b) : w(t) /∈ WλX(x)}

ìà¹ ìiðó Ëåáåãà, ìåíøó çà ε
3 . Òîäi, ìiðà Ëåáåãà îá'¹äíàííÿ A ∪ B ∪ C

¹ ìåíøîþ çà ε i äëÿ êîæíîãî t ∈ [a, b) \ (A ∪ B ∪ C), ìà¹ìî

λX(g(t)) ∈ WλX(x), w(t) ∈ WλX(x) i w(t)g(t) ∈ Ux. Ç âèáîðó îêîëiâ Ux i

WλX(x) âèïëèâà¹ g(t) ∈ Ox = Of(a), à îòæå, g ∈ N(a, b, Of(a), ε) = Of .

Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ:

Òåîðåìà 3.42. ßêùî X = (X, ρX) � äiòîïîëîãi÷íà ïðàâà óíîíàïiâãðó-

ïà, òî ¨¨ ðîçøèðåííÿ Ãàðòìàíà-Ìèöåëüñüêîãî

HM(X) = (HM(X), ρHM(X))

¹ äiòîïîëîãi÷íîþ ïðàâîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Ç òåîðåì 3.41 i 3.42 âèïëèâà¹:

Òåîðåìà 3.43. ßêùî X = (X,λX , ρX) � äiòîïîëîãi÷íà óíîíàïiâãðóïà,

òî ¨¨ ðîçøèðåííÿ Ãàðòìàíà-Ìèöåëüñüêîãî

HM(X) = (HM(X), λHM(X), ρHM(X))

¹ äiòîïîëîãi÷íîþ óíîíàïiâãðóïîþ.

Îñêiëüêè ïðîñòið Ãàðòìàíà-Ìèöåëüñüêîãî HM(X) ñòÿãóâàíèé [20],

òî ç òåîðåì 3.41�3.43, îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê 3.44. Êîæíà òîïîëîãi÷íà (ëiâà, ïðàâà) óíîíàïiâãðóïà òî-

ïîëîãi÷íî içîìîðôíà (ëiâié, ïðàâié) ïiäóíîíàïiâãðóïi ñòÿãóâàíî¨ òîïî-

ëîãi÷íî¨ (ëiâî¨, ïðàâî¨) óíîíàïiâãðóïè.
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3.6 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨:

1. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ òîïîëîãi÷íî¨ óíîíàïiâãðóïè i äiòîïîëîãi÷íî¨ íàïiâ-

ãðóïè.

2. Äîâåäåíî, ùî êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï ìiñòèòü âñi òîïîëîãi-

÷íi íàïiâãðàòêè, òîïîëîãi÷íi ãðóïè, êîìïàêòíi i óíiôîðìiçîâíi íà-

ïiâãðóïè.

3. Äîâåäåíî, ùî êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï ¹ çàìêíåíèì âiäíîñíî

îïåðàöié âçÿòòÿ ïiäíàïiâãðóïè, òèõîíîâñüêîãî, íàïiâïðÿìîãî i çâå-

äåíîãî äîáóòêiâ.

4. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä êîìóòàòèâíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðó-

ïè, ÿêà íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.
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ÐÎÇÄIË 4

Ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè òà ¨õ âëàñòèâîñòi

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷àþòüñÿ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè

� ïiäêëàñ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ç äåùî ñëàáøîþ âëàñòèâi-

ñòþ äiòîïîëîãi÷íîñòi, ÿêèé ìiñòèòü â ñîái êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

íàïiâãðóï.

4.1 Ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè

Îçíà÷åííÿ 4.1. Òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó S íàçèâàòèìåìî

ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ, ÿêùî äëÿ íå¨ âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç íàñòóïíèõ

åêâiâàëåíòíèõ óìîâ:

� äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ S i ¨¨ îêîëó Ox ⊂ S, iñíóþòü îêië Ux ⊂ S

òî÷êè x i îêîëè Wxx−1,Wx−1x ⊂ ES iäåìïîòåíòiâ xx−1, x−1x, äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

(Wxx−1 h Ux) ∩ λ−1S (Wxx−1) ∩ ρ−1S (Wx−1x) ⊂ Ox;

� äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x ∈ S i ¨¨ îêîëó Ox ⊂ S, iñíóþòü îêië Ux ⊂ S

òî÷êè x i îêîëè Wxx−1,Wx−1x ⊂ ES iäåìïîòåíòiâ xx−1, x−1x, äëÿ

ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ

(Ux iWx−1x) ∩ λ−1S (Wxx−1) ∩ ρ−1S (Wx−1x) ⊂ Ox.

Åêâiâàëåíòíiñòü óìîâ âèïëèâà¹ ç íåïåðåðâíîñòi iíâåðñi¨ íà òîïîëîãi-

÷íié iíâåðñíié íàïiâãðóïi.

Ç îçíà÷åííÿ î÷åâèäíî, ùî êîæíà äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

S ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ. Ó ïðèêëàäi 4.11 ìè ïîáóäó¹ìî ñëàáêî äiòî-

ïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó, ÿêà íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Äëÿ âèïàäêó êëiôîðäîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S âèêî-

íó¹òüñÿ λS = ρS i Ah B = B i A, äëÿ äîâiëüíèõ ïiäìíîæèí A ⊂ E(S)

i B ⊂ S, çâiäêè îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé êðèòåðié.
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Òâåðäæåííÿ 4.2. Òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ¹

ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Ç îçíà÷åííÿ 4.1 i òîãî ôàêòó, ùî êîæíà äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâ-

ãðóïà ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ, âèïëèâàþòü íàñòóïíi âëàñòèâîñòi ñëàáêî

äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï.

Òâåðäæåííÿ 4.3. Êîæíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà iäåìïîòåíòiâ ¹

ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.4. Êîæíà êîìïàêòíà ãàóñäîðôîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.5. Êîæíà äèñêðåòíà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.6. Êîæíà òîïîëîãi÷íà ãðóïà ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ

iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Ç îçíà÷åííÿ 4.1 âèïëèâàþòü íàñòóïíi òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.7. Iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íî¨ iíâåð-

ñíî¨ íàïiâãðóïè ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.8. Òèõîíîâñüêèé äîáóòîê ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåð-

ñíèõ íàïiâãðóï ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Òâåðäæåííÿ 4.9. Çâåäåíèé äîáóòîê X ×I Y ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï X i Y ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâ-

ãðóïîþ.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè X, Y ñëàá-

êî äiòîïîëîãi÷íi. Ùîá äîâåñòè, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïàX×IY ¹ ñëàá-

êî äiòîïîëîãi÷íîþ, çàôiêñó¹ìî òî÷êó z ∈ X ×I Y i ¨ ¨ îêië Oz ⊂ X ×I Y .

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè.
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Ñïåðøó ïðèïóñòèìî, ùî z = (x, y) ∈ (X \ I) × Y . Íå âòðà÷àþ÷è

çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî îêië Oz = Ox × Oy, äëÿ äåÿêèõ îêîëiâ Ox ⊂

X \I, Oy ⊂ Y òî÷îê x ∈ X \I i y ∈ Y , âiäïîâiäíî. Îñêiëüêè X i Y ñëàáêî

äiòîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè, òî iñíóþòü âiäêðèòi îêîëè Ux ⊂ X,

Wxx−1 ⊂ E(X), Wx−1x ⊂ E(X) òî÷îê x, xx−1, x−1x i îêîëè Uy ⊂ Y ,

Wyy−1 ⊂ E(Y ), Wy−1y ⊂ E(Y ) òî÷îê y, yy−1 i y−1y, äëÿ ÿêèõ

(Wxx−1 h Ux) ∩ λ−1(Wxx−1) ∩ ρ−1(Wx−1x) ⊂ Ox,

(Wyy−1 h Uy) ∩ λ−1(Wyy−1) ∩ ρ−1(Wy−1y) ⊂ Oy.

Ç òîãî, ùî λ(x)x = x /∈ I i xρ(x) = x /∈ I, âèïëèâà¹ λ(x) /∈ I i ρ(x) /∈

I. Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî îêîëè Ux, Wxx−1 i Wx−1x ìiñòÿòüñÿ â

äîïîâíåííi X \ I.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî âiäêðèòi ìíîæèíè Uz = Ux × Uy, Wzz−1 = Wxx−1 ×

Wyy−1, Wz−1z = Wx−1x × Wy−1y çàáåçïå÷óþòü ñëàáêó äiòîïîëîãi÷íiñòü

iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè X ×I Y ó òî÷öi z. Äëÿ äîâiëüíî¨ çàäàíî¨ òî÷êè

u ∈ X×IY òàêî¨, ùî u ∈ (Wzz−1hUz)∩λ−1(Wzz−1)∩ρ−1(Wz−1z), ïîòðiáíî

ïîêàçàòè, ùî u ∈ Oz. Ç âèáîðó îêîëiâ âèïëèâà¹, ùî λ(z) = zz−1 ∈ Wzz−1,

ρ(z) = z−1z ∈ Wz−1z i wz ∈ Uz, äëÿ äåÿêîãî w ∈ Wzz−1, çâiäêè îòðèìó-

¹ìî, ùî u,w /∈ I i, îòæå, w = (xw, yw), u = (xu, yu), äëÿ äåÿêèõ òî÷îê

xw, xu ∈ X \ I, yw, yu ∈ Y . Îñêiëüêè wu = (xwxu, ywyu) ∈ Uz = Ux × Uy i

uu−1 = (xux
−1
u , yuy

−1
u ) ∈ Wzz−1 = Wxx−1x×Wyy−1, u−1u = (x−1u xu, y

−1
u yu) ∈

Wz−1z = Wx−1x × Wy−1y, òî xwxu ∈ Ux, ywyu ∈ Uy, xux−1u ∈ Wxx−1,

x−1u xu ∈ Wx−1x i yuy−1u ∈ Wyy−1, y−1u yu ∈ Wy−1y. Çâiäñè,

xu ∈ (Wxx−1 h Ux) ∩ λ−1(Wxx−1) ∩ ρ−1(Wx−1x) ⊂ Ox,

yu ∈ (Wyy−1 h Uy) ∩ λ−1(Wyy−1) ∩ ρ−1(Wy−1y) ⊂ Oy,

à îòæå, u ∈ Ox ×Oy = Oz.
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Ó âèïàäêó, êîëè z ∈ I, çà Oz ìîæíà âçÿòè îêië âèãëÿäó Oz = π−1(O′z),

äå O′z � âiäêðèòèé îêië òî÷êè z ∈ I â íàïiâãðóïi X. Ç ñëàáêî¨ äiíåïåðåðâ-

íîñòi íàïiâãðóïè X ó òî÷öi z, iñíóþòü îêîëè U ′z ⊂ X, W ′
zz−1 ⊂ λ(X) i

W ′
z−1z ⊂ ρ(X) òî÷îê z, zz−1 i z−1z, äëÿ ÿêèõ (Wzz−1 hUz)∩λ−1(Wzz−1)∩

ρ−1(Wz−1z) ⊂ O′z. Òîäi, äëÿ îêîëiâ Uz = π−1(U ′z) ⊂ X ×I Y , Wzz−1 =

π−1(W ′
zz−1) ⊂ E(X ×I Y ) i Wz−1z = π−1(W ′

z−1z) ⊂ E(X ×I Y ), ìà¹ìî

(Wzz−1 h Uz) ∩ λ−1(Wzz−1) ∩ ρ−1(Wz−1z) ⊂

π−1((W ′
zz−1 h U ′z) ∩ λ−1(W ′

zz−1) ∩ ρ−1(W ′
z−1z)) ⊂

⊂ π−1(O′z) = Oz,

ùî é äîâîäèòü ñëàáêó äiíåïåðåðâíiñòü íàïiâãðóïè X ×I Y ó òî÷öi z.

Ïåðø, íiæ äîâîäèòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ, çàóâàæèìî, ùî äëÿ òî-

ïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï S, F i íåïåðåðâíî¨ äi¨ α : S × F → S,

íàïiâïðÿìèé äîáóòîê S ×α F ¹ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ ç

iíâåðñi¹þ, âèçíà÷åíîþ ÿê (s, f)−1 = (αf−1(s−1), f−1), äëÿ äîâiëüíîãî åëå-

ìåíòà (s, f) ∈ S ×α F .
Ç òîãî, ùî

(s, f)(s, f)−1 = (s, f)(αf−1(s−1), f−1) =

= (s · αff−1(s−1), ff−1) = (ss−1, ff−1),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ëiâî¨ îäèíèöi íà F .

Ç òîãî, ùî

(s, f)−1(s, f) = (αf−1(s−1), f−1)(s, f) = (αf−1(s−1s), f−1f) =

= (s−1s, f−1f),

ðîáèìî âèñíîâîê, ùî α çáåðiãà¹ îïåðàöiþ ïðàâî¨ îäèíèöi íà S.

Òâåðäæåííÿ 4.10. Íåõàé S, F � òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè, à α :

S×F → S � íåïåðåðâíà äiÿ F íà S. Òîäi S×αF ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S i F ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íi.
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Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî cïåðøó, ùî òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè S i

F ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íi i äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè (s, f) ∈ S×αF çàôiêñó¹ìî

îêië O(s,f) ⊂ S ×α F . Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî O(s,f) =

Os ×Of , äå Os ⊂ S, Of ⊂ F � äåÿêi îêîëè òî÷îê s i f âiäïîâiäíî.

Ç òîãî, ùî S � ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà, äëÿ îêîëó Os iñíóþòü

îêîëè Us, Wss−1, Vs−1s òî÷îê s, ss−1, s−1s, âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ âèêîíó-

¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

(Wss−1 h Us) ∩ λ−1(Wss−1) ∩ ρ−1(Vs−1s) ⊂ Os.

Àíàëîãi÷íî, ç ñëàáêî¨ äiòîïîëîãi÷íîñòi íàïiâãðóïè F âèïëèâà¹ iñíó-

âàííÿ îêîëiâ Uf , Wff−1, Vf−1f òî÷îê f , ff−1, f−1f , âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

(Wff−1 h Uf) ∩ λ−1(Wff−1) ∩ ρ−1(Vf−1f) ⊂ Of .

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îêîëè U(s,f) = Us × Uf , W(s,f) = Wss−1 × Wff−1,

V(s,f) = Vs−1s × Vf−1f çàáåçïå÷óþòü ñëàáêó äiòîïîëîãi÷íiñòü íàïiâãðóïè

S ×α F ó òî÷öi (s, f). Íåõàé (t, g) ∈ (W(s,f) h U(s,f)) ∩ λ−1(W(s,f)) ∩

ρ−1(V(s,f)). Òîäi, ç âèáîðó îêîëiâ ìà¹ìî λ((t, g)) = (tt−1, gg−1) ∈ W(s,f),

ρ((t, g)) ∈ V(s,f) i (w, h)(t, g) ∈ U(s,f), äëÿ äåÿêîãî åëåìåíòà (w, h) ∈

W(s,f). Ç òîãî, ùî (w, h) ∈ W(s,f) ⊂ E(S) × E(F ), ìà¹ìî (w, h)(t, g) =

(w · αh(t), hg) = (wt, hg) ∈ U(s,f) = Us × Uf , òîáòî wt ∈ Os, hg ∈ Of , à

îòæå, (t, g) ∈ O(s,f).

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî íàïiâïðÿìèé äîáóòîê S ×α F ¹ ñëàáêî äiòîïî-

ëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ. Ùîá äîâåñòè ñëàáêó äiòîïîëîãi÷íiñòü íàïiâãðóïè

S, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êó s ∈ S i ¨ ¨ îêië Os ⊂ S. Ðîçãëÿíåìî âiä-

êðèòèé îêië O = Os × F ⊂ S ×α F . Òîäi, äëÿ äîâiëüíîãî åëåìåíòà

f ∈ F , òî÷êà (s, f) ìiñòèòüñÿ â O. Ç ñëàáêî¨ äiòîïîëîãi÷íîñòi íàïiâãðó-

ïè S ×α F âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ îêîëiâ U(s,f), W(s,f), V(s,f) òî÷îê (s, f),
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λ((s, f)) = (ss−1, ff−1) i ρ((s, f)) = (s−1s, f−1f), âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ

âèêîíó¹òüñÿ âêëþ÷åííÿ

(W(s,f) h U(s,f)) ∩ λ−1(W(s,f)) ∩ ρ−1(V(s,f)) ⊂ O.

Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ââàæàòè, ùî öi îêîëè ìàþòü âèãëÿä

äîáóòêiâ U(s,f) = Us × Uf , W(s,f) = Wss−1 ×Wff−1, V(s,f) = Vss−1 × Vff−1

âiäïîâiäíèõ îêîëiâ òî÷îê s, ss−1, s−1s i f , ff−1, f−1f â íàïiâãðóïàõ S i

F .

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îêîëè Us,Wss−1, Vs−1s çàáåçïå÷óþòü âèêîíàííÿ óìî-

âè ñëàáêî¨ äiòîïîëîãi÷íîñòi íà íàïiâãðóïi S. Íåõàé t ∈ (Wss−1 h Us) ∩

λ−1(Wss−1)∩ ρ−1(Vs−1s). Òîäi iñíó¹ w ∈ Wss−1 òàêèé, ùî wt ∈ Us. Ðîçãëÿ-

íåìî òî÷êó (t, f) ∈ S ×α F i çàóâàæèìî, ùî

(w, ff−1)(t, f) = (w · αff−1(t), ff−1f) = (wt, f) ∈ Us × Uf = Us.

Áåðó÷è äî óâàãè âêëþ÷åííÿ tt−1 ∈ Wss−1 i t−1t ∈ Vs−1s, ìà¹ìî λ((t, f)) =

(tt−1, ff−1) ∈ Wss−1 ×Wff−1 = W(s,f), ρ((t, f)) = (t−1t, f−1f) ∈ Vs−1s ×

Vf−1f = V(s,f), çâiäêè îòðèìó¹ìî (t, f) ∈ O(s,f) = Os×Of , à îòæå, t ∈ Os,

ùî é äîâîäèòü ñëàáêó äiòîïîëîãi÷íiñòü íàïiâãðóïè S.

Àíàëîãi÷íèìè ìiðêóâàííÿìè ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç ñëàáêî¨ äiòîïîëî-

ãi÷íîñòi íàïiâïðÿìîãî äîáóòêó S×αF âèïëèâà¹ ñëàáêà äiòîïîëîãi÷íiñòü

íàïiâãðóïè F .

4.2 Ïðèêëàä ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íî¨ íå äiòîïîëîãi-

÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè

Ïðèêëàä 4.11. Iñíó¹ ìåòðèçîâíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S, ÿêà ¹

ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ, àëå íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.

Äîâåäåííÿ. Íàïiâãðóïà S ¹ iíâåðñíîþ ïiäíàïiâãðóïîþ iíâåðñíî¨ íàïiâ-

ãðóïè HIk(R) ãîìåîìîðôiçìiâ f : dom(f) → ran(f) ìiæ êîìïàêòíèìè
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ïiäìíîæèíàìè dom(f) i ran(f) äiéñíî¨ ïðÿìî¨. Äëÿ åëåìåíòiâ f, g ∈

HIk(R), êîìïîçèöiÿ f ◦ g ¹ ãîìåîìîðôiçìîì ç dom(f ◦ g) = g−1(dom(f))

â ran(f ◦ g) = f(dom(f)∩ ran(g)), âèçíà÷åíèì ÿê f ◦ g(x) = f(g(x)), äëÿ

x ∈ dom(f ◦ g). Êîæíèé ãîìåîìîðôiçì f ∈ HIk(R) áóäåìî îòîòîæíþ-

âàòè ç éîãî ãðàôiêîì {(x, f(x)) : x ∈ dom(f)} ⊂ R × R, à íàïiâãðóïó

HIk(R) íàäiëèìî òîïîëîãi¹þ Âi¹òîðiñà, ÿêà ïîðîäæó¹òüñÿ ïåðåäáàçîþ

ìíîæèí {f ∈ HIk(R) : f ⊂ U} i {f ∈ HIk(R) : f ∩ U 6= ∅}, äå U ïðîái-

ãà¹ âñi âiäêðèòi ïiäìíîæèíè ïëîùèíè R × R. Âiäîìî (äèâ. [17, 4.5.23]),

ùî òîïîëîãiÿ Âi¹òîðiñà íà HIk(R) ìåòðèçîâíà.

Íåõàé C =
{∑∞

i=1
2xi
3i : (xi)

∞
i=1 ∈ {0, 1}N

}
⊂ [0, 1] � ñòàíäàðòíà êàí-

òîðîâà ìíîæèíà. Äëÿ êîæíîãî n ∈ ω ðîçãëÿíåìî âiäêðèòî-çàìêíåíó

ïiäìíîæèíó Cn = {x ∈ C : x < 1 − 1
3n} ìíîæèíè Êàíòîðà C i íåõàé

fn : C → R � âiäîáðàæåííÿ, âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ

fn(x) =

x+ 2, ÿêùî x ∈ Cn,

x+ n+ 2, ÿêùî x ∈ C \ Cn.

Íåõàé S � iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà íàïiâãðóïè HIk(R), ïîðîäæåíà

ìíîæèíîþ {fn : n ∈ ω}. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ n,m ∈ ω,

êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü fn ◦ fm ¹ ïîðîæíiì ãîìåîìîðôiçìîì (áî

ran(fn) ∩ dom(fm) = ∅). Òàêîæ çàóâàæèìî, ùî f−1n fn � îäèíè÷íèé

ãîìåîìîðôiçì eω íà C. ßêùî n 6= m, òî f−1n fm ñïiâïàäà¹ ç òîòîæíèì

ãîìåîìîðôiçìîì ek : Ck → Ck ìíîæèíè Ck, äå k = min{n,m}. Çâiäñè

îòðèìó¹ìî, ùî

S =
{
ek, fnek, ekf

−1
m , fnekf

−1
m : n,m ∈ ω, k ∈ ω ∪ {ω}

}
.

Äàëi, çàóâàæèìî, ùî äëÿ n ≥ k âèêîíó¹òüñÿ fnek = f0ek i ekf−1n = ekf
−1
0 .

À òîìó,

S =
{
ek, fnek, ekf

−1
m , fnekf

−1
m : n,m ≤ k ≤ ω

}
.
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Ëåãêî áà÷èòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü iäåìïîòåíòiâ (ek)k∈ω çáiãà¹òüñÿ äî iäåì-

ïîòåíòà eω â ïðîñòîði S. Îêðiì òîãî, äëÿ êîæíèõ n,m ∈ ω, ïîñëiäîâíîñòi

(fnek)k∈ω, (ekf
−1
m )k∈ω, (fnekf

−1
m )k∈ω çáiãàþòüñÿ äî fn, f−1m , fnf−1m , âiäïîâiä-

íî. Áåðó÷è äî óâàãè âñi öi ôàêòè, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî S � òîïîëîãi÷íà

iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Íàïiâãðóïà S íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ, îñêiëüêè ïîñëiäîâíiñòü (fn)n∈ω íå

çáiãà¹òüñÿ äî f0, àëå ïðè öüîìó f−1n fn = eω = limn→∞ en i fnen = f0en →

f0, ïðè n→∞.

Ùîá äîâåñòè, ùî S ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íà, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ïî-

ñëiäîâíiñòü {xn}n∈ω ⊂ S ìiñòèòü ïiäïîñëiäîâíiñòü, çáiæíó äî òî÷êè x ∈

S, ÿêùî limn→∞ xnx
−1
n = xx−1, limn→∞ x

−1
n xn = x−1x i limn→∞ znxn = x,

äëÿ äåÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi iäåìïîòåíòiâ (zn)n∈ω, çáiæíî¨ äî xx−1. Çàìiíèâ-

øè (xn)n∈ω âiäïîâiäíîþ ïiäïîñëiäîâíiñòþ, ìîæíà ïðèïóñêàòè, ùî âîíà

ìiñòèòüñÿ â îäíié ç ìíîæèí {ek : k ∈ ω}, {fnek : n ≤ k}, {ekf−1m : m ≤ k},

{fnekf−1m : n,m ≤ k}. ßêùî iäåìïîòåíò xx−1 ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ

â S, òîäi zn = xx−1 = xnx
−1
n , äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n, à òîìó,

xn = xnx
−1
n xn = znxn → x, ïðè n → ∞. Òàêèì ÷èíîì, ââàæà¹ìî,

ùî iäåìïîòåíò xx−1 íå ¹ içîëüîâàíîþ òî÷êîþ. À îòæå, xx−1 = eω àáî

xx−1 = fmf
−1
m , äëÿ äåÿêîãî m ∈ ω.

ßêùî xx−1 = eω, òîäi x = eω àáî x = f−1m , äëÿ äåÿêîãî m ∈ ω. ßêùî

x = eω, òîäi ç limn→∞ xnx
−1
n = xx−1 = eω i limn→∞ x

−1
n xn = x−1x = eω

âèïëèâà¹, ùî xn ∈ {ek : k ∈ ω}, äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ ω. Òîäi

xn = xnx
−1
n → xx−1 = x, ïðè n→∞.

ßêùî x = f−1m , äëÿ äåÿêîãî m ∈ ω, òî ç limn→∞ xnx
−1
n = xx−1 =

f−1m fm = eω i limn→∞ x
−1
n xn = x−1x = fmf

−1
m âèïëèâà¹, ùî xn ∈ {ekf−1m :

k ∈ ω}, äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n ∈ ω. Òîäi xn = eknf
−1
m → f−1m = x,

ïðè n→∞.

Ïðèïóñòèìî íàðåøòi, ùî xx−1 = fmf
−1
m , äëÿ äåÿêîãî m ∈ ω. Òîäi x =
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fm àáî x = fmf
−1
l , äëÿ äåÿêîãî l ∈ ω. ßêùî x = fm, òî ç limn→∞ xnx

−1
n =

xx−1 = fmf
−1
m i limn→∞ x

−1
n xn = x−1x = f−1m fm âèïëèâà¹, ùî {xn}n∈ω ⊂

{fmek : k ≤ ω}, äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ n. Òîäi xn = fmekn → fm =

x, ïðè n→∞.

Îòæå, x = fmf
−1
l , äëÿ äåÿêîãî l ∈ ω. Ó öüîìó âèïàäêó, çi çáiæíîñòi

ïîñëiäîâíîñòåé limn→∞ xnx
−1
n = xx−1 = fmf

−1
m i limn→∞ x

−1
n xn = x−1x =

flf
−1
l ìà¹ìî, ùî {xn}n∈ω ⊂ {fmekf−1l : k ≤ ω}, äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëè-

êèõ n. Òîäi xn = fmeknf
−1
l → fmf

−1
l = x, ïðè n→∞.

4.3 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó öüîìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨:

1. Îçíà÷åíî êëàñ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, ÿêèé ìi-

ñòèòü âñi òîïîëîãi÷íi íàïiâãðàòêè, òîïîëîãi÷íi ãðóïè, êîìïàêòíi i

óíiôîðìiçîâíi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè i ¹ çàìêíåíèì âiäíî-

ñíî îïåðàöié âçÿòòÿ iíâåðñíî¨ ïiäíàïiâãðóïè i òèõîíîâñüêîãî äîáó-

òêó.

2. Äîâåäåíî, ùî êëàñ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï ¹ çàìêíåíèì

âiäíîñíî îïåðàöié íàïiâïðÿìîãî i çâåäåíîãî äîáóòêiâ.

3. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè,

ÿêà íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ.
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ÐÎÇÄIË 5

Òåîðåìè âêëàäåííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè âèâ÷à¹ìî òîïîëîãi÷íi êëiôîðäîâi íàïiâãðóïè, ÿêi

âêëàäàþòüñÿ â òèõîíîâñüêi äîáóòîêè òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê i êîíóñiâ

íàä ãðóïàìè.

Ìîòèâàöi¹þ äîñëiäæåíü, îïèñàíèõ ó äàíîìó ðîçäiëi, áóëà çàäà÷à

ðîçïiçíàâàííÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, ÿêi ìî-

æíà âêëàñòè â êîìïàêòíi êëiôîðäîâi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi íàïiâãðóïè.

Ìè ðîçâ'ÿçó¹ìî öþ çàäà÷ó äëÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

U -íàïiâãðóï (òîáòî òèõ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï,

ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ÿêèõ ¹ U -íàïiâãðàòêîþ). Ó Òåîðåìi 5.10

äîâîäèòüñÿ, ùî êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U -íàïiâãðóïà S âêëà-

äà¹òüñÿ â êîìïàêòíó êëiôîðäîâó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó

òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ, ìàêñèìàëüíà

íàïiâãðàòêà E ÿêî¨ âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðà-

òêó, à êîæíà ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà He, e ∈ E, â S âêëàäà¹òüñÿ â

êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó ãðóïó. Îñíîâíèì ðåçóëüòàòîì öüîãî ðîçäiëó ¹

òåîðåìà 5.5 âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íî¨ êëiôîðäîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåð-

ñíî¨ U -íàïiâãðóïè S ó òèõîíîâñüêèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè

i êîíóñiâ íàä ìàêñèìàëüíèìè ïiäãðóïàìè He, e ∈ E, â S.

5.1 Ïðåêîìïàêòíi êëiôîðäîâi òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi

íàïiâãðóïè

Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ êëiôîðäîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S,

âiäîáðàæåííÿ π : S → E, π : x 7→ xx−1 = x−1x, ¹ íàïiâãðóïîâèì

ãîìîìîðôiçìîì, à ïðîîáðàç π−1(e) êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ E ñïiâïàäà¹

ç ìàêñèìàëüíîþ ïiäãðóïîþ He = {x ∈ S : xx−1 = e = x−1x} â S, ùî
ìiñòèòü iäåìïîòåíò e.

Òâåðäæåííÿ 5.1. Êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S ¹ êëiôîðäî-
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âîþ iíâåðñíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S ìiñòèòü ùiëüíó êëiôîðäîâó

iíâåðñíó ïiäíàïiâãðóïó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X ⊂ S � ùiëüíà êëiôîðäîâà iíâåðñíà ïiäíàïiâãðóïà

â S i íåõàé E(S) = {e ∈ S : ee = e} � ìíîæèíà iäåìïîòåíòiâ â S, à

E(X) = X ∩ E(S). Ç êîìóòàòèâíîñòi íàïiâãðóïè E(X) i íåïåðåðâíîñòi

íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨ ∗ : S × S → S, çàìèêàííÿ E(X) ìíîæèíè E(X)

â S ¹ íàïiâãðàòêîþ.

Ç òîãî, ùî X êëiôîðäîâà iíâåðñíf íàïiâãðóïà, âèïëèâà¹, ùî äëÿ êî-

æíîãî x ∈ X iñíó¹ ¹äèíèé åëåìåíò x−1 ∈ X, äëÿ ÿêîãî xx−1x = x,

x−1xx−1 = x−1 i xx−1 = x−1x. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó DX = {(x, x−1) :

x ∈ X} i ¨ ¨ çàìèêàííÿ D̄X â S × S, äëÿ ÿêîãî ìà¹ìî D̄X ⊂ {(x, y) ∈

S × S : xyx = x, yxy = y, xy = yx}. Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïî-

âî¨ îïåðàöi¨ ∗ : S × S → S i âêëþ÷åííÿ ∗(DX) ⊂ E(X), îòðèìó¹ìî

∗(D̄X) ⊂ E(X).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç pr1 : S×S → S, pr1 : (x, y) 7→ x, ïðîåêöiþ íà ïåðøó

êîîðäèíàòó. Îñêiëüêè ïðîåêöiÿ pr1(D̄X) ⊃ X ¹ ùiëüíîþ çàìêíåíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ â S, òî âîíà ñïiâïàäà¹ ç S. À îòæå, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ S

iñíó¹ òàêà òî÷êà x? ∈ S, ùî (x, x?) ∈ D̄X , à òîìó, xx?x = x, x?xx? = x?

i xx? = x?x. Òîáòî, íàïiâãðóïà S � ðåãóëÿðíà.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî E(S) = E(X). Äëÿ çàäàíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ E(S),

âiçüìåìî òàêèé åëåìåíò e? ∈ S, ùî (e, e?) ∈ D̄X . Áåðó÷è äî óâàãè, ùî

ee?e = e, e?ee? = e? i ee? = e?e, îòðèìó¹ìî e = ee = (ee?e)(ee?e) =

(eee?)(eee?) = (ee?)(ee?) = ee? ∈ ∗(D̄X) ⊂ E(X). Îòæå, E(S) = E(X)

� êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà. Îñêiëüêè S ðåãóëÿðíà íàïiâãðóïà, iäåìïî-

òåíòè ÿêî¨ êîìóòóþòü, òî âîíà iíâåðñíà. Ùîá äîâåñòè, ùî S êëiôîðäî-

âà, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ìíîæèíà E(S) = E(X) ìiñòèòüñÿ â öåíòði

Z(S) = {z ∈ S : ∀x ∈ S xz = zx} íàïiâãðóïè S. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

êîæíîãî x ∈ X, ìíîæèíà Zx = {z ∈ S : zx = xz} çàìêíåíà â S i ìiñòèòü



78

ìíîæèíó E(X). Òîäi E(S) = E(X) ⊂ Zx, äëÿ âñiõ x ∈ X. Îêðiì òîãî,

äëÿ êîæíîãî e ∈ E(S) ìíîæèíà Ze = {x ∈ X : xe = ex} çàìêíåíà

i ìiñòèòü ùiëüíó ïiäìíîæèíó X â S. Òàêèì ÷èíîì, Ze = S äëÿ âñiõ

e ∈ E(S), à îòæå, E(S) ìiñòèòüñÿ â öåíòði íàïiâãðóïè S. Çà [36, II.2.6],

iíâåðñíà íàïiâãðóïà S � êëiôîðäîâà.

Êàæåìî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà X âêëàäà¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íó

íàïiâãðóïó Y , ÿêùî iñíó¹ ãîìîìîðôiçì íàïiâãðóï h : X → Y , ùî ¹

òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì. Ó öüîìó âèïàäêó ïèñàòèìåìî X ↪→ Y .

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ïðåêîìïà-

êòíîþ, ÿêùî S âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

Òâåðäæåííÿ 5.2. Òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ïðå-

êîìïàêòíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè S âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó òîïî-

ëîãi÷íó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó K âàãè w(K) = w(S).

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü óìîâè î÷åâèäíà. Ùîá äîâåñòè íåîáõiäíiñòü,

ïðèïóñòèìî, ùî S ïðåêîìïàêòíà, à îòæå, âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó

òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó K. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñêà¹ìî,

ùî S ⊂ K. Çà òåîðåìîþ 2.29 [12], êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðó-

ïà K âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê
∏

α∈AKα ìåòðèçîâíèõ

òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï Kα, α ∈ A. Ñòàíäàðòíèìè ìiðêóâàííÿìè ìî-

æíà ïîêàçàòè, ùî iñíó¹ ïiäìíîæèíà B ⊂ A ïîòóæíîñòi |B| ≤ w(S)

òàêà, ùî ïðîåêöiÿ prB : S →
∏

α∈BKα ¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåí-

íÿì. Òîäi, KB =
∏

α∈BKα � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà âàãè

w(KB) ≤ |B| ≤ w(S), ùî ìiñòèòü òîïîëîãi÷íó êîïiþ S. Íå âòðà÷àþ÷è

çàãàëüíîñòi, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî S ⊂ KB. Çà òâåðäæåííÿì 5.1,

çàìèêàííÿ S̄ íàïiâãðóïè S â KB ¹ êëiôîðäîâîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ.

Çà òåîðåìîþ Koch-Wallace-Kruming [26], [27], iíâåðñiÿ ( )−1 : S̄ → S̄

íåïåðåðâíà, à òîìó, S̄ � êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà

íàïiâãðóïà.
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Íåõàé X, Y � òîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè. ×åðåç Hom(X, Y ) ìè ïîçíà÷à-

òèìåìî ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ íàïiâãðóïîâèõ ãîìîìîðôiçìiâ ç X â

Y . Êàæåìî, ùî X ¹ Y -âiääiëüíîþ (Y -âêëàäóâàíîþ, âiäïîâiäíî), ÿêùî

êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì

X → Y Hom(X,Y ), x 7→ (h(x))h∈Hom(X,Y ),

ií'¹êòèâíèé (òîïîëîãi÷íå âêëàäåííÿ, âiäïîâiäíî).

ßêùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà Y ïðåêîìïàêòíà, òî òàêîþ ¹ é êîæíà

Y -âêëàäóâàíà íàïiâãðóïà X.

Ïiäìíîæèíó A òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè E íàçèâàòèìåìî U -ùiëüíîþ

â E, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ E i ¨¨ îêîëó Ox ⊂ E iñíó¹ òàêèé

iäåìïîòåíò e ∈ Ox∩A, ùî e� x. Î÷åâèäíî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà

E ¹ U -íàïiâãðàòêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà E ¹ U -ùiëüíîþ â

E.

Òîïîëîãi÷íó íàïiâãðàòêó E, ùî ìiñòèòü çëi÷åííó U -ùiëüíó ïiäìíî-

æèíó A ⊂ E, íàçèâàþòü U -ñåïàðàáåëüíîþ.

Òâåðäæåííÿ 5.3. Êîæíà U -íàïiâãðàòêà E ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-

íîñòi ¹ U -ñåïàðàáåëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî çëi÷åííó áàçó B òîïîëîãi¨ íà ïðîñòîði E. Äëÿ

êîæíîãî åëåìåíòà áàçè B ∈ B ïîòðiáíî ïîáóäóâàòè òàêó çëi÷åííó ìíî-

æèíó AB ⊂ B, ùî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ B iñíó¹ òàêà òî÷êà a ∈ AB, ùî

x ∈ ⇑a.

Îñêiëüêè E ¹ U -íàïiâãðàòêîþ, òî äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ B, iñíó¹ òàêà

ax ∈ B, ùî x ∈ ⇑ax i áàçîâèé îêië Ux ∈ B òî÷êè x, äëÿ ÿêèõ Ux ⊂ ⇑ax.

Ñiì'ÿ UB = {Ux : x ∈ B} ⊂ B çëi÷åííà, à îòæå ¨¨ ìîæíà çàíóìåðóâàòè

UB = {Vn : n ∈ ω}. Äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n ∈ ω çíàéäåìî òî÷êó

xn ∈ B òàêó, ùî Vn = Uxn i çàóâàæèìî, ùî AB = {axn : n ∈ ω} � çëi÷åííà

ìíîæèíà ç ïîòðiáíîþ âëàñòèâiñòþ: äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ B iñíó¹ òàêà

òî÷êà a = axn ∈ AB, ùî x ∈ Ux = Vn = Uxn ⊂ ⇑a.
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Òîäi çëi÷åííå îá'¹äíàííÿ A =
⋃
B∈B AB ¹ çëi÷åííîþ U -ùiëüíîþ ïiä-

ìíîæèíîþ â E, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî íàïiâãðàòêà E ¹ U -ñåïàðàáåëüíîþ.

5.2 Äâi òåîðåìè âêëàäåííÿ

Íèùå ìè äîâåäåìî äâi òåîðåìè âêëàäåííÿ äëÿ äiòîïîëîãi÷íèõ êëi-

ôîðäîâèõ iíâåðñíèõ U -íàïiâãðóï. Äëÿ êîìïàêòíèõ êëiôîðäîâèõ òîïî-

ëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï öi òåîðåìè áóëè äîâåäåíi Î. Ãðèíiâ [24].

Íàãàäà¹ìî, ùî êëiôîðäîâîþ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ U -íàïiâãðóïîþ

ìè íàçèâà¹ìî êëiôîðäîâó òîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó S, ìàêñè-

ìàëüíà íàïiâãðàòêà E ÿêî¨ ¹ U -íàïiâãðàòêîþ. Âiäîáðàæåííÿ π : S → E,

π : x 7→ xx−1 = x−1x, ¹ ïðîåêöi¹þ S íà ¨¨ ìàêñèìàëüíó íàïiâãðàòêó E.

Ïðîîáðàç π−1(e) êîæíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ E ñïiâïàäà¹ ç ìàêñèìàëüíîþ

ïiäãðóïîþ He â S, ùî ìiñòèòü iäåìïîòåíò e.

5.2.1 Ïåðøà òåîðåìà âêëàäåííÿ

Íåõàé S � òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà U -íàïiâãðóïà i E � ìàêñè-

ìàëüíà íàïiâãðàòêà â S. Äëÿ äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ E, ðîçãëÿíåìî
iäåàë Ie = E \ ⇑e = E \ Int(↑e) â E i çâåäåíèé äîáóòîê E ×Ie He. ×åðåç

πe : E ×Ie He → E ïîçíà÷èìî ïðèðîäíó ïðîåêöiþ.

Ðîçãëÿíåìî íåïåðåðâíèé íàïiâãðóïîâèé ãîìîìîðôiçì he : S → E ×Ie
He, çàäàíèé ôîðìóëîþ:

he(x) =


(
π(x), xe

)
, ÿêùî π(x) ∈ ⇑e,

π(x), iíàêøå.

Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ E, ãîìîìîðôiçìè he, e ∈ A, óòâîðþþòü
íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì

hA = (he)e∈A : S →
∏
e∈A

E ×Ie He, hA : x 7→ (he(x))e∈A.
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Òåîðåìà 5.4. ßêùî S � êëiôîðäîâà äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U -

íàïiâãðóïà, òî äëÿ êîæíî¨ U -ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ E ãîìî-

ìîðôiçì

hA : S →
∏
e∈A

E ×Ie He

¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì.

Äîâåäåííÿ. Íå âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæà¹ìî, ùî S íåïîðîæíÿ. Ó

öüîìó âèïàäêó íàïiâãðàòêà E i U -ùiëüíà ïiäìíîæèíà A â E òàêîæ íåïî-

ðîæíi. Âiäîáðàæåííÿ hA � íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì, ÿê äiàãîíàëüíèé

äîáóòîê íåïåðåðâíèõ ãîìîìîðôiçìiâ ha, a ∈ A.

Ñïåðøó, ïîêàæåìî, ùî ãîìîìîðôiçì hA � ií'¹êòèâíèé. Âiçüìåìî äâi

ðiçíi òî÷êè x, y ∈ S i ðîçãëÿíåìî ¨õíi ïðîåêöi¨ π(x), π(y) íà ìàêñèìàëüíó

íàïiâãðàòêó E.

ßêùî π(x) 6= π(y), òî, î÷åâèäíî, ùî ha(x) 6= ha(y), äëÿ âñiõ a ∈ A, à

òîìó, hA(x) 6= hA(y).

ßêùî π(x) = π(y), òîäi âiäêðèòà ìíîæèíà V = {e ∈ E : xe 6= ye} ⊂

E ¹ îêîëîì iäåìïîòåíòà e = π(x) = π(y). Ç U -ùiëüíîñòi ìíîæèíè A â

E âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî åëåìåíòà a ∈ A∩ V , ùî e ∈ ⇑a. Äëÿ öüîãî

åëåìåíòà a ìà¹ìî ha(x) = (e, xa) 6= (e, ya) = ha(y), çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

ha ðîçäiëÿ¹ òî÷êè x, y ∈ S. Îòæå, hA ií'¹êòèâíå.

Äîâåäåìî íåïåðåðâíiñòü îáåðíåíîãî âiäîáðàæåííÿ h−1A : hA(S) → S.

Äëÿ çàäàíîãî åëåìåíòà x ∈ S i éîãî âiäêðèòîãî îêîëó Ox ⊂ S, òðåáà

çíàéòè òàêèé îêië OhA(x) ⊂ hA(S) òî÷êè hA(x), ùî h−1A (OhA(x)) ⊂ Ox.

Îñêiëüêè êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ¹ äiòîïîëî-

ãi÷íîþ, òî iñíóþòü îêîëè Ux i We ⊂ E òî÷îê x i e = π(x), äëÿ ÿêèõ

(Ux i We) ∩ π−1(We) ⊂ Ox. Ç òîãî, ùî xe = x ∈ Ux i íåïåðåðâíîñòi

ìíîæåííÿ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî îêîëó W ′
e ⊂ We iäåìïîòåíòà e, ùî

xW ′
e ⊂ Ux.
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Ç U -ùiëüíîñòi ìíîæèíè A â E âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òî÷êè a ∈ A∩W ′
e

òàêî¨, ùî e ∈ ⇑a. Ðîçãëÿíåìî îêiëW = W ′
e∩⇑a iäåìïîòåíòà e i âiäêðèòó

ìíîæèíó U = Ux ∩Ha ó ìàêñèìàëüíié ãðóïi Ha. Çàóâàæèìî, ùî W ×U

� âiäêðèòèé îêië òî÷êè ha(x) â E×IaHa, à îòæå, OhA(x) = pr−1a (W ×U) ¹

âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè hA(x) ó òèõîíîâñüêîìó äîáóòêó
∏

a∈AE×IaHa.

Òóò ÷åðåç pra :
∏

b∈AE ×Ib Hb → E ×Ia Ha ïîçíà÷åíî ïðîåêöiþ íà a-òó

êîîðäèíàòó.

Äëÿ äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi h−1A â òî÷öi hA(x), äîñòàòíüî ïåðåâi-

ðèòè, ùî h−1A (OhA(x)) ⊂ Ox. Âiçüìåìî äîâiëüíó òî÷êó y ∈ S, äëÿ ÿêî¨

hA(y) ∈ OhA(x). Ç îçíà÷åííÿ OhA(x) ìà¹ìî ha(y) = pra(hA(y)) ∈ W × U ,

à îòæå, π(y) ∈ W ⊂ W ′
e ⊂ We i ya ∈ U ⊂ Ux, òîáòî y ∈ (Ux iWe) ∩

π−1(We) ⊂ Ox.

5.2.2 Äðóãà òåîðåìà âêëàäåííÿ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âèêîðèñòà¹ìî âêëàäåííÿ hA, ïîáóäîâàíå â òå-

îðåìi 5.4, äëÿ óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó i ïî-

áóäîâè âêëàäåííÿ êëiôîðäîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ U -íàïiâãðóïè S â

òèõîíîâñüêèé äîáóòîê ìàêñèìàëüíî¨ íàïiâãðàòêè E i êîíóñiâ Ĥe, e ∈ E,
íàä ìàêñèìàëüíèìè ïiäãðóïàìè â S.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Hom(E, I) ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíèõ ãîìîìîð-

ôiçìiâ ìàêñèìàëüíî¨ íàïiâãðàòêè E ⊂ S â min-iíòåðâàë I. Ìíîæèíà

Hom(E, I) ìiñòèòü ïiäìíîæèíó Hom(E,2) âñiõ ãîìîìîðôiçìiâ ç íàïiâ-

ãðàòêè E â äâîåëåìåíòíó íàïiâãðàòêó 2 = {0, 1}. Äëÿ äâîõ iäåìïîòåíòiâ
e, a ∈ E, ïîêëàäåìî

Homa
e(E, I) =

{
h ∈ Hom(E, I) : h(a) = 1 i h(Ie) ⊂ {0}

}
i

Homa
e(E,2) = Homa

e(E, I) ∩ Hom(E,2).

Çà ëåìîþ 2.10 â [13], äëÿ äîâiëüíèõ iäåìïîòåíòiâ e � a â E, ìíîæè-

íà Homa
e(E, I) íåïîðîæíÿ. ßêùî E ¹ U2-íàïiâãðàòêîþ, òîäi ìíîæèíà

Homa
e(E,2) ¹ íåïîðîæíüîþ.
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Äëÿ äîâiëüíèõ iäåìïîòåíòiâ e � a, çàôiêñó¹ìî íåïåðåðâíèé ãîìî-

ìîðôiçì hae ∈ Homa
e(E, I) òàêèé, ùî hae ∈ Homa

e(E,2), ÿêùî Homa
e(E,2)

íåïîðîæíÿ. Îñòàííÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî E ¹ U2-íàïiâãðàòêîþ. Ãî-

ìîìîðôiçì hae : E → I iíäóêó¹ íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì ĥae : S → Ĥe,

âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ:

ĥae(x) =

(hae ◦ π(x), xe), ÿêùî hae ◦ π(x) > 0,

0, iíàêøå.

ßêùî hae ∈ Hom(E,2), òî ĥae(S) ⊂ Ḣe ⊂ Ĥe.

Äëÿ êîæíî¨ ïiäìíîæèíè A ⊂ E, êîìïîçèöiÿ ãîìîìîðôiçìiâ ĥae, äå

e ∈ A, a ∈ A ∩ ⇑e, ¹ íåïåðåðâíèì ãîìîìîðôiçìîì

ĥAA : S →
∏
e∈A

ĤA∩⇑e
e , ĥAA : x 7→

(
(ĥae(x))a∈A∩⇑e

)
e∈A.

Óòâîðèâøè äiàãîíàëüíèé äîáóòîê ĥAA ç ïðèðîäíîþ ïðîåêöi¹þ π : S → E,

îòðèìó¹ìî íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì

πĥAA : S → E ×
∏
e∈A

ĤA∩⇑e
e , πĥAA : x 7→

(
π(x), ĥAA(x)

)
.

Òåîðåìà 5.5. ßêùî S � äiòîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà U -

íàïiâãðóïà, òî äëÿ êîæíî¨ U -ùiëüíî¨ ïiäìíîæèíè A â E, ãîìîìîðôiçì

πĥAA : S → E ×
∏
e∈A

ĤA∩⇑e
e

¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì. ßêùî E � U2-íàïiâãðàòêà, òî

πĥAA(S) ⊂ E ×
∏
e∈A

ḢA∩⇑e
e .

Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ âiäîáðàæåííÿ πĥAA âèïëèâà¹ éîãî íåïåðåðâ-

íiñòü. Îêðiì òîãî, πĥAA, î÷åâèäíî, ¹ ãîìîìîðôiçìîì. Ùîá äîâåñòè éîãî

ií'¹êòèâíiñòü, äëÿ äîâiëüíèõ ðiçíèõ òî÷îê x, y ∈ S ðîçãëÿíåìî ïðîåêöi¨

π(x), π(y) íà ìàêñèìàëüíó íàïiâãðàòêó E.

ßêùî π(x) 6= π(y), òî

πĥAA(x) = (π(x), ĥAA(x)) 6= (π(y), ĥAA(y)) = πĥAA(y).
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ßêùî æ π(x) = π(y), òîäi âiäêðèòà ìíîæèíà V = {e ∈ E : xe 6=

ye} ⊂ E ¹ îêîëîì iäåìïîòåíòà e = π(x) = π(y). Îñêiëüêè ìíîæèíà A ¹

U -ùiëüíîþ â E, òî iñíó¹ åëåìåíò a ∈ A∩V , äëÿ ÿêîãî e ∈ ⇑a, i åëåìåíò

b ∈ A ∩ V ∩ ⇑a, äëÿ ÿêîãî e ∈ ⇑b. Òîäi, 1 = hba(b) = hba(e), çâiäêè ëåãêî

áà÷èòè, ùî ĥba(x) = (hba(e), ax) = (1, ax) 6= (1, ay) = (hba(e), ay) = ĥba(y),

à òîìó πĥAA(x) 6= πĥAA(y).

Çàëèøà¹òüñÿ ïîêàçàòè íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ (πĥAA)−1 : πĥAA(S)→ S.

Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà x ∈ S i éîãî âiäêðèòîãî îêîëó Ox ⊂ S, òðå-

áà çíàéòè òàêèé îêië Oy ⊂ E ×
∏

e∈A Ĥ
A∩⇑e
e òî÷êè y = πĥAA(x), ùî

(πĥAA)−1(Oy) ⊂ Ox.

Îñêiëüêè òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ¹ äiòîïîëî-

ãi÷íîþ, iñíóþòü îêîëè Ux ⊂ S i We ⊂ E òî÷êè x i iäåìïîòåíòà e = π(x),

âiäïîâiäíî, äëÿ ÿêèõ (UxiWe)∩ π−1(We) ⊂ Ox. Ç òîãî, ùî xe = x ∈ Ux
i íåïåðåðâíîñòi ìíîæåííÿ âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêîãî îêîëó W ′

e ⊂ We,

ùî xW ′
e ⊂ Ux.

U -ùiëüíiñòü ìíîæèíè A â E ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ òî÷êè a ∈ A∩

W ′
e, ùî e ∈ ⇑a i òàêî¨ òî÷êè b ∈ A∩W ′

e∩⇑a, ùî e ∈ ⇑b. Òîäi,W = W ′
e∩⇑b

� âiäêðèòèé îêië iäåìïîòåíòà e = π(x).

Çàóâàæèìî, ùî hba(e) = hba(b) = 1, à îòæå, ĥba(x) = (1, xa). Òîäi U ′ =

(0, 1]×(Ux∩Ha) � âiäêðèòèé îêië òî÷êè ĥba(x) â Ĥa, à éîãî ïðîîáðàç U =

pr−1a (pr−1b (U ′)) ¹ âiäêðèòèì îêîëîì òî÷êè ĥAA(x) â òèõîíîâñüêîìó äîáóòêó∏
c∈A Ĥ

A∩⇑c
c . Òóò ÷åðåç pra :

∏
c∈A Ĥ

A∩⇑c
c → ĤA∩⇑a

a i prb : ĤA∩⇑a
a → Ĥa

ïîçíà÷åíî êîîðäèíàòíi ïðîåêöi¨.

Ñòâåðäæó¹ìî, ùî îêië Oy = W × U åëåìåíòà y = πĥAA(x) çàáåçïå÷ó¹

íåïåðåðâíiñòü (πĥAA)−1 â y. Äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè z ∈ S, ïðîåêöiÿ ÿêî¨

πĥAA(z) ∈ Oy = W × U , äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè âêëþ÷åííÿ z ∈ Ox. Ç

ïîïåðåäíüîãî âèïëèâà¹, ùî π(z) ∈ W = W ′
e ∩ ⇑b ⊂ We i (hba(π(z)), za) =

ĥba(z) ∈ U ′ = (0, 1]× (Ux∩Ha). Îòæå, z ∈ (UxiWe)∩π−1(We) ⊂ Ox, ùî
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é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

5.3 Íàñëiäêè ç òåîðåì âêëàäåííÿ

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè ñôîðìóëþ¹ìî äåÿêi íàñëiäêè òåîðåìè âêëàäåí-

íÿ 5.5.

Íàñëiäîê 5.6. Íåõàé S � êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U -

íàïiâãðóïà, A � U -ùiëüíà ïiäìíîæèíà â E. Òîäi íàñòóïíi óìîâè

åêâiâàëåíòíi:

1) S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê

i êîíóñiâ íàä òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè;

2) S âêëàäà¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó E ×∏
e∈A Ĥ

⇑e∩A
e ;

3) S � äiòîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (3) ⇒ (2) âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.5, (2) ⇒ (1) �

òðèâiàëüíà, à (1) ⇒ (3) âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòi çáåðåæåííÿ äiòîïîëîãi-

÷íîñòi ðiçíèìè îïåðàöiÿìè íàä íàïiâãðóïàìè.

Àíàëîãi÷íî, ç òåîðåìè 5.5, îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê 5.7. Íåõàé S � êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà

ç ìàêñèìàëüíîþ U2-íàïiâãðàòêîþ E i A � U -ùiëüíà ïiäìíîæèíà â E.

Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

1) S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðàòîê

i 0-ðîçøèðåíü òîïîëîãi÷íèõ ãðóï;

2) S âêëàäà¹òüñÿ â òîïîëîãi÷íó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó E ×∏
e∈A Ḣ

⇑e∩A
e ;

3) S � äiòîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà.
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Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ äâîõ çàäàíèõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï X, Y

êàæåìî, ùî X ¹ Y -âêëàäóâàíîþ, ÿêùî êàíîíi÷íèé ãîìîìîðôiçì

X → Y Hom(X,Y ) ¹ òîïîëîãi÷íèì âêëàäåííÿì. Ëåãêî áà÷èòè, ùî X ¹

Y -âêëàäóâàíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè X âêëàäà¹òüñÿ â Y κ äëÿ äåÿêîãî

κ. Ó öüîìó âèïàäêó ïèøåìî X ↪→ Y κ.

Íàñëiäîê 5.8. Íåõàé S � òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà U -

íàïiâãðóïà ç ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ E, à H =
∏

e∈EHe �

òèõîíîâñüêèé äîáóòîê ¨¨ ìàêñèìàëüíèõ ãðóï. Òîäi íàñòóïíi óìîâè

åêâiâàëåíòíi:

1) S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê êîíóñiâ íàä òîïîëîãi÷íè-

ìè ãðóïàìè;

2) S ¹ Ĥ-âêëàäóâàíîþ;

3) S � äiòîïîëîãi÷íà i E ¹ I-âêëàäóâàíîþ.

Äîâåäåííÿ. Iìïëiêàöiÿ (2) ⇒ (1) òðèâiàëüíà, à (1) ⇒ (3) âèïëèâà¹ çi

çáåðåæåííÿ äiòîïîëîãi÷íîñòi êîíóñàìè íàä ãðóïàìè i òèõîíîâñüêèìè äî-

áóòêàìè.

(3)⇒ (1) Ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà U -íàïiâãðóïà S ¹

äiòîïîëîãi÷íîþ, à ¨¨ ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ¹ I-âêëàäóâàíîþ. Òîäi,

E ↪→ IHom(E,I) ↪→ ĤHom(E,I).

Çà òåîðåìîþ 5.5, S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê E×
∏

e∈E Ĥ
E
e ,

ÿêèé, â ñâîþ ÷åðãó, âêëàäà¹òüñÿ â äîáóòîê ĤHom(E,I) × ĤE×E, à îòæå, S

¹ Ĥ-âêëàäóâàíîþ.

Àíàëîãi÷íî, ç òåîðåìè 5.5 îòðèìó¹ìî:

Íàñëiäîê 5.9. Íåõàé S � òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà U -

íàïiâãðóïà ç ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ E, à H =
∏

e∈EHe �
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òèõîíîâñüêèé äîáóòîê ¨¨ ìàêñèìàëüíèõ ãðóï. Òîäi íàñòóïíi óìîâè

åêâiâàëåíòíi:

1) S âêëàäà¹òüñÿ â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê 0-ðîçøèðåíü òîïîëîãi-

÷íèõ ãðóï;

2) S � Ḣ-âêëàäóâàíà;

3) S � äiòîïîëîãi÷íà i E ¹ 2-âêëàäóâàíîþ.

5.4 Õàðàêòåðèçàöiÿ ïðåêîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ

êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ U-íàïiâãðóï

Ó öüîìó ðîçäiëi ìè çàñòîñó¹ìî âèùåçãàäàíi ðåçóëüòàòè äëÿ äîâåäå-

ííÿ òåîðåìè êîìïàêòèôiêàöi¨ äëÿ òîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ

U -íàïiâãðóï. Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ ïðå-

êîìïàêòíîþ, ÿêùî S âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó òîïîëîãi÷íó íàïiâãðóïó.

ßê âiäîìî (äèâ. [1, 3.7.16]), òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ïðåêîìïàêòíà òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè G öiëêîì îáìåæåíà, òîáòî äëÿ êîæíî¨ íåïîðîæíüî¨

âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ G iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà F ⊂ G, ùî

FU = G = UF .

Ç òåîðåìè 5.5 îòðèìó¹ìî íàñòóïíó õàðàòåðèçàöiþ ïðåêîìïàêòíèõ òî-

ïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ U -íàïiâãðóï.

Òåîðåìà 5.10. Òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà U -íàïiâãðóïà S ïðå-

êîìïàêòíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè:

1) ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E = {e ∈ S : ee = e} ïðåêîìïàêòíà,

2) êîæíà ìàêñèìàëüíà ïiäãðóïà He, e ∈ E, â S ïðåêîìïàêòíà, i

3) S äiòîïîëîãi÷íà.
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5.5 Ìåòðèçîâíiñòü òîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ ií-

âåðñíèõ U-íàïiâãðóï

Òåïåð çàñòîñó¹ìî òåîðåìó âêëàäåííÿ 5.5 äëÿ ïîáóäîâè ñóáiíâàðiàí-

òíèõ ìåòðèê íà òîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ U -íàïiâãðóïàõ.

Ìåòðèêó d íà êëiôîðäîâié íàïiâãðóïi S íàçèâàòèìåìî

� ëiâîñóáiíâàðiàíòíîþ, ÿêùî d(zx, zy) ≤ d(x, y), äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê

x, y, z ∈ S;

� ïðàâîñóáiíâàðiàíòíîþ, ÿêùî d(xz, yz) ≤ d(x, y), äëÿ áóäü-ÿêèõ òî-

÷îê x, y, z ∈ S;

� ñóáiíâàðiàòíîþ, ÿêùî max{d(zx, zy), d(xz, yz)} ≤ d(x, y) =

d(x−1, y−1), äëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê x, y, z ∈ S.

Çàóâàæèìî, ùî ìåòðèêà d íà òîïîëîãi÷íié ãðóïi G ¹ (ëiâî-, ïðàâî-) ñó-

áiíâàðiàíòíîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè d � (ëiâî-, ïðàâî-) iíâàðiàíòíà.

Êàæåìî, ùî òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà íàïiâãðóïà S ìåòðèçîâíà (ñó-

áiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ), ÿêùî ¨¨ òîïîëîãiÿ ïîðîäæó¹òüñÿ äåÿêîþ (ñó-

áiíâàðiàíòíîþ) ìåòðèêîþ.

Çà òåîðåìîþ Áiðêãîôà-Êàêóòàíi [1, 3.3.12], òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ìå-

òðèçîâíà ëiâîiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G çàäîâîëü-

íÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi. Çà [1, 3.3.14], òîïîëîãi÷íà ãðóïà G ìå-

òðèçîâíà iíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êîëè G çàäîâîëü-

íÿ¹ ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i ¹ çáàëàíñîâàíîþ. Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî

äëÿ êîæíîãî îêîëó U ⊂ G ¹äèíîãî iäåìïîòåíòà e ç G, iñíó¹ òàêèé îêië

V ⊂ G, e ∈ V , ùî xV x−1 = V , äëÿ âñiõ x ∈ G. Ïðèêëàäîì ìåòðèçîâíî¨

íå çáàëàíñîâàíî¨, à îòæå, é íå ìåòðèçîâíî¨ iíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òî-

ïîëîãi÷íî¨ ãðóïè, ¹ ãðóïà Ëi Aff(R) àôiííèõ ïåðåòâîðåíü äiéñíî¨ ïðÿìî¨.

Òåîðåìà 5.11. Êîæíà òîïîëîãi÷íà ïðåêîìïàêíà êëiôîðäîâà iíâåðñíà

íàïiâãðóïà S ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàí-

òíîþ ìåòðèêîþ.
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Äîâåäåííÿ. Çà òâåðäæåííÿì 5.2, S âêëàäà¹òüñÿ â êîìïàêòíó òîïîëîãi-

÷íó êëiôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó K ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi,

ìåòðèçîâíó äåÿêîþ ìåòðèêîþ d. Ç íåïåðåðâíîñòi íàïiâãðóïîâî¨ îïåðàöi¨

i iíâåðñi¨ íà êîìïàêòíîìó ïðîñòîði K âèïëèâà¹, ùî

ρ(x, y) = max
z∈K

max
{
d(zx, zy), d(xz, yz), d(zx−1, zy−1), d(x−1z, y−1z)

}
� íåïåðåðâíà ñóáiíâàðiàíòíà ìåòðèêà íà K. Îñêiëüêè K êîìïàêòíèé

ïðîñòið, òî ρ ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ K, à ¨¨ çâóæåííÿ ρ|S × S ¹ ñóáiíâàði-

àíòíîþ ìåòðèêîþ, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ íà S.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî çàäà÷i ìåòðèçàöi¨ äiòîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ ií-

âåðñíèõ U -íàïiâãðóï, áà÷èìî, ùî çàâäÿêè òåîðåìi âêëàäåííÿ 5.5, âîíà

çâîäèòüñÿ äî äîâîëi ïðîñòî¨ çàäà÷i ìåòðèçàöi¨ íàïiâãðàòîê i êîíóñiâ íàä

òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè. Ïðèïóñòèìî, ùî òîïîëîãi÷íà ãðóïà H ìåòðè-

çîâíà ìåòðèêîþ d. Òîäi êîíóñ Ĥ íàä H ìåòðèçó¹òüñÿ ìåòðèêîþ

d̂(x, y) = min{tx + ty, |tx − ty|+ d(hx, hy)}, x, y ∈ Ĥ,

äå (tx, x), (ty, y) ∈ [0, 1]×H � äîâiëüíi ïàðè òî÷îê òàêi, ùî x = q(tx, x) i

y = q(ty, y). Òóò q : [0, 1]×H → Ĥ � êàíîíi÷íà ïðîåêöiÿ. ßêùî ìåòðèêà

d ¹ (ëiâî-, ïðàâî-) ñóáiíâàðiàíòíîþ íà H, òî òàêîþ æ ¹ é d̂ íà Ĥ.

Ïî¹äíóþ÷è öåé ôàêò ç Òåîðåìîþ 5.5, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó òåîðåìó,

ÿêà óçàãàëüíþ¹ äåÿêi ðåçóëüòàòè äîâåäåíi â [2].

Òåîðåìà 5.12. Ïðèïóñòèìî, ùî S äiòîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà

U -íàïiâãðóïà i A � çëi÷åííà U -ùiëüíà ïiäìíîæèíà â S. Òîäi

1) S ìåòðèçîâíà òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà

E ìåòðèçîâíà, à âñi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè He, e ∈ A, â S çàäî-

âîëüíÿþòü ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi;

2) S ìåòðèçîâíà ëiâîñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òîäi i ëèøå òî-

äi, êîëè ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàíòíîþ
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ìåòðèêîþ, à âñi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè He, e ∈ A, â S çàäîâîëüíÿ-

þòü ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi;

3) S ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ òîäi i ëèøå òîäi, êî-

ëè ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàíòíîþ ìå-

òðèêîþ, à âñi ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè He, e ∈ A, â S çàäîâîëüíÿþòü

ïåðøó àêñiîìó çëi÷åííîñòi i çáàëàíñîâàíi.

Çàóâàæèìî, ùî çà òâåðäæåííÿì 5.3, êîæíà U -íàïiâãðàòêà ç äðóãîþ

àêñiîìîþ çëi÷åííîñòi ìiñòèòü çëi÷åííó U -ùiëüíó ïiäìíîæèíó A ⊂ E.

Òåîðåìà 5.12 çâîäèòü çàäà÷ó (ñóáiíâàðiàòíî¨) ìåòðèçîâíîñòi òîïîëî-

ãi÷íî¨ êëiôîðäîâî¨ iíâåðñíî¨ U -íàïiâãðóïè S äî çàäà÷i (ñóáiíâàðiàòíî¨)

ìåòðèçîâíîñòi ìàêñèìàëüíî¨ íàïiâãðàòêè E ⊂ S. ßê âèÿâèëîñü, öÿ çà-

äà÷à íå ¹ òðèâiàëüíîþ, ùî ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 5.13. Iñíó¹ òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà E ç íàñòóïíèìè âëà-

ñòèâîñòÿìè:

1) E çëi÷åííà i ëîêàëüíî êîìïàêòíà;

2) E íàïiâãðàòêà Ëîóñîíà;

3) E ìåòðèçîâíà;

4) E íå ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ;

5) E íå ïðåêîìïàêòíà.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî íàïiâãðàòêó E = {0} ∪ { 1n}n∈N ç îïåðàöi¹þ ìi-

íiìóìó. Î÷åâèäíî, ùî E ç òîïîëîãi¹þ τ , â ÿêié êîæíà íåíóëüîâà òî÷êà

içîëüîâàíà, à ìíîæèíè âèãëÿäó Bn = {0}∪{ 1
2k}k>n, n ∈ N � îêîëè íóëÿ,

çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (1)�(3) ïðèêëàäó 5.13 i ¹ òîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðàòêîþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî E ìåòðèçîâíà ñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ d. Òîäi äëÿ

êîæíîãî n ∈ N i âiäïîâiäíèõ òî÷îê x = 0, y = 1
2n , z = 1

2n+1 , ìà¹ìî

d(0, 1
2n+1) = d(zx, zy) ≤ d(x, y) = d(0, 1

2n) −→
n→∞

0,
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òîáòî ïîñëiäîâíiñòü 1
2n+1 ïðÿìó¹ äî íóëÿ, ùî ñóïåðå÷èòü âèáîðó òîïîëî-

ãi¨ íà E. Îòæå, E íå ìîæå áóòè ìåòðèçîâíîþ ñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ.

Çà òåîðåìîþ 5.11, òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà E ç äðóãîþ àêñiîìîþ çëi÷åí-

íîñòi íå ¹ ïðåêîìïàêòíîþ.

5.6 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 5

Ó öüîìó ðîçäiëi äîñëiäæóâàëàñü çàäà÷à óçàãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòiâ ïðî

ïîáóäîâó óíiâåðñàëüíèõ îá'¹êòiâ, îòðèìàíèõ ó [24] äëÿ êîìïàêòíèõ òî-

ïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï. Òàêèì ÷èíîì, îòðèìàíî

íàñòóïíi ðåçóëüòàòè:

1. Ïîáóäîâàíî âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íî¨ êëiôîðäîâî¨ iíâåðñíî¨ U -

íàïiâãðóïè â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê ¨¨ ìàêñèìàëüíî¨ íàïiâãðàòêè i

êîíóñiâ íàä ìàêñèìàëüíèìè ãðóïàìè (äèâ. Òåîðåìà 5.5).

2. Ïîáóäîâàíî âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íî¨ êëiôîðäîâî¨ iíâåðñíî¨ U2-

íàïiâãðóïè â òèõîíîâñüêèé äîáóòîê ¨¨ ìàêñèìàëüíî¨ íàïiâãðàòêè i

0-ðîçøèðåíü ìàêñèìàëüíèõ ïiäãðóï (äèâ. Òåîðåìà 5.5).

3. Çíàéäåíî êðèòåðié ïðåêîìïàêòíîñòi òîïîëîãi÷íî¨ êëiôîðäîâî¨ ií-

âåðñíî¨ U -íàïiâãðóïè (äèâ. Òåîðåìà 5.10).

4. Äîâåäåíî êðèòåðié ìåòðèçîâíîñòi äiòîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ ií-

âåðñíèõ íàïiâãðóï(äèâ. Òåîðåìà 5.12), ÿêèé óçàãàëüíþ¹ ðåçóëüòà-

òè [24].

5. Ïîáóäîâàíî ïðèêëàä 5.13 òîïîëîãi÷íî¨ íàïiâãðàòêè, ÿêà ¹ ìåòðèçîâ-

íîþ, àëå íå ¹ ìåòðèçîâíîþ ñóáiíâàðiàíòíîþ ìåòðèêîþ.
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ÐÎÇÄIË 6

Àâòîìàòè÷íà íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ

òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè

Ìîòèâàöi¹þ äîñëiäæåíü, ïðîâåäåíèõ ó öüîìó ðîçäiëi, ñòàëè òå-

îðåìè àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi äëÿ êëiôîðäîâèõ òîïîëîãi÷íèõ

iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, îòðèìàíi ó ñòàòòÿõ [10] Áîóìàíîì òà [41] ßãå-

ðîì. Ðîçâ'ÿçóâàíà çàäà÷à ïåðåäáà÷àëà, ùî çâóæåííÿ ãîìîìîðôiçìiâ

íà êîæíó ìàêñèìàëüíó ïiäãðóïó i êîæíó ìàêñèìàëüíó íàïiâãðàòêó

íåïåðåðâíi. Äëÿ çðó÷íîñòi, ââåäåìî íàñòóïíå îçíà÷åííÿ:

Îçíà÷åííÿ 6.1. Ãîìîìîðôiçì h : X → Y òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï íà-

çèâàòèìåìî EH-íåïåðåðâíèì, ÿêùî

� çâóæåííÿ h|E(X) íà ìíîæèíó iäåìïîòåíòiâ â X íåïåðåðâíå;

� äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè H ⊂ X, çâóæåííÿ h|H íåïåðåðâíå.

Ó 1971 ðîöi Áîóìàí (äèâ. [10]) äîâiâ íåïåðåðâíiñòü EH-íåïåðåðâíèõ

ãîìîìîðôiçìiâ äëÿ êîìïàêòíèõ òîïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ íà-

ïiâãðóï ç ìàêñèìàëüíîþ íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà E(X) = {x ∈ X : xx =

x}.

Òåîðåìà 6.2 (Bowman, 1971). Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì

h : X → Y ìiæ êîìïàêòíèìè êëiôîðäîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíè-

ìè íàïiâãðóïàìè X òà Y ç ìàêñèìàëüíèìè íàïiâãðàòêàìè Ëîóñîíà ¹

íåïåðåðâíèì.

Óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Áîóìàíà [10, Theorem 1.4] äëÿ âèïàäêó òî-

ïîëîãi÷íèõ êëiôîðäîâèõ iíâåðñíèõ U -íàïiâãðóï ¹ íàñëiäîê 6.6 ç îñíîâ-

íî¨ òåîðåìè 6.4, ÿêèé äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü EH-íåïåðåðâíîãî ãîìî-

ìîðôiçìó h : X → Y ìiæ êëiôîðäîâîþ òîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ U -

íàïiâãðóïîþ X i êëiôîðäîâîþ äiòîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ

Y .
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ßãåð óçàãàëüíèâ öåé ðåçóëüòàò, íå âèìàãàþ÷è óìîâè Ëîóñîíà äëÿ

íàïiâãðàòêè [41, Corollary 4.1]:

Òåîðåìà 6.3 (Yeager, 1976). Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h :

X → Y ìiæ êîìïàêòíèìè êëiôîðäîâèìè òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè

íàïiâãðóïàìè X òà Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Ìè îòðèìàëè àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè â øèðøîìó, íiæ êîìïàêòíi êëi-

ôîðäîâi iíâåðñíi, êëàñi òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï.

Íàãàäà¹ìî, ùî òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S íàçèâà¹òüñÿ

� U -íàïiâãðóïîþ, ÿêùî ¨¨ ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E(S) ¹ U -

íàïiâãðàòêîþ;

� U0-íàïiâãðóïîþ, ÿêùî ¨¨ ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E(S) ¹ U0-

íàïiâãðàòêîþ;

� U ∗0 -íàïiâãðóïîþ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî iäåìïîòåíòà x ∈ E(S) i êîæíîãî

éîãî îêîëó U ⊂ E(S) iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈ U , ùî x ∈ ⇑e i e
ëîêàëüíî ìiíiìàëüíèé ó ñâîìó êëàñi ñïðÿæåíîñòi eS = {f ∈ E(S) :

∃s ∈ S f = ses−1, e = s−1fs}, òîáòî, äëÿ äåÿêîãî îêîëó Ve ⊂ E(S)

òî÷êè e, ìà¹ìî Ve ∩ eS ⊂ ↑e.

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ êîæíî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè S ñïðàâå-

äëèâi iìïëiêàöi¨

U0-íàïiâãðóïà ⇒ U ∗0 -íàïiâãðóïà ⇒ U -íàïiâãðóïà,

à òîïîëîãi÷íà êëiôîðäîâà iíâåðñíà íàïiâãðóïà S ¹ U ∗0 -íàïiâðóïîþ òîäi

i ëèøå òîäi, êîëè âîíà ¹ U -íàïiâãðóïîþ. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî äëÿ

äîâiëüíîãî iäåìïîòåíòà e ∈ E(S) êëàñ ñïðÿæåíîñòi eS � îäíîòî÷êîâèé

{e} (îñêiëüêè e â êëiôîðäîâié iíâåðñíié íàïiâãðóïi êîìóòó¹ çi âñiìà åëå-
ìåíòàìè ç S).

Íèùå ìè äîâåäåìî îñíîâíèé ðåçóëüòàò öüîãî ðîçäiëó i âèâåäåìî äåÿêi

éîãî íàñëiäêè.
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Òåîðåìà 6.4. Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç òî-

ïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ U ∗0 -íàïiâãðóïè X ó ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó

íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè x ∈ X i îêîëó Oy ⊂ Y òî÷êè y = h(x),

òðåáà çíàéòè òàêèé îêië Ox ⊂ X òî÷êè x, ùî h(Ox) ⊂ Oy. Îñêiëüêè

òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà Y ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ, òî iñíóþòü

îêië Vy ⊂ Y òî÷êè y i îêîëè Vyy−1, Vy−1y ⊂ E(Y ) iäåìïîòåíòiâ yy−1, y−1y,

òàêi, ùî

(Vy i Vy−1y) ∩ λ−1Y (Vyy−1) ∩ ρ−1Y (Vy−1y) ⊂ Oy.

Çàñòîñóâàâøè îçíà÷åííÿ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè ùå

ðàç, ìîæåìî çíàéòè âiäêðèòi îêîëè Wy ⊂ Vy òî÷êè y, Wyy−1 ⊂ Vyy−1 i

Wy−1y ⊂ Vy−1y iäåìïîòåíòiâ yy−1, y−1y, äëÿ ÿêèõ

(Wyy−1 hWy) ∩ λ−1Y (Wyy−1) ∩ ρ−1Y (Wy−1y) ⊂ Vy.

Çìåíøèâøè, ïðè ïîòðåái, îêië Wyy−1, ìîæíà äîäàòêîâî ïðèïóñêàòè, ùî

Wyy−1y ⊂ Wy.

Ç íåïåðåðâíîñòi çâóæåííÿ h|E(X) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêèõ âiäêðè-

òèõ îêîëiâWxx−1,Wx−1x ⊂ E(X) iäåìïîòåíòiâ xx−1, x−1x, ùî h(Wxx−1) ⊂

Wyy−1 i h(Wx−1x) ⊂ Wy−1y.

Îñêiëüêè X � iíâåðñíà U ∗0 -íàïiâãðóïà, òî iñíó¹ òàêèé iäåìïîòåíò e ∈

Wxx−1, ùî xx−1 ∈ ⇑e i e ëîêàëüíî ìiíiìàëüíèé â ñâî¹ìó êëàñi ñïðÿæå-

íîñòi eX . Îòæå, e ìà¹ âiäêðèòèé îêië Ve ⊂ X òàêèé, ùî Ve ∩ eX ⊂ ↑e.

Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò ex ìiñòèòüñÿ ó çñóâi Hex ìàêñèìàëü-

íî¨ ïiäãðóïè He. Ç âèáîðó îêîëó Wyy−1 âèïëèâà¹, ùî h(ex) = h(e)y ∈

Wyy−1y ⊂ Wy.

Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ He → Hex, z 7→ zx, � ãîìåîìîðôiçì (ç îáåð-

íåíèì Hex → He, z 7→ zx−1), òî ç íåïåðåðâíîñòi çâóæåííÿ h|He âè-

ïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü çâóæåííÿ h|Hex. Òîäi, iñíó¹ òàêèé âiäêðèòèé îêië
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Wex ⊂ X òî÷êè ex, ùî h(Wex∩Hex) ⊂ Wy. Ñòâåðäæó¹ìî, ùî âiäêðèòèé

îêië

Ox = {z ∈ X : zz−1 ∈ Wxx−1, z−1z ∈ Wx−1x, ezx
−1x ∈ Wex,

λX(zx−1x) ∈ Wxx−1, ρS(zx−1x) ∈ Wx−1x, zx
−1, xz−1 ∈ ⇑e

xz−1zx−1 ∈ ⇑e, xz−1ezx−1 ∈ Ve, zx−1exz−1 ∈ Ve}

òî÷êè x çàäîâîëüíÿ¹ ïîòðiáíó óìîâó: h(Ox) ⊂ Oy.

Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíèé åëåìåíò z ∈ Ox. Ñòâåðäæó¹ìî, ùî åëå-

ìåíò âèãëÿäó ezx−1 íàëåæèòü ìàêñèìàëüíié ãðóïi He. Ñïðàâäi,

ezx−1(ezx−1)−1 = ezx−1xz−1e = e, îñêiëüêè zx−1xz−1 ∈ ⇑e. Îòæå,

iäåìïîòåíò (ezx−1)−1ezx−1 = xz−1ezx−1 ñïðÿæåíèé äî e, à ç âèáî-

ðó îêîëó Ve ìà¹ìî, ùî xz−1ezx−1 ∈ Ve ∩ eX ⊂ ↑e. Òàêèì ÷èíîì,

e ≤ xz−1ezx−1. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ, ùî e ≤ zx−1exz−1, à îòæå,

xz−1ezx−1 ≤ xz−1z(x−1exz−1)zx−1 = e (áî xz−1zx−1 ∈ ⇑e). Ç íåðiâíî-

ñòåé e ≤ xz−1ezx−1 ≤ e âèïëèâà¹, ùî (ezx−1)−1ezx−1 = xz−1ezx−1 = e,

à òîìó, ezx−1 ∈ He. Òîäi ezx−1x ∈ Hex ∩ Wex, à îòæå, h(ezx−1x) ∈

h(Hex ∩Wex) ⊂ Wy.

Ç îçíà÷åííÿ îêîëó Ox 3 z ìà¹ìî, ùî λX(zx−1x) ∈ Wxx−1 i

ρX(zx−1x) ∈ Wx−1x. Òîäi, λY (h(zx−1x)) = h(λX(zx−1x)) ∈ h(Wxx−1) ⊂

Wyy−1 i ρY (h(zx−1x)) = h(ρX(zx−1x)) ∈ h(Wx−1x) ⊂ Wy−1y. Áåðó÷è äî

óâàãè, ùî h(e) ∈ h(Wxx−1) ⊂ Wyy−1 i h(e)h(zx−1x) = h(ezx−1x) ∈ Wy,

îòðèìó¹ìî, ùî

h(zx−1x) ∈ (Wyy−1 hWy) ∩ λ−1Y (Wyy−1) ∩ ρ−1Y (Wy−1y) ⊂ Vy.

Ç îçíà÷åííÿ îêîëó Ox ìà¹ìî, ùî λX(z) ∈ Wxx−1 i ρX(z) ∈ Wx−1x, çâiäêè

λY (h(z)) ∈ h(Wxx−1) ⊂ Wyy−1 ⊂ Vyy−1 i λY (h(z)) ∈ h(Wx−1x) ⊂ Wy−1y ⊂

Vy−1y. Çâàæàþ÷è íà ðiâíiñòü h(z)y−1y = h(zx−1x) ∈ Vy, îòðèìó¹ìî, ùî

h(z) ∈ (Vy i Vy−1y) ∩ λY (Vyy−1) ∩ ρY (Vy−1y) ⊂ Oy.
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Îñêiëüêè òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi U0-íàïiâãðóïè i òîïîëîãi÷íi iíâåðñíi

êëiôîðäîâi U -íàïiâãðóïè ¹ U ∗0 -íàïiâãðóïàìè, òî ç òåîðåìè 6.4 îòðèìó¹ìî

íàñòóïíi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 6.5. Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç òî-

ïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ U0-íàïiâãðóïè X â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó

íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Íàñëiäîê 6.6. Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç òî-

ïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ êëiôîðäîâî¨ U -íàïiâãðóïè X â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó

iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Îñêiëüêè êîæíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà Ëî-

óñîíà ¹ U -íàïiâãðàòêîþ [13, 2.12], à êîæíà ëîêàëüíî êîìïàêòíà íóëü-

âèìiðíà òîïîëîãi÷íà íàïiâãðàòêà ¹ U0-íàïiâãðàòêîþ [13, 2.6], òî ç íàñëiä-

êiâ 6.5, 6.6 îòðèìó¹ìî äâà iíøi íàñëiäêè, ùî óçàãàëüíþþòü íàñëiäêè 6.3

i 7.2 ç [9].

Íàñëiäîê 6.7. Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè X ç íóëü-âèìiðíîþ ëîêàëüíî êîìïà-

êòíîþ íàïiâãðàòêîþ E(X) â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó

Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Íàñëiäîê 6.8. Êîæåí EH-íåïåðåðâíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç òî-

ïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ êëiôîðäîâî¨ íàïiâãðóïè X ç ëîêàëüíî êîìïàêòíîþ

íàïiâãðàòêîþ Ëîóñîíà E(X) â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðó-

ïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî êîæíà äiòîïîëîãi÷íà iíâåðñíà íàïiâãðóïà, î÷åâè-

äíî, ¹ ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ íàïiâãðóïîþ, à êîæíà êîìïàêòíà iíâåðñíà

íàïiâãðóïà ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ, òî ç ïîïåðåäíiõ íàñëiäêiâ îòðèìó¹ìî óçà-

ãàëüíåííÿ ðåçóëüòàòó Áîóìàíà.



97

Íàñëiäîê 6.9. ßêùî ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E(X) òîïîëîãi÷íî¨ ií-

âåðñíî¨ íàïiâãðóïè X ëîêàëüíî êîìïàêòíà i íóëü-âèìiðíà, òî êîæíèé

ãîìîìîðôiçì h : X → Y â êîìïàêòíó iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïå-

ðåðâíèì.

Íàñëiäîê 6.10. ßêùî ìàêñèìàëüíà íàïiâãðàòêà E(X) òîïîëîãi÷íî¨

êëiôîðäîâî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè X ëîêàëüíî êîìïàêòíà i ¹ íàïiâãðà-

òêîþ Ëîóñîíà, òî êîæíèé ãîìîìîðôiçì h : X → Y â êîìïàêòíó êëi-

ôîðäîâó iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

6.1 Íåïåðåðâíiñòü âèìiðíèõ çà Ñóñëiíèì ãîìî-

ìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè

íàïiâãðóïàìè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè çàñòîñó¹ìî òåîðåìó 6.4 äëÿ äîâåäåííÿ íåïå-

ðåðâíîñòi âèìiðíèõ çà Ñóñëiíèì ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ií-

âåðñíèìè íàïiâãðóïàìè.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôóíêöiÿ f : X → Y ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ïðîñòîðà-

ìè íàçèâà¹òüñÿ âèìiðíîþ çà Ñóñëiíèì, ÿêùî äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ Fσ-

ìíîæèíè U ⊂ Y ïðîîáðàç f−1(U) ¹ ìíîæèíîþ Ñóñëiíà â ïðîñòîði X.

Ïiäìíîæèíà A òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ¹ ìíîæèíîþ Ñóñëiíà, ÿêùî

A =
⋃
s∈ωω

⋂
n∈ω Fs|n, äëÿ äåÿêî¨ ñiì'¨ (Fs)s∈ω<ω çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí â

X. ßê âiäîìî [15], êîæíà áîðåëiâñüêà ïiäìíîæèíà ìåòðèçîâíîãî ïðîñòî-

ðó ¹ ìíîæèíîþ Ñóñëiíà.

Íàñòóïíà òåîðåìà ïðî àâòîìàòè÷íó íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ

ìiæ òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè áóëà äîâåäåíà â [30].

Òåîðåìà 6.11 (Noll). Êîæåí âèìiðíèé çà Ñóñëiíèì ãîìîìîðôiçì h :

X → Y ç ïàðàêîìïàêòíî¨ ïîâíî¨ çà ×åõîì òîïîëîãi÷íî¨ ãðóïè X â

òîïîëîãi÷íó ãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì.

Ïî¹äíóþ÷è òåîðåìè 6.4 i 6.11, îòðèìó¹ìî íàñòóïíèé íàñëiäîê.
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Íàñëiäîê 6.12. Ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç ïàðàêîìïàêòíî¨ ïîâíî¨ çà

×åõîì òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ U ∗0 -íàïiâãðóïè X â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó

iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè h âèìiðíèé

çà Ñóñëiíèì, à çâóæåííÿ h|E(X) íåïåðåðâíå.

Îñêiëüêè êîæíà êëiôîðäîâà òîïîëîãi÷íà iíâåðñíà U -íàïiâãðóïà ¹ òî-

ïîëîãi÷íîþ U ∗0 -íàïiâãðóïîþ, òî ç ïîïåðåäíüîãî íàñëiäêó îòðèìó¹ìî íà-

ñòóïíèé

Íàñëiäîê 6.13. Ãîìîìîðôiçì h : X → Y ç ïàðàêîìïàêòíî¨ ïîâíî¨

çà ×åõîì êëiôîðäîâî¨ òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ U -íàïiâãðóïè X â ñëàáêî

äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâãðóïó Y ¹ íåïåðåðâíèì òîäi i ëèøå òîäi,

êîëè h âèìiðíèé çà Ñóñëiíèì, à çâóæåííÿ h|E(X) íåïåðåðâíå.

6.2 Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 6

Ó 6-ìó ðîçäiëi äèñåðòàöi¨ äîâåäåíî íåïåðåðâíiñòü ãîìîìîðôiçìiâ, çâó-

æåííÿ ÿêèõ íà ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè i íàïiâãðàòêè ¹ íåïåðåðâíèìè, ç

òîïîëîãi÷íî¨ iíâåðñíî¨ íàïiâãðóïè â ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íó iíâåðñíó íàïiâ-

ãðóïó. Âàæëèâèìè íàñëiäêàìè ¹ íåïåðåðâíiñòü òàêèõ ãîìîìîðôiçìiâ íà

òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ U -íàïiâãðóïàõ, ìàêñèìàëüíi íàïiâãðàòêè ÿêèõ

¹ íàïiâãðàòêàìè Ëîóñîíà òà íà òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ U0-íàïiâãðóïàõ

ç íóëü-âèìiðíèìè ìàêñèìàëüíèìè íàïiâãðàòêàìè. Îòðèìàíi ðåçóëüòà-

òè óçàãàëüíþþòü i ðîçøèðþþòü ðåçóëüòàòè ßãåðà [41] òà Áîâìàíà [10].

Òàêîæ ç òåîðåìè 6.4 âèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü âèìiðíèõ çà Ñóñëiíèì ãî-

ìîìîðôiçìiâ ìiæ ïàðàêîìïàêòíîþ ïîâíîþ çà ×åõîì òîïîëîãi÷íîþ êëi-

ôîðäîâîþ iíâåðñíîþ íàïiâãðóïîþ òà ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íîþ iíâåðñíîþ

U -íàïiâãðóïîþ, çà óìîâè íåïåðåðâíîñòi ¨õ çâóæåíü íà ìàêñèìàëüíó íà-

ïiâãðàòêó (äèâ. 6.12 òà 6.13).
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ÐÎÇÄIË 7

Çàãàëüíi âèñíîâêè

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ äèñåðòàöi¨ ¹ äiòîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè i ¨õ

âëàñòèâîñòi. Äiòîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè � öå êëàñ íàïiâãðóï ç ïåâíèì ÷è-

íîì âèçíà÷åíèì íà íèõ íåïåðåðâíèì ïðàâèì i (àáî) ëiâèì äiëåííÿì.

Çîêðåìà, â êëàñi òîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï, ïîíÿòòÿ ïðàâî¨ i ëi-

âî¨ äiòîïîëîãi÷íîñòi åêâiâàëåíòíi.

Êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï ìiñòèòü âñi òîïîëîãi÷íi íà-

ïiâãðàòêè, òîïîëîãi÷íi ãðóïè, êîìïàêòíi i óíiôîðìiçîâíi òîïîëîãi÷íi ií-

âåðñíi íàïiâãðóïè. Òàêîæ ïîêàçàíî, ùî öåé êëàñ íàïiâãðóï çàìêíåíèé

âiäíîñíî îïåðàöié òèõîíîâñüêîãî, çâåäåíîãî i íàïiâïðÿìîãî äîáóòêiâ i

çáåðiãà¹òüñÿ iíâåðñíèìè ïiäíàïiâãðóïàìè.

Íå çâàæàþ÷è íà íàÿâíiñòü âëàñòèâîñòi äiòîïîëîãi÷íîñòi â áàãàòüîõ

êëàñàõ òîïîëîãi÷íèõ íàïiâãðóï, iñíó¹ i äîñèòü ïðîñòèé ïðèêëàä òîïîëî-

ãi÷íî¨ íàïiâãðóïè, ÿêà íå ¹ äiòîïîëîãi÷íîþ. Êëàñ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåð-

ñíèõ íàïiâãðóï ¹ ïiäêëàñîì ñëàáêî äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ íàïiâãðóï,

ÿêi âiäiãðàëè âàæëèâó ðîëü äëÿ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷ îñòàííüîãî 6 ðîçäiëó

äèñåðòàöi¨.

Äiòîïîëîãi÷íi íàïiâãðóïè äàëè çìîãó êðàùå çðîçóìiòè ñòðóêòóðó òî-

ïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï, ÿêi íå ¹ êîìïàêòíèìè.

Çîêðåìà, áóëè ïîáóäîâàíi âêëàäåííÿ äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ êëiôîð-

äîâèõ íàïiâãðóï ç ìàêñèìàëüíèìè íóëü-âèìiðíèìè íàïiâãðàòêàìè ó äî-

áóòêè íóëü-ðîçøèðåíü òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, à äiòîïîëîãi÷íèõ iíâåðñíèõ

êëiôîðäîâèõ íàïiâãðóï ç ìàêñèìàëüíèìè íàïiâãðàòêàìè Ëîóñîíà � ó

äîáóòêè êîíóñiâ íàä òîïîëîãi÷íèìè ãðóïàìè. Íóëü-ðîçøèðåííÿ i êîíóñè

òîïîëîãi÷íèõ ãðóï, à òàêîæ ¨õ äîáóòêè, î÷åâèäíî, ¹ ïðîñòiøèìè i áiëüø

çðîçóìiëèìè îá'¹êòàìè äëÿ âèâ÷åííÿ.

Îñòàííié ðîçäië äèñåðòàöi¨ ïðèñâÿ÷åíèé äîñëiäæåííþ íåïåðåðâíîñòi

ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïàìè çà óìîâè

íåïåðåðâíîñòi çâóæåíü öèõ ãîìîìîðôiçìiâ íà ìàêñèìàëüíi ïiäãðóïè i

ìàêñèìàëüíi ïiäíàïiâãðàòêè. Íàñëiäêàìè îñíîâíî¨ òåîðåìè, äîâåäåíî¨ ó
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öüîìó ðîçäiëi, ¹ âæå âiäîìi ðåçóëüòàòè äëÿ êîìïàêòíèõ iíâåðñíèõ êëi-

ôîðäîâèõ íàïiâãðóï, îòðèìàíi Áîóìàíîì ó [10]. Iíøèì âàæëèâèì íà-

ñëiäêîì ç öi¹¨ òåîðåìè ¹ êðèòåðié àâòîìàòè÷íî¨ íåïåðåðâíîñòi âèìiðíèõ

çà Ñóñëiíèì ãîìîìîðôiçìiâ ìiæ òîïîëîãi÷íèìè iíâåðñíèìè íàïiâãðóïà-

ìè.
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