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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Рiзноманiтнi збiжнi функцiональнi ряди природно вини-
кають при спробi узагальнення властивостей алгебраїчних полiномiв (а також
скiнченних агрегатiв iншого вигляду: експоненцiйних полiномiв, iнтерполяцiйних
полiномiв i т.п.) на бiльш загальнi класи функцiй. Так, зокрема, появилося поня-
ття аналiтичної функцiї як функцiї на комплекснiй площинi, яка в околi кожної
точки зображається степеневим рядом, тобто, як рiвномiрна на компактi границя
полiномiв (часткових сум ряду Тейлора). Вони стали засобом введення в розгляд
так званих трансцендентних функцiй, у тому числi тих, якi у даний час нази-
вають елементарними. М.А.Євграфов у вступi до свого огляду1(с.5-6) зазначає
також, що за їх допомогою були знайденi розв’язки як звичайних диференцiйних
рiвнянь, так i в частинних похiдних, а багато абстрактних роздiлiв математики
(наприклад, функцiональний аналiз) виникли i розвивались заради дослiдження
рядiв. При цьому протягом всього iснування теорiї функцiональних рядiв розвива-
лися два взаємно пов’язаних напрямки дослiджень: обгрунтування властивостей
рядiв (зокрема дослiдження областей їхньої збiжностi) i пошук їх застосувань до
задач з рiзноманiтних роздiлiв математики (зокрема, дослiдження асимптотичних
властивостей аналiтичних функцiй в залежностi вiд властивостей елементiв рядiв,
якими вони зображаються).

Дослiдження властивостей аналiтичних функцiй в залежностi вiд властиво-
стей коефiцiєнтiв функцiональних рядiв, якими вони зображаються, є одним з
важливих напрямiв у теорiї функцiй вiд початку її виникнення наприкiнцi ХIХ
ст. Поряд з цим, розгляд випадкових аналiтичних функцiй дає в руки дослiдни-
ка потужний iнструмент встановлення “кiлькостi” аналiтичних функцiй з тими
чи iншими властивостями. Вiдносно добре дослiдженими є випадковi ряди Дi-
рiхле чи степеневi ряди, коефiцiєнти яких утворюють послiдовнiсть незалежних
випадкових величин, бо тодi, за законом нуля i одиницi Колмогорова, наприклад,
абсциси збiжностi випадкового ряду Дiрiхле (вiдповiдно, радiус збiжностi випад-
кового степеневого ряду) є майже напевне сталими. Разом з цим виникає питання
про можливiсть обчислення цiєї сталої за коефiцiєнтами i показниками вiдповiдно-
го випадкового ряду Дiрiхле. У випадку детермiнованих степеневих рядiв радiус
їхньої збiжностi обчилюється за формулою Кошi-Адамара, а у випадку детермi-
нованих рядiв Дiрiхле F (z) =

∑+∞
k=0 ake

zλk з монотонно зростаючою до нескiнчен-
ностi послiдовнiстю показникiв Λ+ = (λk) таких, що τ(Λ+) := lim

k→+∞
ln k/λk = 0

– за формулою Валiрона. При цьому вже для степеневих рядiв Е.Борель висло-
вив припущення (1896) про те, що коло збiжностi майже напевне є природною
межею аналiтичностi суми ряду у тому сенсi, що майже для всiх степеневих рядiв
їхню суму не можна безпосередньо аналiтично продовжити нi через одну точку
кола збiжностi. Це припущення пiзнiше у строгому виглядi сформулював i довiв
Г.Штейнгауз (1929). При цьому у нього випадкова аналiтична функцiя – це фун-
кцiя, яка отримується зi звичайного степеневого ряду зi скiнченним i вiдмiнним вiд
нуля радiусом збiжностi пiсля почленного домноження кожного коефiцiєнта цього
ряду на елементи деякої послiдовностi (послiдовностi Штейнгауза)H = (ei2πηn(ω)),

1Евграфов М.А. Ряды и интегральные представления. – Итоги науки и техники, сер.: Соврем. пробл. мат. Фундамент.
направл., т.13. – М., 1986. – С.5–92.
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де (ηn(ω)) – послiдовнiсть незалежних рiвномiрно розподiлених на вiдрiзку [0, 1]
дiйсних випадкових величин. У подальшому виявилось, що є випадковi степеневi
ряди у яких коефiцiєнти є послiдовнiстю незалежних випадкових величин загаль-
ного вигляду i з єдиною особливою точкою на колi збiжностi, якi пiсля додавання
до них деякого детермiнованого степеневого ряду отримують м.н. бiльший радi-
ус збiжностi, а коло збiжностi нового ряду стає природною межею аналiтичностi
для його суми. У цьому зв’язку Блекуел (див. 2, c.38) висловив припущення, що
в загальному є лише цi двi можливостi, або для степеневого ряду м.н. коло збi-
жностi є природною межею аналiтичностi його суми, або пiсля додавання деякого
детермiнованого ряду таким стає коло бiльшого радiуса для суми нового ряду.

У статтях 3,4 для послiдовностi незалежних випадкових величин f = (fk(ω)),
зокрема, узагальнювалось на клас випадкових рядiв Дiрiхле з показниками Λ+ =
(λk) твердження гiпотези Блекуела, для випадкових степеневих рядiв доведеної
Риль-Нарджевським в 5. Крiм цього, в 3,6 для рядiв Дiрiхле F (z) =

∑+∞
k=0 fke

zλk

з fk(ω) = akZk(ω), таких, що τ(Λ+) < +∞, 0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞
м.н. i математичним сподiванням EZk = 0 (k ≥ 0), доведено, що σзб(F, ω) ≤
σa(F, ω)+τ(Λ)/2 м.н., а у статтi 6 те ж саме доведено у випадку послiдовностi по-
казникiв λk = ln(k + 1) i системи (Zk(ω)), такої, що Zm·n(ω) = Zm(ω) · Zn(ω)
(∀m,n ∈ N,∀ω) (у цьому випадку τ(Λ+) = 1). У статтях О.Ю.Задорожної i
О.Б.Скаскiва результати з 3 переносились на випадковi кратнi ряди Дiрiхле з
векторною послiдовнiстю покомпонентно монотонно зростаючих i невiд’ємних по-
казникiв.

У деяких випадках пiсля статей Риль-Нарджевського (1953) i П.В.Фiлевича
(2003), сукупну незалежнiсть коефiцiєнтiв вдається замiнити на властивiсть, що
послiдовнiсть коефiцiєнтiв утворює мультиплiкативну систему, зокрема, одна з
властивостей якої, що елементи системи мають нульовi середнi. Остання вимо-
га, як встановив у 1996 роцi Фiлевич, вiдповiдаючи на запитання проф. М.М.
Шеремети, є в деяких питаннях принциповою. О.Б.Скаскiв i Л.О.Шаповаловська
(2015) описували розподiл абсцис збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з показни-
ками Λ+ i з послiдовнiстю випадкових коефiцiєнтiв загального вигляду в термiнах
властивостей послiдовностi функцiй розподiлу їхнiх абсолютних величин. Зазна-
чимо, що Л. Арнольд (1966) дослiджував умови збiжностi випадкових лакунарних
стеневих рядiв з коефiцiєнтами fk(ω) = akZk(ω) такими, що (Zk(ω)) є послiдов-
нiстю одинаково розподiлених випадкових величин. К. Ротерс (1990) помiтив, що
радiси збiжностi випадкових степеневих рядiв можна дослiджувати з попарно не-
залежними коефiцiєнтами. У рядi статей Т. Фанжi (1998-2000) були розглянутi
питання про абсциси збiжностi рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами.

З огляду на сказане, не повинно виникнути сумнiвiв в актуальностi дослi-
дження розподiлу абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле у випадках, що ранiше не роз-
глядалися. Зокрема, опису розподiлу абсцис збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле,
як з лише випадковими показниками, так i у випадку випадкових коефiцiєнтiв i

2J.-P. Kahane, Some random series of functions, 2nd. ed., Cambridge Univ. Press, Cambridge (1985).
3P.V. Filevych, On the relations between the abscissa of convergence and the abscissa of absolute convergence of random Dirichlet

series, Mat. Stud., 20, No 1 (2003), 33–39.
4X. Ding, Y. Xiao, Natural boundary of random Dirichlet series, Ukr. mat. zh., 58, No 7 (2006), 997–1005.
5C. D. Ryll-Nardzewski, Blackwell’s conjecture on power series with random coefficients, Studia Math., 13 (1953), 30–36.
6Hedenmalm H. Topics in the theory of Dirichlet series // Вiсн. Харкiв. ун-ту. Сер. мат., прикл. мат. i мех. – 2000. – №475. –

P.195–203.
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показникiв в термiнах властивостей послiдовностi функцiй розподiлу випадкових
показникiв вiдповiдного ряду. Те ж саме стосується дослiдження областей збiжно-
стi випадкових кратних рядiв Дiрiхле. З цiєї ж точки зору цiкавим є дослiдити
розподiл R-порядкiв випадкових рядiв Дiрiхле в термiнах функцiй розподiлу їхнiх
випадкових компонент.
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Напрямок
дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений планами наукової роботи Львiв-
ського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.

Дисертацiйна робота є складовою частиною дослiджень за держбюджетною
темою Мг–145Ф “Новi комплексно–ймовiрнiснi методи дослiдження асимптоти-
чних властивостей аналiтичних i субгармонiйних функцiй, зображених випадко-
вими рядами та iнтегралами” (номер держреєстрацiї 0113 U 003051).
Мета i завдання дослiдження.

Мета дослiдження — встановлення нових результатiв в термiнах функцiй
розподiлу випадкових компонент випадкових рядiв Дiрiхле про опис абсцис збi-
жностi та R-порядкiв їхнього зростання, а також областей збiжностi випадкових
кратних рядiв Дiрiхле.

Об’єкт дослiдження: ряди Дiрiхле вiд однiєї та багатьох змiнних з випадко-
вими показниками та коефiцiєнтами.

Предмет дослiдження: абсциси збiжностi i R-порядки зростання випадкових
рядiв Дiрiхле та областi збiжностi кратних рядiв Дiрiхле.

Завдання дослiдження:
— В термiнах функцiй розподiлу випадкових попарно незалежних показникiв

ряду Дiрiхле отримати оцiнки абсцис його збiжностi;
— Дослiдити абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з випадковими пока-

зниками та випадковими коефiцiєнтами;
— В термiнах функцiй розподiлу випадкових компонент рядiв Дiрiхле описати
R-порядки їхнього зростання;

— В термiнах функцiй розподiлу випадкових коефiцiєнтiв описати областi збi-
жностi випадкових кратних рядiв Дiрiхле;

Методи дослiдження: Для розв’язання поставлених задач використовуються
методи математичного i комплексного аналiзу, теорiї функцiй, теорiї ймовiрно-
стей, а також деякi iдеї i пiдходи з дослiджень, якi виконали О.Ю. Задорожна,
О.Б. Скаскiв, П.В. Фiлевич, Л.О. Шаповаловська, L. Arnold, T. Fanji, K. Roters.
Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати дисертацiї, якi ви-
носяться на захист, є новими. У роботi вперше отримано такi результати:
— Вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових попарно незалежних пока-

зникiв ряду Дiрiхле отримано оцiнки абсцис його збiжностi.
— Вперше дослiджено абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з випадкови-

ми показниками та випадковими коефiцiєнтами.
— Вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових компонент рядiв Дiрiхле

описанi R-порядки їхнього зростання.
— Вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових коефiцiєнтiв описано обла-

стi збiжностi випадкових кратних рядiв Дiрiхле.
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Практичне значення одержаних результатiв. Науковi результати, отриманi
у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний характер i можуть бути застосовани-
ми у подальших дослiдженнях в теорiї аналiтичних функцiй та в iнших галузях
математики.
Особистий внесок здобувача. Зi статей, виконаних у спiвавторствi, у дисер-
тацiю включенi з повними доведеннями лише результати, якi належать авторо-
вi дисертацiї. Доведення кiлькох тверджень допомiжного характеру, отриманих
спiвавторами здобувача, наводяться для повноти картини у рукописi дисертацiї
з люб’язного дозволу спiвавторiв. У статтях, виконаних у спiвавторствi, науково-
му керiвнику належать постановки задач i загальна iдея застосування уточненої
другої частини леми Бореля-Кантелi для отримання результатiв в термiнах обме-
жень на вiдповiднi функцiї розподiлу – випадкових коефiцiєнтiв чи випадкових
показникiв. А.О. Куриляку належать: у статтi [2] остаточнi варiанти доведень
наслiдкiв 10 i 13 (Corollary 10, 13), у статтi [3] – Твердження 5, у статтi [4] – Твер-
дження 1.4, а у статтi [6] – Твердження 10 (Proposition 10), та в однаковiй мiрi
всiм авторам статтi доведення Твердження 7 (Proposition 7). Решта тверджень з
вказаних праць належать здобувачцi.
Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiї апробовано на таких
конференцiях i наукових семiнарах:
1) Мiжнароднiй математичнiй конф.iм.В.Я. Скоробогатька (Дрогобич, 25.08–

29.08.2015);
2) Мiжнароднiй конференцiї ”Complex analysis and related topics” (Львiв, 30.05–

4.06.2016);
3) Всеукр. наук. конф. “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та математичного

аналiзу” (Ворохта, 22.02-25.02.2017);
4) Мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу присвяченiй 125-рiччю

Стефана Банаха (Львiв, 18–23.09.2017);
5) Мiжнароднiй наук. конф. Сучаснi проблеми математики та її застосування в

природничих науках i iнформацiйних технологiях, присв. 50-рiччю ф-ту мат.
та iнформ. (Чернiвцi, 17-19 вересня 2018);

6) науковому cемiнарi з теорiї потенцiалу та застосувань у Львiвському нацiо-
нальному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвники проф. О. Б. Скаскiв, до-
ктор фiз.-мат. наук I. Е. Чижиков, 2016-2018);

7) львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй (керiвники проф.
А.А. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв, 2015, тепер – проф. О. Б. Скаскiв,
проф. I.Е. Чижиков, проф. М.В. Заболоцький, проф. П.В. Фiлевич у 2017-
2018);

8) науковому семiнарi з теорiї функцiй у Дрогобицькому державному педунiвер-
ситетi iм. I. Франка (керiвник проф. Б. В. Винницький, 2019).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 12 статтях i наукових
повiдомленнях, з яких 6 ( [1–6]) — у виданнях з перелiку видань, у яких слiд
опублiкувати результати дисертацiї; зокрема 1 ([2]) – у закордонному виданнi, 2
([2, 6]) у виданнях, вiдображених в Scopus i 5 у тезах конференцiй рiзного рiвня.
Структура та об’єм дисертацiї. Дисертацiя складається з анотацiї (українською
та англiйською мовами), перелiку основних позначень, вступу, трьох роздiлiв, ви-
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сновкiв та списку лiтератури. Загальний обсяг роботи – 146 сторiнок, обсяг списку
використаних джерел налiчує 76 найменувань i займає 7 сторiнок.

Основний змiст дисертацiї

У вступi обгрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, вказанi мета, завдання та
методи дослiджень, пiдкреслено наукову новизну отриманих результатiв, наведе-
но форми апробацiї одержаних результатiв, описано особистий внесок здобувача,
кiлькiсть публiкацiй, структуру та обсяг дисертацiї.

Роздiл 1 мiстить огляд праць, що стосуються дисертацiйного дослiдження, а
також наведено основнi результати дисертацiї.

Введемо такi позначення. Через R,C,N,Z позначаємо, вiдповiдно, множини
дiйсних, комплексних, натуральних i цiлих чисел, а R+

def
= [0,+∞), Z+ = N∪{0}.

Для x ∈ R позначатимемо Πx := {z ∈ C : Re z ≤ x} – пiвплощину.

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, тобто,A – σ-алгебра пiдмножин Ω, а
P – злiченно-адитивна ймовiрнiсна мiра на A. Крiм цього, нехай Λ =

(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0, вiдповiдно, послiдовностi невiд’ємних та комплекснозначних

випадкових величин на (Ω,A,P). Нехай також Λ+ = (λk) позначає числову по-
слiдовнiсть таку, що 0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞).
Через D(Λ) позначимо клас формальних випадкових рядiв Дiрiхле вигляду

Fω(z) = F (z, ω) =
+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω) (1)

При фiксованому ω = ω0 вiн є звичайним (детермiнованим) формальним рядом
Дiрiхле. Нехай

D :=
⋃
Λ

D(Λ),

а D(Λ+) – пiдклас рядiв з класу D з фiксованою послiдовнiстю показникiв Λ+,
тобто, рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами i монотонно зростаючою нео-
бмеженою послiдовнiстю показникiв. При цьому вважатимемо, що означення кла-
су D мiстить умову, що для кожного ряду Fω вигляду (1) з класу D i для кожного
ω iснує x1 = x1(ω) = x1(Fω) < 0 таке, що

fk(ω)ex1λk(ω) → 0 (k → +∞) м.н.
Позначимо σзб(F, ω), σ(F, ω) = σa(F, ω) – вiдповiдно абсциси збiжностi, абсолю-
тної збiжностi, рiвномiрної збiжностi i обмеженостi цього ряду; σµ(F, ω) – абсциса
iснування максимального члена ряду Дiрiхле. Власне, при фiксованому ω ∈ Ω
визначимо їх наступними рiвностями:

σзб(F, ω) := sup{x : ряд (1) збiжний у пiвплощинi Πx},
σ(F, ω) := sup{x : ряд (1) абсолютно збiжний у пiвплощинi Πx},

а вслiд за П.В.Фiлевичем3, σµ(F, ω) визначимо рiвнiстю
σµ(F, ω) := sup{σ : (∀x < σ)[fk(ω)exλk(ω) → 0 (k → +∞)]}.

Крiм цього, у випадку детермiнованих рядiв Дiрiхле, тобто, рядiв з послiдовнiстю
невiд’ємних показникiв i числовою послiдовнiстю коефiцiєнтiв писатимемо σзб(F ),
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σ(F ), σµ(F ) замiсть σзб(F, ω), σ(F, ω), σµ(F, ω).
Позначимо

τ(ω,Λ) := lim
n→∞

lnn

λn(ω)
i τ(Λ) := τ(ω,Λ) для послiдовностi дiйсних чисел Λ = (λk).

У цьому роздiлi спочатку доведено ряд тверджень про спiввiдношення мiж
рiзними абсцисами збiжностi рядiв Дiрiхле вигляду (1). Характерними тут є такi
твердження.
Твердження 2.2. Нехай F ∈ D має вигляд (1) i lim

k→+∞
λk(ω) := λ(ω) > 0 м.н.

Тодi

σµ(F, ω) = α0(ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

м.н.

Твердження 2.6. Нехай F ∈ D, має вигляд (1) i lim
k→+∞

λk(ω) > 0 м.н. Якщо для

довiльних функцiй γ, δ : Ω→ R i всiх ω ∈ Ω таких, що γ(ω) ≥ 0 м.н. виконується
умова

+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞, (2)

то м.н. виконуються нерiвностi
σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(ω)− δ(ω) = γ(ω)σµ(F, ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω).

Твердження 2.6 є ключовим при доведеннi iнших тверджень як з даного, так
i наступного пiдроздiлу.

Варто зауважити, що для рядiв Дiрiхде з послiдовнiстю показникiв Λ+, твер-
дження 2.6 доведене в7 (див. також8) . А для рядiв Дiрiхле з монотонно зростаю-
чою до +∞ послiдовнiстю показникiв Λ+ в статтi 9 нерiвностi з Твердження 2.6
фактично доведенi за умови

h(γ, δ, ω)
def
= lim

k→∞

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)|+ δ(ω)λk(ω)

ln k
> 1,

. з якої умова (2) випливає, а навпаки, в загальному, iмплiкацiї нема.
Другий пiдроздiл роздiлу 2 присвячено дослiдженню рядiв Дiрiхле з випад-

ковими показниками та випадковими коефiцiєнтами.
Для F ∈ D вигляду (1) з коефiцiєнтами fk(ω) = akξk(ω) розглянемо ряди

Дiрiхле

F3(x) =
+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk , F4(x) =
+∞∑
k=0

|ak|exλk .

Через Θ позначимо клас послiдовностей комплекснозначних випадкових ве-
личин ξn таких, що

(∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 ≤ |ξn(ω)| ≤ c2 м.н.
7Задорожна О.Ю., Скаскiв О.Б. Елементарнi зауваження про абсциси збiжностi iнтегралiв Лапласа-Стiлт’єса // Буко-

винський мат. журн.– 2013. – Т.1, №3—4. – С.45—-50.
8Скаскiв О.Б., Бандура А.I. Асимптотичнi оцiнки додатних iнтегралiв та цiлi функцiї. – Львiв–Iвано-Франкiвськ: пп. Голiней,

2015. – 108 с.
9 Мулява О.М. Про абсцису збiжностi ряду Дiрiхле // Мат. студiї. – 1998. – Т.9, №2. – C.171–176.
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Через ∆ позначимо клас невiд’ємних випадкових величин δn таких, що

(∀x ∈ R)(∀n ∈ N) : E(exδn) ≤ C1 = C1(x) < +∞.
З доведеного у цьому пiдроздiлi Твердження 2.14 за допомогою теореми про

три ряди отримано таке твердження про абсцису збiжностi випадкового ряду.

Теорема 2.1. Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈ D з коефiцiєнтами f = (fk(ω)) i
показниками Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k ≥ 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо E
(
ξne

xδn
)

= 0 для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ R,
(
ξke

xδk
)
– послi-

довнiсть незалежних випадкових величин для кожного x ∈ R, то σзб(F, ω) ≥
σ(F3) м.н.

2. Якщо додатково припустити, що (∃C2(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) : E(exδn) ≥
C2(x), то σзб(F, ω) = σ(F3) м.н.

Наступне твердження стосується абсциси абсолютної збiжностi випадкового
ряду. Якщо абсциса збiжностi випадкового ряду вигляду (1) пов’язана з абсцисою
збiжностi (абсолютної) ряду F3, то його абсциса абсолютної збiжностi пов’язана
з абсцисою збiжностi (абсолютної) ряду F4.

Теорема 2.2. Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈ D з коефiцiєнтами f = (fk(ω)) i
показниками Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk + δk(ω), {λk : k ≥ 0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо
(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових величин для кожного

x ∈ R, то σ(F, ω) ≥ σ(F4) м.н.

2. Якщо додатково припустити, що

(∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n ≥ 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1

i (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6= ∞ м.н., а також (∃C3(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈ R) :
Dexδn ≥ C3(x), то σ(F, ω) = σ(F4) м.н.

У третьому пiдроздiлi другого роздiлу доведено ряд тверджень для рядiв
Дiрiхле з випадковими попарно незалежними коефiцiєнтами.

Зокрема, там встановлено таке твердження.
Твердження 2.15. Нехай F ∈ D(Λ) i має коефiцiєнти вигляду fk(ω) = akZk(ω).
Якщо виконуються умови

lim
k→∞

ln k

ln |ak|
= 0, lim

k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 lim
k→∞

∣∣∣ ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣ ≤ δ(ω) < 1 м.н.,

то м.н. σзб(F, ω) = σ(F, ω) = α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

.

Використовуючи твердження 2.15 ми довели такi теореми 2.5 i 2.6.

Теорема 2.5. Нехай F ∈ D(Λ) i має вигляд (1), а її коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови Твердження 2.15. Припустимо, що

(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних випадкових величин з функцiями розподiлу

Φk(x)
def
= P{ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0.

Виконуються наступнi твердження:
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a) i) Якщо σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н., то

(∀ε ∈ (0, ρ)) :
+∞∑
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ+ ε

)
)
<∞;

ii)Якщо 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н., то

(∀ε > 0) :
+∞∑
k=0

Φk(
ln |ak|
−ρ+ ε

) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0), lim
k→+∞

δk = −ρ,

ρ ∈ (0,+∞], i
+∞∑
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞,

то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = ρ,

ρ ∈ [0,+∞], i
+∞∑
k=0

Φk(
ln |ak|
δk

) = +∞,

то σ(F, ω) ≤ −ρ м.н.

Теорема 2.6. Нехай F ∈ D(Λ), її коефiцiєнти мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i
виконуються умови Твердження 2.15. Тодi виконуються твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)
i

+∞∑
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ+ εk

)
)
< +∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞) i

+∞∑
k=0

Φk(
ln |ak|
−ρ+ εk

) < +∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

b) Якщо σ(F, ω) = −∞ м.н., то (∀E > 1) :
+∞∑
k=0

Φk(
1

E
ln |ak|) = +∞.

Доведення теорем 2.7 та 2.8 проведено аналогiчно доведенню вiдповiдних
теорем 2.5 i 2.6.

Теорема 2.7. Нехай F ∈ D(Λ), її коефiцiєнти мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i
виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.
Припустимо, що

(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних випадкових вели-

чин з функцiями розподiлу Φk(x)
def
= P{ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0. Тодi

виконуються наступнi твердження:
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a) i) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н. =⇒ (∀ε ∈ (0, ρ)) :
∑+∞

k=0

(
1−Φk(

ln |ak|
−ρ+ε)

)
<

∞;
ii) 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н. =⇒ (∀ε > 0) :

∑+∞
k=0 Φk(

ln |ak|
−ρ+ε) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0), lim
k→+∞

δk = −ρ,

ρ ∈ (0,+∞], i
∑+∞

k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞, то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0), lim

k→+∞
δk = ρ,

ρ ∈ [0,+∞], i
∑+∞

k=0 Φk(
ln |ak|
δk

) = +∞, то σ(F, ω) ≤ −ρ м.н.

Теорема 2.8. Нехай F ∈ D(Λ), її коефiцiєнти мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i
виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.
Тодi виконуються наступнi твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞)

i
∑+∞

k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ+εk

)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0 (k → +∞) i∑+∞
k=0 Φk(

ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :

∑+∞
k=0 Φk(

1
E ln |ak|) = +∞.

За допомогою доведеного у цьому пiдроздiлi Твердження 2.18, отримано те-
ореми 2.9 i 2.10, що є повними аналогами теорем 2.7 i 2.8, у випадку, коли умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.
замiнити на умови

τ(ω,Λ) = 0 i lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н.

У четвертому пiдроздiлi розглянуто числовi характеристики зростання ви-
падкових рядiв Дiрiхле. Отримано новi твердження про обчислення R-порядкiв
i R-типiв для випадкових цiлих рядiв Дiрiхле з показниками Λ+ i коефiцiєнтами
вигляду fk(ω) = akZk(ω).

В теоремi 2.11 встановлено умови, якi повиннi задовольняти випадковi вели-
чини fk(ω) для того, щоб для довiльного наперед заданого ρ ∈ [0,+∞] виконува-
лась рiвнiсть ρF (ω) = ρ м.н.

Теорема 2.11. Нехай Fω ∈ D(Λ), має вигляд Fω(z) =
∑+∞

k=0 fk(ω)ezλk , а
(
|fk(ω)|

)
– послiдовнiсть попарно незалежних випадкових величин з функцiями розподiлу
Φk(x) := P{ω : |fk(ω)| < x}, x ∈ R, k ∈ Z+. Якщо β(Λ) = lim

k→+∞
ln k

λk lnλk
= 0, то:

a) Для того, щоб ρF (ω) = ρ ∈ (0,+∞) м.н., необхiдно i досить, щоб (∀ε ∈ (0, ρ) :
+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−

1
ρ+ελk lnλk

))
< +∞ ∧

+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−

1
ρ−ελk lnλk

))
= +∞.

b) Для того, щоб ρF (ω) = 0 м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :
+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−ελk lnλk + 0

))
< +∞.
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c) Для того, щоб ρF (ω) = +∞ м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :
+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−ελk lnλk

))
= +∞.

Теорема 2.12, яка стосується R-типiв для випадкових цiлих рядiв Дiрiхле,
доводиться подiбно до Теореми 2.11 з використанням Твердження 2.22.

У третьому роздiлi дослiджуються областi збiжностi кратних рядiв Дiрiхле.
Нехай Λp = (λ(n))n∈Zp+, де λ(n) = (λ

(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ) ∈ Rp

+ = [0,+∞)p, (n) =

(n1, . . . , np) ∈ Zp
+, Z+ := N ∪ {0}, p ∈ N. У випадку, коли (λ

(j)
k )k∈Z+

, 1 ≤ j ≤ p,

зростаючi до +∞ послiдовностi невiд’ємних чисел, тобто, 0 = λ
(j)
0 < λ

(j)
k < λ

(j)
k+1 ↑

+∞ (1 ≤ k ↑ +∞, 1 ≤ j ≤ p), використовуємо позначення Λp
+. Через Dp(Λp)

позначимо клас формальних кратних рядiв Дiрiхле вигляду

F (s) =
∞∑
‖n‖=0

a(n) exp{(λ(n), s)}, (3)

s = (s1, . . . , sp) ∈ Cp, sj = σj + itj (j ∈ {1, . . . , p}),
таких, що iснує σ ∈ Rp таке, що

a(n) exp(λ(n), σ)→ 0 (‖n‖ := n1 + . . .+ np → +∞), (4)

де (a(n)) – послiдовнiсть комплексних чисел, (λ(n), s) = λ
(1)
n1 s1 + . . .+ λ

(p)
np sp, (n) =

(n1, n2, ..., np).
Для σ ∈ Rp

:= [−∞,+∞]p позначимо Πσ := {s ∈ Cp : Re s < σ}, де Re s =
(Re s1, . . . ,Re sp), x = (x1, . . . , xp) < b = (b1, . . . , bp)⇐⇒ xj < bj (∀j ∈ {1, . . . , p}),
а x ≥ b⇐⇒ xj ≥ bj (∀j ∈ {1, . . . , p}).

Нехай Ga = {x ∈ Rp : ряд (3) абсолютно збiжний в Πx}. У випадку по-
слiдовностi Λp

+ область iснування максимального члена визначається (див. 10) (як
множина тих σ ∈ Rp, що µ(σ, F ) = µ(σ1, . . . , σp, F ) = max{|a(n)| exp(λ(n), σ) : (n) ∈
Zp

+} < +∞. В загальному, область iснування максимального члена Gµ визначимо
як внутрiшнiсть множини тих σ ∈ Rp, для яких виконується умова (4). Як i у
випадку рядiв Дiрiхле вiд однiєї змiнної промiжнi твердження про опис множини
iснування максимального члена ряду Дiрiхле, становлять одну з опорних точок
всiєї конструкцiї доведень у цьому роздiлi. Базовими у цьому роздiлi є твердження
3.3, 3.10 i 3.13, а основнi результати роздiлу мiстяься у Теоремах 3.1 i 3.2.

Теорема 3.1. Нехай F ∈ Dp(Λp). Припустимо, що
(
|f(n)(ω)|

)
послiдовнiсть по-

парно незалежних випадкових величин з функцiєю розподiлу Φ(n)(x) := P{ω :
|f(n)(ω)| < x}, x ∈ R, (n) ∈ Zp

+. Виконуються наступнi твердження:
a) Для того, щоб σ ∈ ∂Ga ∩

(
R+ \ {0}

)p м.н., необхiдно i досить, щоб (∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

))
< +∞ ∧

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n)) + 0

))
= +∞.

10Задорожна О.Ю., Скаскiв О.Б. Про спряженi абсциси збiжностi кратного ряду Дiрiхле // Карпатськi мат. публ./ Carpathi-
an Math. Publ. – 2009. – Т.1, №2. – С.152–160.
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b) Для того, щоб σ ∈ ∂Ga ∩
(
−∞, 0)p м.н., необхiдно i досить, щоб (∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n))

))
< +∞ ∧

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

))
= +∞.

c) Для того, щоб Ga = Rp м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀∆ > 0) :
+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
exp(−∆‖λ(n)‖)

))
< +∞.

Розглянемо ряди Дiрiхле вигляду

F (s) = Fω(s) = F (s, ω) =
+∞∑
‖n‖=0

a(n) exp{(λ(n)(ω), s)}, (5)

де
(
a(n)
)
- послiдовнiсть комплексних значень, i Λp = (λ(n)(ω))n∈Zp+, λ(n)(ω) : Ω→

Rp
+ послiдовнiсть випадкових векторiв з невiд’ємними випадковими компонентами

на ймовiрнiсному просторi
(
Ω,A, P

)
. Через Dpex позначимо клас рядiв Дiрiхле

вигляду (3) таких, що Fω ∈ Dp(Λp) м.н.

Теорема 3.2. Нехай f ∈ Dex i Λ =
(
λ(n)(ω)

)
(n)∈Zp+

- послiдовнiсть, така, що
послiдовнiсть

(
‖λ(n)(ω)‖

)
(n)∈Zp+

- послiдовнiсть попарно незалежних випадкових
величин з функцiями розподiлу Φ(n)(x) := P{ω : ‖λ(n)(ω)‖ < x}, x ∈ Rp, (n) ∈
Zp

+. Для того, щоб Ga = Rp м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :
+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
exp(−ε ln |a(n)|)

))
< +∞. (6)

ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню абсцис i областей збiжностi випадкових
рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами i випадковими показниками, як вiд
однiєї змiнної, так i вiд багатьох комплексних змiнних, а також випадкових R-
порядкiв зростання випадкових рядiв Дiрiхле.

У дослiдженнi як областей збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле основною
лiнiєю дослiдження є вiдмова вiд апрiорних умов на послiдовнiсть показникiв.
У тому числi ряд результатiв стосуються випадку рядiв Дiрiхле з довiльною,
взагалi кажучи немонотонною, послiдовнiстю невiд’ємних показникiв. У дисер-
тацiйнiй роботi на основi нових тверджень про спiввiдношення мiж абсцисами
для таких загальних рядiв Дiрiхле з вперше в термiнах умов, що накладаються
на функцiї розподiлу випадкових попарно незалежних показникiв ряду, отрима-
но оцiнки абсцис його збiжностi, а також вперше дослiджено абсциси збiжно-
стi випадкових рядiв Дiрiхле з випадковими показниками та випадковими ко-
ефiцiєнтами. Ранiше подiбнi результати про абсциси збiжностi рядiв Дiрiхле з
випадковими коефiцiєнтами i монотонною послiдовнiстю показникiв в термiнах
обмежень, що накладаються на функцiї розподiлу випадкових попарно незале-
жних коефiцiєнтiв ряду, роглянули О.Б.Скаскiв i Л.О.Шаповаловська (2015 р.).
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У дисертацiї також вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових компо-
нент рядiв Дiрiхле описанi випадковi R-порядки їхнього зростання. На основi
нових тверджень про спiввiдношення мiж областями збiжностi кратних рядiв
Дiрiхле вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових коефiцiєнтiв описано
областi збiжностi випадкових кратних рядiв Дiрiхле. Ряд тверджень, доведених
у дисертацiї для рядiв Дiрiхле з довiльною послiдовнiстю показникiв, i якi вiдi-
грають у дисертацiйному дослiдженнi допомiжну роль, узагальнюють вiдповiднi
як одновимiрнi твердження, так i твердження для кратних рядiв Дiрiхле, до-
веденi ранiше у випадку рядiв з монотонно зростаючою послiдовнiстю показни-
кiв О.М.Мулявою (1998), Х.Хеденмальмом (2000), П.Фiлевичем (2003), Т.Фанжi
(1998–2003), О.Ю.Задорожною i О.Б.Скаскiвим (2009, 2013) та iншими.

Основнi результати дисертацiї є новими i мають завершений характер. Отри-
манi результати про випадковi ряди Дiрiхле з випадковими показниками є принци-
пово новими i можуть стати основою для подальших результативних дослiджень,
як самих рядiв, так i появи нових їхнiх застосувань в iнших роздiлах математики.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується чiткими i детальними
доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у фахових журналах i апробованi
на багатьох мiжнародних та всеукраїнських наукових конференцiях i спецiалiзо-
ваних наукових семiнарах.
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АНОТАЦIЯ

Стасiв Н. Ю. Асимптотичнi властивостi випадкових рядiв Дiрiхле. — Квалiфiкацiйна наукова праця
на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математичних наук за спецiальнiстю
01.01.01 “математичний аналiз” (111 — математика). — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана
Франка, Львiв, 2019.

У дисертацiйнiй роботi основним об’єктом дослiдження є ряди Дiрiхле з випадковими показниками i
випадковими коефiцiєнтами, випадковi кратнi ряди Дiрiхле.

Отримано оцiнки абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле з довiльною послiдовнiстю невiд’ємних показникiв в
термiнах умов, що накладаються на функцiї розподiлу попарно незалежних показникiв ряду. Дослiджено
абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з випадковими показниками та випадковими коефiцiєнтами. У
термiнах обмежень, якi накладаються на послiдовнiсть функцiй розподiлу попарно незалежних показникiв
встановлено умови, за яких абсциса абсолютної збiжностi дорiвнює майже напевно (м.н.) наперед заданому
числу або є нескiнченною. Отримано умови у термiнах функцiй розподiлу послiдовностi випадкових коефi-
цiєнтiв, за яких R-порядки i R-типи зростання випадкових рядiв Дiрiхле дорiвнюють м.н. наперед заданим
невiд’ємним числам або нескiнченностi. Для випадкових кратних рядiв Дiрiхле в термiнах функцiй розпо-
дiлу випадкових коефiцiєнтiв описано областi збiжностi та встановлено спiввiдношення мiж ними. Вивчено
питання про опис R-порядкiв випадкових цiлих рядiв Дiрiхле у термiнах функцiй розподiлу послiдовностi
їхнiх випадкових коефiцiєнтiв.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими, вони мають теоретичний характер та
можуть бути використанi як в теорiї рядiв Дiрiхле, так i в її застосуваннях.

Ключовi слова: випадковi ряди Дiрiхле, кратнi ряди Дiрiхле, абсциса збiжностi, R-порядок зроста-
ння, цiла функцiя.

АННОТАЦИЯ

Стасив Н. Ю. Асимптотические свойства случайных рядов Дирихле. — Квалификационная научная
работа на правах рукописи.

Дисертация на соискание научной степени кандидата физико-математических наук по специальности
01.01.01 “математический анализ” (111 — математика). — Львовский национальный университет имени Ивана
Франко, Львов, 2019.

В диссертационной работе основным объектом исследования являются ряды Дирихле со случайными
показателями и случайными коэффициентами, а также случайные кратные ряды Дирихле.

Получены оценки абсцис сходимости рядов Дирихле с произвольной последовательностью неотрица-
тельных показателей в терминах условий, налагаемых на функции распределения попарно независимых
показателей ряда. Исследованы абсциссы сходимости случайных рядов Дирихле со случайными показателя-
ми и случайными коэффициентами. В терминах ограничений, налагаемых на последовательность функций
распределения попарно независимых показателей получены условия, при которых абсцисса абсолютной схо-
димости почти наверное равняется (м.н.) наперед заданному значению или равняется бесконечности. По-
лучены условия в терминах функций распределения последовательности случайных коэффициентов, при
которых R-порядки роста целых случайных рядов Дирихле почти наверное равняются наперед заданному
неотрицательному числу или бесконечности. Для случайных кратных рядов Дирихле в терминах функций
распределения случайных коэффициентов описаны области сходимости.

Все выносимые на защиту результаты диссертации новые, имеют теоретический характер и могут быть
использованы как в теории рядов Дирихле, так и в её приложениях.

Ключевые слова: случайные ряды Дирихле, кратные ряды Дирихле, абсцисса сходимости,R-порядок
роста, целая функция.
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The dissertation consists of an introduction, 3 chapters, conclusions to each section and general conclusions,
list of sources used. The introduction substantiates the relevance of the research topic, formulates the purpose,
task, subject, object and methods of the research, presents the scientific novelty, the practical significance of the
results obtained, the relationship of work with scientific themes and the personal contributions of the author of
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the dissertation, a list of conferences and scientific seminars, on which the results of the dissertation research are
tested; List of publications in which the main results of the dissertation are published.

In the dissertation, the main object of investigations are Dirichlet series with random exponents and random
coefficients and also random multiple Dirichlet series.

There were obtained the estimates of the abscissa of convergence of Dirichlet series with arbitrary sequence of
positive exponents in terms of conditions imposed on the distribution functions of pairwise independent exponents
of such series. The abscissas of convergence of random Dirichlet series with random exponents and random coeffi-
cients are investigated. In terms of restrictions imposed on the sequence of the distribution functions of pairwise
independent exponents are established conditions in which the abscissa of absolute convergence almost surely (a.s.)
is equal to the predetermined number or is infinite. Conditions in terms of the distribution functions of the sequence
of random coefficients, in which R-types and R-orders of the growth of random Dirichlet series are equal to the
predetermined nonnegative number or are infinities are given. For random multiple Dirichlet series in terms of
the distribution functions of random coefficients, the domains of convergence are described and the relationship
between them are established. The question of the description of R-orders of random Dirichlet series in terms of
the distribution functions of the sequence of their random coefficients is investigated.

All results of the thesis are new. They have theoretical meaning and can be used both in Dirichlet series
theory and in the it’s applications.

Keywords: random Dirichlet series, multiple Dirichlet series, abscissa of convergence, R-order of the growth,
entire function.
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