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АНОТАЦIЯ

Стасiв Н.Ю. Асимптотичнi властивостi випадкових рядiв Дiрi-
хле. — Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-
математичних наук за спецiальнiстю 01.01.01 “Математичний ана-
лiз” (111 — Математика). — Львiвський нацiональний унiверситет
iменi Iвана Франка, Львiв, 2019.

Дисертацiя складається зi вступу, 3 роздiлiв, що охоплюють 8
пiдроздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел. У вступi об-
ґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сформульовано мету,
завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено нау-
кову новизну, теоретичне значення отриманих результатiв, зв’язок
роботи з науковими темами та особистий внесок здобувача. Також
вказано, де апробованi та опублiкованi основнi результати дисерта-
цiї.

У роботi об’єктом дослiдження є ряди Дiрiхле, як вiд онiєї змiн-
ної, так i вiд багатьох змiнних, з випадковими показниками та ви-
падковими коефiцiєнтами.

Дослiджено абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле. Подi-
бнi твердження доведено стосовно областей збiжностi для випад-
кових кратних рядiв Дiрiхле. В термiнах функцiй розподiлу випад-
кових коефiцiєнтiв описано R-порядки i R-типи випадкових цiлих
рядiв Дiрiхле.

Дослiдження властивостей аналiтичних функцiй в залежностi
вiд властивостей коефiцiєнтiв функцiюнальних рядiв, якими вони
зображаються, є одним з важливих напрямiв у теорiї функцiй вiд
початку її виникнення наприкiнцi ХIХ ст. Поряд з цим, розгляд
випадкових аналiтичних функцiй дає в руки дослiдника потужний
iнструмент встановлення “кiлькостi” аналiтичних функцiй з тими
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чи iншими властивостями. Вiдносно добре дослiдженими є випад-
ковi ряди Дiрiхле змонотонно зростаючою до нескiнченностi послi-
довнiстю показникiв чи степеневi ряди, коефiцiєнти яких утворенi
у виглядi добуткiв елементiв числової послiдовностi i послiдовностi
незалежних випадкових величин, бо тодi, за законом нуля i одини-
цi Колмогорова, наприклад, абсциси збiжностi випадкового ряду
Дiрiхле (вiдповiдно, радiус збiжностi випадкового степеневого ря-
ду) є майже напевне сталими. Поряд з цим випадок загальних ви-
падкових рядiв, як степеневих, так i Дiрiхле, у яких послiдовнiсть
показникiв є послiдовнiстю незалежних випадкових величин, або
обидвi послiдовностi коефiцiєнтiв i показникiв одночасно, залиша-
лись практично зовсiм не дослiдженими.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд основних результатiв
попередникiв за темою дисертацiйного дослiдження, а також опис
основних результатiв даного дисертацiйного дослiдження.

У другому роздiлi дисертацiї мiстяться 4 пiдроздiли. У першому
пiдроздiлi проведенi дослiдження абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле
здовiльною послiдовнiстю попарно рiзних невiд’ємних показникiв.
При цьому, наскiльки це взагалi є можливим, у своєму дослiджен-
нi ми уникаємо яких би то не було апрiорних умов, крiм умови,
що множина iснування максимального члена ряду є непорожньою,
iншими словами, що iснують точки, в яких виконується необхiдна
умова збiжностi ряду – прямування загального члена ряду до нуля.
Всi доведенi тут твердження для зручностi формулюються i дово-
дяться для випадкових рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами
i показниками, хоча частина з них є фактично новими твердже-
ннями для детермiнованих рядiв Дiрiхле з довiльною послiдовнi-
стю попарно рiзних невiд’ємних показникiв. Пiдроздiл 2.2 по-сутi є
логiчним продовженням попереднього пiдроздiлу. Тут реалiзовано
таку схему дослiдження абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле з випадко-
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вими показниками, що є сумою елементiв числової послiдовностi i
послiдовностi випадкових величин, i випадковими коефiцiєнтами,
утвореними у виглядi добуткiв елементiв числової послiдовностi i
послiдовностi випадкових величин. Доведена тут теорема 2.1 по-
в’язує випадкову абсцису збiжностi випадкового ряду з абсцисою
абсолютної збiжностi детермiнованого ряду Дiрiхле, утвореного з
квадратiв детермiнованих елементiв початкового випадкового ря-
ду, а теорема 2.2 пов’язує абсцису абсолютної збiжностi випадко-
вого ряду з абсцисою абсолютної збiжностi детермiнованого ряду
Дiрiхле, утвореного з тих самих, що i у випадку теореми 2.1. детер-
мiнованих елементiв початкового випадкового ряду. Твердження
такого вигляду в лiтературi не мають попередникiв. Пiдроздiл 2.3
присвячено опису абсцис збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з ви-
падковими коефiцiєнтами спецiального, описаного вище вигляду, i
випадковими показниками, в термiнах обмежень, якi накладаються
на функцiї розподiлу попарно незалежних випадкових показникiв.
Всi з доведених тут теорем 2.5 – 2.10 є новими i не мають попе-
редникiв та є аналогами тверджень, встановлених у 2015 р. (О.Б.
Скаскiв i Л.О.Шаповаловська) в термiнах обмежень на функцiї роз-
подiлу попарно незалежних випадкових коефiцiєнтiв у випадку ви-
падкових рядiв з монотонно зростаючою послiдовнiстю показникiв.
У пiдроздiлi 2.4 в термiнах обмежень, що накладаються на функцiї
розподiлу випадкових коефiцiєнтiв, описано випадковi R-порядки
i R-типи зростання. Власне, у теоремi 2.11 встановлено критерiй
того, що випадковий R-порядок зростання ρF (ω) дорiвнює довiль-
ному наперед заданому значенню ρ ∈ [0,+∞].

Роздiл 3 присвячено дослiдженню областей збiжностi випадко-
вих кратних рядiв Дiрiхле як з випадковими коефiцiєнтами (пiдроз-
дiл 3.1), так i з випадковими показниками (пiдроздiл 3.2). Отриманi
тут теореми 3.1 i 3.2 мають характер критерiїв, а за формою, є подi-
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бними на вiдповiднi теореми для рядiв Дiрiхле вiд однiєї змiнної, як
встановленi у попередньому роздiлi, так i, згаданi вище результати
Скаскiва-Шаповаловської.

Ключовi слова: аналiтична функцiя, випадковi ряди Дiрiхле,
кратнi ряди Дiрiхлне, абсциса збiжностi, функцiї розподiлу, неза-
лежнi випадковi змiннi, R - порядок зростання, R - тип зростання
.
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ABSTRACT

Stasiv N.Yu. Asymptotic properties of random Dirichlet series. —

Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis for the degree of Candidate of Physical and Mathematical

Sciences, speciality 01.01.01 — Mathematical analysis (111 - Mathemat-

ics), Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2018.

The thesis consists of an introduction, 3 sections, conclusions, ref-

erences. The introduction consists of the relevance of research topic,

purpose, objectives, subject, object and research methods. The intro-

duction substantiates the relevance of research topic. The goal, subject,

object and methods of the research are listed there. Scientific novelty,

the practical significance of the results, the relation to scientific topic and

applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

The objects of investigations are Dirichlet series with random expo-

nents and random coefficients and random Dirichlet series.

In this work, the object of the study is the Dirichlet series, both from

the one variable, and from several variables, with random exponentes

and random coefficients.

The abscissa of the convergence of random Dirichlet series is studied.

Similar statements are proved about the convergence regions for random

multiple Dirichlet series. In the terms of the distribution functions of

random coefficients, we describe the R-order and the R-types of the

growth of random entire Dirichlet series.

Investigation of the properties of analytic functions, depending on the

properties of the coefficients of the functional series, which they are de-

picted, is one of the important directions in the theory of functions since

its inception at the end of the nineteenth century. Along with this, the

consideration of random analytic functions gives the researcher a pow-

erful tool for establishing “quantity” of analytic functions with one or
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other properties. Relatively well investigated are random Dirichlet se-

ries with monotonically increasing to infinity sequence of exponents or

power series, the coefficients of which are formed in the form of products

of elements of the numerical sequence and the sequence of independent

random variables, because then, according to the zero-one law of Kol-

mogorov, for example, the abscissa of the convergence of the random

series Dirichlet (respectively, the radius of the convergence of the ran-

dom power series) are almost surely constant. Along with this, the case

of common random series, both power and Dirichlet, in which the se-

quence of exponents is a sequence of independent random variables, or

both sequences of coefficients and indicators at the same time, remained

virtually unexplored.

The first section of the dissertation contains an overview of the main

results of the predecessors on the topic of the dissertation research, as

well as a description of the main results of this dissertation study.

The second section of the dissertation contains 4 subdivisions. In the

first subdivision studies the abscissa of the convergence of Dirichlet se-

ries with a satisfactory sequence of pairwise different exponents. At the

same time, insofar as it is possible at all, in our study we avoid any a

priori conditions, except that the plurality of the existence of a maximal

term of a series is non-negative, in other words, there are points in which

the necessary condition for the convergence of a series is satisfied – pass-

ing the common term of a row to zero. All the statements proved here

for convenience are formulated and proved for random Dirichlet series

with random coefficients and indices, although some of them are actually

new assertions for deterministic Dirichlet series with arbitrary sequence

of pairwise different exponents. Subdivision 2.2 is in essence a logical

extension of the previous unit. Here is a scheme for studying the abscissa

of the convergence of the Dirichlet series with random variables, which

is the sum of the elements of the numerical sequence and the sequence
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of random variables, and the random coefficients formed in the form of

products of the elements of the numerical sequence and the sequence

of random variables. The theorem 2.1 proved here implies a random

abscissa of the convergence of a random series with an abscissa of abso-

lute convergence of a deterministic Dirichlet series formed from squares

of deterministic elements of the initial random series, and Theorem 2.2

binds to the abscissa of the absolute convergence of a random series with

the abscissa of absolute convergence of the deterministic Dirichlet series

formed by the same as in the case of Theorem 2.1. deterministic elements

of the initial random series. The assertions of this kind in the literature

do not have predecessors. Subsection 2.3 describes the abscissa of the

convergence of random Dirichlet series with random coefficients of the

special form, described above, and random variables, in terms of restric-

tions imposed on the function of distribution of pairwise independent

random variables. All the theorems 2.5 - 2.10 proved here are new and

do not have predecessors and are analogues of the assertions established

in 2015 (O.B. Skaskiv and L.O.Shapovalovska) in terms of the restric-

tions on the function of the distribution of pairwise independent random

coefficients in the case random series with a monotonically growing se-

quence of exponents. In Section 2.4, in terms of the restrictions imposed

by the distribution function of random coefficients, random R-order and

R-types of the growth are described. Actually, in Theorem 2.11, the

criterion is established that the random R-order ρF (ω) is equal to an

arbitrary predetermined value ρ ∈ [0,+∞].

Section 3 is devoted to the study of the domains of convergence of

random multiples Dirichlet series with random coefficients (subsection

3.1) and random exponents (subsection 3.2). Theorems 3.1 and 3.2 ob-

tained here have the character of the criteria, and in the form are similar

to the corresponding theorems for the Dirichlet series of one variable, as

established in the previous section, and, the above-mentioned results of
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Skaskiv-Shapovalovska.

Keywords: analytic function, random Dirichlet series, abscissa of

convergence, independent random variables, R-order of the growth, R-

types of the growth.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• Z — множина цiлих чисел; N = {1, 2, ...} — множина нату-
ральних чисел; Z+ = N ∪ {0};
• R = (−∞,+∞) — множина дiйсних чисел; R+ = (0,+∞);
• Rp = R× . . .×R — p−вимiрний дiйсний векторний (евклiдiв)
простiр;
• Rp

+ = R+ × . . .× R+;
• C — поле комплексних чисел (комплексна площина);
• Cp, p ≥ 2 — p-вимiрний векторний комплексний простiр
• ‖x‖ = x1 + . . . + xp, ‖x lnx‖ = x1 lnx1 + . . . + xp lnxp, ‖ex‖ =

ex1 + . . . + exp для x = (x1, . . . , xp)

• Cp = C× . . .× C — p−вимiрний комплексний векторний про-
стiр;
• M(x, F ) = max{|F (x + iy)| : y ∈ R} — максимум модуля цiло-

го ряду Дiрiхле F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn, x ∈ R

• µ(x, F ) = max{|an|ezλn : n ≥ 0} — максимальний член цiлого

ряду Дiрiхле F (z) =
+∞∑
n=0

ane
zλn, x ∈ R

• ρf = lim
r→+∞

ln lnMf(r)

ln r
— величина порядку цiлої функцiї f

• σf = lim
r→+∞

lnMf(r)

rρ
, ρ = ρf , — величина типу цiлої функцiї f

• ρF = lim
x→+∞

ln lnM(x, F )

x
— величина R -порядку цiлого ряду

Дiрiхле

• σF = lim
r→+∞

lnM(x, F )

exρ
, ρ = ρF , — величина R-типу цiлого

ряду Дiрiхле
• D(Λ) — клас формальних випадкових рядiв Дiрiхле вигляду
F (z) = F (z, ω) =

∑+∞
k=0 fk(ω)ezλk(ω);
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• τ (Λ) := lim
n→∞

lnn

λn
;

• β(Λ) := lim
n→∞

lnn

λn lnλn
;

• Λ+ =
(
λk
)+∞
k=0

— зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних
чисел λk ∈ R+;
• σµ(F, ω) — абсциса iснування максимального члена випадко-
вого ряду Дiрiхле;
• σзб(F, ω) — абсциса збiжностi випадкового ряду Дiрiхле;
• σ(F, ω) = σa(F, ω) — абсциса абсолютної збiжностi випадково-

го ряду Дiрiхле Fω(z) =
+∞∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω)

В окремих пiдроздiлах вводяться також додатковi позначення,
якi дiйснi лише в них.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Рiзноманiтнi збiжнi функцiональнi ряди
природно виникають при спробi узагальнення властивостей алге-
браїчних полiномiв (а також скiнченних агрегатiв iншого вигля-
ду: експоненцiйних полiномiв, iнтерполяцiйних полiномiв i т.п.) на
бiльш загальнi класи функцiй. Так, зокрема, появилося поняття
аналiтичної функцiї як функцiї на комплекснiй площинi, яка в околi
кожної точки зображається степеневим рядом, тобто, як рiвномiрна
на компактi границя полiномiв (часткових сум ряду Тейлора). Во-
ни стали засобом введення в розгляд так званих трансцендентних
функцiй, у тому числi тих, якi у даний час називають елементар-
ними ( [1, с.5]). М.А.Євграфов у вступi до свого огляду ( [1, с.5-
6]) зазначає також, що за їх допомогою були знайденi розв’язки
як звичайних диференцiйних рiвнянь, так i в частинних похiдних,
а багато абстрактних роздiлiв математики (наприклад, функцiо-
нальний аналiз) виникли i розвивались заради дослiдження рядiв.
При цьому протягом всього iснування теорiї функцiональних рядiв
розвивалися два взаємно пов’язаних напрямки дослiджень: обгрун-
тування властивостей рядiв (зокрема дослiдження областей їхньої
збiжностi) i пошук їх застосувань до задач з рiзноманiтних роз-
дiлiв математики (зокрема, дослiдження асимптотичних властиво-
стей аналiтичних функцiй в залежностi вiд властивостей елементiв
рядiв, якими вони зображаються).

Дослiдження властивостей аналiтичних функцiй в залежностi
вiд властивостей коефiцiєнтiв функцiюнальних рядiв, якими во-
ни зображаються, є одним з важливих напрямiв у теорiї функцiй
вiд початку її виникнення наприкiнцi ХIХ ст. Поряд з цим, роз-
гляд випадкових аналiтичних функцiй дає в руки дослiдника по-
тужний iнструмент встановлення “кiлькостi” аналiтичних функцiй
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з тими чи iншими властивостями. Вiдносно добре дослiдженими є
випадковi ряди Дiрiхле чи степеневi ряди, коефiцiєнти яких утво-
рюють послiдовнiсть незалежних випадкових величин, бо тодi, за
законом нуля i одиницi Колмогорова, наприклад, абсциси збiжно-
стi випадкового ряду Дiрiхле (вiдповiдно, радiус збiжностi випад-
кового степеневого ряду) є майже напевне сталими. Разом з цим
виникає питання про можливiсть обчислення цiєї сталої за коефi-
цiєнтами i показниками вiдповiдного випадкового ряду Дiрiхле. У
випадку детермiнованих степеневих рядiв радiус їхньої збiжностi
обчилюється за формулою Кошi-Адамара, а у випадку детермiно-
ваних рядiв Дiрiхле F (z) =

∑+∞
k=0 ake

zλk з монотонно зростаючою
до нескiнченностi послiдовнiстю показникiв Λ+ = (λk) таких, що
τ (Λ+) := lim

k→+∞
ln k/λk = 0 – за формулою Валiрона. При цьому

вже для степеневих рядiв Е.Борель висловив припущення (1896)
про те, що коло збiжностi майже напевне є природною межею ана-
лiтичностi суми ряду у тому сенсi, що майже для всiх степеневих
рядiв їхню суму не можна безпосередньо аналiтично продовжити нi
через одну точку кола збiжностi. Це припущення пiзнiше у строго-
му виглядi сформулював i довiв Г.Штейнгауз (1929). При цьому у
нього випадкова аналiтична функцiя – це функцiя, яка отримується
зi звичайного степеневого ряду зi скiнченним i вiдмiнним вiд нуля
радiусом збiжностi пiсля почленного домноження кожного коефi-
цiєнта цього ряду на елементи деякої послiдовностi (послiдовностi
Штейнгауза) H = (ei2πηn(ω)), де (ηn(ω)) – послiдовнiсть незалежних
рiвномiрно розподiлених на вiдрiзку [0, 1] дiйсних випадкових ве-
личин. У подальшому виявилось, що є випадковi степеневi ряди у
яких коефiцiєнти є послiдовнiстю незалежних випадкових величин
загального вигляду i з єдиною особливою точкою на колi збiжностi,
якi пiсля додавання до них деякого детермiнованого степеневого
ряду отримують м.н. бiльший радiус збiжностi, а коло збiжностi
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нового ряду стає природною межею аналiтичностi для його суми.
У цьому зв’язку Блекуел (див. [45, c.38]) висловив припущення, що
в загальному є лише цi двi можливостi, або для степеневого ряду
м.н. коло збiжностi є природною межею аналiтичностi його суми,
або пiсля додавання деякого детермiнованого ряду таким стає коло
бiльшого радiуса для суми нового ряду.

У статтях [28, 47] для послiдовностi незалежних випадкових ве-
личин f = (fk(ω)), зокрема, узагальнювалось на клас випадко-
вих рядiв Дiрiхле з показниками Λ+ = (λk) твердження гiпоте-
зи Блекуела, для випадкових степеневих рядiв доведеної Риль-
Нарджевським в [46]. Крiм цього, в [28, 48] для рядiв Дiрiхле
F (z) =

∑+∞
k=0 fke

zλk з fk(ω) = akZk(ω), таких, що τ (Λ+) < +∞,
0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н. i математичним сподiванням
EZk = 0 (k ≥ 0), доведено, що σзб(F, ω) ≤ σa(F, ω) + τ (Λ)/2 м.н., а
у статтi [48] те ж саме доведено у випадку послiдовностi показникiв
λk = ln(k + 1) i системи (Zk(ω)), такої, що Zm·n(ω) = Zm(ω) · Zn(ω)

(∀m,n ∈ N,∀ω) (у цьому випадку τ (Λ+) = 1). У статтях [9, 10]
результати з [28] переносились на випадковi кратнi ряди Дiрiхле з
векторною послiдовнiстю покомпонентно монотонно зростаючих i
невiд’ємних показникiв.

У деяких випадках пiсля статей Риль-Нарджевського (1953)
i П.В.Фiлевича (2003), сукупну незалежнiсть коефiцiєнтiв вдає-
ться замiнити на властивiсть, що послiдовнiсть коефiцiєнтiв утво-
рює мультиплiкативну систему, зокрема, одна з властивостей якої,
що елементи системи мають нульовi середнi. Остання вимога, як
встановив у 1996 роцi Фiлевич, вiдповiдаючи на запитання проф.
М.М. Шеремети, є в деяких питаннях принциповою. О.Б.Скаскiв i
Л.О.Шаповаловська (2015, [26, 27]) описували розподiл абсцис збi-
жностi випадкових рядiв Дiрiхле з показниками Λ+ i з послiдов-
нiстю випадкових коефiцiєнтiв загального вигляду в термiнах вла-
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стивостей послiдовностi функцiй розподiлу їхнiх абсолютних вели-
чин. Зазначимо, що Л. Арнольд (1966, [52, 53]) дослiджував умови
збiжностi випадкових лакунарних стеневих рядiв з коефiцiєнтами
fk(ω) = akZk(ω) такими, що (Zk(ω)) є послiдовнiстю одинаково роз-
подiлених випадкових величин. К. Ротерс (1990, [54]) помiтив, що
радiси збiжностi випадкових степеневих рядiв можна дослiджува-
ти з попарно незалежними коефiцiєнтами. У рядi статей Т. Фанжi
(1998-2000, [12,13]) були розглянутi питання про абсциси збiжностi
рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами.

З огляду на сказане, не повинно виникнути сумнiвiв в актуально-
стi дослiдження розподiлу абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле у випад-
ках, що ранiше не розглядалися. Зокрема, опису розподiлу абсцис
збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле, як з лише випадковими пока-
зниками, так i у випадку випадкових коефiцiєнтiв i показникiв в
термiнах властивостей послiдовностi функцiй розподiлу випадко-
вих показникiв вiдповiдного ряду. Те ж саме стосується дослiдже-
ння областей збiжностi випадкових кратних рядiв Дiрiхле. З цiєї
ж точки зору цiкавим є дослiдити розподiл R-порядкiв випадко-
вих рядiв Дiрiхле в термiнах функцiй розподiлу їхнiх випадкових
компонент.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, те-
мами. Напрямок дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений
планами наукової роботи Львiвського нацiонального унiверситету
iменi Iвана Франка.

Дисертацiйна робота є складовою частиною дослiджень за держ-
бюджетною темою Мг–145Ф “Новi комплексно–ймовiрнiснi методи
дослiдження асимптотичних властивостей аналiтичних i субгармо-
нiйних функцiй, зображених випадковими рядами та iнтегралами”
(номер держреєстрацiї 0113 U 003051).
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Мета й завдання дослiдження. Мета дослiдження — вста-
новлення нових результатiв в термiнах функцiй розподiлу випадко-
вих компонент випадкових рядiв Дiрiхле про опис абсцис збiжно-
стi та R-порядкiв їхнього зростання, а також областей збiжностi
випадкових кратних рядiв Дiрiхле.

Об’єкт дослiдження: ряди Дiрiхле вiд однiєї та багатьох змiнних
з випадковими показниками та коефiцiєнтами.

Предмет дослiдження: абсциси збiжностi i R-порядки зроста-
ння випадкових рядiв Дiрiхле та областi збiжностi кратних рядiв
Дiрiхле.

Завдання дослiдження:

1) В термiнах функцiй розподiлу випадкових попарно незале-
жних показникiв ряду Дiрiхле отримати оцiнки абсцис його
збiжностi;

2) Дослiдити абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з ви-
падковими показниками та випадковими коефiцiєнтами;

3) В термiнах функцiй розподiлу випадкових компонент рядiв Дi-
рiхле описати R-порядки їхнього зростання;

4) В термiнах функцiй розподiлу випадкових коефiцiєнтiв описа-
ти областi збiжностi випадкових кратних рядiв Дiрiхле;

Методи дослiдження: Для розв’язання поставлених задач вико-
ристовуються методи математичного i комплексного аналiзу, теорiї
функцiй, теорiї ймовiрностей, а також деякi iдеї i пiдходи з дослi-
джень, якi виконали О.Ю. Задорожна, О.Б. Скаскiв, П.В. Фiлевич,
Л.О. Шаповаловська, L. Arnold, T. Fanji, K. Roters.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi результати
дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими. У роботi вперше
отримано такi результати:
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1) Вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових попарно не-
залежних показникiв ряду Дiрiхле отримано оцiнки абсцис йо-
го збiжностi;

2) Вперше дослiджено абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрi-
хле з випадковими показниками та випадковими коефiцiєнта-
ми;

3) Вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових компонент
рядiв Дiрiхле описанi R-порядки їхнього зростання;

4) Вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових коефiцiєн-
тiв описано областi збiжностi випадкових кратних рядiв Дiрi-
хле;

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати, отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний ха-
рактер i можуть бути застосованими у подальших дослiдженнях в
теорiї аналiтичних функцiй та в iнших галузях математики.

Особистий внесок здобувача. Зi статей, виконаних у спiв-
авторствi, у дисертацiю включенi з повними доведеннями лише
результати, якi належать авторовi дисертацiї. Доведення кiлькох
тверджень допомiжного характеру, отриманих спiвавторами здо-
бувача, наводяться для повноти картини у рукописi дисертацiї з
люб’язного дозволу спiвавторiв. У статтях, виконаних у спiвавтор-
ствi, науковому керiвнику належать постановки задач i загальна
iдея застосування уточненої другої частини леми Бореля-Кантелi
для отримання результатiв в термiнах обмежень на вiдповiднi фун-
кцiї розподiлу – випадкових коефiцiєнтiв чи випадкових показни-
кiв. А.О. Куриляку належать: у статтi [16] остаточнi варiанти дове-
день наслiдкiв 10 i 13 (Corollary 10, 13), у статтi [17] – Твердження
5, у статтi [20] – Твердження 1.4, а у статтi [21] – Твердження 10
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(Proposition 10), та в однаковiй мiрi всiм авторам статтi доведення
Твердження 7 (Proposition 7). Решта тверджень з вказаних праць
належать здобувачцi.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiй-
ної роботи доповiдалися та обговорювалися на таких мiжнародних
та всеукраїнських наукових конференцiях та наукових семiнарах:
1) Мiжнароднiй математичнiй конф.iм.В.Я. Скоробогатька (Дро-

гобич, 25.08—29.08.2015);
2) Мiжнароднiй конференцiї ”Complex analysis and related topics”

(Львiв, 30.05–4.06.2016);
3) Всеукр. наук. конф. “Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 22.02-25.02.2017);
4) Мiжнароднiй конференцiї з функцiонального аналiзу присвя-

ченiй 125-рiччю Стефана Банаха (Львiв, 18–23.09.2017);
5) Мiжнароднiй наук. конф. Сучаснi проблеми математики та її

застосування в природничих науках i iнформацiйних техно-
логiях, присв. 50-рiччю ф-ту мат. та iнформ. (Чернiвцi, 17-19
вересня 2018);

6) науковому cемiнарi з теорiї потенцiалу та застосувань у Львiв-
ському нацiональному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвни-
ки проф. О. Б. Скаскiв, доктор фiз.-мат. наук I. Е. Чижиков,
2016-2018);

7) львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй
(керiвники проф. А.А. Кондратюк i проф. О. Б. Скаскiв, 2015,
тепер – проф. О. Б. Скаскiв, проф. I.Е. Чижиков, проф. М.В.
Заболоцький, проф. П.В. Фiлевич у 2017-2018);

8) науковому семiнарi з теорiї функцiй у Дрогобицькому держав-
ному педунiверситетi iм. I. Франка (керiвник проф. Б. В. Вин-
ницький, 2019).
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 12
статтях i наукових повiдомленнях, з яких 6 ( [16–21]) — у виданнях
з перелiку видань, у яких слiд опублiкувати результати дисертацiї;
зокрема 1 ( [16]) – у закордонному виданнi, 2 ( [16,21]) у виданнях,
вiдображених в Scopus i 5 у тезах конференцiй рiзного рiвня.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
вступу, 3 роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку ви-
користаних джерел. Повний обсяг дисертацiї становить 152 ст. Спи-
сок використаних джерел мiстить 80 найменувань та займає 8 сто-
рiнок.
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РОЗДIЛ 1. ВИХIДНI ПОЛОЖЕННЯ, ОГЛЯД
ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНI НАПРЯМКИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

У цьому роздiлi зробимо огляд результатiв, якi як безпосередньо
стосуються результатiв дисертацiї, так i є причетними до виникнен-
ня постановок конкретних задач, що розглядаються у нiй, а також
наведемо огляд основних результатiв дисертацiйної роботи.

1.1 Огляд вiдомих результатiв, якi вiдносяться до тема-
тики дисертацiйного дослiдження

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, тобто, A – σ-алгебра
пiдмножин Ω, а P – злiченно-адитивна ймовiрнiсна мiра наA. Крiм
цього, нехай Λ =

(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, вiдповiдно, послi-
довностi невiд’ємних та комплекснозначних випадкових величин на
(Ω,A,P). Нехай також Λ+ = (λk) позначає числову послiдовнiсть
таку, що 0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞).

Через D(Λ) позначимо клас формальних випадкових рядiв Дi-
рiхле вигляду

Fω(z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω).

При фiксованому ω = ω0 вiн є звичайним (детермiнованим) фор-
мальним рядом Дiрiхле. Нехай

D :=
⋃
Λ

D(Λ),

а D(Λ+) – пiдклас рядiв з класу D з фiксованою послiдовнiстю по-
казникiв Λ+, тобто, рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами i
монотонно зростаючою необмеженою послiдовнiстю показникiв.
Позначимо σзб(F, ω), σ(F, ω) = σa(F, ω), σu(F ) i σb(F ) – вiдповiд-
но абсциси збiжностi, абсолютної збiжностi, рiвномiрної збiжностi
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i обмеженостi цього ряду; σµ(F, ω) – абсциса iснування максималь-
ного члена тряду Дiрiхле. Крiм цього, у випадку детермiнованих
рядiв Дiрiхле, тобто, рядiв з послiдовнiстю невiд’ємних показникiв
i числовою послiдовнiстю коефiцiєнтiв писатимемо σзб(F ), σ(F ),
σµ(F ) замiсть σзб(F, ω), σ(F, ω), σµ(F, ω).
Позначимо

τ (ω,Λ) := lim
n→∞

lnn

λn(ω)
,

а для послiдовностi дiйсних чисел Λ = (λk)

τ (Λ) := lim
n→∞

lnn

λn
.

Для класичних рядiв Дiрiхле (рядiв Дiрiхле з показниками λn =

ln(n + 1)) Г. Бор у статтi [56] отримав рiвнiсть абсцис рiвномiрної
збiжностi i обмеженостi суми

σu(F ) = σb(F ).

У статтi [57] доведено, що

σu(F ) ≤ σ(F ) + 1/2,

а у статтi [58] встановлено точнiсть сталої 1/2 у цiй нерiвностi.
У випадку F ∈ D(Λ+) доведення нерiвностi

σ(F ) ≤ σu(F ) ≤ σb(F ),

знаходимо в [58], [40, c. 132].
Для F ∈ D(Λ+) виконуються нерiвнiсть Ж. Валiрона

σзб(F ) ≤ σ(F ) + τ (Λ+)

(див. [59, p. 9], [60], [40, c. 114–115], [24], [25, c. 13]), а також нерiв-
нiсть ( [58, p. 621], [40, c. 132])

σb(F ) ≤ σ(F ) + τ (Λ+)/2.
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Остання нерiвнiсть є точною. У випадку τ (Λ+) = 0 звiдси, зокрема,
випливає, що

σ(F ) = σu(F ) = σb(F ) = σзб(F ).

Вiдомо також ( [24, 40, 42, 43]), що для ряду Дiрiхле F ∈ D(Λ+)

вигляду F (z) =
+∞∑
k=0

fke
zλk

σ(F ) ≤ σзб(F ) ≤ α0 := lim
k→+∞

− ln |fk|
λk

≤ σ(F ) + τ (Λ+),

У рядi статей [12, 13, 27, 28, 46–48] розглядалось питання про
абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з класу D, коли
послiдовнiсть Λ+ = (λk) є зростаючою послiдовнiстю додатних
чисел i 0 = λ0 < λk < λk+1 → +∞ (1 ≤ k → +∞) i τ (Λ+) < +∞.

Якщо послiдовнiсть f є послiдовнiстю незалежних випадкових ве-
личин (fk(ω)), то за законом нуля i одиницi Колмогорова ( [45, c.43])
випадкова величина σ(F, ω) є майже напевно (м.н.) сталою, тобто,
σ(F, ω) = σ ∈ [0,+∞] м.н.

У роботах [13,28,47,48] розглянуто питання про абсциси збiжно-
стi випадкових рядiв Дiрiхле з класу D(Λ+) при τ (Λ+) < +∞. Так,
у статтi [13, Theorem 1] доведено, що за умов fk(ω) = akZk(ω),

τ (Λ+) < +∞, lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

= +∞, якщо для математичних сподi-
вань виконується

(∃α > 0) : sup{E|Zk|α : k ≥ 0} < +∞, (1.1)

то σa(F, ω) = +∞ м.н. Якщо додатково виконується lim
k→+∞

k/λk <

+∞ (звiдси слiдує, що τ (Λ+) = 0 ) i

(∃β > 0)(∀k ≥ 0) : E|Zk|−β < +∞, (1.2)
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то ( [13, Theorem 3]) з умови lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

= 0 випливає, що

σa(F, ω) = 0 м.н. Оскiльки за нерiвнiстю Маркова при γ =

max{2/α, 2/β} з умов (1.1) i (1.2) випливає, що
+∞∑
k=1

P{ω : |Zk(ω)| ≥ kγ} ≤
+∞∑
k=1

E|Zk(ω)|α

k2
< +∞,

+∞∑
k=1

P{ω : |Zk(ω)|−1 ≥ kγ} ≤
+∞∑
k=1

E|Zk(ω)|−β

k2
< +∞,

то за лемою Бореля-Кантелi отримаємо, що м.н. для всiх достатньо
великих k виконуються нерiвностi k−γ ≤ |Zk(ω)| < kγ, γ > 0. У
загальному випадку те ж саме правильне за умови

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk

= 0 м.н. (1.3)

Так, у статтi [27] наведено таке твердження.
Твердження 1.1 ( [27]). Нехай F ∈ D(Λ+) i має коефiцiєнти ви-
гляду fk(ω) = akZk(ω).
10. Якщо виконуються умови τ (Λ+) = 0 i (1.3), то м.н.

σзб(F, ω) = σ(F, ω) = α0
def
= lim

k→+∞

− ln |ak|
λk

.

20. У випадку α0 = +∞ для рiвностi σ(F, ω) = +∞ м.н. достатньо,
щоб замiсть умови τ (Λ+) = 0 виконувалось τ (Λ+) < +∞, а замiсть
умови (1.3), щоб

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk

> −∞ м.н. (1.4)

З Твердження 1.1, зокрема випливають цитованi вище теореми
1 (при α0 = +∞) i 3 (при α0 = 0) з [13].

У працях [28,47] для послiдовностi незалежних випадкових вели-
чин f = (fk(ω)), зокрема, узагальнювалось на клас D(Λ) твердже-
ння вiдомої гiпотези Блекуела для випадкових степеневих рядiв,
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доведеної в [46] (див. також [45, c.38]). Крiм цього, в [28, 48] для
fk(ω) = akZk(ω), τ (Λ+) < +∞, 0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н. i
EZk = 0 (k ≥ 0), доведено, що σзб(F, ω) ≤ σa(F, ω)+τ (Λ+)/2 м.н., а
у статтi [48] те ж саме доведено у випадку послiдовностi показникiв
λk = ln(k + 1) i системи (Zk(ω)) такої, що Zm·n(ω) = Zm(ω) · Zn(ω)

(∀m,n ∈ N,∀ω) (у цьому випадку τ (Λ+) = 1).
У статтях [9, 10] результати з [28] переносились на випадковi

кратнi ряди Дiрiхле.
У статтi [27] вiдзначається, що за достатньою умовою збiжно-

стi послiдовностi випадкових величин до нуля м.н., для того, щоб
виконувалась умова (1.3) достатньо, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− F ∗k ((1 + ε)λk) + F ∗k (e−ελk)

)
< +∞,

де F ∗k (x) := P{ω : |Zk(ω)| < x} — функцiя розподiлу |Zk(ω)|.
У загальному випадку рядiв з класу D(Λ+) у статтi [27] в термiнах
подiбних обмежень на функцiї розподiлу, встановлено умову (що
виявлятиметься i у певному сенсi близькою до необхiдної), яка га-
рантує, що абсциса збiжностi ряду Дiрiхле F (z, ω) м.н. дорiвнює
наперед заданому дiйсному числу. Власне, в [27] доведено такi те-
ореми, якi iдейно є найближчими до основних тверджень дисерта-
цiйної роботи.

Теорема 1.1 ( [27]). Нехай виконується умова τ (Λ+) = 0 i F ∈
D(Λ+). Припустимо, що

(
|fk(ω)|

)
— послiдовнiсть попарно незале-

жних випадкових величин з функцiями розподiлу Φk(x)
def
= P{ ω :

|fk(ω)| < x}, x ∈ R, k ≥ 0. Виконуються наступнi твердження:
a) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞,+∞) м.н. =⇒ (∀ε > 0) :

∑+∞
k=2(1 −

Φk((e
−ρ + ε)λk)) <∞;

b) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk > −∞ (k ≥ 0),
lim

k→+∞
δk = e−ρ, ρ ∈ (−∞,+∞], i

∑+∞
k=2(1 − Φk(δ

λk
k )) = +∞, то

σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
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Теорема 1.2 ( [27]). Нехай виконується умова τ (Λ+) = 0 i F ∈
D(Λ+).
a) Якщо iснують ρ ∈ (−∞,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

∑+∞
k=2(1−Φk((e

−ρ + εk)
λk)) <∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :
∑+∞

k=2(1− Φk(E
λk)) = +∞.

Твердження цих теорем можна переформулювати для випадко-
вих степеневих рядiв вигляду

f (z) = f (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)zmk (z ∈ C, ω ∈ Ω),

де m =
(
mk

)+∞
k=0

– зростаюча до нескiнченностi послiдовнiсть цiлих
чисел mk ∈ Z+ (k ∈ Z+). При цьому (|fk(ω)|) є попарно незалежнi
i, взагалi кажучи, не є однаково розподiленi випадковi величини.
Випадок, коли (|fk(ω)|) – однаково розподiленi незалежнi випадко-
вi величини розглянуто для послiдовностi mk = k (k ≥ 0) в [52],
для довiльної послiдовностi m = (mk) в [53], а випадок попарно не-
залежних випадкових величин (|fk|) та mk = k (k ≥ 0) розглянуто
в [54].

Зазначимо, що базиснiсть системи експонент
{
eitλk(ω)

}
з послi-

довнiстю незалежних в алгебраїчному сенсi показникiв λk(ω) роз-
глядав Є.Нiкiшiн в [55], а ряди Дiрiхле з випадковими показниками
(λk(ω)) i навiть лише з детермiнованими коефiцiєнтами f = (fk),
fk ∈ C, k ≥ 0 ранiше не розглядалися зовсiм. Вкажемо лише на те,
що у статтi [49] розглянуто степеневi ряди вигляду∑+∞

k=0
zXk(ω),

де (Xk(ω)) є строго зростаючим цiлочисельним стохастичним про-
цесом, зокрема, таким, що Xk(ω) = Xk−1(ω) + ξk(ω) (k ≥ 1), де
X0(ω) = 0 м.н., а (ξk(ω)) – послiдовнiсть додатних одинаково роз-
подiлених незалежних випадкових величин ξk(ω) : Ω→ N (k ≥ 1).
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Областi збiжностi кратних рядiв Дiрiхле з показниками Λp
+ до-

слiджувались у статтях [2–10]. У випадку p = 2 А.I. Янушау-
скас ( [5]) (у статтi [8] вiдзначається, що загальний випадок класу
Dp(Λp

+), p ≥ 2, розглядається цiлком подiбно) серед iншого довiв:
якщо кратний ряд Дiрiхле з показниками Λp

+ збiжний в околi то-
чки (σ0

1 + it01, ..., σ
0
p + it0p) ∈ Cp, то вiн збiжний у прямому добу-

тковi пiвплощин Πσ0 = {z1 : Re z1 < σ0
1} × . . .× {zp : Re zp < σ0

p},
при цьому збiжнiсть є рiвномiрною на кожному компактi з цього
прямого добутку.

У статтi [44] отримане певне узагальнення твердження про умо-
ви, за яких правильна формула Валiрона для знаходження абсциси
збiжностi ряду Дiрiхле вiд однiєї змiнної. Також дослiджено зв’я-
зок мiж абсцисою збiжностi i абсцисою iснування максимального
члена ряду Дiрiхле (див. [24, 25]). У статтi [8] отримано p− вимiр-
ний (p ≥ 2) аналог твердження з [44] (випадок p = 2 розглянуто
в [7]).

За подальшими коментарями стосовно результатiв iнших авто-
рiв вiдсилаємо читача до вiдповiдних пiдроздiлiв цiєї дисертацiйної
роботи.

1.2 Основнi напрямки та результати дослiдження

Введемо такi позначення. Через R,C,N,Z позначаємо, вiдпо-
вiдно, множини дiйсних, комплексних, натуральних i цiлих чисел,
а R+

def
= [0,+∞), Z+ = N ∪ {0}. Для x ∈ R позначатимемо

Πx := {z ∈ C : Re z ≤ x} – пiвплощину.

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, тобто, A – σ-алгебра
пiдмножин Ω, а P – злiченно-адитивна ймовiрнiсна мiра наA. Крiм
цього, нехай Λ =

(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, вiдповiдно, послi-
довностi невiд’ємних та комплекснозначних випадкових величин на
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(Ω,A,P). Нехай також Λ+ = (λk) позначає числову послiдовнiсть
таку, що 0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞).
Через D(Λ) позначимо клас формальних випадкових рядiв Дiрiхле
вигляду

Fω(z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω) (1.5)

При фiксованому ω = ω0 вiн є звичайним (детермiнованим) фор-
мальним рядом Дiрiхле. Нехай

D :=
⋃
Λ

D(Λ),

а D(Λ+) – пiдклас рядiв з класу D з фiксованою послiдовнiстю
показникiв Λ+, тобто, рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами
i монотонно зростаючою необмеженою послiдовнiстю показникiв.
При цьому вважатимемо, що означення класу D мiстить умову, що
для кожного ряду Fω вигляду (1.5) з класу D i для кожного ω iснує
x1 = x1(ω) = x1(Fω) < 0 таке, що

fk(ω)ex1λk(ω) → 0 (k → +∞) м.н.
Позначимо σзб(F, ω), σ(F, ω) = σa(F, ω) – вiдповiдно абсциси збi-
жностi, абсолютної збiжностi, рiвномiрної збiжностi i обмеженостi
цього ряду; σµ(F, ω) – абсциса iснування максимального члена ряду
Дiрiхле. Власне, при фiксованому ω ∈ Ω визначимо їх наступними
рiвностями:

σзб(F, ω) := sup{x : ряд (1.5) збiжний у пiвплощинi Πx},
σ(F, ω) := sup{x : ряд (1.5) абсолютно збiжний у пiвплощинi Πx},

а вслiд за П.В.Фiлевичем3, σµ(F, ω) визначимо рiвнiстю
σµ(F, ω) := sup{σ : (∀x < σ)[fk(ω)exλk(ω) → 0 (k → +∞)]}.

Крiм цього, у випадку детермiнованих рядiв Дiрiхле, тобто, ря-
дiв з послiдовнiстю невiд’ємних показникiв i числовою послiдовнi-
стю коефiцiєнтiв писатимемо σзб(F ), σ(F ), σµ(F ) замiсть σзб(F, ω),
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σ(F, ω), σµ(F, ω).
Позначимо

τ (ω,Λ) := lim
n→∞

lnn

λn(ω)

i τ (Λ) := τ (ω,Λ) для послiдовностi дiйсних чисел Λ = (λk).
У цьому роздiлi спочатку доведено ряд тверджень про спiввiд-

ношення мiж рiзними абсцисами збiжностi рядiв Дiрiхле вигляду
(1.5). Характерними тут є такi твердження.
Твердження 2.2. Нехай F ∈ D має вигляд (1.5) i lim

k→+∞
λk(ω) :=

λ(ω) > 0 м.н. Тодi

σµ(F, ω) = α0(ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

м.н.

Твердження 2.6. Нехай F ∈ D, має вигляд (1.5) i lim
k→+∞

λk(ω) > 0

м.н. Якщо для довiльних функцiй γ, δ : Ω→ R i всiх ω ∈ Ω таких,
що γ(ω) ≥ 0 м.н. виконується умова

+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞, (1.6)

то м.н. виконуються нерiвностi
σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(ω)− δ(ω) = γ(ω)σµ(F, ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω).

Твердження 2.6 є ключовим при доведеннi iнших тверджень як
з даного, так i наступного пiдроздiлу.

Варто зауважити, що для рядiв Дiрiхде з послiдовнiстю пока-
зникiв Λ+, твердження 2.6 доведене в [24] (див. також [25]) . А для
рядiв Дiрiхле з монотонно зростаючою до +∞ послiдовнiстю по-
казникiв Λ+ в статтi [44] нерiвностi з Твердження 2.6 фактично
доведенi за умови

h(γ, δ, ω)
def
= lim

k→∞

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)| + δ(ω)λk(ω)

ln k
> 1,
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з якої умова (1.6) випливає, а навпаки, в загальному, iмплiкацiї
нема.

Другий пiдроздiл роздiлу 2 присвячено дослiдженню рядiв Дi-
рiхле з випадковими показниками та випадковими коефiцiєнтами.

Для F ∈ D вигляду (1.5) з коефiцiєнтами fk(ω) = akξk(ω) роз-
глянемо ряди Дiрiхле

F3(x) =

+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk, F4(x) =

+∞∑
k=0

|ak|exλk.

Через Θ позначимо клас послiдовностей комплекснозначних ви-
падкових величин ξn таких, що

(∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 ≤ |ξn(ω)| ≤ c2 м.н.

Через ∆ позначимо клас невiд’ємних випадкових величин δn таких,
що

(∀x ∈ R)(∀n ∈ N) : E(exδn) ≤ C1 = C1(x) < +∞.

З доведеного у цьому пiдроздiлi Твердження 2.14 за допомогою
теореми про три ряди отримано таке твердження про абсцису збi-
жностi випадкового ряду.

Теорема 2.1. Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈ D з коефiцiєнтами
f = (fk(ω)) i показниками Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk +δk(ω), {λk : k ≥
0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо E
(
ξne

xδn
)

= 0 для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ R,(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових величин для

кожного x ∈ R, то σзб(F, ω) ≥ σ(F3) м.н.
2. Якщо додатково припустити, що (∃C2(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈

R) : E(exδn) ≥ C2(x), то σзб(F, ω) = σ(F3) м.н.
Наступне твердження стосується абсциси абсолютної збiжностi

випадкового ряду. Якщо абсциса збiжностi випадкового ряду ви-
гляду (1.5) пов’язана з абсцисою збiжностi (абсолютної) ряду F3,
то його абсциса абсолютної збiжностi пов’язана з абсцисою збiжно-
стi (абсолютної) ряду F4.
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Теорема 2.2. Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈ D з коефiцiєнтами
f = (fk(ω)) i показниками Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk +δk(ω), {λk : k ≥
0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо
(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових вели-

чин для кожного x ∈ R, то σ(F, ω) ≥ σ(F4) м.н.
2. Якщо додатково припустити, що

(∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n ≥ 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1

i (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6= ∞ м.н., а також (∃C3(x) > 0)(∀n ∈
N)(∀x ∈ R) : Dexδn ≥ C3(x), то σ(F, ω) = σ(F4) м.н.

У третьому пiдроздiлi другого роздiлу доведено ряд тверджень
для рядiв Дiрiхле з випадковими попарно незалежними коефiцiєн-
тами.

Зокрема, там встановлено таке твердження.
Твердження 2.15. Нехай F ∈ D(Λ) i має коефiцiєнти вигляду

fk(ω) = akZk(ω). Якщо виконуються умови lim
k→∞

ln k

ln |ak|
= 0,

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0, lim
k→∞

∣∣∣ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣ ≤ δ(ω) < 1 м.н.,

то м.н. σзб(F, ω) = σ(F, ω) = α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

.

Використовуючи твердження 2.15 ми довели такi теорему 2.5 i
теорему 2.6.

Теорема 2.5. Нехай F ∈ D(Λ) i має вигляд (1.5), а її коефiцiєнти
мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови Твердження
2.15. Припустимо, що

(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних

випадкових величин з функцiями розподiлу

Φk(x)
def
= P{ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0.

Виконуються наступнi твердження:
a) i) Якщо σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н., то

(∀ε ∈ (0, ρ)) :

+∞∑
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ + ε

)
)
<∞;
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ii)Якщо 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н., то

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

Φk(
ln |ak|
−ρ + ε

) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0),
lim

k→+∞
δk = −ρ, ρ ∈ (0,+∞], i

+∞∑
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞,

то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0),

lim
k→+∞

δk = ρ, ρ ∈ [0,+∞], i

+∞∑
k=0

Φk(
ln |ak|
δk

) = +∞,

то σ(F, ω) ≤ −ρ м.н.

Теорема 2.6. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови Твердження 2.15. Тодi ви-
конуються твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

+∞∑
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ + εk

)
)
< +∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0
(k → +∞) i

+∞∑
k=0

Φk(
ln |ak|
−ρ + εk

) < +∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
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b) Якщо σ(F, ω) = −∞ м.н., то (∀E > 1) :

+∞∑
k=0

Φk(
1

E
ln |ak|) =

+∞.
Доведення теорем 2.7 та 2.8 проведено аналогiчно доведенню

вiдповiдних теорем 2.5 i 2.6.

Теорема 2.7. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

Припустимо, що
(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних ви-

падкових величин з функцiями розподiлу Φk(x)
def
= P{ω : λk(ω) <

x}, x ∈ R, k ≥ 0. Тодi виконуються наступнi твердження:
a) i) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н. =⇒ (∀ε ∈
(0, ρ)) :

∑+∞
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ+ε)

)
<∞;

ii) 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н. =⇒ (∀ε >

0) :
∑+∞

k=0 Φk(
ln |ak|
−ρ+ε) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥
0), lim

k→+∞
δk = −ρ, ρ ∈ (0,+∞], i

∑+∞
k=0

(
1 − Φk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞, то

σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0),

lim
k→+∞

δk = ρ, ρ ∈ [0,+∞], i
∑+∞

k=0 Φk(
ln |ak|
δk

) = +∞, то σ(F, ω) ≤ −ρ
м.н.

Теорема 2.8. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

Тодi виконуються наступнi твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

∑+∞
k=0

(
1− Φk(

ln |ak|
−ρ+εk

)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0

(k → +∞) i
∑+∞

k=0 Φk(
ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :

∑+∞
k=0 Φk(

1
E ln |ak|) = +∞.
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За допомогою доведеного у цьому пiдроздiлi Твердження 2.18,
отримано теореми 2.9 i 2.10, що є повними аналогами теорем 2.7 i
2.8, у випадку, коли умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

замiнити на умови

τ (ω,Λ) = 0 i lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н.

У четвертому пiдроздiлi розглянуто числовi характеристики
зростання випадкових рядiв Дiрiхле. Отримано новi твердження
про обчислення R-порядкiв i R-типiв для випадкових цiлих рядiв
Дiрiхле з показниками Λ+ i коефiцiєнтами вигляду fk(ω) = akZk(ω).

В теоремi 2.11 встановлено умови, якi повиннi задовольняти ви-
падковi величини fk(ω) для того, щоб для довiльного наперед за-
даного ρ ∈ [0,+∞] виконувалась рiвнiсть ρF (ω) = ρ м.н.
Теорема 2.11. Нехай Fω ∈ D(Λ), має вигляд Fω(z) =∑+∞

k=0 fk(ω)ezλk, а
(
|fk(ω)|

)
– послiдовнiсть попарно незалежних ви-

падкових величин з функцiями розподiлу Φk(x) := P{ω : |fk(ω)| <
x}, x ∈ R, k ∈ Z+. Якщо β(Λ) = lim

k→+∞
ln k

λk lnλk
= 0, то:

a) Для того, щоб ρF (ω) = ρ ∈ (0,+∞) м.н., необхiдно i досить, щоб
(∀ε ∈ (0, ρ) :

+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−

1
ρ+ελk lnλk

))
< +∞ ∧

+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−

1
ρ−ελk lnλk

))
= +∞.

b) Для того, щоб ρF (ω) = 0 м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−ελk lnλk + 0

))
< +∞.

c) Для того, щоб ρF (ω) = +∞ м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− Φk

(
e−ελk lnλk

))
= +∞.
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Теорема 2.12, яка стосується R-типiв для випадкових цiлих ря-
дiв Дiрiхле, доводиться подiбно до Теореми 2.11 з використанням
Твердження 2.22.

У третьому роздiлi дослiджуються областi збiжностi кратних
рядiв Дiрiхле.

Нехай Λp = (λ(n))n∈Zp+, де λ(n) = (λ
(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ) ∈ Rp

+ = [0,+∞)p,
(n) = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, Z+ := N ∪ {0}, p ∈ N. У випадку, коли
(λ

(j)
k )k∈Z+, 1 ≤ j ≤ p, зростаючi до +∞ послiдовностi невiд’ємних

чисел, тобто, 0 = λ
(j)
0 < λ

(j)
k < λ

(j)
k+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞, 1 ≤ j ≤

p), використовуємо позначення Λp
+. Через Dp(Λp) позначимо клас

формальних кратних рядiв Дiрiхле вигляду

F (s) =

∞∑
‖n‖=0

a(n) exp{(λ(n), s)}, (1.7)

s = (s1, . . . , sp) ∈ Cp, sj = σj + itj (j ∈ {1, . . . , p}),

таких, що iснує σ ∈ Rp таке, що

a(n) exp(λ(n), σ)→ 0 (‖n‖ := n1 + . . . + np → +∞), (1.8)

де (a(n)) – послiдовнiсть комплексних чисел, (λ(n), s) = λ
(1)
n1 s1 + . . .+

λ
(p)
np sp, (n) = (n1, n2, ..., np).
Для σ ∈ Rp

:= [−∞,+∞]p позначимо Πσ := {s ∈ Cp :

Re s < σ}, де Re s = (Re s1, . . . ,Re sp), x = (x1, . . . , xp) < b =

(b1, . . . , bp) ⇐⇒ xj < bj (∀j ∈ {1, . . . , p}), а x ≥ b ⇐⇒ xj ≥ bj

(∀j ∈ {1, . . . , p}).
Нехай Ga = {x ∈ Rp : ряд (1.7) абсолютно збiжний в Πx}. У

випадку послiдовностi Λp
+ область iснування максимального чле-

на визначається [8] (як множина тих σ ∈ Rp, що µ(σ, F ) =

µ(σ1, . . . , σp, F ) = max{|a(n)| exp(λ(n), σ) : (n) ∈ Zp+} < +∞. В за-
гальному, область iснування максимального члена Gµ визначимо
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як внутрiшнiсть множини тих σ ∈ Rp, для яких виконується умо-
ва (1.8). Як i у випадку рядiв Дiрiхле вiд однiєї змiнної промiжнi
твердження про опис множини iснування максимального члена ря-
ду Дiрiхле, становлять одну з опорних точок всiєї конструкцiї до-
ведень у цьому роздiлi. Базовими у цьому роздiлi є твердження 3.3,
3.10 i 3.13, а основнi результати роздiлу мiстяться у Теоремах 3.1 i
3.2.

Теорема 3.1. Нехай F ∈ Dp(Λp). Припустимо, що
(
|f(n)(ω)|

)
по-

слiдовнiсть попарно незалежних випадкових величин з функцiєю
розподiлу Φ(n)(x) := P{ω : |f(n)(ω)| < x}, x ∈ R, (n) ∈ Zp+. Вико-
нуються наступнi твердження:
a) Для того, щоб σ ∈ ∂Ga ∩

(
R+ \ {0}

)p м.н., необхiдно i досить,
щоб (∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

))
< +∞ ∧

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n)) + 0

))
= +∞.

b) Для того, щоб σ ∈ ∂Ga∩
(
−∞, 0)p м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n))

))
< +∞ ∧

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

))
= +∞.

c) Для того, щоб Ga = Rp м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀∆ > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
exp(−∆‖λ(n)‖)

))
< +∞.
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Розглянемо ряди Дiрiхле вигляду

F (s) = Fω(s) = F (s, ω) =

+∞∑
‖n‖=0

a(n) exp{(λ(n)(ω), s)}, (1.9)

де
(
a(n)

)
- послiдовнiсть комплексних значень, i Λp = (λ(n)(ω))n∈Zp+,

λ(n)(ω) : Ω→ Rp
+ послiдовнiсть випадкових векторiв з невiд’ємними

випадковими компонентами на ймовiрнiсному просторi
(
Ω,A, P

)
.

Через Dpex позначимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (1.9) таких, що
Fω ∈ Dp(Λp) м.н.

Теорема 3.2. Нехай F ∈ Dex i Λ =
(
λ(n)(ω)

)
(n)∈Zp+

- послi-
довнiсть, така, що послiдовнiсть

(
‖λ(n)(ω)‖

)
(n)∈Zp+

- послiдовнiсть
попарно незалежних випадкових величин з функцiями розподiлу
Φ(n)(x) := P{ω : ‖λ(n)(ω)‖ < x}, x ∈ Rp, (n) ∈ Zp+. Для того, щоб
Ga = Rp м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
exp(−ε ln |a(n)|)

))
< +∞. (1.10)
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РОЗДIЛ 2. АБСЦИСИ ЗБIЖНОСТI ВИПАДКОВИХ
РЯДIВ ДIРIХЛЕ

2.1 Абсциси збiжностi рядiв Дiрiхле з довiльними дiйсни-
ми невiд’ємними показниками

Нехай (Ω,A,P) — фiксований ймовiрнiсний простiр, тобто P –
ймовiрнiсть (злiченно-адитивна ймовiрнiсна мiра), визначена на де-
якiй σ-алгебрi A пiдмножин простору Ω.

Введемо такi позначення. Через R,C,N,Z позначаємо, вiдповiд-
но, множини дiйсних, комплексних, натуральних i цiлих чисел, а

R+
def
= [0,+∞), Z+ = N ∪ {0}.

Для x ∈ R позначатимемо

Πx := {z ∈ C : Re z ≤ x}

– пiвплощину.
Нехай Λ =

(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, вiдповiдно, послiдов-
ностi невiд’ємних та комплекснозначних випадкових величин на
(Ω,A,P).

Через Λ+ = (λk) позначатимемо числову послiдовнiсть таку, що

0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞).

Через D(Λ) позначимо клас формальних випадкових рядiв Дi-
рiхле вигляду

Fω(z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω), (2.1)

що при фiксованому ω = ω0 є звичайним (детермiнованим) фор-
мальним рядом Дiрiхле. Нехай

D :=
⋃
Λ

D(Λ),
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а D(Λ+) – пiдклас рядiв з класу D з фiксованою послiдовнiстю
показникiв Λ+, тобто, рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами
i монотонно зростаючою необмеженою послiдовнiстю показникiв.
При цьому вважатимемо, що означення класу D мiстить умову, що
для кожного ряду Fω вигляду (2.1) з класу D i для кожного ω iснує
x1 = x1(ω) = x1(Fω) < 0 таке, що

fk(ω)ex1λk(ω) → 0 (k → +∞) м.н. (2.2)

Зауважимо, що для формального ряду Дiрiхле
+∞∑
k=3

kez ln ln k

такого x1 не iснує, позаяк kez ln ln k 6→ 0 при k → +∞ для кожного
z ∈ C.

Вслiд за П.В.Фiлевичем ([28]), для ω ∈ Ω i ряду F ∈ D вигляду
(2.1) через σµ(F, ω) позначимо абсцису iснування його максималь-
ного члена, тобто,

σµ(F, ω) := sup{σ : (∀x < σ)[fk(ω)exλk(ω) → 0 (k → +∞)]}.

Через

µ(x, F, ω) := sup{|fk(ω)|exλk(ω) : k ≥ 0} (x < σµ(F, ω))

позначаємо максимальний член ряду (2.1). Зрозумiло, що

(∀x < σµ(F, ω)) : µ(x, F, ω) < +∞.

Визначимо абсциси збiжностi i абсолютної збiжностi σзб(F, ω) i
σ(F, ω), вiдповiдно, а також абсциси рiвномiрної збiжностi i обме-
женостi σu(F, ω) i σb(F, ω), вiдповiдно, ряду вигляду (2.1) при фi-
ксованому ω ∈ Ω наступними рiвностями:

σзб(F, ω) := sup{x : ряд (2.1) збiжний у пiвплощинi Πx},
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σ(F, ω) := sup{x : ряд (2.1) абсолютно збiжний у пiвплощинi Πx},
σu(F, ω) := sup{x : ряд (2.1) рiвномiрно збiжний у пiвплощинi Πx},

σb(F, ω) := sup{x : ряд (2.1) обмежений у пiвплощинi Πx}

З теореми Веєрштрасса про рiвномiрно збiжнi ряди аналiтичних
функцiй випливає, що в означеннi абсцис абсолютної σ(F, ω) i рiв-
номiрної збiжностi σu(F, ω) сума F ряду (2.1) є аналiтичною фун-
кцiєю i вiдповiдних вiдкритих пiвплощинах. Вважатимемо також,
що сума F ряду (2.1) є аналiтичною у вiдповiдних вiдкритих пiв-
площинах, тобто, означення абсцис σu(F, ω) i σb(F, ω) вводимо лише
для рядiв Дiрiхле, суми яких є аналiтичними функцiями у вiдповiд-
них вiдкритих пiвплощинах. Наприклад, σb(F, ω) – це inf множини
тих x, що сума ряду (2.1) є аналiтичною i обмеженою у пiвплощинi
Πx.

Для детермiнованих рядiв Дiрiхле вживатимемо тi ж позначен-
ня, але при цьому не вживатимемо у позначеннi лiтери ω. Напри-
клад, σ(F ) позначає абсцису абсолютної збiжностi детермiнованого
ряду Дiрiхле F .

Позначимо також

τ (Λ, ω) := lim
k→+∞

ln k

λk(ω)
, τ (Λ+) := τ (Λ+, ω).

Зауваження 2.1. 10. З умови (2.2) випливає, що σµ(F, ω) ≥ x1 >

−∞ для кожного ряду F ∈ D м.н., де x1 = x1(F, ω) з умови (2.2).
Тобто, клас D мiстить лише тi ряди Дiрiхле F вигляду (2.1), що
σµ(F, ω) > −∞ м.н.
20. Якщо σµ(F, ω) = −∞, то й σзб(F, ω) = −∞.
30. Якщо ряд (2.1) абсолютно збiжний в точцi z0 = x0 + iy0, то
x0 ≤ σ(F, ω) ≤ σu(F, ω).

Для класичних рядiв Дiрiхле (рядiв Дiрiхле з показниками λn =

ln(n + 1)) Г. Бор у статтi [56] отримав рiвнiсть абсцис рiвномiрної
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збiжностi i обмеженостi суми

σu(F ) = σb(F ),

а у статтi [57] вiн довiв, що

σu(F ) ≤ σ(F ) + 1/2

(це, так званий, ефект Бора). Боненбласт i Хiлле [58] встановили
точнiсть сталої 1/2 у цiй нерiвностi.

У випадку F ∈ D(Λ+) доведення нерiвностi

σ(F ) ≤ σu(F ) ≤ σb(F ),

знаходимо в [58], [40, c. 132].
Для F ∈ D(Λ+) виконуються нерiвнiсть Ж. Валiрона

σзб(F ) ≤ σ(F ) + τ (Λ+)

(див. [59, p. 9], [60], [40, c. 114–115], [24], [25, c. 13]), а також нерiв-
нiсть ( [58, p. 621], [40, c. 132])

σb(F ) ≤ σ(F ) + τ (Λ+)/2.

Остання нерiвнiсть є точною.
Справдi, в загальному

σu(F )− σ(F ) ≤ σb(F )− σ(F ) ≤ τ (Λ+)/2,

але в статтi [58, p. 622] побудовано приклад ряду Дiрiхле, для якого

σu(F )− σ(F ) = τ (Λ+)/2,

звiдки отримуємо, що й

σb(F )− σ(F ) = τ (Λ+)/2

для цiєї ж функцiї з [58].
Наступне твердження, на противагу до щойно цитованих, не

мiстить апрiорної умови монотонностi послiдовностi показникiв
Λ = (λk(ω)).
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Твердження 2.1. Нехай F ∈ D.
10. Для кожного ω виконуються нерiвностi

σ(F, ω) ≤ σu(F, ω) ≤ σb(F, ω) ≤ σзб(F, ω) ≤ σµ(F, ω).

20. Якщо додатково припустити, що для кожного фiксованого
x < σb(F, ω) функцiя g(y) = F (x + iy) є майже перiодичною в
метрицi Безiковича ( [61–63]), то

σb(F, ω) ≤ σ(F, ω) + τ (Λ, ω)/2.

Зауваження 2.2. 1. Якщо для функцiї F ∈ D iснує пiдпослiдов-
нiсть часткових сум її ряду Дiрiхле рiвномiрно збiжна на Π(α, β) =

{z = x+ iy : α ≤ x ≤ β, y ∈ R}, то F є рiвномiрно майже перiоди-
чною функцiєю в Π(α, β) (тим паче, майже перiодичною в метрицi
Безiковича).
2. Як випливає з наведеного нижче доведення, замiсть майже пе-
рiодичностi за Безiковичем, досить вимагати, щоб для x < σb(F, ω)

виконувалась рiвнiсть Парсеваля.
+∞∑
n=0

|fn(ω)|2e2x0λn(ω) = lim
T→+∞

1

2T

∫ T

−T
|F (x0 + iy, ω)|2dy, (2.3)

Доведення. Справдi, збiжний ряд
∑
|fn(ω)|exλn(ω) для кожного

фiксованого x < σ(F, ω) є збiжною мажорантою для ряду∑
fn(ω)ezλn(ω) у пiвплощинi {z : Re z ≤ x}. Звiдси, за ознакою Ве-

єрштрасса рiвномiрної збiжностi випливає, що σ(F, ω) ≤ σu(F, ω).
Нерiвностi σb(F, ω) ≤ σзб(F, ω) ≤ σµ(F, ω) очевиднi.

Далi, доведемо нерiвнiсть σu(F, ω) ≤ σb(F, ω). Оскiльки для x <
σu(F, ω)

RN := sup{|F (z)−
N∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω)| : Re z ≤ x} → 0 (N → +∞),

а |F (z)| ≤ |
∑N

n=0 fn(ω)ezλn(ω)| + RN , то

sup{|F (z)| : Re z ≤ x} ≤
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≤ sup{|
N∑
n=0

fn(ω)ezλn(ω)| : Re z ≤ x} + RN < +∞.

Отже, σu(F, ω) ≤ σb(F, ω). Нерiвнiсть σb(F, ω) ≤ σ(F, ω)+τ (Λ, ω)/2

по-сутi є цитованою вище нерiвнiстю з [58, p. 621], [40, c. 132], бо
у випадку τ (Λ, ω) = +∞ вона є очевидною. А у випадку τ (Λ, ω) <

+∞ для всiх досить великих n ≥ n0(ω) = n0 маємо λn(ω) > lnn
τ(Λ,ω)−ε,

де ε > 0 – довiльне. Тому, за нерiвнiстю Кошi-Буняковського при
x0 = σb(F, ω)− ε, x = x0 − ε− τ (Λ, ω)/2(∑

n≥n0

|fn(ω)|exλn(ω)
)2

≤
∑
n≥n0

|fn(ω)|2e2x0λn(ω)
∑
n≥n0

e−(τ(Λ,ω)+2ε)λn(ω).

Другий ряд у правiй частинi останньої нерiвностi є збiжним. Якщо
переконаємося у збiжностi першого ряду у правiй частинi, то отри-
маємо, що

σ(F, ω) ≥ x = σb(F, ω)− 2ε− τ (Λ, ω)/2,

звiдки при ε→ +0 отримаємо, що

σ(F, ω) ≥ σb(F, ω)− τ (Λ, ω)/2.

Бажана збiжнiсть першого ряду у точцi x0 випливатиме при
x = x0 з рiвностi Парсеваля (2.3) ( [61–63]), позаяк M(x0, F ) :=

sup{|F (x0 + iy, ω)| : y ∈ R} < +∞ при кожному фiксованому ω за
вибором x0 < σb(F, ω).

Твердження вiдомої гiпотези Блекуела для випадкових степене-
вих рядiв

fω(z) =

+∞∑
k=0

fk(ω)zk

у випадку послiдовностi незалежних випадкових величин f =

(fk(ω)) доведеної в [46] (див. також [45]), узагальнювалось на клас
випадкових рядiв Дiрiхле D(Λ+) з такою ж послiдовнiстю випад-
кових коефiцiєнтiв у статтях [28,47].
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У випадку, коли fk(ω) = akZk(ω), τ (Λ+) = limk→+∞ ln k/λk < +∞,
а також

0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н.

i математичнi сподiвання

EZk = 0 (k ≥ 0),

у статтi [28] доведено, що

σзб(F, ω) ≤ σ(F, ω) + τ (Λ+)/2 м.н.,

а у статтi [48] те ж саме доведено у випадку послiдовностi пока-
зникiв λk = ln(k + 1) i мультиплiкативної системи (Zk(ω)), тобто,
такої, що Zm·n(ω) = Zm(ω)·Zn(ω) (∀m,n ∈ N,∀ω) (у цьому випадку
τ (Λ+) = 1).

У статтях [9, 10] результати з [28] переносились на випадковi
кратнi ряди Дiрiхле.

У цiлому рядi статей [12, 13, 26, 27] також розглядалось питан-
ня про абсциси збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з класу D(Λ+),
τ (Λ+) < +∞, з коефiцiєнтами вигляду fk(ω) = akZk(ω) ( [12, 13]).
У випадку, коли τ (Λ+) = 0, а коефiцiєнти ряду Дiрiхле (fk(ω))

є попарно незалежними в [26, 27] твердження про абсцису абсо-
лютної збiжностi отриманi в термiнах умов на функцiї розподiлу
Fk(x) := P{ ω : |fk(ω)| < x}, x ∈ R, k ≥ 0. При цьому в [26, 27]
умова попарної незалежностi забезпечує можливiсть застосування
уточненої другої леми Бореля-Кантелi (див. [37], [32, p. 84]), де на
вiдмiну вiд її варiанту для послiдовностi незалежних в сукупностi
подiй, який вже став класичним, сукупна незалежнiсть зi збереже-
нням висновку замiнена на умову попарної незалежностi.

Доведемо далi ряд тверджень про спiввiдношення мiж абсци-
сами збiжностi для рядiв з D, уникаючи (наскiльки це взагалi є
можливим) апрiорних умов окремо як на показники, так i на ко-
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ефiцiєнти. У цьому нашому розглядi вiд показникiв вимагається
лише їхня невiд’ємнiсть.
Твердження 2.2. Нехай F ∈ D має вигляд (2.1) i lim

k→+∞
λk(ω) :=

λ(ω) > 0 м.н. Тодi

σµ(F, ω) = α0(ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

м.н.

Зауваження 2.3. Якщо F ∈ D, множина J ⊂ N необмежена i
|fk(ω)| → +∞ (k → +∞, k ∈ J), то λk(ω) → +∞ (k → +∞, k ∈
J), бо iнакше σµ(F, ω) = −∞.

Доведення твердження 2.2. i). У випадку α0(ω) = +∞ для кожно-
го ∆ > 0 i для всiх k ≥ k0(ω) виконуються нерiвностi

ln |fk(ω)|/λk(ω) < −2∆, λk(ω) > λ(ω)/2 > 0 м.н.,

звiдки, зокрема,

|fk(ω)|e∆λk(ω) < e−∆λk(ω) (k ≥ k0(ω)),

а тому, для кожного ∆ ∈ ( 2
λ(ω) ln 1

ε,+∞) i довiльного ε ∈ (0, 1)

|fk(ω)|e∆λk(ω) < ε (k ≥ k0(ω)) м.н.

Звiдси,
lim

k→+∞
|fk(ω)|e∆λk(ω) = 0 м.н.

Отже,
σµ(F, ω) ≥ ∆ м.н.,

де ∆ ∈ ( 2
λ(ω) ln 1

ε,+∞) – довiльне. Звiдси,

σµ(F, ω) = α0(ω) = +∞ м.н.

ii). У випадку α0(ω) = −∞, якщо би виконувалось σµ(F, ω) >

−∞, то для σ ≤ σµ(F, ω), ε > 0 ми би отримали

|fk(ω)|e(σ−ε)λk(ω) < c = c(σ, ω) ∈ (1,+∞)⇐⇒
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− ln |fk(ω)|
λk(ω)

> σ − ε +
− ln c

λk(ω)
.

Останнє, у випадку lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0, суперечить тому, що

α0(ω) = −∞.
iii). Нехай тепер α0(ω) 6= ∞. Зауважимо, що у цьому випадку

для кожної послiдовностi kj → +∞ такої, що

lim
j→+∞,
k=kj

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

= α0(ω)

виконується

ln |fk(ω)| → ∞ (k = kj → +∞) =⇒ λk(ω)→ +∞ (k = kj → +∞).

Якщо додатково припустити, що α0(ω) 6= 0, то й

λk(ω)→ +∞ (k = kj → +∞) =⇒ ln |fk(ω)| → ∞ (k = kj → +∞).

З iншого боку, якщо для деякого x1 = x1(ω) = x1(F, ω) 6= 0

виконується (2.2), то

ln |fk(ω)| + x1λk(ω)→ −∞ (k → +∞).

Тому, не iснує такої послiдовностi kj → +∞, що при k = kj → +∞
виконуються всi наступнi три спiввiдношення

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

→ α0(ω) i ln |fk(ω)| = O(1), λk(ω) = O(1).

Далi, для довiльного ε > 0 i послiдовностi kj → +∞ такої, що
при k = kj → +∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

= α0(ω) + o(1),

при k = kj → +∞ маємо

|fk(ω)|e(α0(ω)+2ε)λk(ω) = e(o(1)+2ε)λk(ω) > eελk(ω) → +∞.
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Звiдси, σµ(F, ω) < α0(ω) + 2ε i, спрямовуючи ε → +0, отримуємо,
що

σµ(F, ω) ≤ α0(ω).

Доведемо тепер протилежну нерiвнiсть σµ(F, ω) ≥ α0(ω).
Нехай спочатку λk(ω) → +∞ (k → +∞). Мiркуючи вiд супротив-
ного, припустимо, що σµ(F, ω) < α0(ω), а ε > 0 нехай таке, що
σµ(F, ω) + 2ε < α0(ω) . За означенням α0(ω), для довiльного ε > 0

iснує k0(ω) таке, що нерiвнiсть

ln |fk(ω)|/λk(ω) < −(α0(ω)− ε)

виконується для всiх k ≥ k0(ω). Тодi,

|fk(ω)| < exp{−(α0(ω)− ε)λk(ω)} (k ≥ k0(ω)).

Звiдси, у випадку λk(ω)→ +∞ (k → +∞)

|fk(ω)|e(α0(ω)−2ε)λk(ω) < e−ελk(ω) → 0 (k → +∞),

тобто,
σµ(F, ω) ≥ α0(ω)− 2ε > σµ(F, ω).

Суперечнiсть.
Припустимо тепер, що fk(ω)→ 0 (k → +∞). Тодi, σµ(F, ω) ≥ 0 i

α0(ω) ≥ 0. Тому, у випадку α0(ω) > 0 i ε ∈
(
0, (α0(ω)− σµ(F, ω))/2

)
маємо

λk(ω) <
− ln |fk(ω)|
α0(ω)− ε

i, тому, при k =→ +∞

|fk(ω)|e(σµ(F,ω)+ε)λk(ω) < exp
{(

1− σµ(F, ω) + ε

α0(ω)− ε

)
ln |fk(ω)|

}
→ 0.

Суперечнiсть з означенням σµ(F, ω). Залишається розглянути ви-
падок

α0(ω) = 0 > σµ(F, ω).

Тодi,
− ln |fk(ω)|
λk(ω)

> −2ε (k ≥ k0(ω)),
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звiдки,

|fk(ω)|e−ελk(ω) < exp
{1

2
ln |fk(ω)|

}
→ 0 (k → +∞).

Отже, σµ(F, ω) ≥ −ε, але ε > 0 – довiльне. Тому, α0(ω) = 0 >

σµ(F, ω) ≥ 0. Знову отримуємо суперечнiсть.
Нехай тепер iснує x1 6=∞ таке, що

ln |fk(ω)| + x1λk(ω)→ −∞ (k → +∞),

але fk(ω) 6→ 0 i λk(ω) 6→ +∞ (k → +∞). Тодi, iснують такi двi
необмеженi множини натуральних чисел J1, J2, що J1 ∪ J2 = N,
J1 ∩ J2 = ∅ i

fk(ω)→ 0 (k → +∞, k ∈ J1), λk(ω)→ +∞ (k → +∞, k ∈ J2).

Позначимо Ek(ω) := ln |fk(ω)| + x1λk(ω) → −∞. Означимо тепер
потрiбнi множини iндексiв так:

J1 = {k ∈ N : − ln |fk(ω)| ≥ |Ek(ω)|/2},
J2 = {k ∈ N \ J1 : |x1|λk(ω) ≥ |Ek(ω)|/2}.

Якщо припустити, що k 6∈ J1 ∪ J2, то

− ln |fk(ω)| < |Ek(ω)|/2, |x1|λk(ω) < |Ek(ω)|/2

i, тому,
|Ek(ω)| = − ln |fk(ω)| + |x1|λk(ω) < |Ek(ω)|,

що неможливо. Тобто, J1 ∪ J2 = N.
Позначимо

α
(l)
0 (ω)

def
= lim

k→+∞,
k∈Jl

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

, l ∈ {1, 2},

а також
F(l)(z) =

∑
k∈Jl

fk(ω)ezλk(ω), l ∈ {1, 2}.
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Тодi F = F(1) + F(2) i за доведеним

σµ(F(l), ω) = α
(l)
0 (ω), l ∈ {1, 2} м.н.

Зауважимо тепер, що

α0(ω) = inf{α(1)
0 (ω), α

(2)
0 (ω)}.

Крiм цього,

σµ(F, ω) = inf{σµ(F(1), ω), σµ(F(2), ω)}.

Це остаточно доводить твердження 2.2.

Наступне твердження у випадку детермiнованих рядiв Дiрiхле
з послiдовнiстю показникiв Λ+, тобто, fk(ω) ≡ fk ∈ C (k ≥ 0) i
λk(ω) ≡ λk, 0 ≤ λk < λk+1 → +∞ (0 ≤ k → +∞), доведене
в [24, Наслiдок 5], [25] (iнша версiя [44, Theorem 1]).

Твердження 2.3. Нехай F ∈ D i має вигляд (2.1). Тодi, для до-
вiльних функцiй γ, δ : Ω → R i всiх ω ∈ Ω таких, що γ(ω) ≥ 0

i
+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞ (2.4)

виконуються нерiвностi

σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω). (2.5)

Далi ми доповнимо це твердження (див. далi твердження 2.6).

Зауваження 2.4. 10. Якщо F ∈ D (тобто, виконується умова
(2.2)), то при γ(ω) = 0, δ(ω) = −x1, k → +∞

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)| + δ(ω)λk(ω)→ +∞ м.н. (2.6)

Клас таких пар функцiй (γ, δ), для яких виконується умова
(2.6), позначимо через L.
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20. Зрозумiло, що з умови (2.4) також випливає, що виконується
умова (2.6), але при цьому, взагалi кажучи, нема жодних окре-
мих умов на послiдовностi f та Λ.

Вiдзначимо, що для рядiв Дiрiхле з монотонно зростаючою до
+∞ послiдовнiстю показникiв Λ в [44] нерiвностi з Твердження 2.3
доведенi у випадку, коли для ω замiсть умови (2.4) виконується
умова

h(γ, δ, ω)
def
= lim

k→∞

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)| + δ(ω)λk(ω)

ln k
> 1 (2.7)

або з огляду на пiдстановку δ = (γ − 1)α0, умова

h(γ, δ, ω)
def
= lim

k→∞

(γ(ω)− 1)
(

ln |fk(ω)| + α0(ω)λk(ω)
)

ln k
> 1. (2.8)

Зрозумiло, що умова (2.4) є слабшою за умову (2.7), а умова (2.10)
за умову (2.8).

Доведення Твердження 2.3. Зрозумiло, що σ(f, ω) ≤ σзб(f, ω).
Доведемо тепер, що σзб(f, ω) ≤ α0(ω). Справдi, припустимо споча-
тку, що α0(ω) 6=∞ i позначимо x0 = α0(ω) + ε, де ε > 0 – довiльне.
Тодi,

|fk(ω)|ex0λk(ω) = exp{λk(ω)(ln |fk(ω)|/λk(ω) + x0)}.

Але за означенням α0(ω), iснує послiдовнiсть kj → +∞ (j → +∞),
для якої

ln |fk(ω)|/λk(ω) > −(α0(ω) + ε/2) (k = kj, j ≥ 1).

Тому,
ln |fk(ω)|/λk(ω) + x0 > ε/2 (k = kj, j ≥ 1),

звiдки

|fk(ω)|ex0λk(ω) ≥ eλk(ω)ε/2 ≥ 1 (k = kj, j ≥ 1).



53

Звiдси, σзб(f, ω) ≤ α0(ω) + ε. Залишається спрямувати ε→ +0.

Випадок α0(ω) = +∞ – очевидний. У випадку α0(ω) = −∞ для
кожного E > 0 i деякої послiдовностi kj → +∞ (j → +∞) за
означенням α0(ω) маємо

ln |fk(ω)|/λk > E (k = kj, j ≥ 1).

Отже, |fk(ω)| exp{−Eλk} > 1 (k = kj, j ≥ 1), тобто, в точцi z = −E
ряд Дiрiхле є розбiжним, але E > 0 – довiльне. Тому, σзб = −∞.

Нехай тепер x0 = γ(ω)(α0(ω) − ε) − δ(ω), де ε > 0 – довiльне.
Тодi,

|fk(ω)|ex0λk(ω) = |fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω)×

×
(
|fk(ω)|e(α0(ω)−ε)λk(ω)

)γ(ω)

. (2.9)

За означенням α0(ω) для всiх k ≥ k0(ω) маємо

α0(ω) <
− ln fk(ω)

λk(ω)
+ ε/2

i, тому,

|fk(ω)|e(α0(ω)−ε)λk(ω) < exp{−λkε/2} ≤ 1 (k ≥ k0(ω)).

Звiдси i з (2.9) отримуємо, що

|fk(ω)|ex0λk(ω) ≤ |fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω)

i за умовою (2.4) маємо

σ(f, ω) ≥ x0 = γ(ω)(α0(ω)− ε)− δ(ω).

Залишається скористатися довiльнiстю ε > 0.

За умови (2.6), зокрема, маємо таке твердженн

Твердження 2.4. Нехай F ∈ D має вигляд (2.1).



54

10. Якщо ω ∈ Ω таке, що для деяких δ(ω) ∈ R, γ(ω) ∈ [0, 1)

виконується умова (2.6), то

σµ(F, ω) ≥ − inf
{ δ(ω)

1− γ(ω)
: (γ, δ) ∈ L

}
м.н.

20. Якщо ω ∈ Ω таке, що для деяких δ(ω) ∈ R i γ(ω) ∈ [0, 1) умова
(2.6) не виконується, то

σµ(F, ω) ≤ − sup
{ δ(ω)

1− γ(ω)
: (γ, δ) 6∈ L

}
м.н.

Доведення. 10. З умови (2.6) випливає, що

|fk(ω)| exp
{
− δ(ω)

1− γ(ω)
λk(ω)

}
→ 0 (k → +∞).

Залишається пригадати зауваження 2.1
20. Якщо умова (2.6) не виконується, то

lim
n→+∞

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)| + δ(ω)λk(ω) < +∞.

Тому, iснує послiдовнiсть (kn) така, що kn → +∞ i

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)| + δ(ω)λk(ω) ≤ C < +∞

(k = kn, n ≥ 1), звiдки

|fk(ω)| exp
{
− δ(ω)

1− γ(ω)
λk(ω)

}
6→ 0 (k = kn → +∞).

А тому, σµ(F, ω) ≤ −δ(ω)
1−γ(ω).

Вибираючи δ = (γ−1)α0, Твердження 2.3 переписуємо у такому
виглядi.
Твердження 2.5. Нехай F ∈ D i ω ∈ Ω таке, що для деякого
γ(ω) ≥ 0

+∞∑
k=0

(
|fk(ω)|eα0(ω)λk(ω)

)1−γ(ω)

< +∞. (2.10)

Тодi
σa(F, ω) = σзб(F, ω) = α0(ω). (2.11)
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З тверджень 2.2 i 2.3 негайно отримуємо таке твердження.
Твердження 2.6. Нехай F ∈ D має вигляд (2.1) i

lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0 м.н.

Якщо для довiльних функцiй γ, δ : Ω → R i всiх ω ∈ Ω таких,
що γ(ω) ≥ 0 м.н. виконується умова (2.4), то м.н. виконуються
спiввiдношення

σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(ω)− δ(ω) =

= γ(ω)σµ(ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω). (2.12)

Вибираючи у твердженнi 2.6 δ(ω) = 0, γ(ω) = 1 − γ1(ω), отри-
муємо такий наслiдок.
Твердження 2.7. Нехай F ∈ D має вигляд (2.1), lim

k→+∞
λk(ω) :=

λ(ω) > 0 м.н., а для деякої функцiї γ1(ω) : Ω→ (−∞, 1]

+∞∑
k=0

|fk(ω)|γ1(ω) < +∞ м.н. (2.13)

Тодi

σ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))α0(ω) =

= (1− γ1(ω))σµ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))σзб(F, ω) м.н. (2.14)

Вибираючи у твердженнi 2.6 γ(ω) = 1, отримуємо такий наслi-
док.
Твердження 2.8. Нехай F ∈ D i

+∞∑
k=0

e−δ(ω)λk(ω) < +∞ м.н. (2.15)

Тодi

σ(F, ω) ≥ α0(ω)− δ(ω) =

= σµ(F, ω)− δ(ω) ≥ σзб(F, ω)− δ(ω) м.н. (2.16)
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Доведення. Оскiльки λk(ω) ≥ 0 (k ≥ 0), то з умови (2.15) випливає,
що δ(ω) > 0 м.н. i λk(ω) → +∞ (k → +∞) м.н. Залишається
застосувати твердження 2.6 з γ(ω) = 1.

З твердження 2.8 отримуємо таке твердження.

Твердження 2.9. Нехай F ∈ D i τ (Λ, ω) < +∞ м.н. Тодi

σ(F, ω) ≥ α0(ω)− τ (Λ, ω) =

= σµ(F, ω)− τ (Λ, ω) ≥ σзб(F, ω)− τ (Λ, ω) м.н., (2.17)

а у випадку, коли (λk(ω)) – послiдовнiсть незалежних випадкових
величин, таких, що τ (Λ, ω) < +∞ м.н., iснує таке τ ∈ [0,+∞), що
τ (Λ, ω) = τ м.н. i

σ(F, ω) ≥ α0(ω)− τ = σµ(F, ω)− τ ≥ σзб(F, ω)− τ м.н. (2.18)

Доведення. Якщо ω ∈ Ω таке, що τ (Λ, ω) < +∞, то умова (2.15)
виконується з δ(ω) = τ (Λ, ω) + ε, де ε > 0 – довiльне. Залишається
застосувати нерiвностi (2.16) з твердження 2.8 i перейти до границi
при ε→ +0.

За законом нуля i одиницi Коломогорова τ (Λ, ω) ≡ τ ∈ [0,+∞]

м.н., але за умовою τ (Λ, ω) < +∞ м.н. Тому, з нерiвностей (2.17)
негайно отримуємо (2.18).

Позначимо

h1(ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
ln k

, h2(ω) = lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
ln k

.

З твердження 2.7, подiбно до твердження 2.9, отримуємо таке твер-
дження.

Твердження 2.10. Нехай F ∈ D i має вигляд (2.1).
10. Якщо ω ∈ Ω таке, що h1(ω) ∈ [−∞, 0), то нерiвностi (2.14) ви-

конуються з γ1(ω) = 1
h1(ω), якщо h2(ω) ∈ (1,+∞], то нерiвностi

(2.14) виконуються з γ1(ω) = 1
h2(ω). При цьому вважаємо, що

1/∞ = 0.
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20. Якщо (|fk(ω)|) – послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин, то у випадку, коли h1(ω) ∈ (−∞, 0) м.н. або h2(ω) ∈
(1,+∞) м.н., вiдповiдно, iснують h1 ∈ (−∞, 0) або h2 ∈
(1,+∞), вiдповiдно, такi, що h1(ω) = h1 м.н. або h2(ω) = h2

м.н., вiдповiдно, i нерiвностi (2.14) виконуються м.н. з γ1(ω) =
1
h1

або з γ1(ω) = 1
h2
, вiдповiдно.

Доведення. Нехай спочатку h1(ω) < 0. Переконаємось, що твер-
дження 2.7 можна застосувати з

γ1(ω) = h2(ω) = 1/(h1(ω)(1− ε/2)), (2.19)

де 0 < ε < 1 – довiльне. Зауважимо, що у випадку h1(ω) = −∞, в
рiвностi (2.19) вважаємо, що h1(ω) < 0 – довiльне. Далi, за умовою,
для кожного ε ∈ (0, 1) iснує k0(ω) таке, що для всiх k ≥ k0(ω)

ln |fk(ω)|
ln k

> −h1(ω)(1− ε).

Тодi, при
h2(ω) = 1/(h1(ω)(1− ε/2)), 0 < ε < 1,

оскiльки h2(ω) < 0, то

|fk(ω)|h2(ω) ≤ exp
{
− h2(ω)h1(ω)(1− ε) ln k

}
=

= exp
{
− 1− ε

1− ε/2
ln k
}
,

але
1− ε

1− ε/2
> 1.

Тому, за твердженням 2.7

σ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))α0(ω) =

= (1− γ1(ω))σµ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))σзб(F, ω) м.н.,

де γ1(ω) = 1/(h1(ω)(1− ε/2)). Залишається спрямувати ε→ +0.
У випадку h2(ω) > 1, вибираємо

γ1 = h0(ω) + 2ε, h0(ω) = 1/h2(ω)
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(h0(ω) = 0 у випадку h2(ω) = +∞) i розкриваємо означення ни-
жньої границi з h0 + ε. Справдi, за умовою, для кожного ε > 0

такого, що h0(ω) + ε < 1 iснує k0(ω) таке, що для всiх k ≥ k0(ω)

ln |fk(ω)|
ln k

<
−1

h0(ω) + ε
.

Тодi,

|fk(ω)|h0(ω)+2ε = exp
{

(h0(ω) + 2ε) ln |fk(ω)|
}
≤

≤ exp
{
− h0(ω) + 2ε

h0(ω) + ε
ln k
}
.

Тому, знову за твердженням 2.7

σ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))α0(ω) =

= (1− γ1(ω))σµ(F, ω) ≥ (1− γ1(ω))σзб(F, ω) м.н.,

де γ1(ω) = h0(ω) + 2ε. Залишається знову спрямувати ε→ +0.
Доведення п. 20 завершуємо цiлком так само, як i у доведеннi

твердження 2.9, посиланням на закон нуля i одиницi. Справдi, за
законом нуля i одиницi Коломогорова h1(ω) ≡ h1 ∈ [−∞, 0) м.н.
або h2(ω) ≡ h2 ∈ (1,+∞] м.н., але за умовою h1(ω) > −∞ м.н. або
h2(ω) < +∞ м.н. Це повнiстю завершує доведення п. 20.

Зауваження 2.5. Твердження, подiбнi до п. 10 твердження 2.10, у
випадку рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю показникiв Λ+ знаходимо у
статтi [44, наслiдки 2 i 3], а перша частина твердження 2.9, по-сутi,
є iншою формою запису наслiдку 1 з [44], встановленого також у
випадку рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю показникiв Λ+.

З тверджень 2.9 i 2.10 випливає таке твердження (у цьому зв’яз-
ку див. також [24,25,40,42–44,59].
Твердження 2.11. Нехай F ∈ D. Якщо ω ∈ Ω таке, що τ (Λ, ω)

def
=

lim
k→+∞

ln k
λk(ω) = 0 або ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞), то виконуються

рiвностi
σзб(F, ω) = σ(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(ω).
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Доведемо тепер таке твердження.

Твердження 2.12. Нехай F ∈ D(Λ) i має коефiцiєнти вигляду
fk(ω) = akZk(ω) (k ≥ 0). Якщо виконуються умови (∃c1, c2 ∈
(0,+∞)) : c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 м.н.,

lim
k→∞

ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= Z(ω) м.н., (2.20)

а γ1 = 1/h1 у випадку h1 < 0 i γ1 = 1/h2 у випадку h2 > 1 то

σ(F, ω) ≥ (1− γ1)(α∗0(ω)− Z(ω)) = (1− γ1)σµ(F, ω) (2.21)
≥ (1− γ1)σзб(F, ω) м.н., (2.22)

де

α∗0(ω) := lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

, h1 := lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

, h2 := lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

.

Доведення твердження 2.12. Зауважимо, що як з умови h1 < 0,
так i з умови h2 > 1 випливає, що ln k = O(ln |ak|) (k → +∞). Тому
з умови (∃c1, c2 ∈ (0,+∞)) : c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 м.н. випливає, що

lim
k→∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

= 0 м.н.. (2.23)

Оскiльки limn→+∞ cndn = limn→+∞ cn · limn→+∞ dn у випадку довiль-
ної дiйсної послiдовностi cn, i дiйсної послiдовностi dn ≥ 0 (n ≥ n0),
то

h1(ω) := lim
k→∞

− ln |fk(ω)|
ln k

=

= lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

lim
k→+∞

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
= h1,

а також

h2(ω) := lim
k→∞

− ln |fk(ω)|
ln k

=
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= lim
k→∞

− ln |ak|
ln k

lim
k→+∞

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
= h2.

Далi, за умовою (2.20)

α0(ω) = lim
n→+∞

− ln |fn(ω)|
λn(ω)

=

= lim
n→+∞

− ln |an|
λn(ω)

− lim
n→+∞

ln |Zn(ω)|
λn(ω)

= α∗0(ω)− Z(ω).

Оскiльки виконується умова (2.23), то звiдси за твердженням 2.10
зi спiввiдношень (2.14) отримуємо (2.21).
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2.2 Твердження про абсциси збiжностi випадкових рядiв
Дiрiхле з випадковими показниками i випадковими
коефiцiєнтами.

Почнемо з такого зауваження.
Зауваження 2.6. За законом нуля i одиницi Колмогорова випли-
ває, що якщо

( ln |fk(ω)|
λk(ω)

)
– послiдовнiсть незалежних випадкових ве-

личин, то випадкова величина α0(ω) є майже напевне (м.н) ста-
лою, тобто, iснує σ ∈ [−∞,+∞] таке, що α0(ω) = σ м.н. Звiдси,
за Твердженням 2.10, у випадку, коли м.н. τ (Λ, ω) = 0 або lnn =

o(ln |fn(ω)|) (n → +∞), маємо, що випадкова величина σ(f, ω) та-
кож є майже напевне (м.н) сталою i σ(f, ω) = σ ∈ [−∞,+∞] м.н.
Власне, звiдси те ж саме твердження випливає у випадку, коли
(|fk(ω)|) є детермiнованою числовою послiдовнiстю, а Λ є послiдов-
нiстю незалежних випадкових величин, а також у випадку детер-
мiнованої послiдовностi Λ, коли (|fk(ω)|) є послiдовнiстю незале-
жних випадкових величин. У книзi [45] останнє написано у випад-
ку монотонно зростаючої до нескiнченностi послiдовностi Λ+, коли
f = (fk(ω)) є послiдовнiстю незалежних випадкових величин.

Для F ∈ D вигляду (2.1) з коефiцiєнтами fk(ω) = akξk(ω) роз-
глянемо ряди Дiрiхле

F1(z, ω) =

+∞∑
k=0

ake
zλk(ω), F2(z, ω) =

+∞∑
k=0

a2
ke

2zλk(ω) (ω ∈ Ω)

F3(x) =

+∞∑
k=0

|ak|2e2xλk, F ∗3 (x) =

+∞∑
k=0

a2
ke

2xλk, F4(x) =

+∞∑
k=0

|ak|exλk.

Зауважимо, що

σ(F3) = σ(F ∗3 ) i σµ(F3) = σµ(F ∗3 ) = σµ(F4),

σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω).

Наступне твердження – це фактично перша частини теореми 2
зi статтi [28], яку там доведено для послiдовностi Λ+ за апрiорного
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обмеження τ (Λ+) < +∞. Сформулюємо його в дещо видозмiненому
виглядi.
Твердження 2.13. Нехай F4 ∈ D. Тодi,

σ(F4) ≤ σ(F4) + σµ(F4)

2
≤ σ(F3) ≤ inf

{
σ(F4) +

τ (Λ+)

2
, σµ(F4)

}
,

де τ (Λ+) = lim
k→+∞

ln k

λk
.

Доведення. Першу нерiвнiсть отримуємо безпосередньо з нерiвно-
стi σ(F4) ≤ σµ(F4), до якої вона є рiвносильною.

Доведемо другу нерiвнiсть. Нехай x i x0 такi, що

x0 = σµ(F4)− ε < σµ(F4), x = σµ(F4) +σ(F4)− ε < σµ(F4) +σ(F4),

де ε > 0 – довiльне. Тодi, |an|ex0λn → 0 (n → +∞) i, отже, послi-
довнiсть

(
|an|ex0λn

)
допускає впорядкування за монотонним незро-

станням. Позначатимемо це впорядкування
(
|a∗n|ex0λ

∗
n
)
. Але,∑

|a∗n|e(x−x0)λ∗n =
∑
|an|e(x−x0)λn < +∞,

а також ∑
|an|2exλn =

∑
|a∗n|ex0λ

∗
n · |a∗n|e(x−x0)λ∗n.

Тому, за ознакою Дiрiхле ряд
∑
|an|2exλn збiжний. Звiдси,

2σ(F3) ≥ x = σµ(F4) + σ(F4)− ε,

а з довiльностi вибору ε > 0 випливає, що 2σ(F3) ≥ σ(F4) + σµ(F4).
У статтi [28] третю нерiвнiсть, як вже зазначалося вище, доведе-

но у випадку послiдовностi Λ+. Оскiльки у випадку, коли τ (Λ+) <

+∞ послiдовнiсть нескладно впорядковується за зростанням зi збе-
реженням цiєї умови, а перестановка елементiв рядiв Дiрiхле F3, F4

не змiнює їхнiх абсцис абсолютної збiжностi σ(F3), σ(F4), то зали-
шається скористатися першою частиною теореми 2 зi статтi [28].
Якщо ж τ (Λ+) = +∞, то третя нерiвнiсть стає тривiальною, позаяк
inf
{
σ(F4) + τ(Λ+)

2 , σµ(F4)
}

= σµ(F4) i σµ(F4) = σµ(F3) ≥ σ(F3).
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З твердження 2.13 отримуємо таке твердження.
Твердження 2.14. Нехай F ∈ D з коефiцiєнтами fk(ω) = akξk(ω),
де (ξk(ω)) – послiдовнiсть випадкових величин таких, що (∀k) : 0 <

c1 ≤ |ξk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н. Тодi, м.н.

σ(F, ω) ≤ σ(F, ω) + σµ(F, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F, ω)

}
. (2.24)

Доведення. За твердженням 2.13 при фiксованому ω

σ(F1, ω) ≤ σ(F1, ω) + σµ(F1, ω)

2
≤ σ(F2, ω) ≤

≤ inf
{
σ(F1, ω) +

τ (Λ, ω)

2
, σµ(F1, ω)

}
.

Звiдси отримуємо (2.24), оскiльки за умовою

(∀k) : 0 < c1 ≤ |ξk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н.,

нескладно переконуємося, що

c1|ak|exλk(ω) ≤ |fk(ω)|exλk(ω) ≤ c2|ak|exλk(ω) м.н.,

тому,

σµ(F, ω) = σµ(F1, ω) = σµ(F2, ω), σ(F, ω) = σ(F1, ω) м.н. (2.25)

Введемо тепер в розгляд два такi класи випадкових величин.
Через Θ позначимо клас послiдовностей комплекснозначних випад-
кових величин ξn таких, що

(∃cj ∈ (0,+∞))(∀n) : c1 ≤ |ξn(ω)| ≤ c2 м.н.

Через ∆ позначимо клас невiд’ємних випадкових величин δn таких,
що

(∀x ∈ R)(∀n ∈ N) : E(exδn) ≤ C1 = C1(x) < +∞.
З твердження 2.14 за допомогою теореми про три ряди отриму-

ємо таке твердження.
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Теорема 2.1. Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈ D з коефiцiєнтами
f = (fk(ω)) i показниками Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk +δk(ω), {λk : k ≥
0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо E
(
ξne

xδn
)

= 0 для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ R,(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових величин для

кожного x ∈ R, то σзб(F, ω) ≥ σ(F3) м.н.
2. Якщо додатково припустити, що (∃C2(x) > 0)(∀n ∈ N)(∀x ∈

R) : E(exδn) ≥ C2(x), то σзб(F, ω) = σ(F3) м.н.

Зауваження 2.7. i) Оскiльки E(exδn) = ϕδn(−ix), де ϕδ –
характеристична функцiя вiдповiдної випадкової величини,
то, наприклад, у випадку, коли всi δn однаково розподiленi,
ϕδn(−ix) = ϕδ0(−ix) := C(x). Якщо тепер (∀x ∈ R) : C(x) 6=
∞, то в умовах Теореми 2.1 досить взяти C1(x) = C2(x) =

C(x).
ii) Якщо (δk(ω)) i (ξk(ω)) – двi послiдовностi незалежних випадко-

вих величин, то такою ж є i послiдовнiсть
(
ξke

xδk
)
для кожного

x ∈ R.

Доведення Теореми 2.1. Скористаємось такою теоремою Колмого-
рова i Хiнчiна ([64, c. 371]): Нехай (ηn) послiдовнiсть дiйсних не-
залежних випадкових величин таких, що Eηn = 0 (n ≥ 0). Якщо
+∞∑
n=0

Eη2
n < +∞, то ряд

+∞∑
n=0

ηn збiжний м.н.

Якщо тепер (ζn) – послiдовнiсть комплекснозначних незалежних
випадкових величин таких, що

Eζn = 0 (n ≥ 0)

i
+∞∑
n=0

E|ζn|2 < +∞,

то ряд
+∞∑
n=0

ζn також збiжний м.н., позаяк за теоремою Колмогорова-
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Хiнчiна такими є обидва ряди
+∞∑
n=0

Re ζn,
+∞∑
n=0

Im ζn.

Зауважимо, що

E
(
fn(ω)exλn(ω)

)
= ane

xλnE
(
ξn(ω)exδn(ω)

)
= 0

для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ R. Крiм цього,

E
(
|fn(ω)|2e2xλn(ω)

)
= |an|2e2xλnE

(
|ξn(ω)|2e2xδn(ω)

)
≤

≤ c2
2|an|2e2xλnE

(
e2xδn(ω)

)
≤ c2

2|an|2e2xλnC1(2x).

Тому, за Теоремою Колмогорова-Хiнчiна, якщо x < σ(F3), то ряд∑
fn(ω)exλn(ω) – збiжний м.н. Тому,

σзб(F, ω) ≥ σ(F3) м.н.

Якщо припустити, що виконується умова (∀n)(∀x) : E(exδn) ≥
C1(x) > 0, то

D
(
fn(ω)exλn(ω)

)
= E

(
|fn(ω)|2e2xλn(ω)

)
=

= |an|2e2xλnE
(
|ξn(ω)|2e2xδn(ω)

)
≥

≥ c2
1|an|2e2xλnE

(
e2xδn(ω)

)
≥ c2

1|an|2e2xλnC2(2x).

Якщо
x = σзб(F, ω)− ε < σзб(F, ω) ≤ σµ(F, ω) м.н.,

де ε > 0 – довiльне, то ряд∑
fn(ω)exλn(ω)

– збiжний м.н. Тому, за Теоремою Колмогорова-Хiнчiна, ряд∑
D
(
fn(ω)exλn(ω)

)
< +∞

i, отже, ряд ∑
|an|2e2xλn < +∞.
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Звiдси,
x = σзб(F, ω)− ε < σ(F3),

звiдки, спрямовуючи ε→ +0, одержуємо, що

σзб(F, ω) ≤ σ(F3) м.н.

Остаточно отримуємо, що σзб(F, ω) = σ(F3) м.н.

Теорема 2.2. Нехай (ξn) ∈ Θ, (δn) ∈ ∆, а F ∈ D з коефiцiєнтами
f = (fk(ω)) i показниками Λ = (λk(ω)), λk(ω) = λk +δk(ω), {λk : k ≥
0} ⊂ R+, fk(ω) = akξk(ω).

1. Якщо
(
ξke

xδk
)
– послiдовнiсть незалежних випадкових вели-

чин для кожного x ∈ R, то σ(F, ω) ≥ σ(F4) м.н.
2. Якщо додатково припустити, що

(∀x, x < σ(F, ω))(∃a > 0)(∀n ≥ 1) : P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1

i (∀n ∈ N) : |ξn(ω)| = c 6= ∞ м.н., а також (∃C3(x) > 0)(∀n ∈
N)(∀x ∈ R) : Dexδn ≥ C3(x), то σ(F, ω) = σ(F4) м.н.

Доведення Теореми 2.2. Зауважимо, що

E
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
≤ c2|an|exλnE

(
exδn(ω)

)
≤ c2|an|exλnC1(x)

для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ R, а також знову

D
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
≤ E

(
|fn(ω)|2e2xλn(ω)

)
≤ c2

2|an|2e2xλnC1(2x).

Тому, за теоремою про два ряди ( [64, c.373]), якщо x <

min{σ(F3), σ(F4)}, то ряд∑
|fn(ω)|exλn(ω)

– збiжний м.н. Тому, враховуючи, що за твердженням 2.13,

min{σ(F3), σ(F4)} = σ(F4),

отримуємо, що

σ(F, ω) ≥ min{σ(F3), σ(F4)} = σ(F4) м.н.
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Якщо додатково припустити, що |fn(ω)| = c|an| м.н., то

E
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
= c|an|exλnE

(
exδn(ω)

)
≥ c|an|exλnC2(x)

для кожного n ∈ N i довiльного x ∈ R, а також, що

D
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
= c2|an|2e2xλkD

(
exδn(ω)

)
≥ C3(x)c2|an|2e2xλk.

Тобто, наступнi два ряди збiжнi∑
E
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
< +∞,

∑
D
(
|fn(ω)|exλn(ω)

)
< +∞ (2.26)

тодi i тiльки тодi, коли збiжнi такi два ряди∑
|an|exλn < +∞,

∑
|an|2e2xλn < +∞. (2.27)

Якщо тепер x = σ(F, ω)− ε < σ(F, ω), де ε > 0 – довiльне, то

(∃a > 0)(∀n ≥ 1) : P{ω : |fn(ω)|exλn(ω) < ac} =

= P{ω : |an|exλn(ω) < a} = 1.

Отже, за теоремою про два ряди, ряди з дисперсiй i математичних
сподiвань в (2.26) є збiжними, а тому, збiжними є обидва ряди в
(2.27). Звiдси,

x = σ(F, ω)− ε ≤ min{σ(F3), σ(F4)} = σ(F4).

Залишається спрямувати ε→ +0.

Зауваження 2.8. Якщо крiм всього припустити, що (δn) – одна-
ково розподiленi, то D

(
exδn(ω)

)
= d(x) ≤ C1(2x) ∈ (0,+∞).
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2.3 Абсциси збiжностi рядiв Дiрiхле з випадковими по-
парно незалежними показниками

Нехай як i вище (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр, а Λ =(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

, вiдповiдно, послiдовностi невiд’єм-
них та комплекснозначних випадкових величин на ньому;
D(Λ) позначимо клас формальних випадкових рядiв Дiрiхле вигля-
ду (2.1)

F (z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω)

(z ∈ C, ω ∈ Ω), що при фiксованому ω = ω0 є звичайним (детермi-
нованим) рядом Дiрiхле; D =

⋃
ΛD(Λ). Нагадаємо також, що через

σзб(F, ω) i σ(F, ω) позначаємо вiдповiдно абсциси збiжностi i абсо-
лютної збiжностi цього ряду при фiксованому ω ∈ Ω, а Λ+ = (λk)

позначає числову послiдовнiсть таку, що 0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞
(1 ≤ k ↑ +∞), а D(Λ+) – пiдклас рядiв з класу D з фiксованою
послiдовнiстю показникiв Λ+.

Вище ми довели таке твердження 2.3 (у випадку рядiв Дiрiхле
з монотонно зростаючою до +∞ послiдовнiстю показникiв Λ+ це
твердження див. в [24,25]):

Нехай F ∈ D. Тодi

σзб(F, ω) ≤ α0(ω)
def
= lim

k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

для всiх ω ∈ Ω, а для довiльних функцiй γ, δ : Ω → R i всiх ω ∈ Ω

таких, що γ(ω) ≥ 0 i виконується умова (2.4)
+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−γ(ω)e−δ(ω)λk(ω) < +∞

виконуються нерiвностi

σ(F, ω) ≥ γ(ω)α0(ω)− δ(ω) ≥ γ(ω)σзб(F, ω)− δ(ω).
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Вище вже вiдзначалося, що з умови (2.4) випливає, що для та-
кого ω виконується

(γ(ω)− 1) ln |fk(ω)| + δ(ω)λk(ω)→ +∞

(k → +∞), але при цьому, взагалi кажучи, нема жодних окремих
умов на послiдовностi f та Λ.

У статтях [26,27] доведено такi теореми.
Теорема 2.3 ([26, 27]). Нехай τ (Λ+) = 0 i F ∈ D(Λ+). Припусти-
мо, що

(
|fk(ω)|

)
— послiдовнiсть попарно незалежних випадкових

величин з функцiями розподiлу Fk(x)
def
= P{ ω : |fk(ω)| < x}, x ∈

R, k ≥ 0. Виконуються наступнi твердження:
a) Якщо σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞,+∞) м.н., то

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=2

(1− Fk((e−ρ + ε)λk)) <∞;

b) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk > −∞ (k ≥ 0),
lim

k→+∞
δk = e−ρ, ρ ∈ (−∞,+∞], i

+∞∑
k=2

(1− Fk(δλkk )) = +∞,

то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
Теорема 2.4 ([26,27]). Нехай τ (Λ+) = 0 i F ∈ D(Λ+).
a) Якщо iснують ρ ∈ (−∞,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

+∞∑
k=2

(1− Fk((e−ρ + εk)
λk)) <∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) Якщо σ(F, ω) = −∞ м.н., то

(∀E > 1) :

+∞∑
k=2

(1− Fk(Eλk)) = +∞.
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Виявляється, що у випадку рядiв з класу D з випадковими пока-
зниками i випадковими коефiцiєнтами можна довести подiбнi твер-
дження. Власне, це i є нашою подальшою метою.

Зазначимо, що дане дослiдження логiчно продовжує виконанi
недавно дослiдження про радiуси збiжностi випадкових лакунар-
них степеневих рядiв ( [26]) та абсциси збiжностi рядiв Дiрiхле з
випадковими коефiцiєнтами ( [27]).

Деякi приклади. Розглянемо формальний випадковий ряд Дiрi-
хле

F0(z, ω) =

+∞∑
k=2

gk(ω)ezλk(ω),

λk(ω) = ln(k + rk(ω)), gk(ω) = (−1)keaλk(ω),

де a ∈ R, a 6∈ (−1; 0], (rk(ω)) — послiдовнiсть Радемахера. Для
цього ряду

α0(ω) = lim
k→+∞

− ln gk(ω)

λk(ω)
=

= lim
k→+∞

− ln |(−1)keaλk(ω)|
λk(ω)

= −a,

F0(z, ω) =

+∞∑
k=2

(−1)keaλk(ω)+zλk(ω) =

=

+∞∑
k=2

(−1)k(k + rk(ω))z+a,

σзб(F0, ω) = −a, σа(F0, ω) = −a− 1.

Виберемо γ1(ω) = −1
a−ε, де ε — довiльне число таке, що γ1(ω) ≤

1 i aε > 0. Тодi
+∞∑
k=2

|gk(ω)|γ1(ω) =

+∞∑
k=2

(k + rk(ω))a(−1
a−ε) =
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=

+∞∑
k=2

(k + rk(ω))−1−aε < +∞,

σа(F0, ω)− (1− γ1(ω))α0(ω) =

= σа(F0, ω)− (1− γ1(ω))σзб(F0, ω) =

= −a− 1−
(

1 +
1

a
+ ε
)

(−a) = εa ≥ 0.

З довiльностi ε, а отже й aε, отримуємо, що нерiвнiсть (2.14) є
точною.

Вибравши γ1(ω) = −1
a+ε, де ε— довiльне число таке, що γ1(ω) ≤

1 i aε > 0, отримаємо, що, взагалi кажучи, умову (2.7) послабити
не можна.

Тепер стосовно Твердження 2.8. Виберемо δ(ω) = 1 + ε0, ε0 > 0.

Тодi
+∞∑
k=2

e−δ(ω)λk(ω) =

+∞∑
k=2

e−(1+ε0) ln(k+rk(ω)) =

=

+∞∑
k=2

1

(k + rk(ω))1+ε0
< +∞,

σа(F0, ω)− σзб(F0, ω) + δ(ω) =

= −a− 1 + a + 1 + ε0 = ε0.

З довiльностi ε0 випливає точнiсть нерiвностi (2.16). Вибираючи
δ(ω) = 1 − ε0, ε0 ∈ (0; 1), отримаємо, що, взагалi кажучи, умову
(2.15) послабити не можна.

Нескладно переконатись, що у твердженнi 2.7: γ1(ω) = h1(ω) =

h2(ω) = −1
a i, отже,

σ(F0, ω) = (1− γ1(ω))σзб(F0, ω),

тобто, нерiвнiсть (2.14) є точною.
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2.4 Ряди з випадковими показниками i коефiцiєнтами

У цьому пунктi розглянемо ряди Дiрiхле з випадковими пока-
зниками i коефiцiєнтами. Власне, розглянемо випадок

fk(ω) = akZk(ω) (k ≥ 0).
Твердження 2.15. Нехай F ∈ D(Λ) i має коефiцiєнти вигляду
fk(ω) = akZk(ω). Якщо виконуються умови

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н. (2.28)

i
lim
k→∞

ln k

ln |ak|
= 0, lim

k→∞

∣∣∣ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣ ≤ δ(ω) < 1 м.н.,

то м.н.

σзб(F, ω) = σ(F, ω) = α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

. (2.29)

Доведення Твердження 2.15. Зауважимо спочатку, що

0 ≤ lim
k→∞

ln k∣∣ ln |fk(ω)|
∣∣ = lim

k→∞

ln k∣∣ ln |ak|∣∣×
×
(

lim
k→+∞

∣∣∣1 +
ln |Zk(ω)|

ln |ak|

∣∣∣)−1

≤

≤ lim
k→∞

ln k∣∣ ln |ak|∣∣×
×
(

1− lim
k→+∞

| ln |Zk(ω)||
| ln |ak||

)−1

≤

≤ lim
k→∞

ln k∣∣ ln |ak|∣∣ · (1− δ(ω)
)−1

= 0,

звiдки ln k = o(ln |fk(ω)|) (k → +∞) м.н. Далi, за умовою (2.28)
м.н.

α0(ω) = lim
k→+∞

− ln |akZk(ω)|
λk(ω)

=
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= lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

+ lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

=

= lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

= α∗0(ω).

Тому, за Твердженням 2.11 отримуємо, що σзб(F, ω) = σa(F, ω) =

α0(ω) = α∗0(ω) м.н.

Вiдзначимо також такий варiант Твердження 2.15.
Твердження 2.16. Нехай F ∈ D(Λ) i має коефiцiєнти вигляду
fk(ω) = akZk(ω). Якщо виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.,

то м.н. виконуються рiвностi (2.29).

Доведення Твердження 2.16. Зауважимо, що за умовою

α0(ω) := lim
k→+∞

− ln |akZk(ω)|
λk(ω)

=

= lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

· (1 + o(1)) = α∗0(ω) м.н.,

а також

lim
k→+∞

ln k∣∣ ln |akZk(ω)|
∣∣ = lim

k→+∞

ln k

| ln |ak||
· (1 + o(1)) = 0 м.н.

Тому, за Твердженням 2.11 знову отримуємо, що σзб(F, ω) =

σa(F, ω) = α0(ω) = α∗0(ω) м.н.

З люб’язного дозволу спiвавтора Куриляка А.О. наведемо на-
ступне твердження зi статтi [17, Твердження 5].
Твердження 2.17. Нехай F ∈ D(Λ), має коефiцiєнти вигляду
fk(ω) = akZk(ω). Якщо виконуються умови lim

k→∞
ln k/ln |ak| = 0,

α∗0(ω) > 0 м.н.,

lim
k→∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

= δ1(ω) < +∞ м.н.,
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lim
k→∞

∣∣∣∣1 +
ln |Zk(ω)|

ln |ak|

∣∣∣∣ 6= 0 м.н.,

то м.н.
σзб(F, ω) = σ(F, ω) ≤ (1 + δ1(ω))α∗0(ω).

Твердження 2.15 дає змогу довести такi теореми 2.5 i 2.6.
Теорема 2.5. Нехай F ∈ D(Λ) i має вигляд (2.1), а її коефiцiєнти
мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови Твердження
2.15. Припустимо, що

(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних

випадкових величин з функцiями розподiлу

Fk(x)
def
= P{ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0.

Виконуються наступнi твердження:
a) i) Якщо σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н., то

(∀ε ∈ (0, ρ)) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
−ρ + ε

)
)
<∞;

ii)Якщо 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н., то

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

Fk(
ln |ak|
−ρ + ε

) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0),
lim

k→+∞
δk = −ρ, ρ ∈ (0,+∞], i

+∞∑
k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞,

то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0),

lim
k→+∞

δk = ρ, ρ ∈ [0,+∞], i

+∞∑
k=0

Fk(
ln |ak|
δk

) = +∞,

то σ(F, ω) ≤ −ρ м.н.
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Теорема 2.6. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови Твердження 2.15. Тодi ви-
конуються твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

+∞∑
k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
−ρ + εk

)
)
< +∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0

(k → +∞) i
+∞∑
k=0

Fk(
ln |ak|
−ρ + εk

) < +∞,

то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) Якщо σ(F, ω) = −∞ м.н., то

(∀E > 1) :

+∞∑
k=0

Fk(
1

E
ln |ak|) = +∞.

Доведення Теореми 2.5. За Твердженням 2.15 маємо рiвнiсть
(2.29).

a) i) Оскiльки σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н., то з (2.29) маємо, що
(∃B ∈ A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

lim
k→+∞

ln |ak|
λk(ω)

≤ −ρ,

а за означенням верхньої границi

(∀ω ∈ B)(∀ε ∈ (0, ρ))(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k > k∗(ω)) :

λk(ω) <
1

(−ρ + ε)
ln |ak|, (2.30)
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Позначимо

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) ≥ 1

(−ρ + ε)
ln |ak|

}
.

Зрозумiло, що

B ⊂ C
def
=

∞⋃
N=0

∞⋂
k=N

Ak,

звiдки
P(C) = 1,

а подiя C полягає в тому, що “серед подiй послiдовностi (Ak) вiд-
бувається скiнченна їх кiлькiсть”. Оскiльки з попарної незалежно-
стi випадкових величин (λk(ω)) випливає попарна незалежнiсть по-
дiй (Ak), то за уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi
( [37–39], [32, с.84]) ∑+∞

k=0
P(Ak) < +∞.

Залишається врахувати, що

P(Ak) = 1− Fk
( ln |ak|
−ρ + ε

)
.

a) ii) Якщо 0 ≥ σ(ω, F ) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н., то замiсть нерiвностi
(2.30) отримаємо

(∀ω ∈ B,P(B) = 1)(∀ε > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k ≥ k∗(ω))

нерiвнiсть
λk(ω) >

1

(−ρ + ε)
ln |ak|,

а, отже, ввiвши позначення

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) ≤ 1

(−ρ + ε)
ln |ak|

}
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й мiркуючи як i вище, за другою частиною леми Бореля-Кантелi
отримаємо, що

+∞∑
k=0

Fk

( ln |ak|
−ρ + ε

)
=

+∞∑
k=0

P(Ak) < +∞

Цим завершується доведення п.a).
b) i) Позначимо

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) ≥ ln |ak|

δk

}
.

Тодi ∑+∞

k=0
P(Ak) =

∑+∞

k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞

i за уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi ( [32,37–39])
P(C) = 0, тобто, P(C) = 1, де

C
def
=

∞⋂
N=0

∞⋃
k=N

Ak.

Звiдси,

(∀ω ∈ C)(∀N ∈ N)(∃kN(ω) ≥ N) :

λk(ω) ≥ ln |ak|
δk

(k = kN(ω)),

тому,
− ln |ak|
λk(ω)

≤ −δk (k = kN(ω), N ≥ 1),

звiдки, остаточно ∀ω ∈ C :

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≤

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

− ln |ak|
λk(ω)

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

(−δk) ≤
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≤ − lim
N→+∞,
k=kN (ω)

δk ≤ − lim
k→+∞

δk = ρ.

b) ii) Позначимо тепер

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) <

ln |ak|
δk

}
i повторимо мiркування з доведення п.b) i). Тодi∑+∞

k=0
P(Ak) =

∑+∞

k=0
Fk(

ln |ak|
δk

) = +∞

i за уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi P(C) = 0,
тобто, P(C) = 1, де

C
def
=

∞⋂
N=0

∞⋃
k=N

Ak.

Звiдси,

(∀ω ∈ C)(∀N ∈ N)(∃kN(ω) ≥ N) :

λk(ω) <
ln |ak|
δk

(k = kN(ω)),

тому,
− ln |ak|
λk(ω)

< −δk (k = kN(ω), N ≥ 1),

звiдки, остаточно ∀ω ∈ C, тобто, м.н.

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≤

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

− ln |ak(ω)|
λk

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

(−δk) ≤

≤ − lim
N→+∞,
k=kN (ω)

δk ≤ − lim
k→+∞

δk = −ρ.

Теорему 2.5 повнiстю доведено.
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Доведення Теореми 2.6. Знову, як i вище у доведеннi Теореми
2.5, за Твердженням 2.15 маємо рiвнiсть (2.29).
i) Позначимо

Ak =
{
ω : λk(ω) ≥ ln |ak|

−ρ + εk

}
.

Враховуючи, що

1− Fk(
ln |ak|
−ρ + εk

) = P(Ak),

з умови отримаємо, що
+∞∑
k=0

P(Ak) <∞,

i за першою частиною леми Бореля-Кантелi (див., наприклад, [50,
51]) P(C) = 1, C def

=
⋂∞
N=0

⋃∞
k=N Ak. Оскiльки,

C =

∞⋃
N=0

∞⋂
k=N

Ak,

то для кожного ω ∈ C iснує k = k∗(ω) таке, що ω ∈ Ak i −ρ+εk < 0

для всiх k ≥ k∗(ω), тобто,

(∀k ≥ k∗(ω)) : λk(ω) <
ln |ak|
−ρ + εk

.

Звiдки,
− ln |ak|
λk(ω)

> ρ− εk

i, тому, м.н.

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≥ lim
k→+∞

(ρ− εk) = ρ. (2.31)

a) ii) Введемо позначення

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) <

ln |ak|
−ρ + εk

}
.
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За умовою
+∞∑
k=0

P(Ak) < +∞.

Тому, за першою частиною леми Бореля-Кантелi

P(C) = 1, C
def
=

∞⋂
N=0

∞⋃
k=N

Ak.

Звiдки, як i вище для кожного ω ∈ C =
⋃∞
N=0

⋂∞
k=N Ak iснує k =

k∗(ω) таке, що ω ∈ Ak i −ρ + εk > 0 для всiх k ≥ k∗(ω), тобто,

(∀k ≥ k∗(ω)) : λk(ω) ≥ ln |ak|
−ρ + εk

.

Звiдки,
− ln |ak|
λk(ω)

> ρ− εk

i, тому, знову маємо ланцюжок спiввiдношень (2.31).
Пункт a) Теореми 2.6 доведено повнiстю.

b) За умовою σ(F, ω) = −∞ м.н. Тому, за означенням верхньої
границi

lim
k→+∞

ln |ak|
λk(ω)

= +∞ м.н.

маємо, що (∃B ∈ A, P(B) = 1)(∀ω ∈ B)(∀E > 1)(∀N ∈
Z+)(∃kN(ω) ≥ N, kN(ω) ∈ N) :

λk(ω) <
1

E
ln |ak| (k = kN(ω)).

Звiдси,

B ⊂ C
def
=

∞⋂
N=0

∞⋃
k=N

Ak,

де
Ak = {ω : λk(ω) <

1

E
ln |ak|},
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а, тому, P(C) = 1, звiдки P(C) = 0. Отже, за першою частиною
леми Бореля-Кантелi отримуємо, що∑∞

k=0
P(Ak) = +∞.

Залишається пригадати знову, що P(Ak) = Fk(
1
E ln |ak|). Теорему

2.6 доведено повнiстю.

Деякi наслiдки. Наведемо деякi наслiдки. Якщо в теоремах 2.5 i
2.6 вибрати Zk(ω) ≡ 1, то пункт a) Теореми 2.5 дає Теорему 7 з [16]
(див. також [15, Theorem 3] та див. нижче п.a) Теореми 2.7), а п.
a) теореми 2.6 дає Теорему 9 з [16] (див. також [15, Theorem 4] та
див. нижче п.a) Теореми 2.8). Зрозумiло, що те ж саме отримаємо,
якщо |Zk(ω)| = 1 м.н., або 0 < c1 ≤ |Zk(ω)| < c2 < +∞ м.н., або ще
загальнiше, коли

ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

Отже, отримуємо у виглядi наслiдкiв такi твердження.
Наслiдок 2.1. Нехай F ∈ D(Λ) i має вигляд (2.1), а її коефiцiєнти
мають вигляд fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i 0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ (k → +∞) м.н..

Нехай також
(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних випад-

кових величин з функцiями розподiлу

Fk(x)
def
= P{ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0.

Тодi виконуються всi твердження з Теореми 2.5, тобто:
a) i) Якщо σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н., то

(∀ε ∈ (0, ρ)) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
−ρ + ε

)
)
<∞;

ii) Якщо 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н., то

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

Fk(
ln |ak|
−ρ + ε

) <∞;
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b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥ 0),
lim

k→+∞
δk = −ρ, ρ ∈ (0,+∞], i

+∞∑
k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞,

то σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0),

lim
k→+∞

δk = ρ, ρ ∈ [0,+∞], i

+∞∑
k=0

Fk(
ln |ak|
δk

) = +∞,

то σ(F, ω) ≤ −ρ м.н.

Наслiдок 2.2. Нехай F ∈ D(Λ), її коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i 0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ (k → +∞) м.н..

Нехай також
(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних випад-

кових величин з функцiями розподiлу

Fk(x)
def
= P{ω : λk(ω) < x}, x ∈ R, k ≥ 0.

Тодi виконуються всi твердження з Теореми 2.6, тобто:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+εk
)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0

(k → +∞) i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :

∑+∞
k=0 Fk(

1
E ln |ak|) = +∞.

Зауваження 2.9. Якщо σ(f, ω) > ρ ∈ [0,+∞) м.н., тодi з Твер-
дження 2.11 за означенням α∗0(ω) отримуємо, що ∃B, P(B) = 1:

(∀ω ∈ B)(∃ε∗ = ε∗(ω) > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k > k∗(ω)) :

λk(ω) < ln |fk|/−(ρ + ε∗),
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i подiбними мiркуваннями до мiркувань, проведених вище, отри-
муємо, що

∑+∞
k=0

(
1 − Fk(− ln |fk|/ρ)

)
< +∞, звiдки у випадках

ρ > 0 i ρ = 0 маємо, що
∑+∞

k=0

(
1− Fk(+0)

)
< +∞, тобто, зокрема,

limk→+∞ Fk(+0) = 1. А саме, якщо lim
k→+∞

Fk(+0) < 1, то σ(f, ω) ≤ 0

м.н.

Наслiдок 2.3. Нехай f ∈ D(Λ) i Λ = (λk(ω)) послiдовнiсть попарно
незалежних випадкових величин з функцiями розподiлу Fk(x), k ≥
0. Якщо lim

k→+∞
Fk(+0) < 1 i fk → 0 (k → +∞), тодi σ(f, ω) = 0 м.н.

Доведення Наслiдку 2.3. За зауваженням 2.9, σ(f, ω) ≤ 0 м.н. За-
лишається довести, що σ(f, ω) ≥ 0 м.н. Справдi, λk(ω) ≥ 0, звiдки

Fk(0) = P{ω : λk(ω) < 0} = 0.

Отже,
+∞∑
k=k0

Fk(ln |fk|/εk) < +∞,

бо
ln |fk|/εk < 0 (k ≥ k0).

Тому, за теоремою 2.6, σ(f, ω) ≥ 0 м.н.

З Наслiдку 2.3 негайно випливає твердження Наслiдку 2.4.

Наслiдок 2.4. Нехай f ∈ D(Λ) i Λ = (λk(ω)) - послiдовнiсть
попарно незалежних випадкових величин iз функцiями розподiлу
Fk(x), k ≥ 0. Якщо iснує додатня випадкова величина a(ω) така,
що

(∀x ≥ 0)(∀k ∈ Z+) : Fk(x) ≤ Fa(x) := P{ω : a(ω) < x}

i Fa(+0) < 1 та fk → 0 (k → +∞), то σ(f, ω) = 0 м.н.
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Наслiдок 2.5. Нехай f ∈ D(Λ) i Λ = (λk(ω)) - послiдовнiсть випад-
кових величин iз функцiями розподiлу Fk(x), k ≥ 0. Якщо fk → 0

(k → +∞) i iснують додатна випадкова величина b(ω) i ρ > 0 такi,
що

(∀x ≥ 0)(∀k ∈ Z+) : Fk(x) ≥ Fb(x) := P{ω : b(ω) < x},

а також ∫ +∞

0

nµ(tρ) dFb(t) < +∞,

де nµ(t) =
∑

µk≤t 1 є лiчильною функцiєю послiдовностi µk =

− ln |fk|, то σ(f, ω) ≥ ρ м.н.

Доведення Наслiдку 2.5. Зауважимо, що
n∑

k=k0

(
1− Fk(

ln |fk|
−ρ + εk

)
)
≤
∫ µn

µk0

(
1− Fk

(
t/ρ
))
dnµ(t) ≤

≤
∫ µn

µk0

(1− Fb(t/ρ))dnµ(t) + O(1) =

=

∫ µn/ρ

µk0/ρ

nµ(tρ) dFb(t) + O(1) (n→ +∞),

оскiльки
− ln |fk| > 0 (k ≥ k0)

i ρ− εk < ρ для всiх k ≥ 0. Тому, ряд
+∞∑
k=k0

(
1− Fk

( ln |fk|
−ρ + εk

))
– збiжний. Звiдси за теоремою 2.6 a) i) завершуємо доведення.

Наслiдок 2.6. Нехай Λ = (λk(ω)) зростаюча (м.н.) послiдов-
нiсть попарно незалежних випадкових величин i f ∈ D(Λ). Якщо
F0(+0) < 1, де F0 функцiя розподiлу λ0(ω), та fk → 0 (k → +∞),
тодi σ(f, ω) = 0 м.н.
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Доведення наслiдку 2.6. Зауважимо, що Fk+1(x) ≤ Fk(x), оскiльки
λk(ω) ≤ λk+1(ω) (k ≥ 0) м.н. Тому, Fk(x) ≤ F0(x) (k ≥ 0). Звiдси,
за Наслiдком 2.4 з a(ω) = λ0(ω), отримуємо висновок Наслiдку
2.6.

Застосування Твердження 2.16 замiсть Твердження 2.15 i до-
слiвне повторення доведення теорем 2.5 i 2.6 з посиланням на Твер-
дження 2.16 дає змогу довести такi двi теореми.

Теорема 2.7. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

Припустимо, що
(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних ви-

падкових величин з функцiями розподiлу Fk(x)
def
= P{ω : λk(ω) <

x}, x ∈ R, k ≥ 0. Тодi виконуються наступнi твердження:
a) i) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н. =⇒ (∀ε ∈
(0, ρ)) :

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+ε)
)
<∞;

ii) 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н. =⇒ (∀ε >

0) :
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+ε) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥
0), lim

k→+∞
δk = −ρ, ρ ∈ (0,+∞], i

∑+∞
k=0

(
1 − Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞, то

σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0),

lim
k→+∞

δk = ρ, ρ ∈ [0,+∞], i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
δk

) = +∞, то σ(F, ω) ≤ −ρ
м.н.
Теорема 2.8. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

Тодi виконуються наступнi твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+εk
)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
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ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0

(k → +∞) i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :

∑+∞
k=0 Fk(

1
E ln |ak|) = +∞.

Пункти b) цих Теорем 2.7 i 2.8 є новими навiть у випадку
Zk(ω) = 1, тобто, рядiв Дiрiхле з випадковими показниками i де-
термiнованими коефiцiєнтами, як у статтях [15,16].

Доведення Теорем 2.7 i 2.8. За умовою, з Твердження 2.15 випли-
ває, що м.н.

σзб(f, ω) = σ(f, ω) = α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

.

Далi повторюємо дослiвно мiркування з доведення Теорем 2.5 i
2.6, вiдповiдно. Переконаємося у цьому, наприклад, у випадку до-
ведення п. b) i) з Теореми 2.7 i п.b) з Теореми 2.8. Розпочнемо з
п.b) з Теореми 2.8.
b) За умовою σ(F, ω) = −∞ м.н. Тому, за означенням верхньої
границi

lim
k→+∞

ln |ak|
λk(ω)

= +∞ м.н.

знову маємо, що (∃B ∈ A, P(B) = 1)(∀ω ∈ B)(∀E > 1)(∀N ∈
Z+)(∃kN(ω) ≥ N, kN(ω) ∈ N) :

λk(ω) <
1

E
ln |ak| (k = kN(ω)).

Звiдси, B ⊂ C
def
=
⋂∞
N=0

⋃∞
k=N Ak, де Ak = {ω : λk(ω) < 1

E ln |ak|}, а,
тому, P(C) = 1, звiдки P(C) = 0. Отже, за першою частиною леми
Бореля-Кантелi отримуємо, що

+∞∑
k=0

Fk(
1

E
ln |ak|) =

+∞∑
k=0

P(Ak) = +∞.

Отже, п. b) Теореми 2.8 доведено.
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Теорема 2.7 b) i). Зберiгаємо позначення з доведення п.b) i) у
Теоремi 2.7. Позначаємо

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) ≥ ln |ak|

δk

}
.

Тодi, знову∑+∞

k=0
P(Ak) =

∑+∞

k=0

(
1− Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞

i за уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi ( [32,37–39])
P(C) = 0, тобто, P(C) = 1, де

C
def
=

∞⋂
N=0

∞⋃
k=N

Ak.

Звiдси, (∀ω ∈ C)(∀N ∈ N)(∃kN(ω) ≥ N) :

λk(ω) ≥ ln |ak|
δk

(k = kN(ω)),

тому,
− ln |ak|
λk(ω)

≤ −δk (k = kN(ω), N ≥ 1),

звiдки, знову маємо, що ∀ω ∈ C :

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

− ln |ak|
λk(ω)

≤ lim
N→+∞,
k=kN (ω)

(−δk) ≤

≤ − lim
N→+∞,
k=kN (ω)

δk ≤ − lim
k→+∞

δk = ρ.

Решта пунктiв обидвох Теорем 2.7 i 2.8 доводиться подiбним по-
вторенням доведення теорем 2.5 i 2.6.

Маємо таке елементарне твердження, яке у статтi [27] встанов-
лене для рядiв Дiрiхле з класу f ∈ D(Λ+).
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Твердження 2.18. Нехай f ∈ D(Λ) ряд Дiрiхле, вигляду f (z) =

f (z, ω) =
∑+∞

k=0 akZk(ω)ezλk(ω), де (Zk(ω)) послiдовнiсть комплексно-
значних випадкових величин.
10. Якщо виконуються умови τ (ω,Λ) = 0 i

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н., (2.32)

то м.н.
σзб(f, ω) = σ(f, ω) = α∗0(ω) := lim

k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

.

20. У випадку α∗0(ω) = +∞ для рiвностi σ(f, ω) = +∞ м.н.
достатньо, щоб виконувались умови τ (ω,Λ) < +∞ i

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

> −∞ м.н. (2.33)

.

Доведення. Твердження2.18 отримуємо негайно з нерiвностей
(2.17) з Твердження 2.9.

У статтi [13] є тiльки п. 10 у випадку ряду Дiрiхле f ∈ D(Λ+)

вигляду

f (z) = f (z, ω) =

+∞∑
k=0

akZk(ω)ezλk.

У статтi [26] вiдзначається, що з твердження 2.18, зокрема ви-
пливають теореми 1 (при α0 := α∗0(ω) = +∞) i 3 (при α0 = 0) з [13],
якi доведенi за таких умов на математичнi сподiвання

(∃α > 0, β > 0) : sup{E|Zk|α,E|Zk|−β : k ≥ 0} < +∞, (2.34)

а також, що за нерiвнiстю Б’єнейме-Чебишова (Bienayme-
Chebyshev, [30, 31]) i лемою Бореля-Кантелi

(
[45], також за уто-

чненою другою частиною леми Бореля-Кантелi див. [32]
)
з умови

(2.34) нескладно випливає, що м.н. для всiх достатньо великих k
виконуються нерiвностi k−γ ≤ |Zk(ω)| < kγ з γ = max{2/α, 2/β}, а
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якщо τ (ω,Λ) = 0, то i умова (2.32). Подiбно, якщо τ (ω,Λ) < +∞,
то з умови (∃β > 0) : sup{E|Zk|−β : k ≥ 0} < +∞ випливає умова
(2.33).

Варто вiдзначити, що умова (2.32) випливає з умови на послi-
довнiсть функцiй розподiлу випадкових величин (|Zk(ω)|),

(∀ε > 0) :
∑+∞

k=0

(
1− F ∗k (eελk) + F ∗k (e−ελk)

)
< +∞,

де F ∗k (x) := P{ω : |Zk(ω)| < x}. Зокрема, iз цiєї умови випливає,
що limk→+∞ F

∗
k (+0) = 0.

У статтях [28, 47, 48] у випадку незалежних випадкових вели-
чин f = (fk), зокрема, узагальнювалось на клас D(Λ) твердження
вiдомої гiпотези Блекуела для випадкових степеневих рядiв, дове-
деної в [46] (див. також [45]). Крiм цього, в [28] у випадку, коли
fk(ω) = akZk(ω), τ (Λ+) < +∞, 0 < c1 ≤ |Zk(ω)| ≤ c2 < +∞ м.н. i
EZk = 0 (k ≥ 0), доведено, що σзб(f, ω) ≤ σ(f, ω) + τ (Λ+)/2 м.н.

З огляду на Твердження 2.18, правильнi такi повнi аналоги те-
орем 2.7 i 2.8, в яких умови

ln k = o(ln |ak|) i ln |Zk(ω)| = o(ln |ak|) (k → +∞) м.н.

замiняються на умови

τ (ω,Λ) = 0 i lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н.

Теорема 2.9. Нехай F ∈ D(Λ), ї ї коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

τ (ω,Λ) = 0 i lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н.

Припустимо, що
(
λk(ω)

)
— послiдовнiсть попарно незалежних ви-

падкових величин з функцiями розподiлу Fk(x)
def
= P{ω : λk(ω) <

x}, x ∈ R, k ≥ 0. Тодi виконуються наступнi твердження:
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a) i) σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н. =⇒ (∀ε ∈
(0, ρ)) :

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+ε)
)
<∞;

ii) 0 ≥ σ(ω) = σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (−∞, 0] м.н. =⇒ (∀ε >

0) :
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+ε) <∞;

b) i) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (−∞, 0) (k ≥
0), lim

k→+∞
δk = −ρ, ρ ∈ (0,+∞], i

∑+∞
k=0

(
1 − Fk(

ln |ak|
δk

)
)

= +∞, то

σ(F, ω) ≤ ρ м.н.
ii) Якщо iснує послiдовнiсть (δk) така, що δk ∈ (0,+∞) (k ≥ 0),

lim
k→+∞

δk = ρ, ρ ∈ [0,+∞], i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
δk

) = +∞, то σ(F, ω) ≤ −ρ
м.н.
Теорема 2.10. Нехай F ∈ D(Λ), її коефiцiєнти мають вигляд
fk(ω) = akZk(ω) i виконуються умови

τ (ω,Λ) = 0 i lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk(ω)

= 0 м.н.

Тодi виконуються наступнi твердження:
a) i) Якщо iснують ρ ∈ (0,+∞) i послiдовнiсть (εk) такi, що εk →
+0 (k → +∞) i

∑+∞
k=0

(
1− Fk( ln |ak|

−ρ+εk
)
)
< +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.

ii) Якщо iснують ρ ∈ (−∞, 0] i послiдовнiсть (εk) такi, що εk → +0

(k → +∞) i
∑+∞

k=0 Fk(
ln |ak|
−ρ+εk

) < +∞, то σ(F, ω) ≥ ρ м.н.
b) σ(F, ω) = −∞ м.н. =⇒ (∀E > 1) :

∑+∞
k=0 Fk(

1
E ln |ak|) = +∞.

Доведення Теорем 2.9 i 2.10. За умовою, з Твердження 2.18 випли-
ває, що м.н.

σзб(f, ω) = σ(f, ω) = α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk(ω)

.

Далi повторюємо дослiвно мiркування з доведення Теорем 2.5 i
2.6, вiдповiдно. Переконаємося у цьому, наприклад, у випадку до-
ведення п. a) i) з Теореми 2.9.

a) i) Оскiльки σ(F, ω) ≥ ρ ∈ (0,+∞) м.н., то з Твердження 2.18
маємо, що (∃B ∈ A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

lim
k→+∞

ln |ak|
λk(ω)

= σ(f, ω) ≤ −ρ,
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а за означенням верхньої границi (∀ω ∈ B)(∀ε ∈ (0, ρ))(∃k∗(ω) ∈
N)(∀k > k∗(ω)) : виконується нерiвнiсть (2.30)

λk(ω) <
1

(−ρ + ε)
ln |ak|,

Якщо позначити

Ak
def
=
{
ω : λk(ω) ≥ 1

(−ρ + ε)
ln |ak|

}
,

то знову отримаємо, що

B ⊂ C
def
=

∞⋃
N=0

∞⋂
k=N

Ak =⇒ P(C) = 1.

Оскiльки подiя C полягає в тому, що “серед подiй послiдовностi
(Ak) вiдбувається скiнченна їх кiлькiсть”, а з попарної незалежностi
випадкових величин (λk(ω)) випливає попарна незалежнiсть подiй
(Ak), то за уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi ( [37–
39], [32, с.84]) знову маємо, що

+∞∑
k=0

(
1− Fk

( ln |ak|
−ρ + ε

))
=

+∞∑
k=0

P(Ak) < +∞.

Решта пунктiв обидвох теорем доводиться подiбним повторен-
ням доведення теорем 2.5 i 2.6.
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2.5 Числовi характеристики зростання випадкових рядiв
Дiрiхле

Нехай (Ω,A,P) — ймовiрнiсний простiр. Крiм цього, нехай
Λ(ω) =

(
λk(ω)

)+∞
k=0

та f(ω) =
(
fk(ω)

)+∞
k=0

послiдовностi невiд’ємних
та комплекснозначних випадкових величин на (Ω,A,P), вiдповiд-
но, через Λ =

(
λk
)+∞
k=0

позначатимемо послiдовнiсть попарно рiзних
невiд’ємних чисел, а через Λ+ = (λk) – числову послiдовнiсть таку,
що 0 ≤ λ0 < λk < λk+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞). Крiм цього вважати-
мемо, що λk(ω) 6= λm(ω) для всiх n 6= k м.н. (майже напевно).

Надалi скрiзь у цьому пiдроздiлi черезD(Λ) позначатимемо клас
випадкових рядiв Дiрiхле вигляду (2.1)

F (z) = Fω(z) = F (z, ω) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω) (z ∈ C, ω ∈ Ω),

таких, що σµ(F, ω) := sup{x ∈ R : fk(ω)exλk(ω) → 0 (k → +∞)} >
−∞ м.н., що при фiксованому ω = ω0 є звичайним (детермiнова-
ним) рядом Дiрiхле вигляду

F (z) =

∞∑
k=0

ake
zλk, (2.35)

де ak = fk(ω0), λk = λk(ω0). А основним об’єктом розгляду у дано-
му пiдроздiлi є випадковi цiлi ряди Дiрiхле вигляду

Fω(z) =

+∞∑
k=0

fk(ω)ezλk (z ∈ C, ω ∈ Ω). (2.36)

Нехай D =
⋃

ΛD(Λ), а D(Λ+) – пiдклас рядiв з класу D з фiксова-
ною послiдовнiстю показникiв Λ+.

Зазначимо, що як у випадку рядiв вигляду (2.35), так i випад-
кових рядiв Дiрiхле вигляду (2.36) питання збiжностi таких рядiв
дослiджене у багатьох роботах з практично вичерпною повнотою
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(див., наприклад, [24,25,40,42–44,56–60]). У статтях [12,13,26–28,45,
47] розглядалось питання про абсциси збiжностi випадкових рядiв
Дiрiхле з класу D(Λ+) у випадку τ (Λ+) := limk→+∞ ln k/λk < +∞;
з коефiцiєнтами вигляду fk(ω) = akZk(ω) в [12, 13, 28]. У випад-
ку, коли τ (Λ+) = 0, а коефiцiєнти ряду Дiрiхле (fk(ω)) є попарно
незалежними в [26,27] твердження про абсцису абсолютної збiжно-
стi отриманi в термiнах умов на функцiї розподiлу Fk(x) := P{ω :

|fk(ω)| < x}, x ∈ R, k ≥ 0. У зв’язку з дослiдження областей збi-
жностi випадкових кратних рядiв Дiрiхле вкажемо також на стат-
тi [9, 24].

Дослiдження зростання випадкових рядiв Дiрiхле мають в цi-
лому доволi фрагментарний вигляд (див., наприклад, [12,13,47,65,
66]). Тут ми заповнюємо деякi прогалини для випадкових цiлих ря-
дiв Дiрiхле, як вигляду (2.36), так i загального вигляду (2.1), якi
стосуються формул для обчислення R-порядкiв i R-типiв таких ря-
дiв. Деякi з отриманих тверджень є новими навiть в iнтерпретацiї
для цiлих рядiв Дiрiхле з показниками Λ+ i коефiцiєнтами вигляду
fk(ω) = akZk(ω).

Отже, якщо F ∈ D є цiлим рядом Дiрiхле, то абсциса абсо-
лютної збiжностi ряду Дiрiхле (2.1) σ(F, ω) = +∞ м.н. Тодi, за
Твердженням 2.1

σ(F, ω) = σзб(F, ω) = σµ(F, ω) = +∞ м.н.,

де σзб(F, ω) – абсциса збiжностi ряду (2.1). Якщо ж додатково при-
пустити, що

lim
k→+∞

λk(ω) := λ(ω) > 0 м.н.,

то за Твердженням 2.2

σµ(F, ω) = α0(F, ω) := lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω)

м.н.
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З iншого боку, якщо

τ (Λ, ω) := lim
k→+∞

ln k

λk(ω)
= 0 м.н.

або
h(ω) := lim

k→+∞

ln k

− ln |fk(ω)|
= 0 м.н.,

i Fω ∈ D має вигляд (2.1), то за Твердженням 2.11

σ(F, ω) = σзб(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(F, ω) м.н.

Наступне твердження є добре вiдомим у випадку рядiв Дiрiхле
вигляду (2.35) зi зростаючими показниками Λ+ = (λk).
Твердження 2.19. нехай F ∈ D i має вигляд (2.1). Для кожних
фiксованих ω ∈ Ω, x < σu(F, ω) (σu(F, ω) – абсциса рiвномiрної
збiжностi ряду Дiрiхле) i для кожного m ≥ 0

fm(ω)exλm(ω) = lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

Fω(x + iy)e−iλm(ω)ydy. (2.37)

Доведення. Для фiксованних n ≥ m ≥ 0 розглянемо експоненцiй-

ний полiном Qn(z) =
n∑
k=0

fk(ω)ezλk(ω). Тодi скiнченну послiдовнiсть

(λk(ω))nk=0 при фiксованому ω можна впорядкувати за зростанням
i, тому (див., наприклад, [43, c.13])

fm(ω)exλm(ω) = lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

Qn(x + iy)e−iλm(ω)ydy. (2.38)

Зауважимо спочатку, що при фiксованому x ∈ R

1

2T

∣∣∣ T∫
−T

(
Fω(x + iy)−Qn(x + iy)

)
e−iλm(ω)ydy

∣∣∣ ≤
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≤ 1

2T

T∫
−T

∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)
∣∣dy ≤

≤ sup
{∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)

∣∣ : y ∈ [−T, T ]
}
.

Але, Fω(x + iy) = Qn(x + iy) +
(
Fω(x + iy) − Qn(x + iy)

)
, тому,

послiдовно отримуємо

∣∣∣ 1

2T

T∫
−T

Fω(x + iy)e−iyλm(ω)dy − fm(ω)exλm(ω)
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣ 1

2T

T∫
−T

Qn(x + iy)e−iλm(ω)ydy − fm(ω)exλm(ω)
∣∣∣+

+ sup
{∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)

∣∣ : y ∈ [−T, T ]
}
,

звiдки, за допомогою рiвностi (2.38), скориставшись рiвномiрною
збiжнiстю

sup
{∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)

∣∣ : y ∈ R
}
→ 0 (n→ +∞),

отримуємо

lim
T→+∞

∣∣∣ 1

2T

T∫
−T

Fω(x + iy)e−iyλm(ω)dy − fm(ω)exλm(ω)
∣∣∣ ≤

≤ lim
T→+∞

∣∣∣ 1

2T

T∫
−T

Qn(x + iy)e−iλm(ω)ydy − fm(ω)exλm(ω)
∣∣∣+

+ sup
{∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)

∣∣ : y ∈ R
}

=

= sup
{∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)

∣∣ : y ∈ R
}
→ 0 (n→ +∞).
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Зауваження 2.10. У попередньому твердженнi умову рiвномiрної
збiжностi при фiксованому x ∈ R можна замiнити на iстотно слаб-
шу в загальному умову, зокрема, наприклад, можна вважати, що
при фiксованому x ∈ R виконується

lim
n→+∞

lim
T→+∞

1

2T

T∫
−T

∣∣Fω(x + iy)−Qn(x + iy)
∣∣dy = 0.

Нехай L – клас неперервних функцiй α : [0,+∞) → (0,+∞) i
таких, що α(x) ↑ +∞ (0 < x ↑ +∞). Для функцiї α ∈ L її R-
порядком i R-типом називаємо вiдповiдно величини

ρ[α] := lim
x→+∞

lnα(x)

x
, T [α] := lim

x→+∞

α(x)

exp{ρ[α]x}
.

Для x ∈ R i цiлого ряду Дiрiхле F вигляду (2.35) через

M(x, F ) = sup{|F (x+iy)| : y ∈ R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}

позначимо вiдповiдно максимум модуля i максимальний член ряду.
Величинами R-порядку i R-типу цiлого ряду Дiрiхле F ∈ D(Λ+)

вигляду (2.35) називають вiдповiдно числа

ρF := ρ[lnM(·, F )], TF := T [lnM(·, F )].

Нехай ρµ = ρ[lnµ], Tµ = T [lnµ], вiдповiдно, R-порядок i R-тип
максимального члена µ(x, F ) ряду Дiрiхле. Для x ∈ R i цiлого
ряду Дiрiхле Fω вигляду (2.1) при фiксованому ω ∈ Ω у вiдповiдних
позначеннях пишемо

M(x, Fω) = M(x, F, ω), µ(x, Fω) = µ(x, F, ω),

ρF (ω), TF (ω), ρµ(ω), Tµ(ω).

З рiвностi (2.37) негайно отримуємо такий стандартний аналог
нерiвностi Кошi (у випадку монотонної системи показникiв див.,
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наприклад, теорема 1.5 [43])

µ(x, Fω) ≤M(x, Fω)

для всiх x ∈ R. Тому, для R-порядкiв i R-типiв маємо

ρµ(ω) ≤ ρF (ω), Tµ(ω) ≤ TF (ω).

Зауважимо, що якщо

sup{λk : k ≥ 0} := γ < +∞,

то lnM(x, Fω) = O(x), lnµ(x, Fω) = O(x) (x → +∞). Тому скрiзь
надалi вважатимемо, що γ = +∞.

Нескладно переконуємось. що правильне таке твердження. У ви-
падку цiлих рядiв Дiрiхле F ∈ D(Λ+) вигляду (2.35) це теорема 1
з [67, с.265].
Твердження 2.20. Для кожного цiлого ряду Дiрiхле F ∈ D ви-
гляду (2.1) виконується

ρµ(ω) = kF (ω) := lim
k→+∞

λk(ω) lnλk(ω)

− ln |fk(ω)|
.

Доведення. Для повноти картини наведемо доведення. Зауважимо-
спочатку, що з того, що значення Fω(0) м.н. скiнченне, з необхiдної
умови збiжностi вiдповiдного ряду Дiрiхле вигляду (2.1) випливає,
що

ln |fk(ω)| → −∞ (k → +∞) м.н.

Припустимо спочатку, що kF (ω) < +∞ м.н. Тодi, (∃B ∈ A,P(B) =

1), що для кожного ω ∈ B за означенням верхньої границi, для
довiльного ε > 0 iснує k0 = k0(ω) таке, що для всiх k ≥ k0

ln |fk(ω)| < − 1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω), ρ∗ = kF (ω) + ε.

Тодi, для фiксованого x ∈ R

lnµ(x, Fω) ≤ max
{

max{ln |fk(ω)| + xλk(ω) : 0 ≤ k ≤ k0(ω)− 1},
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max{− 1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω) + xλk(ω) : k ≥ k0(ω)}

}
.

Але,

max{− 1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω) + xλk(ω) : k ≥ k0(ω)} ≤

≤ max{− 1

ρ∗
t ln t + tx : t ≥ t0(ω)}, t0 = t0(ω) = λk0(ω).

Оскiльки (
− 1

ρ∗
t ln t + tx

)′∣∣∣
t=eρ

∗x−1
= 0,

то при для всiх x таких, що eρ∗x−1 ≥ t0

max{− 1

ρ∗
t ln t + tx : t ≥ t0(ω)} =

= (− 1

ρ∗
t ln t + tx)

∣∣∣
t=eρ

∗x−1
=

1

ρ∗
eρ
∗x−1.

Тому, для кожного ω ∈ B i всiх x ≥ 1+ln t0
ρ∗

lnµ(x, Fω) ≤

≤ max
{

max{ln |fk(ω)| + xλk(ω) : 0 ≤ k ≤ k0(ω)− 1}, 1

ρ∗
eρ
∗x−1

}
≤

≤ max
{ 1

ρ∗
eρ
∗x−1, Ck0 + xλk0−1

}
,

де Ck0 = max{ln |fk(ω)| : 0 ≤ k ≤ k0(ω) − 1}. Звiдки, для кожного
ω ∈ B

ρµ(ω) ≤ lim
x→+∞

ln
(

max
{

1
ρ∗e

ρ∗x−1, Ck0 + xλk0−1

})
x

≤ ρ∗ = kF (ω) + ε.

З довiльностi ε > 0 отримуємо, що ρµ(ω) ≤ kF (ω) для кожного
ω ∈ B. У випадку kF (ω) = +∞ нерiвнiсть очевидна.

Припустимо тепер, що ρµ(ω) < +∞ м.н. Тодi, (∃B ∈ A,P(B) =

1), що для кожного ω ∈ B за означенням верхньої границi, для
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довiльного ε > 0 iснує x0 = x0(ω) таке, що для всiх x ≥ x0 i для
всiх k ≥ 0

ln |fk(ω)| ≤ lnµ(x, Fω)− xλk(ω) < eρ
∗x − xλk(ω), ρ∗ = ρµ(ω) + ε.

Звiдси, для всiх x ≥ 0 i для всiх k ≥ 0

ln |fk(ω)| <

< min
{

min{lnµ(u, Fω)− uλk(ω) : 0 ≤ u ≤ x0}, eρ
∗x − xλk(ω)

}
.

Зауважимо тепер, що

min{lnµ(u, Fω)− uλk(ω) : 0 ≤ u ≤ x0} ≤ lnµ(x0, Fω),

а при x = 1
ρ∗ lnλk(ω)

eρ
∗x − xλk(ω) = λk(ω)− 1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω).

Тому, для всiх k таких, що x = 1
ρ∗ lnλk(ω) ≥ x0

ln |fk(ω)| < min
{

lnµ(x0, Fω), λk(ω)− 1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω)

}
. (2.39)

Для всiх x ≥ x0 i k : 1
ρ∗ lnλk(ω) < x0

ln |fk(ω)| < min
{

lnµ(x0, Fω), eρ
∗x − xλk(ω)

}
.

Отже, для всiх k таких, що x = 1
ρ∗ lnλk(ω) ≥ x0

− ln |fk(ω)| > max
{
− lnµ(x0, Fω), −λk(ω) +

1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω)

}
i для всiх x ≥ x0 i k : 1

ρ∗ lnλk(ω) < x0

− ln |fk(ω)| > max
{
− lnµ(x0, Fω), −eρ∗x + xλk(ω)

}
i пiсля пiдстановки x = x0

− ln |fk(ω)| > max
{
− lnµ(x0, Fω), −eρ∗x0 + x0λk(ω)

}
>
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> max
{
− lnµ(x0, Fω), −eρ∗x0 +

1

ρ∗
λk(ω) lnλk(ω)

}
Позначимо

J1 :=
{
k :

1

ρ∗
lnλk(ω) ≥ x0

}
, J2 := N \ J1.

Множина {λk(ω) : k ∈ J2} є обмеженою, тому, оскiльки
− ln |fk(ω)| → +∞ (k → +∞), у випадку необмеженої множини
J2 маємо

lim
k→+∞
k∈J2

− ln |fk(ω)|
λk(ω) lnλk(ω)

= +∞.

Далi, зауважимо, що з припущення sup{λk : k ≥ 0} = +∞ ви-
пливає, що множина {λk(ω) : k ∈ J1} є необмеженою, тому зно-
ву, оскiльки − ln |fk(ω)| → +∞ (k → +∞), маємо, що для ко-
жної послiдовностi kj → +∞, kj ∈ J1 такої, що λk(ω) → +∞
(k = kj → +∞)

lim
k=kj→+∞
kj∈J1

− ln |fk(ω)|
λk(ω) lnλk(ω)

≥

≥ lim
k=kj→+∞
kj∈J1

max
{
− lnµ(x0, Fω), −λk(ω) + 1

ρ∗λk(ω) lnλk(ω)
}

λk(ω) lnλk(ω)
=

1

ρ∗
.

Якщо ж для послiдовностi kj → +∞, kj ∈ J1 вiдповiдна послiдов-
нiсть

(
λkj(ω)

)
э обмеженою, то знову отримаємо, що

lim
k=kj→+∞
kj∈J1

− ln |fk(ω)|
λk(ω) lnλk(ω)

= +∞,

бо − ln |fk(ω)| → +∞ (k → +∞).
Отже,

1

kF (ω)
:= lim

k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk(ω) lnλk(ω)

≥
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≥ inf

{
lim

k→+∞
k∈J1

− ln |fk(ω)|
λk(ω) lnλk(ω)

, lim
k→+∞
k∈J2

− ln |fk(ω)|
λk(ω) lnλk(ω)

}
≥ 1

ρ∗
.

Звiдси, ρ∗ = ρµ(ω) + ε ≥ kF (ω), звiдки, спрямовуючи ε → +0,
отримуємо, що ρµ(ω) ≥ kF (ω).

У випадку ρµ(ω) = +∞ нерiвнiсть ρµ(ω) ≥ kF (ω) очевидна.

Твердження 2.21 ( [67],Theorem 3, p.265). Якщо F ∈ D(Λ+) має
вигляд (2.35) i виконується умова

β(Λ+) := lim
k→+∞

ln k

λk lnλk
= 0,

то
ρF = ρµ

i, отже, ρF = kF = ρµ.

Зауваження 2.11. Твердження 2.21 за умови β(Λ) = 0 є засто-
совним при фiксованому ω ∈ Ω до кожного цiлого ряду Дiрiхле
Fω ∈ D вигляду (2.1), при цьому

ρF (ω) = ρµ(ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk(ω) lnλk(ω)

− ln |fk(ω)|
м.н.

Справдi, якщо виконується умова β(Λ) = 0, то λk(ω) → +∞
(k → +∞) i, тому допускає при такому фiксованому ω впорядку-
вання за зростанням, а, отже, до “нового” ряду Дiрiхле F̃ з так
впорядкованими елементами вже можна застосувати Твердження
2.21. Але, з абсолютної збiжностi початкового ряду Дiрiхле випли-
ває, що

Fω(z) ≡ F̃ω(z).

Крiм цього, очевидно, що

µ(x, Fω) ≡ µ(x, F̃ω).
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Твердження 2.22. Для кожного ряду Дiрiхле F ∈ D вигляду
(2.1) м.н.

Tµ(ω) = KF (ω) := lim
k→+∞

λk(ω)

eρ
|fk(ω)|ρ/λk(ω), ρ = ρµ(ω).

Якщо ж виконується умова τ (Λ, ω) := lim
k→+∞

ln k
λk(ω) = 0, то

TF (ω) = Tµ(ω) = KF (ω) м.н.

Справдi, перша частина так само, як i Твердження 2.20, дово-
диться за допомогою стандартних мiркувань. Далi, при фiксова-
ному ω такому, що τ (Λ, ω) = 0, для всiх досить великих k ≥
k0 = k0(ω) маємо λk(ω) > ln k/ε, де ε > 0 – довiльне. Тому,∑+∞

k=k0
exp{−2ελk(ω)} ≤

∑+∞
k=k0

exp{−2 ln k} < +∞, звiдки C(ε) :=∑+∞
k=0 exp{−2ελk(ω)} < +∞ i, отже,

M(x, Fω) ≤
+∞∑
k=0

|fk(ω)|e(x+2ε)λk(ω)e−2ελk(ω) ≤ C(ε)µ(x + 2ε, Fω).

Звiдси, отримуємо, що TF (ω) ≤ Tµ(ω) · e2ερF (ω). Спрямовуючи ε →
+0, остаточно маємо, що TF (ω) = Tµ(ω).

Твердження 2.23. Нехай цiлий ряд Дiрiхле Fω ∈ D, має вигляд
(2.1) i h = h(ω) := lim

k→+∞
ln k

− ln |fk(ω)| < 1. Тодi, для кожного ε ∈
(0, 1− h) i всiх x ≥ 0

M(x, Fω) ≤ C(ε)
(
µ
( x

1− h− ε
, Fω
))1−h−ε

, C(ε) = C(ε, ω) < +∞.

Зокрема, ρF (ω) ≤ ρµ(ω)/(1−h(ω)) м.н., а також ρF (ω) = ρµ(ω) м.н.
за умови h(ω) = 0 м.н.

Доведення. Справдi, якщо Fω ∈ D, має вигляд (2.1), то
− ln |fk(ω)| → +∞ (k → +∞) м.н. З умови h = h(ω) < 1 випливає,
що для кожного 2ε ∈ (0, 1− h) виконується нерiвнiсть

− ln |fk(ω)| > ln k/(h + ε)
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для всiх досить великих k ≥ k0 = k0(ω). Тодi

C(ε) = C(ε, ω) :=

+∞∑
k=0

|fk(ω)|h+2ε =

=

k0−1∑
k=0

|fk(ω)|h+2ε +

+∞∑
k=k0

|fk(ω)|h+2ε ≤

≤
k0−1∑
k=0

|fk(ω)|h+2ε +

+∞∑
k=k0

exp{−h + 2ε

h + ε
ln k} < +∞.

Тому, для всiх x ≥ 0

M(x, Fω) ≤
+∞∑
k=0

|fk(ω)|1−h−2εexλk(ω)|fk(ω)|h+2ε ≤

≤
+∞∑
k=0

(
|fk(ω)|exλk(ω)/(1−h−2ε)

)1−h−2ε

|fk(ω)|h+2ε ≤

≤
(
µ
( x

1− h− 2ε
, Fω
))1−h−2ε

C(ε).

Звiдси, ρF (ω) ≤ ρµ(ω)/(1 − h − 2ε). Залишається спрямувати ε →
+0.

Наслiдуючи F.Tian ( [13]), спершу розглянемо питання про фор-
мули для визначення величинR-порядiв iR-типiв випадкових рядiв
Дiрiхле Fω ∈ D вигляду (2.1) з коефiцiєнтами fk(ω) = ak · Zk(ω).
Доведемо таке твердження.
Твердження 2.24. Нехай F ∈ D(Λ) i має вигляд (2.35), а Fω ∈ D̃
має вигляд (2.1), де fk(ω) = akZk(ω). Якщо ρµ = ρ[lnµ(·, F )] < +∞,

lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk lnλk

= 0 м.н. (2.40)

i виконується одна з двох умов β(Λ) = 0 або ln k = o(ln |ak|) (k →
+∞), то Fω ∈ D i ρF (ω) = ρµ = kF := lim

k→+∞
λk lnλk
− ln |ak|

м.н.
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Доведення Твердження 2.24. Зауважимо спочатку, що за Твер-
дженням 2.23 ρµ = kF , тому

(∀ε)(∃k0)(∀k ≥ k0) : | ln |ak|| >
1

ρ + ε
λk lnλk,

звiдки, за умовою β(Λ) = 0 отримуємо, що ln k = o(ln |ak|) (k →
+∞).

Вище вже вiдзначалося, що за Твердженням 2.11, застосованим
до ряду Fω

σ(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |akZk(ω)|
λk

.

Але,

δ := lim
k→+∞

∣∣ ln |Zk(ω)|
∣∣∣∣ ln |ak|∣∣ ≤ (ρ + ε) lim

k→+∞

∣∣ ln |Zk(ω)|
∣∣

λk lnλk
= 0,

Тому отримуємо, що м.н.

σ(F, ω) = lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

·
(

1 +
ln |Zk(ω)|

ln |ak|

)
= σµ(F ) = +∞,

тобто, Fω ∈ D. Оскiльки, як вище вiдзначалося

lim
k→+∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

= 0, (2.41)

то ln k = o(ln |akZk(ω)|) (k → +∞). Тому, для обчислення величини
порядку ρF (ω) за Твердженням 2.23 тепер маємо

ρF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |ak| − ln |Zk(ω)|

=

= lim
k→∞

λk lnλk
− ln |ak|

· lim
k→∞

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)−1

= kF .

При цьому ми знову скористалися спiввiдношенням (2.41).
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Введемо такi позначення

B1 =
{
ω : lim

k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk lnλk

= δ(ω) ≥ 0
}
,

B2 =
{
ω : lim

k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk lnλk

= ∆(ω) < 0
}
,

B3 =
{
ω : lim

k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk lnλk

= 0
}
,

B4 =
{
ω : θ(ω) := lim

k→+∞

∣∣∣ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣ < 1
}
.

Доведемо таку модифiкацiю пропереднього твердження.
Твердження 2.25. Нехай цiлий ряд Дiрiхле F ∈ D(Λ) i має вигляд
(2.35), а Fω ∈ D(Λ) i має вигляд (2.36), де fk(ω) = akZk(ω). Якщо
ρµ = ρ[lnµ(·, F )] ∈ (0,+∞) i виконується одна з двох умов β(Λ) = 0

або ln k = o(ln |ak|) (k → +∞), то (∃B ∈ A, P(B) = 0):
i) ω ∈ B1 \B, δ(ω) + 1

ρF
> 0 =⇒ σa(F, ω) = +∞;

ii) ω ∈ B1 \B =⇒ 1
ρµ(ω) ≥ δ(ω) + 1

ρF
;

iii) ω ∈ B2 \B ∧ σ(F, ω) = +∞ =⇒ 1
ρF (ω) ≤ ∆(ω) + 1

ρF
;

iv) ω ∈ B3 \B =⇒ ρF (ω) = ρµ = kF := lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |ak|

.

v) ω ∈ B4 \B =⇒ σ(F, ω) = +∞ ∧
∣∣ ρF
ρF (ω) − 1

∣∣ ≤ θ.

Доведення. Оскiльки F (0) 6= ∞, то − ln |fk(ω)| → +∞ (k → +∞)

м.н. Вiдзначимо спочатку, що п. iv) доводиться цiлком так само, як
Твердження 2.24.

У випадку ω ∈ B1, оскiльки − ln |ak| > λk lnλk/(ρF + ε) i
− ln |Zk(ω)| > (δ(ω)− ε)λk lnλk для всiх k ≥ k0(ω), то

− ln |fk(ω)| ≥ (δ(ω)− ε +
1

ρF + ε
)λk lnλk.

Звiдси, вибираючи ε > 0 так, щоб виконувалось δ(ω)−ε+ 1
ρF+ε > 0,

з умови β(Λ) = 0 нескладно отримуємо, що σµ(ω) = +∞.
Стосовно доведення п.п. ii), iii), вiдзначимо, що оскiльки lim(a−

b) ≥ lim a− lim b, то
1

ρF
= lim

k→+∞

− ln |ak|
λk lnλk

= lim
k→+∞

(− ln |fk(ω)|
λk lnλk

− − ln |Zk(ω)|
λk lnλk

)
≥
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≥ lim
k→+∞

− ln |fk(ω)|
λk lnλk

− lim
k→+∞

− ln |Zk(ω)|
λk lnλk

=
1

kF (ω)
−∆(ω).

Подiбно, оскiльки lim(a− b) ≤ lim a− lim b, то

1

ρF
≤ 1

kF (ω)
− δ(ω).

Але, kF (ω) = ρµ(ω) ≤ ρF (ω).
Якщо ω ∈ B4, то

lim
k→+∞

∣∣ ln |ak||Zk(ω)|
∣∣

ln k
≥ lim

k→+∞

− ln |ak|
ln k

·
(

1− lim
k→+∞

∣∣∣ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣) =

= (1− θ(ω)) lim
k→+∞

− ln |ak|
ln k

= +∞.

Тому, за Твердженням 2.11, застосованим до ряду Fω

σ(F, ω) = σµ(F, ω) = α0(F, ω) = lim
k→+∞

∣∣ ln |ak||Zk(ω)|
∣∣

λk
≥

≥ lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

·
(

1− lim
k→+∞

∣∣∣ln |Zk(ω)|
ln |ak|

∣∣∣) =

= σµ(F )(1− θ(ω)) = +∞.

Далi, за Твердженням 2.23

1

ρF (ω)
= lim

k→+∞

− ln |ak| − ln |Zk(ω)|
λk lnλk

≥

≥ lim
k→∞

− ln |ak|
λk lnλk

· lim
k→∞

(
1− lim

k→∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
= kF (1− θ(ω)).

Подiбно,

1

ρF (ω)
≤ lim

k→∞

− ln |ak|
λk lnλk

· lim
k→∞

(
1− lim

k→∞

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)
= kF (1 + θ(ω)).

Але, kF = ρF .

Отримаємо тепер у виглядi простого наслiдку такий аналог те-
ореми 2 з [12].
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Твердження 2.26. Нехай (Zk(ω)) — послiдовнiсть випадкових ве-
личин така, що

(∃α > 0) : sup{M|Zk|α,M|Zk|−α : k ≥ 0} < +∞, (2.42)

цiлий Дiрiхле F ∈ D(Λ) i має вигляд (2.35), а ряд Дiрiхле Fω ∈
D(Λ) має вигляд (2.36), де fk(ω) = akZk(ω). Якщо виконується
одна з умов β(Λ) = 0 або ln k = o(ln |ak|) (k → +∞), то ряд Дiрiхле
Fω є цiлим i

ρF (ω) = ρµ(ω) = ρF = kF м.н.

Доведення Твердження 2.26. З умови (2.42) випливає, що

ln |Zk(ω)| = O(ln k) (r → +∞) м.н.

Справдi, за нерiвнiстю Маркова P{ω : |ξ(ω)| ≥ a} ≤ Mξ
a , a > 0,

тому для η > 0

+∞∑
k=1

P{ω : |Zk(ω)|α ≥ k1+η} ≤
+∞∑
k=1

M(|Zk(ω)|α)/k1+η < +∞.

Звiдси, за першою частиною леми Бореля-Кантелi серед подiй(
{ω : |Zk(ω)|α ≥ k1+η}

)
з ймовiрнiстю, що дорiвнює одиницi, ви-

конується скiнченна їх кiлькiсть, отже, м.н. для всiх достатньо ве-
ликих k виконується нерiвнiсть |Zk(ω)| < k(1+η)/α. Подiбно з оцiн-
кою знизу. Отже, за умовою β(Λ) = 0 отримуємо, що ln |Zk(ω)| =

o(λk lnλk) (k → +∞) м.н., тобто, виконуються умови Твердження
2.24.

У доведеннi Твердження 2.24 вiдзначалося, що з умови ρF <

+∞ випливає, що

λk lnλk = O(ln |ak|) (k → +∞).

Так само, за умовою ln k = o(ln |ak|) (k → +∞) маємо

lim
k→+∞

| ln |Zk(ω)||
| ln |ak||

= lim
k→+∞

O(ln k)

| ln |ak||
= 0
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тобто, виконуються умови Твердження 2.16, за яким для функцiї
Fω маємо

σ(F, ω) = α∗0(ω) := lim
k→+∞

− ln |ak|
λk

= α0(F ) = +∞,

тобто, ряд Дiрiхле Fω є цiлим. Як i у доведеннi Твердження 2.24 ма-
ємо, що ln k = o(ln |akZk(ω)|) (k → +∞) м.н. Тому, для обчислення
величини порядку ρF (ω) за Твердженням 2.23 знову маємо

ρF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |ak| − ln |Zk(ω)|

=

= lim
k→∞

λk lnλk
− ln |ak|

· lim
k→∞

(
1 +

ln |Zk(ω)|
ln |ak|

)−1

= kF .

Зауваження 2.12. У статтi [13] замiсть умови β(Λ) = 0 вимагає-
ться виконання умови τ (Λ+) = limk→+∞

ln k
λk

< +∞. Зрозумiло, що
умова β(Λ) = 0 випливає з останньої умови i в загальному, умова
β(Λ) = 0 є слабшою за умову τ (Λ+) < +∞.

Вiдзначимо також такий наслiдок з тверджень 2.20 i 2.21.
Твердження 2.27. Нехай Fω ∈ D(Λ) i має вигляд (2.36). Якщо
β(Λ+) = 0, а (fk(ω)) – послiдовнiсть незалежних випадкових вели-
чин, то ρF (ω) ≡ ρ ∈ [0,+∞] м.н., при цьому

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

= ρ.

Справдi, за законом нуля i одиницi Колмогорова, випадкова ве-
личина kF (ω) є майже напевне сталою тобто, iснує ρ ∈ [0,+∞] таке,
що kF (ω) ≡ ρ м.н. Залишається застосувати Твердження 2.20 i 2.21.

Наступна теорема мiстить умови, якi повиннi задовольняти ви-
падковi величини fk(ω) для того, щоб для довiльного наперед за-
даного ρ ∈ [0,+∞] виконувалась рiвнiсть ρF (ω) = ρ м.н. Власне,
доведемо таку теорему.
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Теорема 2.11. Нехай Fω ∈ D(Λ), має вигляд Fω(z) =∑+∞
k=0 fk(ω)ezλk, а

(
|fk(ω)|

)
– послiдовнiсть попарно незалежних ви-

падкових величин з функцiями розподiлу Fk(x) := P{ω : |fk(ω)| <
x}, x ∈ R, k ∈ Z+. Якщо β(Λ) = 0, то:
a) Для того, щоб ρF (ω) = ρ ∈ (0,+∞) м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε ∈ (0, ρ) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(
e−

1
ρ+ελk lnλk

))
< +∞ ∧

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(
e−

1
ρ−ελk lnλk

))
= +∞.

b) Для того, щоб ρF (ω) = 0 м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(
e−ελk lnλk + 0

))
< +∞.

c) Для того, щоб ρF (ω) = +∞ м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(
e−ελk lnλk

))
= +∞.

Доведення теореми 2.11. За Зауваженням 2.11, застосованим до
Fω, маємо, що з умови β(Λ) = 0 випливає, що

ρF (ω) = ρµ(ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

м.н.

a) Необхiднiсть. За умовою, (∃B ∈ A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

= ρ.

Оскiльки ряд Дiрiхле при ω ∈ B в точцi z = 0 збiжний, то
− ln |fk(ω)| → +∞ (k → +∞) i за означенням lim маємо

(∀ω ∈ B)(∀ε > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀k ≥ k∗(ω)) :

|fk(ω)| < exp
{
− λk lnλk

ρ + ε

}
.
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Розглянемо подiю

Ak(ε) :=
{
ω : |fk(ω)| ≥ exp

{
− λk lnλk

ρ + ε

}}
.

Зауважимо, що,

B ⊂ C(ε) :=

∞⋃
N=0

∞⋂
k=N

Ak(ε),

i, тому, P(C(ε)) = 1. Оскiльки C(ε) – подiя “ серед елементiв по-
слiдовностi (Ak(ε)) вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй”, а
попарна незалежнiсть подiй Ak(ε) випливає з попарної незалежно-
стi випадкових величин |fk(ω)|, то за уточненою другою частиною
леми Бореля-Кантелi (див. [37], [32, p. 84]) отримуємо, що∑+∞

k=0
P(Ak(ε)) < +∞. (2.43)

Залишається скористатись рiвнiстю

P(Ak(ε)) = 1−P(Ak(ε)) = 1− Fk
(

exp
{
− λk lnλk

ρ + ε

})
.

Далi, за означенням lim маємо, що для кожного ω ∈ B iснує
послiдовнiсть mj → +∞ така, що при k = mj, j ≥ 1

|fk(ω)| > exp
{
− λk lnλk

ρ− ε
}
.

Звiдси,

B ⊂
∞⋂
N=0

⋃
k=N

A1
k(ε) := C1(ε),

де

A1
k(ε) =

{
ω : |fk(ω)| > exp

{
− λk lnλk

ρ− ε
}}
.

Тодi,
P(C1(ε)) = 1.
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Зауважимо, що C1(ε) – подiя “серед елементiв послiдовно-
стi

(
A1
k(ε)
)

вiдбувається нескiнченна кiлькiсть подiй”. Оскiльки
P(A1

k(ε)) = 1− Fk
(

exp
{
− λk lnλk

ρ−ε
})

, то залишається довести, що

+∞∑
k=0

P(A1
k(ε)) = +∞. (2.44)

Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що
∑+∞

k=0 P(A1
k(ε)) <

+∞. Але тодi, за першою частиною леми Бореля-Кантелi
P(C1(ε)) = 1, звiдки P(C1(ε)) = 0. Суперечнiсть. Тому,∑+∞

k=0 P(A1
k(ε)) = +∞, тобто, виконується (2.44).

Достатнiсть. Зберiгаємо позначення з доведення необхiдностi.
З умови випливає, що виконується умова (2.43). Тому за першою
частиною леми Бореля-Кантелi маємо, що ймовiрнiсть подiї C(ε)

– подiя “ серед елементiв послiдовностi (Ak(ε)) вiдбувається лише
скiнченна кiлькiсть подiй”, дорiвнює одиницi, P(C(ε)) = 1. Заува-
жимо, що для кожного ω ∈ C(ε) i для всiх k ≥ k0(ω) виконується
нерiвнiсть

|fk(ω)| < exp
{
− λk lnλk

ρ + ε

}
.

Звiдси, для кожного ω ∈ C(ε) i для всiх k ≥ k1(ω)

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

≤ ρ + ε.

Далi, подiбно маємо, що оскiльки

P(A1
k(ε)) = 1− Fk

(
exp
{
− λk lnλk

ρ− ε
})
,

то виконується (2.44). Звiдси за уточненою другою частиною ле-
ми Бореля-Кантелi отримуємо, що ймовiрнiсть подiї C1(ε) – “се-
ред елементiв послiдовностi (A1

k)(ε) вiдбувається нескiнченна кiль-
кiсть подiй”, дорiвнює одиницi, P(C1(ε)) = 1. Отже, для кожного
ω ∈ C(1)(ε) iснує послiдовнiстьmk → +∞ така, що ω ∈ A1

mk
, звiдки

|fmk
(ω)| > exp

{
−
λmk

lnλmk

ρ− ε
}
.
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Тому, для кожного ω ∈ C(1)(ε)

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

≥ ρ− ε.

Позначимо тепер
C2(ε) = C(ε)

⋂
C(1)(ε).

Тодi,

P
( +∞⋂
m=1

C(2)(1/m)
)

= 1

i, отже, остаточно отримуємо

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

= ρ

для кожного ω ∈
+∞⋂
m=1

C(2)(1/m), тобто, м.н.

b) Необхiднiсть. За умовою, (∃B ∈ A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

= 0.

Оскiльки, за означенням верхньої границi для кожного ω ∈ B iснує
k0(ω) таке, що для всiх k ≥ k0(ω)

|fk(ω)| < exp
{
− 1

ε1
λk lnλk

}
для всiх k ≥ k0(ω),

то, мiркуючи подiбно, як в доведеннi необхiдностi в п.a), введемо
спочатку в розгляд подiї

Ak(ε1) :=
{
ω : |fk(ω)| ≥ exp

{
− λk lnλk

ε1

}}
,

C(ε1) :=

∞⋃
N=0

∞⋂
k=N

Ak(ε1),

а потiм знову зауважимо, що, B ⊂ C(ε1), i тому PC(ε1)) = 1.
Оскiльки C(ε1) – подiя “ серед елементiв послiдовностi (Ak(ε1))
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вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй”, а попарна незале-
жнiсть подiй Ak(ε1) випливає з попарної незалежностi випадкових
величин |fk(ω)|, то за уточненою другою частиною леми Бореля-
Кантелi знову ∑+∞

k=0
P(Ak(ε1)) < +∞.

Залишається знову скористатись рiвнiстю

P(Ak(ε1)) = 1−P(Ak(ε1)) = 1− Fk
(

exp
{
− λk lnλk

ε1

})
i вибрати ε1 = 1/ε.

Достатнiсть. Оскiльки за умовою
∑+∞

k=0 P(Ak(ε1)) < +∞, то
для ε1 = 1/ε за першою частиною леми Бореля-Кантелi маємо, що
ймовiрнiсть подiї C(ε1) – “ серед елементiв послiдовностi (Ak(ε1))

вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй” дорiвнює одиницi,
P(C(ε1)) = 1. Звiдси, для кожного ω ∈ C(ε1) i для всiх k ≥ k0(ω)

виконується нерiвнiсть |fk(ω)| < exp
{
− λk lnλk

ε

}
. Тому, для кожного

ω ∈ C(ε1) i для всiх k ≥ k1(ω)

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

≤ ε.

Для завершення доведення розглянемо

C(2) :=

+∞⋂
m=1

C(m).

Маємо P(C(2)) = 1, тому, для всiх ω ∈ C(2)

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

≤ 1/m,

звiдки, ρF (ω) = kF (ω) = 0 м.н.
c) Необхiднiсть. За умовою, (∃B ∈ A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

= +∞.
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Звiдси за означенням верхньої границi (∀ε > 0)(∀ω ∈
B)(∃(mk),mk → +∞) :

λmk
lnλmk

− ln |fmk
(ω)|

> 1/ε =⇒ |fmk
(ω)| > −ελmk

lnλmk
,

звiдки,

B ⊂
∞⋂
N=0

⋃
k=N

A1
k(ε) := C1(ε),

де
A1
k(ε) = {ω : |fk(ω)| > exp

{
− ελk lnλk

}
}.

Тодi, P(C1(ε)) = 1. Оскiльки знову C1(ε) – подiя “серед елементiв
послiдовностi (A1

k)(ε) вiдбувається нескiнченна кiлькiсть подiй”, а

P(A1
k(ε)) = 1− Fk

(
exp
{
− ελk lnλk

}
+ 0
)
,

то подiбно до того, як це робилося вище, мiркуючи вiд супротив-
ного, за першою частиною леми Бореля-Кантелi доводимо, що

+∞∑
k=0

P(A1
k(ε)) = +∞.

Достатнiсть. За умовою, для кожного ε > 0 маємо
+∞∑
k=0

P(A1
k(ε)) = +∞.

За уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi звiдси отри-
муємо, що ймовiрнiсть подiї C1(ε) – “серед елементiв послiдовностi
(A1

k)(ε) вiдбувається нескiнченна кiлькiсть подiй” дорiвнює одини-
цi, P(C1(ε)) = 1. Отже, знову для кожного ω ∈ C(1)(ε) iснує послi-
довнiсть mk → +∞ така, що ω ∈ A1

mk
, звiдки

|fmk
(ω)| > exp

{
− ελmk

lnλmk

}
.

Тому, для кожного ω ∈ C(1)(ε)

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

≥ lim
k→+∞

λmk
lnλmk

− ln |fmk
(ω)|
≥ 1/ε.
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Зауважимо, що

P
( +∞⋂
m=1

C1(1/m)
)

= 1

i, отже, остаточно отримуємо

ρF (ω) = kF (ω) = lim
k→+∞

λk lnλk
− ln |fk(ω)|

= +∞

для кожного ω ∈
+∞⋂
m=1

C1(1/m), тобто, м.н.

Сформулюємо тепер таку теорему. Схема її доведення цiлком
подiбна на схему доведення попередньої теореми з тiєю вiдмiннiстю,
що при цьому потрiбно використати Твердження 2.22. Зогляду на
цю подiбнiсть наводимо теорему без доведення.

Теорема 2.12. Нехай Fω ∈ D(Λ), має вигляд Fω(z) =∑+∞
k=0 fk(ω)ezλk, а

(
|fk(ω)|

)
– послiдовнiсть попарно незалежних ви-

падкових величин з функцiями розподiлу Fk(x) := P{ω : |fk(ω)| <
x}, x ∈ R, k ∈ Z+. Якщо τ (Λ+) = 0, то:
a) Для того, щоб TF (ω) = T ∈ (0,+∞) м.н., необхiдно i досить,
щоб (∀ε ∈ (0, T ) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(((T + ε)eρ

λk

)λk/ρ))
< +∞ ∧

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(((T − ε)eρ
λk

)λk/ρ))
= +∞.

b) Для того, щоб TF (ω) = 0 м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk

((εeρ
λk

)λk/ρ))
< +∞.

c) Для того, щоб TF (ω) = +∞ м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
k=0

(
1− Fk

(( eρ
ελk

)λk/ρ))
= +∞.
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Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 дослiджуються абсциси збiжностi випадкових ря-
дiв Дiрiхле з довiльними дiйсними невiд’ємними та з випадковими
попарно незалежними показниками. Всi основнi твердження цього
роздiлу є новими i не мають попередникiв.

Проведенi дослiдження абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле з довiль-
ною послiдовнiстю попарно рiзних невiд’ємних показникiв без будь-
яких, наскiльки це взагалi є можливим, яких би то не було апрiор-
них умов, крiм умови, що множина iснування максимального члена
ряду є непорожньою. Всi доведенi тут твердження для зручностi
формулюються i доводяться для випадкових рядiв Дiрiхле з ви-
падковими коефiцiєнтами i показниками, хоча частина з них є фа-
ктично новими твердженнями для детермiнованих рядiв Дiрiхле з
довiльною послiдовнiстю попарно рiзних невiд’ємних показникiв.
У пiдроздiлi 2.2 для абсцис збiжностi рядiв Дiрiхле з випадкови-
ми показниками, що є сумою елементiв числової послiдовностi i
послiдовностi випадкових величин, i випадковими коефiцiєнтами,
утвореними у виглядi добуткiв елементiв числової послiдовностi
i послiдовностi випадкових величин доведено теорему 2.1, що по-
в’язує випадкову абсцису збiжностi випадкового ряду з абсцисою
абсолютної збiжностi детермiнованого ряду Дiрiхле, утвореного з
квадратiв детермiнованих елементiв початкового випадкового ряду,
та теорему 2.2, що пов’язує абсцису абсолютної збiжностi випадко-
вого ряду з абсцисою абсолютної збiжностi детермiнованого ряду
Дiрiхле, утвореного з тих самих, що i у випадку теореми 2.1. де-
термiнованих елементiв початкового випадкового ряду. Тверджен-
ня такого вигляду в лiтературi не мають попередникiв. У пiдроздiл
2.3 дається опис абсцис збiжностi випадкових рядiв Дiрiхле з ви-
падковими коефiцiєнтами спецiального, описаного вище вигляду, i
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випадковими показниками, в термiнах обмежень, якi накладаються
на функцiї розподiлу попарно незалежних випадкових показникiв.
Всi з доведених тут теорем 2.5 – 2.10 є новими i не мають попе-
редникiв та є аналогами тверджень, встановлених у 2015 р. (О.Б.
Скаскiв i Л.О.Шаповаловська) в термiнах обмежень на функцiї роз-
подiлу попарно незалежних випадкових коефiцiєнтiв у випадку ви-
падкових рядiв з монотонно зростаючою послiдовнiстю показникiв.
У пiдроздiлi 2.4 в термiнах обмежень, що накладаються на фун-
кцiї розподiлу випадкових коефiцiєнтiв (теорема 2.11) встановлено
критерiй того, що випадковий R-порядок зростання ρF (ω) дорiвнює
довiльному наперед заданому значенню ρ ∈ [0,+∞].

Результати другого роздiлу опублiковано в статтях [16–19].
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РОЗДIЛ 3. ОБЛАСТI ЗБIЖНОСТI ВИПАДКОВИХ
КРАТНИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ

3.1 Областi збiжностi кратних випадкових рядiв Дiрiхле
з випадковими коефiцiєнтами

Нехай Λp = (λ(n))n∈Zp+, де λ(n) = (λ
(1)
n1 , . . . , λ

(p)
np ) ∈ Rp

+ = [0,+∞)p,
(n) = (n1, . . . , np) ∈ Zp+, Z+ := N ∪ {0}, p ∈ N. У випадку, коли
(λ

(j)
k )k∈Z+, 1 ≤ j ≤ p, зростаючi до +∞ послiдовностi невiд’ємних

чисел, тобто, 0 = λ
(j)
0 < λ

(j)
k < λ

(j)
k+1 ↑ +∞ (1 ≤ k ↑ +∞, 1 ≤ j ≤

p), використовуємо позначення Λp
+. Через Dp(Λp) позначимо клас

формальних кратних рядiв Дiрiхле вигляду

F (s) =

∞∑
‖n‖=0

a(n) exp{(λ(n), s)}, (3.1)

s = (s1, . . . , sp) ∈ Cp, sj = σj + itj (j ∈ {1, . . . , p}),

таких, що iснує σ ∈ Rp таке, що

a(n) exp(λ(n), σ)→ 0 (‖n‖ := n1 + . . . + np → +∞), (3.2)

де (a(n)) – послiдовнiсть комплексних чисел, (λ(n), s) = λ
(1)
n1 s1 + . . .+

λ
(p)
np sp, (n) = (n1, n2, ..., np).
Для σ ∈ Rp

:= [−∞,+∞]p позначимо

Πσ := {s ∈ Cp : Re s < σ},
Πσ = Πp

σ := {x ∈ Rp : x < σ}, Π0
σ = {x ∈ Rp : x ≥ σ},

де Re s = (Re s1, . . . ,Re sp), x = (x1, . . . , xp) < b = (b1, . . . , bp) ⇐⇒
xj < bj (∀j ∈ {1, . . . , p}), а x ≥ b⇐⇒ xj ≥ bj (∀j ∈ {1, . . . , p}).

Нехай

Gзб = {x ∈ Rp : ряд (3.1) збiжний в Πx},
Gзб = {z ∈ Cp : Re z ∈ Gc},
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Ga = {x ∈ Rp : ряд (3.1) абсолютно збiжний в Πx},
Ga = {z ∈ Cp : Re z ∈ Ga}.

Gзб, Ga вiдповiдно, областi збiжностi та абсолютної збiжностi ряду
(3.1), а Gзб, Ga їхнi слiди в {x ∈ Rp : x = Re z, z ∈ Cp}. У
випадку послiдовностi Λp

+ область iснування максимального члена
визначається ( [8]) як множина тих σ ∈ Rp, що

µ(σ, F ) = µ(σ1, . . . , σp, F ) =

= max{|a(n)| exp(λ(n), σ) : (n) ∈ Zp+} < +∞. (3.3)

В загальному, область iснування максимального члена Gµ визна-
чимо як внутрiшнiсть множини тих σ ∈ Rp, для яких виконується
умова (3.2).
Зауваження 3.1. У випадку послiдовностi Λp

+ обидва означення
визначають двi множини з однiєю i тiєю ж внутрiшнiстю, яку ми
надалi позначатимемо через Gµ. В загальному, очевидно, що умова
(3.3) випливає з умови (3.2). Навпаки з умови (3.3) умова (3.2),
взагалi кажучи, не випливає. Справдi, припустимо що p = 2, λ(1)

k =

λ
(2)
k (k ≥ 1), a(n1,n2) = 0 (n1 6= n2), a(k,k) = 1 (k ≥ 1). Тодi µ(σ, F ) =

µ(σ1,−σ1, F ) = 1, але a(n)e
(σ,λn) 6→ 0 (n1 + n2) → +∞ при σ =

(σ1,−σ1).
Множини ∂Gзб, ∂Ga, ∂Gµ – вiдповiдно, гiперповерхнi спряже-

них абсцис збiжностi, абсолютної збiжностi i iснування максималь-
ного члена ряду (3.1).
Зауваження 3.2. 1. Якщо σ 6∈ Gзб (вiдповiдно, σ 6∈ Ga), то ряд
(3.1) не може бути скрiзь збiжним (вiдповiдно, абсолютно збiжним)
в Πσ; подiбно, якщо σ 6∈ Gµ, то |a(n)| exp(λ(n), σ) 6→ 0.
2. Якщо F ∈ Dp(Λp), то ∂Gµ 6= ∅ i

Ga ⊂ Gзб ⊂ Gµ, ∂Ga ⊂ ∂Gзб ⊂ ∂Gµ.

3. σ ∈ ∂Gµ =⇒ Πσ ⊂ Gµ; σ ∈ ∂Ga =⇒ Πσ ⊂ Ga;
σ ∈ ∂Gзб =⇒ Πσ ⊂ Gзб.
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В [3] фактично доведено таке твердження.
Твердження 3.1 ( [3]). Якщо F ∈ Dp(Λp

+) i τ (Λp
+) :=

lim
‖n‖→∞

ln ‖n‖
‖λ(n)‖

= 0, то

∂Ga = G∗1 :=
{
α ∈ Rp : lim

‖n‖→+∞

ln |a(n)| + (α, λ(n))

‖λ(n)‖
= 0
}
,

де ‖λ(n)‖ = λ
(1)
n1 + ... + λ

(p)
np .

Зауваження 3.3. У статтi [8, Твердження 1.2] у випадку послiдов-
ностi Λp

+ фактично доведено, що ∂Gµ = G∗1, звiдки, негайно маємо,
що

Gµ = G1 :=
⋃
x∈G∗1

Πx.

Зауваження 3.4. В рамках кожного з двох щойно цитованих твер-
джень Ga = G1 :=

⋃
x∈G∗1

Πx i Gµ = G1, вiдповiдно. Тому, з умови

τ (Λp
+) = 0 випливає, що Ga = Gзб = Gµ = G1.
З огляду на зауваження 3.3 i 3.4 маємо таке твердження.

Твердження 3.2. Якщо F ∈ Dp(Λp
+) i τ (Λp

+) = 0, то Ga = Gзб =

Gµ = G1 i ∂Ga = ∂Gзб = ∂Gµ = G∗1.
Наступне твердження доведене в [8, Твердження 1.3].

Твердження 3.3 ( [8]). Нехай F ∈ Dp(Λp
+). Для того, щоб Gµ = Rp

необхiдно i досить, щоб

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)‖

= +∞.

Тепер розглянемо ряди Дiрiхле F ∈ Dp(Λp) з послiдовнiстю по-
казникiв Λp загального вигляду. Спочатку доведемо наступне твер-
дження. У випадку послiдовностi Λp

+, доведено у [8, Твердження
1.3].
Твердження 3.4. Нехай F ∈ Dp(Λp) i λ := lim

‖n‖→+∞
‖λ(n)‖ > 0. Для

того, щоб Gµ = Rp, необхiдно i достатньо, щоб

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)‖

= +∞.



121

Доведення Твердження 3.4. Необхiднiсть. Нехай Gµ = Rp. То-
дi, |a(n)| exp(‖λ(n)‖σ) → 0 (‖n‖ → +∞) для всiх σ > 0, таких
що − ln |a(n)| − ‖λ(n)‖σ → +∞ (‖n‖ → +∞). Hence, − ln |a(n)| ≥
‖λ(n)‖σ для всiх досить великих ‖n‖. Тому,

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)‖

≥ σ.

Залишається скористатись довiльнiстю σ > 0.
Достатнiсть. З умови випливає, що ln |a(n)| + σ‖λ(n)‖ → −∞

(‖n‖ → +∞) для всiх σ > 0. Дiйсно, для σ1 > 0, для кожного σ > 0

i для всiх досить великих ‖n‖ виконується нерiвнiсть − ln |a(n)| >
(σ1 + σ)‖λ(n)‖, така що

− ln |a(n)| − σ‖λ(n)‖ > σ1‖λ(n)‖ > σ1λ/2

для всiх досить великих ‖n‖. Використовуючи довiльнiсть вибору
σ1 > 0, отримуємо необхiдне вiдношення.

Виберемо σ = max
{

1, max{σ0
j : j ∈ {1, . . . , p}}

}
для будь-якого

σ0 = (σ0
1, . . . , σ

0
p) ∈ Rp, маємо

|a(n)| exp{(σ0, λ(n))} ≤ exp{ln |a(n)| + σ‖λ(n)‖} → 0 (‖n‖ → ∞),

i.e. Gµ = Rp. Доведення твердження 3.4 завершено.

Наступне твердження узагальнює Твердження 3.4 у випадку
Rl ×Πp−l

σ0
⊂ Gµ, де Πp−l

σ0
:= Πσ0l+1

× . . .×Πσ0p
, σ0 = (σ0

1, . . . , σ
0
p) ∈ Rp.

Твердження 3.5. Нехай F ∈ Dp(Λp) i для деякого l, 1 ≤ l ≤ p,
λl := lim

‖n‖→+∞
‖λ(n)‖l > 0, де

‖λ(n)‖l :=

l∑
k=1

λ(k)
nk
.

Для того, щоб Rl×Πp−l
σ0
⊂ Gµ, необхiдно i досить, щоб для кожного

σ = (σ1, . . . , σp) ∈ Rl × Πp−l
σ0

lim
‖n‖→+∞

ln (1/|a(n)|)−
p∑

j=l+1

σjλ
(j)
nj

‖λ(n)‖l
= +∞. (3.4)
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Доведення Твердження 3.5. Необхiднiсть. Нехай β > 0 - довiль-
не, βl = (β, . . . , β) ∈ Rl. З умови σ = (β, . . . , β, σl+1, . . . , σp) ∈ Gµ

випливає, що a(n)e
(σ,λ(n)) → 0 (‖n‖ → +∞). Тодi, для всiх ‖n‖ ≥ k0

маємо |a(n)|e(σ,λ(n)) ≤ 1, отже,

− ln |a(n)| −
p∑

j=l+1

σjλ
(j)
nj

l∑
k=1

λ
(k)
nk

≥ β. (3.5)

Залишається спочатку знайти нижню границю при ‖n‖ → +∞, а
потiм при β → +∞.

Достатнiсть. Нехай σ̃ = (σ̃l+1, . . . , σ̃p) < σ∗ = (σl+1, . . . , σp) ∈
Πp−l
σ0

. Умова (3.4) означає, що для будь-якого β > 0 i для ‖n‖ ≥
k0 нерiвнiсть (3.5) виконується. Тодi, для довiльного фiксованого
(σ̃1, . . . , σ̃l) ∈ Rl i σ̂ = (σ̃1, . . . , σ̃l, σ̃l+1, . . . , σ̃p) ∈ Rp ми отримуємо

− ln |a(n)| − (σ̂, λ(n)) ≥
l∑

k=1

(β − σ̃k)λ(k)
nk

+

l∑
k=1

(σj − σ̃j)λ(j)
nj
≥

≥
l∑

k=1

(β − σ̃k)λ(k)
nk
.

Припустимо, що β > 2 max{σ̃k : 1 ≤ k ≤ l}. Тодi,

− ln |a(n)| − (σ̂, λ(n)) ≥
β

2
‖λ(n)‖l.

Залишається скористатись умовою

λl := lim
‖n‖→+∞

‖λ(n)‖l > 0

i використати довiльнiсть β > 0.
Тодi, |a(n)|e(σ̂,λ(n)) → 0 (‖n‖ → +∞), звiдси, σ̂ ∈ Gµ для всiх

σ̂ ∈ Rl × Πp−l
σ0

. Таким чином, Rl × Πp−l
σ0
⊂ Gµ.
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Введемо такi позначення

G∗0 :=
{
α ∈ Rp : lim

‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
(α, λ(n))

= 1
}
, G0 :=

⋃
x∈G∗0

Πx,

Ĝ∗0 :=
{
α ∈ Rp : lim

‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
(α, λ(n))

= 1
}
, Ĝ0 :=

⋃
x∈Ĝ∗0

Πx.

Доведемо такi твердження
Твердження 3.6. Якщо F ∈ Dp(Λp) i lim

‖n‖→+∞
‖λ(n)‖ = λ > 0, тодi

G∗0 ∩
(
Rp−1

+ × (0,+∞)
)
⊂ G∗1 ∩

(
Rp−1

+ × (0,+∞)
)
, (3.6)

G∗1 ∩
(
R+ \ {0}

)p ⊂ G∗0 ∩
(
R+ \ {0}

)p
. (3.7)

Твердження 3.7. Якщо F ∈ Dp(Λp) i lim
‖n‖→+∞

‖λ(n)‖ = λ > 0, тодi

G∗1 ∩
(
−∞, 0)p ⊂ Ĝ∗0 ∩ (−∞, 0)p, (3.8)

Ĝ∗0 ∩
(
(−∞, 0]p−1 × (−∞, 0)

)
⊂ G∗1∩

∩
(
(−∞, 0]p−1 × (−∞, 0)

)
. (3.9)

Доведення Твердження 3.6. Доведемо спочатку, що (3.6). Не-
хай σ ∈ G∗0 ∩

(
Rp−1

+ × (0,+∞)
)
. Тодi, виконується рiвнiсть

lim
‖n‖→∞

ln (1/|a(n)|)/(σ, λ(n)) = 1. Тому,

ln |a(n)| + (σ, λ(n))

‖λ(n)‖
= −ε(n) ·

(σ, λ(n))

‖λ(n)‖
, (3.10)

де lim
‖n‖→∞

ε(n) = 0. З умови lim
‖n‖→∞

‖λ(n)‖ > 0 випливає, що ‖λ(n)‖ >

0 i (σ, λ(n)) ≥ 0 для досить великих ‖n‖, то 0 ≤
(σ, λ(n))

‖λ(n)‖
≤

max{|σj| : 1 ≤ j ≤ p} < +∞для досить велики ‖n‖. Звiдси отриму-
ємо

lim
‖n‖→∞

ε(n) ·
(σ, λ(n))

‖λ(n)‖
= 0.
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Отже,

lim
‖n‖→∞

ln |a(n)| + (σ, λ(n))

‖λ(n)‖
= 0, (3.11)

тобто σ ∈ G∗1 i G∗0 ∩
(
Rp−1

+ × (0,+∞)
)
⊂ G∗1 ∩

(
Rp−1

+ × (0,+∞)
)
.

Припустимо, що σ ∈ G∗1 ∩
(
R+ \ {0}

)p, тобто min{σj : 1 ≤ j ≤
p} > 0. Тодi, з (3.11) для всiх ε > 0 i досить великих ‖n‖ маємо
ln (1/|a(n)|) > (σ, λ(n))− ε‖λ(n)‖, тодi

ln (1/|a(n)|)
(σ, λ(n))

> 1−
ε‖λ(n)‖
(σ, λ(n))

≥ 1− ε

min{σj : j ∈ {1, . . . , p}}
.

Аналогiчно, для деякої послiдовностi (n̂) такої, що ‖n̂‖ → +∞,
отримуємо

ln (1/|an̂|)
(σ, λ(n̂))

< 1 +
ε‖λ(n̂)‖
(σ, λ(n̂))

≤ 1 +
ε

min{σj : j ∈ {1, . . . , p}}
.

З огляду на довiльнiсть ε > 0 отримуємо, що σ ∈ G∗0 ∩
(
R+ \ {0}

)p,
тобто G∗1 ∩

(
R+ \ {0}

)p ⊂ G∗0 ∩
(
R+ \ {0}

)p.
Доведення Твердження 3.7. Доведемо спочатку, що (3.8). Припу-
стимо, що σ = (σ1, ..., σp) ∈ G∗1 ∩ (−∞, 0)p, звiдси, max{σj : 1 ≤ j ≤
p} < 0, тобто min{−σj : 1 ≤ j ≤ p} > 0. Аналогiчно як вище, з
рiвностi (3.11), з огляду на (σ, λ(n)) < 0, отримуємо

(∃k0)(∀‖n‖ ≥ k0) :
ln (1/|a(n)|)

(σ, λ(n))
< 1−

ε‖λ(n)‖
(σ, λ(n))

≤

≤ 1 +
ε

min{−σj : j ∈ {1, . . . , p}}
,

(∃(n̂)) : ‖n̂‖ → ∞ ∧ ln (1/|an̂|)
(σ, λ(n̂))

> 1 +
ε‖λ(n̂)‖
(σ, λ(n̂))

≥

≥ 1− ε

min{−σj : j ∈ {1, . . . , p}}
.

Звiдси ми отримуємо, що (3.8).
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Припустимо тепер, що σ ∈ Ĝ∗0 ∩
(
(−∞, 0]p−1 × (−∞, 0)

)
, i.e.

(σ, λ(n)) ≤ 0 i виконується рiвнiсть

lim
‖n‖→∞

ln (1/|a(n)|)/(σ, λ(n)) = 1.

Тодi
ln (1/|a(n)|)− (σ, λ(n))

‖λ(n)‖
= ε(n) ·

(σ, λ(n))

‖λ(n)‖
, (3.12)

де lim
‖n‖→∞

ε(n) = 0. Але, lim
‖n‖→∞

‖λ(n)‖ > 0, тому∣∣(σ, λ(n))
∣∣

‖λ(n)‖
≤ max{|σj| : 1 ≤ j ≤ p} < +∞

i (σ, λ(n)) ≤ 0 для досить великих ‖n‖.
Звiдси,

lim
‖n‖→∞

ε(n) ·
(σ, λ(n))

‖λ(n)‖
= 0.

Тодi, з (3.12) рiвнiсть (3.11) виконується. Тому σ ∈ G∗1, ми отримали
Ĝ∗0 ∩

(
(−∞, 0]p−1 × (−∞, 0)

)
⊂ G∗1 ∩

(
(−∞, 0]p−1 × (−∞, 0)

)
.

Припустимо тепер, що σ ∈ Ĝ∗0 ∩
(
(−∞, 0]p−1 × (−∞, 0)

)
, тобто

(σ, λ(n)) ≤ 0 i виконується рiвнiсть lim
‖n‖→∞

ln (1/|a(n)|)/(σ, λ(n)) = 1.

Тодi, для всiх ε > 0 i для всiх досить великих ‖n‖ we have
ln (1/|a(n)|)

(σ,λ(n))
< 1 + ε. Тому,

ln (1/|a(n)|)− (σ, λ(n))

‖λ(n)‖
>
ε(σ, λ(n))

‖λ(n)‖
≥

≥ ε ·min{σj : j ∈ {1, . . . , p}},
далi подiбно, для деякої пiдпослiдовностi (n̂) такої, що ‖n̂‖ → +∞,
отримуємо

ln (1/|an̂|)− (σ, λ(n̂))

‖λ(n̂)‖
< −ε ·

(σ, λ(n̂))

‖λ(n̂)‖
≤

≤ −ε ·min{σj : j ∈ {1, . . . , p}}.
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Отже, ми знову отримали, що рiвнiсть (3.11) виконується. Тому,
σ ∈ G∗1.
Твердження 3.8. Якщо F ∈ Dp(Λp) i lim

‖n‖→+∞
‖λ(n)‖ = λ > 0, тодi

Rp ∩ ∂Gµ = Rp ∩G∗1.
Зауваження 3.5. Якщо F ∈ Dp(Λp) , множина J ⊂ Zp+ необме-
жена i |a(n)| → +∞ (‖n‖ → +∞, (n) ∈ J), то ‖λ(n)‖ → +∞
(‖n‖ → +∞, (n) ∈ J), бо iнакше, всупереч зауваженню 2.3.2,
∂Gµ = ∅.
Доведення Твердження 3.8. Нехай α = (α1, . . . , αp) ∈ ∂Gµ ∩ Rp.
Припустимо спочатку, що min{αj : 1 ≤ j ≤ p} > 0. Тодi, πα :=

{tα : t ≤ 1} ⊂ Πα. Розглянемо ряд Дiрiхле

g(t) =
∑

a(n)e
tλ∗

(n), λ∗(n) = (α, λ(n)).

Абсциса iснування максимального члена цього ряду σµ(g) = 1. Дiй-
сно, бо πα ⊂ Πα, тодi σµ(g) ≥ 1. Якщо нерiвнiсть σµ(g) > 1 викону-
ється, тодi iснує t0 > 1 таке, що

a(n)e
t0(α,λ(n)) = a(n)e

t0λ
∗
(n) → 0 (‖n‖ → +∞).

Але тодi t0α ∈ Gµ. За Зауваженням 3.5, tα /∈ Gµ для всiх t > 1

отримуємо суперечнiсть.
За твердженням 2 з [18] отримуємо

α0(g) := lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
λ∗(n)

= σµ(g)

. Тодi з
α0(g) = 1, (3.13)

випливає, що

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
(α, λ(n))

= 1. (3.14)

За Твердженням 3.6 можна зробити висновок, що α ∈ G∗1. Тому,
ми довели за допомогою деяких додаткових припущень, описаних
ранiше у доведеннi що ∂Gµ ⊂ G∗1.
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Навпаки, якщо α ∈ G∗1, тодi за Твердженням 3.6 отримуємо
(3.14). Але тодi виконується умова (3.13) i за Твердженням 2 з [18]
отримуємо σµ(g) = α0 = 1. Тому, для всiх t < 1 виконується

a(n)e
t(α,λ(n)) = a(n)e

tλ∗
(n) → 0 (‖n‖ → +∞).

Отже, tα ∈ Gµ. Нарештi отримуємо, що α ∈ Gµ з цього випливає,
що G∗1 ⊂ ∂Gµ, G1 ⊂ Gµ.

Виберемо α∗ := min{αj : 1 ≤ j ≤ p} ≤ 0. Тодi, α0 := min{αj +

1 + |α∗| : 1 ≤ j ≤ p} > 0. Розглянемо ряд Дiрiхле

F1(z) =
∑

a0
(n)e

(z,λ(n)),

де a0
(n) := a(n)e

−(1+|α∗|)(e1,λ(n)).
Зауважимо, що α ∈ ∂Gµ(F ) ⇐⇒

(
α + (1 + |α∗|)e1

)
∈ ∂Gµ(F1),

оскiльки

a0
(n) exp

(
z + (1 + |α∗|)e1, λ(n)

)
= a(n)e

(z,λ(n)).

Також, α ∈ G∗1(F )⇐⇒
(
α + (1 + |α∗|)e1

)
∈ G∗1(F1) since

lim
‖n‖→+∞

ln |a(0)
(n)| + (α + (1 + |α∗|)e1, λ(n))

‖λ(n)‖
=

= lim
‖n‖→+∞

ln |a(n)| + (α, λ(n))

‖λ(n)‖
.

Залишається тiльки застосувати доведене вище до ряду Дiрiхле F1.
Отже, ми отримали, що

α ∈ ∂Gµ(F )⇐⇒
(
α + (1 + |α∗|)e1

)
∈ ∂Gµ(F1)⇐⇒

⇐⇒
(
α + (1 + |α∗|)e1

)
∈ G∗1(F1)⇐⇒ α ∈ G∗1(F ).

Нарештi ми маємо ∂Gµ(F ) = G∗1(F ).

Нехай
(
Ω,A, P

)
- ймовiрнiсний простiр. Для дiйсних або компле-

ксних випадкових величин ξ позначимо через Eξ =
∫

Ω ξ(ω)P(dω) i
Dξ = E|ξ − Eξ|2 математичне сподiвання i дисперсiю, вiдповiдно.
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Розглянемо ряди Дiрiхле вигляду

F (s) = Fω(s) = F (s, ω) =

+∞∑
‖n‖=0

f(n)(ω) exp{(λ(n), s)}, (3.15)

де
(
f(n)(ω)

)
послiдовнiсть випадкових величин f(n) : Ω→ C на ймо-

вiрнiсному просторi
(
Ω,A, P

)
, i Λp = (λ(n))n∈Zp+ є, як i вище, вектор-

послiдовнiстю з невiд’ємними компонентами. Через Dp(Λp) позна-
чимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (3.15) таких, що Fω ∈ Dp(Λp)

м.н. (майже напевно), тобто для кожного фiксованого ω ∈ Ω \ B,
P(B) = 0.

Скрiзь у цьому пiдроздiлi, ми припускаємо, що наступна умова
виконується:

τ (Λp) := lim
‖n‖→∞

ln ‖n‖
‖λ(n)‖

= 0.

З цiєї умови випливає, що lim
‖n‖→+∞

‖λ(n)‖ > 0. Тодi з твердження 3.2,

∂Ga = ∂Gзб = ∂Gµ = G∗1,

i за Твердженням 3.6,

G∗1 ∩
(
R+ \ {0}

)p
= G∗0 ∩

(
R+ \ {0}

)p
.

Справдi, зокрема, σ ∈ ∂Ga ∩
(
R+ \ {0}

)p тодi i тiльки тодi ,коли

lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

= 1,

крiм того, за Твердженням 3.7,

G∗1 ∩
(
−∞, 0)p = Ĝ∗0 ∩ (−∞, 0)p,

зокрема, σ ∈ ∂Ga ∩
(
−∞, 0)p тодi i тiльки тодi ,коли

lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

= 1.
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Теорема 3.1. Нехай F ∈ Dp(Λp). Припустимо, що
(
|f(n)(ω)|

)
по-

слiдовнiсть попарно незалежних випадкових величин з функцiєю
розподiлу Φ(n)(x) := P{ω : |f(n)(ω)| < x}, x ∈ R, (n) ∈ Zp+. Вико-
нуються наступнi твердження:
a) Для того, щоб σ ∈ ∂Ga ∩

(
R+ \ {0}

)p м.н., необхiдно i досить,
щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

))
< +∞ ∧

∧
+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n)) + 0

))
= +∞.

b) Для того, щоб σ ∈ ∂Ga∩
(
−∞, 0)p м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n))

))
< +∞ ∧

∧
+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

))
= +∞.

c) Для того, щоб Ga = Rp м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀∆ > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
exp(−∆‖λ(n)‖)

))
< +∞.

Доведення Теореми 3.1. a) Необхiднiсть. За умовою, (∃B ∈
A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

lim
‖n‖→+∞

ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

= −1.

За означенням верхньої границi, оскiльки (σ, λ(n)) ≥ 0 для досить
великих ‖n‖, маємо

(∀ω ∈ B)(∀ε > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀‖n‖ ≥ k∗(ω)) :

|f(n)(ω)| < e(−1+ε)(σ,λ(n)),
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Позначимо
A(n) :=

{
ω : |f(n)(ω)| ≥ e(−1+ε)(σ,λ(n))

}
.

Тодi,

B ⊂ C :=

∞⋃
N=0

∞⋂
‖n‖=N

A(n)

i P(C) = 1; C - подiя, яка полягає в тому, що “серед подiй послi-
довностi (A(n)) вiдбувається скiнченна їх кiлькiсть”. Попарна неза-
лежнiсть подiй (A(n)) випливає з попарної незалежностi випадко-
вих величин (|f(n)(ω)|), тому, за уточненою другою частиною леми
Бореля-Кантелi ми отримуємо (див. [38,39], [32, p.84])∑+∞

k=0
P(A(n)) < +∞. (3.16)

Але,
P(A(n)) = 1−P(A(n)) = 1− Φ(n)

(
e(−1+ε)(σ,λ(n))

)
.

Далi, для кожного ω ∈ B iснує послiдовнiсть mk → +∞ така,
що при ‖n‖ = mk

ln |f(n)(ω)| > (−1− ε)(σ, λ(n)),

то,

ω ∈
∞⋂
N=0

⋃
‖n‖=N

A1
(n) := C1,

де A1
(n) = {ω : |f(n)(ω)| > e(−1−ε)(σ,λ(n))

}
. Тодi, B ⊂ C1 i, отже,

PC1) = 1. C1 – подiя, яка полягає в тому, що “серед подiй послiдов-
ностi (A1

(n)) вiдбувається нескiнченна їх кiлькiсть”. Доведемо, що
наступна умова виконується

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
e(−1−ε)(σ,λ(n)) + 0

))
=

=

+∞∑
‖n‖=0

P(A1
(n)) = +∞. (3.17)
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Припустимо протилежне
+∞∑
‖n‖=0

P(A1
(n)) < +∞.

Тодi за першою частиною леми Бореля-Кантелi P(C
1
) = 1. Отже,

P(C1) = 0 i ми отримуємо суперечнiсть. Тому, виконується умова
(3.17).

Достатнiсть. Зберiгаємо позначення з доведення необхiдно-
стi. Iз збiжностi ряду (3.16) за першою частиною леми Бореля-
Кантелi, отримуємо, що ймовiрнiсть подiї C - подiя “серед елемен-
тiв послiдовностi(A(n)) виконується лише скiнченна кiлькiсть по-
дiй” дорiвнює 1, P(C) = 1. Крiм того, для кожного ω ∈ C iснує
k0(ω) таке, що ω ∈ A(n) для всiх (n) таких, що ‖n‖ ≥ k0(ω). Це
означає, що для всiх ω ∈ C i (n) таких, що ‖n‖ ≥ k0(ω) виконує-
ться нерiвнiсть |f(n)(ω)| < e(−1+ε)(σ,λ(n)). Але, (σ, λ(n)) ≥ 0 для досить
великих ‖n‖, тому, для всiх ω ∈ C i (n) таких, що ‖n‖ ≥ k1(ω)

lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

≥ 1− ε.

Подiбно, з умови маємо, що (3.17). Звiдси за другою частиною ле-
ми Бореля-Кантелi отримуємо, щоймовiрнiсть подiї – “серед еле-
ментiв послiдовностi (A1

(n)) вiдбувається нескiнченна кiлькiсть по-
дiй” дорiвнює 1. Отже, для кожного ω ∈ C1, PC1) = 1, iснує по-
слiдовнiсть mk → +∞ така, що ω ∈ A1

(n) при ‖n‖ = mk, тобто
ln |f(n)(ω)| > (−1− ε)(σ, λ(n)), Звiдки

lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

≤ 1 + ε.

Позначимо тепер C(ε) = C
⋂
C1, ε ∈ {1

k : k ∈ N}. Тодi,
P
( ⋂
k≥1

C(1/k)
)

= 1 i, отже,

lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

= 1 для всiх ω ∈
⋂
k≥1

C(1/k).
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b) За умовою (∃B ∈ A,P(B) = 1)(∀ω ∈ B) :

lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
(σ, λ(n))

= 1.

Враховуючи, що (σ, λ(n)) ≤ 0 для всiх досить великих ‖n‖, з озна-
чення верхньої границi маємо

(∀ω ∈ B)(∀ε > 0)(∃k∗(ω) ∈ N)(∀‖n‖ ≥ k∗(ω)) :

|f(n)(ω)| < e(−1−ε)(σ,λ(n)).

Позначимо
A(n) :=

{
ω : |f(n)(ω)| ≥ e(−1−ε)(σ,λ(n))

}
.

Тодi,

B ⊂ C :=

∞⋃
N=0

∞⋂
‖n‖=N

A(n)

i, таким чином, P(C) = 1.
Подiбно, як в доведеннi a), для всiх ω ∈ B iснує послiдовнiсть

mk → +∞ така, що для ‖n‖ = mk

ln |f(n)(ω)| > (−1 + ε)(σ, λ(n)).

Звiдси,

B ⊂
∞⋂
N=0

⋃
‖n‖=N

A1
(n) := C1

, де A1
(n) = {ω : |f(n)(ω)| > e(−1+ε)(σ,λ(n))

}
. Тодi знову PC1) = 1.

Дослiвне повторення мiркувань з доведення попереднього п.a)
дає

+∞∑
‖n‖=0

P(A(n)) < +∞ ∧
+∞∑
‖n‖=0

P(A1
(n)) = +∞,

звiдки торимуємо необхiдний висновок. Доведення достатностi та-
кож також практично дослiдвне повторення мiркувань з доведення
п. a).
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c) За твердженнями 3.3 i 3.2,

Ga = Rp м.н.⇐⇒ α∗0(ω) := lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)(ω)|
‖λ(n)‖

= +∞ м.н.

Позначимо

A(n) = {ω : |f(n)(ω)| ≥ exp(−∆‖λ(n)‖)}.

Оскiльки,

α∗0(ω) = +∞⇐⇒ (∀∆ > 0)(∃k0(ω))(∀n, ‖n‖ ≥ k0(ω)) :

− ln |f(n)(ω)| > ∆‖λ(n)‖,
тодi, як i вище P(C) = 1 для

C =

∞⋃
N=0

∞⋂
‖n‖=N

A(n).

Використовуючи уточнену другу частину леми Бореля-Кантелi
отримаємо

∑
P(A(n)) < +∞, тобто,

+∞∑
‖n‖=0

(
1− F

(
exp(−∆‖λ(n)‖)

))
=

+∞∑
‖n‖=0

P(A(n)) < +∞.

Тепер навпаки. З умови
∑

P(A(n)) < +∞ за першою частиною
леми Бореля-Кантелi, ймовiрнiсть подiї – “серед елементiв послi-
довностi (A(n)) вiдбувається лише скiнченна кiлькiсть подiй” дорiв-
нює 1. Отже, для кожного ∆ > 0 iснує B = B(∆), P(B) = 1 таке,
що для всiх ω ∈ B iснує k0(ω) таке, що n, ‖n‖ ≥ k0(ω) виконується
нерiвнiсть − ln |f(n)(ω)| > ∆‖λ(n)‖, тодi

(∀ω ∈ B(∆)) : lim
‖n‖→+∞

− ln |f(n)|
‖λ(n)‖

≥ ∆. (3.18)

Розглянемо тепер послiдовнiсть ∆k = k k ≥ 1. З доведеного, для
кожного k ≥ 1 iснує B(∆k), P(B(∆k)) = 1, така, що виконується
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нерiвнiсть (3.18) з ∆ = k. Тому, для всiх ω ∈ B0 =
⋂+∞
k=1B(∆k)

маємо
(∀k ≥ 1) : lim

‖n‖→+∞

− ln |f(n)|
‖λ(n)‖

≥ k.

Звiдси випливає, що α∗0(ω) = +∞ для всiх ω ∈ B0. Залишається
зауважити, що умова (∀k ≥ 1) : P(B(∆k)) = 1 означає, що P(B0) =

1.
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3.2 Областi збiжностi кратних випадкових рядiв Дiрiхле
з випадковими показниками

Для γ > 0, δ0 ∈ R, δ = (δ1, ..., δp) ∈ Rp позначимо

h1(γ; δ0) := lim
‖n‖→∞

(γ − 1) ln |a(n)| + δ0‖λ(n)‖
ln ‖n‖

,

h2(γ; δ) := lim
‖n‖→∞

(γ − 1) ln |a(n)| + (δ, λ(n))

ln n1 + ... + ln np
.

У статтi [8, Theorem 1] доведено наступне твердження.

Твердження 3.9 ( [8]). Нехай F ∈ Dp(Λp
+).

i) Якщо iснує γ > 0, δ0 ∈ R така, що h1(γ; δ0) > p, then γGзб ⊂
Ga + δ0e1 i γGµ ⊂ Ga + δ0e1, де e1 = (1, ..., 1) ∈ Rp.

ii) Якщо iснує γ > 0, δ ∈ Rp така, що h2(γ; δ) > 1, тодi γGзб ⊂
Ga + δ, γGµ ⊂ Ga + δ.

Доведемо таке твердження.

Твердження 3.10. Нехай F ∈ Dp(Λp). Тодi Π0
α0e1
⊂
(
Rp \ Gµ

)
⊂(

Rp \Gзб
)
, де

α0 := lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)‖

.

Якщо iснує γ > 0, δ ∈ Rp такi, що
+∞∑
‖n‖=0

|a(n)|1−γe−(δ,λ(n)) < +∞, (3.19)

то γΠα0e1 ⊂ Ga + δ i γGзб ⊂ γG1 = γGµ ⊂ Ga + δ.
Зауваження 3.6. 1. У випадку ряду Дiрiхле з послiдовнiстю по-
казникiв Λ1

+ Твердження 3.10 див. у [24,25].
2. Умова (3.19) випливає як з умови h1(γ; δ0) > p так i з умови
h2(γ; δ0) > 1. Легко бачити, що умова (3.19) слабша за цi двi умо-
ви.
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Доведення твердження 3.10. Очевидно, що Rp \ Gµ ⊂ Rp \ Gзб.
Спочатку доведемо, що Π0

α0e1
⊂ Rp \ Gµ. Випадок α0(ω) = +∞

тривiальний, бо Πα0e1 = Rp i Π0
α0e1

= ∅.
Припустимо, що α0(ω) = −∞. Тодi за умовою α0(ω), для всiх

E > 0 i деякої послiдовностi kj → +∞ (j → +∞)

ln |a(n)|/‖λ(n)‖ > E (‖n‖ = kj, j ≥ 1).

Тодi
|a(n)| exp{−(Ee1, λ(n)} > 1 (‖n‖ = kj, j ≥ 1),

тобто, |a(n)| exp{(σ, λ(n)} 6→ 0 в точцi σ = −Ee1. Використовуючи
довiльнiсть E > 0 отримуємо Gµ = Gзб = Πα0e1 = ∅.

Тепер припустимо, що α0 6=∞ i виберемо α∗0 = α0 + ε, x0 = α∗0e1,

де ε > 0 - довiльне. Тому,

|a(n)|e(x0,λ(n)) = exp{‖λ(n)‖(ln |a(n)|/‖λ(n)‖ + α∗0)}.

За означенням α0 iснує послiдовнiсть kj → +∞ (j → +∞) та-
ка, що ln |a(n)|/‖λ(n)‖ > −(α0 + ε/2) (‖n‖ = kj, j ≥ 1). Тодi,
ln |a(n)|/‖λ(n)‖ + α0 + ε > ε/2 (‖n‖ = kj, j ≥ 1). Отже,

|a(n)|e(x0,λ(n)) ≥ eε‖λ(n)‖/2 ≥ 1 (‖n‖ = kj. j ≥ 1),

Нарештi, Π0
(α0(ω)+ε)e1

⊂ Rp \ Gµ. Залишається скористатись довiль-
нiстю ε > 0.

За означенням α0

α0 <
− ln |a(n)|
‖λ(n)‖

+ ε/2 (‖n‖ ≥ k0),

звiдси |a(n)|e(α
∗
0e1,λ(n)) < exp{−‖λ(n)‖ε/2} ≤ 1 (‖n‖ ≥ k0), де α∗0 :=

α0 − ε i ε > 0 - довiльне. Виберемо x0 = γα∗0e1 − δ. За ‖n‖ ≥ k0

торимуємо, що

|a(n)|e(x0,λ(n)) = |a(n)|1−γe−(δ,λ(n))
(
|a(n)|e(α

∗
0e1,λ(n))

)γ
≤

≤ |a(n)|1−γe−(δ,λ(n)).
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За умовою отримуємо, що послiдовностi (3.1) є абсолютно збiжнi в
точцi x0 = γα∗0e1 − δ. Тому, Πγα∗0e1

⊂ Ga + δ. Залишається викори-
стати Πγα∗0e1

= γΠα∗0e1
i довiльнiстю ε > 0.

Припустимо, що виконується умова (3.19). Нехай α∗ = α − e1ε,
де ε > 0 -довiльне i α ∈ G∗1 теж довiльне. Подiбно як вище, за
означенням верхньої границi в G∗1 маємо

ln |a(n)| + (α, λ(n)) < ‖λ(n)‖ε/2 =⇒

=⇒ |a(n)| exp(α∗, λ(n)) < exp(−‖λ(n)‖ε/2) ≤ 1 (‖n‖ ≥ k0).

Виберемо x0 = γα∗ − δ. Тодi

|a(n)|e(x0,λ(n)) = |a(n)|1−γe−(δ,λ(n))
(
|a(n)|e(α

∗,λ(n))
)γ
≤

≤ |a(n)|1−γe−(δ,λ(n)) (‖n‖ ≥ k0).

Отже, ми отримали, що ряд (3.1) є абсолютно збiжний в точцi x0 =

γα∗ − δ = γ(α − e1ε) − δ. Тодi, Πx0 =
(
γΠα − γe1ε − δ

)
⊂ Ga i

γΠα ⊂ Ga + γe1ε + δ. Залишається зауважити довiльнiсть ε > 0 i
α ∈ G∗1. Тому,

γG1 =
⋃
α∈G∗1

γΠα ⊂ Ga + δ.

Використовуючи твердження 3.8 ми отримуємо Gµ = G1.

Подiбно як i вище у випадку рядiв Дiрiхле з показниками Λ1, з
твердження 3.10 отримуємо такий результат.
Твердження 3.11. Нехай F ∈ Dp(Λp). Якщо ln ‖n‖ = o

(
ln |a(n)|

)
(‖n‖ → +∞), тодi Πα0e1 ⊂ Ga i Gзб = G1 = Gµ = Ga.

Вибираючи в твердженнi 3.10 δ(ω) = 0, γ(ω) = 1− γ1(ω), отри-
муємо такий наслiдок.
Твердження 3.12. Нехай F ∈ Dp(Λp) вигляду (3.1),

lim
‖n‖→+∞

‖λ(n)‖ := λ > 0. Для деякого γ1 ≤ 1

+∞∑
‖n‖=0

|a(n)|γ1 < +∞. (3.20)
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Тодi,

Ga ⊃ (1− γ1)G1 = (1− γ1)Gµ ⊃ (1− γ1)Gзб. (3.21)

Позначимо ‖ lnn‖ = lnn1 + . . . lnnp,

h1 = lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖ lnn‖

, h2 = lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖ lnn‖

,

γ1 =

 1
h1
, якщо h1 ∈ [−∞, 0),

1
h2
, якщо h2 ∈ (1,+∞].

Твердження 3.13. Нехай F ∈ Dp(Λp) вигляду (3.1). Якщо h1 ∈
[−∞, 0) or h2 ∈ (1,+∞], вiдношення γGc ⊂ γG1 = γGµ ⊂ Ga + δ

виконується при γ = 1− γ1. Врахуємо, що 1/∞ = 0.

Доведення Твердження 3.13. Спочатку припустимо, що h1 < 0.
Переконаємся, що Твердження 3.10 можна застосувати для

γ1 = h0 = 1/(h1(1− ε/2)), (3.22)

де 0 < ε < 1 - довiльне. Зауважимо, що у випадку h1 = −∞, в
рiвностi (3.22) h1 < 0 - довiльне. За умовою для кожного ε ∈ (0, 1)

iснує k0 таке, що для всiх ‖n‖ ≥ k0(ω)

ln |a(n)|
‖ lnn‖

> −h1(1− ε).

Тодi з h0 = 1/(h1(1− ε/2)), 0 < ε < 1, оскiльки h0(ω) < 0 маємо

|a(n)|h0 ≤ exp
{
− h0h1(1− ε)‖ lnn‖

}
=

= exp
{
− 1− ε

1− ε/2
‖ lnn‖

}
,

але 1−ε
1−ε/2 > 1. Отже, за Твердженням 3.10 отримуємо (3.21), де γ1 =

1/(h1(1− ε/2)). Залишається використати довiльнiсть ε ∈ (0, 1).
У випадку h2 > 1 вибираємо γ1 = h0 + 2ε, h0 = 1/h2 (h0 = 0

при h2 = +∞). За означенням нижньої границi при h0 + ε. Дiсно,
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за умовою, для будь-якого ε > 0 : h0 + ε < 1 iснує k0 таке, що для
всiх ‖n‖ ≥ k0(ω)

ln |a(n)|
‖ lnn‖

<
−1

h0 + ε
.

Тодi

|a(n)|h0+2ε = exp
{

(h0 + 2ε) ln |a(n)|
}
≤

≤ exp
{
− h0 + 2ε

h0 + ε
‖ lnn‖

}
.

Оскiльки, за твердженням 3.10 ми отримуємо (3.21), де γ1 = h0+2ε.
Залишається скористатись довiльнiстю ε ∈ (0, 1).

Розглянемо ряди Дiрiхле вигляду

F (s) = Fω(s) = F (s, ω) =

+∞∑
‖n‖=0

a(n) exp{(λ(n)(ω), s)}, (3.23)

де
(
a(n)

)
– послiдовнiсть комплексних чисел, i Λp = (λ(n)(ω))n∈Zp+,

λ(n)(ω) : Ω→ Rp
+ послiдовнiсть випадкових векторiв з невiд’ємними

випадковими компонентами на ймовiрнiсному просторi
(
Ω,A, P

)
.

Через Dpex позначимо клас рядiв Дiрiхле вигляду (3.23) таких, що
Fω ∈ Dp(Λp) м.н.

Скрiзь ми припускаємо, що виконується наступна умова:

ln ‖n‖ = o
(

ln |a(n)|
)

(‖n‖ → +∞).

Доведемо аналогiчну теорему до твердження c) з Теореми 3.1 для
рядiв Дiрiхле з випадковими показниками

Λp = (λ(n)(ω))n∈Zp+

i детермiнованими коефiцiєнтами f = (fk), fk ∈ C, k ≥ 0.
З тверджень 3.3, 3.8 та 3.11 ми отримуємо таке твердження.
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Твердження 3.14. 1. Нехай λ(ω) := lim
‖n‖→+∞

‖λ(n)(ω)‖ > 0 м.н. i

F ∈ Dpex. Для того, щоб Gµ = Rp м.н., необхiдно i досить, щоб

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)(ω)‖

= +∞ м.н.

2. Якщо F ∈ Dpex i λ(ω) > 0 м.н., то Rp ∩ ∂Gµ = Rp ∩G∗1 м.н.
3. Нехай F ∈ Dpex. Якщо ln ‖n‖ = o

(
ln |a(n)|

)
(‖n‖ → +∞), то

Πα0e1 ⊂ Ga i Gc = G1 = Gµ = Ga.
Теорема 3.2. Нехай f ∈ Dex i Λ =

(
λ(n)(ω)

)
(n)∈Zp+

- послiдовнiсть,
така, що послiдовнiсть

(
‖λ(n)(ω)‖

)
(n)∈Zp+

- послiдовнiсть попарно не-
залежних випадкових величин з функцiями розподiлу Φ(n)(x) :=

P{ω : ‖λ(n)(ω)‖ < x}, x ∈ Rp, (n) ∈ Zp+. Для того, щоб Ga = Rp

м.н., необхiдно i досить, щоб

(∀ε > 0) :

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
exp(−ε ln |a(n)|)

))
< +∞. (3.24)

Доведення Теореми 3.2. За Твердженням 3.14, Gµ = Rp м.н. тодi i
тiльки тодi, коли

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)(ω)‖

= +∞ м.н.

Це рiвносильне до такого твердження:
iснує B ∈ A, P(B) = 1, що для кожного ω ∈ B, для кожного ∆ > 0

iснує k0(ω) таке, що для всiх (n), ‖n‖ ≥ k0, маємо

− ln |a(n)| > ∆‖λ(n)(ω)‖.

Для довiльного ε > 0 вiзьмемо ∆ = 1/ε. Позначимо

A(n) :=
{
ω : ‖λ(n)(ω)‖ ≥ −εln |a(n)|

}
.

Очевидно, що

B ⊂ C :=

∞⋃
N=0

∞⋂
‖n‖=N

A(n),
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тодi P(C) = 1, i C =
⋂∞
N=0

⋃∞
‖n‖=N A(n) - подiя “серед елементiв по-

слiдовностi (A(n)) вiдбувається нескiнченна кiлькiсть подiй”, тобто
C – подiя “серед елементiв послiдовностi (A(n)) вiдбувається лише
скiнченна кiлькiсть подiй”. З попарної незалежностi випадкових ве-
личин (‖λ(n)(ω))‖ випливає попарна незалежнiсть подiй (A(n)). Тодi,
за уточненою другою частиною леми Бореля-Кантелi ( [32, p.84])

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
|a(n)|−ε

))
=

+∞∑
‖n‖=0

P(A(n)) < +∞.

Якщо виконується умова (3.24) , то
+∞∑
‖n‖=0

P(A(n)) =

+∞∑
‖n‖=0

(
1− Φ(n)

(
|a(n)|−ε

))
< +∞,

i за першою частиною леми Бореля-Кантелi , P(C) = 1 для всiх
ε > 0. Вiзьмемо ε = εk = 1/k. Тодi P(Ck) = 1 для всiх k ≥ 1, де

Ck :=

∞⋃
N=0

∞⋂
‖n‖=N

A
k
(n),

Ak
(n) =

{
ω : ‖λ(n)(ω)‖ ≥ −εkln |a(n)|

}
.

Позначимо B =
⋂+∞
k=1Ck. Тодi P(B) = 1 i для всiх ω ∈ B iснує

k0(ω) таке, що для всiх (n), ‖n‖ ≥ k0(ω) i k ≥ 1 маємо

‖λ(n)(ω)‖ < −εkln |a(n)|.

отже,

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)(ω)‖

≥ k.

Тому,

lim
‖n‖→+∞

− ln |a(n)|
‖λ(n)(ω)‖

= +∞

i Gµ = Rp м.н. Теорему 3.2 доведено.
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Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячено дослiдженню областей збiжностi випадко-
вих кратних рядiв Дiрiхле як з випадковими коефiцiєнтами (пiдроз-
дiл 3.1), так i з випадковими показниками (пiдроздiл 3.2). Отриманi
тут теореми 3.1 i 3.2 мають характер критерiїв, а за формою, є подi-
бними на вiдповiднi теореми для рядiв Дiрiхле вiд однiєї змiнної, як
встановленi у попередньому роздiлi, так i, згаданi вище результати
Скаскiва-Шаповаловської для рядiв Дiрiхле вiд однiєї змiнної з ви-
падковими коефiцiєнтами i монотонно зростаючою послiдовнiстю
показникiв.

Теореми 3.1 i 3.2 формулюються в термiнах обмежень, що на-
кладаються на функцiї розподiлу, вiдповiдно, коефiцiєнтiв i пока-
зникiв. Отриманi тут результати є новими i не мають своїх попере-
дникiв

Результати третього роздiлу опублiковано в статтях [20,21],
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ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню абсцис i областей збiжно-
стi випадкових рядiв Дiрiхле з випадковими коефiцiєнтами i ви-
падковими показниками, як вiд однiєї змiнної, так i вiд багатьох
комплексних змiнних, а також випадкових R-порядкiв зростання
випадкових рядiв Дiрiхле.

У дослiдженнi як областей збiжностi випадкових рядiв Дiрi-
хле основною лiнiєю дослiдження є вiдмова вiд апрiорних умов
на послiдовнiсть показникiв. У тому числi ряд результатiв стосу-
ються випадку рядiв Дiрiхле з довiльною, взагалi кажучи немо-
нотонною, послiдовнiстю невiд’ємних показникiв. У дисертацiйнiй
роботi на основi нових тверджень про спiввiдношення мiж абсци-
сами для таких загальних рядiв Дiрiхле з вперше в термiнах умов,
що накладаються на функцiї розподiлу випадкових попарно неза-
лежних показникiв ряду, отримано оцiнки абсцис його збiжностi,
а також вперше дослiджено абсциси збiжностi випадкових рядiв
Дiрiхле з випадковими показниками та випадковими коефiцiєнта-
ми. Ранiше подiбнi результати про абсциси збiжностi рядiв Дiрi-
хле з випадковими коефiцiєнтами i монотонною послiдовнiстю по-
казникiв в термiнах обмежень, що накладаються на функцiї роз-
подiлу випадкових попарно незалежних коефiцiєнтiв ряду, рогля-
нули О.Б.Скаскiв i Л.О.Шаповаловська (2015 р.). У дисертацiї та-
кож вперше в термiнах функцiй розподiлу випадкових компонент
рядiв Дiрiхле описанi випадковi R-порядки їхнього зростання. На
основi нових тверджень про спiввiдношення мiж областями збi-
жностi кратних рядiв Дiрiхле вперше в термiнах функцiй розпо-
дiлу випадкових коефiцiєнтiв описано областi збiжностi випадко-
вих кратних рядiв Дiрiхле. Ряд тверджень, доведених у дисертацiї
для рядiв Дiрiхле з довiльною послiдовнiстю показникiв, i якi вiдi-
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грають у дисертацiйному дослiдженнi допомiжну роль, узагальню-
ють вiдповiднi як одновимiрнi твердження, так i твердження для
кратних рядiв Дiрiхле, доведенi ранiше у випадку рядiв з моно-
тонно зростаючою послiдовнiстю показникiв О.М.Мулявою (1998),
Х.Хеденмальмом (2000), П.Фiлевичем (2003), Т.Фанжi (1998–2003),
О.Ю.Задорожною i О.Б.Скаскiвим (2009, 2013) та iншими.

Основнi результати дисертацiї є новими i мають завершений ха-
рактер. Отриманi результати про випадковi ряди Дiрiхле з випад-
ковими показниками є принципово новими i можуть стати основою
для подальших результативних дослiджень, як самих рядiв, так i
появи нових їхнiх застосувань в iнших роздiлах математики.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується чiткими
i детальними доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у
фахових журналах i апробованi на багатьох мiжнародних та все-
українських наукових конференцiях i спецiалiзованих наукових се-
мiнарах.
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37. Erdős P., Rényi A. On Cantor’s series with convergent
∑

1/qn //
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