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ÀÍÎÒÀÖIß

Áîðà÷îê I.Â. ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â

òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ. � Íà ïðàâàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè-

÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.07 � îá÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà. � Ëüâiâ-

ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ, 2019.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííþ çàäà÷i ðåêîí-

ñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ â òðèâèìiðíié äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi.

Â ðîáîòi ïîêàçàíî, ùî âèõiäíà çàäà÷à íàëåæàòü äî êëàñó íåêîðåêòíèõ çàäà÷,

â ñåíñi âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi çà âõiäíèìè äàíèìè. Òîìó, äëÿ òîãî ùîá îòðèìà-

òè ñòiéêèé ÷èñåëüíèé ðîçâ'ÿçîê, ðîçãëÿäà¹òüñÿ êëàñ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ.

Çðîáëåíî êîðîòêèé îãëÿä iñíóþ÷èõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷, çîêðåìà, äâîâèìiðíî¨ ÷è òðèâèìiðíî¨ çà-

äà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ç êîðîòêèì àíàëiçîì ïåðåâàã àáî íåäîëiêiâ.

Òàêîæ íàâåäåíî êîðîòêèé îïèñ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ, ïîòðiáíèõ äëÿ òå-

îðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèõiäíî¨ çàäà÷i ðîçãëÿíóòî ïðÿìèé ðåãó-

ëÿðèçóþ÷èé ìåòîä Òiõîíîâà i äâà iòåðàöiéíi ìåòîäè: àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä i

óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà.

Ó âèïàäêó ìåòîäó Òiõîíîâà, çàäà÷à Êîøi ðåäóêîâàíà äî íåêîðåêòíî¨ ñè-

ñòåìè äâîâèìiðíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîþ òåîði¨ ïîòåíöiàëó i çà

äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ãðiíà. Â îáîõ âàðiàíòàõ íàâåäåíî iíòåãðàëüíå ïîäàííÿ

ðîçâ'ÿçêó, âiäïîâiäíó íåêîðåêòíó ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à òàêîæ âè-

ãëÿä øóêàíèõ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi. Äëÿ äâîõ ñèñòåì iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü äîñëiäæåíî ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ðåãóëÿðèçóþ÷îãî ìåòîäó

Òiõîíîâà. Çäiéñíåíî ïàðàìåòðèçàöiþ îäåðæàíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

i âèäiëåíî ñëàáêi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ. Çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî ïðîåêöié-



íîãî ìåòîäó Ãàëüîðêiíà ïîâíiñòþ äèñêðåòèçîâàíî îäåðæàíi ïàðàìåòðèçîâà-

íi ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðè÷îìó íåâiäîìi ãóñòèíè àïðîêñèìîâàíî

ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê, à iíòåãðàëè íàáëèæåíî îá÷èñëå-

íî çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ êóáàòóðíèõ ôîðìóë, ÿêi âîëîäiþòü ñóïåðàëãå-

áðà¨÷íèì ïîðÿäêîì çáiæíîñòi äëÿ àíàëiòè÷íèõ ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié. Â

ðåçóëüòàòi ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèõiäíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çâåäåíî äî

ïîøóêó íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ â àïðîêñèìàöiÿõ íåâiäîìèõ ãóñòèí, ïðè÷î-

ìó øóêàíi êîåôiöi¹íòè ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü,

îäåðæàíèõ ïiñëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Ãàëüîðêiíà. Ïîêàçàíî, ÿê îïòèìiçóâà-

òè ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ çìåíøåííÿ

êiëüêîñòi îá÷èñëåíü i ÿê âèêîðèñòàòè îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïðè ôîðìóâàííi

äèñêðåòíî¨ àïðîêñèìàöi¨ äàíèõ Êîøi.

Äî îäåðæàíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çàñòîñîâàíî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨

Òiõîíîâà, ïðè÷îìó ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨ âèáðàíî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó L-

êðèâèõ. Íàâåäåíî ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó â îáëà-

ñòi i äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi

îáëàñòi äëÿ îáîõ ïiäõîäiâ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, çäiéñíåíî êîðîòêèé

ïîðiâíÿëüíèé àíàëiç îáîõ ïiäõîäiâ.

Òàêîæ â ðîáîòi âèêîðèñòàíî iòåðàöiéíi ðåãóëÿðèçóþ÷i ìåòîäè äëÿ ÷èñåëü-

íîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíî¨ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëà-

ñà. Ñïî÷àòêó íàâåäåíî àëãîðèòì àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó. Äàíèé iòåðàöiéíèé

ìåòîä áóâ çàïðîïîíîâàíèé Â. Êîçëîâèì i Â. Ìàçüÿ äëÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷

ç ñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì i áóâ âèêîðèñòàíèé â äåÿêèõ ðîáîòàõ äëÿ ÷è-

ñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi. Â äàíié ðîáîòi iäåÿ ìåòîäó

ïîøèðåíà íà âèïàäîê òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé. Íàâåäåíî àëãîðèòì iòåðàöiéíî-

ãî ìåòîäó, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîõ êîðåêòíèõ

ìiøàíèõ çàäà÷ Íåéìàíà-Äiðiõëå i Äiðiõëå-Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Äîñëiäæåíî çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü äàíîãî ìåòîäó.

Êëàñè÷íèì iòåðàöiéíèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòîäîì ¹ ìåòîä Ëàíäâåáåðà i



ÿê âiäîìî äëÿ äàíîãî ìåòîäó íåîáõiäíèì ¹ âèãëÿä ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Â ðîáîòi ïîáóäîâàíî äâi ìîäèôiêàöi¨ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà, äëÿ

ÿêèõ íå ïîòðiáåí ñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Íàâåäåíî àëãîðèòìè äàíèõ iòåðàöié-

íèõ ïðîöåäóð, íà êîæíîìó êðîöi ÿêèõ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Äiðiõëå i

Ðîáiíà àáî ìiøàíi çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà i Íåéìàíà-Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà ç âiäïîâiäíèìè âõiäíèìè äàíèìè. Äîñëiäæåíî çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü

îòðèìàíèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ.

Îñêiëüêè, íà êîæíîìó êðîöi óñiõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçó-

âàòè îäíó ç êîðåêòíèõ òðèâèìiðíèõ çàäà÷ Íåéìàíà-Äiðiõëå, Äiðiõëå-Íåéìàíà,

Äiðiõëå àáî Ðîáiíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, òî â ðîáîòi òàêîæ ðîçãëÿíóòî àë-

ãîðèòìè äëÿ ¨õ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çà äîïîìîãîþ íåïðÿìîãî ìåòîäó ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Óñi êîðåêòíi çàäà÷i çâåäåíi äî ñèñòåìè äâîâèìiðíèõ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äîñëiäæåííî êîðåêòíiñòü îòðèìàíèõ ñèñòåì ó âiäïîâiäíèõ

ïðîñòîðàõ, âèäiëåíî ñëàáêi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ. Ðîçãëÿíóòî äèñêðåòíèé ïðîå-

êöiéíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ îäåðæàíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü, äîñëiäæåíî çáiæíiñòü äàíîãî ìåòîäó òà âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõèáîê

ìåòîäó. Âðàõîâàíî ñïåöèôiêó òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé, à òàêîæ, íàâåäåíî îïòè-

ìiçàöiþ îá÷èñëåíü.

Äëÿ óñiõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâ-

íÿííÿ Ëàïëàñà íàâåäåíî äåêiëüêà ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ ðiçíèõ êîí-

ôiãóðàöié îáëàñòåé i ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ, à òàêîæ äëÿ äàíèõ iç øóìîì, ÿêi

ïiäòâåðäæóþòü ñòiéêiñòü i çáiæíiñòü ðîçãëÿíóòèõ ìåòîäiâ: ïîáóäîâàíi òàáëè-

öi çìiíè çíà÷åíü ïîõèáîê øóêàíèõ äàíèõ Êîøi i íàâåäåíi âiäïîâiäíi ãðàôiêè.

Äëÿ ðîçãëÿíóòèõ êîðåêòíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ïîêàçàíî äåêiëüêà ÷èñåëüíèõ

åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi ïîêàçóþòü âèñîêó åôåêòèâíiñòü ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ó âèïàäêó êîðåêòíèõ çàäà÷.

Êëþ÷îâi ñëîâà: çàäà÷à Êîøi, ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, òðèâèìiðíà îáëàñòü,

ìåòîä Òiõîíîâà, àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä, óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà, ìåòîä
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Borachok I. V. Numerical solution of the Cauchy problem for the Laplace

equation in three dimensional double connected domains. � On the rights of

manuscript.

The thesis for obtaining the Candidate of Physical and Mathematical Sciences

degree on the speciality 01.01.07 � Computational mathematics. � Ivan Franko

National University of Lviv, Lviv, 2019.

The thesis is devoted to the numerical solution of the problem of reconstructing

the Cauchy data of a harmonic function in a three-dimensional double connected

domain. In the paper, it is shown that the initial problem belongs to a class of

ill-posed problems, in the sense of lack of stability on the input data. Therefore,

in order to obtain a stable numerical solution, a class of regularization methods

is considered. A brief overview of existing regularization numerical methods is

made for solving incorrect problems, in particular, a two-dimensional or three-

dimensional Cauchy problem for the Laplace equation with a brief analysis of

advantages or disadvantages. Also, a brief description of the functional spaces

required for theoretical studies is given.

For a numerical solution of the initial problem, the direct Tikhonov regulari-

zation method and two iterative methods (the alternating method and the generali-

zed Landveber method) are considered.

In the case of Tikhonov's method, the Cauchy problem is reduced to an ill-

posed system of two-dimensional integral equations by means of the theory of

potential and using the Green's formula. In both variants, the integral representati-

on of the solution, the corresponding ill-posed system of integral equations, as

well as the appearance of the desired Cauchy data on the internal boundary

is given. For two systems of integral equations, the possibility of applying Ti-

khonov's regularization method has been investigated. The parametrization of the

received systems of integral equations and the weak singularity in the kernel are

investigated. By means of the discrete Galerkin projection method, the parametri-

zed systems of integral equations are completely discretized, moreover unknown



densities are approximated by a linear combination of spherical harmonics, and

the integrals are approximated by means of corresponding cubature rules with

superalgebraic order of convergence for analytic integral functions. As a result,

the solutions of the systems of the integral equations are reduced to the search for

unknown coe�cients in the approximations of unknown densities, and the sought-

after coe�cients are the solution of the systems of linear algebraic equations obtai-

ned after the application of the Galerkin method. It is shown how to optimize the

process of forming coe�cients of systems of linear equations to reduce the number

of calculations and how to use the obtained results in the formation of discrete

Cauchy data approximation.

To the obtained systems of linear equations, the Tikhonov regularization

method was used, and the regularization parameter was chosen using the L-curve

method. The formulas for �nding an approximate solution in the domain and

for �nding approximate values of the Cauchy data on the inner boundary of the

domain for both approaches of the method of integral equations are given, and a

brief comparative analysis of both approaches is presented.

Also, iterative regularizing methods for numerical solving of an ill-posed three-

dimensional Cauchy problem for the Laplace equation are used in the thesis.

First, the algorithm of the alternating method is given. This iteration method was

proposed by V. Kozlov and V. Maz'ya for ill-posed problems with a self-adjoint

operator and was used in some papers for numerical solving of a two-dimensional

Cauchy problem. In this thesis, the idea of the method is extended to the case

of three-dimensional domains. An algorithm for an iterative method is presented,

which consists of sequential solving of two well-posed mixed Neumann-Dirichlet

and Dirichlet-Neumann problems for the Laplace equation. The convergence and

stability of this method are investigated.

The classic iterative regularizing method is the Landveber method, and as is

known for the iteration procedure, the form of the adjoint operator is necessary.

Two modi�cations of the generalized Landveber method for which no adjoint



operator is required are constructed in the work. The algorithms of data of iterati-

ve procedures are presented, at each step of which it is necessary to solve the

Dirichlet and Robin problem or the mixed Dirichlet-Neumann and Neumann-

Dirichlet problems for the Laplace equation with the corresponding input data.

The convergence and stability of the obtained iterative methods are investigated.

Since at every step of all iterative processes one needs to solve one of the

well-posed three-dimensional Neumann-Dirichlet, Dirichlet-Neumann, Dirichlet or

Robin problems for the Laplace equation, then the algorithms for their numerical

solving by an indirect method of integral equations are considered. All well-posed

problems are reduced to a system of two-dimensional integral equations, the well-

posedness of the received systems in the corresponding spaces is studied, a weak

singularity in the kernel are singled out. A discrete Galerkin projection method

is considered for the discretization of the obtained systems of integral equations,

the convergence of this method is investigated and the estimations of errors of the

method are established. The speci�city of three-dimensional areas is taken into

account, as well as optimization of calculations.

For all regularization methods for solving the Cauchy problem for the Laplace

equation, several numerical experiments are presented for various domain con�-

gurations and di�erent input data, as well as for noise data, which prove the stabi-

lity and convergence of the methods under consideration: the tables of changes

of the errors of the desired Cauchy data and the corresponding graphs are given.

For the considered correct boundary problems, several numerical experiments are

shown which show the high e�ciency of the method of integral equations in the

case of well-posed problems.

Key words: Cauchy problem, Laplace equation, three-dimensional domain,

Tikhonov method, alternating method, generalized Landveber method, L-curve

method, integral equations method, Wienert method.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Ó ñó÷àñíié îá÷èñëþâàëüíié òà ïðèêëàäíié ìàòåìàòè-

öi îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ âiäi-

ãðàþòü âàæëèâå çíà÷åííÿ. Ùå â 1976ð, Êåëëåð [90] çàïî÷àòêóâàâ îçíà÷åííÿ

îáåðíåíî¨ çàäà÷i: "äâi çàäà÷i ¹ îáåðíåíèìè îäíà äî iíøî¨, ÿêùî ðîçâ'ÿçîê

îäíi¹¨ ç íèõ (àáî ÷àñòèíà ðîçâ'ÿçêó) ¹ âõiäíèìè äàíèìè äëÿ iíøî¨ çàäà÷i".

Îçíà÷åííÿ ¹ äîâîëi àáñòðàêòíèì i íå äà¹ îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäi íà ïèòàí-

íÿ, ÿêà çàäà÷à ¹ ïðÿìîþ, à ÿêà � îáåðíåíîþ. Ïðîòå, çàçâè÷àé äàíi çàäà÷i

íå âèíèêàëè îäíî÷àñíî, îäíà ç íèõ áóëà ñôîðìóëüîâàíà ðàíiøå i âiäïîâiäíî

ðàíiøå ïðîàíàëiçîâàíà, âèâ÷åíà, ðiçíîìàíiòíi ìåòîäè óæå îòðèìàíi äëÿ çíà-

õîäæåííÿ òî÷íîãî àáî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó, à iíøà � ¹ ìåíø äîñëiäæåíà, íå

ðîçðîáëåíi ìåòîäè äëÿ çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêó i ò.ä. Çàäà÷ó, ÿêó äîñëiäæåíî

êðàùå, ïðèéíÿòî íàçèâàòè ïðÿìîþ çàäà÷åþ, à âiäïîâiäíî äðóãó çàäà÷ó � îáåð-

íåíîþ [90,91]. Áiëüøå òîãî, ¹ ùå îäíà âåëèêà âiäìiííiñòü ìiæ öèìè çàäà÷àìè �

¨õíÿ êîðåêòíiñòü [91]. Îáåðíåíà çàäà÷à çàçâè÷àé ¹ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ çà

Àäàìàðîì [25,69]. Çãiäíî îçíà÷åííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷i, ìà¹ iñíóâàòè ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ (ðîçâ'ÿçîê ñòiéêèé).

Äëÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ íàâiòü ÿêùî iñíóâàííÿ àáî ¹äèíiñòü âäà¹òüñÿ äîâåñòè,

òî âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî íå âèêîíó¹òüñÿ óìîâà ñòiéêîñòi. Ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi áà-

ãàòüîõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ ¹ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíèìè i ìåíø äîñëiäæåíèìè,

à äëÿ ¨õíüîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè âiäïîâiäíi

ìåòîäè [29,36,40,62].

Çàäà÷à Êîøi äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ â îáëàñòÿõ D ⊂ Rm, m = 2, 3 ¹

êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i ÷åðåç âiäñóòíiñòü ñòiéêîñòi çà âõi-

äíèìè äàíèìè (ïðèêëàä Àäàìàðà [69]). Õàðàêòåðíîþ îñîáëèâiñòþ çàäà÷i ¹

ïåðåâèçíà÷åíi óìîâè íà ÷àñòèíi ãðàíèöi îáëàñòi ∂D i íåîáõiäíiñòü âiäøóêàí-

íÿ íåâiäîìèõ äàíèõ íà iíøié ÷àñòèíi ãðàíèöi. Äàíó çàäà÷ó ìîæíà òðàêòóâàòè
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ÿê îáåðíåíó çàäà÷ó äî êëàñè÷íèõ çàäà÷ Äiðiõëå ÷è Íåéìàíà, ÿêi ¹ áiëüø äî-

ñëiäæåíèìè i êîðåêòíèìè (ïðè íàêëàäàííi ïåâíèõ óìîâ, êîëè ïîòðiáíî, äèâ.,

íàïð., [97]).

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ¹ îá'¹êòîì äîñëiäæåíü íàóêîâöiâ ïðî-

òÿãîì áàãàòüîõ ðîêiâ, áî ìà¹ øèðîêèé ñïåêòð çàñòîñóâàííÿ, ÿê ìàòåìàòè÷íà

ìîäåëü àáî ïðîìiæíà çàäà÷à, ÿêà âèíèêà¹ ïiä ÷àñ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ çàäà÷, ùî îïèñóþòü òàêi ôiçè÷íi ïðîáëåìè:

• çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ íàïðóãè i/àáî ñèëè ñòðóìó íà íåäîñòóïíié ãðàíè-

öi îá'¹êòó çà âiäîìèìè âèìiðàìè íàïðóãè i ñèëè ñòðóìó íà äîñòóïíié

÷àñòèíi ãðàíèöi [62];

• ïðîáëåìó âèÿâëåííÿ êîðîçi¨ íà íåäîñòóïíié ÷àñòèíi ãðàíèöi [40];

• çàäà÷i åëåêòðîñòàòèêè äëÿ ðåêîíñòðóêöi¨ íåäîñòóïíèõ îá'¹êòiâ [36];

• çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ ãåîôiçè÷íèõ ïàðàìåòðiâ ñòðóêòóðè ÿäðà Çåìëi [64];

• çàäà÷ó ðåêîíñòðóêöi¨ òåìïåðàòóðè íà íåäîñòóïíié ÷àñòèíi ãðàíèöi [84,

85];

• çàäà÷i íåðóéíiâíîãî òåñòóâàííÿ, äëÿ âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê íåäî-

ñòóïíî¨ ÷àñòèíè ãðàíèöi [29];

• çàäà÷i ôiçèêè ïëàçìè [66]

i iíøi, äèâ., íàïðèêëàä, [46].

Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ìîæíà çíàéòè ëèøå

äëÿ ïåâíèõ êîíêðåòíèõ îáëàñòåé i âõiäíèõ äàíèõ, äèâ., íàïðèêëàä, [18]. Âèíè-

êà¹ ïîòðåáà â ðîçðîáöi åôåêòèâíîãî ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó äëÿ çíàõîäæåííÿ

íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Âiäñòóíiñòü ñòiéêîñòi ïðèâîäèòü

íàñ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ öiêàâî¨ i íåòðèâiàëüíî¨ ïðîáëåìè, îñêiëüêè íåìîæëèâèì

¹ çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, äèâ., íàïðèêëàä, [4, 13,97].
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Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷ ðîçðîáëÿ¹òüñÿ êëàñ ðå-

ãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ, ÿêi äîçâîëÿþòü îòðèìàòè íàáëèæåíèé ñòiéêèé ðîçâ'ÿ-

çîê çàäà÷i. Iäåÿ öèõ ìåòîäiâ ïîëÿãà¹ â íàáëèæåíi âèõiäíî¨ çàäà÷i äåÿêîþ ií-

øîþ êîðåêòíîþ çàäà÷åþ, ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà-

÷i, äèâ., íàïðèêëàä, [35,65,91,97]. Òàêi ìåòîäè ðîçãëÿäàëèñü ó ïðàöÿõ àâòîðiâ

Ñ. Ñîëîäêèé [23,24,108,109], À. Òiõîíîâ [15,65], Ð. Õàïêî [1,43�48,50], Â. Âàâ-

ðè÷óê [2, 3, 5], R. Kress [83, 95, 97, 98], O. Ivanyshyn [43, 81�83], T. Johansson

[32,44,45,48�50,74,75,86], A. Kirsch [68,91], H. Engl [54,55,57,59], M. Lavrenti-

ev [100,114], V. Morozov [21,106], Ì. Hanke [58,70,72], V. Isakov [80] òà iíøèõ.

Íåçâàæàþ÷è íà âåëèêó êiëüêiñòü ïóáëiêàöié, ùî ìiñòÿòü àëãîðèòìè ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ íåêîðåêòíèõ çàäà÷, çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëà-

ñà â òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ ¹ ìåíø äîñëiäæåíîþ. Öå çóìîâëåíî â ïåðøó ÷åðãó

ðîçìiðíiñòþ îáëàñòi çàäà÷i. Äëÿ âèïàäêó äâîâèìiðíèõ îáëàñòåé âæå ¹ ðîçðî-

áëåíi äîñèòü åôåêòèâíi ðåãóëÿðèçóþ÷i ìåòîäè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

îáåðíåíî¨ çàäà÷i. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà, àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä, ìåòîä

Ëàíäâåáåðà, ãðàäi¹íòíèé ìåòîä i iíøi ìåòîäè ¹ iìïëåìåíòîâàíi äëÿ ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi, äèâ., íàïðèêëàä, [47,75,76,110,111].

Ïðîòå, âèïàäîê òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé ¹ ìåíø äîñëiäæåíèì. Óæå áóëè

ðîçðîáëåíi ÷èñåëüíi àëãîðèòìè äëÿ íàïiâáåçìåæíèõ îáëàñòåé [46], àáî ìåòî-

äè äëÿ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé [60], ÿêi íå äàþòü äîñòàòíüî åôåêòèâíå íàáëè-

æåííÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó. Òîìó âèíèêà¹ ïîòðåáà â ðîçðîáöi åôåêòèâíîãî

ðåãóëÿðèçóþ÷îãî àëãîðèòìó, ÿêèé äîçâîëèòü çíàéòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ ïðè òî÷íèõ ÷è

çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ. Â äàíié ðîáîòi çîñåðåäèìîñü íà ðîçðîáöi ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ äëÿ âèïàäêó òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé, ïðîòå, íåñêëàäíè-

ìè çóñèëëÿìè äàíi àëãîðèòìè ìîæíà ðåàëiçóâàòè i äëÿ íàïiâáåçìåæíèõ ÷è

îäíîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé. Áiëüøå òîãî, äëÿ äåÿêèõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ àëãîðèòìiâ

ïîòðiáíî ìàòè åôåêòèâíèé ÷èñåëüíèé ìåòîä äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçêó ïðÿìî¨ çàäà÷i, ÿêèé âðàõîâó¹ ñïåöèôiêó òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé, ùî
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òàêîæ áóäå ðîçãëÿíóòî.

Çàçâè÷àé äëÿ îòðèìàííÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ðiçíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ

çàäà÷ âèêîðèñòîâóâàëèñü ìåòîäè, ùî áàçóþòüñÿ íà ñêií÷åííèõ åëåìåíòàõ.

Ïðîòå, â äàíié ðîáîòi òàêèì áàçîâèì ìåòîäîì áóäå ìåòîä ãðàíè÷íèõ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äèâ. íàïðèêëàä, [97], ÿêèé âîëîäi¹ äåÿêèìè áåççàïåðå÷íè-

ìè ïåðåâàãàìè:

• ïîíèæåííÿ ðîçìiðíîñòi çàäà÷i (ùî âàæëèâî äëÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i);

• çàñòîñîâíiñòü äî íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé;

• ñóïåðàëãåáðà¨÷íèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó êîðåêòíî-

ãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ (âàæëèâî äëÿ ïðÿìèõ çàäà÷).

Ïðîòå, ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè ñïåöèôiêó êîíôiãóðàöi¨ òðèâèìiðíî¨ îáëàñòi.

Îòæå, ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëà-

ïëàñà ¹ íåòðèâiàëüíîþ i ìàëî äîñëiäæåíîþ çàäà÷åþ, ÿêà ñòàíîâèòü ïðàêòè-

÷íèé i òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáî-

òà áóëà âèêîíàíà ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàí-

êà íà êàôåäði îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèöüêî¨

òåìè �Ìåòîäè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè äëÿ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷�

(äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0113U001901).

Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà, çàñòîñóâàííÿ

òà îáãðóíòóâàííÿ åôåêòèâíèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíié-

íèõ îáåðíåíèõ çàäà÷ ðåêîíñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà íåäîñòóïíié ãðàíèöi îáëà-

ñòi, à òàêîæ àïðîáàöiÿ ñòâîðåíèõ ÷èñåëüíèõ ñõåì íà ìîäåëüíèõ ïðèêëàäàõ.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ öi¹¨ ìåòè âèêîðèñòâóþòüñÿ ïðÿìi òà iòåðàöiéíi ðåãóëÿðèçó-

þ÷i ìåòîäè, îñíîâàíi íà ðîçâ'ÿçóâàííi äâîâèìiðíèõ ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü ç ñëàáêèìè îñîáëèâîñòÿìè â ÿäði. Ðåàëiçàöiÿ òàêîãî ïiäõîäó âèìàãà¹

ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷:
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• ìiøàíi çàäà÷i, çàäà÷i Äiðiõëå i Ðîáiíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â òðèâè-

ìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ (ïðÿìi êîðåêòíi çàäà÷i);

• çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ (îáåðíåíà

íåêîðåêòíà çàäà÷à).

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïðÿìi òà îáåðíåíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

â òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ çàäà÷.

Ìåòîäàìè äîñëiäæåíü ¹ ïðÿìèé i íåïðÿìèé ìåòîäè iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü, ìåòîä Âiíåðòà, ìåòîä Ãàëüîðêiíà, ìåòîä Òiõîíîâà, ìåòîä L-êðèâèõ, àëü-

òåðíóþ÷èé ìåòîä, óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

1. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì çâåäåííÿ ïðÿìèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ó

òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ, ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè içîìîð-

ôíèìè îäèíè÷íié ñôåði, äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîñëiäæåí-

íî êîðåêòíiñòü îòðèìàíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó âiäïîâiäíèõ

ïðîñòîðàõ, âèäiëåíî ñëàáêi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ.

2. Çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîðåêòíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó Ãàëüîðêiíà ç âèêîðè-

ñòàííÿì ñïåöiàëüíèõ êóáàòóðíèõ ôîðìóë (ìåòîä Âiíåðòà). Äîñëiäæåíî

çáiæíiñòü òà âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõèáîê ìåòîäó. Çäiéñíåíî îïòèìiçàöiþ

êiëüêîñòi îá÷èñëåíü îäåðæàíîãî àëãîðèòìó. Âèêîíàíî ÷èñåëüíi åêñïåðè-

ìåíòè, ÿêi ïiäòâåðäæóþòü îòðèìàíi îöiíêè ïîõèáîê.

3. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîñòàâëåíî¨ îáåð-

íåíî¨ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà â ïî¹äíàííi

ç ïðÿìèì i íåïðÿìèì ìåòîäàìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîâåäåíî êîðå-

êòíiñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Òiõîíîâà ó âèïàäêó äâîõ ïiäõîäiâ ïîäàííÿ
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ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Âèäiëåíî ñëàáêi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ îòðèìàíèõ ñè-

ñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äâîâèìiðíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ äèñêðåòè-

çîâàíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Âiíåðòà. Çäiéñíåíî îïòèìiçàöiþ êiëüêîñòi

îá÷èñëåíü. Ðåàëiçîâàíî ìåòîä L-êðèâèõ äëÿ âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨. Ïðîâåäåíî ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè äëÿ äâîõ ìîäèôiêàöié ìåòîäó

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ òî÷íèõ i çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ, ÿêi ïiäòâåð-

äæóþòü ñòiéêiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

4. Ðåàëiçîâàíî iòåðàöiéíèé àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷i Êîøi. Âñòàíîâëåíî ðåãóëÿðèçóþ÷i âëàñòèâîñòi ìåòîäó,

çàïðîïîíîâàíî êðèòåðié çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ìåòîäó òà ïîêàçàíî éîãî

çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü. Âèêîðèñòàíî ìåòîä ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîðåêòíèõ òðèâèìiðíèõ ìiøàíèõ çàäà÷. Íàâå-

äåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ñòiéêiñòü

ìåòîäó.

5. Çàïðîïîíîâàíî äâi ìîäèôiêàöi¨ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà äëÿ

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i. Âñòàíîâëåíî ðåãóëÿðèçóþ÷i

âëàñòèâîñòi ìåòîäiâ, ïîêàçàíî ¨õ çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü. Çàñòîñîâàíî ìå-

òîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷,

çàäà÷i Äiðiõëå i Ðîáiíà â òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Âèêîíàíî ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè, ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ñòiéêiñòü äàíèõ

ìåòîäiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Ðåçóëüòàòè, îòðèìà-

íi â äèñåðòàöi¨, ìàþòü òåîðåòè÷íèé i ïðàêòè÷íèé õàðàêòåð. Âîíè ¹ ïåâíèì

âíåñêîì ó ðîçðîáêó åôåêòèâíèõ àëãîðèòìiâ äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ ëiíiéíèõ îáåð-

íåíèõ òðèâèìiðíèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü.

Äàíi ðåçóëüòàòè ìàþòü øèðîêå ïðèêëàäíå çàñòîñóâàííÿ â åëåêòðîñòàòèöi,

ãåîôiçèöi, íåðóéíiâíîìó òåñòóâàííi i ò.ä.
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Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè óâiéøëè â çâiòè ÍÄ× Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíi-

âåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (2015-2018 ðð.).

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè, ÿêi âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò,

îòðèìàíi àâòîðîì äèñåðòàöi¨ ñàìîñòiéíî. Ó ïóáëiêàöiÿõ [7, 33, 38, 39] Ð. Õàï-

êó íàëåæèòü ïîñòàíîâêà çàäà÷i, çàãàëüíi ïiäõîäè ðåãóëÿðèçàöi¨ íåêîðåêòíî¨

çàäà÷i, iäå¨ âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó ïðàöÿõ [33, 38, 39]

T. Johansson âiäïîâiäàâ çà êîðåòíiñòü óñiõ òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü, àíàëiç

äîâåäåíü, ïîáóäîâó àëãîðèòìiâ, ôîðìóâàííÿ êiíöåâèõ âåðñié ðîáiò. Ó ïðà-

öi [33] àâòîðàì G. Baravdish i M. Slodi�cka íàëåæèòü äîâåäåííÿ ïåâíî¨ ÷àñòèíè

òåîðåìè ïðî çáiæíiñòü óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà i ôîðìóâàííÿ iòåðà-

öiéíîãî àëãîðèòìó. Ó ïóáëiêàöiÿõ [7,33,38,39] çäîáóâà÷åâi íàëåæèòü âèêîðè-

ñòàííÿ ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çâåäåííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨ çàäà÷i äî

ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ïàðàìåòðèçàöiÿ îäåðæàíî¨ ñèñòåìè, âèäiëåííÿ

ñëàáêèõ îñîáëèâîñòåé â ÿäðàõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ, çàñòîñóâàííÿ äèñêðå-

òíîãî ìåòîäó Ãàëüîðêiíà ç âiäïîâiäíèìè êóáàòóðíèìè ôîðìóëàìè òà ïîáóäîâà

àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó, îïòèìiçàöiÿ îá÷èñëåíü äëÿ ôîðìóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ

ìàòðèöü, çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Òiõîíîâà, à òàêîæ ìåòîäó L-êðèâèõ, ðåàëiçàöiÿ

óñiõ iòåðàöiéíèõ àëãîðèòìiâ i ïðîâåäåííÿ óñiõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ

òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé. Ñòàòòÿ [37] íàïèñàíà çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäà-

ëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòå-

ìàòèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ïðîòÿãîì

2015-2019ðð., íà III êîíôåðåíöi¨ �Îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè i ñèñòåìè ïåðåòâîðå-

ííÿ iíôîðìàöi¨� â Ôiçèêî-ìåõàíi÷íîìó iíñòèòóòi iìåíi Ã.Â. Êàðïåíêà ÍÀÍ

Óêðà¨íè â 2014ð., íà XXI Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðî-

áëåìè ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè� â Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó

óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà â 2015ð., íà Ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôå-

ðåíöi¨ UCAM ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà

â 2017ð., íà Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ APAMCS â Ëüâiâñüêîìó
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íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà â 2018ð.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â äâîõ ñòàòòÿõ [7, 37] ó

ôàõîâèõ âèäàííÿõ iç ïåðåëiêó, çàòâåðäæåíîãî ÄÀÊ Óêðà¨íè, ó òðüîõ ñòàòòÿõ

[33, 38, 39] ó çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ. Ñòàòòi [33, 38, 39] âõîäÿòü äî

íàóêîìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ Scopus, à [37] � äî Web of Science. Ó ìàòåðiàëàõ

íàóêîâèõ êîíôåðåíöié îïóáëiêîâàíî ÷îòèðè òåçè [6, 8, 10,11].

Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç òà-

êèõ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ: âñòóïó, òðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âèêîðè-

ñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêó iç ñïèñêîì ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à. Çàãàëüíèé îáñÿã

ðîáîòè ñòàíîâèòü 137 ñòîðiíîê, ìiñòèòü 12 òàáëèöü, 31 ðèñóíêiâ, 115 íàéìå-

íóâàíü ó ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.
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ÐÎÇÄIË 1

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÒÀ ÎÃËßÄ ÌÅÒÎÄIÂ

�� ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß

Ó öüîìó ðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî ïîñòàíîâêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿí-

íÿ Ëàïëàñà â òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ i äîñëiäæåíî ïèòàííÿ êî-

ðåêòíîñòi ñôîðìóëüîâàíî¨ çàäà÷i. Òàêîæ çðîáèìî êîðîòêèé îãëÿä iñíóþ÷èõ

÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â

òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ òà íàâåäåìî îçíà÷åííÿ äåÿêèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðî-

ñòîðiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ äëÿ òåîðåòè÷íèõ äîñëiäæåíü ïîñòàâëåíî¨

çàäà÷i.

1.1. Ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè

Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ ñòàíäàðòíèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ. Îñíîâíi âi-

äîìîñòi âçÿòi íà îñíîâi ðîáiò [91,97,102].

Íåõàé D � îáìåæåíà îáëàñòü â R3.

Îçíà÷åííÿ 1.1.1. Ïðîñòið ôóíêöié Lp(D) � öå áàíàõiâ ïðîñòið ôóíêöié,

ÿêi ïðè ïiäíåñåííi äî ñòåïåíÿ p, p ≥ 1 ¹ iíòåãðîâàíèìè çà Ëåáåãîì, ïðè÷îìó

íîðìà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

‖f‖Lp(D) =

∫
D

|f(x)|pdx

1/p

, ∀f ∈ Lp(D).

Çàóâàæåííÿ 1.1.2. Ïðîñòið L2(D) ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðîñòîðîì.

Îçíà÷åííÿ 1.1.3. Ïðîñòið Ñîáîë¹âà W k
p (D) ïîðÿäêó k ≥ 1, ïðè 1 ≤ p <

∞ � öå áàíàõiâ ïðîñòið ôóíêöié ç ïðîñòîðó Lp(D), ÿêi ìàþòü óçàãàëüíåíi

ïîõiäíi ïîðÿäêó k ç ïðîñòîðó Lp(D). Íîðìà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

‖f‖W k
p (D) =

(
k∑
i=0

‖∇if‖pLp(D)

)1/p

, ∀f ∈ W k
p (D),
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äå ∇ = (∂x1, ∂x2, ∂x3).

Çàóâàæåííÿ 1.1.4. Äëÿ âèïàäêó p = 2, ïðîñòiðW k
p (D) ¹ ãiëüáåðòîâèì ïðî-

ñòîðîì, ÿêèé ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè Hk(D). Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìà¹ âèãëÿä:

(f, g)Hk(D) =
k∑
i=0

(∇if,∇ig)L2(D), ∀f, g ∈ Hk(D).

Ïðîñòîðè Ñîáîë¹âà Hk(D) ìîæíà âèçíà÷èòè òàêîæ çà äîïîìîãîþ ïåðå-

òâîðåííÿ Ôóð'¹ [97]. Âàæëèâèì ïðîñòîðîì äëÿ äîñëiäæåíü ¹ ïðîñòið ôóíêöié

H1(D).

Çàóâàæåííÿ 1.1.5. Íîðìà â ïðîñòîði H1(D) çàäà¹òüñÿ òàê:

‖f‖H1(D) =
(
‖f‖2

L2(D) + ‖∇f‖2
L2(D)

)1/2

, ∀f ∈ H1(D).

Òåîðåìà 1.1.6. Íåõàé îáëàñòü D � öå îáìåæåíà îáëàñòü ç ëiïøèöåâîþ ãðà-

íèöåþ ∂D. Òîäi iñíó¹ ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð T : W 1
p (D) → Lp(∂D),

ïðè 1 ≤ p <∞, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

∀f ∈ C(D) ∩W 1
p (D) : Tf = f |∂D.

Îïåðàòîð T íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì ñëiäó.

Çàóâàæåííÿ 1.1.7. Äîâåäåííÿ òåîðåìè i âëàñòèâîñòi äàíîãî îïåðàòîðà

äèâ., íàïðèêëàä, [28].

Çàóâàæåííÿ 1.1.8. Ïðîñòið ñëiäiâ ôóíêöié ç H1(D) íà ∂D ïîçíà÷à¹òüñÿ

H1/2(∂D). Íîðìà â ïðîñòîði ñëiäiâ âèçíà÷åíà íàñòóïíèì ÷èíîì:

‖f‖H1/2(∂D) =

‖f‖2
L2(∂D) +

∫
∂D

∫
∂D

|f(x)− f(y)|2

|x− y|2
ds(x)ds(y)

1/2

,∀f ∈ H1/2(∂D).

Çàóâàæåííÿ 1.1.9. Ââàæàòèìåìî, ùî H−1/2(∂D) =
(
H1/2(∂D)

)∗
.
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Îçíà÷åííÿ 1.1.10. Ïðîñòið Ãüîëüäåðà C0,α(D), α > 0 � öå áàíàõiâ ïðîñòið

ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíèõ çà Ãüîëüäåðîì ôóíêöié â D, äëÿ ÿêèõ íîðìà âèçíà-

÷à¹òüñÿ òàê:

‖f‖C0,α(D) = sup
x∈D
|f(x)|+ sup

x,y∈D,x6=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

.

1.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Êîøi òà ¨¨ íåêîðåêòíiñòü

Íåõàé D2 ⊂ IR3 îäíîçâ'ÿçíà îáìåæåíà îáëàñòü ç ãðàíèöåþ Γ2 i D1 ⊂ D2

îäíîçâ'ÿçíà îáìåæåíà îáëàñòü ç ãðàíèöåþ Γ1. Ãðàíèöi Γ1 i Γ2 � öå içîìîð-

ôíi îäèíè÷íié ñôåði ïîâåðõíi Ëÿïóíîâà. Ïîçíà÷èìî D = D2 \ D1, à ν =

(ν1, ν2, ν3)
> � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ãðàíèöi îáëàñòi D:

Γ1 ∪ Γ2. Ïðèêëàä îáëàñòi D çîáðàæåíî íà ðèñ. 1.1.

1

1 

-1.5

-1

1.5

-0.5

0

0  2

1

0.5

1

0.5

1.5

0 -0.5 -1 -1-1.5

Ðèñ. 1.1: Ïðèêëàä îáëàñòi D.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.1. Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà

∆u = 0 â D (1.2.1)

ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêîãî êëàñè÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u ∈ C2(D) ∩C1(D), ùî

çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi óìîâè:

u = f2 íà Γ2 i
∂u

∂ν
= g2 íà Γ2, (1.2.2)

äëÿ çàäàíèõ ôóíêöié f2, g2 ∈ C(Γ2).

Îòîæ, ïîòðiáíî çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u â îáëàñòi D, à òàêîæ ðåêîí-

ñòðóþâàòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ u i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨
∂u

∂ν
íà âíóòðiøíié ãðà-

íèöi îáëàñòi Γ1.

Îçíà÷åííÿ 1.2.2. Ôóíêöiþ u i ¨¨ íîðìàëüíó ïîõiäíó
∂u

∂ν
, çàäàíèìè íà ãðà-

íèöi Γ, íàçèâàòèìåìî äàíèìè Êîøi.

Çàóâàæåííÿ 1.2.3. Ãðàíèöÿ Γ ç îçíà÷åííÿ 1.2.2 � öå îäíà ç ïîâåðõîíü Γ1

àáî Γ2.

Çàóâàæåííÿ 1.2.4. Äàíi Êîøi

(
u,
∂u

∂ν

)
íà Γ1 � íåâiäîìi, à

(
u,
∂u

∂ν

)
íà Γ2

öå çàäàíà ïàðà ôóíêöié (f2, g2).

Çàóâàæåííÿ 1.2.5. Âiäîìi äàíi Êîøi ìîæóòü áóòè çàäàíi ëèøå íà ÷àñòè-

íi ïîâåðõíi (ÿê ðåçóëüòàò ïåâíèõ âèìiðiâ). Ðîçãëÿäàòèìåòüñÿ âèïàäîê, êî-

ëè äàíi Êîøi ¹ ïîâíiñòþ âèçíà÷åíi íà ïîâåðõíi Γ2, ïðîòå àëãîðèòìè, ÿêi

áóäóòü çàïðîïîíîâàíi â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ, äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i, ìîæíà ëåãêî ðåàëiçóâàòè äëÿ âèïàäêó ÷àñòêîâî âèçíà-

÷åíèõ äàíèõ Êîøi.

Íà ïðàêòèöi äàíi Êîøi âèçíà÷åíi â ïðèðîäíiõ ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà. Òîìó

ðîçãëÿíåìî ñëàáêå ôîðìóëþâàííÿ ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.
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Îçíà÷åííÿ 1.2.6. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ¹

ôóíêöiÿ u ∈ H1(D), äëÿ ÿêî¨ u|Γ2
= f2 i ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ âàðiàöiéíå ôîðìó-

ëþâàííÿ çàäà÷i:∫
D

∇u(x)∇φ(x)dx =

∫
Γ2

g2(x)φ(x)ds(x), ∀φ ∈ H1(D),

äå f2 ∈ H1/2(Γ2), g2 ∈ H−1/2(Γ2).

Äóæå âàæëèâèì ïèòàííÿì ¹ äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i.

Æ. Àäàìàð ó [69] ñôîðìóëþâàâ îçíà÷åííÿ êîðåêòíîñòi çàäà÷i ìàòåìàòè÷íî¨

ôiçèêè. Äëÿ òîãî, ùîá çàäà÷à áóëà êîðåêòíîþ, ïîòðiáíî, ùîá âèêîíóâàëèñü

íàñòóïíi òðè óìîâè:

• ðîçâ'ÿçîê iñíó¹;

• ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé;

• ðîçâ'ÿçîê íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ.

Ðîçãëÿíåìî, ÷è âèêîíóþòüñÿ äàíi óìîâè äëÿ çàäà÷i Êîøi. Íå iñíó¹ ðåçóëü-

òàiâ ïðî êîðåêòíiñòü áåç íàêëàäàííÿ äîäàòêîâèõ óìîâ íà âõiäíi äàíi. Ïåðøi

ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü ¹ íàâåäåíi â òåîðåìi Êîøi-Êîâàëåâñüêî¨.

Òåîðåìà 1.2.7. Äëÿ àíàëiòè÷íèõ äàíèõ Êîøi iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, àíàëiòè÷íèé â D.

Äîâåäåííÿ. Äèâ., íàïðèêëàä, [112].

Ïðîòå, äàíi Êîøi íà ïðàêòèöi ¹ ðåçóëüòàòîì âèìiðiâ ïåâíèõ ïðèëàäiâ,

òîìó íå ìîæíà ãàðàíòóâàòè ¨õ àíàëiòè÷íiñòü. Ðîçãëÿíåìî çàãàëüíiøi òåîðåìè

ïîâ'ÿçàíi iç äîñëiäæåííÿìè êîðåêòíîñòi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Òåîðåìà 1.2.8 (�äèíiñòü). Çàäà÷à Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî

ðîçâ'ÿçêó.
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Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç òåîðåìè Êàëüäåðîíà ïðî ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i

Êîøi äëÿ ëiíiéíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ, äèâ. [41].

Òåîðåìà 1.2.9 (Iñíóâàííÿ). Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) iñíó¹, ÿêùî äàíi

Êîøi (f2, g2) ¹ óçãîäæåíèìè.

Äîâåäåííÿ. Âiäîìî, ùî ÿêùî äàíi Êîøi iñíóþòü (âèçíà÷åíi) â ïðîñòîðàõ ñëi-

äiâ, òîáòî

‖f2‖H1/2(Γ2) + ‖g2‖H−1/2(Γ2) ≤ E, E > 0, f2 ∈ H1/2(Γ2), g2 ∈ H−1/2(Γ2),

òîäi iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i u ∈ H1(D). Äèâ., íàïðèêëàä, ó [26,30,75].

Ó ðîáîòi [12] íàâåäåíî çàãàëüíó óìîâó óçãîäæåíîñòi äàíèõ Êîøi äëÿ iñíó-

âàííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Òåîðåìà 1.2.10 (Ñòiéêiñòü). Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) íå çàëåæèòü

íåïåðåðâíî âiä âõiäíèõ äàíèõ.

Äîâåäåííÿ. Æ. Àäàìàðîì, äèâ. [69], áóëî ðîçãëÿíóòî êîíòðïðèêëàä âõiäíèõ

äàíèõ äëÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ó íàïiâáåçìåæíié äâîâèìiðíié

îáëàñòi, äëÿ ÿêèõ çàäà÷à ¹ íåñòiéêîþ.

Çàóâàæåííÿ 1.2.11. Ñòiéêiñòü âiäñòóíÿ íàâiòü ó âèïàäêó àíàëiòè÷íèõ

çàäàíèõ äàíèõ Êîøi.

Çàóâàæåííÿ 1.2.12. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âõiäíi äàíi (f2, g2) ¹ óçãîäæåíè-

ìè, à íåêîðåêòíiñòü ïðîÿâëÿ¹òüñÿ òiëüêè ó âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi.

Çàäà÷à Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ¹ êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì ëiíiéíî¨ îáåð-

íåíî¨ çàäà÷i.

Îçíà÷åííÿ 1.2.13. Çàäà÷à íàçèâà¹òüñÿ îáåðíåíîþ äî iíøî¨ çàäà÷i (ïðÿìî¨

çàäà÷i), ÿêùî âõiäíi äàíi äëÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i âêëþ÷àþòü ðîçâ'ÿçîê (àáî ÷àñ-

òêîâèé ðîçâ'ÿçîê) ïðÿìî¨ çàäà÷i.
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Çàäà÷ó, ÿêà êðàùå äîñëiäæåíà i ïðîñòiøå ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ çàçâè÷àé íàçè-

âàþòü ïðÿìîþ. Îáåðíåíi çàäà÷i ñêëàäíiøå ðîçâ'ÿçóþòüñÿ i ìàéæå çàâæäè

íåêîðåêòíi çà Àäàìàðîì. Ïðèêëàäîì ïðÿìî¨ i îáåðíåíî¨ çàäà÷i ìîæå áóòè

iíòåãðóâàííÿ i äèôåðåíöiþâàííÿ.

Çàóâàæåííÿ 1.2.14. Îñêiëüêè íà çîâíiøíié ãðàíèöi çàäàíi íàäëèøêîâi äà-

íi: çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨, i ïîòðiáíî ðåêîíñòðóþâàòè íå-

âiäîìi (íåäîñòóïíi) çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié

ãðàíèöi îáëàñòi, òî ââàæàòèìåìî, ùî ñôîðìóëüîâàíà çàäà÷à Êîøi öå îáåð-

íåíà çàäà÷à äî äåÿêî¨ ãðàíè÷íî¨ çàäà÷i. Ïðÿìîþ çàäà÷åþ äëÿ çàäà÷i Êîøi

ìîæóòü áóòè êîðåêòíi ìiøàíi çàäà÷i àáî çàäà÷à Äiðiõëå (Íåéìàíà, Ðîái-

íà) äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

1.3. ×èñåëüíi ìåòîäè äëÿ çàäà÷i Êîøi

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi áóëî ñôîðìóëüîâàíî ïîñòàíîâêó òðèâèìiðíî¨

çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, à òàêîæ îòðèìàíî iíôîðìàöiþ ïðî ¨¨ íå-

êîðåêòíiñòü. Íåõàé âõiäíi äàíi ç (1.2.1)�(1.2.2) çàäàíi ç ïåâíîþ ïîõèáêîþ. Ïî-

çíà÷èìî çáóðåíi âõiäíi äàíi ÿê f δ2 , g
δ
2 ∈ C(Γ2). Äëÿ íèõ âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà

îöiíêà:

‖f2 − f δ2‖L2(Γ2) < δ, ‖g2 − gδ2‖L2(Γ2) < δ, (1.3.1)

δ > 0 - íàçèâàþòü ðiâíåì ïîõèáêè àáî øóìó.

Îçíà÷åííÿ 1.3.1. Ñòiéêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ¹ ôóí-

êöiÿ uδ ∈ H1(D), ÿêà â ïåâíîìó ñåíñi àïðîêñèìó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi i

íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ f δ2 , g
δ
2.

Äëÿ òîãî, ùîá ÷èñåëüíî îòðèìàòè ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê íåêîðåêòíî¨ çàäà-

÷i, ïîòðiáíî çàñòîñîâóâàòè ñïåöiàëüíi ðåãóëÿðèçóþ÷i ìåòîäè, äèâ., íàïðè-

êëàä, [89, 91]. Äàíi ìåòîäè ïîëÿãàþòü ó çàìiíi íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i äåÿêîþ

áëèçüêîþ êîðåêòíîþ çàäà÷åþ àáî ìíîæèíîþ êîðåêòíèõ çàäà÷, çàëåæíèõ âiä
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ïåâíîãî ïàðàìåòðà (àáî ôóíêöi¨). Äàíèé ïàðàìåòð (àáî ÷èñëîâi çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨) íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨. Ðîçâ'ÿçîê ðåãóëÿðèçîâàíî¨ çàäà÷i

ïîâèíåí â ïåâíîìó ñåíñi àïðîêñèìóâàòè ðîçâ'ÿçîê âèõiäíî¨ íåêîðåêòíî¨ çàäà-

÷i.

Çàóâàæåííÿ 1.3.2. Çàäà÷ó Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ìîæíà çâåñòè äî åêâiâàëåí-

òíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ

Kh = G(f δ2 , g
δ
2), (1.3.2)

äå K � âiäîìèé ëiíiéíèé êîìïàêòíèé îïåðàòîð ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ, G

� âiäîìèé ëiíiéíèé îïåðàòîð.

Ïîäàííÿ (1.3.2) êðàùå ïiäõîäèòü äëÿ çàñòîñóâàííÿ ðiçíèõ ÷èñåëüíèõ ìå-

òîäiâ, êîëè âèõiäíà çàäà÷à îïèñàíà ÿê îïåðàòîðíå ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó ç

êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì (î÷åâèäíî, ùî âîíî ¹ íåêîðåêòíîþ çàäà÷åþ). Êîíêðå-

òíèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ K i G çàëåæèòü âiä òîãî, ÿêèì ñïîñîáîì âiäáóâà¹òüñÿ

ïåðåõiä âiä äèôåðåíöiàëüíî¨ çàäà÷i äî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ.

Ïðèãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ìåòîäó ðåãóëÿðèçàöi¨, äèâ. [91].

Îçíà÷åííÿ 1.3.3. Íåõàé {Rλ}λ>0 � ñiìåéñòâî ií'¹êòèâíèõ íåïåðåðâíèõ

îïåðàòîðiâ ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ. Ïàðà
(
{Rλ}λ>0 , λ̃

)
íàçèâà¹òüñÿ ìå-

òîäîì ðåãóëÿðèçàöi¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ

íàñòóïíà óìîâà:

sup
fδ2 ,g

δ
2

{
‖K−1G(f δ2 , g

δ
2)−Rλ̃G(f δ2 , g

δ
2)‖C(Γ1), f

δ
2 , g

δ
2 : (1.3.1)

}
→ 0, ïðè δ → 0.

×èñëî λ̃ íàçèâàþòü ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨.

Iñíó¹ âåëè÷åçíà êiëüêiñòü íàóêîâèõ ðîáiò ïî äîñëiäæåííþ çàäà÷i Êîøi i

ïî ¨¨ ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííi. Çðîáèìî êîðîòêèé îãëÿä iñíóþ÷èõ ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ i ðîçãëÿíåìî ¨õíi ïåðåâàãè àáî íåäîëiêè.
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Â çàãàëüíîìó óñi ðåãóëÿðèçóþ÷i ÷èñåëüíi ìåòîäè ìîæíà ïîäiëèòè íà äâi

âåëèêi ãðóïè ìåòîäiâ: ïðÿìi i iòåðàöiéíi. Ïî÷íåìî îãëÿä ç ïðÿìèõ ìåòîäiâ.

Ðåãóëÿðèçàöiÿ Òiõîíîâà. Â [65] À. Òiõîíîâèì áóëî çàïðîïîíóâàíî çà-

ìiíèòè âèõiäíó íåêîðåêòíó çàäà÷ó, åêâiâàëåíòíîþ çàäà÷åþ ìiíiìiçàöi¨ ôóí-

êöiîíàëó. Äëÿ çàäà÷i Êîøi, çàïèñàíî¨ ó ôîðìi (1.3.2), âií ìàòèìå âèãëÿä:

Jλ(h) = ‖Kh − G(f δ2 , g
δ
2)‖2 + λ‖h‖2. Âiäîìî (äèâ., íàïðèêëàä, [15]), ùî ïðè

ïåâíèõ óìîâàõ, ôóíêöiîíàë ìà¹ ¹äèíó òî÷êó ìiíiìóìó, ÿêà ¹ ðîçâ'ÿçêîì íà-

ñòóïíîãî êîðåêòíîãî ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ:

(K∗K + λI)hδλ = K∗G(f δ2 , g
δ
2), (1.3.3)

äå K∗ � ñïðÿæåíèé äî K îïåðàòîð, à λ > 0 � âèáðàíèé ïàðàìåòåð ðåãóëÿðè-

çàöi¨.

Ðåãóëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà ìîæíà çàñòîñîâóâàòè íà ðiçíèõ êðîêàõ ïåðåòâî-

ðåíü âèõiäíî¨ çàäà÷i.

Ð. Õàïêî i T. Johansson ó ñâî¨õ ðîáîòàõ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü (äèâ., [97]) çâîäÿòü çàäà÷ó Êîøi äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíî¨

ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü i äî îòðèìàíî¨ ñèñòåìè çàñòîñóâóþòü

ìåòîä Òiõîíîâà, äèâ., íàïðèêëàä, [46,50]. Ó öüîìó âèïàäêó îïåðàòîðîì ðåãó-

ëÿðèçîâàíî¨ çàäà÷i ¹ ìàòðèöÿ, ùî äîçâîëÿ¹ äóæå ëåãêî ïîáóäóâàòè ðåãóëÿðè-

çàöiéíå ðiâíÿííÿ (1.3.3). Ó ðîçäiëi 2 áóäå ðîçøèðåíî äàíèé ïiäõiä ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé.

Sun Yao ó ñâî¨õ ðîáîòàõ çàäà÷ó Êîøi ó äâîâèìiðíèõ îáëàñòÿõ çâîäèòü äî

ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à ïîòiì çàñòîñóâó¹ ðåãóëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà.

Ïðîòå âèíèêàþòü ùå äîäàòêîâi iíòåãðàëè â ðiâíÿííi Òiõîíîâà (1.3.3), îñêiëü-

êè ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà � öå òàêîæ iíòåãðàëüíèé

îïåðàòîð. Â êiíöåâîìó ðåçóëüòàòi öå ïðèâîäèòü äî äîäàòêîâî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨

ñêëàäíîñòi. Îäåðæàíi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè íå ïîêàçóþòü ïåðåâàãè íàä ïîïå-

ðåäíiì ïiäõîäîì, à çíàõîäÿòüñÿ íà òîìó æ ðiâíi, äèâ., íàïðèêëàä [111].

Ó ïðàöÿõ S. Takemi i L. Marin, äèâ., íàïðèêëàä, [101, 110] çàäà÷ó Êîøi
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òàêîæ äëÿ äâîâèìiðíèõ îáëàñòåé ðåäóêóþòü äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü çà

äîïîìîãîþ ìåòîäó ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ [60]. Ðåãóëÿðèçàöiÿ Òi-

õîíîâà â öüîìó âèïàäêó çàñòîñîâó¹òüñÿ äî îäåðæàíî¨ ñèñòåìè. Iäåÿ ìåòîäó

ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ äóæå ïðîñòîþ i ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ðîçâ'ÿçîê

çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) ïîäàþòü ÿê ëiíiéíó êîìáiíàöiþ çâóæåíü ôóíäàìåíòàëü-

íîãî ðîçâ'ÿçêó [27], òîáòî:

un(x) =
n∑
i=1

ciΦ(x, yi), x ∈ D,

äå ci � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè, yi 6∈ D - äåÿêi ôiêñîâàíi òî÷êè, Φ(x, y) - ôóí-

äàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Íà îñíîâi ãðàíè÷íèõ óìîâ çàäà÷i

(1.2.1)�(1.2.2) áóäóþòü ÑËÀÐ äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ. Äàëi

çàñòîñîâóþòü äî îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü ìåòîä Òiõîíîâà. Ìàþ÷è, íåâiäî-

ìi êîåôiöi¹íòè ci, âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó, ìîæíà îá÷èñëèòè äàíi

Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi. Ïåðåâàãîþ öüîãî ìåòîäó ¹ éîãî ïðîñòà

ðåàëiçàöiÿ, ïðîòå âåëèêèì íåäîëiêîì ¹ íåâðàæàþ÷i ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñ-

ïåðèìåíòiâ i ïîâiëüíà çáiæíiñòü.

Íå äî áóäü-ÿêî¨ íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i ìîæíà çàñòîñóâàòè ìåòîä Òiõîíîâà.

Âiäîìî, ùî ðîçâ'ÿçîê, îòðèìàíèé çà ìåòîäîì Òiõîíîâà, çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ïðè δ → 0, ÿêùî îïåðàòîð çàäà÷i (ó âèïàäêó çàäà÷i Êîøi

(1.2.1)�(1.2.2) � îïåðàòîðK) ií'¹êòèâíèé i ìà¹ ùiëüíèé ðàíã, äèâ., íàïðèêëàä,

[15,65].

Ðåãóëÿðèçàöiÿ Ëàâðåíòü¹âà. Ðåãóëÿðèçîâàíèì ðîçâ'ÿçêîì íåêîðåêòíî¨

çàäà÷i (1.3.2) çà äàíèì ìåòîäîì, ¹ ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ äðóãîãî ðîäó:

(K + λI)hδλ = G(f δ2 , g
δ
2).

Öå îäèí ç ïåðøèõ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷,

çàïðîïîíîâàíèé ó 1956ð. ó C. Ëàâðåíòü¹âîì, äèâ., íàïðèêëàä, [19]. Ïðîòå,

äàíèé ìåòîä ïîâiëüíî çáiæíèé äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i.
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Îêðåìîþ ïiäçàäà÷åþ ¹ àëãîðèòì âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ λ > 0.

Îäíèì iç ñïîñîáiâ âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ λ = λ(δ) ¹ ïðèíöèï íå-

â'ÿçêè Ìîðîçîâà, äèâ., íàïðèêëàä, [21, 107]. Òîäi îïòèìàëüíèé ïàðàìåòåð

ðåãóëÿðèçàöi¨ âèáèðàþòü ç óìîâè:

‖Khδλ −G(f δ2 , g
δ
2)‖ ≤ τδ,

äå τ ≥ 1 - ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Äëÿ êîðåêòíî¨ îöiíêè, ïîòðiáíî ìàòè àïði-

îðíó iíôîðìàöiþ ïðî ðiâåíü øóìó δ, àëå äëÿ ðåàëüíèõ âõiäíèõ äàíèõ ðiâåíü

øóìó íå ¹ âiäîìèì.

Iíøèì ìåòîäîì âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi ¹ ìåòîä L-êðèâèõ. Iäåÿ

äàíîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ ïåâíîãî âèáðàíîãî íàáîðó çíà÷åíü

ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ λ, áóäóþòü êðèâó â ëîãàðèôìi÷íèõ êîîðäèíàòàõ(
lg ‖Khδλ −G(f δ2 , g

δ
2)‖, lg ‖hδλ‖

)
i øóêàþòü òî÷êó ç ìàêñèìàëüíîþ êðèâèçíîþ.

Øóêàíèì ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨, áóäå çíà÷åííÿ λ, ÿêå âiäïîâiäà¹ äàíié

òî÷öi, äèâ., íàïðèêëàä, [42,56,73,91]. Ïåðåâàãà äàíîãî ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî âií íå çàëåæèòü âiä âõiäíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ðiâåíü øóìó, íà âiäìiíó âiä

ìåòîäó íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà. Ïðîòå, íå iñíó¹ òåîðåòè÷íèõ äîâåäåíü, ùî îäåðæà-

íèé ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨ ¹ îïòèìàëüíèì. Ìåòîä L-êðèâèõ âèáîðó ïàðàìå-

òðà ðåãóëÿðèçàöi¨ äëÿ çàäà÷i Êîøi âèêîðèñòàíî, íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [47,50].

Ó ðîçäiëi 2 áóäå âèêîðèñòàíî äàíèé àëãîðèòì äëÿ ïîøóêó ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨. Iñíó¹ ïîäiáíèé ìåòîä âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨, àëå ÿêèé áóäó¹

êðèâó ó ôîðìi ëiòåðè U. Òàêèé ìåòîä íàçèâà¹òüñÿ ìåòîäîì U-êðèâèõ, äèâ.,

íàïðèêëàä, [94].

Áiëüøå äîñëiäæåíèìè ¹ iòåðàöiéíi ìåòîäè ðåãóëÿðèçàöi¨. Ðîçãëÿíåìî

îçíà÷åííÿ iòåðàöiéíèõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.3.4. Iòåðàöiéíèé ìåòîä hδk+1 = Rk(h
δ
k, ..., h

δ
0, G(f δ2 , g

δ
2)) ðàçîì

ç êðèòåði¹ì çóïèíêè N(δ) íàçèâà¹òüñÿ iòåðàöiéíèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòî-

äîì äëÿ çàäà÷i Êîøi (1.3.2), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ

h0 âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:
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• êîðåêòíiñòü iòåðàöiéíî¨ ôîðìóëè: çíà÷åííÿ hδk ¹ ïîâíiñòþ âèçíà÷åíi

äëÿ k = 1, ..., k∗, k∗ <∞ i δ > 0;

• çáiæíiñòü äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ (δ = 0):

∃ k∗ = N(δ) <∞ : Khδk∗ = G(f δ2 , g
δ
2)

àáî k∗ =∞ i

sup ‖K−1G(f δ2 , g
δ
2)−Rk(h

δ
k, ..., h

δ
0, G(f δ2 , g

δ
2))‖C(Γ1) → 0, ïðè k →∞;

• çáiæíiñòü äëÿ çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ (δ > 0):

sup ‖K−1G(f δ2 , g
δ
2)−Rk(h

δ
k, ..., h

δ
0, G(f δ2 , g

δ
2))‖C(Γ1) → 0, ïðè δ → 0,

äëÿ áóäü-ÿêèõ f δ2 i gδ2, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (1.3.1).

Çàóâàæåííÿ 1.3.5. Ó âèïàäêó iòåðàöiéíèõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ, ïàðà-

ìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨ ¹ êiëüêiñòü iòåðàöié.

Çàóâàæåííÿ 1.3.6. Êðèòåði¹ì çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ìîæå áóòè

ïðèíöèï íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà, òîáòî çíàéòè k∗δ :

‖Khδk∗δ −G(f δ2 , g
δ
2))‖ ≤ τδ,

äå τ ≥ 1.

L. Landweber [99] i Â. Ôðèäìàí [20] çàïðîïîíóâàëè ïåðåïèñàòè ðiâíÿííÿ

(1.3.2) â òàêié ôîðìi h = (I − γK∗K)h + γK∗G(f δ2 , g
δ
2), äå γ > 0 � äåÿêèé

ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîä ïðîñòî¨ iòåðàöi¨, áóäó¹ìî iòåðà-

öiéíèé ïðîöåñ:

h0 = 0, hm+1 = hm − γK∗(Khm −G(f δ2 , g
δ
2)), m ≥ 0.

Äàíèé iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ïðèéíÿòî íàçèâàòè ìåòîäîì Ëàíäâåáåðà i éîãî

ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê ìåòîä íàéøâèäøîãî ñïóñêó, çàñòîñîâàíèì äî ìiíi-

ìiçàöi¨ ôóíêöiîíàëó J0(h) = ‖Kh−G(f δ2 , g
δ
2)‖2. Ó ðîáîòi [50] ïîêàçàíî âèêî-

ðèñòàííÿ ìåòîäó Ëàíäâåáåðà äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ çàäà÷i Êîøi â äâîâèìiðíèõ
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îáëàñòÿõ. Â ðîçäiëi 3 çàñòîñó¹ìî äàíèé ïiäõiä äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i Êîøi â òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ. Áiëüøå òîãî, ïîáóäó¹ìî óçàãàëüíåíèé

ìåòîä Ëàíäâåáåðà, â ÿêîìó íå ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè ñïðÿæåíèé îïåðà-

òîð. Íåäîëiêîì iòåðàöiéíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà (ÿê i áiëüøîñòi iòåðàöiéíèõ

ìåòîäiâ) ¹ éîãî ïîâiëüíà çáiæíiñòü.

Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä. Â. Êîçëîâ i Â. Ìàçüÿ, äèâ., íàïðèêëàä, [22], çà-

ïðîïîíóâàëè ôóíäàìåíòàëüíèé iòåðàöiéíèé ìåòîä äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i Êîøi äëÿ äåÿêèõ ðiâíÿíü ç åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì. Iäåÿ ìåòîäó ïîëÿ-

ãà¹ â òîìó, ùî íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè äâi

êîðåêòíi ïðÿìi ìiøàíi çàäà÷i. Âõiäíèìè äàíèìè äëÿ êîæíî¨ iç çàäà÷ ¹ ÷àñòêî-

âèé ðîçâ'ÿçîê iíøî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i. Êðèòåði¹ì çóïèíêè ¹ ïðèíöèï íåâ'ÿçêè

Ìîðîçîâà. Ìåòîä ïîêàçàâ õîðîøi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i

Êîøi, äèâ. [50]. Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîñòàâ-

ëåíî¨ çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) áóäå ðåàëiçîâàíî â ðîçäiëi 3.

Â ðîáîòi [26] çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ìiíiìiçàöi¨ åíåðãåòè÷íîãî ôóí-

êöiîíàëó íà îñíîâi àëüòåðíóþ÷îãî àëãîðèòìó, òàêîæ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîç-

â'ÿçóâàííÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi.

Ùå îäíèì ç ìîæëèâèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ ¹ âiäîìèé ìåòîä ñïðÿæåíèõ

ãðàäi¹íòiâ, çàñòîñîâàíèé äî ìiíiìàçàöi¨ ôóíêöiîíàëó, ïîáóäîâàíîãî íà îñíî-

âi çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [71, 76, 77, 113]

ïîêàçàíî âèêîðèñòàííÿ äàíîãî ìåòîäó äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i

Êîøi.

Ìîæëèâèì ñïîñîáîì äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi (1.3.2) ¹

êîìáiíàöiÿ ðiçíèõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ. Íàïðèêëàä, ðîçãëÿíóòè ìiíiìiçà-

öiþ ôóíêöiîíàëó Òiõîíîâà iòåðàöiéíèì ìåòîäîì. Àáî ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó Êîøi

ïðÿìèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòîäîì, à îòðèìàíèé íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê âè-

áðàòè â ðîëi ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ äëÿ iòåðàöiéíîãî ìåòîäó. Ïiñëÿ ÷îãî

âèêîíàòè ëèøå äåêiëüêà iòåðàöié äëÿ óòî÷íåííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Ó ðîáîòàõ [52, 53] íàâåäåíi ãåíåòè÷íi àëãîðèòìè äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ íå-
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êîðåêòíèõ çàäà÷ â çàãàëüíîìó âèïàäêó, äå îäíèì ç ïðèêëàäiâ çàñòîñóâàííÿ ¹

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Iäåÿ äàíèõ ìåòîäiâ ïîëÿ-

ãà¹ â òîìó, ùî âèõiäíó çàäà÷ó çâîäÿòü äî çàäà÷i ìiíiìiçàöi¨ ïåâíîãî ôóíêöiî-

íàëó, à ïîøóê ìiíiìóìó ñôîðìîâàíîãî ôóíêöiîíàëó øóêàþòü çà äîïîìîãîþ

iäå¨ ïðèðîäíîãî âiäáîðó, äèâ., íàïðèêëàä, [105]. Àëãîðèòì ïîøóêó ìiíiìóìó ¹

äóæå ïðîñòèì: çà ïåâíèì ïðàâèëîì ôîðìóþòü ïî÷àòêîâó ïîïóëÿöiþ, çà äîïî-

ìîãîþ îïåðàòîðiâ ìóòàöi¨ i ñõðåùåííÿ ôîðìóþòü íîâó ïîïóëÿöiþ, âèêîðèñòî-

âóþ÷è ôóíêöiþ âiäáîðó, ôîðìóþòü íîâå ïîêîëiííÿ. Îïåðàöi¨ ç îòðèìàííÿì

íîâîãî ïîêîëiííÿ ïîâòîðþþòü äîòè, äîêè êðèòåðié çóïèíêè íà îñíîâi ôóíêöi¨

âiäáîðó íå áóäå äîñÿãíóòî.

Ïåðåâàãà ãåíåòè÷íèõ àëãîðèòìiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî çà äîïîìîãîþ äàíèõ

àëãîðèòìiâ ìîæíà çíàéòè ãëîáàëüíèé ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó (éìîâiðíiñíî ãëî-

áàëüíèé) i äëÿ öüîãî íå ïîòðiáíî ìàòè æîäíî¨ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨, òàêî¨

ÿê, ãðàäi¹íò ôóíêöiîíàëó, ÿêèé ïîòðiáåí, íàïðèêëàä, äëÿ ìåòîäó ñïðÿæåíèõ

ãðàäi¹íòiâ, äèâ. [113].

Ïðîòå, ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ç [52,53] ïîêàçóþòü áiëüøó ïîõèáêó, ïîðiâ-

íÿíî ç iíøèìè àëãîðèòìàìè. Ðåêîìåíäó¹òüñÿ çàñòîñîâóâàòè ãåíåòè÷íi àëãî-

ðèòìè ó ïî¹äíàííi iç iíøèìè ìåòîäàìè ðåãóëÿðèçàöi¨, ùî íàâåäåíî, íàïðè-

êëàä, ó ðîáîòi [52]. Áiëüøå òîãî çàñòîñóâàííÿ ãåíåòè÷íèõ àëãîðèòìiâ êðàùå

ïiäõîäèòü äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ íåëiíiéíèõ îáåðíåíèõ íåêîðåêòíèõ çàäà÷, êîëè

ìiíiìiçóþ÷èé ôóíêöiîíàë ìà¹ ñêëàäíå ïðåäñòàâëåííÿ i äåêiëüêà ëîêàëüíèõ

òî÷îê ìiíiìóìó.

Àêòèâíî ðîçðîáëÿþòüñÿ àëãîðèòìè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

Êîøi äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ, äèâ., íàïðèêëàä, [3, 9, 87,92].

Íà îñíîâi àêòóàëüíîñòi i âåëèêî¨ êiëüêîñòi ðîáiò ïîìiòíî, ùî çàäà÷à Êî-

øi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà àêòèâíî äîñëiäæó¹òüñÿ. Ïðîòå, áiëüøiñòü ðîáiò ¹

ïðèâ'ÿçàíi äî äâîâèìiðíèõ îáëàñòåé, òîìó ðîçðîáêà åôåêòèâíîãî àëãîðèòìó

äëÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i ¹ àêòóàëüíîþ òåìîþ.

Ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äåÿêèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòîäîì âè-
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íèêà¹ íåîáõiäíiñòü ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷ àáî äèñêðåòèçàöi¨ çàäà÷i

Êîøi (1.2.1)�(1.2.2). Åôåêòèâíèì ïiäõîäîì äëÿ ¨õ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

¹ ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Â çàëåæíîñòi âiä òîãî, ÿê ìè ïîäà¹ìî

ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i, ìåòîäè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïîäiëÿþòüñÿ íà ïðÿìi i íå-

ïðÿìi, äèâ. [97]. Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìà¹ âåëèêó êiëüêiñòü ïåðåâàã,

íàïðèêëàä, çàñòîñîâíiñòü äî ÷àñòêîâî íåîáìåæåíèõ îáëàñòåé, çìåíøåííÿ ðîç-

ìiðíîñòi âèõiäíî¨ çàäà÷i òà iíøi. Ðåäóêîâàíà ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ñêëàäàòèìåòüñÿ ç iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðøîãî àáî äðóãîãî ðîäó. Äàíi ðiâ-

íÿííÿ ìîæíà äèñêðåòèçóâàòè çà ìåòîäîì êâàäðàòóð ÷è Íèñòðüîìà, äèâ. [97].

Â òðèâèìiðíîìó âèïàäêó âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äèñêðåòíèé ïðîåêöiéíèé ìåòîä

Ãàëüîðêiíà, çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòi [115]. Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïîêà-

çàâ âèñîêó åôåêòèâíiñòü i åêñïîíåíöiéíèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi ïðè äîñòàòíüî

ãëàäêèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ äâîâèìiðíèõ îáëàñòåé, ùî ïîêàçóþòü ÷èñåëüíi

åêñïåðèìåíòè ó ðîáîòàõ [47,50,111]. Òîìó ëîãi÷íî âèêîðèñòàòè éîãî i ïiä ÷àñ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2). Ïðîòå, ìîæíà âèêî-

ðèñòîâóâàòè i iíøi ÷èñåëüíi ìåòîäè, òàêi ÿê ìåòîä ñiòîê, äèâ. [61], ÷è ìåòîä

ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ, äèâ. [101, 110] òà iíøi, êîæåí ç ÿêèõ ìà¹ ñâî¨

ïåðåâàãè, íåäîëiêè i îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Â äàíîìó ðîçäiëi áóëî çðîáëåíî êîðîòêèé îãëÿä äåÿêèõ ôóíäàìåíòàëü-

íèõ ôóíêöiîíàëüíèõ ïðîñòîðiâ, ÿêi âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ äëÿ òåîðåòè÷íèõ

äîñëiäæåíü.

Ñôîðìîâàíî êëàñè÷íó i ñëàáêó ïîñòàíîâêè çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëà-

ïëàñà â òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ. Ðîçãëÿíóòî ïèòàííÿ êîðåêòíî-

ñòi äàíî¨ çàäà÷i i ç'ÿñîâàíî ¨¨ íåêîðåêòíiñòü, ÿêà ïðîÿâëÿ¹òüñÿ ó âiäñóòíîñòi

ñòiéêîñòi çà âõiäíèìè äàíèìè. Êëàñèôiêîâàíî äàíó çàäà÷ó äî êëàñó ëiíiéíèõ

îáåðíåíèõ çàäà÷.

Ðîçãëÿíóòî îçíà÷åííÿ ïðÿìèõ i iòåðàöiéíèõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ äëÿ
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îòðèìàííÿ ñòiéêîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó. Çðîáëåíî êîðîòêèé îãëÿä iñíóþ÷èõ

ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëà-

ñà â äâîâèìiðíèõ i òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ. Íàäàíî êîðîòêèé àíàëiç ïåðåâàã àáî

íåäîëiêiâ ïðîïîíîâàíèõ ìåòîäiâ.

Íà îñíîâi àêòóàëüíîñòi äàíî¨ çàäà÷i i íåâåëèêîãî ñïèñêó äîñëiäæåíü âè-

ïàäêó òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé, âèíèêà¹ íåîáõiäíiñòü â ðîçðîáöi àëãîðèòìó äëÿ

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ùî

i áóäå ìåòîþ äîñëäiæåíü, íàâåäåíèõ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïðÿìi i iòåðàöiéíi ðåãóëÿðèçóþ÷i ìåòîäè äëÿ ÷èñåëüíî-

ãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi. Â ðîçäiëi 2 áóäå ðîçãëÿíóòî êëàñè÷íèé ïðÿìèé

ðåãóëÿðèçóþ÷èé ìåòîä Òiõîíîâà, à â ðîçäiëi 3 � ðîçãëÿíóòî äâà iòåðàöiéíi ìå-

òîäè: àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä i óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà. Â îáîõ ðîçäiëàõ

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü áóäå âèêîðèñòàíî, ÿê àëãîðèòì äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ïðîìiæíèõ êîðåêòíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ àáî äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ çàäà÷i Êîøi.



36

ÐÎÇÄIË 2

×ÈÑÅËÜÍÅ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I ÊÎØI

ÌÅÒÎÄÎÌ ÃÐÀÍÈ×ÍÈÕ IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ

ÐIÂÍßÍÜ Ç ÐÅÃÓËßÐÈÇÀÖI�Þ ÒIÕÎÍÎÂÀ

Â äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðèçóþ÷èé ìåòîä Òiõîíîâà äëÿ ÷è-

ñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â òðèâèìiðíèõ

äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ (1.2.1)�(1.2.2). Ó ïiäðîçäiëàõ 2.1-2.2 áóäóòü íàâåäåíi

ïðÿìèé i íåïðÿìèé ìåòîäè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çâåäåííÿ âèõiäíî¨ äèôå-

ðåíöiàëüíî¨ çàäà÷i äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ íåêîðåêòíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó

ïiäðîçäiëàõ 2.3-2.4 áóäå ïðîâåäåíà ïîâíà äèñêðåòèçàöiÿ îäåðæàíèõ ñèñòåì ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó Ãàëüîð-

êiíà. Ìåòîä Òiõîíîâà áóäå çàñòîñîâàíèé äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü ó ïiäðîçäiëi 2.5 ðàçîì ç ìåòîäîì L-êðèâèõ äëÿ âèáîðó ïàðàìåòðà

ðåãóëÿðèçàöi¨. Òàêîæ â ïiäðîçäiëi 2.6 áóäå íàâåäåìî îïòèìiçàöiþ îá÷èñëåíü

çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè äëÿ ðiçíèõ îáëàñòåé, ði-

çíèõ âõiäíèõ äàíèõ (òî÷íèõ i çáóðåíèõ) íàâåäåíi ó ïiäðîçäiëi 2.7.

2.1. Çâåäåííÿ äî ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ÷åðåç

òåîðiþ ïîòåíöiàëó

Äëÿ çâåäåííÿ çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

âèêîðèñòà¹ìî òåîðiþ ïîòåíöiàëiâ, äèâ., íàïðèêëàä, [97]. Äàíèé ïiäõiä áóâ çà-

ñòîñîâàíèé äëÿ çàäà÷i Êîøi â äâîâèìiðíîìó âèïàäêó, äèâ. [47, 50]. Â äàíîìó

ðîçäiëi áóäå ðîçøèðåíî äàíèé ïiäõiä íà âèïàäîê òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i (1.2.1)�

(1.2.2).

Ïðèãàäà¹ìî äåÿêi ôóíäàìåíòàëüíi îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 2.1.1. Ôóíêöiÿ Φ : R3×R3 → R ¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì
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ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ÿêùî

∆Φ(x, y) = δ(x, y),

äå δ(x, y) � öå äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà [27].

Çàóâàæåííÿ 2.1.2. Ôóíêöiÿ âèäó

Φ(x, y) =
1

4π

1

|x− y|
, x 6= y, x, y ∈ R3 (2.1.1)

¹ ôóíäàìåíòàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â R3, à |x| � öå åâêëi-

äîâà íîðìà åëåìåíòà x ∈ R3.

Çàóâàæåííÿ 2.1.3. Ëåãêî áà÷èòè, ùî íîðìàëüíà ïîõiäíà âiä ôóíäàìåí-

òàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó ìà¹ âèãëÿä:

∂Φ(x, y)

∂ν(x)
= − 1

4π

(x− y)>ν(x)

|x− y|3
, x 6= y, x, y ∈ R3. (2.1.2)

Äëÿ îäåðæàííÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ââåäåìî îçíà÷åííÿ äåÿêèõ

iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Âëàñòèâîñòi ðîçãëÿäóâàíèõ îïåðàòîðiâ äîñëiäæåíi,

íàïðèêëàä, ó [14,17,97].

Îçíà÷åííÿ 2.1.4. Ãðàíè÷íi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè S`j : L2(Γj) → L2(Γ`) i

K`j : L2(Γj)→ L2(Γ`) ìàþòü âèãëÿä:

(S`jµ) (x) =

∫
Γj

µ(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ Γ`

i

(K`jµ) (x) =

∫
Γj

µ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ Γ`,

äå µ ∈ L2(Γj), `, j = 1, 2.

Çàóâàæåííÿ 2.1.5. Iíòåãðàëè â ïîäàííi îïåðàòîðiâ S``, K``, ` = 1, 2 iñíó-

þòü ÿê íåâëàñíi.

Çàóâàæåííÿ 2.1.6. Iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð S`j � öå ïîòåíöiàë ïðîñòîãî

øàðó, äèâ. [97], à K`j � öå íîðìàëüíà ïîõiäíà âiä ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó,

` = 1, 2.
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Òåîðåìà 2.1.7. Ñóìà ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

u(x) =

∫
Γ1

φ1(y)Φ(x, y)ds(y) +

∫
Γ2

φ2(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ D (2.1.3)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2), ÿêùî íåâiäîìi ãóñòèíè φ1 ∈ L2(Γ1)

i φ2 ∈ L2(Γ2) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ëiíiéíî¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:
S21φ1 + S22φ2 = f2 íà Γ2

K21φ1 +

(
1

2
I +K22

)
φ2 = g2 íà Γ2

, (2.1.4)

äå I � öå îäèíè÷íèé îïåðàòîð.

Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, çìiíþ-

þ÷è ïîðÿäîê iíòåãðóâàííÿ i äèôåðåíöiþâàííÿ, áà÷èìî, ùî ïîäàííÿ ôóíêöi¨

u ó (2.1.3) çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1). Ñïðÿìîâóþ÷è òî÷êó x ∈ D

ó (2.1.3) íà ãðàíèöi îáëàñòi Γ1,Γ2, âèêîðèñòîâóþ÷è òåîðåìè ïðî âëàñòèâîñòi

ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [97] i ãðàíè÷íi óìîâè (1.2.2), îòðèìà¹ìî, ñèñòåìó

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.4) äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ãóñòèí φ1, φ2.

Íàñëiäîê 2.1.8. ßêùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ïîäà¹òüñÿ ó âè-

ãëÿäi (2.1.3), òîäi íåâiäîìi äàíi Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi Γ1 ìà-

þòü òàêå ïîäàííÿ:
u = S11φ1 + S12φ2 íà Γ1,

∂u

∂ν
=

(
−1

2
I +K11

)
φ1 +K12φ2 íà Γ1.

(2.1.5)

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó (2.1.3) i òåîðåì ïðî ñòðèáêè ïî-

òåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [97].

Äëÿ àíàëiçó ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííü (2.1.4) ââåäåìî íàñòóïíèé îïå-

ðàòîð.

Îçíà÷åííÿ 2.1.9. Îïåðàòîð W : L2(Γ1) × L2(Γ2) → L2(Γ2) × L2(Γ2) çàäà¹-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

W =

 S21 S22

K21
1

2
I +K22

 . (2.1.6)
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Îñêiëüêè âèõiäíà çàäà÷à (1.2.1)�(1.2.2) ¹ íåñòiéêîþ, òî i ñèñòåìà iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü (2.1.4) òåæ áóäå íåñòiéêîþ. Äëÿ òîãî, ùîá îäåðæàòè ñòiéêèé

ðîçâ'ÿçîê, çàñòîñó¹ìî ðåãóëÿðèçàöiéíèé ìåòîä Òiõîíîâà. Çàêîííiñòü çàñòî-

ñóâàííÿ áàçó¹òüñÿ íà ïåâíèõ âëàñòèâîñòÿõ îïåðàòîðà çàäà÷i. Äîñëiäèìî âëà-

ñòèâîñòi îïåðàòîðà W (2.1.6), ÿêèé îïèñó¹ ñèñòåìó (2.1.4).

Òåîðåìà 2.1.10. Îïåðàòîð W ç (2.1.6) � ií'¹êòèâíèé i ìà¹ ùiëüíèé ðàíã.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Wφ = 0, äå φ = (φ1, φ2) ∈ L2(Γ1) × L2(Γ2). Ôóíêöiÿ u

(2.1.3) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1), òîäi iñíó¹ çâóæåííÿ ðîçâ'ÿçêó i

íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà Γ2, äèâ. [103]. Ôóíêöiÿ u ìà¹ íóëüîâi äàíi Êîøi íà çîâ-

íiøíié ãðàíèöi Γ2 i çà òåîðåìîþ Ãîëüìãðåíà [78] u ≡ 0 âD. Ôóíêöiÿ u ¹ òàêîæ

ðîçâ'ÿçêîì çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Îñêiëüêè çàäà-

÷à Äiðiõëå ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê (êëàñ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ u(x) = O(|x|−1),

|x| → ∞ ), òî ôóíêöiÿ u � öå íóëü-ôóíêöiÿ ççîâíi Γ2. Âðàõîâóþ÷è òåîðå-

ìó ïðî ñòðèáîê íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [97] i òå, ùî

íîðìàëüíà ïîõiäíà öå íóëü-ôóíêöiÿ, îòðèìà¹ìî, ùî φ2 = 0. Îñêiëüêè, u = 0

i φ2 = 0 i iñíóþòü îáåðíåíi îïåðàòîðè äî Sij, Kij, äèâ., íàïðèêëàä, [97], òî

φ1 = 0. Îòæå, îïåðàòîð W � ií'¹êòèâíèé.

Äëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð W ìà¹ ùiëüíèé ðàíã, ïîêàæåìî, ùî

ñïðÿæåíèé îïåðàòîð W ∗ ií'¹êòèâíèé. Íåõàé ξ = (ξ1, ξ2) ∈ L2(Γ2) × L2(Γ2).

Íà îñíîâi âèãëÿäó ìàòðè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî îïåðàòîðà W , î÷åâèäíî, ùî âè-

êîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü:

(Wφ, ξ)L2(Γ2)×L2(Γ2) = (φ,W ∗ξ)L2(Γ1)×L2(Γ2) ,

äå

W ∗ =

 S12 Z12

S22
1

2
I + Z22

 ,

à îïåðàòîð Z`j (ïîòåíöiàë ïîäâiéíîãî øàðó, äèâ. [97]) ìà¹ âèãëÿä:

(Z`jµ) (x) =

∫
Γj

µ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ Γ`. (2.1.7)
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Íåõàé W ∗ξ = 0, òîäi ìà¹ìî:
S12ξ1 + Z12ξ2 = 0 íà Γ1

S22ξ1 +

(
1

2
I + Z22

)
ξ2 = 0 íà Γ2

. (2.1.8)

Âèçíà÷èìî ôóíêöiþ

v(x) =

∫
Γ2

ξ1(y)Φ(x, y)ds(y) +

∫
Γ2

ξ2(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ D.

Òîäi, àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ ií'¹êòèâíîñòiW , ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç ñèñòåìè

ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.8) âèïëèâà¹, ùî v ≡ 0 â D (âðàõîâóþ÷è

âëàñòèâîñòi çàäà÷ Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà). Îòðèìà¹ìî ξ1 = 0 i ξ2 = 0.

Îòæå, îïåðàòîð W ∗ ií'¹êòèâíèé.

Çàóâàæåííÿ 2.1.11. Ìîæíà ðîçãëÿäàòè i iíøi ïðîñòîðè äëÿ îïåðàòîðà

W, íàïðèêëàä, ïðîñòîðè ñëiäiâ. Îòðèìàíi âëàñòèâîñòi òåæ âèêîíóâàòè-

ìóòüñÿ, äèâ. [38]. Îñêiëüêè, äëÿ ïîáóäîâè ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó Ãàëüîðêiíà

âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñêàëÿðíèé äîáóòîê, òîìó ðîçãëÿäàþòüñÿ ãiëüáåðüòîâi

ïðîñòîðè, íàïðèêëàä, L2(D) àáî H1(D).

Çàóâàæåííÿ 2.1.12. Îïåðàòîð A : X → Y ìà¹ ùiëüíèé ðàíã, ÿêùî ìíî-

æèíà çíà÷åíü îïåðàòîðà ¹ ùiëüíîþ â Y, òîáòî R(A) = Y .

Íàñëiäîê 2.1.13. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé

äî ñèñòåìè (2.1.4).

Äîâåäåííÿ. Äèâ., íàïðèêëàä, [65], ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî îïåðàòîð W , ÿêèé

îïèñó¹ ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.4), ií'¹êòèâíèé i ìà¹ ùiëüíèé ðàíã.

2.2. Çâåäåííÿ äî ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ÷åðåç

ôîðìóëó Ãðiíà

Â ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî íåïðÿìèé ïiäõiä çâåäåííÿ çà-

äà÷i Êîøi äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ðîçãëÿíåìî iíøèé ïiäõiä îòðè-
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ìàííÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à ñàìå çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè Ãðiíà.

Äàíèé ïiäõiä íàçèâàþòü ïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äèâ., [97].

Òåîðåìà 2.2.1. Íåõàé ãðàíèöÿ îáëàñòi ∂D íàëåæèòü êëàñó C1 i u ∈ C2(D)

� ãàðìîíiéíà â D, à âåêòîð îäèíè÷íî¨ íîðìàëi ν íàïðàâëåíèé ççîâíi îáëàñòi.

Òîäi

u(x) =

∫
∂D

{
∂u

∂ν
(y)Φ(x, y)− u(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)

}
ds(y), x ∈ D. (2.2.1)

Äîâåäåííÿ. Îòðèìàíî iç ôîðìóë Ãðiíà, äèâ., íàïðèêëàä, [97].

Íàñëiäîê 2.2.2. Ôóíêöiÿ

u(x) =

∫
Γ1

{
f1(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)− g1(y)Φ(x, y)

}
ds(y)

+

∫
Γ2

{
g2(y)Φ(x, y)− f2(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)

}
ds(y), x ∈ D (2.2.2)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2), ÿêùî íåâiäîìi ôóíêöi¨ f1(y)
def
= u(y),

g1(y)
def
=
∂u

∂ν
(y), y ∈ Γ1 ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:



∫
Γ1

{
f1(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)− g1(y)Φ(x, y)

}
ds(y) =

1

2
f2(x)−

∫
Γ2

{
g2(y)Φ(x, y)− f2(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)

}
ds(y) íà Γ2,

1

2
f1(x)−

∫
Γ1

{
f1(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)− g1(y)Φ(x, y)

}
ds(y) =∫

Γ2

{
g2(y)Φ(x, y)− f2(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)

}
ds(y) íà Γ1.

(2.2.3)

Äîâåäåííÿ. Ãðàíèöÿ îáëàñòi ∂D ìà¹ âèãëÿä ∂D = Γ1 ∪ Γ2 i âðàõîâóþ÷è òå,

ùî çîâíiøíÿ îäèíè÷íà íîðìàëü äî ïîâåðõíi Γ1 íàïðÿìëåíà âñåðåäèíó îáëàñòi
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D, çà òåîðåìîþ 2.2.1 îòðèìà¹ìî:

u(x) =

∫
Γ1

{
u(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)− ∂u

∂ν
(y)Φ(x, y)

}
ds(y)

+

∫
Γ2

{
∂u

∂ν
(y)Φ(x, y)− u(y)

∂Φ

∂ν(y)
(x, y)

}
ds(y), x ∈ D. (2.2.4)

Cïðÿìîâóþ÷è òî÷êó x ∈ D â ïîäàííi ðîçâ'ÿçêó (2.2.2) íà ãðàíèöi Γ1 i Γ2,

âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî i ïîäâiéíîãî øàðiâ [97], à òàêîæ

âèãëÿä äàíèõ Êîøi

(
u,
∂u

∂ν

)
íà ãðàíèöÿõ Γ1 i Γ2, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.3), äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ f1, g1, ÿêi îäíî÷àñíî

ÿâëÿþòü ñîáîþ øóêàíi äàíi Êîøi.

Çàïèøåìî ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.2.3) ó îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi.

Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè Sij i Zij, âèçíà÷åíi ó ïiäðîçäiëi

2.1.

Íàñëiäîê 2.2.3. Ó îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi ñèñòåìà (2.2.3) ¹ òàêîþ:
−S21g1 + Z21f1 =

1

2
f2 − S22g2 + Z22f2 íà Γ2,

S11g1 +

(
1

2
I − Z11

)
f1 = S12g2 − Z12f2 íà Γ1.

(2.2.5)

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç ïîäàííÿ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ Sij i Zij.

Äëÿ àíàëiçó ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿííü (2.2.5), ÿê i â ïiäðîçäiëi 2.1,

ââåäåìî íàñòóïíèé ìàòðè÷íèé îïåðàòîð.

Îçíà÷åííÿ 2.2.4. Îïåðàòîð W̃ : L2(Γ1) × L2(Γ1) → L2(Γ2) × L2(Γ1) çàäà¹-

òüñÿ òàêèì ÷èíîì:

W̃ =

 −S21 Z21

S11
1

2
I − Z11

 (2.2.6)

Òåîðåìà 2.2.5. Îïåðàòîð W̃ � ií'¹êòèâíèé i ìà¹ ùiëüíèé ðàíã.
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Äîâåäåííÿ. Ñõåìà äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.10 ó ïiä-

ðîçäiëi 2.1.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð W̃ � ií'¹êòèâíèé. Íåõàé

W̃ φ̃ = 0, (2.2.7)

äå φ̃ = (f̂1, ĝ1) ∈ L2(Γ1)×L2(Γ1). Äàíà ðiâíiñòü ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî íàñòóïíèõ

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:∫
Γ1

f̂1(y)Φ(x, y)ds(y)−
∫
Γ1

ĝ1(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y) = 0, x ∈ Γ2, (2.2.8)

∫
Γ1

f̂1(y)Φ(x, y)ds(y) +
1

2
ĝ1(x)−

∫
Γ1

ĝ1(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y) = 0, x ∈ Γ1. (2.2.9)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

v̂(x) =

∫
Γ1

f̂1(y)Φ(x, y)ds(y)−
∫
Γ1

ĝ1(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(y)
ds(y), x ∈ D.

Ôóíêöiÿ v̂ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çîâíiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ

îáëàñòi D2 (êëàñ ôóíêöié, ùî v̂(x) = O(|x|−1), |x| → ∞). Âðàõîâóþ÷è (2.2.8),

îòðèìà¹ìî, ùî v̂ íà Γ2 äîðiâíþ¹ íóëþ. Òîäi v̂ = 0 ççîâíi îáëàñòi D2. Îñêiëüêè

ôóíêöiÿ v̂ ¹ íåïåðåðâíîþ ÷åðåç Γ2, ìà¹ìî, ùî v̂ = 0 â D, íà îñíîâi àíàëiòè-

÷íîãî ïðîäîâæåííÿ (v̂ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â D). Òàêîæ, ôóíêöiÿ

v̂ ¹ ðîçâ'ÿçêîì âíóòðiøíüî¨ çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ îáëàñòi D1 ç íóëüîâîþ óìîâîþ

íà Γ1 (íà îñíîâi òåîðåìè ïðî ñòðèáîê ïîòåíöiàëó ïîäâiéíîãî øàðó i (2.2.9)).

Òîäi v̂ = 0 â D1. Îòæå, ôóíêöiÿ v = 0 â D1, òîìó v ≡ 0 â R3. Íà îñíîâi

òåîðåì ïðî ñòðèáêè ïîòåíöiàëiâ îòðèìó¹ìî, ùî f̂1 = ĝ1 = 0. Îòæå, îïåðàòîð

W̃ ií'¹êòèâíèé.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîð W̃ ìà¹ ùiëüíèé ðàíã. Ðîçãëÿíåìî ñïðÿæåíèé

îïåðàòîð W̃ ∗ : L2(Γ2) × L2(Γ1) → L2(Γ1) × L2(Γ1). Íåõàé ξ = (ξ2, ξ1) ∈

L2(Γ2)× L2(Γ1), òîäi ðiâíiñòü(
W̃φ, ξ

)
L2(Γ2)×L2(Γ1)

=
(
φ, W̃ ∗ξ

)
L2(Γ1)×L2(Γ1)
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âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî

W̃ ∗ =

 −S12 S11

K12
1

2
I −K11

 .

Ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ iç âëàñòèâîñòåé âåêòîðíîãî ñêàëÿðíîãî äî-

áóòêó i ïîäàííÿ ñïðÿæåíèõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ. Íåõàé W̃ ∗ξ = 0, òîäi

âèêîíó¹òüñÿ: 
−S12ξ2 + S11ξ1 = 0 íà Γ1

K12ξ2 +

(
1

2
I −K11

)
ξ1 = 0 íà Γ1

. (2.2.10)

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ:

v(x) =

∫
Γ2

ξ2Φ(x, y)ds(y)−
∫
Γ1

ξ1Φ(x, y)ds(y), x ∈ D.

Òîäi, íà îñíîâi ñèñòåìè (2.2.10) i âëàñòèâîñòåé ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó [97]

ìà¹ìî, ùî  v = 0 íà Γ1

∂v

∂ν
= 0 íà Γ1

.

Ôóíêöiÿ v ìà¹ íóëüîâi äàíi Êîøi íà ãðàíèöi îáëàñòi Γ1, òîäi çà òåîðåìîþ

Ãîëüìãðåíà [78] v ≡ 0 â D. Ôóíêöiÿ v ¹ òàêîæ ðîçâ'ÿçêîì çîâíiøíüî¨ çàäà-

÷i Äiðiõëå äëÿ îáëàñòi D2 (ç íåîáõiäíîþ àñèìïòîòèêîþ íà íåñêií÷åíîñòi äëÿ

ãàðàíòóâàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó). Âðàõîâóþ÷è òå, ùî ïîòåíöiàë ïðîñòîãî

øàðó ¹ íåïåðâíîþ ôóíêöi¹þ ÷åðåç Γ2, ìà¹ìî, ùî v = 0 íàáëèæàþ÷èñü ççîâíi

äî Γ2. Òîäi çà ïðèíöèïîì ìiíi-ìàêñó, v � öå íóëü-ôóíêöiÿ ççîâíi Γ2. Çà òåî-

ðåìîþ ïðî ñòðèáîê íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, äèâ. [97],

i òîãî, ùî íîðìàëüíà ïîõiäíà � öå íóëü-ôóíêöiÿ, îòðèìà¹ìî, ùî ξ2 = 0 íà Γ2.

Òîäi ç (2.2.10) âèïëèâà¹, ùî ξ1 = 0 íà Γ1. Îòæå, îïåðàòîð W̃
∗ � ií'¹êòèâíèé

i, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ, ìà¹ìî, ùî îïåðàòîð W̃ ìà¹

ùiëüíèé ðàíã.

Íàñëiäîê 2.2.6. Ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèì

äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i (2.2.5).
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Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç [65] ç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà W̃ .

2.3. Ïàðàìåòðèçàöiÿ ñèñòåìè ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ 2.1�2.2 òðèâèìiðíó çàäà÷ó Êîøi áóëî çâåäåíî äî

ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.4) i (2.2.5). Äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ äàíèõ

ñèñòåì, âèêîðèñòà¹ìî äèñêðåòíèé ïðîåêöiéíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà. Äëÿ íàáëè-

æåíîãî îá÷èñëåííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ ó (2.1.4) àáî (2.2.5) âèêîðèñòà¹ìî

âiäïîâiäíi êóáàòóðíi ôîðìóëè, ÿêi áóäóòü íàâåäåíi â íàñòóïíîìó ïiäðîçäiëi.

Êóáàòóðíi ôîðìóëè äàþòü çìîãó íàáëèæåíî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ïîâåðõ-

íåâèõ iíòåãðàëiâ ó âèïàäêó, êîëè ïîâåðõíÿ iíòåãðóâàííÿ öå îäèíè÷íà ñôåðà

S2. Òîìó, ùîá ìàòè çìîãó çàñòîñóâàòè ¨õ, ïåðåïèøåìî (ïàðàìåòðèçó¹ìî) ïî-

âåðõíåâi iíòåãðàëè ó ñèñòåìàõ (2.1.4), (2.2.5).

Òåîðåìà 2.3.1. Íåõàé ãðàíèöi Γ1 i Γ2 ¹ íåïåðåðâíi i ìîæóòü áóòè ái¹-

êòèâíî âiäîáðàæåíi íà îäèíè÷íó ñôåðó S2. Òîäi iñíóþòü âçà¹ìíîîäíîçíà÷íi

âiäîáðàæåííÿ q1, q2 :

q1 : S2 → Γ1, q2 : S2 → Γ2,

äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíi ÿêîáiàíè ïåðåõîäó Jq1, Jq2.

Äîâåäåííÿ. Äèâ., îðèãiíàëüíó ðîáîòó ïî îòðèìàííþ êóáàòóðíèõ ôîðìóë [115]

àáî [31].

Âèçíà÷èìî äîïîìiæíi ïàðàìåòðèçîâàíi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè.

Òåîðåìà 2.3.2. Ïàðàìåòðèçîâàíi îïåðàòîðè S̃`j : L2(S2) → L2(S2), K̃`j :

L2(S2)→ L2(S2) i Z̃`j : L2(S2)→ L2(S2) ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

(S̃`jφ)(x̂) =

∫
S2

φ(ŷ)L`j(x̂, ŷ)ds(ŷ), x̂ ∈ S2, (2.3.1)

(K̃`jφ)(x̂) =

∫
S2

φ(ŷ)M`j(x̂, ŷ)ds(ŷ), x̂ ∈ S2 (2.3.2)
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i

(Z̃`jφ)(x̂) =

∫
S2

φ(ŷ)M̃`j(x̂, ŷ)ds(ŷ), x̂ ∈ S2, (2.3.3)

äå ÿäðà ¹ òàêèìè:

L`j(x̂, ŷ) =


Φ(q`(x̂), qj(ŷ))Jqj(ŷ), ` 6= j

R`(x̂, ŷ)

|x̂− ŷ|
, ` = j

, (2.3.4)

M`j(x̂, ŷ) =


−(q`(x̂)− qj(ŷ))> ν(q`(x̂))

4π|q`(x̂)− qj(ŷ)|3
Jqj(ŷ), ` 6= j

R̃`(x̂, ŷ, x̂)

|x̂− ŷ|
, ` = j

(2.3.5)

i

M̃`j(x̂, ŷ) =


(q`(x̂)− qj(ŷ))> ν(q`(ŷ))

4π|q`(x̂)− qj(ŷ)|3
Jqj(ŷ), ` 6= j

−R̃`(x̂, ŷ, ŷ)

|x̂− ŷ|
, ` = j

, (2.3.6)

äå

R`(x̂, ŷ) = Jq`(ŷ)


1

4π

|x̂− ŷ|
|q`(x̂)− q`(ŷ)|

, x̂ 6= ŷ

1

4π

1

Jq`(x̂)
, x̂ = ŷ

(2.3.7)

i

R̃`(x̂, ŷ, x̂y) = −R`(x̂, ŷ)


(q`(x̂)− q`(ŷ))> ν(q`(x̂y))

|q`(x̂)− qj(ŷ)|2
, x̂ 6= ŷ(

q
′′

` (x̂)
)>
ν(q`(x̂))

2(q
′

`(x̂))>q
′

`(x̂)
, x̂ = ŷ

, (2.3.8)

x̂, ŷ ∈ S2, x̂y ∈ {x̂, ŷ}, `, j = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç ïàðàìåòðèçàöi¨ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ S,K (2.1.4)

i Z (2.1.7), âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöi¨ ïåðåõîäó q1, q2. Òàêîæ, ïðè ïîáóäîâi ÿäåð

L, M i M̃ âðàõîâàíî, ùî lim
ŷ→x̂

|x̂− ŷ|
|q`(x̂)− qj(ŷ)|

=
1

Jq`(x̂)
.
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Íàñëiäîê 2.3.3. Ïàðàìåòðèçîâàíi ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.4) i

(2.2.5) ìàþòü âèãëÿä:
S̃21ψ1 + S̃22ψ2 = f̃2 íà S2

K̃21ψ1 +

(
1

2
I + K̃22

)
ψ2 = g̃2 íà S2

(2.3.9)

i 
−S̃21g̃1 + Z̃21f̃1 =

1

2
f̃2 − S̃22g̃2 + Z̃22f̃2 íà S2

S̃11g̃1 +

(
1

2
I − Z̃11

)
f̃1 = S̃12g̃2 − Z̃12f̃2 íà S2

, (2.3.10)

äå ψ`(x̂) = φ(q`(x̂)), ` = 1, 2, f̃2(x̂) = f2(q2(x̂)), g̃2(x̂) = g2(q2(x̂)), f̃1(x̂) =

f1(q1(x̂)), g̃1(x̂) = g1(q1(x̂)), ∀x̂ ∈ S2.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç ïàðàìåòðèçàöi¨ ïî÷àòêîâèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (2.1.4) i (2.2.5) çà äîïîìîãîþ ôóíêöié ïåðåõîäó q1, q2, ç âðàõóâàííÿì

ïîáóäîâàíèõ ïàðàìåòðèçîâàíèõ îïåðàòîðiâ.

Äëÿ íåïðÿìîãî ïiäõîäó ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (ïiäðîçäië 2.1) òàêîæ

ïîòðiáíî ïàðàìåòðèçóâàòè äàíi Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi, çàäàíi

ôîðìóëîþ (2.1.5).

Íàñëiäîê 2.3.4. Ïàðàìåòðèçîâàíi äàíi Êîøi, îòðèìàíi íåïðÿìèì ìåòî-

äîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ìàþòü âèãëÿä:
ũ = S̃11ψ1 + S̃12ψ2 íà S2

∂ũ

∂ν
=

(
−1

2
I + K̃11

)
ψ1 + K̃12ψ2 íà S2

. (2.3.11)

Ó âèïàäêó ïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (ïiäðîçäië 2.2), íåâiäîìi

çíà÷åííÿ äàíèõ Êîøi öå ïàðàìåòðèçîâàíi ôóíêöi¨ f̃1 i g̃1, âèçíà÷åíi ó íàñëiäêó

2.3.3.

2.4. Äèñêðåòíèé ïðîåêöiéíèé ìåòîä

Äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåì ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.3.9) i (2.3.10),

âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Âiíåðòà, äèâ. [115]. Äàíèé ìåòîä ¹ äèñêðåòíèì ïðîåêöié-
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íèì ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà, çàñòîñîâàíèì äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó R3

ç êîíêðåòíèì âèáîðîì áàçèñíèõ ôóíêöié.

Öå íå ¹äèíèé ìåòîä äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, ó ðîáîòi [46] íàâåäåíî ìåòîä êâàäðàòóð äëÿ äèñêðåòè-

çàöi¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ñôîðìîâàíî¨ äëÿ çàäà÷i Êîøi ó íàïiâáå-

çìåæíié òðèâèìiðíié îáëàñòi. Ïðîòå, â äàíié ðîáîòi áóäå âèêîðèñòàíî ìåòîä

Âiíåðòà.

Îòîæ, íåâiäîìi ãóñòèíè ç ëiíiéíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.3.9) i

(2.3.10), àïðîêñèìó¹ìî ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äiéñíîçíà÷íèõ ñôåðè÷íèõ ãàð-

ìîíiê Y R
k,m, äèâ. [27] (âiäîìî, ùî âîíè óòâîðþþòü ó ïðîñòîði L2(S2) ïîâíó

îðòîíîðìîâàíó ñèñòåìó).

Îçíà÷åííÿ 2.4.1. Ôóíêöi¨ ψ̃`

ψ`(x̂) ≈ ψ̃`(x̂) =
n∑
k=0

k∑
m=−k

ψ`k,mY
R
k,m(x̂), ` = 1, 2, n ∈ N0, x̂ ∈ S2, (2.4.1)

äå ` = 1, 2, a ψ`k,m ∈ R � íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè, ¹ íàáëèæåííÿì (ïðîåêöi¹þ)

äî íåâiäîìèõ ãóñòèí ψ` â ïiäïðîñòîði ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê.

Àíàëîãi÷íî, çàïèøåìî àïðîêñèìàöiþ (ïðîåêöiþ) íåâiäîìèõ ôóíêöié f̃1, g̃1

iç ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ ïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.3.10).

Îçíà÷åííÿ 2.4.2. Àïðîêñèìàöi¨ íåâiäîìèõ f̃1, g̃1 ìàþòü âèãëÿä:
f̃1(x̂) ≈

n∑
k=0

k∑
m=−k

f̃1k,mY
R
k,m(x̂), n ∈ N0, x̂ ∈ S2

g̃1(x̂) ≈
n∑
k=0

k∑
m=−k

g̃1k,mY
R
k,m(x̂), n ∈ N0, x̂ ∈ S2

, (2.4.2)

äå f̃1k,m ∈ R, g̃1k,m ∈ R - íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè.

Òåïåð ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi çâîäèòüñÿ äî ïîøóêó íåâiäîìèõ êîåôiöi-

¹íòiâ ó àïðîêñèìàöi¨ íåâiäîìèõ ãóñòèí, âèçíà÷åíèõ ó ïîïåðåäíiõ îçíà÷åííÿõ.
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Çà ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà äëÿ ïîáóäîâè ñëàáêîãî ôîðìóëþâàííÿ ïîòðiáíî âè-

çíà÷èòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ïiäïðîñòîði ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê.

Ðîçãëÿíåìî êóáàòóðíi ôîðìóëè, äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ïîâåðõíå-

âèõ iíòåãðàëiâ áåç îñîáëèâîñòåé i ç ñèíãóëÿðíîþ îñîáëèâiñòþ â ÿäði, à òàêîæ

ïîáóäó¹ìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê.

Êóáàòóðíi ôîðìóëè

Âiíåðòîì áóëè çàïðîïîíîâàíi êóáàòóðíi ôîðìóëè äëÿ íàáëèæåíîãî îá-

÷èñëåííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ áåç îñîáëèâîñòi i ç ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ â

ÿäði, äèâ. [115]. Iäåÿ îòðèìàííÿ ôîðìóë ïîëÿãà¹ â çàìiíi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóí-

êöi¨ êîìáiíàöi¹þ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê [27], ç ïîäàëüøèì òî÷íèì iíòåãðóâàí-

íÿì, âèêîðèñòîâóþ÷è êâàäðàòóðíó ôîðìóëó Ãàóñà-Ëåæàíäðà, äèâ., íàïðè-

êëàä, [96].

Îäèíè÷íà ñôåðà â R3 ìà¹ òàêå ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ:

S2 = {p(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), θ ∈ [0, π], ϕ ∈ [0, 2π)} . (2.4.3)

Ðîçãëÿíåìî ðîçïîäië òî÷îê íà ñôåði S2:

ỹs′ρ′ = p(θs′, ϕρ′), (2.4.4)

äå θs′ = arccos t̃s′, s
′ = 1, . . . , n′ + 1, ϕρ′ =

πρ′

n′ + 1
, ρ′ = 0, . . . , 2n′ + 1, n′ ∈ N0.

Íà ðèñ. 2.1 íàâåäåíî ðîçïîäië òî÷îê ó âèïàäêó n′ = 8.

Âiíåðòîì áóëè äîâåäåíi íàñòóïíi òåîðåìè äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ

ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ.

Òåîðåìà 2.4.3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ C(S2 \ {(0, 0,±1)}) ñïðàâåäëèâîþ ¹ íà-

ñòóïíà êóáàòóðíà ôîðìóëà äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó ïî ñôå-

ði: ∫
S2

f(ŷ)ds(ŷ) ≈ Qn′(f) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′α̃s′f(ỹs′ρ′), n
′ ∈ N0, (2.4.5)
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Ðèñ. 2.1: Ðîçïîäië êóáàòóðíèõ âóçëiâ ïðè n′ = 8.

äå âóçëè ỹs′ρ′ = p(θs′, ϕρ′) çàäàíi ôîðìóëîþ (2.4.4), α̃s′ =
2(1− t̃2s′)

[(n′ + 1)Pn′(t̃s′)]2
�

âàãè êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè Ãàóñà-Ëåæàíäðà, Pn′ � ïîëiíîì Ëåæàíäðà [27],

t̃s′ � íóëi ïîëiíîìà Ëåæàíäðà Pn′+1, à µ̃ρ′ =
π

n′ + 1
, n′ ∈ N0.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. [115].

Òåîðåìà 2.4.4. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ f ∈ C(S2 \ {(0, 0,±1)}) ñïðàâåäëèâîþ ¹ òà-

êà êóáàòóðíà ôîðìóëà äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëó ïî ñôåði çi

ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ ó ÿäði:∫
S2

f(ŷ)

|x̂− ŷ|
ds(ŷ) ≈

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′β̃s′f(T−1
x̂ ỹs′ρ′), x̂ ∈ S2, n′ ∈ N0, (2.4.6)

äå β̃s′ = α̃s′
n′∑
k=0

Pn′(t̃s′), s
′ = 1, . . . , n′ + 1. Âàãè α̃s′, µ̃ρ′ � çàäàíi ó (2.4.5), Pn′

� ïîëiíîì Ëåæàíäðà ñòåïåíÿ n′ [27], ỹs′ρ′ � âóçëè, çãåíåðîâàíi çà ôîðìóëîþ

(2.4.4), Tx̂ � âiäïîâiäíèé îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð.
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Äîâåäåííÿ. Äèâ. [115].

Çàóâàæåííÿ 2.4.5. Äëÿ îðòîãîíàëüíîãî îïåðàòîðà Tx̂ : S2 → S2, äëÿ äî-

âiëüíî¨ òî÷êè x̂ = p(θ, ϕ) ∈ S2 ïîâèííà âèêîíóâàòèñü óìîâà:

Tx̂x̂ = n̂ = (0, 0, 1), x̂ ∈ S2. (2.4.7)

Äàíà óìîâà áóëà âèêîðèñòàíà ïðè ïîáóäîâi êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè (2.4.6).

Íàñëiäîê 2.4.6. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð Tx̂ : S2 → S2, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹-

òüñÿ óìîâà (2.4.7) çàäà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Tx̂ = DP (ϕ)DT (θ)DP (−ϕ), (2.4.8)

äå

DP (ψ) =


cosψ − sinψ 0

sinψ cosψ 0

0 0 1

 ; DT (ψ) =


cosψ 0 − sinψ

0 1 0

sinψ 0 cosψ

 .

Âiíåðòîì áóëà äîâåäåíà íàñòóïíà òåîðåìà ïðî çáiæíiñòü êóáàòóðíèõ ôîð-

ìóë.

Òåîðåìà 2.4.7. Äëÿ àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié f : S2 → C, ∃C > 0 i σ > 0,

çàëåæíi âiä f :∣∣∣∣∣∣
∫
S2

f(ŷ)ds(ŷ)−Qn′(f)

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ce−(n′+1)σ, ∀n′ ∈ N0.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. [115].

Çàóâàæåííÿ 2.4.8. Àíàëîãi÷íà òåîðåìà ñïðàâåäëèâà i äëÿ êóáàòóðíî¨ ôîð-

ìóëè iç ñèíãóëÿðíîþ îñîáëèâiñòþ ó ÿäði (2.4.6).

Çàóâàæåííÿ 2.4.9. Êóáàòóðíi ôîðìóëè (2.4.5), (2.4.6) ¹ òî÷íèìè äëÿ ñôå-

ðè÷íèõ ãàðìîíiê [27] ïîðÿäêó ìåíøîãî çà 2n′ + 1.
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Êóáàòóðíi ôîðìóëè (2.4.5), (2.4.6) áóäóòü äàëi çàñòîñîâíi äëÿ ïîâíî¨ äèñ-

êðåòèçàöi¨ ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà.

Ðîçãëÿíåìî îçíà÷åííÿ äèñêðåòíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó.

Îçíà÷åííÿ 2.4.10. Äèñêðåòíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê â ïiäïðîñòîði ñôåðè-

÷íèõ ãàðìîíiê ìà¹ âèãëÿä:

(v, w) =
n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsv(ŷsρ)w(ŷsρ), v, w ∈ C(S2), (2.4.9)

äå âàãè µρ, αs çãåíåðîâàíi àíàëîãi÷íèì ñïîñîáîì ÿê äëÿ êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè

(2.4.5), âóçëè ŷsρ = p(θs, ϕρ) çàäàíi ôîðìóëîþ (2.4.4), àëå âàãè i âóçëè çàëå-

æàòü âiä ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨ n ∈ N0.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî äëÿ (2.4.9) âèêîíóþòüñÿ àêñiîìè ñêàëÿðíîãî äî-

áóòêó.

Ïîâåðíåìîñü äî äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, çàäàíèõ ó

(2.3.9) i (2.3.10), ìåòîäîì Ãàëüîðêiíà. Äëÿ âiäøóêàííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ

â íàáëèæåíîìó ïîäàííi íåâiäîìèõ ãóñòèí (2.4.1) i (2.4.2), äîìíîæèìî ñêàëÿð-

íî (2.4.9) ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.3.9) i (2.3.10) íà áàçèñíi ôóíêöi¨

Y R
k,m, k = 0, . . . , n, m = −k, . . . , k. Êðiì òîãî, äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåí-

íÿ iíòåãðàëiâ áåç îñîáëèâîñòåé i ç ñëàáêîþ îñîáëèâiñòþ â ÿäði â ñèñòåìàõ

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü âèêîðèñòà¹ìî êóáàòóðíi ôîðìóëè (2.4.5), (2.4.6). Äàíi

ìiðêóâàííÿ äîâîäÿòü íàñòóïíó òåîðåìó.

Òåîðåìà 2.4.11. Íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè ψ`k,m, ` = 1, 2, f̃1k,m, g̃1k,m, k = 0, ..., n,

m = −k, ..., k. â àïðîêñèìàöi¨ íåâiäîìèõ ãóñòèí, ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêèõ ñè-

ñòåì àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü ðîçìiðîì 2(n+ 1)2 × 2(n+ 1)2:
n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÂ

21
kk′mm′ + ψ2

k,mÂ
22
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsf̃2(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÃ

21
kk′mm′ + ψ2

k,mÃ
22
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsg̃2(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

,

(2.4.10)
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k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′ i
n∑
k=0

k∑
m=−k

(
−g̃1k,mÂ

21
kk′mm′ + f̃1k,mÄ

2
kk′mm′

)
= B̂k′,m′

n∑
k=0

k∑
m=−k

(
g̃1k,mÃ

11
kk′mm′ − f̃1k,mÄ

1
kk′mm′

)
= B̃k′,m′

, (2.4.11)

k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′. Ïðè÷îìó êîåôiöi¹íòè äàíèõ ñèñòåì âèçíà÷àþ-

òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

Â`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′µραsY
R
k′,m′(x̂sρ)

×

 α̃s′L`j(x̂sρ, ỹs′ρ′)Y
R
k,m(ỹs′ρ′), ` 6= j

β̃s′R`(x̂sρ, ŷ
s′p′
sp )Y R

k,m(ŷs
′p′
sp ), ` = j

, (2.4.12)

Ã`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsY
R
k′,m′(x̂sρ)

 0, ` 6= j
1

2
(−1)`Y R

k,m(x̂sρ), ` = j
+

+
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′

 α̃s′M`j(x̂sρ, ỹs′ρ′)Y
R
k,m(ỹs′ρ′), ` 6= j

β̃s′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , x̂sρ)Y
R
k,m(ŷs

′p′

sp ), ` = j

 ,(2.4.13)

Ä`
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsY
R
k′,m′(x̂sρ)

 0, ` = 2

−1

2
Y R
k,m(x̂sρ), ` = 1

+

+
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′

 α̃s′M`1(x̂sρ, ỹs′ρ′)Y
R
k,m(ỹs′ρ′), ` = 2

−β̃s′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , ŷ
s′p′

sp )Y R
k,m(ŷs

′p′

sp ), ` = 1

 ,(2.4.14)

B̂k′m′ =
n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsY
R
k′,m′(x̂sρ)×

×

1

2
f̃2(x̂sρ)−

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′β̃s′
{
R̃2(x̂sρ, ŷ

s′p′

sp , ŷ
s′p′

sp )f̃2(ŷ
s′p′

sp )+

+ R2(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp )g̃2(ŷ
s′p′

sp )
})

(2.4.15)
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i

B̃k′m′ =
n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µραsµ̃ρ′α̃s′Y
R
k′,m′(x̂sρ)×

×
{
L12(x̂sρ, ỹs′ρ′)g̃2(ỹs′ρ′)− M̃12(x̂sρ, ỹs′ρ′)f̃2(ỹs′ρ′)

}
, (2.4.16)

`, j = 1, 2, k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′ i ŷs′p′sp = T−1
x̂sρ
ỹs′ρ′.

Çàóâàæåííÿ 2.4.12. Îðòîãîíàëüíèé îïåðàòîð Tx̂ � âèçíà÷åíèé ó (2.4.8),

âóçëè ỹs′ρ′ � çãåíåðîâàíi ÿê ó (2.4.5), x̂sρ � çãåíåðîâàíi ÿê ó (2.4.9). Âàãè µρ, µ̃ρ′,

αs, α̃s′, β̃s′ � çàäàíi ó (2.4.5), (2.4.6), (2.4.9). Ôóíêöi¨ L`j,M`j, M̃`j, R`, R̃` çàäàíi

ó (2.3.4)�(2.3.8), âèãëÿä ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê Y R
k,m çàäàíî ó [27].

2.5. Ðåãóëÿðèçàöiÿ Òiõîíîâà äëÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü i ôîð-

ìóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

Ó ïiäïóíêòi 2.4 áóëî îòðèìàíî äâi ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü

(2.4.10) i (2.4.11). Ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó (2.4.10) ìîæíà çíàéòè íåâiäîìi êîåôi-

öi¹íòè ψ`k,m ç ïîäàííÿ ãóñòèí (2.4.1). Àíàëîãi÷íî, ç ñèñòåìè (2.4.11) çíàéäåìî

íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè f̃1k,m, g̃1k,m ç ïîäàííÿ ãóñòèí (2.4.2). Àëå, îñêiëüêè çà-

äà÷à Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ¹ íåêîðåêòíî ïîñòàâëåíîþ çà Àäàìàðîì (ùî áóëî

íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 1.2), òîìó âiäïîâiäíi ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i ñè-

ñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü òàêîæ ¹ íåêîðåêòíèìè, à, îòæå, äëÿ îòðèìàííÿ

ñòiéêîãî ðîçâ'ÿçêó ïîòðiáíî çàñòîñóâàòè äî ñèñòåì (2.4.10) i (2.4.11) ðåãóëÿ-

ðèçóþ÷èé ìåòîä.

Ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðèçóþ÷ó ïðîöåäóðó äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (2.4.10), îòðè-

ìàíî¨ íåïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ ñèñòåìè (2.4.11) âîíà

ôîðìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, òiëüêè ç âèêîðèñòàííÿì iíøî¨ ìàòðèöi i ïðà-

âî¨ ÷àñòèíè.

Ëiíiéíà ñèñòåìà ðiâíÿíü (2.4.10) ó êîìïàêòíîìó âèãëÿäi çàäà¹òüñÿ òàê:

Aψ = B, (2.5.1)
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äå

A =


{
Â21
kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

{
Â22
kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

{
Ã21
kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

{
Ã22
kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

 ,

ψ =


{
ψ1
k,m

}n,k
k=0,m=−k

{
ψ2
k,m

}n,k
k=0,m=−k

 ,

B =



{
n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsf̃2(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

}n,k′

k′=0,m=−k′

{
n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsg̃2(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

}n,k′

k′=0,m=−k′


.

Â ìåòîäi Òiõîíîâà, äèâ., íàïðèêëàä, [65], ðåãóëÿðèçîâàíèì ðîçâ'ÿçêîì ñè-

ñòåìè (2.5.1) ¹ åëåìåíò ψλ, ÿêèé ìiíiìiçó¹ íàñòóïíèé ôóíêöiîíàë:

ψλ = arg min
{

Ψλ(ψλ) = ‖Aψλ −B‖2
2 + λ‖ψλ‖2

2

}
, λ > 0.

Òåîðåìà 2.5.1. Äëÿ ëiíiéíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü (2.5.1) i çàäàíîãî ïàðàìåòðà

ðåãóëÿðèçàöi¨ λ iñíó¹ ¹äèíèé ìiíiìóì ôóíêöiîíàëó Ψλ i âií ¹ ðîçâ'ÿçêîì

òàêî¨ ñèñòåìè:

(A∗A+ λI)ψλ = A∗B, (2.5.2)

äå A∗ � ñïðÿæåíèé äî A îïåðàòîð, I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, à λ � ïàðàìåòåð

ðåãóëÿðèçàöi¨.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. [65].

Çàóâàæåííÿ 2.5.2. Îñêiëüêè îïåðàòîð A ç (2.5.2) � ìàòðèöÿ, òî A∗ = A>.
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Òåîðåìà 2.5.3. Íåõàé A : X → Y � îáìåæåíèé ëiíiéíèé îïåðàòîð çi ùiëü-

íèì ðàíãîì. Íåõàé f ∈ A(X) i ρ ≥ ‖A−1f‖, à òàêîæ ψδ : ‖Aψδ − f‖ =

inf
‖ψ≤ρ‖

‖Aψ − f‖. Òîäi äëÿ f δ ∈ Y : ‖f δ − f‖ ≤ δ ñïðàâåäëèâîþ ¹ çáiæíiñòü:

ψδ → A−1f, δ → 0.

Ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ òàêà îöiíêà çáiæíîñòi:

‖ψδ − A−1f‖ = O(δ1/2), δ → 0.

Äîâåäåííÿ. Íàâåäåíî ó [97].

Íàñëiäîê 2.5.4. Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi, îòðèìàíèé çà ìåòî-

äîì Òiõîíîâà (2.5.2), ïðè çàäàíîìó ðiâíi øóìó δ → 0 çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (2.5.1).

Äîâåäåííÿ. Îïåðàòîð W , ÿêèé îïèñó¹ ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ií'¹ê-

òèâíèé i ìà¹ ùiëüíèé ðàíã (ùî áóëî ïîêàçàíî â ïiäïóíêòi 2.1), òî i ëiíiéíèé

îïåðàòîð A â (2.5.1) âîëîäi¹ òèìè æ âëàñòèâîñòÿìè. Äàëi òâåðäæåííÿ íàñëiä-

êó îòðèìó¹ìî iç çàñòîñóâàííÿ òåîðåìè 2.5.3.

Ìåòîä L-êðèâèõ

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ðåãóëÿðèçîâàíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çà ìåòîäîì Òi-

õîíîâà (2.5.2), ïîòðiáíî âèáðàòè ïàðàìåòåð ðåãóëÿðèçàöi¨. Öå ¹ îêðåìîþ ñêëà-

äíîþ çàäà÷åþ. Íàéïðîñòiøèì ñïîñîáîì âèáîðó ïàðàìåòðó, ¹ ñïîñiá ïåðåáîðó.

Îïòèìàëüíèì ñïîñîáîì âèáîðó ¹ ïðèíöèï íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà [21]. Ïðîòå, âií

âèìàãà¹ àïðiîðíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ðiâåíü øóìó δ. Â äàíié ðîáîòi ñïîñîáîì

âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ ¹ ìåòîä L-êðèâèõ.

Îòîæ, ïàðàìåòåð ðåãóëÿðèçàöi¨ λ çíàõîäèìî çà ìåòîäîì L-êðèâèõ (îïèñ

ìåòîäó íàâåäåíî, íàïðèêëàä, ó [42, 73]). Iäåÿ ìåòîäó ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi äëÿ

íàáîðó çíà÷åíü ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ λ êðèâî¨ â ëîãàðèôìi÷íèõ êîîðäè-

íàòàõ (lg ‖Aψλ −B‖2, lg ‖ψλ‖2) i ïîøóêó òî÷êè ç ìàêñèìàëüíîþ êðèâèçíîþ.

Ïîáóäîâàíèé äëÿ íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i â ëîãàðèôìi÷íèõ êîîðäèíàòàõ, ãðàôiê
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íàáóâà¹ õàðàêòåðíî¨ L ôîðìè ç äîáðå âèäiëåíèì êóòîì, ÿêèé ðîçäiëÿ¹ âåð-

òèêàëüíó i ãîðèçîíòàëüíó ÷àñòèíè êðèâî¨. Âåðòèêàëüíà ÷àñòèíà êðèâî¨ âiä-

ïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêàì, â ÿêèõ âåëè÷èíà ‖ψλ‖2 íàéáiëüø ÷óòëèâà äî çìiíè ïà-

ðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨. Ãîðèçîíòàëüíà ÷àñòèíà âiäïîâiäà¹ ðîçâ'ÿçêàì, â ÿêèõ

íîðìà íåâ'ÿçêè ‖Aψλ −B‖2 áiëüøå çàëåæèòü âiä çìiíè λ.

Îäíi¹þ ç ãîëîâíèõ âëàñòèâîñòåé L-êðèâî¨ ¹ òå, ùî øóêàíå çíà÷åííÿ ïàðà-

ìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ çàâæäè çíàõîäèòüñÿ ïîáëèçó êóòà êðèâî¨, çà ðîçòàøóâà-

ííÿì ÿêîãî ìîæíà çíàéòè ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨, ÿêèé ¹ íàéêðàùèì áàëàí-

ñîì ìiæ íîðìîþ íåâ'ÿçêè i íîðìîþ ðîçâ'ÿçêó. Âèáið öi¹¨ òî÷êè ìîæíà ðîáè-

òè âiçóàëüíî, àáî àâòîìàòè÷íî, îá÷èñëþþ÷è ìàêñèìàëüíó êðèâèçíó ñïëàéíà,

ÿêèé ïîáóäîâàíèé íà îñíîâi çíàéäåíèõ íàáîðiâ çíà÷åíü. Ïðèêëàä L-êðèâî¨

çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.2.

100 101
100

101

102

103

104

105

106

Ðèñ. 2.2: Ïðèêëàä L-êðèâî¨.

Ðîçâ'ÿçàâøè ðåãóëÿðèçîâàíó ëiíiéíó ñèñòåìó (2.5.2), îòðèìà¹ìî íåâiäîìi

êîåôiöi¹íòè â àïðîêñèìàöiéíîìó ïîäàííi ãóñòèí ó (2.4.1). Ìàþ÷è ïîäàííÿ ãó-

ñòèí, çà (2.1.3) çíàéäåìî íàéáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi â îáëàñòi D.
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Ïðîòå, îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê íå ¹ ïîâíiñòþ äèñêðåòíèì. Äèñêðåòèçó¹ìî ïîäà-

ííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Íàñëiäîê 2.5.5. Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) â îáëàñòi

D ìà¹ íàñòóïíèé âèãëÿä:

u(x) ≈ un(x) =
2∑
`=1

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′α̃s′ψ̃`(ỹs′ρ′)Φ(x, q`(ỹs′ρ′))Jq`(ỹs′ρ′), x ∈ D.

(2.5.3)

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç çàñòîñóâàííÿ êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè (2.4.5) äî ïîäàííÿ

(2.1.3).

Íàñëiäîê 2.5.6. Íàáëèæåíi çíà÷åííÿ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi

Γ1 ìîæíà çíàéòè çà íàñòóïíèìè ôîðìóëàìè:

un(q1(x̂)) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′β̃s′ψ̃1(T

−1
x̂ ỹs′ρ′)R1(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′)

+ µ̃ρ′α̃s′ψ̃2(ỹs′ρ′)L12(x̂, ỹs′ρ′)
)
, x̂ ∈ S2. (2.5.4)

∂un
∂ν

(q1(x̂)) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′β̃s′ψ̃1(T

−1
x̂ ỹs′ρ′)R̃1(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′, x̂)

+ µ̃ρ′α̃s′ψ̃2(ỹs′ρ′)M12(x̂, ỹs′ρ′)
)
− 1

2
ψ̃1(x̂), x̂ ∈ S2. (2.5.5)

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç çàñòîñóâàííÿ êóáàòóðíèõ ôîðìóë (2.4.5), (2.4.6) äî

ïàðàìåòðèçîâàíèõ äàíèõ Êîøi (2.3.11) i ç âðàõóâàííÿì àïðîêñèìàöiéíîãî ïî-

äàííÿ ãóñòèí ó (2.4.1).

Òåïåð ðåãóëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà çàñòîñó¹ìî i äëÿ ñèñòåìè (2.4.11), îòðèìà-

íî¨ ïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

Íàñëiäîê 2.5.7. Ñèñòåìà ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (2.4.11) òàêîæ

ìîæå áóòè çàïèñàíà ó ôîðìi (2.5.1), òîäi ìàòðèöÿ A i âåêòîðè ψ,B ìà-

òèìóòü òàêèé âèãëÿä:
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A =


{
−Â21

kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

{
Ä2
kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

{
Ã11
kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

{
−Ä1

kk′mm′

}n,n′,k,k′
k=0,k′=0,m=−k,m′=−k′

 ,

ψ =


{
g̃1k,m

}n,k
k=0,m=−k

{
f̃1k,m

}n,k
k=0,m=−k

 ,

B =


{
B̂k,m

}n,k
k=0,m=−k

{
B̃k,m

}n,k
k=0,m=−k

 .

Íàñëiäîê 2.5.8. Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê, îòðèìàíèé çà ìåòîäîì Òiõîíîâà

(2.5.2) äëÿ ñèñòåìè, îòðèìàíî¨ ïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðè

δ → 0 çáiãà¹òüñÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (2.5.1).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî âiäïîâiäíîãî íàñëiäêó äëÿ íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü i ç âðàõóâàííÿì òîãî, ùî îïåðàòîð W̃ , ÿêèé îïèñó¹ ñèñòåìó

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ií'¹êòèâíèé i ìà¹ ùiëüíèé ðàíã (ùî áóëî ïîêàçàíî â

ïiäïóíêòi 2.2).

Ðîçâ'ÿçàâøè ðåãóëÿðèçîâàíó ëiíiéíó ñèñòåìó (2.5.2), äå ïàðàìåòð ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨ òàêîæ âèáðàíî çà ìåòîäîì L-êðèâèõ, îòðèìà¹ìî íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè

f̃1k,m i g̃1k,m ç àïðîêñèìàöiéíîãî ïîäàííÿ ïàðàìåòðèçîâàíèõ ãóñòèí ó (2.4.2).

Íàñëiäîê 2.5.9. Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) â îáëàñòi
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D çà ïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìà¹ âèãëÿä:

u(x) ≈ un(x) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′α̃s′
({
g̃1(ỹs′ρ′)Φ(x, q1(ỹs′ρ′))−

− f̃1(ỹs′ρ′)
∂Φ

∂ν(y)
(x, q1(ỹs′ρ′))

}
Jq1(ỹs′ρ′) +

{
g̃2(ỹs′ρ′)Φ(x, q2(ỹs′ρ′))−

− f̃2(ỹs′ρ′)
∂Φ

∂ν(y)
(x, q2(ỹs′ρ′))

}
Jq2(ỹs′ρ′)

)
, x ∈ D. (2.5.6)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 2.5.5. Òîáòî, ìàþ÷è ïîäàííÿ

ãóñòèí (2.4.2), çíàéäåìî ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó çà (2.2.1) i äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçà-

öi¨ çàñòîñó¹ìî êóáàòóðíó ôîðìóëó (2.4.5), òîäi îòðèìà¹ìî ïîäàííÿ (2.5.6).

Íàñëiäîê 2.5.10. Àïðîêñèìàöiéíå ïîäàííÿ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðà-

íèöi îáëàñòi Γ1 çà ïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ òàêèì:

un(q1(x̂)) = f̃1(x̂), x̂ ∈ S2, (2.5.7)

∂un
∂ν

(q1(x̂)) = g̃1(x̂), x̂ ∈ S2, (2.5.8)

äå ôóíêöi¨ f̃1 i g̃1 ìàþòü âèãëÿä (2.4.2).

Äîâåäåííÿ. Âiäïîâiäíî äî ïiäïóíêòó 2.2 ãóñòèíè f1, g1 i ¹ øóêàíèìè äàíèìè

Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi. Òîäi ôóíêöi¨ f̃1 i g̃1, çàäàíi ó (2.4.2), ¹ íà-

áëèæåííÿì äî ïàðàìåòðèçîâàíèõ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi

Γ1.

Çàóâàæåííÿ 2.5.11. Ïåðåâàãîþ ïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ¹

òå, ùî íå ïîòðiáíî äîäàòêîâî îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ äàíèõ Êîøi, ÿê öå

áóëî ó âèïàäêó íåïðÿìîãî ìåòîäó çà ôîðìóëàìè (2.5.4), (2.5.5). Ïðîòå, âè-

íèêàþòü äîäàòêîâi íàáëèæåíi îá÷èñëåííÿ ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ, ÿêi âíîñÿòü

äîäàòêîâi ïîõèáêè.
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2.6. Îïòèìiçàöiÿ îá÷èñëåíü

Â ïiäðîçäiëàõ 2.1 � 2.5 áóëî ïîêàçàíî, ÿê âiä äèôåðåíöiàëüíî¨ çàäà÷i Êî-

øi (1.2.1)�(1.2.2), çà äîïîìîãîþ ïðÿìîãî i íåïðÿìîãî ìåòîäiâ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü, ïåðåéòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÑËÀÐ, îòðèìàíî¨ ç âèêîðèñòàííÿì ðå-

ãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà i ÿê, ç âèêîðèñòàííÿì ðîçâ'ÿçêiâ öèõ ñèñòåì ðiâíÿíü,

ïîáóäóâàòè øóêàíi äàíi Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi Γ1.

Àëå, ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü áóäóþòüñÿ íà îñíîâi êîåôiöi¹íòiâ, äëÿ îá÷è-

ñëåííÿ ÿêèõ ïîòðiáíî âèêîíàòè âåëèêó êiëüêiñòü îïåðàöié, íàïðèêëàä, Â`j
kk′mm′

(2.4.12), Ã`j
kk′mm′ (2.4.13), Ä

`
kk′mm′ (2.4.14). Â çàãàëüíîìó, äëÿ ôîðìóâàííÿ ìà-

òðèöi ñèñòåìè (2.5.1) ïîòðiáíî O
(
(n+ 1)6 × (n′ + 1)2

)
îïåðàöié.

Äëÿ åôåêòèâíî¨ ðåàëiçàöi¨ çàïðîïîíîâàíîãî àëãîðèòìó ïîòðiáíî îïòèìi-

çóâàòè ôîðìóëè äëÿ îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Â`j
kk′mm′, Ã

`j
kk′mm′, Ä

`j
kk′mm′, ÿêi

âèêîðèñòîâóþòüñÿ ó ëiíiéíèõ ñèñòåìàõ. Iäåÿ îïòèìiçàöi¨ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåí-

íi äîäàòêîâèõ ìàòðèöü ìåíøèõ ðîçìiðíîñòåé i âèêîðèñòàííÿ ¨õ â îá÷èñëåííi

êîåôiöi¹íòiâ. Äàíèé ïiäõiä áóâ âèêîðèñòàíèé, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó çàäà÷

äèôðàêöi¨ [63, 67,83].

Ïîêàæåìî, ÿê öå ìîæíà çðîáèòè äëÿ êîåôiöi¹íòiâ Â`j
kk′mm′.

Îçíà÷åííÿ 2.6.1. Äiéñíîçíà÷íi ñôåðè÷íi ãàðìîíiêè Y R
k,m [27] ìàþòü âèãëÿä:

Y R
k,m(θ, ϕ) = cmk P

|m|
k (cos θ)


cos(|m|ϕ), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕ), m > 0

, θ, ϕ ∈ R. (2.6.1)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ó òî÷êàõ ŷs
′p′
sp âèêîðèñòà¹ìî

ïîâîðîò ãàðìîíiê, ÿêèé áóâ îòðèìàíèé ó [63].

Îçíà÷åííÿ 2.6.2. Ïîâîðîò äiéñíîçíà÷íèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê ìà¹ âèãëÿä:

Y R
k,m(ŷs

′p′

sp ) =
∑
|m̃|≤k

Yk,m̃(ỹs′ρ′)e
−im̃ϕp


1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

. (2.6.2)
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Â îçíà÷åíi 2.6.2 âèêîðèñòàíî Yk,m̃ � ñôåðè÷íi ãàðìîíiêè, ÿêi ìàþòü òàêå

ïîäàííÿ, äèâ. [27]:

Yk,m(p(θ, ϕ)) = Nm
k P

|m|
k (cos θ)eimϕ, (θ, ϕ) ∈ [0, π]× [0, 2π),

Nm
k =

{
2k + 1

4π

(k − |m|)!
(k + |m|)!

}1/2

, Pm
k � ïðè¹äíàíi ôóíêöi¨ Ëåæàíäðà [27].

Òî÷êè ỹs′ρ′ = p(θs′, ϕρ′) çãåíåðîâàíi ÿê ó (2.4.5).

Ôóíêöi¨ FR(s, k,m, m̃, p, j) :

FR(s, k,m, m̃, p, j) =
(
Fskm̃me

i|m|ϕp − (−1)|m|+jFskm̃−me
−i|m|ϕp

)
(2.6.3)

i

Fskm̃m = e
i(m− m̃)

π

2
∑
|l|≤k

d
(k)
m̃l

(π
2

)
d

(k)
ml

(π
2

)
eilθs, (2.6.4)

d
(k)
ml

(π
2

)
= 2m

√
(k +m)!(k −m)!

(k + l)!(k − l)!
P

(l−m,−l−m)
k+m (0),

äå P
(α,β)
n íîðìàëiçîâàíèé ïîëiíîì ßêîái:

P (α,β)
n (0) = 2−n

n∑
t=0

(−1)t

 n+ a

n− t

 n+ b

t

 , a ≥ 0, b ≥ 0.

Çàóâàæåííÿ 2.6.3. ×èñëà l − m i −l − m â îçíà÷åíi d
(k)
ml ïîâèííi áóòè

íåâiä'¹ìíèìè. ßêùî l −m < 0, −l −m < 0, òî ìîæíà âèêîðèñòàòè âëà-

ñèâiñòü:

d
(k)
ml (ϕ) = (−1)m−ld

(k)
lm (ϕ) = d

(k)
−l−m(ϕ) = d

(k)
ml (−ϕ).

Íàñëiäîê 2.6.4. Êîåôiöi¹íòè Â`j
kk′mm′ çàäàíi çà (2.4.12) ìàþòü âèãëÿä:

Â`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

αsc
m′

k′ P
|m′|
k′ (cos θs)

2n+1∑
ρ=0

µρ


cos(|m′|ϕρ), m

′
< 0

1, m
′
= 0

sin(|m′|ϕρ), m
′
> 0

×
2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
n′+1∑
s′=1

 α̃s′L`j(x̂sρ, ỹs′ρ′), ` 6= j

β̃s′R`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp ), ` = j
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×


cmk P

|m|
k (cos θs′)


cos(|m|ϕρ′), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕρ′), m > 0

, ` 6= j

∑
m̃≤k

cm̃k P
m̃
k (cos θs′)e

im̃(ϕρ′−ϕρ), ` = j

×



1, ` 6= j
1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

, ` = j
. (2.6.5)

Äîâåäåííÿ. Äàíèé âèðàç îòðèìà¹ìî ç âðàõóâàííÿì ïîäàííÿ äiéñíîçíà÷íèõ

ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê (2.6.1) i ïîâîðîòó äiéñíîçíà÷íèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê

(2.6.2) ó ôîðìóëi (2.4.12).

Çàóâàæåííÿ 2.6.5. Ôîðìóëà (2.6.5) öå áiëüø äåòàëüíèé çàïèñ êîåôiöi¹íòiâ

Â`j
kk′mm′.

Äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi îá÷èñëåíü ïðè îá÷èñëåííi Â`j
kk′mm′ (2.6.5), çíà-

÷åííÿ äàíèõ êîåôiöi¹íòiâ áóäåìî çíàõîäèòè ÷åðåç ïîñëiäîâíå îá÷èñëåííÿ íà-

ñòóïíèõ ìàòðèöü:

Hmp =


cos(|m|ϕρ), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕρ), m > 0

,

H̃mp =


cos(|m|ϕ̃ρ), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕ̃ρ), m > 0

,

Gkms = cmk P
|m|
k (cos θs),

G̃kms = cmk P
|m|
k (cos θ̃s),
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E`j
sρms′ =

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′


H̃mρ′L`j(x̂sρ, ỹs′ρ′), ` 6= j

eimϕ̃ρ′R`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp ), ` = j

,

D`j
ksρm

n′+1∑
s′=1

G̃kms′E
`j
spms′

 α̃s′, ` 6= j

β̃s′, ` = j
,

C`j
kmsρ =



D`j
ksρm, ` 6= j

∑
|m̃|≤k

e−im̃ϕρD`j
ksρm̃


1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

, ` = j
,

B`j
kmm′s =

2n+1∑
ρ=0

µρHm′ρC
`j
kmsρ,

Â`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

αsGk′m′sB
`j
kmm′s, (2.6.6)

äå òî÷êè θs, ϕρ i θ̃′s, ϕ̃ρ′ çãåíåðîâàíi ç àëãîðèòìó ïàðàìåòðèçàöi¨ ñôåðè (2.4.4),

âiäïîâiäíî äî ïàðàìåòðiâ n (2.4.9) i n′ iç (2.4.5)�(2.4.6).

Çàóâàæåííÿ 2.6.6. Ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ îïòèìiçàöi¨ êiëüêiñòü îïåðàöié äëÿ

îá÷èñëåííÿ êîåôiöi¹íòiâ çìåíøó¹òüñÿ äî O
(
(n+ 1)3 × (n′ + 1)2

)
.

Àíàëîãi÷íi îá÷èñëåííÿ ìîæíà ïðîâåñòè i äëÿ îá÷èñëåííÿ Ã`j
kk′mm′, âèçíà-

÷åíèõ ó (2.4.13), Ä`
kk′mm′ (2.4.14), à òàêîæ i äëÿ ïðàâèõ ÷àñòèí ó ñèñòåìàõ

(2.4.10), (2.4.11).

Çàïèøåìî êîåôiöi¹íòè â ðîçãîðíóòîìó âèãëÿäi.
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Ã`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

αsc
m′

k′ P
|m′|
k′ (cos θs)

2n+1∑
ρ=0

µρ


cos(|m′|ϕρ), m

′
< 0

1, m
′
= 0

sin(|m′|ϕρ), m
′
> 0

×





0, ` 6= j

1

2
(−1)`cmk P

|m|
k (cos θs)


cos(|m|ϕρ), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕρ), m > 0

, ` = j
+

+
2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
n′+1∑
s′=1

 α̃s′M`j(x̂sρ, ỹs′ρ′), ` 6= j

β̃s′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , x̂sρ), ` = j

×


cmk P

|m|
k (cos θs′)


cos(|m|ϕρ′), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕρ′), m > 0

, ` 6= j

∑
m̃≤k

cm̃k P
m̃
k (cos θs′)e

im̃(ϕρ′−ϕρ), ` = j

×



1, ` 6= j
1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

, ` = j


,
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Ä`
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

αsc
m′

k′ P
|m′|
k′ (cos θs)

2n+1∑
ρ=0

µρ


cos(|m′|ϕρ), m

′
< 0

1, m
′
= 0

sin(|m′|ϕρ), m
′
> 0

×





0, ` = 2

−1

2
cmk P

|m|
k (cos θs)


cos(|m|ϕρ), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕρ), m > 0

, ` = 1
+

+
2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
n′+1∑
s′=1

 α̃s′M`1(x̂sρ, ỹs′ρ′), ` = 2

−β̃s′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , ŷ
s′p′

sp ), ` = 1

×


cmk P

|m|
k (cos θs′)


cos(|m|ϕρ′), m < 0

1, m = 0

sin(|m|ϕρ′), m > 0

, ` = 2

∑
m̃≤k

cm̃k P
m̃
k (cos θs′)e

im̃(ϕρ′−ϕρ), ` = 1

×



1, ` = 2
1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

, ` = 1


,

B̂k′m′ =
n+1∑
s=1

αsc
m′

k′ P
|m′|
k′ (cos θs)

2n+1∑
ρ=0

µρ


cos(|m′|ϕρ), m

′
< 0

1, m
′
= 0

sin(|m′|ϕρ), m
′
> 0

×

1

2
f̃2(x̂sρ)−

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
n′+1∑
s′=1

β̃s′
{
R̃2(x̂sρ, ŷ

s′p′

sp , ŷ
s′p′

sp )f̃2(ŷ
s′p′

sp )+

+ R2(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp )g̃2(ŷ
s′p′

sp )
})
,
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B̃k′m′ =
n+1∑
s=1

αsc
m′

k′ P
|m′|
k′ (cos θs)

2n+1∑
ρ=0

µρ


cos(|m′|ϕρ), m

′
< 0

1, m
′
= 0

sin(|m′|ϕρ), m
′
> 0

×
2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
n′+1∑
s′=1

α̃s′
{
L12(x̂sρ, ỹs′ρ′)g̃2(ỹs′ρ′)−

− M̃12(x̂sρ, ỹs′ρ′)f̃2(ỹs′ρ′)
}
.

Îá÷èñëèìî ðîçãëÿíóòi êîåôiöi¹íòè çà äîïîìîãîþ ïîñëiäîâíîãî çíàõîäæå-

ííÿ ïðîìiæíèõ ìàòðèöü, àíàëîãi÷íî äî îá÷èñëåííÿ Â`j
kk′mm′.

Ẽ`j
sρms′ =

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′


H̃mρ′M`j(x̂sρ, ỹs′ρ′), ` 6= j

eimϕ̃ρ′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , x̂sρ), ` = j

,

D̃`j
ksρm =

n′+1∑
s′=1

G̃kms′Ẽ
`j
spms′

 α̃s′, ` 6= j

β̃s′, ` = j
,

C̃`j
kmsρ =



D̃`j
ksρm, ` 6= j

∑
|m̃|≤k

e−im̃ϕρD̃`j
ksρm̃


1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

, ` = j
,

B̆`j
kmm′s =

2n+1∑
ρ=0

µρHm′ρ

C̃`j
kmsρ +

 0, ` 6= j
1

2
(−1)`GkmsHmρ, ` = j

 ,

Ã`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

αsGk′m′sB̆
`j
kmm′s, (2.6.7)

Ë`
sρms′ =

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′


H̃mρ′M`1(x̂sρ, ỹs′ρ′), ` = 2

eimϕ̃ρ′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , ŷ
s′p′

sp ), ` = 1

,
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D̈`
ksρm =

n′+1∑
s′=1

G̃kms′Ë
`
spms′

 α̃s′, ` = 2

−β̃s′, ` = 1
,

C̈`
kmsρ =



D̈`
ksρm, ` = 2

∑
|m̃|≤k

e−im̃ϕρD̈`
ksρm̃


1

2i
FR(s, k,m, m̃, p, 0), m > 0

Fskm̃|m|, m = 0
1

2
FR(s, k,m, m̃, p, 1), m < 0

, ` = 1
,

B̈`
kmm′s =

2n+1∑
ρ=0

µρHm′ρ

C̈`
kmsρ +

 0, ` = 2

−1

2
GkmsHmρ, ` = 1

 ,

Ä`
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

αsGk′m′sB̈
`
kmm′s, (2.6.8)

Ėsρs′ =
2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
{
R̃2(x̂sρ, ŷ

s′p′

sp , ŷ
s′p′

sp )f̃2(ŷ
s′p′

sp ) +R2(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp )g̃2(ŷ
s′p′

sp )
}
,

Ḋsρ =
n′+1∑
s′=1

β̃s′Ėsps′,

Ċm′s =
2n+1∑
ρ=0

µρHm′ρ

(
1

2
f̃2(x̂sρ)− Ḋsρ

)
,

B̂k′m′ =
n+1∑
s=1

αsGk′m′sĊm′s, (2.6.9)

Ēsρs′ =
2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′
{
L12(x̂sρ, ỹs′ρ′)g̃2(ỹs′ρ′)− M̃12(x̂sρ, ỹs′ρ′)f̃2(ỹs′ρ′)

}
,

D̄sρ =
n′+1∑
s′=1

α̃s′Ēsps′,

C̄m′s =
2n+1∑
ρ=0

µρHm′ρD̄sρ,

B̃k′m′ =
n+1∑
s=1

αsGk′m′sC̄m′s. (2.6.10)

Îòðèìàíi ïðîìiæíi ìàòðèöi ìîæíà âèêîðèñòàòè i íà åòàïi ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó.
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Íàñëiäîê 2.6.7. Ó âèïàäêó íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðè

n = n′ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi (2.3.11)

çíàéäåìî çà ôîðìóëîþ:

u(q1(x̂sρ)) ≈
2∑
j=1

n∑
k=0

k∑
m=−k

ψjk,mC
1j
kmsρ, (2.6.11)

∂u

∂ν
(q1(x̂sρ)) ≈

n∑
k=0

k∑
m=−k

(
−1

2
GkmsHmρ +

2∑
j=1

ψjk,mC̃
1j
kmsρ

)
, (2.6.12)

äå x̂sρ ∈ S2 i
{
ψjk,m

}
∈ R(n+1)2, j = 1, 2 � ðîçâ'ÿçîê ëiíiéíî¨ ðåãóëÿðèçîâàíî¨

ñèñòåìè (2.5.2).

2.7. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ ãàðìî-

íiéíî¨ ôóíêöi¨ i ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi, çà âiäîìèìè

äàíèìè Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi. Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè òî÷íèõ i çáóðåíèõ

äàíèõ. Ó âèïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ, âèïàäêîâi çíà÷åííÿ ïîõèáîê äîäàíi äî çíà-

÷åíü ôóíêöi¨ g2, îñêiëüêè íà ïðàêòèöi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f2 ¹ òî÷íî çàäàíèìè,

à çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ g2 ¹ ðåçóëüòàòîì âèìiðþâàííÿ ïåâíèõ ïîêàçíèêiâ. Íåõàé

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

‖g2 − gδ2‖L2(Γ2) ≤ δ,

äå δ > 0 � ðiâåíü øóìó. Âèïàäêîâi çíà÷åííÿ ïîõèáîê çàäàíi çà òàêèì ïðàâè-

ëîì:

gδ2 = g2 + δ
r̃‖g2‖L2(Γ2)

‖r̃‖L2(Γ2)
, (2.7.1)

äå r̃ � ôóíêöiÿ ãåíåðàöi¨ âèïàäêîâèõ ÷èñåë, íîðìà ‖ · ‖L2(Γ2) =
√

(· , ·)L2(Γ2)

íàáëèæåíî îá÷èñëåíà çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè çíàõîäæåííÿ äèñêðåòíîãî ñêà-

ëÿðíîãî äîáóòêó (2.4.9) äëÿ âèáðàíîãî ïàðàìåòðà n.

Âèêîðèñòàíî n′ äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïàðàìåòðó äèñêðåòèçàöi¨ ó êóáàòóðíèõ

ôîðìóëàõ (2.4.5), (2.4.6), à n äëÿ ïîçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê â
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àïðîêñèìàöi¨ íåâiäîìèõ ãóñòèí (2.4.1) i (2.4.2). Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi,

ðîçãëÿíåìî âèïàäîê ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ, êîëè n = n′.

Â ïðèêëàäàõ 1�2 ïîêàæåìî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi, âèêîðèñòîâóþ-

÷è íåïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü i ðåãóëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà, à â ïðè-

êëàäi 3 � ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü i ðåãóëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà. Ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨ â îáîõ

ïiäõîäàõ áóäå âèáðàíî çà ìåòîäîì L-êðèâèõ.

Ïðèêëàä 1

Íåõàé âíóòðiøíÿ ãðàíèöÿ îáëàñòi Γ1 � öå ïîâåðõíÿ, ÿêà ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå

ïîäàííÿ:

Γ1 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, 2 sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,

äå

r(θ, ϕ) =
1

(2
√

1 +
√

2)

√
cos(2θ) +

√
2− sin2(2θ)

,

à çîâíiøíÿ Γ2 � öå ïîâåðõíÿ ç ïàðàìåòðè÷íèì ïîäàííÿì:

Γ2 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,

äå

r(θ, ϕ) =
√

0.8 + 0.2(cos(2ϕ)− 1)(cos(4θ)− 1).

Âèãëÿä îáëàñòi íàâåäåíî íà ðèñ. 2.3.

Â ðîëi òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) âèáåðåìî ôóíêöiþ:

u(x) = x2
2 − x2

3 + x1, x ∈ D.

Òîäi, âiäîìèìè äàíèìè Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi áóäóòü ôóíêöi¨:

f2(x) = x2
2 − x2

3 + x1, x ∈ Γ2,

g2(x) = (1, 2x2,−2x3)ν(x), x ∈ Γ2.
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Ðèñ. 2.3: Âèãëÿä îáëàñòi äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi äëÿ

òî÷íèõ i 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ íàâåäåíi â òàáëèöÿõ 2.1, 2.2 âiäïîâiäíî.

Òàêîæ â òàáëèöi 2.3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi

îáëàñòi çàëåæíî âiä ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äà-

íèõ. Áà÷èìî, ùî íàéêðàùèé ðåçóëüòàò ñïiâïàäà¹ iç çíà÷åííÿìè, çíàéäåíèìè

çà ìåòîäîì L-êðèâèõ.

Íà ðèñ. 2.4 ïîêàçàíî, âèãëÿä òî÷íèõ çíà÷åíü âõiäíî¨ ôóíêöi¨ g2 i çáóðåíèõ

çíà÷åíü ôóíêöi¨ gδ2, çãåíåðîâàíèõ çà ïðàâèëîì (2.7.1). Êðiì òîãî, íà ðèñ. 2.5

íàâåäåíî ãðàôiêè òî÷íèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ i îòðèìàíèõ çíà÷åíü, ó âèïàäêó òî-

÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ, íà ðèñ. 2.6 âiäïîâiäíi ãðàôiêè äëÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨, à

íà ðèñ. 2.7, ðèñ. 2.8 � àíàëîãi÷íi ãðàôiêè äëÿ çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ. Ãðàôiê

L-êðèâî¨ âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.9.
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n = n
′

λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

2 1.00E�00 2.91E�01 1.30E�00

4 1.00E�01 2.13E�01 7.00E�01

6 1.00E�03 5.14E�02 1.17E�01

8 1.00E�04 7.61E�03 3.32E�02

Òàáë. 2.1: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 1.

n = n
′

λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

2 1.00E�00 2.93E�01 1.29E�00

4 1.00E�01 2.14E�01 6.93E�01

6 1.00E�03 8.69E�02 3.33E�01

8 1.00E�02 4.11E�02 1.28E�01

Òàáë. 2.2: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ïðèêëàä 2

Íåõàé âíóòðiøíÿ ãðàíèöÿ îáëàñòi Γ1 � öå ïîâåðõíÿ, ÿêà ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå

ïîäàííÿ:

Γ1 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,

äå

r(θ, ϕ) = 0.2
(

0.6 +
√

4.25 + 2 cos 3θ
)
,

à çîâíiøíÿ Γ2 � öå ñôåðà:

Γ2 = {ξ(θ, ϕ) = 1.5(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} .

Âèãëÿä îáëàñòi íàâåäåíî íà ðèñ. 2.10.
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λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

1.00E�01 1.51E�01 7.06E�01

1.00E�02 4.84E�02 1.63E�01

1.00E�03 1.54E�02 6.36E�02

1.00E�04 (çà L-êð.) 7.61E�03 3.32E�02

1.00E�05 1.58E�02 1.61E�01

1.00E�06 3.97E�02 4.48E�01

Òàáë. 2.3: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðó ðåãóëÿðèçàöi¨

äëÿ n = n
′
= 8 äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ðèñ. 2.4: Òî÷íi i çãåíåðîâàíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà

çîâíiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 1.

Òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) ¹ ôóíêöiÿ:

u(x) = ex2 cosx1 − ex1 sinx2, x ∈ D.

Î÷åâèäíî, ùî âiäîìèìè äàíèìè Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi áóäóòü ôóíêöi¨:

f2(x) = ex2 cosx1 − ex1 sinx2, x ∈ Γ2,

g2(x) = (−ex2 sinx1 − ex1 sinx2, e
x2 cosx1 − ex1 cosx2, 0)ν(x), x ∈ Γ2.
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Ðèñ. 2.5: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1 äëÿ

òî÷íèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 1.

-2
6

-1

3

0

4
2

1

2
1

0 0

-2
6

-1

3

0

4
2

1

2
1

0 0

Ðèñ. 2.6: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1 äëÿ òî÷íèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi äëÿ

òî÷íèõ i 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ íàâåäåíi â òàáëèöÿõ 2.4, 2.5 âiäïîâiäíî.

Êðiì òîãî, íà ðèñ. 2.11 i ðèñ. 2.12 íàâåäåíî ãðàôiêè òî÷íèõ çíà÷åíü i îòðè-

ìàíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi,

ó âèïàäêó çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ. Íà ðèñ. 2.13 çîáðàæåíî ãðàôiê L-êðèâî¨

âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨.
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Ðèñ. 2.7: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè

3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 1.

-2
6

-1

3

0

4

1

2

2

2
1

0 0

-2
6

-1

3

0

4

1

2

2

2
1

0 0

Ðèñ. 2.8: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ïðèêëàä 3

Ïîáóäó¹ìî äàíèé ïðèêëàä íà îñíîâi ïðèêëàäó 2, òîáòî êîíôiãóðàöiÿ îáëàñòi

i âiäîìi äàíi Êîøi f2(x), g2(x), x ∈ Γ2 çàäàíi â ïðèêëàäi 2. Ðåçóëüòàòè ðåêîí-

ñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi äëÿ òî÷íèõ i 3% çáóðåíèõ

âõiäíèõ äàíèõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, íàâåäå-

íi â òàáëèöÿõ 2.6, 2.7 âiäïîâiäíî. Â òàáëèöi 2.8 íàâåäåíî çíàéäåíi çíà÷åííÿ

ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé i íåïðÿìèé

ìåòîäè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.
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Ðèñ. 2.9: L-êðèâà äëÿ 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ, ïðè n = 8 äëÿ ïðèêëàäó 1.

n = n
′

λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

2 1.00E�02 1.11E�01 3.77E�01

4 1.00E�04 2.66E�03 1.64E�02

6 1.00E�06 6.32E�04 5.37E�03

8 1.00E�08 6.95E�05 1.04E�03

Òàáë. 2.4: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 2.

Êðiì òîãî, íà ðèñ. 2.14 i ðèñ. 2.15 íàâåäåíî ãðàôiêè òî÷íèõ çíà÷åíü i îòðè-

ìàíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi,

ó âèïàäêó çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ. Íà ðèñ. 2.16 çîáðàæåíî ãðàôiê L-êðèâî¨

âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨.

Çàóâàæåííÿ 2.7.1. Ç òàáëèöi 2.8 áà÷èìî, ùî ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ

äàíèõ ðåçóëüòàòè îòðèìàíi, âèêîðèñòîâóþ÷è íåïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëü-
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Ðèñ. 2.10: Âèãëÿä îáëàñòi äëÿ ïðèêëàäó 2.

n = n
′

λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

2 1.00E�01 1.44E�01 5.76E�01

4 1.00E�01 1.42E�01 5.37E�01

6 1.00E�02 5.58E�02 1.80E�01

8 1.00E�02 4.29E�02 1.00E�01

Òàáë. 2.5: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 2.

íèõ ðiâíÿíü ¹ êðàùèìè, à ó âèïàäêó çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ ìàéæå îäíà-

êîâèìè. Òàêi ðåçóëüòàòè ¹ ïðîãíîçîâàíèìè, îñêiëüêè äëÿ ïðÿìîãî ìåòîäó

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïðàâà ÷àñòèíà ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü îá÷èñëå-

íà íàáëèæåíî, âèêîðèñòîâóþ÷è êóáàòóðíi ôîðìóëè, ùî âíîñèòü çáóðåííÿ.

Òîìó íàâiòü äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ ìè ìà¹ìî çáóðåííÿ â ïðàâié ÷àñòè-

íi, ùî ïðèâîäèòü äî ãiðøèõ ðåçóëüòàòiâ.
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Ðèñ. 2.11: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè

3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 2.

Ðèñ. 2.12: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà

âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 2.

Äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ îïòèìàëüíiøå âèêîðèñòîâóâàòè íåïðÿìèé

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, à äëÿ çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ � ìîæíà âè-

êîðèñòîâóâàòè îáèäâà ìåòîäè. Ïåðåâàãîþ ïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü ¹ òå, ùî ðîçâ'ÿçàâøè ñèñòåìó àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäðàçó ìîæíà

îá÷èñëèòè íàáëèæåíi øóêàíi çíà÷åííÿ äàíèõ Êîøi, ïðîòå ¹ äîäàòêîâi îá-

÷èñëåííÿ â ïðàâié ÷àñòèíi ñèñòåìè. Äëÿ íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü ïîòðiáíî çäiéñíèòè äîäàòêîâi äi¨ äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ äàíèõ

Êîøi.
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Ðèñ. 2.13: L-êðèâà äëÿ 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ, ïðè n = 8 äëÿ ïðèêëàäó

2.

n = n
′

λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

2 1.00E�03 1.58E�01 4.99E-01

4 1.00E�05 7.44E�02 4.67E�01

6 1.00E�07 1.58E�02 1.91E�01

8 1.00E�09 5.88E�03 8.60E�02

Òàáë. 2.6: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 3.
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n = n
′

λ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

2 1.00E�03 1.85E�01 9.08E�01

4 1.00E�03 1.09E�01 7.54E�01

6 1.00E�07 2.45E�02 1.94E�01

8 1.00E�09 2.43E�02 9.19E�02

Òàáë. 2.7: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 3.

n = n
′ ‖u− ui‖L2

‖u− ud‖L2

δ = 0%

2 1.11E�01 1.58E�01

4 2.66E�03 7.44E�02

6 6.32E�04 1.58E�02

8 6.95E�05 5.88E�03

δ = 3%

2 1.44E�01 1.85E�01

4 1.42E�01 1.09E�01

6 5.58E�02 2.45E�02

8 4.29E�02 2.43E�02

Òàáë. 2.8: Ïîõèáêè çíàéäåíèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi,

âèêîðèñòîâóþ÷è ïðÿìèé (ud) i íåïðÿìèé (ui) ìåòîäè IÐ äëÿ òî÷íèõ i çáóðåíèõ

äàíèõ.
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Ðèñ. 2.14: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè

3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 3.

Ðèñ. 2.15: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà

âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 2.16: L-êðèâà äëÿ 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ, ïðè n = 8 äëÿ ïðèêëàäó

3.

Íàâåäåíi ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ïîêàçóþòü, ùî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ðàçîì ç ðåãóëÿðèçàöi¹þ Òiõîíîâà äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîç-

â'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíî¨ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ñòiéêèé

ðîçâ'ÿçîê, ùî ïiäòâåðäæó¹ òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ. Ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

îòðèìàíî â îáîõ âèïàäêàõ, êîëè âõiäíi äàíi çàäàíî òî÷íî i êîëè ó âõiäíi äàíi

âíåñåíi ïåâíi çáóðåííÿ.

Ðîçãëÿíóòî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ç ðiçíèìè êîíôiãóðàöiÿìè îáëàñòåé òà ði-

çíèìè äàíèìè Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi, ðåçóëüòàòè ÿêèõ ïiäòâåðäæóþòü

ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ ðîçãëÿíóòîãî ïiäõîäó äëÿ îáëàñòåé, îáìåæåíèõ içî-

ìîðôíèìè îäèíè÷íié ñôåði ïîâåðõíÿìè, à òàêîæ ç âiäîìèìè äàíèìè Êîøi

ç âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðiâ. Îòðèìàíî çìåíøåííÿ ïîõèáêè ïðè çáiëüøåííi ïà-

ðàìåòðó äèñêðåòèçàöi¨ n, à òàêîæ ñïiâïàäiííÿ êðàùîãî çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó

ðåãóëÿðèçàöi¨ ç ïàðàìåòðîì, çíàéäåíèì çà ìåòîäîì L-êðèâèõ. Ïðîàíàëiçîâà-

íî ðåçóëüòàòè îòðèìàíi ó âèïàäêó ïðÿìîãî i íåïðÿìîãî ìåòîäiâ iíòåãðàëüíèõ
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ðiâíÿíü.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Â äàíîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî ðåãóëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà äëÿ òðèâèìið-

íî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Çâåäåíî âèõiäíó çàäà÷ó äî ñèñòåìè

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äâîìà ñïîñîáàìè: ïðÿìèì i íåïðÿìèì ìåòîäàìè iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Âèêîðèñòàíî äèñêðåòíèé ïðîåêöiéíèé ìåòîä Ãàëüîðêiíà

äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ îòðèìàíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ïðè÷îìó,

àïðîêñèìóâàâøè ðîçâ'ÿçîê ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ëiíiéíîþ êîìáiíàöi-

¹þ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê. Âðàõîâàíî ñïåöèôiêó ðîçãëÿíóâàíèõ îáëàñòåé, ùî

âïëèíóëî íà ïàðàìåòðèçàöiþ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ. Âèäiëåíî îñîáëèâîñòi

â ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöiÿõ äëÿ åôåêòèâíîãî çàñòîñóâàííÿ êóáàòóðíèõ ôîð-

ìóë äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ.

Äëÿ äâîõ ïiäõîäiâ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çàñòîñóâàíî ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨

Òiõîíîâà äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü, à ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨

âèáðàíî çà ìåòîäîì L-êðèâèõ. Ïðè÷îìó, íàâåäåíî çàêîííiñòü çàñòîñóâàííÿ

ìåòîäó Òiõîíîâà.

Çíàéäåíî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi, à òàêîæ íàáëèæåíå

çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi äëÿ äâîõ ïiä-

õîäiâ.

Ïîêàçàíî, ÿê îïòèìiçóâàòè ïðîöåñ ôîðìóâàííÿ êîåôiöi¹íòiâ ñèñòåìè ëi-

íiéíèõ ðiâíÿíü, äëÿ çìåíøåííÿ êiëüêîñòi îá÷èñëåíü i ÿê âèêîðèñòàòè îòðè-

ìàíi ðåçóëüòàòè ïðè ôîðìóâàííi äèñêðåòíî¨ àïðîêñèìàöi¨ äàíèõ Êîøi.

Ïðîäåìîíñòðóâàíî äåêiëüêà ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi ïîêàçóþòü çà-

ñòîñîâíiñòü i åôåêòèâíiñòü, à òàêîæ ñòiéêiñòü ðîçãëÿíóòèõ ìåòîäiâ äëÿ ÷è-

ñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ëiíiéíî¨ îáåðíåíî¨ íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i. Çðîáëåíî àíà-

ëiç ïðÿìîãî i íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ òðè-

âèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíi ó [38].
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ÐÎÇÄIË 3

×ÈÑÅËÜÍÅ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I ÊÎØI

IÒÅÐÀÖIÉÍÈÌÈ ÐÅÃÓËßÐÈÇÓÞ×ÈÌÈ

ÌÅÒÎÄÀÌÈ ÍÀ ÎÑÍÎÂI ÃÐÀÍÈ×ÍÈÕ

IÍÒÅÃÐÀËÜÍÈÕ ÐIÂÍßÍÜ

Iíøèì ïiäõîäîì äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ¹ âèêîðèñòà-

ííÿ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ. Iòåðàöiéíi ìåòîäè äîçâîëÿþòü ïîáóäóâàòè ïîñëiäîâ-

íiñòü íàáëèæåíèõ ôóíêöié uk, k = 1, 2, ..., ÿêà ïîâèííà çáiãàòèñü äî òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi ïðè k → ∞. Íàÿâíiñòü çáiæíîñòi i ¨¨ øâèäêiñòü çà-

ëåæàòü âiä êîíêðåòíîãî ìåòîäó. Î÷åâèäíèì ¹ òå, ùî â iòåðàöiéíèõ ìåòîäàõ

ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨ λ ç îçíà÷åííÿ 1.3.3 áóäå âèêîíàíà êiëüêiñòü iòåðà-

öié k∗ <∞.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ êîðåêòíîñòi iòåðàöiéíîãî ìåòîäó ðîçãëÿíåìî îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 3.0.1. Iòåðàöiéíèé ìåòîä uδk+1 = Rk(u
δ
k, ..., u

δ
1, u0, f

δ
2 , g

δ
2), k =

0, 1, ... iç çàäàíèì êðèòåði¹ì çóïèíêè ¹ iòåðàöiéíèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòî-

äîì äëÿ çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2), ÿêùî ìà¹ ìiñöå âëàñòèâiñòü:

lim
k→∞
‖uδk+1 − u‖H1(D) = 0,

äå u � öå òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â D, à îïåðà-

òîð Rk çàëåæèòü âiä êîíêðåòíîãî ìåòîäó.

Çàóâàæåííÿ 3.0.2. Îñêiëüêè çàäà÷à Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ¹ ëiíiéíîþ îáåð-

íåíîþ çàäà÷åþ, òî ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ äëÿ óñiõ iòåðàöiéíèõ ðåãóëÿðè-

çóþ÷èõ ìåòîäiâ ìîæíà âèáðàòè äîâiëüíèì, ùî íå âïëèíå íà çáiæíiñòü

ìåòîäó.

Êëàñè÷íèì iòåðàöiéíèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòîäîì ¹ ìåòîä Ëàíäâåáåðà,

äèâ., íàïðèêëàä, [50, 91, 99]. Âiäîìî, ùî äàíèé ìåòîä ¹ ïîâiëüíî çáiæíèì i
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âèìàãà¹ iíôîðìàöi¨ ïðî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî îïåðàòîðà çàäà÷i Êîøi. Â

ïiäðîçäiëi 3.2 ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà, äëÿ ÿêîãî íå ïî-

òðiáåí ñïðÿæåíèé îïåðàòîð.

Â ïiäðîçäiëi 3.1 íàâåäåìî iòåðàöiéíèé àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä, äèâ., íàïðè-

êëàä [22, 50], ÿêèé âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ çàäà÷ ç ñòðîãî åëiïòè-

÷íèì îïåðàòîðîì.

� é iíøi ìåòîäè ðåãóëÿðèçàöi¨ íåêîðåêòíèõ çàäà÷, íàïðèêëàä, ìåòîä ñïðÿ-

æåíèõ ãðàäi¹íòiâ, äèâ. [91], ïðîòå äîñëiäæåíÿ áóäóòü çîñåðåäæåíi òiëüêè íà

çàñòîñóâàííi äâîõ ïîïåðåäíiõ ìåòîäiâ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

Êîøi (1.2.1)�(1.2.2).

Îòîæ, â ïiäðîçäiëàõ 3.1-3.2 ðîçãëÿíåìî ðåãóëÿðèçàöiéíi iòåðàöiéíi ìåòîäè.

Â ïiäðîçäiëi 3.3 ïîáóäó¹ìî àëãîðèòì íà îñíîâi ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ êîðåêòíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà, ÿêi âèíèêàþòü â iòåðàöiéíèõ ìåòîäàõ. Â ïiäðîçäiëi 3.4 ïîêàæåìî ÷è-

ñåëüíi ðåçóëüòàòè çàñòîñóâàíü iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i

Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) äëÿ ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ i êîíôiãóðàöié îáëàñòåé.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè âèêîðèñòàííÿ àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó i ðiçíèõ ìîäè-

ôiêàöié óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà ¹ îïóáëiêîâàíèìè ó [39] i [33, 37]

âiäïîâiäíî.

3.1. Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä

Àëüòåðíóþ÷èé iòåðàöiéíèé ìåòîä áóâ çàïðîïîíîâàíèé â 1989ð Â. Êî-

çëîâèì i Â. Ìàçÿ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äåÿêèõ íåêîðåêòíèõ çàäà÷

ç ñàìîñïðÿæåíèì ñòðîãî åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì, à îñîáëèâî äëÿ çàäà÷i Êî-

øi, äèâ. [22]. Äàíèé ìåòîä áóâ çàñòîñîâàíèé äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi, äèâ. [32,50]. Äàíèé ïiäõiä áóäå ðîçøèðåíî äëÿ òðè-

âèìiðíèõ îáëàñòåé.

Ïðèâåäåìî ôîðìóëþâàííÿ äåÿêèõ ìiøàíèõ çàäà÷.
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Îçíà÷åííÿ 3.1.1. Çàäà÷à Äiðiõëå-Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) ïî-

ëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêî¨ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi

óìîâè:

u = f íà Γ2,
∂u

∂ν
= g íà Γ1, (3.1.1)

äå f, g � çàäàíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 3.1.2. Çàäà÷à Íåéìàíà-Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) ïî-

ëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêî¨ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi

óìîâè:
∂u

∂ν
= g̃ íà Γ2, u = f̃ íà Γ1, (3.1.2)

äå f̃ , g̃ - çàäàíi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3.1.3. Ìiøàíi çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà i Íåéìàíà-Äiðiõëå äëÿ ðiâ-

íÿííÿ Ëàïëàñà ¹ êîðåêòíî ïîñòàâëåíi çà Àäàìàðîì.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè âõiäíi äàíi ç ïðîñòîðiâ Ñîáîë¹âà. Âi-

äîìî, ùî ÿêùî f̃ ∈ H1/2(Γ1) i g̃ ∈ H−1/2(Γ2), òîäi çàäà÷à Íåéìàíà-Äiðiõëå

ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê u ∈ H1(D), äèâ., íàïðèêëàä, [51]. Êðiì òîãî íîðìàëü-

íà ïîõiäíà âiä u íà Γ1 ¹ âèçíà÷åíà â H
−1/2(Γ1) (ùî ïîòðiáíî äëÿ iòåðàöiéíî¨

ïðîöåäóðè).

Àíàëîãi÷íi òâåðäæåííÿ ¹ âiäîìèìè äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà.

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â ìiøàíèõ çàäà÷àõ ôóíêöi¨ f = f2 i g̃ = g2 � öå

âiäîìi äàíi Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi, à f̃ = h1 i g = h � äåÿêi íåïåðåðâíi

ôóíêöi¨. Îòðèìà¹ìî:

∆u = 0 â D, (3.1.3)

u = f2 íà Γ2,
∂u

∂ν
= h íà Γ1, (3.1.4)

i

∆u = 0 â D, (3.1.5)
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∂u

∂ν
= g2 íà Γ2, u = h1 íà Γ1. (3.1.6)

Àëãîðèòì 3.1.4. Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä, äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ êðîêiâ:

• Ïåðøó àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó u0 çàäà÷i (1.2.1)�(1.2.2) îòðèìó¹ìî ç

çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà (3.1.3)�(3.1.4), ïðè h = h0, äå h0 � äîâiëüíà

ôóíêöiÿ.

• Äëÿ îá÷èñëåíî¨ ôóíêöi¨ u2k, îá÷èñëþ¹ìî u2k+1 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i

Íåéìàíà-Äiðiõëå (3.1.5)�(3.1.6), ïðè h1 = u2k|Γ1
.

• Òîäi îá÷èñëþ¹ìî u2k+2 � ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó Äiðiõëå-Íåéìàíà (3.1.3)�

(3.1.4), ïðè h =
∂u2k+1

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

.

Çàóâàæåííÿ 3.1.5. Iòåðàöiéíà ïðîöåäóðà ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíîãî âèêî-

íàííÿ äâîõ îñòàííiõ êðîêiâ àëãîðèòìó 3.1.4.

Òåîðåìà 3.1.6. Íåõàé uk � öå k-òå íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

(1.2.1)�(1.2.2), îòðèìàíå àëüòåðíóþ÷èì ìåòîäîì 3.1.4, òîäi

lim
k→∞
‖u− uk‖H1(D) = 0,

äëÿ äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ h ∈ H−1/2(Γ1).

Äîâåäåííÿ. Iäåÿ äîâåäåííÿ âçÿòà ç îðèãiíàëüíî¨ ðîáîòè Â. Êîçëîâà i Â. Ìà-

çüÿ, äèâ. [22, 93]. Ïîäiáíèé ïðîöåñ äîâåäåííÿ ðîçãëÿíóòî â ðîáîòi [45], â ÿêié

íàâåäåíî àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ

íàïiâáåçìåæíî¨ îáëàñòi àëüòåðíóþ÷èì ìåòîäîì.

Âèçíà÷èìî ëiíiéíèé îïåðàòîð B : H−1/2(Γ1)→ H−1/2(Γ1) :

Bh̃ =
∂u1

∂ν
,

äå u1 � öå ðîçâ'ÿçîê äðóãî¨ çàäà÷i (3.1.5)�(3.1.6), ïðè g2 = 0, à h1 = u0|Γ1
, äå

u0 � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1.3)�(3.1.4), ïðè h = h̃. Ðîçâ'ÿçêè ìiøàíèõ çàäà÷ â

ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà iñíóþòü i ¹äèíi, çà òåîðåìîþ 3.1.3.
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Òîäi çàäà÷à Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) åêâiâàëåíòíà òàêîìó ðiâíÿííþ:

Bh+G(f2, g2) = h, (3.1.7)

äå G(f2, g2) =
∂ũ1

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

, äå ũ1 � ôóíêöiÿ, îòðèìàíà àíàëîãi÷íî äî u1, ïðè h = 0.

Áà÷èìî, ùî àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä � öå iòåðàöiéíèé àëãîðèòì ç ôiêñîâàíîþ

òî÷êîþ äëÿ (3.1.7). Ç ïîäàííÿ (3.1.7) áà÷èìî, ùî iòåðàöiéíèé ïðîöåñ áóäå

çáiæíèì äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, ÿêùî âií ¹ çáiæíèì äëÿ òðèâiàëüíèõ âiäîìèõ

äàíèõ Êîøi, òîáòî f2 = 0 i g2 = 0 íà Γ2.

Ðîçãëÿíåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê:

(f, g) =

∫
D

∇u∇vdx,

äå u � ðîçâ'ÿçîê (3.1.3)�(3.1.4), ïðè h = f, f2 = 0, à v � ðîçâ'ÿçîê (3.1.3)�

(3.1.4), ïðè h = g, f2 = 0. Íà îñíîâi ôîðìóë Ãðiíà, äèâ., íàïðèêëàä, [97],

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð B � äîäàòíié, ñàïîñïðÿæåíèé, íåçðîñòàþ÷èé

(‖B‖ ≤ 1, äå ‖ · ‖ ïîðîäæåíà ââåäåíèì ñêàëÿðíèì äîáóòêîì) i 1 íå ¹ âëàñíèì

÷èñëîì, äèâ. [45].

Íåõàé u2 � öå ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1.3)�(3.1.4), ïðè h =
∂u1

∂ν

∣∣∣∣
Γ1

. Òîäi

(Bh,Bh) =

∫
D

∇u2∇u2dx.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî∫
D

∇u2k∇u2kdx = (Bkh0, B
kh0).

Òîäi, íà îñíîâi âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðà B, u2k → 0, k →∞.

Îñêiëüêè
∂u1

∂ν
=
∂u2

∂ν
íà Γ1, òî∫

D

∇u1∇u2dx =

∫
D

∇u2∇u2dx.
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Òîäi îòðèìà¹ìî, ùî∫
D

∇(u2k+1 − u2k)∇(u2k+1 − u2k)dx =

∫
D

∇u2k∇u2kdx−
∫
D

∇u2k+1∇u2k+1dx.

Îñòàííÿ ôîðìóëà äîâîäèòü, ùî u2k+1 → 0, k →∞, ùî â ñâîþ ÷åðãó äîâîäèòü

òåîðåìó äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ.

Äëÿ âèïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ, ïðèïóñòèìî, ùî íàì çàäàíi f δ2 i gδ2, δ > 0.

Òîäi

‖G(f δ2 , g
δ
2)−G(f2, g2)‖ ≤ δ.

Îñêiëüêè îïåðàòîð B ñàìîñïðÿæåíèé, äîäàòíèé i íåçðîñòàþ÷èé, òî ïðèíöèï

íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà ìîæíà çàñòîñóâàòè ÿê êðèòåðié çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ïðî-

öåñó, äèâ., íàïðèêëàä, [16, 21]. Òîäi, ÿêùî k = k(δ) íàéìåíøå çíà÷åííÿ äëÿ

ÿêîãî:

‖hδk+1 − hδk‖ ≤ τδ,

äå τ > 1, òîäi hδk(δ) çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè δ → 0.

Îòæå, àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä ¹ ðåãóëÿðèçóþ÷îþ ïðîöåäóðîþ.

Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä çâîäèòüñÿ äî ïîñëiäîâíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ äâîõ êî-

ðåêíèõ ìiøàíèõ çàäà÷ íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó. Äàíi çàäà÷i

áóäóòü ÷èñåëüíî ðîçâ'ÿçàíi ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî áóäå íàâåäåíî

â ïiäðîçäiëi 3.3.

3.2. Óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà

Äëÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷ ç íåñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì áóëè çàïðîïîíî-

âàíi iíøi iòåðàöiéíi ìåòîäè, íàïðèêëàä, ìåòîä ñïðÿæåíèõ ãðàäi¹íòiâ [76, 91]

÷è ìåòîä Ëàíäâåáåðà [34, 91]. Äëÿ êîæíî¨ ç öèõ iòåðàöiéíèõ ïðîöåäóð ïî-

òðiáåí âèãëÿä ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Íàïðèêëàä, iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ìåòîäó

Ëàíäâåáåðà äëÿ çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) âèãëÿäà¹ òàê:

uk+1 = uk − γK∗ (Kuk − f2) , k = 0, 1, 2, . . . ,
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äå K � öå âiäîìèé îïåðàòîð, äèâ. [50], K∗ � ñïðÿæåíèé äî K îïåðàòîð, äèâ.

[50], 0 ≤ γ ≤ 1/‖K‖2 (çà iíôîðìàöi¹þ ïðî çáiæíiñòü äàíîãî ìåòîäó, äèâ.,

íàïðèêëàä [91]).

Ç ôiçè÷íî¨ òî÷êè çîðó àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä ¹ ïðèðîäíèì, îñêiëüêè íå âè-

ìàãà¹ äîäàòêîâî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð. Â äàíîìó ïiäðîçäi-

ëi ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíèé iòåðàöiéíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà äëÿ çàäà÷i Êîøi

(1.2.1)�(1.2.2), äëÿ ÿêîãî òàêîæ íå ïîòðiáíà iíôîðìàöiÿ ïðî ñïðÿæåíèé îïåðà-

òîð. Áiëüøå òîãî, äàíèõ ïiäõiä ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äî iíøèõ åëiïòè÷íèõ

ðiâíÿíü 2-ãî ïîðÿäêó, äèâ. [33].

Çàóâàæåííÿ 3.2.1. Íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ìåòîäó áóäóòü ðîç-

â'ÿçàíi ìiøàíi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ç ïîïåðåäíüîãî ïiäðîçäiëó, äèâ.

îçíà÷åííÿ 3.1.1, 3.1.2.

Àëãîðèòì 3.2.2. Iòåðàöiéíèé ìåòîä, äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ êðîêiâ:

• Âèáðàòè äîâiëüíå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ η0 íà âíóòðiøíié ãðàíèöi

îáëàñòi Γ1.

• Ïåðøà àïðîêñèìàöiÿ u0 � öå ¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå ç ãðà-

íè÷íèìè óìîâàìè:

∂u0

∂ν
= g2 íà Γ2, u0 = η0 íà Γ1.

• Çíàõîäèìî ôóíêöiþ v0 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà ç ãðàíè-

÷íèìè óìîâàìè:

v0 = f2 − u0 íà Γ2,
∂v0

∂ν
= 0 íà Γ1.

• Äëÿ âiäîìèõ uk−1 i vk−1 îá÷èñëþ¹ìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ uk, ÿêå ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå ç òàêèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

∂uk
∂ν

= g2 íà Γ2, uk = ηk íà Γ1,
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ç

ηk = ηk−1 + γ vk−1|Γ1
,

äå γ > 0 - ïàðàìåòð ðåëàêñàöi¨.

• Îá÷èñëþ¹ìî ôóíêöiþ vk, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó Äiðiõëå-Íåéìàíà ç ãðàíè-

÷íèìè óìîâàìè:

vk = f2 − uk íà Γ2,
∂vk
∂ν

= 0 íà Γ1.

Çàóâàæåííÿ 3.2.3. Iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ñêëàäà¹òüñÿ ç âèêîíàííÿ äâîõ îñ-

òàííiõ êðîêiâ àëãîðèòìó ç ïåâíèì êðèòåði¹ì çóïèíêè.

Çàóâàæåííÿ 3.2.4. Â îðèãiíàëüíîìó ìåòîäi Ëàíäâåáåðà ôóíêöiÿ η îá÷èñëþ-

¹òüñÿ ç âðàõóâàííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ðîçâ'ÿçêó ñïðÿæåíî¨ çàäà÷i, äèâ.,

íàïðèêëàä, [34,86].

Òåîðåìà 3.2.5. Íåõàé uk � öå k-òå íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi

(1.2.1)�(1.2.2), îòðèìàíå çà àëãîðèòìîì 3.2.2, 0 ≤ γ ≤ 1/(‖T‖‖K‖), äå TK

� äîäàòíié îïåðàòîð, òîäi

lim
k→∞
‖u− uk‖H1(D) = 0,

äëÿ äîâiëüíîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ η0 ∈ H1(Γ1).

Äîâåäåííÿ. Ââåäåìî îïåðàòîð K : H1/2(Γ1)→ H1/2(Γ2) :

Kη = u|Γ2
, ∀η ∈ H1/2(Γ1),

äå ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

∂u

∂ν
= 0 íà Γ2, u = η íà Γ1.

Òàêîæ âèçíà÷èìî îïåðàòîð G : H−1/2(Γ2)→ H1/2(Γ2) :

Gg = w|Γ2
, ∀g ∈ H−1/2(Γ2),



92

äå ôóíêöiÿ w ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

∂w

∂ν
= g íà Γ2, w = 0 íà Γ1.

Òîäi çàäà÷à Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) åêâiâàëåíòíà äî çàäà÷i ïîøóêó ôóíêöi¨ η ∈

H1/2(Γ1) òàêî¨, ùî:

Kη = f2 −Gg2. (3.2.1)

Îáèäâà îïåðàòîðè K i G ¹ âèçíà÷åíi i îáìåæåíi çà ðàõóíîê êîðåêòíîñòi ìi-

øàíèõ çàäà÷ â ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà, äèâ. òåîðåìó 3.1.3.

Ïîêàæåìî, ùî îïåðàòîðK � ií'¹êòèâíèé. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿKη = 0. Òîäi

ôóíêöiÿ u ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâÿííÿ Ëàïëàñà ç íóëüîâèìè äàíèìè Êîøi íà çîâíi-

øíié ãðàíèöi Γ2. Îñêiëüêè iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi, çà òåîðåìîþ

Ãîëüìãðåíà u ≡ 0 â D, òîäi 0 = u|Γ1
= η. Îòæå, îïåðàòîð K � ií'¹êòèâíèé.

Âèçíà÷èìî äîïîìiæíèé îïåðàòîð T, ùî ¹ âiäîáðàæåííÿì ïðîòèëåæíîãî

íàïðÿìó äî îïåðàòîðà K, òîáòî T : H1/2(Γ2)→ H1/2(Γ1) :

Th = v|Γ1
, ∀h ∈ H1/2(Γ2),

äå ôóíêöiÿ v ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

∂v

∂ν
= 0 íà Γ1, v = h íà Γ2.

Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð T âîëîäi¹ òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè, ÿê îïåðàòîð K,

òîáòî T � âèçíà÷åíèé, îáìåæåíèé i ií'¹êòèâíèé.

Êîìïîçèöiÿ îïåðàòîðiâ TK ¹ äîäàòíèì îïåðàòîðîì, äèâ. [33].

Íåõàé uk � öå k�òå íàáëèæåííÿ, îòðìàíå çà àëãîðèòìîì 3.2.2, òîäi

ηk = uk−1|Γ1
+ γvk−1|Γ1

= ηk−1|Γ1
− γT (uk−1|Γ2

− f2) (3.2.2)

= ηk−1|Γ1
− γT (Kηk−1 − (f2 −Gg2)).

Îñòàííÿ ôîðìóëà, ¹ óçàãàëüíåíèì ìåòîäîì Ëàíäâåáåðà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ðiâíÿííÿ (3.2.1), äèâ. [104]. Äàëi äîâåäåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç çàãàëüíî¨ òå-

îði¨ ïî óçàãàëüíåíîìó ìåòîäó Ëàíäâåáåðà, äèâ. [104], ç âðàõóâàííÿì âëàñòè-

âîñòåé îïåðàòîðiâ T i K.
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Çàóâàæåííÿ 3.2.6. Íåõàé çàäàíi çáóðåíi âõiäíi äàíi f δ2 , g
δ
2, äëÿ ÿêèõ âèêî-

íó¹òüñÿ îöiíêà:

‖f2 − f δ2‖H1/2(Γ2) + ‖G(g2 − gδ2)‖H1/2(Γ2) ≤ δ,

uδk � öå k-òå íàáëèæåííÿ äî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i, îòðèìàíå çà àëãîðèòìîì

3.2.2. Òîäi êðèòåði¹ì çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó 3.2.2 ¹ óìîâà:

‖f δ2 − uδk‖H1/2(Γ2) ≤ τδ,

äå τ > 1.

Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ iç çàñòîñóâàííÿ ïðèíöèïó íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà [21].

Âèáið îïåðàòîðiâ T i K íå ¹ ¹äèíèì ÷èíîì çàäàíèé. Ìîæíà ïîáóäóâàòè

îïåðàòîðè íà îñíîâi iíøèõ ìiøàíèõ çàäà÷ i îòðèìàòè iíøó iòåðàöiéíó ïðîöå-

äóðó òèïó óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà, â ÿêié íå ïîòðiáíî ìàòè âèãëÿä

ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Ðîçãëÿíåìî iíøèé iòåðàöiéíèé àëãîðèòì.

Ñïî÷àòêó íàâåäåìî ôîðìóëþâàííÿ ùå äâîõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà,

ÿêi âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ â iòåðàöiéíîìó ïðîöåñi.

Îçíà÷åííÿ 3.2.7. Çàäà÷à Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) ïîëÿãà¹ ó

çíàõîäæåííi òàêî¨ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi óìîâè:

u = f íà Γ2, u = f̃ íà Γ1, (3.2.3)

äå f, f̃ � çàäàíi ôóíêöi¨.

Îçíà÷åííÿ 3.2.8. Çàäà÷à Ðîáiíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) ïîëÿãà¹ ó çíà-

õîäæåííi òàêî¨ ãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ãðàíè÷íi óìîâè:

∂u

∂ν
+ µu = g íà Γ2,

∂u

∂ν
+ µu = g̃ íà Γ1, (3.2.4)

äå g, g̃ � çàäàíi ôóíêöi¨, êîíñòàíòà µ > 0.
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Çàóâàæåííÿ 3.2.9. Ïî àíàëîãi¨ iç çàäà÷åþ Íåéìàíà-Äiðiõëå, äèâ. òåîðåìó

3.1.3, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî çàäà÷i Äiðiõëå i Ðîáiíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ¹

êîðåêòíèìè çà Àäàìàðîì.

Àëãîðèòì 3.2.10. Iòåðàöiéíèé ìåòîä, çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2) ñêëàäà¹òüñÿ ç òàêèõ êðîêiâ:

• Âèáðàòè äîâiëüíå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ η0 íà âíóòðiøíié ãðàíèöi

îáëàñòi Γ1.

• Ïåðøà àïðîêñèìàöiÿ u0 � öå ¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå ç ãðàíè÷íèìè

óìîâàìè:

u0 = f2 íà Γ2, u0 = η0 íà Γ1.

• Çíàõîäèìî ôóíêöiþ v0 � ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Ðîáiíà ç ãðàíè÷íèìè óìî-

âàìè:

∂v0

∂ν
+ µv0 = g2 −

∂u0

∂ν
íà Γ2,

∂v0

∂ν
+ µv0 = 0 íà Γ1.

• Äëÿ âiäîìèõ uk−1 i vk−1 îá÷èñëþ¹ìî íàñòóïíå íàáëèæåííÿ uk, ÿêå ¹

ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äiðiõëå ç òàêèìè ãðàíè÷íèìè óìîâàìè:

uk = f2 íà Γ2, uk = ηk íà Γ1,

ç

ηk = ηk−1 + γ vk−1|Γ1
,

äå γ > 0 - ïàðàìåòð ðåëàêñàöi¨.

• Îá÷èñëþ¹ìî ôóíêöiþ vk, ðîçâ'ÿçóþ÷è çàäà÷ó Ðîáiíà ç ãðàíè÷íèìè óìî-

âàìè:

∂vk
∂ν

+ µvk = g2 −
∂uk
∂ν

íà Γ2,
∂vk
∂ν

+ µvk = 0 íà Γ1.
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Çàóâàæåííÿ 3.2.11. Àíàëiç çáiæíîñòi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó 3.2.10 ìîæíà

ïðîâåñòè àíàëîãi÷íî äî òåîðåìè 3.2.5, ç iíøèì îçíà÷åííÿì îïåðàòîðiâ T i

K. Êðèòåði¹ì çóïèíêè àëãîðèòìó òàêîæ ¹ ïðèíöèï íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà.

Çàóâàæåííÿ 3.2.12. Â àëãîðèòìi 3.2.2 çìiíþâàëè (àëüòåðíóâàëè) óìî-

âè Äiðiõëå i Íåéìàíà ïîñëiäîâíî íà ðiçíèõ ãðàíèöÿõ îáëàñòi. Â àëãîðèòìi

3.2.10 ïî ÷åðçi ðîçâ'ÿçó¹ìî çàäà÷ó Äiðiõëå, ïîòiì Ðîáiíà, ïîòiì çíîâó Äiði-

õëå i ò.ä.

Çàóâàæåííÿ 3.2.13. Íå ìîæíà â ðîëi îäíi¹¨ ç ïðîìiæíèõ êîðåêòíèõ çà-

äà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â iòåðàöiéíîìó ìåòîäi

òèïó Ëàíäâåáåðà, âèáðàòè çàäà÷ó Íåéìàíà, îñêiëüêè äëÿ íå¨ íåìà¹ ¹äèíîãî

ðîçâ'ÿçêó.

3.3. ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷

Â ïîïåðåäíiõ ïiäðîçäiëàõ áóëî ðîçãëÿíóòî äâà òèïè iòåðàöiéíèõ ðåãóëÿðè-

çóþ÷èõ àëãîðèòìiâ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi (1.2.1)�(1.2.2).

Íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçóâàòè ïðÿìi êîðå-

êòíi ãðàíè÷íi çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (çà iíôîðìàöi¹þ ïðî êîðåêòíiñòü

äèâ. òåîðåìó 3.1.3). Äëÿ àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó ïîòðiáíî ìàòè àëãîðèòì äëÿ

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷ Íåéìàíà-Äiðiõëå i Äiðiõëå-Íåéìàíà

äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, à äëÿ äâîõ ìîäèôiêàöié óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàí-

äâåáåðà � àëãîðèòì äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷ Íåéìàíà-Äiðiõëå,

Äiðiõëå-Íåéìàíà, Ðîáiíà i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, äèâ. îçíà÷åííÿ

3.1.1, 3.1.2, 3.2.7, 3.2.8.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîðåêòíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà iñíóþòü êëàñè÷íi ìåòîäè, òàêi ÿê ìåòîä ñiòîê ÷è ìåòîä ñêií÷åííèõ

åëåìåíòiâ, äèâ., íàïðèêëàä, [88]. Ïðîòå, â ðîáîòi áóäå âèêîðèñòàíî ìåòîä ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, âèêîðèñòàííÿ ÿêîãî äîçâîëÿ¹ çìåíøèòè ðîçìiðíiñòü çà-

äà÷i, ùî ¹ àêòóàëüíèì äëÿ òðèâèìiðíèõ çàäà÷. Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
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áóâ çàñòîñîâàíèé äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ áàãàòüîõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ â äâîâèìiðíèõ

i òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ, äèâ., íàïðèêëàä, [48,49,97]. Òàêîæ âèêîðèñòîâóâàâñÿ

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ðàçîì ç ðåãóëÿðèçàöi¹þ Òiõîíîâà äëÿ ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi, äèâ. ïiäðîçäiëè 2.1, 2.2.

Â öüîìó ïiäðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî àëãîðèòìè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ

îáëàñòÿõ, ÿêi âèêîðèñòîâóþòü íåïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü.

3.3.1 ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷

ßê âæå áóëî ñêàçàíî, ìiøàíi çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà 3.1.1 i Íåéìàíà-

Äiðiõëå 3.1.2 áóäåìî ðîçâ'ÿçóâàòè íåïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü,

äèâ., íàïðèêëàä, [97]. Ïðèãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ äîïîìiæíèõ iíòåãðàëüíèõ îïå-

ðàòîðiâ S i K, ââåäåíèõ â ïiäðîçäiëi 2.1:

Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Ãðàíè÷íi iíòåãðàëüíi îïåðàòîðè S`j i K`j ìàþòü âè-

ãëÿä:

(S`jµ) (x) =

∫
Γj

µ(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ Γ`

i

(K`jµ) (x) =

∫
Γj

µ(y)
∂Φ(x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ Γ`,

äå µ ∈ C(Γj), `, j = 1, 2, Φ(x, y), x 6= y � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ

ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â R3 (2.1.2).

Òåîðåìà 3.3.2. Ñóìà ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

u(x) =
2∑
j=1

∫
Γj

φj(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ D (3.3.1)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ìiøàíèõ çàäà÷ Äiðiõëå-Íåéìàíà i Íåéìàíà-Äiðiõëå, ÿêùî íå-

âiäîìi ãóñòèíè φ1 ∈ C(Γ1) i φ2 ∈ C(Γ2) ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ
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iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:
S21φ1 + S22φ2 = f íà Γ2(
−1

2
I +K11

)
φ1 +K12φ2 = g íà Γ1

(3.3.2)

i  K21φ1 +

(
1

2
I +K22

)
φ2 = g̃ íà Γ2

S11φ1 + S12φ2 = f̃ íà Γ1

(3.3.3)

âiäïîâiäíî.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.7, âðàõîâóþ÷è òåîðåìè ïðî

ñòðèáêè ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó, äèâ. [97].

Òåîðåìà 3.3.3. Ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.2) i (3.3.3) ìàþòü ¹äè-

íèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ êîðåêòíîñòi â ïðîñòîðàõ ñëiäiâ Ñîáîë¹âà íàâåäíî, íà-

ïðèêëàä, â [79,103], à â áàíàõîâèõ ïðîñòîðàõ Ãüîëüäåðà � [97].

Ââàæà¹ìî, ùî iñíóþòü ôóíêöi¨ âiäîáðàæåííÿ q1, q2, ÿêi âiäîáðàæàþòü ãðà-

íè÷íi ïîâåðõíi â îäèíè÷íó ñôåðó:

qj : S2 → Γj, j = 1, 2.

Ïðèãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ ïàðàìåòðèçîâàíèõ iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ S̃ i K̃,

ââåäåíèõ â ïiäðîçäiëi 2.3:

Çàóâàæåííÿ 3.3.4. Îïåðàòîðè S̃`j, K̃`j ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

(S̃`jφ)(x̂) =

∫
S2

φ(ŷ)L`j(x̂, ŷ)ds(ŷ), x̂ ∈ S2

i

(K̃`jφ)(x̂) =

∫
S2

φ(ŷ)M`j(x̂, ŷ)ds(ŷ), x̂ ∈ S2,

äå φ ∈ C(Γj), j = 1, 2, à ÿäðà iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ çàäàíi â (2.3.4),

(2.3.5).
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Íàñëiäîê 3.3.5. Ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.2) i (3.3.3) ¹ åêâiâàëåí-

òíèìè òàêèì ñèñòåìàì ïàðàìåòðèçîâàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:
S̃21ψ1 + S̃22ψ2 = fp íà S2(
−1

2
I + K̃11

)
ψ1 + K̃12ψ2 = gp íà S2

(3.3.4)

i  K̃21ψ1 +

(
1

2
I + K̃22

)
ψ2 = g̃p íà S2

S̃11ψ1 + S̃12ψ2 = f̃p íà S2

, (3.3.5)

äå ψ`(x̂) = φ(q`(x̂)), ` = 1, 2, fp(x̂) = f(q2(x̂)), gp(x̂) = g(q1(x̂)), f̃p(x̂) =

f̃(q1(x̂)), g̃p(x̂) = g̃(q2(x̂)), ∀x̂ ∈ S2.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi çàñòîñóâàíü ái¹êòèâíèõ ôóíêöié âiäîáðàæåíü q1, q2 ç

âðàõóâàííÿì âèãëÿäó îïåðàòîðiâ S̃, K̃.

Äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåì (3.3.4) i (3.3.5), ÿê i â ïiäðîçäiëi 2.4,

âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Âiíåðòà. Ïðèãàäà¹ìî âèãëÿä ìàòðèöü Â i Ã, ââåäåíèõ â

ïiäðîçäiëi 2.4:

Çàóâàæåííÿ 3.3.6. Ìàòðèöi Â`j, Ã`j, `, j = 1, 2 ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:

Â`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′µραsY
R
k′,m′(x̂sρ)

×

 α̃s′L`j(x̂sρ, ỹs′ρ′)Y
R
k,m(ỹs′ρ′), ` 6= j

β̃s′R`(x̂sρ, ŷ
s′p′
sp )Y R

k,m(ŷs
′p′
sp ), ` = j

, (3.3.6)

Ã`j
kk′mm′ =

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsY
R
k′,m′(x̂sρ)

 0, ` 6= j
1

2
(−1)`Y R

k,m(x̂sρ), ` = j
+

+
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′

 α̃s′M`j(x̂sρ, ỹs′ρ′)Y
R
k,m(ỹs′ρ′), ` 6= j

β̃s′R̃`(x̂sρ, ŷ
s′p′

sp , x̂sρ)Y
R
k,m(ŷs

′p′

sp ), ` = j

 ,(3.3.7)

äå ôóíêöi¨ L`j (2.3.4), M`j (2.3.5), R` (2.3.7), R̃` (2.3.8), çàäàíi â ïiäðîçäi-

ëi 2.3, µρ, αs, µ̃ρ′, α̃s′, β̃s′, x̂sρ, ỹs′ρ′, ŷ
s′p′
sp � âàãè i âóçëè êóáàòóðíèõ ôîðìóë i
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äèñêðåòíîãî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó, çàäàíèõ â (2.4.5), (2.4.6), (2.4.9), à Y R
k,m �

äiéñíîçíà÷íi ñôåðè÷íi ãàðìîíiêè (2.6.1).

Òåîðåìà 3.3.7. Ôóíêöi¨ ψ̃`, ` = 1, 2 :

ψ̃`(x̂) =
n∑
k=0

k∑
m=−k

ψ`k,mY
R
k,m(x̂), ` = 1, 2, n ∈ N0, x̂ ∈ S2 (3.3.8)

¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.4) i (3.3.5),

ÿêùî íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè ψ`k,m ∈ R ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíèõ ñèñòåì àë-

ãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:
n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÂ

21
kk′mm′ + ψ2

k,mÂ
22
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsfp(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÃ

11
kk′mm′ + ψ2

k,mÃ
12
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsgp(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

,

(3.3.9)

k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′ i
n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÃ

21
kk′mm′ + ψ2

k,mÃ
22
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsg̃p(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÂ

11
kk′mm′ + ψ2

k,mÂ
12
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsf̃p(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

,

(3.3.10)

k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′ âiäïîâiäíî. Ïðè÷îìó äëÿ f, g̃ ∈ Cr(Γ2), g, f̃ ∈

Cr(Γ1), r > 0 âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

‖ψ` − ψ̃`‖C(Γ`) ≤ Cn−r, ` = 1, 2, (3.3.11)

äå êîíñòàíòà C = C(‖ψ`‖Cr(Γ`)).

Äîâåäåííÿ. Ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (3.3.9) i (3.3.10) îòðèìàíi â ðåçóëü-

òàòi çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Âiíåðòà [115] äî ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.4)

i (3.3.5). Òîáòî, ïiñëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ iíòåãðàëiâ â ñèñòåìàõ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü çà ôîðìóëàìè (2.4.5), (2.4.6), àïðîêñèìàöi¨ íåâiäîìèõ ãó-

ñòèí ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ äiéñíîçíà÷íèõ ñôåðè÷íèõ ãàðìîíiê (3.3.8), çàñòî-
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ñóâàííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó (2.4.9) ç äiéñíîçíà÷íèìè ñôåðè÷íèìè ãàðìîíi-

êàìè Y R
k′,m′ äî ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, îòðèìà¹ìî ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü (3.3.9) i (3.3.10).

Îöiíêà (3.3.11) îòðèìàíà íà îñíîâi ðîáîòè I. Sloan i I. Graham [67] ïî

÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííþ çàäà÷i äèôðàêöi¨ (ïðî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ií-

òåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ðîäó äëÿ ðiâíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà â òðèâèìiðíèõ

îáëàñòÿõ).

Çàóâàæåííÿ 3.3.8. Çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Â`j, Ã`j, `, j = 1, 2 âèìàãà¹

âåëèêî¨ êiëüêîñòi îïåðàöié, äëÿ çìåíøåííÿ ¨õíüî¨ êiëüêîñòi ïîòðiáíî âèêî-

íàòè äîäàòêîâó îïòèìiçàöiþ, çà ðàõóíîê îá÷èñëåííÿ ïðîìiæíèõ ìàòðèöü,

ÿêà äëÿ äàíèõ êîåôiöi¹íòiâ íàâåäåíà â ïiäðîçäiëi 2.6.

Íàñëiäîê 3.3.9. Ôóíêöiÿ unn′ :

unn′(x) =
2∑
`=1

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′α̃s′ψ̃`(ỹs′ρ′)Φ(x, q`(ỹs′ρ′))Jq`(ỹs′ρ′), x ∈ D,

äå ãóñòèíà ψ̃` ìà¹ âèãëÿä (3.3.8), ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ìiøàíèõ çàäà÷

Íåéìàíà-Äiðiõëå 3.1.2 i Äiðiõëå-Íåéìàíà 3.1.1.

Äîâåäåííÿ. Äàíà ôîðìóëà ¹ ðåçóëüòàòîì ïàðàìåòðèçàöi¨ iíòåãðàëiâ â ïîäàííi

ðîçâ'ÿçêó (3.3.1) i çàñòîñóâàííi êóáàòóðíî¨ ôîðìóëè (2.4.5) äëÿ íàáëèæåíîãî

îá÷èñëåííÿ ïîâåðõíåâèõ iíòåãðàëiâ áåç îñîáëèâîñòi â ÿäði.

Ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ êðîêiâ iòåðàöiéíèõ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ ïðîöåñiâ ïîòðiáíî

îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ àáî íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà îäíié ç ãðàíèöü, òî

ïîòðiáíî ìàòè òàêîæ âiäïîâiäíi ðîçðàõóíêîâi ôîðìóëè.

Íàñëiäîê 3.3.10. Íåõàé ôóíêöiÿ unn′ � ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Íåéìàíà-Äiðiõëå, äå ãóñòèíè ψ̃1, ψ̃2 ìàþòü âèãëÿä (3.3.8). Òîäi

unn′(q2(x̂)) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′α̃s′ψ̃1(ỹs′ρ′)L21(x̂, ỹs′ρ′)

+ µ̃ρ′β̃s′ψ̃2(T
−1
x̂ ỹs′ρ′)R2(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′)

)
, x̂ ∈ S2. (3.3.12)
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∂unn′

∂ν
(q1(x̂)) =

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′β̃s′ψ̃1(T

−1
x̂ ỹs′ρ′)R̃1(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′, x̂)

+ µ̃ρ′α̃s′ψ̃2(ỹs′ρ′)M12(x̂, ỹs′ρ′)
)
− 1

2
ψ̃1(x̂), x̂ ∈ S2. (3.3.13)

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi âëàñòèâîñòåé ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó, äèâ. [97], ç

ïîäàííÿ ôóíêöi¨ â îáëàñòi D (3.3.8) îòðèìà¹ìî ïîäàííÿ ôóíêöi¨ íà çîâíi-

øíié ïîâåðõíi Γ2 i íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié ïîâåðõíi Γ1. Äîâåäåííÿ

îòðèìó¹ìî ïiñëÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ äàíèõ ôîðìóë iç íàñòóïíèì çàñòîñóâàííÿì

êóáàòóðíèõ ôîðìóë (2.4.5), (2.4.6).

Íàñëiäîê 3.3.11. Íåõàé ôóíêöiÿ unn′ ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äi-

ðiõëå-Íåéìàíà, äå ãóñòèíè ψ̃1, ψ̃2 ìàþòü âèãëÿä (3.3.8). Òîäi

∂unn′

∂ν
(q2(x̂)) =

1

2
ψ̃2(x̂) +

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′α̃s′ψ̃1(ỹs′ρ′)M21(x̂, ỹs′ρ′)

+ µ̃ρ′β̃s′ψ̃2(T
−1
x̂ ỹs′ρ′)R̃2(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′, x̂)

)
, x̂ ∈ S2. (3.3.14)

unn′(q1(x̂)) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′β̃s′ψ̃1(T

−1
x̂ ỹs′ρ′)R1(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′)

+ µ̃ρ′α̃s′ψ̃2(ỹs′ρ′)L12(x̂, ỹs′ρ′)
)
, x̂ ∈ S2. (3.3.15)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.3.10.

3.3.2 ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Äiðiõëå

Òðèâèìiðíó çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, äèâ. îçí. 3.2.7, ðîç-

â'ÿçóâàòèìåìî àíàëîãi÷íî äî ìiøàíèõ çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà i Íåéìàíà-

Äiðiõëå.

Òåîðåìà 3.3.12. Ñóìà ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

u(x) =
2∑
j=1

∫
Γj

φj(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ D (3.3.16)
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¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äiðiõëå, ÿêùî íåâiäîìi ãóñòèíè φ1 ∈ C(Γ1) i φ2 ∈ C(Γ2)

¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü: S21φ1 + S22φ2 = f íà Γ2

S11φ1 + S12φ2 = f̃ íà Γ1

. (3.3.17)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî òåîðåìè 2.1.7, âðàõîâóþ÷è íåïåðåðâíiñòü ïîòåíöi-

àëó ïðîñòîãî øàðó ïðè ïåðåõîäi ÷åðåç ãðàíèöþ, äèâ. [97].

Òåîðåìà 3.3.13. Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.17) ìà¹ ¹äèíèé ðîç-

â'ÿçîê φj ∈ C0,α(Γj), j = 1, 2, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ,

ÿêùî f ∈ C0,α(Γ2) i f̃ ∈ C0,α(Γ1).

Äîâåäåííÿ. Äèâ., íàïðèêëàä, [97].

Çíîâó ââàæà¹ìî, ùî iñíóþòü ôóíêöi¨ âiäîáðàæåííÿ q1, q2 :

qj : S2 → Γj, j = 1, 2.

Íàñëiäîê 3.3.14. Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.17) ¹ åêâiâàëåíòíîþ

íàñòóïíié ñèñòåìi ïàðàìåòðèçîâàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü: S̃21ψ1 + S̃22ψ2 = fp íà S2

S̃11ψ1 + S̃12ψ2 = f̃p íà S2
, (3.3.18)

äå ψ`(x̂) = φ(q`(x̂)), ` = 1, 2, fp(x̂) = f(q2(x̂)), f̃p(x̂) = f̃(q1(x̂)), ∀x̂ ∈ S2.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi çàñòîñóâàííÿ ái¹êòèâíèõ ôóíêöié âiäîáðàæåíü q1, q2 ç

âðàõóâàííÿì âèãëÿäó îïåðàòîðà S̃.

Äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè (3.3.18), àíàëîãi÷íî âèïàäêó ìiøàíèõ

çàäà÷, âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Âiíåðòà [115].

Òåîðåìà 3.3.15. Ôóíêöi¨ ψ̃`, ` = 1, 2 :

ψ̃`(x̂) =
n∑
k=0

k∑
m=−k

ψ`k,mY
R
k,m(x̂), ` = 1, 2, n ∈ N0, x̂ ∈ S2 (3.3.19)
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¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.18), ÿêùî íå-

âiäîìi êîåôiöi¹íòè ψ`k,m ∈ R ¹ ðîçâ'ÿçêîì íàñòóïíî¨ ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ

ðiâíÿíü:
n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÂ

21
kk′mm′ + ψ2

k,mÂ
22
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsfp(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

n∑
k=0

k∑
m=−k

(
ψ1
k,mÂ

11
kk′mm′ + ψ2

k,mÂ
12
kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsf̃p(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

,

(3.3.20)

k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′. Ïðè÷îìó äëÿ f ∈ Cr(Γ2), f̃ ∈ Cr(Γ1), r > 0

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

‖ψ` − ψ̃`‖C(Γ`) ≤ Cn−r, ` = 1, 2, (3.3.21)

äå êîíñòàíòà C = C(‖ψ`‖Cr(Γ`)).

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ âiäïîâiäíî¨ òåîðåìè äëÿ ìiøàíèõ çàäà÷

3.3.7.

Çàóâàæåííÿ 3.3.16. Çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ Â`j âèìàãà¹ âåëèêî¨ êiëü-

êîñòi îïåðàöié, äëÿ çìåíøåííÿ ¨õíüî¨ êiëüêîñòi ïîòðiáíî âèêîíàòè äîäà-

òêîâó îïòèìiçàöiþ, ÿêà íàâåäåíà â ïiäðîçäiëi 2.6.

Íàñëiäîê 3.3.17. Ôóíêöiÿ unn′ :

unn′(x) =
2∑
`=1

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′α̃s′ψ̃`(ỹs′ρ′)Φ(x, q`(ỹs′ρ′))Jq`(ỹs′ρ′), x ∈ D,

äå ãóñòèíà ψ̃` ìà¹ âèãëÿä (3.3.19), ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äiðiõëå

äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà 3.2.7.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.3.9.

Äëÿ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà ïîòðiáíî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ íîð-

ìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà çîâíiøíié ãðàíèöi Γ2.
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Íàñëiäîê 3.3.18. Íåõàé ôóíêöiÿ unn′ ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Äi-

ðiõëå, äå ãóñòèíè ψ̃1, ψ̃2 ìàþòü âèãëÿä (3.3.19). Òîäi íàáëèæåíå çíà÷åííÿ

íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Äiðiõëå äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà íà

çîâíiøíié ãðàíèöi Γ2 ìà¹ âèãëÿä:

∂unn′

∂ν
(q2(x̂)) =

1

2
ψ̃2(x̂) +

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′α̃s′ψ̃1(ỹs′ρ′)M21(x̂, ỹs′ρ′)

+ µ̃ρ′β̃s′ψ̃2(T
−1
x̂ ỹs′ρ′)R̃2(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′, x̂)

)
, x̂ ∈ S2. (3.3.22)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.3.10.

3.3.3 ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ðîáiíà

Ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Ðîáiíà 3.2.8.

Äàíó çàäà÷ó áóäåìî òàêîæ ðîçâ'ÿçóâàòè íåïðÿìèì ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü.

Òåîðåìà 3.3.19. Ñóìà ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

u(x) =
2∑
j=1

∫
Γj

φj(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ D (3.3.23)

¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Ðîáiíà, ÿêùî íåâiäîìi ãóñòèíè φ1 ∈ C(Γ1) i φ2 ∈ C(Γ2)

¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ëiíiéíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:
K21φ1 +

(
1

2
I +K22

)
φ2 + µ(S21φ1 + S22φ2) = g íà Γ2(

−1

2
I +K11

)
φ1 +K12φ2 + µ(S11φ1 + S12φ2) = g̃ íà Γ1

. (3.3.24)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1.7, âðàõîâóþ÷è òåîðåìè ïðî

ñòðèáêè ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó, äèâ. [97].

Òåîðåìà 3.3.20. Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.24) ìà¹ ¹äèíèé ðîç-

â'ÿçîê φj ∈ C(Γj), j = 1, 2, ÿêèé íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ,

ÿêùî g ∈ C(Γ2) i g̃ ∈ C(Γ1).
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Äîâåäåííÿ. Äèâ., íàïðèêëàä, [97].

Ââàæà¹ìî, ùî iñíóþòü ôóíêöi¨ âiäîáðàæåííÿ q1, q2 :

qj : S2 → Γj, j = 1, 2.

Íàñëiäîê 3.3.21. Ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.24) ¹ åêâiâàëåíòíîþ

íàñòóïíié ñèñòåìi ïàðàìåòðèçîâàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü:
K̃21ψ1 +

(
1

2
I + K̃22

)
ψ2 + µ(S̃21ψ1 + S̃22ψ2) = gp íà S2(

−1

2
I + K̃11

)
ψ1 + K̃12ψ2 + µ(S̃11ψ1 + S̃12ψ2) = g̃p íà S2

, (3.3.25)

äå ψ`(x̂) = φ(q`(x̂)), ` = 1, 2, gp(x̂) = g(q2(x̂)), g̃p(x̂) = g̃(q1(x̂)), ∀x̂ ∈ S2.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi çàñòîñóâàíü ái¹êòèâíèõ ôóíêöié âiäîáðàæåíü q1, q2 ç

âðàõóâàííÿì âèãëÿäó îïåðàòîðiâ S̃, K̃.

Äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè (3.3.25), àíàëîãi÷íî äî ìiøàíèõ çàäà÷ i

çàäà÷i Äiðiõëå, âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Âiíåðòà.

Òåîðåìà 3.3.22. Ôóíêöi¨ ψ̃`, ` = 1, 2 :

ψ̃`(x̂) =
n∑
k=0

k∑
m=−k

ψ`k,mY
R
k,m(x̂), ` = 1, 2, n ∈ N0, x̂ ∈ S2 (3.3.26)

¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.3.25), ÿêùî íå-

âiäîìi êîåôiöi¹íòè ψ`k,m ∈ R ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü:
n∑
k=0

k∑
m=−k

2∑
j=1

ψjk,m

(
Ã2j
kk′mm′ + µÂ2j

kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsgp(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

n∑
k=0

k∑
m=−k

2∑
j=1

ψjk,m

(
Ã1j
kk′mm′ + µÂ1j

kk′mm′

)
=

n+1∑
s=1

2n+1∑
ρ=0

µραsg̃p(x̂sρ)Y
R
k′,m′(x̂sρ)

,

(3.3.27)

k′ = 0, ..., n, m′ = −k′, ..., k′. Ïðè÷îìó äëÿ g ∈ Cr(Γ2), g̃ ∈ Cr(Γ1), r > 0

âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

‖ψ` − ψ̃`‖C(Γ`) ≤ Cn−r, ` = 1, 2, (3.3.28)

äå êîíñòàíòà C = C(‖ψ`‖Cr(Γ`)).
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Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 3.3.7.

Íàñëiäîê 3.3.23. Ôóíêöiÿ unn′ :

unn′(x) =
2∑
`=1

n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

µ̃ρ′α̃s′ψ̃`(ỹs′ρ′)Φ(x, q`(ỹs′ρ′))Jq`(ỹs′ρ′), x ∈ D,

äå ãóñòèíà ψ̃` ìà¹ âèãëÿä (3.3.26), ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Ðîáiíà

3.2.8.

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.3.9.

Äëÿ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà ïîòðiáíî îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ðîç-

â'ÿçêó çàäà÷i Ðîáiíà íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1.

Íàñëiäîê 3.3.24. Íåõàé ôóíêöiÿ unn′ � ¹ íàáëèæåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i

Ðîáiíà, äå ãóñòèíè ψ̃1, ψ̃2 ìàþòü âèãëÿä (3.3.26). Òîäi

unn′(q1(x̂)) =
n′+1∑
s′=1

2n′+1∑
ρ′=0

(
µ̃ρ′β̃s′ψ̃1(T

−1
x̂ ỹs′ρ′)R1(x̂, T

−1
x̂ ỹs′ρ′)

+ µ̃ρ′α̃s′ψ̃2(ỹs′ρ′)L12(x̂, ỹs′ρ′)
)
, x̂ ∈ S2. (3.3.29)

Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ íàñëiäêó 3.3.10.

Îòæå, â äàíîìó ïiäðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî àëãîðèòìè äëÿ ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ óñiõ òðèâèìiðíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ïî-

òðiáíèõ äëÿ ðåãóëÿðèçóþ÷èõ iòåðàöiéíèõ àëãîðèòìiâ.

3.4. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿç-

êiâ òðèâèìiðíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, ÿêi âèíèêàþòü, ÿê

äîäàòêîâi çàäà÷i â iòåðàöiéíèõ ïðîöåñàõ. Ïîòiì íàâåäåìî ïðèêëàäè ðåêîí-

ñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi, çà âiäîìèìè çíà÷åííÿìè äàíèìè

Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi.
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Ðîçãëÿíåìî âèïàäêè òî÷íèõ i çáóðåíèõ äàíèõ. Âèïàäêîâèì ÷èíîì çàäàíi

çíà÷åííÿ øóìó âíåñåíi ó çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà çîâíiøíié ãðàíèöi

g2, ïðè÷îìó âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà:

‖g2 − gδ2‖L2(Γ2) ≤ δ,

äå δ > 0 � ðiâåíü øóìó. Çáóðåííÿ çàäàþòüñÿ çà ôîðìóëîþ (2.7.1).

Â ïðèêëàäi 1 ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ

çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ ìåòîäîì

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Â ïðèêëàäi 2 íàâåäåìî çàñòîñóâàííÿ àëüòåðíóþ÷îãî

ìåòîäó äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi, à â ïðèêëàäi 3 � ÷èñåëüíi

ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi ïiñëÿ àïðîáàöi¨ äâîõ ìîäèôiêàöié óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó

Ëàíäâåáåðà äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.

Ïðèêëàä 1

Íåõàé âíóòðiøíÿ ãðàíèöÿ îáëàñòi Γ1 � öå ïîâåðõíÿ, ÿêà ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå

ïîäàííÿ:

Γ1 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, 2 sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,

äå

r(θ, ϕ) =
1

(2
√

1 +
√

2)

√
cos(2θ) +

√
2− sin2(2θ)

,

à çîâíiøíÿ Γ2 � öå ïîâåðõíÿ ç ïàðàìåòðè÷íèì ïîäàííÿì:

Γ2 = {ξ(θ, ϕ) = 1.5(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} .

Âèãëÿä îáëàñòi íàâåäåíî íà ðèñ. 3.1.

Â ðîëi òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) âèáåðåìî ôóíêöiþ:

uex(x) = sin x1 sinhx2, x ∈ D.
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Ðèñ. 3.1: Âèãëÿä îáëàñòi äëÿ ïðèêëàäó 1.

Â òàáëèöÿõ 3.1, 3.2 íàâåäåíî çíà÷åííÿ ïîõèáîê ÷èñåëüíèõ ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷

Íåéìàíà-Äiðiõëå, Äiðiõëå-Íåéìàíà, Äiðiõëå i Ðîáiíà ç ãðàíè÷íèìè ôóíêöiÿ-

ìè, çãåíåðîâàíèìè ç âèãëÿäó òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó uex, òîáòî:

uex(x) = sinx1 sinhx2, x ∈ Γj, j = 1, 2,

∂uex
∂ν

(x) = (cos x1 sinhx2, sinx1 coshx2, 0)ν(x), x ∈ Γj, j = 1, 2

i µ = 1 � äëÿ ãåíåðàöi¨ äàíèõ äëÿ çàäà÷i Ðîáiíà.

Ðåçóëüòàòè, íàâåäåíi â òàáëèöÿõ, ïiäòâåðäæóþòü ñóïåðàëãåáðà¨÷íèé ïî-

ðÿäîê çáiæíîñòi ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ïðÿìèõ êîðåêòíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ àíàëiòè÷íèõ âõiäíèõ äà-

íèõ. Ïîäiáíi ðåçóëüòàòè ìîæíà îòðèìàòè äëÿ iíøî¨ êîíôiãóðàöi¨ îáëàñòi i

iíøèõ äîñòàòíüî ãëàäêèõ âõiäíèõ äàíèõ.
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çàäà÷à Íåéìàíà-Äiðiõëå çàäà÷à Äiðiõëå-Íåéìàíà

n = n
′ ‖u− un‖L2(Γ2) ‖u− un‖L2(Γ1)

2 5.30E�01 2.08E�02

4 1.84E�02 2.48E�04

6 4.54E�04 2.67E�06

8 8.09E�06 1.74E�08

Òàáë. 3.1: L2 ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêiâ ìiøàíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ

ïðèêëàäó 1.

çàäà÷à Äiðiõëå çàäà÷à Ðîáiíà

n = n
′

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ2)

‖u− un‖L2(Γ1)

2 7.68E�01 3.32E�01

4 5.07E�02 2.27E�02

6 1.86E�03 2.74E�04

8 4.40E�05 1.05E�06

Òàáë. 3.2: L2 ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêiâ ïðÿìèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà äëÿ

ïðèêëàäó 1.

Ïðèêëàä 2

Â äàíîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ íåâiäîìèõ

äàíèõ Êîøi, âèêîðèñòîâóþ÷è àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä.

Íåõàé âíóòðiøíÿ ãðàíèöÿ îáëàñòi Γ1 � öå ïîâåðõíÿ, ÿêà ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå

ïîäàííÿ:

Γ1 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, 2 sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,

äå

r(θ, ϕ) =
1

(2
√

1 +
√

2)

√
cos(2θ) +

√
2− sin2(2θ)

,
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à çîâíiøíÿ Γ2 � öå ïîâåðõíÿ ç ïàðàìåòðè÷íèì ïîäàííÿì:

Γ2 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,

äå

r(θ, ϕ) =
√

0.8 + 0.2(cos(2ϕ)− 1)(cos(4θ)− 1).

Âèãëÿä îáëàñòi íàâåäåíî íà ðèñ. 3.2.
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Ðèñ. 3.2: Âèãëÿä îáëàñòi äëÿ ïðèêëàäó 2.

Â ðîëi òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) âèáåðåìî ôóíêöiþ:

u(x) = x2
2 − x2

3 + x1, x ∈ D.

Òîäi, âiäîìèìè äàíèìè Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi áóäóòü ôóíêöi¨:

f2(x) = x2
2 − x2

3 + x1, x ∈ Γ2,

g2(x) = (1, 2x2,−2x3)ν(x), x ∈ Γ2.

Ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi äëÿ

òî÷íèõ i 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ íàâåäåíi â òàáëèöi 3.3 (çáóðåíi äàíi çãå-

íåðîâàíi çà ïðàâèëîì (2.7.1)) ïðè n = n′ = 8.
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Íà ðèñ. 3.3 íàâåäåíî ãðàôiêè òî÷íèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ i îòðèìàíèõ çíà-

÷åíü ôóíêöi¨ çà àëüòåðíóþ÷èì ìåòîäîì, ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ, à

íà ðèñ. 3.5 � âiäïîâiäíi ãðàôiêè äëÿ çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ. Àíàëîãi÷íi ãðà-

ôiêè äëÿ çíà÷åíü íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íàâåäåíi íà ðèñ. 3.4, ðèñ. 3.6. Ãðàôiêè

çìií L2 ïîõèáîê çíà÷åíü ôóíêöi¨, çàëåæíî âiä êiëüêîñòi iòåðàöié, íàâåäåíî íà

ðèñ. 3.7.

Ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü iòåðàöié äëÿ òî÷íèõ äàíèõ ðiâíà 700, à äëÿ çáóðå-

íèõ � 250.

δ k∗ ‖u− un‖L2(Γ1)

∥∥∥∥∂u∂ν − ∂un
∂ν

∥∥∥∥
L2(Γ1)

0% 64 1.92E�02 1.84E�01

3% 17 3.85E�02 3.10E�01

Òàáë. 3.3: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó òî÷íèõ i çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 2.
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Ðèñ. 3.3: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè

òî÷íèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 2.
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Ðèñ. 3.4: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè òî÷íèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 2.
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Ðèñ. 3.5: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè

3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 2.

Ïðèêëàä 3

Â äàíîìó ïðèêëàäi ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ íåâiäîìèõ

äàíèõ Êîøi, âèêîðèñòîâóþ÷è óçàãàëüíåíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà.

Íåõàé âíóòðiøíÿ ãðàíèöÿ îáëàñòi Γ1 � öå ïîâåðõíÿ, ÿêà ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå

ïîäàííÿ:

Γ1 = {ξ(θ, ϕ) = r(θ, ϕ)(sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} ,
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Ðèñ. 3.6: Òî÷íi i íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ âiä ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3% çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 2.
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Ðèñ. 3.7: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü ôóíêöi¨ ïðè òî÷íèõ i 3 % çáóðåíèõ äàíèõ äëÿ

ïðèêëàäó 2 (âåðõíié ãðàôiê, öå ãðàôiê çìií ïîõèáîê íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨).

äå

r(θ, ϕ) = 0.2
(

0.6 +
√

4.25 + 2 cos 3θ
)
,

à çîâíiøíÿ Γ2 � öå ïîâåðõíÿ ç ïàðàìåòðè÷íèì ïîäàííÿì:

Γ2 = {ξ(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, 1.5 sin θ sinϕ, 1.5 cos θ), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π} .

Âèãëÿä îáëàñòi íàâåäåíî íà ðèñ. 3.8.

Â ðîëi òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (1.2.1) âèáåðåìî ôóíêöiþ:

u(x) = x2
2 − x2

3 + x1, x ∈ D.
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Ðèñ. 3.8: Âèãëÿä îáëàñòi äëÿ ïðèêëàäó 3.

Òîäi, âiäîìèìè äàíèìè Êîøi íà çîâíiøíié ãðàíèöi áóäóòü ôóíêöi¨:

f2(x) = x2
2 − x2

3 + x1, x ∈ Γ2,

g2(x) = (1, 2x2,−2x3)ν(x), x ∈ Γ2.

Ðåçóëüòàòè ðåêîíñòðóêöi¨ äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi äëÿ

òî÷íèõ i 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ íàâåäåíi â òàáëèöi 3.4 (çáóðåíi äàíi çãå-

íåðîâàíi çà ïðàâèëîì (2.7.1)) ïðè n = n′ = 8.

Íà ðèñ. 3.9 íàâåäåíî ãðàôiêè òî÷íèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ i îòðèìàíèõ çà óçà-

ãàëüíåíèì ìåòîäîì Ëàíäâåáåðà (3.2.2) çíà÷åíü ôóíêöi¨, ó âèïàäêó òî÷íèõ

âõiäíèõ äàíèõ, à íà ðèñ. 3.10 � âiäïîâiäíi ãðàôiêè äëÿ çáóðåíèõ âõiäíèõ äà-

íèõ. Ãðàôiêè çìií L2 ïîõèáîê çíà÷åíü ôóíêöi¨, çàëåæíî âiä êiëüêîñòi iòåðàöié,

íàâåäåíî íà ðèñ. 3.11.

Òàêîæ íà ðèñ. 3.12, ðèñ. 3.13, ðèñ. 3.14 íàâåäåíî âiäïîâiäíi ãðàôiêè, îòðè-

ìàíèõ â ðåçóëüòàòi òåñòóâàííÿ iíøî¨ ìîäèôiêàöi¨ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàí-

äâåáåðà (3.2.10).
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Ó âèïàäêó äâîõ àëãîðèòìiâ ïàðàìåòð ðåëàêñàöi¨ γ = 0.5, à äëÿ çàäà÷i

Ðîáiíà ïàðàìåòð µ = 1. Ìàêñèìàëüíà êiëüêiñòü iòåðàöié äëÿ òî÷íèõ äàíèõ

ðiâíà 700, à äëÿ çáóðåíèõ � 250.

àëãîðèòì 3.2.2 àëãîðèòì 3.2.10

δ k∗ ‖u− un‖L2(Γ1) k∗ ‖u− un‖L2(Γ1)

0% 700 1.97E�02 700 2.46E�02

3% 91 9.17E�02 119 8.83E�02

Òàáë. 3.4: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi îáëàñòi ó

âèïàäêó òî÷íèõ i çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 3.9: Òî÷íi i çãåíåðîâàíi çà àëãîðèòìîì 3.2.2 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíóòði-

øíié ãðàíèöi Γ1, ïðè òî÷íèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 3.10: Òî÷íi i çãåíåðîâàíi çà àëãîðèòìîì 3.2.2 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3 % çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 3.11: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü ôóíêöi¨, ïðè òî÷íèõ i 3 % çáóðåíèõ äàíèõ çà

àëãîðèòìîì 3.2.2, äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 3.12: Òî÷íi i çãåíåðîâàíi çà àëãîðèòìîì 3.2.10 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè òî÷íèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 3.13: Òî÷íi i çãåíåðîâàíi çà àëãîðèòìîì 3.2.10 çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà âíó-

òðiøíié ãðàíèöi Γ1, ïðè 3 % çáóðåíèõ äàíèõ, äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Ðèñ. 3.14: L2 ïîõèáêè çíà÷åíü ôóíêöi¨, ïðè òî÷íèõ i 3 % çáóðåíèõ äàíèõ çà

àëãîðèòìîì 3.2.10, äëÿ ïðèêëàäó 3.

Íàâåäåíi ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ïîêàçóþòü, ùî çàñòîñóâàííÿ iòåðàöiéíèõ

ìåòîäiâ ðåãóëÿðèçàöi¨ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíî¨ òðèâèìið-

íî¨ çàäà÷i Êîøi äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê. Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê

çáiãà¹òüñÿ äî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ïðè òî÷íî çàäàíèõ âõiäíèõ äàíèõ, à äëÿ âè-

ïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ � ïîõèáêà ðiçíèöi ìiæ òî÷íèì i íàáëèæåíèì çíà÷åííÿ-

ìè çìåíøó¹òüñÿ äî ïåâíîãî çíà÷åííÿ, ùî é áóëî ïðîãíîçîâàíî òåîðåòè÷íèìè

äîñëiäæåííÿìè.

Ðîçãëÿíóòî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ç ðiçíèìè êîíôiãóðàöiÿìè îáëàñòåé òà ði-

çíèìè âiäîìèìè äàíèìè Êîøi, â óñiõ âèïàäêàõ îòðèìàíî ñòiéêèé íàáëèæå-

íèé ðîçâ'ÿçîê, ùî ïiäòâåðäæó¹ òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ i äåìîíñòðó¹ øèðîêó

îáëàñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäiâ.

Òàêîæ íàâåäåíî ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ çàäà÷. Äëÿ

ðîçãëÿíóòèõ ïðèêëàäiâ îòðèìàíî ñóïåðàëãåáðà¨÷íó çáiæíiñòü ïðè çáiëüøåííi

ïàðàìåòðó äèñêðåòèçàöi¨, ùî ïiäòâåðäæó¹ òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ äëÿ äîñòà-

òíüî ãëàäêèõ ôóíêöié i âiäïîâiäíèõ îáëàñòåé.
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Â äàíîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî iòåðàöiéíi ðåãóëÿðèçóþ÷i àëãîðèòìè

äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëà-

ñà. Ñïî÷àòêó â ðîáîòi ïîêàçàëè àëãîðèòì àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó, äîâåëè çái-

æíiñòü äàíîãî ïðîöåñó i äîâåëè, ùî äàíèé ìåòîä âîëîäi¹ ðåãóëÿðèçóþ÷èìè

âëàñòèâîñòÿìè. Ïîòiì ïîêàçàëè àëãîðèòìè äâîõ ìîäèôiêàöié óçàãàëüíåíî-

ãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà, íåçàëåæíèõ âiä âèãëÿäó ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà. Äëÿ

äàíèõ àëãîðèòìiâ òàêîæ äîâåëè çáiæíiñòü i âîëîäiííÿ âëàñòèâîñòÿìè ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨.

Îñêiëüêè �áóäiâåëüíèìè� åëåìåíòàìè óñiõ iòåðàöiéíèõ àëãîðèòìiâ ¹ ðîç-

â'ÿçóâàííÿ ïðÿìèõ òðèâèìiðíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, òî

â äàíîìó ðîçäiëi òàêîæ ðîçãëÿíóëè àëãîðèòìè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

òðèâèìiðíèõ çàäà÷ Íåéìàíà-Äiðiõëå, Äiðiõëå-Íåéìàíà, Äiðiõëå i Ðîáiíà äëÿ

ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Ãðàíè÷íi çàäà÷i ðîçâ'ÿçóâàëè, âèêîðèñòîâóþ÷è íåïðÿìèé

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, âèêîðèñòàëè ìåòîä Âiíåðòà äëÿ äèñêðåòèçàöi¨

îòðèìàíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ äàíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ïîêà-

çàëè äåêiëüêà ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi ïîêàçóþòü âèñîêó åôåêòèâíiñòü

ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó âèïàäêó êîðåêòíèõ çàäà÷.

Ïðîäåìîíñòðóâàëè äåêiëüêà ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîç-

â'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi, âèêîðèñòîâóþ÷è óñi iòåðàöiéíi àëãîðèòìè. Ïîáà÷èëè

çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü ðîçãëÿíóòèõ iòåðàöiéíèõ ìåòîäiâ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i Êîøi.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó i ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ìiøàíèõ çàäà÷àõ îïóáëiêîâàíi ó [39], äëÿ äâîõ ìîäèôiêàöié óçàãàëüíåíîãî

ìåòîäó Ëàíäâåáåðà i çàäà÷i Ðîáiíà îïóáëiêîâàíi ó [33, 37], à äëÿ ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Äiðiõëå ó [7].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóëî ðîçðîáëåíî, çàñòîñîâàíî i îá ðóíòîâàíî åôåêòèâ-

íi ÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i Êîøi

äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà â äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

1. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì çâåäåííÿ ïðÿìèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ó

òðèâèìiðíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ, ç ãðàíè÷íèìè ïîâåðõíÿìè içîìîð-

ôíèìè îäèíè÷íié ñôåði, äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîñëiäæåí-

íî êîðåêòíiñòü îòðèìàíèõ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ó âiäïîâiäíèõ

ïðîñòîðàõ, âèäiëåíî ñëàáêi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ.

2. Çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîðåêòíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

çà äîïîìîãîþ äèñêðåòíîãî ïðîåêöiéíîãî ìåòîäó Ãàëüîðêiíà ç âèêîðè-

ñòàííÿì ñïåöiàëüíèõ êóáàòóðíèõ ôîðìóë (ìåòîä Âiíåðòà). Äîñëiäæåíî

çáiæíiñòü òà âñòàíîâëåíî îöiíêè ïîõèáîê ìåòîäó. Çäiéñíåíî îïòèìiçàöiþ

êiëüêîñòi îá÷èñëåíü îäåðæàíîãî àëãîðèòìó. Âèêîíàíî ÷èñåëüíi åêñïåðè-

ìåíòè, ÿêi ïiäòâåðäæóþòü îòðèìàíi îöiíêè ïîõèáîê.

3. Ðîçðîáëåíî àëãîðèòì äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîñòàâëåíî¨ îáåð-

íåíî¨ òðèâèìiðíî¨ çàäà÷i ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà â ïî¹äíàííi

ç ïðÿìèì i íåïðÿìèì ìåòîäàìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äîâåäåíî êîðå-

êòíiñòü çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó Òiõîíîâà ó âèïàäêó äâîõ ïiäõîäiâ ïîäàííÿ

ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i. Âèäiëåíî ñëàáêi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ îòðèìàíèõ ñè-

ñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äâîâèìiðíi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ äèñêðåòè-

çîâàíi çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Âiíåðòà. Çäiéñíåíî îïòèìiçàöiþ êiëüêîñòi

îá÷èñëåíü. Ðåàëiçîâàíî ìåòîä L-êðèâèõ äëÿ âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨. Ïðîâåäåíî ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè äëÿ äâîõ ìîäèôiêàöié ìåòîäó

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ òî÷íèõ i çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ, ÿêi ïiäòâåð-
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äæóþòü ñòiéêiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó.

4. Ðåàëiçîâàíî iòåðàöiéíèé àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ çàäà÷i Êîøi. Âñòàíîâëåíî ðåãóëÿðèçóþ÷i âëàñòèâîñòi ìåòîäó,

çàïðîïîíîâàíî êðèòåðié çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ìåòîäó òà ïîêàçàíî éîãî

çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü. Âèêîðèñòàíî ìåòîä ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êîðåêòíèõ òðèâèìiðíèõ ìiøàíèõ çàäà÷. Íàâå-

äåíî ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ, ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ñòiéêiñòü

ìåòîäó.

5. Çàïðîïîíîâàíî äâi ìîäèôiêàöi¨ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó Ëàíäâåáåðà äëÿ

÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáåðíåíî¨ çàäà÷i. Âñòàíîâëåíî ðåãóëÿðèçóþ÷i

âëàñòèâîñòi ìåòîäiâ, ïîêàçàíî ¨õ çáiæíiñòü i ñòiéêiñòü. Çàñòîñîâàíî ìå-

òîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷,

çàäà÷i Äiðiõëå i Ðîáiíà â òðèâèìiðíèõ îáëàñòÿõ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Âèêîíàíî ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè, ÿêi ïiäòâåðäæóþòü ñòiéêiñòü äàíèõ

ìåòîäiâ.

Óñi òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ äëÿ çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòìiâ ïiäòâåðäæåíî

ðåçóëüòàòàìè ðiçíèõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ.
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