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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми дослiдження. Дисертацiйна робота присвячена
вивченню дискретних нескiнченновимiрних гамiльтонових систем, якi широ-
ко використовуються в нелiнiйнiй фiзицi для моделювання складних оптич-
них i квантових явищ. До таких систем належать нескiнченнi системи нелiнiй-
них осциляторiв, дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, системи типу Фермi-
Пасти-Улама, дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера.

Такi моделi з фiзичної точки зору дослiджували О. Браун, Ю. Кiвшар,
Д. Хеннiнг, Г. Цiронiс, Ж. Тамга, М. Ремуссене, Ф. Флах, К. Кладко,
Ж. Пуже, С. Такено, I. Батт, Дж. Ваттiс, Ю. Доi, А. Накатанi, Ф. Франк,
Я. Френкель, Т. Конторова, Дж. ван дер Мерве, А. Бiшоп, Д. Кемпбелл,
С. Дмiтрiєв, Б. Маломед, I. Люксютов, М. Палiй, М. Пейрар, А. Сегюр,
А. Золотарюк, Л. Тенг, Р. Грiффiтс, Дж. Рьодер, I. Зеленська та iн.

Варто зазначити, що скiнченнi системи зв’язаних осциляторiв широко ви-
користовують для моделювання рiзноманiтних процесiв в хiмiї (хiмiчнi осци-
лятори) та бiологiї (бiологiчнi осцилятори), при дослiдженнi нейронних мереж
тощо. Тут широко використовується теорiя зв’язаних фазових осциляторiв,
основою якої стала побудована у 1975 роцi японським фiзиком Й. Курамото
модель фазових осциляторiв (зараз вiдома як модель Курамото). Значний вне-
сок у розробку цiєї теорiї зробили С. Ватанабе, Е. Отт, Т. Антонсен, С. Строгац,
Х. Хонг, А. Пiковський, Ю. Майстренко, Р. Борисюк, О. Бурилко та iн.

Особливу роль в динамiцi подiбних систем вiдiграють перiодичнi розв’яз-
ки, якi в фiзицi називаються бризерами. Питання про iснування бризерiв тiєї
чи iншої частоти є однiєю iз актуальних проблем нелiнiйної фiзики. С. Обрi та
Р. Маккей за допомогою методiв теорiї збурень одержали результати для одно-
рiдних ланцюгiв лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв зi слабким зв’язком
(на одновимiрнiй ґратцi). С. Бак та О. Панков за допомогою варiацiйного ме-
тоду дослiдили питання iснування нетривiальних перiодичних розв’язкiв для
ланцюгiв лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв. О. Панков подiбним чи-
ном також довiв iснування перiодичних розв’язкiв для системи Фермi-Пасти-
Улама на одновимiрнiй ґратцi. П. Срiкантом встановлено iснування перiодич-
них розв’язкiв у скiнченнiй системi типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй
ґратцi.

Iншим важливим класом розв’язкiв є бiжучi хвилi. Бiжучi хвилi для па-
раболiчних рiвнянь в частинних похiдних досить детально дослiджено таки-
ми математиками як Дж. Смоллер, А. Вольперт та В. Вольперт. Дж. Йосс та
К. Кiршгаснер за допомогою методiв теорiї бiфуркацiй дослiдили питання iсну-
вання бiжучих хвиль в ланцюгах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв зi
слабким зв’язком. С. Баком за допомогою варiацiйного пiдходу одержано умо-
ви iснування нетривiальних перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль в лан-
цюгах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв. П. Макiта, Ж. Лiу, Ш. Гуо
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та З. Жанг в аналогiчний спосiб встановили iснування перiодичних i гомоклi-
нiчних (вiдокремлених) бiжучих хвиль в нелiнiйно зв’язаних ланцюгах нелi-
нiйних частинок. К. Крейнер та Й. Зiммер за допомогою варiацiйного пiдхо-
ду дослiдили питання iснування перiодичних, гомоклiнiчних i гетероклiнiчних
бiжучих хвиль в дискретних рiвняннях типу синус-Ґордона з лiнiйним i нелi-
нiйним зв’язком сусiдiв на одновимiрнiй ґратцi. Б. Буффонi, Г. Шветлiк та Й.
Зiммер встановили iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль для цiєї моделi
з бiльш загальною нелiнiйнiстю. Питання iснування перiодичних i вiдокремле-
них бiжучих хвиль в системах типу Фермi-Пасти-Улама на одновимiрнiй ґрат-
цi дослiджували Ж. Фрiзеке, Дж. Ваттiс, Д. Сметс, М. Вiллем, О. Панков,
К. Пфлюгер, Б. Руф, П. Срiкант, Г. Арiолi, Дж. Чабровскi, Ф. Газзола,
А. Шулькiн, С. Террацiнi та iн. М. Германн та Й. Радемахер за допомогою
варiацiйного пiдходу встановили iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль.

Зазначимо, що подiбнi системи на двовимiрнiй ґратцi вивчались переваж-
но з фiзичної точки зору, а математичних праць є небагато. Зокрема,
Ж. Фрiзеке та К. Маттiсом дослiджено питання iснування вiдокремлених бiжу-
чих хвиль в системi лiнiйно зв’язаних частинок на двовимiрнiй ґратцi, кожна з
яких взаємодiє як з чотирма найближчими сусiдами (по вертикалi i по горизон-
талi), так i з чотирма дiагональними сусiдами без зовнiшнього потенцiалу. А
М. Фецканом та В. Ротосом встановлено iснування перiодичних бiжучих хвиль
в системi лiнiйно зв’язаних частинок, якi взаємодiють тiльки з чотирма своїми
найближчими сусiдами (як у цiй дисертацiї) з припущенням, що нелiнiйнiсть
непарна i 2π-перiодична. Л. Жанг та Ш. Гуо за допомогою методiв теорiї бi-
фуркацiй вивчали 2π-перiодичнi хвилi в таких системах.

Дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера на одновимiрнiй ґратцi
дослiджено в значнiй мiрi такими математиками як А. Бiшоп, П. Кеврекiдiс,
К. Расмуссен, О. Панков, М. Вейнштейн, В. Ротос, С. Бак, Р. Ередеро, Д. Левi,
П. Вiнтернiц, П. Пачiанi, В. Конотоп, Дж. Мензала, М. Ченг та iн. Важливим
класом розв’язкiв таких рiвнянь є стоячi хвилi. За допомогою варiацiйного
методу в працях М. Ченга, О. Панкова, В. Ротоса, С. Бака дослiджувалося пи-
тання iснування стоячих хвиль для дискретних нелiнiйних рiвнянь типу Шре-
дiнгера з рiзними видами нелiнiйностей. Р. Ередеро, Д. Левi та П. Вiнтернiц
описали алгебри Лi точкових симетрiй для подiбних рiвнянь. Питання корект-
ностi задачi Кошi для таких рiвнянь дослiджували П. Пачiанi, В. Конотоп,
Дж. Мензала та О. Панков. Зауважимо, що для ланцюгiв осциляторiв i систем
Фермi-Пасти-Улама є лише декiлька праць О. Панкова та С. Бака, в яких вста-
новлено умови iснування i єдиностi розв’язкiв задачi Кошi. Що ж стосується
дослiдження двовимiрних дискретних нелiнiйних рiвнянь типу Шредiнгера, то
такi рiвняння також вивчалися переважно з фiзичної точки зору (Ф. Флах,
К. Кладко, Р. Маккей), а питання дослiдження умов iснування стоячих хвиль
в математичних працях не розглядалося.

Таким чином, рiвняння нескiнченних систем нелiнiйних осциляторiв, дис-
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кретнi рiвняння типу синус-Ґордона, системи типу Фермi-Пасти-Улама, а та-
кож дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi є
недостатньо дослiдженими з математичної точки зору i тому потребують вивче-
ння, зокрема, питання iснування та єдиностi розв’язкiв задачi Кошi, iснування
перiодичних розв’язкiв, iснування бiжучих i стоячих хвиль в таких системах.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Ди-
сертацiя виконана в рамках науково-дослiдних тем, що є складовою частиною
дослiджень передбачених планами наукової роботи кафедри математики та iн-
форматики Вiнницького державного педагогiчного унiверситету iменi Михайла
Коцюбинського:

- "Коректнiсть задачi Кошi для систем осциляторiв на двовимiрних ґрат-
ках"(державний реєстрацiйний номер 0119U102948);

- "Варiацiйний метод дослiдження одного класу гамiльтонових систем"
(державний реєстрацiйний номер 0119U102956);

- "Проблеми математики та iнформатики у педагогiчному унiверситетi:
теорiя i практика"(державний реєстрацiйний номер 0120U101032).

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiйної роботи є дослiд-
ження умов iснування та властивостей розв’язкiв дискретних нескiнченнови-
мiрних гамiльтонових систем широких класiв. Завданнями дисертацiйної робо-
ти є:

1) встановити умови iснування та єдиностi локальних i глобальних роз-
в’язкiв задачi Кошi для рiвнянь, що описують динамiку нескiнченної системи
лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi;

2) дослiдити iснування перiодичних за часовою змiнною розв’язкiв в сис-
темах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi та мето-
ди їх побудови;

3) дослiдити iснування бiжучих хвиль в системах лiнiйно i нелiнiйно
зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi;

4) дослiдити iснування бiжучих хвиль в дискретних рiвняннях типу си-
нус-Ґордона на двовимiрнiй ґратцi;

5) дослiдити iснування бiжучих хвиль в системах типу Фермi-Пасти-
Улама на двовимiрнiй ґратцi;

6) дослiдити iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях
типу Шредiнгера з кубiчною та насичуваною нелiнiйностями на двовимiрнiй
ґратцi.

Об’єктом дисертацiйного дослiдження є дискретнi нескiнченновимiрнi
гамiльтоновi системи.

Предметом дисертацiйного дослiдження є: умови iснування i єдиностi
розв’язкiв задачi Кошi та умови iснування перiодичних розв’язкiв для нескiн-
ченних систем лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi;
умови iснування бiжучих хвиль в системах осциляторiв, дискретних рiвнян-
ннях типу синус-Ґордона i системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй
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ґратцi; умови iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу
Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi.

Методи дослiдження. В данiй роботi для виконання поставлених зав-
дань було використано методи функцiонального аналiзу, варiацiйний метод, ме-
тод умовної мiнiмiзацiї, метод перiодичних апроксимацiй, методи аналiзу Фур’є.

Наукова новизна одержаних результатiв. Всi результати, сформу-
льованi i доведенi в дисертацiї, є новими та строго обґрунтованими. У дисер-
тацiйнiй роботi одержано такi новi результати:

1. Встановлено умови iснування та єдиностi локальних i глобальних розв’яз-
кiв задачi Кошi для нескiнченної системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних
осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Знайдено умови обмеженостi глобаль-
ного розв’язку. Одержанi результати є поширенням вiдомих результатiв
для систем осциляторiв на одновимiрних ґратках на випадок двовимiрних
ґраток для ширших класiв потенцiалiв. Дана задача на двовимiрнiй ґратцi
досi не розглядалася.

2. Знайдено умови iснування перiодичних за часовою змiнною розв’язкiв у
нескiнченнiй системi лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двови-
мiрнiй ґратцi. Встановлено способи побудови таких розв’язкiв. Ранiше пи-
тання про iснування перiодичних розв’язкiв для подiбних систем розгля-
далися тiльки у випадку одновимiрної ґратки.

3. Встановлено умови iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль
в системах лiнiйно та нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на дво-
вимiрнiй ґратцi. Дослiджено iснування надзвукових i дозвукових бiжучих
хвиль. Одержанi результати значно розширюють вiдомi результати для по-
дiбних систем, якi стосуються iснування лише перiодичних бiжучих хвиль
в системах з лiнiйним зв’язком у випадку вужчого класу потенцiалiв.

4. Доведено iснування перiодичних, гомоклiнiчних i гетероклiнiчних бiжучих
хвиль в дискретних рiвняннях типу синус-Ґордона на двовимiрнiй ґратцi з
нелiнiйним зв’язком. Одержанi результати поширюють вiдомi результати
для подiбних рiвнянь, заданих на двовимiрнiй ґратцi з лiнiйним зв’язком.

5. Встановлено умови iснування перiодичних i вiдокремлених бiжучих хвиль
в системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґратцi. Доведено iсну-
вання монотонних бiжучих хвиль. Бiжучi хвилi в системах такого типу на
двовимiрнiй ґратцi досi не вивчалися.

6. Знайдено умови iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвнян-
нях типу Шредiнгера з рiзного типу нелiнiйностями на двовимiрнiй ґратцi.
Для подiбних рiвнянь вiдомi лише результати, якi стосуються таких хвиль,
дослiджених з фiзичної точки зору.
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Практичне значення одержаних результатiв. Результати дисерта-
цiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути застосованi в теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь та у нелiнiйнiй фiзицi.

Особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї одержано авто-
ром самостiйно. У статтi [4] авторовi належить формулювання i доведення те-
орем 1 i 2, у [5] — формулювання i доведення теорем 1.1, 4.2, 5.2, 5.3, 6.4, 6.5,
6.7 i наслiдкiв з них, у [17] — формулювання i доведення теорем 3 i 4, у [18] —
формулювання i доведення теорем 1 i 2, у [19] — формулювання i доведення
теореми 1, а у статтi [20] — формулювання i доведення теорем 4.1, 4.3, 4.4 i
наслiдку 1.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, якi вклю-
чено до дисертацiї, апробовано на:

- Львiвському мiському семiнарi з диференцiальних рiвнянь (керiвники:
проф. Бокало М. М., проф. Каленюк П. I.) (Львiв, 2019–2020 рр.);

- науковому семiнарi кафедри математики та iнформатики Вiнницького
державного педагогiчного унiверситету iменi Михайла Коцюбинського (керiв-
ники: проф. Трохименко В. С., проф. Ковтонюк М. М.) (Вiнниця, 2008–2020
рр.);

- науковому семiнарi кафедри математичного аналiзу i диференцiальних
рiвнянь Донецького нацiонального унiверситету iменi Василя Стуса (керiвник
— доц. Буряченко К. О.) (Вiнниця, 2015–2016 рр.);

- Дванадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука
(Київ, 2008 р.);

- Мiжвузiвськiй науково-практичнiй конференцiї "Актуальнi проблеми
математики, фiзики i технологiй"(Вiнниця, 2008–2019 рр.);

- Українському математичному конгресi (до 100-рiччя вiд дня народжен-
ня Миколи М. Боголюбова) (Київ, 2009 р.);

- Тринадцятiй Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. акад. М. Кравчука
(Київ, 2010 р.);

- Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Teoretyczne i praktyczne innowacje
naukowe"(Кракiв, 2013 р.);

- Х Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iменi В. Я. Скоробагатька
(Дрогобич, 2015 р.);

- Мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь, присвяченiй 110-
й рiчницi Я. Б. Лопатинського (Львiв, 2016 р.);

- 5-й Мiжнароднiй конференцiї молодих учених з диференцiальних рiв-
нянь, присвяченiй Я. Б. Лопатинському (Київ, 2016 р.);

- VII Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математич-
ного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї"(Кам’янець-Подiльський,
2016 р.);

- Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї "Математика та iнфор-
матика у вищiй школi: виклики сучасностi"(Вiнниця, 2017 р.);
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- Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Асимптотичнi методи в теорiї ди-
ференцiальних рiвнянь"(Київ, 2017 р.);

- Мiжнароднiй науково-методичнiй конференцiї "Проблеми вищої мате-
матичної освiти: виклики сучасностi"(Вiнниця, 2018 р.; 2020 р.);

- VIII Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математич-
ного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї присвяченiй 100-рiччю Нацiо-
нальної Академiї наук України та 100-рiччю КПНУ iм. I. Огiєнка (Кам’янець-
Подiльський, 2018 р.);

- II Всеукраїнськiй науково-практичнiй конференцiї "Математика та iн-
форматика у вищiй школi: виклики сучасностi"(Вiнниця, 2019 р.);

- IX Мiжнароднiй науковiй конференцiї "Сучаснi проблеми математич-
ного моделювання, прогнозування та оптимiзацiї"(Кам’янець-Подiльський,
2020 р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 20 статтях
[1–20] у фахових наукових журналах та збiрниках наукових праць i додатко-
во висвiтлено у 22 тезах доповiдей i матерiалах конференцiй [21–42]. Серед
публiкацiй 8 статей у вiтчизняних i закордонних журналах, якi входять до на-
укометричної бази Scopus, 2 — Web of Science.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, се-
ми роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел i додаткiв. Список вико-
ристаних джерел складає 220 найменувань. Повний обсяг дисертацiї становить
336 сторiнок, з них 270 сторiнок основного тексту.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дисертацiї, вказано зв’язок ро-
боти з науковими програмами, планами, темами, сформульовано мету i зав-
дання дослiдження, визначено об’єкт i предмет дослiдження, описано методи
дослiдження, охарактеризовано наукову новизну i практичне значення одержа-
них результатiв, вказано публiкацiї та апробацiю результатiв дослiдження.

У першому роздiлi дисертацiї зроблено огляд лiтератури з теми дослi-
дження та наведено короткий опис результатiв дисертацiйної роботи.

У другому роздiлi дисертацiї вивчається питання iснування i єдино-
стi розв’язкiв Кошi для системи рiвнянь, якi описують динамiку нескiнченної
(злiченної) системи лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв, розмiщених на
цiлочисловiй двовимiрнiй ґратцi:

q̈n,m = an−1,m(qn−1,m − qn,m)− an,m(qn,m − qn+1,m)+

+bn,m−1(qn,m−1 − qn,m)− bn,m(qn,m − qn,m+1)− U ′n,m(qn,m), (n,m) ∈ Z2, (1)

де qn,m = qn,m(t) — узагальнена координата (n,m)-го осцилятора в момент часу
t, з крайовими умовами

lim
n,m→±∞

qn,m(t) = 0, (2)
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тобто осцилятори знаходяться в станi спокою на нескiнченностi.
Розглядаються потенцiали вигляду Un,m(r) = −dn,m

2 r2 +Vn,m(r), для яких
система (1) набуває вигляду

q̈n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1+

+cn,mqn,m − V ′n,m(qn,m), (n,m) ∈ Z2. (3)

Природним конфiгурацiйним простором для системи (3), враховуючи грани-
чнi умови (2), є простiр l2 = l2(Z2;R) дiйсних двохстороннiх послiдовностей
q = {qn,m} зi скалярним добутком

(
q(1), q(2)

)
=

∑
(n,m)∈Z2

q
(1)
n,mq

(2)
n,m i вiдповiдною

нормою ‖q‖ = (q, q)
1
2 . Тому цю систему зручно розглядати як диференцiально-

операторне рiвняння
q̈ = Aq −B(q), (4)

де (Aq)n,m = an−1,mqn−1,m + an,mqn+1,m + bn,m−1qn,m−1 + bn,mqn,m+1 + cn,mqn,m,

cn,m = dn,m − an−1,m − an,m − bn,m−1 − bn,m, (B(q))n,m = V ′n,m(qn,m).

У пiдроздiлi 2.1 наводиться формулювання задачi Кошi для рiвняння (4)
у просторi l2 та основнi припущення. Зокрема, припускається, що виконуються
такi умови:

(i2) {an,m}, {bn,m} i {dn,m} — обмеженi послiдовностi дiйсних чисел;

(ii2) Vn,m ∈ C1(R), Vn,m(0) = V ′n,m(0) = 0, (n,m) ∈ Z2, причому для будь-якого
R > 0 iснує таке C = C(R) > 0, що для всiх (n,m) ∈ Z2 :

|V ′n,m(r1)− V ′n,m(r2)| ≤ C|r1 − r2|, |r1|, |r2| ≤ R. (5)

Пiд розв’язком рiвняння (4) розумiється функцiя q : I → l2, q ∈ C2(I; l2),
I ⊂ R, яка задовольняє це рiвняння.

Задача Кошi для рiвняння (4) полягає у знаходженнi його розв’язку, який
задовольняє початковi умови:

q(0) = q(0), q̇(0) = q(1). (6)

Якщо розв’язок задачi (4), (6) визначений на всiй числовiй прямiй (I = R), то
вiн називається глобальним, у протилежному випадку — локальним.

У пiдроздiлi 2.2 доведено iснування та єдинiсть локального i глобального
розв’язкiв задачi Кошi. Для цього використано класичнi теореми iснування i
єдиностi в банахових просторах.

Теорема 2.1. Нехай виконуються умови (i2) та (ii2). Тодi для будь-
яких q(0) ∈ l2 i q(1) ∈ l2 задача (4), (6) має єдиний локальний розв’язок.

Теорема 2.2. Нехай виконуються умови (i2) та (ii2), причому нерiв-
нiсть (5) виконується зi сталою C, яка не залежить вiд R. Тодi для будь-
яких q(0) ∈ l2 i q(1) ∈ l2 задача (4), (6) має єдиний глобальний розв’язок.
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Зауважимо, що посилена умова (ii2) виконується для нелiнiйностей, рiст
яких на нескiнченностi не вище 2-го степеня. Щоб послабити цю умову, вiдмi-
тимо, що рiвняння (4) у просторi l2 можна подати у гамiльтоновому виглядi{

ṗ = −H ′q(p, q),
q̇ = H ′p(p, q);

з гамiльтонiаном H(p, q) = 1
2

(
‖p‖2 − (Aq, q)

)
+

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m), де p = q̇.

Гамiльтонiан задає повну енергiю системи, тобто суму кiнетичної i потенцiаль-
ної енергiї, причому 1

2‖p‖
2 визначає кiнетичну енергiю, а

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m) −

1
2(Aq, q) — потенцiальну. Зазначимо, що H(p, q) є сталим на розв’язках рiвнян-
ня (4).

Теорема 2.3. Нехай виконуються умови (i2), (ii2) та оператор A недо-
датний, тобто (Aq, q) ≤ 0 для будь-якого q ∈ l2. Крiм того, нехай викону-
ється одна з таких двох умов:

(a) Vn,m(r) ≥ 0 для всiх (n,m) ∈ Z2 i r ∈ R;

(b) iснує така неспадна функцiя h(ξ), визначена для ξ ≥ 0, що lim
ξ→+∞

h(ξ) =

+∞ i Vn,m(r) ≥ h(|r|) для всiх (n,m) ∈ Z2 i r ∈ R.

Тодi для будь-яких початкових даних q(0), q(1) ∈ l2 задача (4), (6) має єдиний
глобальний розв’язок.

Також тут встановлено умови обмеженостi глобального розв’язку.
Теорема 2.4. Нехай виконуються умови (i2), (ii2) та Vn,m(r) ≥ 0 для

всiх (n,m) ∈ Z2 i r ∈ R. Тодi

(a) якщо оператор A недодатний та lim
r→±∞

Vn,m(r) = +∞ (рiвномiрно по

(n,m) ∈ Z2), то єдиний розв’язок задачi (4), (6) з початковими да-
ними q(0), q(1) ∈ l2 є обмеженою функцiєю на R зi значеннями в l∞.
Крiм того, якщо для деякого s ≥ 2 iснують R > 0 i c > 0 такi, що
Vn,m(r) ≥ c|r|s для всiх r ∈ [−R,R] i (n,m) ∈ Z2, то розв’язок є обмеже-
ною функцiєю на R зi значеннями в ls;

(b) якщо оператор A вiд’ємно визначений, тобто (Aq, q) ≤ −α‖q‖2, α > 0,
то єдиний розв’язок задачi (4), (6) з початковими даними q(0), q(1) ∈ l2
є обмеженою функцiєю на R зi значеннями в l2.

У пiдроздiлi 2.3 окремо дослiджено випадок степеневих потенцiалiв

Vn,m(r) =
gn,m
p
rp, p > 2,
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де {gn,m} — обмежена послiдовнiсть, якi в загальному випадку не задовольня-
ють одержанi вище умови. Передбачається, що оператор A вiд’ємно визначе-
ний, тобто (Aq, q) ≤ −α0‖q‖2, α0 > 0, для q ∈ l2.

Подамо гамiльтонiан H у виглядi H(p, q) = 1
2‖p‖

2 + J(q), де J(q) =
−1

2(Aq, q) + 1
p

∑
(n,m)∈Z2

gn,mq
p
n,m = 1

2a(q) + 1
pb(q). I покладемо γ = inf

q
{sup
λ≥0

J(λq) :

q ∈ l2, q 6= 0} та Wγ = {q ∈ l2 : 0 ≤ J(λq) < γ ∀λ ∈ [0, 1]}. Показано, що якщо
початковi данi достатньо малi в l2-нормi, то глобальний розв’язок iснує.

Теорема 2.5. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =
gn,m
p rp, p > 2, де

{gn,m} — обмежена послiдовнiсть, а оператор A вiд’ємно визначений i q(0) ∈
Wγ, q(1) ∈ l2 такi, що 1

2‖q
(1)‖2 + J(q(0)) < γ. Тодi задача (4), (6) має єдиний

глобальний розв’язок.
В силу того, що множина початкових даних iз теореми 2.7 вiдкрита i

мiстить нульовi данi, одержуємо наслiдок:
Наслiдок 2.3. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =

gn,m
p rp, p > 2,

де {gn,m} — обмежена послiдовнiсть, а оператор A вiд’ємно визначений. Тодi
iснує таке δ > 0, що для будь-яких початкових даних q(0), q(1) ∈ l2 з ‖q(0)‖ ≤ δ

i ‖q(1)‖ ≤ δ задача (4), (6) має єдиний глобальний розв’язок.
Цей результат узагальнюється на випадок додатно однорiдних потенцiа-

лiв степеня p > 2.
Теорема 2.6. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) = 1

pfn,m(r), де
fn,m(r) — додатно однорiдна функцiя степеня p > 2, а оператор A вiд’ємно
визначений. Тодi iснує таке δ > 0, що для будь-яких q(0), q(1) ∈ l2 з ‖q(0)‖ ≤ δ

i ‖q(1)‖ ≤ δ задача (4), (6) має єдиний глобальний розв’язок.
У пiдроздiлi 2.4 показано, що для достатньо великої множини початкових

даних глобальний розв’язок не може iснувати.
Теорема 2.7. Нехай виконується умова (i2), Vn,m(r) =

gn,m
p rp, p > 2, де

{gn,m} — обмежена послiдовнiсть, а оператор A недодатний i нехай почат-
ковi данi q(0) ∈ l2 i q(1) ∈ l2 задовольняють умови:

(
q(0), q(1)

)
> 0 i H

(
q(1), q(0)

)
<

0. Тодi глобальний розв’язок задачi (4), (6) не iснує.
У третьому роздiлi дисертацiї вивчаються перiодичнi за часовою змiн-

ною розв’язки рiвняння (4). У пiдроздiлi 3.1 наводиться формулювання за-
дачi про перiодичнi розв’язки та основнi припущення. Зокрема, вивчаються
розв’язки рiвняння (4), якi задовольняють умову перiодичностi за часовою
змiнною

q(t+ T ) = q(t), t ∈ R, (7)

де T > 0 — деяке число.
Припускається, що виконуються такi умови:

(i3) iснує таке N ∈ N, що коефiцiєнти an,m, bn,m i dn,m є N -перiодичними, тоб-
то an+N,m = an,m+N = an,m, bn+N,m = bn,m+N = bn,m, dn+N,m = dn,m+N =
dn,m, (n,m) ∈ Z2; A — додатно визначений оператор в l2, тобто iснує
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таке α0 > 0, що (Aq, q) ≥ α0‖q‖2, q ∈ l2;

(ii3) Vn,m ∈ C1(R), Vn,m(0) = V ′n,m(0) = 0 i V ′n,m(r) = o(r) при r → 0,
та виконується умова N -перiодичностi Vn+N,m(r) = Vn,m+N(r) = Vn,m(r),
(n,m) ∈ Z2;

(iii3) iснує таке µ > 2, що для всiх (n,m) ∈ Z2:

0 < µVn,m(r) ≤ V ′n,m(r)r, r 6= 0.

Зауважимо, що умову (iii3) називають умовою Амброзеттi–Рабiновiца.
У пiдроздiлi 3.2 наводиться варiацiйне формулювання задачi. Тут роз-

глядаються деякi функцiонали Jk та J :

Jk(q) =

T/2∫
−T/2

1

2
‖q̇(t)‖2

l2k
+

1

2
(Akq, q)l2k −

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

Vn,m(qn,m(t))

 dt,

J(q) =

T/2∫
−T/2

1

2
‖q̇(t)‖2

l2 +
1

2
(Aq, q)l2 −

∑
(n,m)∈Z2

Vn,m(qn,m(t))

 dt,
визначенi вiдповiдно на просторах соболєвського типу XT,k = {q ∈ H1

loc(R; l2k) :
q(t + T ) = q(t)} та XT = {q ∈ H1

loc(R; l2) : q(t + T ) = q(t)}, де l2k — простiр
kN -перiодичних послiдовностей:

qn+kN,m = qn,m+kN = qn,m, (8)

(k — фiксоване натуральне число), з нормою

‖q‖l2k =

kN−[kN2 ]−1∑
n,m=−[kN2 ]

|qn,m|2


1
2

.

Критичнi точки функцiоналiв Jk та J є T -перiодичними розв’язками вiдповiдно
задачi (3), (8) та рiвняння (4).

Однiєю iз найпростiших i найпопулярнiших мiнiмаксних теорем є теорема
про гiрський перевал.

Нехай на гiльбертовому просторi H заданий функцiонал I : H → R
класу C1. Кажуть, що I задовольняє умову Пале–Смейла, якщо виконується
наступна умова:

(PS) якщо {un} ⊂ H така послiдовнiсть, що {I(un)} обмежена та I ′(un)→
0, n→∞, то {un} мiстить збiжну пiдпослiдовнiсть.
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Зауважимо, що при перевiрцi цiєї умови можна, без обмеження загально-
стi, вважати, що числова послiдовнiсть {I(un)} збiгається, оскiльки з обмеженої
числової послiдовностi можна видiлити збiжну пiдпослiдовнiсть.

Послiдовнiсть {un} точок гiльбертового простору H називається послi-
довнiстю Пале-Смейла функцiоналу I на деякому рiвнi b, якщо I(un) → b та
I ′(un)→ 0 при n→∞.

Тодi, враховуючи сказане вище, умову Пале-Смейла можна переформу-
лювати наступним чином:

(PS) будь-яка послiдовнiсть Пале-Смейла {un} ⊂ H мiстить збiжну пiдпо-
слiдовнiсть.

Теорема про гiрський перевал. Нехай на гiльбертовому просторi H
з нормою ‖·‖ заданий функцiонал I : H → R класу C1, який задовольняє умову
Пале–Смейла. Припустимо, що iснують e ∈ H i r > 0 такi, що ‖e‖ > r i
β := inf

‖u‖=r
I(u) > I(0) ≥ I(e). Тодi iснує критична точка u ∈ H функцiоналу

I така, що критичне значення I(u) = b := inf
γ∈Γ

max
t∈[0,1]

I(γ(t)) ≥ β, де Γ := {γ ∈

C([0, 1], H) : γ(0) = 0, γ(1) = e}. При цьому I(u) ≤ sup
τ≥0

I(τe).

Якщо функцiонал задовольняє всi умови цiєї теореми, крiм умови Пале-
Смейла, то кажуть, що вiн задовольняє геометрiю гiрського перевалу.

У пiдроздiлi 3.3 за допомогою теореми про гiрський перевал доведено
iснування просторово-перiодичних апроксимацiй T -перiодичних розв’язкiв
(критичнi точки функцiоналу Jk).

Теорема 3.1. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi для будь-яких
T > 0 i k ≥ 1 задача (3), (8) має нетривiальний розв’язок q = q(T,k) ∈ XT,k.
Крiм того, для будь-якого T > 0 iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε i C, якi
не залежать вiд k, що ε0 ≤ ‖q(T,k)‖T,k ≤ C0, ε ≤ Jk(q

(T,k)) ≤ C. Бiльше того,
iснує таке T0 > 0, яке не залежить вiд k, що при всiх T ≥ T0 цей розв’язок
є несталою функцiєю вiд t.

Дана задача використовується як допомiжна для отримання перiодичних
розв’язкiв вихiдної задачi (випадок функцiоналу J).

У пiдроздiлi 3.4 за допомогою методу перiодичних апроксимацiй отрима-
но результат про iснування T -перiодичних розв’язкiв для достатньо великих T .
Функцiонал J задовольняє частинi умов теореми про гiрський перевал. Однак,
умова Пале–Смейла для цього функцiоналу не виконується. Тому критичнi точ-
ки в даному випадку будуються в iнший спосiб — за допомогою переходу до
границi в критичних точках функцiоналу Jk. Основним результатом третього
роздiлу є теорема:

Теорема 3.2. Нехай виконуються умови (i3)—(iii3). Тодi для будь-якого
T > 0 рiвняння (4) має нетривiальний T -перiодичний розв’язок. Бiльше того,
для достатньо великих значень T цей розв’язок не є сталим.
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У пiдроздiлi 3.5 показано, як за допомогою процедури умовної мiнiмiзацiї
можна побудувати перiодичний розв’язок у випадку степеневої потенцiальної
функцiї:

Vn,m(r) =
gn,m
p
|r|p, (9)

де gn,m > 0, p > 2. У даному випадку система (3) набуває вигляду

q̈n,m(t) = an−1,mqn−1,m(t) + an,mqn+1,m(t) + bn,m−1qn,m−1(t) + bn,mqn,m+1(t)+

+cn,mqn,m(t)− gn,m|qn,m(t)|p−2qn,m(t), (n,m) ∈ Z2, (10)

де cn,m = dn,m − an−1,m − an,m − bn,m−1 − bn,m.
Як i вище, робиться припущення:

(i′3) iснує таке N ∈ N, що коефiцiєнти an,m, bn,m, dn,m i gn,m є N -перiодичними,
тобто an+N,m = an,m+N = an,m, bn+N,m = bn,m+N = bn,m, dn+N,m =
dn,m+N = dn,m, gn+N,m = gn,m+N = gn,m, i A — додатно визначений опера-
тор в l2.

Далi функцiонал J подається у виглядi J(q) = Ψ(q)−S(q), де Ψ(q) i S(q)
— квадратична i неквадратична частини J вiдповiдно. I для будь-якого θ > 0
розглядається задача умовної мiнiмiзацiї:

знайти u ∈ XT , для якого iснує inf
q∈XT

{Ψ(q) : S(q) = θ} =: Iθ. (11)

Виявляється, що ця задача має розв’язки для для будь-яких θ > 0 i T > 0,
а перiодичнi розв’язки системи (10) виражаються через розв’язки задачi (11),
що встановлюють наступнi двi теореми.

Теорема 3.3. Нехай виконується умова (i′3) та u — розв’язок задачi
(11). Тодi iснує таке λ > 0, що q = λ

1
p−2u є T -перiодичним розв’язком задачi

(10), (2).
Теорема 3.4. Нехай виконується умова (i′3), тодi для будь-якого T >

0 задача (11) має розв’язок u ∈ XT . Бiльше того, для достатньо великих
значень T цей розв’язок не є сталим.

У четвертому роздiлi дисертацiї дослiджується питання iснування бi-
жучих хвиль в системах нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi.

Пiдроздiл 4.1 присвячений питанню iснування нетривiальних перiоди-
чних i вiдокремлених бiжучих хвиль в системах лiнiйно зв’язаних осциляторiв.
Рiвняння руху системи, що розглядається, мають вигляд:

q̈n,m(t) = c1(qn+1,m(t) + qn−1,m(t)− 2qn,m(t))+

+c2(qn,m+1(t) + qn,m−1(t)− 2qn,m(t))− U ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2, (12)

де c1, c2 ∈ R.



13

Розглядаються потенцiали вигляду U(r) = −a
2r

2+V (r), для яких система
(12) набуває вигляду

q̈n,m(t) = c1(∆(1)q)n,m(t) + c2(∆(2)q)n,m(t) + aqn,m−1(t)−V ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2,
(13)

де (∆(1)q)n,m = qn+1,m + qn−1,m − 2qn,m, (∆(2)q)n,m = qn,m+1 + qn,m−1 − 2qn,m
дискретнi оператори Лапласа вiдповiдно за змiнними n i m. В перших двох
пунктах пiдроздiлу 4.1 розглядається формулювання задачi про бiжучi хвилi
та варiацiйне формулювання задачi.

Бiжучою хвилею в даному випадку є розв’язок вигляду

qn,m(t) = u(n cosϕ+m sinϕ− ct), (14)

де
−→
l (cosϕ, sinϕ) — фiксований хвильовий вектор, який задає напрям поши-

рення хвилi. Нагадаємо, що функцiя u(s) неперервного аргументу s ∈ R нази-
вається профiлем бiжучої хвилi. Стала c представляє собою швидкiсть хвилi.
Якщо c > 0, то хвиля змiщується вправо, а якщо c < 0, то влiво.

Пiсля пiдстановки бiжучої хвилi (14) в систему (13), одержується рiвнян-
ня для її профiлю u(s):

c2u′′(s) = c1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s)) + au(s)− V ′(u(s)), (15)

де s = n cosϕ+m sinϕ.
Пiд розв’язком рiвняння (15) розумiється функцiя u ∈ C2(R;R), яка за-

довольняє це рiвняння.
Вивчаються бiжучi хвилi двох типiв: перiодичнi та вiдокремленi. У ви-

падку перiодичних бiжучих хвиль для знаходження профiлю хвилi достатньо
знайти розв’язок рiвняння (15) з умовою перiодичностi

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (16)

де k > 0 — деяке число. Профiль вiдокремленої хвилi є розв’язком рiвняння
(15) з крайовими умовами на нескiнченностi

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = 0. (17)

Зазначимо, що в рiвняння (15) швидкiсть c входить тiльки в квадратi.
Звiдси випливає, що якщо функцiя u(s) задовольняє рiвняння (15), то iснує двi
бiжучi хвилi з даним профiлем та швидкостями ±c.

Введемо в розгляд множину

Ω(c1, c2, a) =

{
c > 0 : min

ξ∈R
σ(ξ) ≥ 0

}
,
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де σ(ξ) = c2ξ2 − 4c1 sin2
(
ξ
2 cosϕ

)
− 4c2 sin2

(
ξ
2 sinϕ

)
+ a. Очевидно, що ця

множина непорожня, якщо a ≥ 0. Важливу роль вiдiграє величина c0, яка
визначається рiвнiстю

c0 = c0(c1, c2, a) := inf
c>0

Ω(c1, c2, a). (18)

Всюди далi припускається, що потенцiал V (r) задовольняє умову:

(h4) V (r) ∈ C1(R), V (0) = V ′(0) = 0 i V ′(r) = o(r) при r → 0, та iснує таке
µ > 2, що 0 < µV (r) ≤ V ′(r)r, r 6= 0.

Зауважимо, що за виконання умови (h4) потенцiали U(r) = −a
2r

2 +V (r) є
притягуючими до стану рiвноваги при a ≥ 0 (сильно поблизу нуля, якщо a > 0,
i слабко поблизу нуля, якщо a = 0) i вiдштовхуючими при a < 0.

Залежно вiд типу бiжучої хвилi, розглядаються функцiонали

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 − c1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +

a

2
u2(s)− V (u(s))]ds,

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−

−c2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +

a

2
u2(s)− V (u(s))]ds,

визначенi вiдповiдно на соболєвських просторах Ek = {u ∈ H1
loc(R) : u(s +

2k) = u(s)} та E = H1(R). Доведено, що критичнi точки цих функцiоналiв є
розв’язками рiвняння (15) у вiдповiдних просторах.

У пунктах 4.1.3 та 4.1.4 доведено iснування надзвукових нетривiальних
перiодичних та несталих вiдокремлених бiжучих хвиль. Показано, що для до-
статньо великих перiодiв профiль перiодичної хвилi не сталий.

Теорема 4.1. Нехай виконується умова (h4) i a > 0. Тодi для будь-яких
k > 0 i c > c0 рiвняння (15) має нетривiальний розв’язок u, що задовольняє
умову (16). Крiм того, iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε i C, якi не
залежать вiд k, що

ε0 ≤ ‖u‖2
k ≤ C0, (19)

ε ≤ Jk(u) ≤ C. (20)

Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо великих значеннях k.
Зауважимо, що оскiльки серед встановлених умов iснування бiжучих

хвиль є умова c > c0, то c0 будемо називати швидкiстю звуку (як це зробле-
но, наприклад, в працях О. Панкова). Тодi теорема 4.1 встановлює iснування
надзвукових перiодичних бiжучих хвиль.
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Теорема 4.2. Нехай виконується умова (h4) i a > 0. Тодi для будь-
якого c > c0 рiвняння (15) має несталий розв’язок u, який задовольняє умови
(17), а отже, iснують двi несталi вiдокремленi бiжучi хвилi з профiлем u
та швидкостями ±c.

Тут також використано теорему про гiрський перевал для перiодичних бi-
жучих хвиль та метод перiодичних апроксимацiй для вiдокремлених бiжучих
хвиль. Крiм того, доведено, що профiль вiдокремленої бiжучої хвилi експонен-
цiально спадає на нескiнченностi (пункт 4.1.5).

Ще однiєю популярною мiнiмаксною теоремою є теорема про зачеплення.
Нехай H — гiльбертiв простiр, H = Y ⊕Z. Нехай також ρ > r > 0 i z ∈ Z

такий елемент, що ‖z‖ = r. Позначимо M := {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖ ≤ ρ, λ ≥
0} i M0 := {u = y + λz : y ∈ Y, ‖u‖ = ρ i λ ≥ 0, або ‖u‖ ≤ ρ, λ = 0}, тобто M0

— межа M . Нехай N := {u ∈ Z : ‖u‖ = r}.
Розглянемо C1-функцiонал I на H i припустимо, що β := inf

u∈N
I(u) > α :=

sup
u∈M0

I(u). В такому випадку кажуть, що функцiонал I задовольняє геометрiю
зачеплення.

Теорема про зачеплення. Нехай на гiльбертовому просторi H зада-
ний функцiонал I : H → R класу C1, який задовольняє умову Пале–Смейла
та геометрiю зачеплення. Тодi iснує критична точка u ∈ H функцiоналу I
така, що критичне значення I(u) = b := inf

γ∈Γ
max
u∈M

I(γ(u)) ≥ β, де Γ := {γ ∈
C(M,H) : γ|M0

= id}. При цьому I(u) ≤ sup
u∈M

I(u).

У пунктi 4.1.6 дослiджено iснування перiодичних бiжучих хвиль з до-
вiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозвукових хвиль. Для цього використано
теорему про зачеплення.

Наступна теорема встановлює iснування нетривiальних перiодичних бi-
жучих хвиль для рiвняння (15) для довiльних швидкостей c > 0. Зокрема,
сюди входять хвилi зi швидкостями c > c0 i хвилi зi швидкостями c ∈ (0, c0].
Iснування перших (надзвукових хвиль) було встановлено за допомогою теореми
про гiрський перевал, а от iснування дозвукових хвиль залишалося вiдкритим.

Теорема 4.4. Нехай виконується умова (h4) i a > 0. Тодi для будь-яких
k > 0 i c > 0 рiвняння (15) має нетривiальний розв’язок u, що задовольняє
умову (16).

Зауваження 4.1. На вiдмiну вiд теореми 4.1, теорема 4.4 встанов-
лює iснування тiльки нетривiальних перiодичних хвиль хоча iз бiльш ши-
роким дiапазоном швидкостей. Довести несталiсть цих розв’язкiв тут не
вдасться, оскiльки в надзвуковому випадку є рiвномiрнi по k оцiнки розв’язкiв
(19) i це дає несталiсть при великих перiодах, а у дозвуковому випадку таких
оцiнок немає. Якби вони були, то за допомогою методу перiодичних апрок-
симацiй можна було б одержати i вiдокремленi хвилi. Оскiльки вiдомi ме-
тоди у цьому випадку застосувати не можна, то питання про iснування
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несталих розв’язкiв залишається вiдкритим.
Проте, дещо iнакша ситуацiя у випадку, коли a = 0. Наступна теорема

встановлює iснування несталих перiодичних бiжучих хвиль.
Теорема 4.5. Нехай виконується умова (h4) i a = 0. Тодi для будь-яких

k > 0 i c > 0 рiвняння (15) має нетривiальний розв’язок u, що задовольняє
умову (16). Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо великих
значеннях k.

Пiдроздiл 4.2 присвячений питанню iснування нетривiальних перiоди-
чних i вiдокремлених бiжучих хвиль в системах нелiнiйно зв’язаних осцилято-
рiв. У цьому пiдроздiлi вивчаються рiвняння, якi описують динамiку нескiнчен-
ної системи нелiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t)) +W ′
2(qn,m+1(t)−

−qn,m(t))−W ′
2(qn,m(t)− qn,m−1(t))− U ′(qn,m(t)), (n,m) ∈ Z2, (21)

де W1,W2, U ∈ C1(R) — потенцiали взаємодiї та зовнiшнiй потенцiал вiдповiд-
но.

Пiдставляючи (14) в (21), одержуємо рiвняння для профiлю u(s) бiжучої
хвилi

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))− U ′(u(s)). (22)

У пунктi 4.2.1 розглядаються основнi припущення та варiацiйне форму-
лювання задачi. Зокрема, розглядаються потенцiали вигляду:

(i4) W1(r) = c1
2 r

2+f1(r),W2(r) = c2
2 r

2+f2(r), U(r) = −a
2r

2+V (r), де c1, c2 ∈ R.

Також припускається, що неквадратична частина h ∈ {f1; f2;V } кожного
з цих потенцiалiв задовольняє умови:

(ii4) h(0) = h′(0) = 0 i h′(r) = o(r) при r → 0;

(iii4) iснує µ > 2 таке, що 0 < µh′(r) ≤ rh′(r), r 6= 0.

У пунктi 4.2.2 за допомогою методу критичних точок i теореми про гiр-
ський перевал встановлено iснування надзвукових перiодичних бiжучих хвиль.

Теорема 4.6. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4) i a > 0. Тодi для
будь-яких k > 0 i c > c0 рiвняння (22) має нетривiальний розв’язок u, що
задовольняє умову (16). Крiм того, iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε i C,
якi не залежать вiд k, що ε0 ≤ ‖u‖2

k ≤ C0, ε ≤ Jk(u) ≤ C. Бiльше того, цей
розв’язок не сталий при достатньо великих значеннях k.

А в пунктi 4.2.3 за допомогою методу перiодичних апроксимацiй доведено
iснування надзвукових вiдокремлених хвиль.
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Теорема 4.7. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4) i a > 0. Тодi для
будь-якого c > c0 рiвняння (22) має несталий розв’язок u, який задовольняє
умови (17), а отже, iснують двi несталi вiдокремленi бiжучi хвилi з профi-
лем u та швидкостями ±c.

У пунктi 4.2.4 за допомогою теореми про зачеплення встановлено iснуван-
ня перiодичних бiжучих хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозву-
кових хвиль.

Теорема 4.8. Нехай виконуються умови (i4)—(iii4) i a = 0. Тодi для
будь-яких k > 0 i c > 0 рiвняння (22) має нетривiальний розв’язок u, що
задовольняє умову (16). Бiльше того, цей розв’язок не сталий при достатньо
великих значеннях k.

У п’ятому роздiлi дисертацiї вивчається питання iснування бiжучих
хвиль в дискретних рiвняннях типу синус–Ґордона на двовимiрнiй ґратцi з
нелiнiйним зв’язком частинок (осциляторiв), тобто в системi (21) iз зовнiшнiм
потенцiалом вигляду U(r) = K(1−cos r), який не задовольняє умови пiдроздiлу
4.2. У цьому випадку рiвняння руху системи, що розглядається, мають вигляд:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t)) +W ′
2(qn,m+1(t)−

−qn,m(t))−W ′
2(qn,m(t)− qn,m−1(t))−K sin qn,m(t), (n,m) ∈ Z2, (23)

де W1,W2 ∈ C1(R), K > 0.
У пiдроздiлi 5.1 наводиться формулювання задачi про бiжучi хвилi для

таких рiвнянь. Зокрема, для профiлю бiжучої хвилi одержується рiвняння

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ))−K sinu(s), (24)

де s = n cosϕ+m sinϕ− ct.
Вивчаються бiжучi хвилi трьох типiв: перiодичнi, гомоклiнiчнi та гете-

роклiнiчнi. У випадку перiодичних бiжучих хвиль для знаходження профiлю
хвилi достатньо знайти розв’язок рiвняння (24) з умовою перiодичностi

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (25)

де k > 0 — деяке число. Профiль гомоклiнiчної бiжучої хвилi є розв’язком
рiвняння (24) з крайовими умовами на нескiнченностi

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = π. (26)

А профiль гетероклiнiчної хвилi задовольняє такi крайовi умови

lim
s→+∞

u(s) = π, lim
s→−∞

u(s) = −π. (27)

Як i вище, пiд розв’язком рiвняння (24) розумiється функцiя u ∈ C2(R;R),
яка задовольняє це рiвняння.
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Зауважимо, що за допомогою замiни u(s) = v(s) + π, рiвняння (24) зво-
диться до рiвняння

c2v′′(s) = W ′
1(v(s+ cosϕ)− v(s))−W ′

1(v(s)− v(s− cosϕ))+

+W ′
2(v(s+ sinϕ)− v(s))−W ′

2(v(s)− v(s− sinϕ)) +K sin v(s), (28)

розв’язки якого вiдрiзняються на π вiд розв’язкiв рiвняння (24). Бiльше того,
крайовi умови (26) зводяться до умов lim

s→±∞
v(s) = v(±∞) = 0, якi наклада-

лися на профiль вiдокремлених бiжучих хвиль, що вивчалися у попередньому
роздiлi. А умова перiодичностi для v залишається тiєю ж, що й для u. Тому
для встановлення iснування перiодичних i гомоклiнiчних хвиль розглядається
рiвняння (28) з u замiсть v, а для гетероклiнiчних — (24).

У пiдроздiлi 5.2 встановлено iснування несталих перiодичних бiжучих
хвиль. Тут розглядається рiвняння

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ)) +K sinu(s). (29)

З рiвнянням (29) та умовою (25) пов’язується функцiонал

Jk(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K(1− cosu(s))
]
ds, (30)

де

(Au(s)) := u(s+ cosϕ)− u(s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ,

(Bu(s)) := u(s+ sinϕ)− u(s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ.

Функцiонал (30) визначений на просторi Ek = {u ∈ H1
loc(R) : u(s+ 2k) = u(s)}

з нормою ‖u‖k =
(
‖u‖2

L2(−k,k) + ‖u‖2
L2(−k,k)

) 1
2

=

(
k∫
−k

[(u(s))2 + (u′(s))2]ds

) 1
2

.

Передбачається, що потенцiали задовольняють умову:

(h5) Wi(r) = c2i
2 r

2 + fi(r), i = 1, 2, де fi ∈ C1(R), причому fi(0) = f ′i(0) = 0 i
f ′i(r) = o(r) при r → 0, та iснує таке µ > 2, що 0 < µfi(r) ≤ f ′i(r)r, r 6=
0.
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Для одержання основного результату, як i в роздiлi 4, використано варiа-
цiйний пiдхiд iз використанням теореми про гiрський перевал. Критичнi точки
функцiоналу Jk є перiодичними розв’язками рiвняння (29). Однак, в силу йо-
го особливостi, довести виконання умови Пале-Смейла в аналогiчний спосiб,
як це зроблено в роздiлi 4, неможливо (тут не виконується умова Амброзеттi-
Рабiновiца). Тому для цього побудовано спецiальний допомiжний функцiонал
J̃k, який збiгається з Jk для всiх u при ‖u‖L∞([−k,k]) ≤ π

2 :

J̃k(u) =

k∫
−k

[
c2

2
(u′(s))2 −W1(Au(s))−W2(Bu(s))+

+K[1− cosu(s) + f(u(s))]
]
ds,

де f(r) = 1
2

(
max

{
0; |r| − π

2

})2
. Крiм того, f є неперервно диференцiйовною

функцiєю, 1− cos r + f(r) ≤ r2

2 та iснує таке ω = ω(µ) > 0, що для всiх r ∈ R

ωr2 ≤ 1− cos r + f(r)− 1

µ
r sin r − 1

µ
rf ′(r). (31)

Далi вводяться такi величини:

c2
0 = c2

0(ϕ) := c2
1 cos2 ϕ+ c2

2 sin2 ϕ

та
α = min

{
µ− 2

2µ
(c2 − c2

0), ωK

}
.

Зафiксуємо u0 ∈ Ek i покладемо

M := sup
τ≥0

J̃k(τu0).

Припускається, що заданi величини, задовольняють нерiвнiсть

1

αµ
+

√
M + 1

α
<
π

2
. (32)

За допомогою функцiоналу J̃k встановлено обмеженiсть послiдовностi Пале-
Смейла функцiоналу Jk.

Наступна теорема є основним результатом даного пiдроздiлу.
Теорема 5.1. Нехай виконується умова (h5), нерiвнiсть (32), c2 > c2

0,
k > 0 i M < 4kK. Тодi рiвняння (29) має несталий розв’язок u ∈ Ek, а отже,
iснують двi несталi 2k-перiодичнi бiжучi хвилi з профiлем u i швидкостями
±c.

У пiдроздiлi 5.3, в аналогiчний до попереднього пiдроздiлу спосiб, одержа-
но умови iснування несталих гомоклiнiчних бiжучих хвиль. Тут розглядається
рiвняння (29) з крайовими умовами

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = 0. (33)
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Теорема 5.2. Нехай виконується умова (h5), нерiвнiсть (32) i c2 > c2
0. Тодi

рiвняння (29) має несталий розв’язок u, який задовольняє умови (33), а от-
же, iснують двi несталi гомоклiнiчнi (вiдокремленi) бiжучi хвилi з профiлем
u i швидкостями ±c.

Потужною технiкою для дослiдження варiацiйних задач є використання
принципу концентрованої компактностi Лiонса.

Принцип концентрованої компактностi. Нехай {fk} така послiдов-
нiсть невiд’ємних функцiй простору L1(R), що ‖fk‖L1 = θ > 0. Тодi, пiсля пе-
реходу до пiдпослiдовностi, виконується одна з таких трьох можливостей:

(i) (концентрацiя): iснує послiдовнiсть {yk} ⊂ R така, що для будь-якого

ε > 0 iснує r > 0 таке, що
yk+r∫
yk−r

fk(x)dx ≥ θ − ε;

(ii) (розпливання): lim
k→∞

sup
y∈R

y+r∫
y−r

fk(x)dx = 0 для всiх r > 0;

(iii) (розщеплення): знайдуться α ∈ (0, θ) i послiдовностi невiд’ємних функ-
цiй {f (1)

k }, {f
(2)
k } ⊂ L1(R) з компактними носiями, такi, що

dist
[
supp{f (1)

k }, supp{f (1)
k }
]
→∞, при k →∞, lim

k→∞
‖fk−(f

(1)
k +f

(2)
k )‖L1 =

0, lim
k→∞
‖f (1)

k ‖L1 = α i lim
k→∞
‖f (2)

k ‖L1 = θ − α.

Зауважимо, що можливiсть (i) часто також називають компактнiстю (iно-
дi жорсткiстю).

У пiдроздiлi 5.4 доведено iснування гетероклiнiчних бiжучих хвиль. В си-
лу особливостi крайових умов для профiлю таких хвиль, використати пiдхiд,
реалiзований для перiодичних i гомоклiнiчних хвиль неможливо. В даному ви-
падку використано варiацiйний метод iз використанням принципу концентро-
ваної компактностi.

Спочатку розглянуто випадок квадратичних потенцiалiв взаємодiї

W1(r) =
c2

1

2
r2, W2(r) =

c2
2

2
r2,

де c2
1, c

2
2 > 0. У цьому випадку рiвняння (24) набуде вигляду

c2u′′(s) = c2
1(u(s+ cosϕ) + u(s− cosϕ)− 2u(s))+

+c2
2(u(s+ sinϕ) + u(s− sinϕ)− 2u(s))−K sinu(s). (34)

З рiвнянням (34) пов’язується функцiонал

J(u) =

+∞∫
−∞

[
c2

2
(u′(s))2 − c2

1

2
(u(s+ cosϕ)− u(s))2−
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−c
2
2

2
(u(s+ sinϕ)− u(s))2 +K(1 + cosu(s))

]
ds, (35)

визначений на гiльбертовому просторi X = {u ∈ H1
loc(R) : u′ ∈ L2(R)} зi

скалярним добутком (u, v) = u(0)v(0) +
+∞∫
−∞

u′(s)v′(s)ds.

Позначимо через

M−π,π = {u ∈ X : u(−∞) = −π, u(+∞) = π}.

Нехай v0 : R → [−π, π] — монотонна функцiя в C∞(R) така, що v0(s) =
−π для s < −1 i v0(s) = π для s > 1. Тодi означимо функцiонал Ψ : H1(R)→ R

Ψ(v) := J(v0 + v).

Неважко переконатися, що Ψ(v) < ∞ для всiх v ∈ H1(R) i точку мiнiмуму
u функцiоналу J на M−π,π можна записати у виглядi u = v0 + v для деяко-
го v ∈ H1(R). Бiльше того, якщо v є критичною точкою функцiоналу Ψ i
u = v0 + v ∈ M−π,π, то u ∈ C2(R;R) є розв’язком рiвняння (34), який за-
довольняє умови (27). Таким чином, точки глобального мiнiмуму з множини
M−π,π функцiоналу J виражаються через критичнi точки функцiоналу Ψ, i є
розв’язками даного рiвняння з гетероклiнiчними крайовими умовами. Показа-
но, що для функцiоналу J i вiдповiдної мiнiмiзуючої послiдовностi з M−π,π ви-
конується можливiсть (i) (концентрацiя) принципу концентрованої компактно-
стi, що дає обмеженiсть мiнiмiзуючої послiдовностi, а отже, слабку збiжнiсть
до деякої функцiї. Ця функцiя i є розв’язком вихiдної задачi.

Теорема 5.3. Нехай c2 > 9
8c

2
0. Тодi рiвняння (34) має розв’язок u ∈

X, який задовольняє умови (27), а отже, iснують двi гетероклiнiчнi бiжучi
хвилi з профiлем u i швидкостями ±c.

Далi в цьому пiдроздiлi поширено одержаний вище результат на випадок
суперквадратичних потенцiалiв. Припускається, що виконуються такi умови:

(i5) Wi ∈ C1(R), Wi(0) = 0 та Wi(r) ≥ 0 для всiх r ∈ R (i = 1, 2);

(ii5) lim
r→±∞

Wi(r) = +∞;

(iii5) iснує скiнченна границя lim
r→0

Wi(r)
r2 .

За допомогою аналогiчної технiки (як i у випадку квадратичних потен-
цiалiв) одержується наступний результат:

Теорема 5.4. Нехай виконуються умови (i5)—(iii5). Тодi iснує c0 > 0
таке, що для всiх c > c0 рiвняння (24) має розв’язок u, який задовольняє кра-
йовi умови (27), а отже, iснують двi гетероклiнiчнi бiжучi хвилi з профiлем
u i швидкостями ±c.
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У шостому роздiлi дисертацiї вивчається питання iснування бiжучих
хвиль в системi типу Фермi–Пасти–Улама на двовимiрнiй ґратцi:

q̈n,m(t) = W ′
1(qn+1,m(t)− qn,m(t))−W ′

1(qn,m(t)− qn−1,m(t))+

+W ′
2(qn,m+1(t)− qn,m(t))−W ′

2(qn,m(t)− qn,m−1(t)), (n,m) ∈ Z2, (36)

де W1,W2 ∈ C1(R).
У пiдроздiлi 6.1 наводиться формулювання задачi про бiжучi хвилi для

таких систем. Зокрема, пiдставляючи (14) в систему (36), для профiлю u(s)
бiжучої хвилi маємо рiвняння

c2u′′(s) = W ′
1(u(s+ cosϕ)− u(s))−W ′

1(u(s)− u(s− cosϕ))+

+W ′
2(u(s+ sinϕ)− u(s))−W ′

2(u(s)− u(s− sinϕ)), (37)

де s = n cosϕ+m sinϕ− ct.
Пiд розв’язком рiвняння (37) розумiється функцiя u ∈ C2(R;R), яка за-

довольняє це рiвняння.
Зауважимо, що в системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґрат-

цi, як i у одновимiрному випадку, мають змiст монотоннi хвилi. Проте моно-
тоннi хвилi не можуть задовольняти умову перiодичностi (16) та крайовi умови
(17). Тому, як i в четвертому роздiлi, будемо вивчати два види бiжучих хвиль.
Але у першому випадку на профiль хвилi накладемо таку умову перiодичностi:

u′(s+ 2k) = u′(s), s ∈ R, (38)

де k > 0 — деяке число. Зауважимо, що профiль такої хвилi не обов’язково
перiодичний. Проте перiодичними є його профiлi вiдносних змiщень r±i , якi є
аргументами W ′

1 та W ′
2 в рiвняннi (37):

r+
1 (s) =

s+cosϕ∫
s

u′(τ)dτ, r+
2 (s) =

s+sinϕ∫
s

u′(τ)dτ,

r−1 (s) =

s∫
s−cosϕ

u′(τ)dτ, r−2 (s) =

s∫
s−sinϕ

u′(τ)dτ.

Тому такi хвилi також називають перiодичними.
А в другому випадку профiль бiжучої хвилi є розв’язком рiвняння (37) з

крайовими умовами на нескiнченностi:

lim
s→±∞

u′(s) = u′(±∞) = 0. (39)

У пiдроздiлi 6.2 доведено iснування нетривiальних бiжучих хвиль з перi-
одичною похiдною профiлю. Для цього, як i в роздiлi 4, використано варiацiй-
ний метод. Зокрема, за допомогою теореми про гiрський перевал встановлено
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iснування нетривiальних надзвукових монотонних i необов’язково монотонних
бiжучих хвиль.

Спочатку, за допомогою одного з варiантiв теореми про гiрський перевал,
доведено iснування монотонних хвиль за виконання таких умов:

(i6) Wi(r) = c2i
2 r

2 + fi(r), де ci ≥ 0, fi ∈ C1(R), причому fi(0) = f ′i(0) = 0 i
f ′i(r) = o(r) при r → 0, i = 1, 2;

i також

(ii+6 ) iснують r0 > 0 i µ > 2 такi, що fi(r0) > 0 i для r ≥ 0: 0 ≤ µfi(r) ≤
rf ′i(r);

або

(ii−6 ) iснують r0 < 0 i µ > 2 такi, що fi(r0) > 0 i для r ≤ 0: 0 ≤ µfi(r) ≤
rf ′i(r).

Позначимо через

c0 = c0(ϕ) :=
√
c2

1 cos2 ϕ+ c2
2 sin2 ϕ

швидкiсть звуку. Наступна теорема встановлює iснування надзвукових бiжу-
чих хвиль, якi мають неспадний або незростаючий профiль.

Теорема 6.1. Нехай виконується умова (i6), ϕ ∈ [0, π2 ] (ϕ ∈ [π, 3π
2 ])) i

k > 0. Тодi

(a) за виконання умови (ii+6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (37) має неспад-
ний (незростаючий) несталий розв’язок u, що задовольняє умову (38);

(b) за виконання умови (ii−6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (37) має незрос-
таючий (неспадний) несталий розв’язок u, що задовольняє умову (38).

Бiльше того, в обох випадках iснують сталi δ > 0 i C > 0, якi не залежать
вiд k, такi, що критичне значення Jk(u) задовольняє нерiвностi δ ≤ Jk(u) ≤
C.

Зауважимо, що з точки зору фiзики, зростаючi хвилi є хвилями розши-
рення, а спаднi — хвилями стиснення.

Далi замiнено умови, вказанi вище, такими:

(i′6) Wi(r) = ci
2 r

2 + fi(r), де ci ∈ R, fi ∈ C1(R), причому fi(0) = f ′i(0) = 0 i
f ′i(r) = o(r) при r → 0, i = 1, 2;

(ii′6) iснують r0 ∈ R i µ > 2 такi, що fi(r0) > 0 i µfi(r) ≤ rf ′i(r), r ∈ R, i =
1, 2.



24

Позначимо через a := max{c1, c2, 0}. Тодi за допомогою теореми про гiр-
ський перевал одержується версiя теореми 6.1 для необов’язково монотонних
хвиль.

Теорема 6.2. Нехай виконуються умови (i′6) та (ii′6). Тодi для будь-
яких k > 0 i c2 > a рiвняння (37) має несталий розв’язок u, що задовольняє
умову (38). Бiльше того, iснують сталi δ > 0 i C > 0, якi не залежать вiд
k, такi, що критичне значення Jk(u) задовольняє нерiвностi δ ≤ Jk(u) ≤ C.

Далi, за допомогою теореми про зачеплення встановлено iснування бiжу-
чих хвиль з довiльною швидкiстю c > 0, зокрема, дозвукових бiжучих хвиль,
якi задовольняють умову (38).

Теорема 6.3. Нехай виконуються умови (i6), (ii+6 ) та (ii−6 ). Тодi для
будь-яких k > 0 i c > 0 рiвняння (37) має несталий розв’язок u, що задоволь-
няє умову (38).

У пiдроздiлi 6.3 за допомогою методу перiодичних апроксимацiй доведе-
но iснування нетривiальних монотонних i необов’язково монотонних бiжучих
хвиль з профiлем, похiдна якого збiгається до нуля на нескiнченностi.

Теорема 6.4. Нехай виконується умова (i6) та ϕ ∈ [0, π2 ] (ϕ ∈ [π, 3π
2 ])).

Тодi

(a) за виконання умови (ii+6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (37) має неспа-
дний (незростаючий) несталий розв’язок u, що задовольняє умови (39);

(b) за виконання умови (ii−6 ) для будь-якого c > c0 рiвняння (37) має незрос-
таючий (неспадний) несталий розв’язок u, що задовольняє умови (39).

Теорема 6.5. Нехай виконуються умови (i′6), (ii′6) та c2 > a. Тодi рiв-
няння (37) має несталий розв’язок u, що задовольняє умови (39).

У пiдроздiлi 6.4 вивчаються перiодичнi та вiдокремленi бiжучi хвилi, якi
означаються аналогiчно до роздiлу 4. Зокрема, профiль перiодичної хвилi за-
довольняє умову перiодичностi

u(s+ 2k) = u(s), s ∈ R, (40)

де k > 0 — деяке число, а профiль вiдокремленої хвилi задовольняє крайовi
умови на нескiнченностi

lim
s→±∞

u(s) = u(±∞) = 0. (41)

За допомогою теореми про гiрський перевал i теореми про зачеплення
одержано такi результати:

Теорема 6.6. Нехай виконуються умови (i′6) та (ii′6). Тодi для будь-
яких k > 0 i c2 > a рiвняння (37) має несталий розв’язок u, що задовольняє
умову (40).

Теорема 6.7. Нехай виконуються умови (i6), (ii+6 ) та (ii−6 ). Тодi для
будь-яких k > 0 i c > 0 рiвняння (37) має несталий розв’язок u, що задоволь-
няє умову (40).
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Теорема 6.8. Нехай виконуються умови (i′6), (ii′6) i c2 > a. Тодi рiвнян-
ня (37) має несталий розв’язок u, що задовольняє умови (41).

У сьомому роздiлi дисертацiї дослiджується питання iснування стоя-
чих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiрнiй
ґратцi.

У пiдроздiлi 7.1 вивчаються дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiн-
гера на плоскiй цiлочисловiй ґратцi з кубiчною нелiнiйнiстю:

iψ̇n,m(t) + (∆ψ)n,m(t) + θµn,m|ψn,m(t)|2ψn,m(t) = 0, (n,m) ∈ Z2, (42)

де ψn,m(t) — хвильова функцiя (n,m)-ї частинки, θ = ±1, а

(∆ψ)n,m = ψn+1,m + ψn−1,m + ψn,m+1 + ψn,m−1 − 4ψn,m

двовимiрний дискретний оператор Лапласа, {µn,m} ⊂ R. Рiвняння (42) пред-
ставляють собою нескiнченну систему звичайних диференцiальних рiвнянь пер-
шого порядку. Такi системи використовують, наприклад, для опису двовимiр-
них систем зв’язаних волоконних свiтлодiодiв i, зокрема, явищ самофокусу-
вання i розфокусування. Зауважимо, що параметр θ введено для того, щоб
розрiзняти самофокусований (θ = 1) та розфокусований (θ = −1) випадки.

В перших двох пунктах цього пiдроздiлу розглядається формулювання
задачi про стоячi хвилi та варiацiйне формулювання задачi.

Стоячою хвилею в даному випадку є розв’язок вигляду

ψn,m(t) = un,m exp(−iωt), (43)

де un,m ∈ R називається амплiтудою стоячої хвилi, а ω ∈ R — частотою. Такi
розв’язки iнодi називають бризерами або лакунарними солiтонами (за аналогi-
єю до лакунарних солiтонiв у фотонних кристалах).

Пiдставляючи стоячу хвилю (43) в систему (42) i враховуючи, що
| exp(−iωt)| = 1, одержуємо систему

−(∆u)n,m − ωun,m = θµn,m|un,m|2un,m, (n,m) ∈ Z2. (44)

Пiд розв’язком системи (44) розумiється послiдовнiсть {un,m} ⊂ R, яка
задовольняє цю систему.

Всюди далi припускається, що послiдовнiсть {µn,m} ⊂ R є N -перiодич-
ною, тобто µn+N,m = µn,m+N = µn,m, де N — деяке натуральне число.

Позначимо через

(Lu)n,m = an,mun+1,m + an−1,mun−1,m + bn,mun,m+1 + bn,m−1un,m−1 + cn,mun,m

i розглянемо бiльш загальну систему

(Lu)n,m − ωun,m = θµn,m|un,m|2un,m, (n,m) ∈ Z2, (45)

де послiдовностi дiйсних чисел {an,m}, {bn,m}, {cn,m} є також N -перiодичними.
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Зауважимо, що оператор L є обмеженим i самоспряженим у просторi l2.
Його спектр σ(L) має групову структуру, тобто σ(L) є об’єднанням скiнчен-
ного числа вiдрiзкiв. Доповнення R \ σ(L) складається зi скiнченного числа
iнтервалiв, якi називаються спектральними промiжками.

Позначимо через (a, b) — довiльний фiксований спектральний промiжок
оператора L.

Далi вивчаються стоячi хвилi двох видiв: з kN -перiодичною амплiтудою
(перiодичнi розв’язки) та амплiтудою, яка на нескiнченностi збiгається до нуля
(локалiзованi розв’язки), тобто

un+kN,m = un,m+kN = un,m, (n,m) ∈ Z2, (46)

де k — фiксоване натуральне число, та

lim
n,m→±∞

un,m = 0 (47)

вiдповiдно.
Залежно вiд типу стоячої хвилi, розглядаються функцiонали Jk та J . По-

казано, що критичнi точки цих функцiоналiв є розв’язками вiдповiдних задач.
У пунктi 7.1.3 доведено iснування нетривiальних перiодичних розв’язкiв

системи (45), а в пунктi 7.1.4 – локалiзованих розв’язкiв для самофокусованого
випадку.

Теорема 7.1. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = 1, ω ∈ (a, b)
та b 6= +∞. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (45) має нетривiальний kN -
перiодичний розв’язок u. Бiльше того, iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε
i C, якi не залежать вiд k, що ε0 ≤ ‖u‖2

k ≤ C0, ε ≤ Jk(u) ≤ C.

Теорема 7.2. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = 1, ω ∈ (a, b) та
b 6= +∞. Тодi система (45) має нетривiальний розв’язок u ∈ l2.

Тут також, як i в попереднiх роздiлах, використано теорему про зачеп-
лення для перiодичних розв’язкiв та метод перiодичних апроксимацiй для ло-
калiзованих розв’язкiв.

У пунктi 7.1.5 наведено аналогiчнi результати до одержаних вище для
розфокусованого випадку (θ = −1), якi одержуються аналогiчними методами.

Теорема 7.3. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = −1, ω ∈ (a, b)
та a 6= −∞. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (45) має нетривiальний kN -
перiодичний розв’язок u. Бiльше того, iснують такi додатнi сталi ε0, C0, ε
i C, якi не залежать вiд k, що ε0 ≤ ‖u‖2

k ≤ C0, ε ≤ Jk(u) ≤ C.

Теорема 7.4. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2, θ = −1, ω ∈ (a, b) та
a 6= −∞. Тодi система (45) має нетривiальний розв’язок u ∈ l2.

З теорем 7.2 та 7.4 випливає основний результат пiдроздiлу 7.1.
Теорема 7.5. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2 та ω ∈ (a, b). I нехай

b 6= +∞, якщо θ = 1, або a 6= −∞, якщо θ = −1. Тодi система (45) має
нетривiальний розв’язок u ∈ l2.
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Оскiльки спектр оператора −∆ є вiдрiзком [0, 8], то з теореми 7.5 одер-
жуємо наслiдок:

Наслiдок 7.1. Нехай µn,m > 0 для всiх (n,m) ∈ Z2. I нехай ω < 0,
якщо θ = 1, або ω > 0, якщо θ = −1. Тодi система (44) має нетривiальний
розв’язок u ∈ l2.

Пiдроздiл 7.2 присвячений питанню iснування нетривiальних стоячих
хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях типу Шредiнгера на двовимiрнiй
ґратцi iз насичуваною нелiнiйнiстю:

iψ̇n,m(t)−a1(∆(1)ψ)n,m(t)−a2(∆(2)ψ)n,m(t)+θf(ψn,m(t)) = 0, (n,m) ∈ Z2, (48)

де ψn,m(t) — хвильова функцiя (n,m)-ї частинки, a1, a2 ∈ R+, θ = ±1, ∆(1) i
∆(2) дискретнi оператори Лапласа вiдповiдно за змiнними n i m, f(z) — наси-
чувана нелiнiйнiсть. Це означає, що на нескiнченностi f(z) росте як const · |z|.
Важливими прикладами таких нелiнiйностей є

f(u) =
ν|u|p

1 + µ|u|p
u, µ > 0, ν > 0, p > 1, (49)

та
f(u) = χ (1− exp(−a|u|p))u, χ > 0, a > 0, p > 0. (50)

У пунктi 7.2.1 розглядається формулювання задачi та основнi припущен-
ня. Пiдставляючи стоячу хвилю (43) в систему (48) i враховуючи, що
| exp(−iωt)| = 1, одержуємо систему

(Lu)n,m − ωun,m = θf(un,m), (n,m) ∈ Z2, (51)

де (Lu)n,m = −a1(∆(1)u)n,m − a2(∆(2)u)n,m.
Як i вище, вивчаються стоячi хвилi двох видiв: з k-перiодичною амплiту-

дою та амплiтудою, яка збiгається до нуля (локалiзованi хвилi), тобто

un+k,m = un,m+k = un,m, (n,m) ∈ Z2, (52)

де k — деяке натуральне число, та

lim
n,m→±∞

un,m = 0 (53)

вiдповiдно.
Нехай F (r) первiсна функцiя для функцiї f(r), тобто

F (r) =

r∫
0

f(s)ds.

Тодi всюди далi припускається, що виконуються такi умови:

(i7) f(r) = o(r) при r → 0;
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(ii7) lim
r→±∞

f(r)
r = l < +∞;

(iii7) f ∈ C1(R) i f(r)r < f ′(r)r2, r 6= 0;

Крiм того, приймемо одну з таких умов:

(iv7) lim
r→±∞

(
1
2f(r)r − F (r)

)
= +∞;

або

(v7) функцiя g(r) = f(r)− lr обмежена.

Легко перевiрити, що нелiнiйностi (49) i (50) задовольняють умови (i7)—
(iii7). Крiм того, (49) задовольняє (iv7) при 1 < p ≤ 2 та (v7) для всiх p > 1
(зокрема, при p > 2). А нелiнiйнiсть (50) задовольняє (v7) для всiх p > 0.

У пунктi 7.2.2 подано варiацiйне формулювання задачi i введено много-
види Нехарi.

Позначимо через Ek простiр всiх k-перiодичних послiдовностей {un,m},
якi задовольняють умову (52). Це скiнченновимiрний простiр зi скалярним до-
бутком (u, v)k =

∑
(n,m)∈Qk

un,mvn,m та вiдповiдною нормою ‖u‖k = (u, u)
1
2 , де

Qk =
{

(n,m) ∈ Z2 : −
[
k
2

]
≤ n,m ≤ k −

[
k
2

]
− 1
}
, i
[
k
2

]
— цiла частина k

2 . Че-
рез E позначимо простiр l2.

На просторах Ek та E розглядаються вiдповiдно функцiонали

Jk(u) =
1

2
(Lku− ωu, u)k −

∑
(n,m)∈Qk

θF (un,m),

J(u) =
1

2
(Lu− ωu, u)−

∑
(n,m)∈Z2

θF (un,m),

де Lk — оператор L, який дiє в просторi Ek. Позначимо через σk спектр опе-
ратора Lk в просторi Ek. Критичнi точки функцiоналiв Jk та J є розв’язками
системи (51), що задовольняють умови (52) та (53) вiдповiдно. Зауважимо, що
оскiльки функцiонал Jk не задовольняє умову Пале-Смейла, то до нього не мо-
жна застосувати теорему про зачеплення (як це було зроблено вище). Тому в
даному випадку для встановлення iснування розв’язкiв використано пiдхiд iз
використанням многовиду Нехарi.

Далi для функцiоналiв Jk та J означаються вiдповiднi многовиди Нехарi

Nk := {u ∈ Ek| 〈J ′k(u), u〉 = 0, u 6= 0} ⊂ Ek

та
N := {u ∈ E| 〈J ′(u), u〉 = 0, u 6= 0} ⊂ E.

У пунктi 7.2.3 за допомогою методу критичних точок i многовиду Нехарi
встановлено iснування перiодичних розв’язкiв для самофокусовного випадку
(θ = 1).
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Теорема 7.6. Нехай виконуються умови (i7)—(iv7), θ = 1, ω < 0 та
ω + l > 0. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (51) має нетривiальний k-
перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то сис-
тема (51) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek, один з яких невiд’ємний.

У пунктi 7.2.4 для самофокусовного випадку доведено iснування локалi-
зованих розв’язкiв за допомогою многовиду Нехарi i методу перiодичних ап-
роксимацiй.

Теорема 7.7. Нехай виконуються умови (i7)—(iv7), θ = 1, ω < 0 та
ω+l > 0. Тодi система (51) має нетривiальний розв’язок u ∈ E. Бiльше того,
якщо функцiя f непарна, то система (51) має два нетривiальнi розв’язки
±u ∈ E, один з яких невiд’ємний.

Однiєю з умов iснування перiодичних i локалiзованих розв’язкiв є умова
(iv7), яку задовольняє нелiнiйнiсть f(u) = ν|u|p

1+µ|u|pu при 1 < p ≤ 2.
У пунктi 7.2.5 умову (iv7) замiнено на (v7), яка дозволяє довести ви-

конання умови Пале–Смейла. Тому для встановлення iснування перiодичних
розв’язкiв використано теорему про гiрський перевал.

Теорема 7.9. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (v7). I нехай
θ = 1, ω < 0, ω + l > 0 та ω + l 6∈ σk. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система
(51) має нетривiальний k-перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, якщо
функцiя f непарна, то система (51) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek,
один з яких невiд’ємний.

Тут також за допомогою граничного переходу одержано результат про
iснування локалiзованих розв’язкiв.

Теорема 7.10. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (v7). I нехай
θ = 1, ω < 0 та ω + l > 0. Тодi система (51) має нетривiальний розв’язок
u ∈ E. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то система (51) має два не-
тривiальнi розв’язки ±u ∈ E, один з яких невiд’ємний.

Крiм того, в цьому пунктi наведено аналогiчнi результати до одержаних
вище для розфокусованого випадку (θ = −1).

Теорема 7.11. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (iv7) або (v7). I
нехай θ = −1, ω > 4(a1 +a2) та ω− l < 4(a1 +a2). Крiм того, у випадку умови
(v7) ω − l 6∈ σk. Тодi для будь-якого k ≥ 1 система (51) має нетривiальний
k-перiодичний розв’язок u ∈ Ek. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то
система (51) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek.

Теорема 7.12. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (iv7) або (v7).
I нехай θ = −1, ω > 4(a1 + a2) та ω − l < 4(a1 + a2). Тодi система (51) має
нетривiальний розв’язок u ∈ E. Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то
система (51) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ E.

З теорем 7.7, 7.10 та 7.12 випливає основний результат пiдроздiлу 7.2.
Теорема 7.13. Нехай виконуються умови (i7)—(iii7) та (iv7) або (v7).

I нехай ω < 0 та ω + l > 0, якщо θ = 1, або ω > 4(a1 + a2) та ω − l <
4(a1+a2), якщо θ = −1. Тодi система (51) має нетривiальний розв’язок u ∈ E.



30

Бiльше того, якщо функцiя f непарна, то система (51) має два нетривiальнi
розв’язки ±u ∈ E, один з яких при θ = 1 невiд’ємний.

Наслiдок 7.5. Нехай ω < 0 та ω+ l > 0, якщо θ = 1, або ω > 4(a1 + a2)
та ω − l < 4(a1 + a2), якщо θ = −1. Тодi система (51) з нелiнiйностями
(49) та (50) має два нетривiальнi розв’язки ±u ∈ Ek, один з яких при θ = 1
невiд’ємний.

ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена побудовi класiв iснування розв’язкiв таких дис-
кретних нескiнченновимiрних гамiльтонових систем як: нескiнченнi системи
нелiнiйних осциляторiв, дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, системи типу
Фермi-Пасти-Улама та дискретнi нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера на дво-
вимiрнiй ґратцi. Враховуючи специфiку таких систем, в роботi набули розвитку
i були застосованi методи функцiонального аналiзу та теорiї критичних точок
гладких функцiоналiв.

Вiдповiдно до поставлених завдань у дисертацiї зроблено огляд вiдомих
результатiв з теми дослiдження та одержано такi новi результати:

1) Встановлено умови iснування та єдиностi локальних i глобальних роз-
в’язкiв задачi Кошi для рiвнянь, що описують динамiку нескiнченних систем
лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Встановлено
умови обмеженостi глобального розв’язку. Окремо дослiджено випадок степе-
невих потенцiалiв, якi у загальному випадку не задовольняють одержанi умови.
Для таких потенцiалiв встановлено умови iснування та неiснування глобальних
розв’язкiв вiдповiдної задачi Кошi.

2) Дослiджено умови iснування перiодичних за часовою змiнною розв’яз-
кiв у нескiнченних системах лiнiйно зв’язаних нелiнiйних осциляторiв на дво-
вимiрнiй ґратцi. За допомогою методу критичних точок встановлено iснування
нетривiальних перiодичних розв’язкiв. Доведено, що для достатньо великих
перiодiв цi розв’язки не сталi. Показано, що у випадку степеневих потенцiалiв
перiодичнi розв’язки можна побудувати за допомогою методу умовної мiнiмi-
зацiї.

3) Встановлено умови iснування нетривiальних перiодичних i вiдокрем-
лених бiжучих хвиль в нескiнченних системах лiнiйно та нелiнiйно зв’язаних
нелiнiйних осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Дослiджено iснування несталих
надзвукових i дозвукових бiжучих хвиль.

4) Доведено iснування несталих перiодичних, гомоклiнiчних i гетероклi-
нiчних бiжучих хвиль для дискретних рiвнянь типу синус-Ґордона на двови-
мiрнiй ґратцi з нелiнiйним зв’язком.

5) Знайдено умови iснування несталих перiодичних i вiдокремлених бiжу-
чих хвиль в системах типу Фермi-Пасти-Улама на двовимiрнiй ґратцi. Окремо
дослiджено iснування бiжучих хвиль з профiлем, похiдна якого є перiодичною
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та збiгається до нуля на нескiнченностi. У цьому випадку, зокрема, встановлено
умови iснування монотонних хвиль.

6) Дослiджено iснування стоячих хвиль для дискретних нелiнiйних рiв-
нянь типу Шредiнгера з кубiчною та насичуваною нелiнiйностями на двови-
мiрнiй ґратцi. Встановлено умови iснування стоячих хвиль з перiодичною ам-
плiтудою та амплiтудою, яка збiгається до нуля на нескiнченностi. Дослiджено
самофокусований та розфокусований випадки рiвняння.

Одержанi в дисертацiї результати є поширенням вже вiдомих для подiб-
них систем, мають теоретичний характер i можуть бути застосованими в теорiї
звичайних диференцiальних рiвнянь та у нелiнiйнiй фiзицi.
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Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних
наук за спецiальнiстю 01.01.02 "Диференцiальнi рiвняння"(111 Математика). —
Вiнницький державний педагогiчний унiверситет iменi Михайла Коцюбинсько-
го, Вiнниця. — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка, Львiв,
2020.

Дисертацiйна робота присвячена побудовi класiв iснування розв’язкiв
дискретних нескiнченновимiрних гамiльтонових систем на двовимiрнiй ґратцi.
Зокрема, у дисертацiї дослiджено нескiнченнi системи зв’язаних нелiнiйних
осциляторiв на двовимiрнiй ґратцi. Одержано достатнi умови iснування та єди-
ностi локального i глобального розв’язку для систем осциляторiв з лiнiйним
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зв’язком. Також встановлено умови обмеженостi глобального розв’язку. Одер-
жано умови неiснування глобального розв’язку у випадку степеневих потенцi-
алiв. Для таких систем встановлено умови iснування перiодичних за часовою
змiнною розв’язкiв. Встановлено iснування несталих надзвукових перiодичних
та вiдокремлених бiжучих хвиль в системах осциляторiв з лiнiйним i нелiнiй-
ним зв’язком. Доведено, що профiль вiдокремленої бiжучої хвилi експоненцi-
ально спадає на нескiнченностi. Одержано результати про iснування дозвуко-
вих перiодичних бiжучих хвиль. Крiм того, у дисертацiї встановлено iснування
несталих бiжучих хвиль в дискретних рiвняннях типу синус–Ґордона та сис-
темах типу Фермi–Пасти–Улама на двовимiрнiй ґратцi. Також у роботi дослi-
джено питання iснування стоячих хвиль в дискретних нелiнiйних рiвняннях
типу Шредiнгера на двовимiрнiй ґратцi. Розглянуто такi рiвняння з кубiчною
i насичуваною нелiнiйностями.

Ключовi слова: гамiльтоновi системи, нелiнiйнi осцилятори, системи
типу Фермi-Пасти-Улама, дискретнi рiвняння типу синус-Ґордона, дискретнi
нелiнiйнi рiвняння типу Шредiнгера, двовимiрна ґратка, задача Кошi, перiо-
дичнi розв’язки, бiжучi хвилi, стоячi хвилi, критичнi точки, теорема про гiр-
ський перевал, теорема про зачеплення, принцип концентрованої компактностi,
перiодичнi апроксимацiї, многовид Нехарi.

АННОТАЦИЯ

Бак С. Н. Дискретные бесконечномерные гамильтоновы системы на
двумерной решетке. — Квалификационная научная работа на правах руко-
писи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математичес-
ких наук по специальности 01.01.02 "Дифференциальные уравнения"(111 Ма-
тематика). — Винницкий государственный педагогический университет имени
Михаила Коцюбинского, Винница. — Львовский национальный университет
имени Ивана Франко, Львов, 2020.

Диссертационная работа посвящена построению классов существования
решений дискретных бесконечномерных гамильтоновых систем на двумерной
решетке. В частности, в диссертации исследованы бесконечные системы свя-
занных нелинейных осцилляторов на двумерной решетке. Получены достаточ-
ные условия существования и единственности локального и глобального ре-
шения для систем осцилляторов с линейной связью. Также установлены усло-
вия ограниченности глобального решения. Получены условия несуществова-
ния глобального решения в случае степенных потенциалов. Также для таких
систем установлены условия существования периодических по временной пе-
ременной решений. Установлено существование непостоянных сверхзвуковых
периодических и уединнёных бегущих волн в системах осцилляторов с линей-
ной и нелинейной связью. Доказано, что профиль уединнёной бегущей волны
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экспоненциально убывает на бесконечности. Получены результаты о существо-
вании дозвуковых периодических бегущих волн. Кроме того, в диссертации
установлено существование непостоянных бегущих волн в дискретных урав-
нениях типа синус-Гордона и системах типа Ферми-Пасты-Улама на двумер-
ной решетке. Также в работе исследован вопрос существования стоячих волн в
дискретных нелинейных уравнениях типа Шредингера на двумерной решетке.
Рассмотрены такие уравнения с кубической и насыщаемой нелинейностями.

Ключевые слова: гамильтоновы системы, нелинейные осцилляторы,
системы типа Ферми-Пасты-Улама, дискретные уравнения типа синус-Гордона,
дискретные нелинейные уравнения типа Шредингера, двумерная решетка, за-
дача Коши, периодические решения, бегущие волны, стоячие волны, критиче-
ские точки, теорема о горном перевале, теорема о зацеплении, принцип кон-
центрированной компактности, периодические аппроксимации, многообразие
Нехари.

ABSTRACT

Bak S. M. Discrete infinite-dimensional Hamiltonian systems on a two-di-
mensional lattice. — Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.

The thesis presented for the degree of the Doctor of Sciences in Physics and
Mathematics in speciality 01.01.02 "Differential equations"(111 Mathematics). —
Vinnytsia Mykhailo Kotsiubynskyi State Pedagogical University, Vinnytsia. — Ivan
Franko National University of Lviv, Lviv, 2020.

The dissertation is devoted to the construction of existence classes for soluti-
ons of discrete infinite-dimensional Hamiltonian systems on a two-dimensional latti-
ce.

In particular, the dissertation investigates infinite systems of coupled nonli-
near oscillators on a two-dimensional lattice. Sufficient conditions for the existence
and uniqueness of local and global solutions are obtained for systems of oscillators
with linear coupling. The conditions for the boundedness of the global solution are
also established. Conditions for the non-existence of a global solution in the case
of power potentials are obtained. For this, the classical theorems of existence and
uniqueness in Banach spaces and the representation of the system in Hamiltonian
form are used.

Also, conditions for the existence of periodic solutions in a time variable are
established for such systems. For this, the method of critical points and the method
of periodic approximations were used. It is shown that in the case of a power potenti-
al function, the constrained minimization method can be used to construct periodic
solutions.

Using the mountain pass theorem and the method of periodic approximations,
the existence of non-constant supersonic periodic and solitary traveling waves for
systems of oscillators with linear and nonlinear coupling is established. It is proved
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that the profile of a solitary traveling wave decreases exponentially at infinity. Using
the linking theorem, the results on the existence of subsonic periodic traveling waves
are obtained.

In addition, the dissertation established the existence of non-constant traveli-
ng waves in discrete sine-Gordon type equations on a two-dimensional lattice. Three
types of traveling waves are considered: periodic, homoclinic and heteroclinic. To
prove the existence of periodic traveling waves, a variational method is used usi-
ng the mountain pass theorem. The existence of homoclinic traveling waves is
proved using the method of periodic approximations, and heteroclinic ones, usi-
ng the concentration compactness principle.

By the variational technique, the existence of traveling waves in Fermi-Pasta-
Ulam type systems on a two-dimensional lattice is established. In particular, the
existence of monotonic and not necessarily monotonic traveling waves has been
established. First, traveling waves of two types are considered. In the first case, the
derivative of the profile is a 2k-periodic function, and in the second — the derivative
of the profile vanishes at infinity. Further, the existence of traveling waves with
similar conditions was established, which are imposed on the wave profile itself, and
not on its derivative.

The dissertation also investigates the existence of standing waves in discrete
nonlinear Schrödinger type equations on a two-dimensional lattice. Such equations
with cubic and saturable nonlinearities are studied. Two types of standing waves
are considered: with a periodic amplitude (periodic solutions) and an amplitude
that converges to zero (localized solutions). First, the question of the existence of
nontrivial standing waves in discrete nonlinear Schrödinger type equations on a two-
dimensional lattice with cubic nonlinearity is studied. The existence of nontrivial
periodic and localized solutions is established. Here, as in previous chapters, we used
the linking theorem for periodic solutions and the periodic approximation method
for localized solutions. Next, the question of the existence of nontrivial standing
waves in such equations with saturable nonlinearity is studied. To obtain the main
results, the critical points method and Nehari manifolds are used.

The results of the dissertation are theoretical. They can be used in the theory
of ordinary differential equations and in nonlinear physics.

Key words: Hamiltonian systems, nonlinear oscillators, Fermi-Pasta-Ulam
type systems, discrete sine-Gordon type equations, discrete nonlinear Schrödinger
type equations, two-dimensional lattice, Cauchy problem, periodic solutions, traveli-
ng waves, standing waves, critical points, mountain pass theorem, linking theorem,
concentration compactness principle, periodic approximations, Nehari manifold.
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