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АНОТАЦIЯ

Власов В.А. Коефiцiєнтнi оберненi задачi для двовимiрних параболiчних
рiвнянь з виродженням. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.
Дисертацiя на здобуття наукового ступеня кандидата фiзико-математич-

них наук за спецiальнiстю 01.01.02 – “Диференцiальнi рiвняння”. – Львiвський
нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка. – Львiв, 2020.
У дисертацiйнiй роботi розглянуто коефiцiєнтнi оберненi задачi для двови-

мiрних параболiчних рiвнянь з виродженням. Дослiджено iзотропнi та анiзо-
тропнi типи рiвнянь, де пiд анiзотропiєю мається на увазi наявнiсть рiзних
показникiв виродження при рiзних просторових компонентах у старших кое-
фiцiєнтах рiвняння. Розглянуто випадки слабкого та сильного виродження.
Усi задачi розглядаються у областi QT :=

{
(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y <

l, 0 < t < T
}

i полягають у знаходженнi невiдомих старших коефiцiєнтiв
рiвняння, що залежать лише вiд часу.
Методика доведення iснування та єдиностi розв’язкiв у роздiлах дисерта-

цiйної роботи є розвитком методiв, що застосовуються в одновимiрному ви-
падку для рiвнянь з виродженням.
Iснування розв’язку доводиться за допомогою зведення оберненої задачi

до iнтегрального рiвняння чи системи рiвнянь. Для цього використовується
явний вигляд розв’язку прямої задачi, записаний з допомогою функцiї Грi-
на для вiдповiдного рiвняння без молодших членiв. Далi iз застосуванням
теореми Шаудера про нерухому точку цiлком неперервного оператора дово-
диться iснування розв’язку. Отже, обернена задача зводиться до рiвняння
або системи рiвнянь

a(t) = Pa(t),

i доводиться, що оператор P задовольняє умови теореми Шаудера про неру-
хому точку.
Розв’язок задачi може бути як глобальним, так i локальним (таким, що

iснує лише на звуженому часовому промiжку).
Єдинiсть розв’язку встановлюється, зокрема, iз використанням властиво-

стей однорiдних iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду.
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Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох роздiлiв, висновкiв i списку

використаних джерел.
У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, сформульовано ме-

ту, завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено наукову нови-
зну, практичне значення отриманих результатiв, зв’язок роботи з науковими
темами та особистий внесок здобувача, а також вказано, де апробованi та
опублiкованi основнi результати дисертацiї.
У роздiлi 1 наведено огляд лiтератури, що стосується теми дисертацiї, та

дано короткий опис результатiв дисертацiйної роботи.
У пiдроздiлi 1.1 розглянуто працi та публiкацiї, якi стосуються обернених

задач для параболiчних рiвнянь. Зокрема, наведено приклади дослiджень
прямих задач для параболiчних рiвнянь та рiвнянь з виродженням, обернених
задач для параболiчних рiвнянь (одно- та багатовимiрнi випадки), рiвнянь з
виродженням, та задач у областях з вiльною межею. Крiм того, розглянуто
працi, що мiстять чисельнi розв’язки деяких з вищезгаданих типiв задач.
У пiдроздiлi 1.2 наведено короткий опис результатiв дисертацiйної роботи.
У роздiлi 2 розглянуто двовимiрнi iзотропнi параболiчнi рiвняння зi слаб-

ким виродженням. Оберненi задачi для двовимiрних параболiчних рiвнянь з
виродженням такого вигляду ранiше не вивчались.
У пiдроздiлi 2.1 розглянуто задачу iз крайовими умовами Дiрiхле для рiв-

няння вигляду

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

де 0 < β < 1 – показник виродження, ∆ – оператор Лапласа. Використано
умову перевизначення у виглядi теплового потоку

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ],

де 0 < y0 < l – деяка фiксована точка. Встановлено умови iснування та
єдиностi глобального класичного розв’язку такої задачi.
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У пiдроздiлi 2.2 розглянуто задачу iз крайовими умовами Дiрiхле-Неймана

для повного параболiчного рiвняння

ut = tβa(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy +

+ c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

де 0 < β < 1 . Також використано умову перевизначення у виглядi теплового
потоку

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ].

Доведено локальне iснування та глобальну єдинiсть розв’язку цiєї задачi.
У роздiлi 3 дослiджено двовимiрнi анiзотропнi параболiчнi рiвняння зi слаб-

ким виродженням. Оберненi задачi для таких рiвнянь розглянуто вперше.
Дослiджується обернена задача з крайовими умовами Дiрiхле та рiзними по-
казниками виродження (0 < βi < 1, i = 1, 2 ) для рiвняння вигляду

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+

+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (x, y, t) ∈ QT ,

де невiдомими є два коефiцiєнти a1(t), a2(t) . Вiдповiдно, виникає необхiднiсть
накладання двох додаткових умов перевизначення, в якостi яких обрано умо-
ви у виглядi теплового потоку

a1(t)ux(0, y0, t) = κ1(t), a2(t)uy(x0, 0, t) = κ2(t), t ∈ [0, T ],

де 0 < x0 < h , 0 < y0 < l .
Умови локального iснування класичного розв’язку цiєї задачi встановлено

в пiдроздiлi 3.1. У пiдроздiлi 3.2 за допомогою накладання додаткових умов
на вхiднi данi задачi встановлено глобальне iснування розв’язку. Iз допомо-
гою теорiї iнтегральних рiвнянь Вольтерра встановлено глобальну єдинiсть
розв’язку задачi.
У роздiлi 4 розглянуто рiвняння зi сильним виродженням. Оберненi задачi

для двовимiрних рiвнянь зi сильним виродженням такого вигляду ранiше не
вивчались.
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У пiдроздiлi 4.1 дослiджено задачу iз крайовими умовами Дiрiхле-Неймана

для iзотропного параболiчного рiвняння зi сильним виродженням

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

де β ≥ 1 . Використано умову перевизначення у виглядi теплового потоку

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ (0, T ].

Доведено теорему про iснування та єдинiсть глобального розв’язку цiєї за-
дачi. Єдинiсть доводиться спершу на звуженому часовому промiжку, а потiм
розширюється на весь iнтервал [0, T ] .
У пiдроздiлi 4.2 дослiджено задачу iз умовами Дiрiхле-Неймана для анiзо-

тропного параболiчного рiвняння вигляду

ut = a1(t)t
β1uxx + a2(t)t

β2uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

де βi ≥ 1, i = 1, 2 . Обрано умови перевизначення iнтегрального типу∫∫
D

u(x, y, t)dx dy = µ31(t),

∫∫
D

xu(x, y, t)dx dy = µ32(t), t ∈ (0, T ].

Доведено локальне iснування та глобальну єдинiсть розв’язку цiєї задачi. У
цьому випадку метод доведення вимагає iснування зв’язку мiж показника-
ми виродження для рiзних просторових компонент у старшому коефiцiєнтi
рiвняння, тому в теоремах iснування та єдиностi на вхiднi данi задачi накла-
дається умова β2 = β1+1

2 .
Єдинiсть доводиться спершу на звуженому часовому промiжку, а потiм

розширюється на весь iнтервал [0, T ] .
Практичне значення отриманих результатiв. Результати дисертацiї

мають теоретичне значення i можуть бути використанi для розвитку теорiї
рiвнянь з частинними похiдними i обернених задач. Їх можна застосувати
при розв’язуваннi прикладних задач у фiзицi, економетрiї, теорiї популяцiй,
бiологiї тощо.
Ключовi слова: параболiчне рiвняння, обернена задача, рiвняння з виро-

дженням, функцiя Грiна, iнтегральнi рiвняння Вольтерра, цiлком неперерв-
ний оператор, теорема Шаудера.
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ABSTRACT

Vlasov V.A. Coefficient inverse problems for two-dimensional degenerate
parabolic equations, – Qualifying scientific work on the rights of the manuscript.
The thesis is presented for the degree of the Candidate of Sciences in Physics and

Mathematics (Doctor of Philosophy) in speciality 01.01.02 “Differential equations”,
Ivan Franko National University of Lviv, Lviv, 2020.
The thesis deals with coefficient inverse problems for two-dimensional degenerate

parabolic equations. Both isotropic and anisotropic equation types are studied,
where anisotropy means a presence of varying degrees of degeneration at different
spatial components in the major coefficients of the equation. Cases of weak and
strong degeneration are considered.
All problems are considered in the domain QT :=

{
(x, y, t) : 0 < x <

h, 0 < y < l, 0 < t < T
}

and involve finding unknown major coefficients that
are time-dependent.
Methodology used for existence and uniqueness proofs presents an evolution of

methods that have been used for one-dimensional degenerate equations.
Existence of a solution is proven via a reduction of the inverse problem to an

integral equation or a system of equations. An explicit expression for the solution
of the relevant direct problem is used, which is derived using the Green function for
the corresponding parabolic equation without minor coefficients. Then Schauder
fixed-point theorem is applied in order to prove the existence of the solution.
Therefore, the inverse problem is reduced to the equation or a system of equations

a(t) = Pa(t),

and it is then proven that operator P satisfies conditions of the Schauder fixed-
point theorem.
A solution of the inverse problem can be either global or local (such that exists

only on a reduced time interval).
Uniqueness of the solution is established using properties of Volterra integral

equations of the second kind.
The thesis consists of an introduction, four chapters, conclusions and references.
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The introduction demonstrates the relevance of the research topic, and establi-

shes the goal, problems, subject, object and research methods of the study. Sci-
entific novelty, practical significance of the results, a relation to scientific topics
and applicant’s contribution are indicated. The introduction also lists scientific
papers and conferences that include main results of the thesis.
Chapter 1 provides a literature review concerning the topic of the thesis, and

includes a short overview of results obtained.
Section 1.1 lists papers and publications dealing with inverse problems for

parabolic equations. These include existing research in direct problems for
parabolic equations (non-degenerate and degenerate ones), inverse problems for
one- and multi-dimensional cases, degenerate equations, and free-boundary domai-
ns. Additionally, some papers providing numeric solutions to some of the
aforementioned problems are listed.
Section 1.2 provides an overview of results obtained in the thesis.
Chapter 2 deals with two-dimensional isotropic weakly degenerate parabolic

equations. Inverse problems for such equations have never been considered before.
In Section 2.1 a problem with Dirichlet boundary conditions is studied for the

equation

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

where 0 < β < 1 is the degree of degeneration, ∆ is the Laplace operator. Here
heat flux is used in the overdetermination condition:

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ],

where 0 < y0 < l is some fixed point. Conditions for the existence and uniqueness
of a global classical solution are established.
In Section 2.2 a problem with Dirichlet-Neumann conditions is considered for

the following equation

ut = tβa(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy +

+ c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,
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where 0 < β < 1 . Here we also use heat flux for the overdetermination condition:

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ].

Local existence and global uniqueness of a solution is proven.
Chapter 3 is devoted to two-dimensional anisotropic weakly degenerate parabolic

equations. Such problems have never been investigated before. An inverse problem
with Dirichlet boundary conditions and varying degrees of degeneration (0 < βi <

1, i = 1, 2 ) is considered for the equation

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+

+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (x, y, t) ∈ QT ,

where two major coefficients a1(t), a2(t) are unknown. Hence two additional
overdetermination conditions are required, and heat flux at two distinct points
on the domain boundary is used:

a1(t)ux(0, y0, t) = κ1(t), a2(t)uy(x0, 0, t) = κ2(t), t ∈ [0, T ],

where 0 < x0 < h , 0 < y0 < l .
In Section 3.1 local solvability of such problems is investigated, and the theorem

of existence of a classical solution is proven. In Section 3.2 global existence of the
solution is established by specifying additional requirements on the input data.
Theory of Volterra integral equation is used for the proof of global uniqueness of
the solution.
In Chapter 4 two-dimensional strongly degenerate parabolic equations are consi-

dered. Inverse problems for such equations have never been considered before.
In Section 4.1 an inverse problem is considered for a strongly degenerate

isotropic parabolic equation of the form

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

where β ≥ 1 . Here mixed Dirichlet-Neumann boundary conditions are chosen,
and heat flux is used for the overdetermination condition:

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ (0, T ].
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A theorem establishing global existence and uniqueness of the solution is proven.
Uniqueness is initially proven on a narrowed time interval, and later is expanded
to [0, T ] .
In Section 4.2 a following anisotropic strongly degenerate parabolic equation is

considered:

ut = a1(t)t
β1uxx + a2(t)t

β2uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

where βi ≥ 1, i = 1, 2 . Dirichlet-Neumann boundary conditions are used.
Overdetermination conditions are of integral type:∫∫

D

u(x, y, t)dx dy = µ31(t),

∫∫
D

xu(x, y, t)dx dy = µ32(t), t ∈ (0, T ].

Local existence and global uniqueness of the solution is established. In this case
proof rests on the assumption that there exists a relation between the degrees of
degeneration at different spatial components of the major coefficient, and therefore
both existence and uniqueness theorems use the condition β2 = β1+1

2 .
Uniqueness is initially proven on a narrowed time interval, and later is expanded

to [0, T ] .
The practical significance of the results. The results of the thesis have

theoretical significance and can be used for the development of the theory of
partial differential equations and inverse problems.
They can be applied to practical problems as diverse as physics, economics,

population theory, biology etc.
Keywords: parabolic equation, inverse problem, degenerate equation, Green

function, Volterra integral equations, completely continuous operator, Schauder
fixed-point theorem.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Дисертацiйна робота присвячена дослiдженню пи-
тань iснування та єдиностi розв’язкiв коефiцiєнтних обернених задач для дво-
вимiрних параболiчних рiвнянь з виродженням.
Оберненi задачi, на вiдмiну вiд класичних прямих, виникають тодi, коли

є потреба визначити додатковi параметри рiвняння, крiм власне невiдомої
функцiї. Зокрема, коефiцiєнтнi оберненi задачi полягають у знаходженнi не-
вiдомих коефiцiєнтiв або вiльних членiв рiвняння.
З фiзичної точки зору такi задачi виникають тодi, коли необхiдно визначи-

ти невiдомi характеристики дослiджуваних процесiв в умовах, коли складно
або неможливо встановити їх прямим вимiрюванням. Наприклад, технiчно
неможливо прямо вимiряти температуру металу у соплi ракети, або визначи-
ти форму та специфiку залягання корисних копалин.
Першi дослiдження по теорiї обернених задач виникли внаслiдок розв’язан-

ня практичних проблем геофiзики, сейсмологiї, астрономiї, теорiї квантового
розсiяння, та iн., якi виникли у першiй половинi XX ст.
Однiєю iз перших праць є стаття В.А. Амбарзумянa (1929), в якiй роз-

глядається обернена задача, що виникає у теорiї квантового розсiяння. У
1935 роцi А.М. Тихонов дослiдив наступну задачу: встановити доiсторичний
температурний розподiл у приповерхневих шарах земної кори на основi су-
часних температурних вимiрювань. Тобто, було дослiджено задачу обернену
до задачi Кошi для рiвняння теплопровiдностi. Пiзнiше цi результати було
узагальнено i використано при дослiдженнi властивостей поверхнi Мiсяця.
Початок активного розвитку теорiї обернених задач припадає на другу по-

ловину XX ст. У 60-70-их рр. у роботах Б.Ф. Джонса (B.F. Jones) та Дж.Р.
Кеннона (J.R. Cannon) було встановлено умови iснування та єдиностi класи-
чного розв’язку оберненої задачi для одновимiрного рiвняння теплопровiдно-
стi, де невiдомий старший коефiцiєнт залежить лише вiд часу.
Коефiцiєнтнi оберненi задачi для параболiчних рiвнянь дослiджувались ба-

гатьма авторами. Серед них слiд згадати роботи М.I. Iванчова, М.М. Бокала,
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А.О. Лопушанського, Г. П. Лопушанської, Н.В. Пабирiвської, С.I. Кабанiхi-
на, М.В. Клiбанова, О.I. Прилєпка, В. Iсакова (V. Isakov), А. Лоренцi (A.
Lorenzi), В. Рандела (W. Rundell), М. Чоуллi (M. Choulli), Г.-М. Їна (H.-M.
Yin), П. ДуШато (P. DuChateau) та iнших.
Цiкавими з практичної зору є задачi для вироджених рiвнянь. Вони вини-

кають при описi таких рiзних процесiв, як дифузiя в пористому середовищi,
рух в’язких рiдин, опрiснення морських вод, поведiнка фiнансових ринкiв,
динамiка популяцiй, та iн. Прямi задачi для таких рiвнянь дослiджувались в
працях О.О. Ладиженської, О.С. Калашникова, Т.Д. Джураєва, А. Фрiдмана
(A. Friedman), Е. ДiБенедетто (E. DiBenedetto), А.В. Глушака, С.Д. Шмуле-
вича, М.М. Гаджiєва, С. Д. Iвасишена, М.I. Матiйчука, I.Д. Пукальського, та
iн.
Оберненi задачi для вироджених рiвнянь в частинних похiдних дослiджу-

вались у працях Т. Елдесбаєва для гiперболiчного рiвняння та М.М. Гаджiєва
для елiптичного рiвняння. П. Каннарса (P. Cannarsa) дослiджував оберненi
задачi знаходження невiдомого джерела у параболiчних рiвняннях з виро-
дженням.
Випадок, коли невiдомим є вироджений старший коефiцiєнт параболiчного

рiвняння, було дослiджено у працi М.I. Iванчова, Н.В. Салдiної, А. Лоренцi
(A. Lorenzi) у випадку багатовимiрного рiвняння i, зокрема, у працях I.Г.
Малишева, М.I Iванчова, Н.В. Салдiної у випадку одновимiрного рiвняння.
У областях з вiльними межами оберненi задачi для параболiчних рiвнянь
вивчались у роботах Н.М. Гузик, Г.А. Снiтко, I.Є. Баранської.
Коефiцiєнтнi оберненi задачi для двовимiрних параболiчних рiвнянь без ви-

родження вивчались у працях Р.В. Сагайдака, Г.А. Снiтко, I.Є. Баранської,
Н.Є. Кiнаш, Д. Леснiка (D. Lesnic), та iн. Задачi з виродженням для таких
рiвнянь наразi вивченi мало. Тому дослiдження обернених задач для двови-
мiрних параболiчних рiвнянь зi слабким та сильним виродженням є актуаль-
ним.



18
Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Тема-

тика дисертацiї пов’язана з науковими дослiдженнями кафедри диференцi-
альних рiвнянь Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Франка.
Дисертацiя виконана в рамках науково-дослiдних державних тем "Розробка
методiв дослiдження якiсних характеристик математичних моделей, якi опи-
суються диференцiальними рiвняннями у частинних похiдних"(номер держ-
реєстрацiї 0106U001284), "Розробка теорiї класичних та некласичних задач
для диференцiальних рiвнянь та методiв дослiдження математичних моде-
лей"(номер держреєстрацiї 0103U001908).
Мета i завдання дослiдження. Метою роботи є встановлення однозна-

чної розв’язностi обернених задач для двовимiрних параболiчних рiвнянь з
виродженням.
Безпосереднiми завданнями дослiдження є:

1) встановлення умов iснування та єдиностi класичних розв’язкiв оберне-
них задач для двовимiрних iзотропних параболiчних рiвнянь з слабким
степеневим виродженням невiдомого старшого коефiцiєнта;

2) встановлення умов iснування та єдиностi класичних розв’язкiв оберне-
них задач для двовимiрних анiзотропних параболiчних рiвнянь з рiзни-
ми слабкими степеневими виродженнями невiдомих старших коефiцi-
єнтiв;

3) встановлення умов iснування та єдиностi класичних розв’язкiв оберне-
них задач з диференцiальними та iнтегральними умовами перевизначе-
ння для двовимiрних iзотропних та анiзотропних параболiчних рiвнянь
з сильним виродженням.

Об’єкт дослiдження: коефiцiєнтнi оберненi задачi для двовимiрних пара-
болiчних рiвнянь з вироджуваними старшими коефiцiєнтами.
Предмет дослiдження: умови iснування та єдиностi коефiцiєнтних обер-

нених задач знаходження старших коефiцiєнтiв у двовимiрних параболiчних
рiвняннях з виродженням.
Методи дослiдження: метод функцiй Грiна (при зведеннi оберненої задачi

до еквiвалентної системи операторних рiвнянь); метод теореми про нерухому
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точку (при доведеннi iснування розв’язкiв операторних рiвнянь); метод iнте-
гральних рiвнянь (при доведеннi єдиностi розв’язкiв обернених задач); метод
iнтегральних нерiвностей (при встановленнi допомiжних оцiнок).
Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї вперше отри-

мано такi результати з теорiї коефiцiєнтних обернених задач для вироджених
двовимiрних параболiчних рiвнянь:

1) встановлено умови iснування та єдиностi глобального розв’язку обер-
неної задачi з крайовими умовами Дiрiхле i слабким виродженням;

2) знайдено умови локального iснування та глобальної єдиностi розв’язку
оберненої задачi з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана для повного
параболiчного рiвняння зi слабким виродженням;

3) встановлено умови однозначної розв’язностi оберненої задачi з крайови-
ми умовами Дiрiхле для анiзотропного повного параболiчного рiвняння
зi слабким виродженням;

4) доведено iснування i єдинiсть глобального розв’язку оберненої задачi
з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана та диференцiальними умовами
перевизначення для iзотропного параболiчного рiвняння з сильним ви-
родженням;

5) знайдено умови локального iснування i глобальної єдиностi розв’язку
оберненої задачi з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана та iнтегральни-
ми умовами перевизначення для анiзотропного параболiчного рiвняння
з сильним виродженням.

Практичне значення одержаних результатiв. Дисертацiйнi дослiдже-
ння мають теоретичний характер i є внеском в теорiю коефiцiєнтних оберне-
них задач для параболiчних рiвнянь. Їх результати можуть бути використанi
при подальших дослiдженнях обернених задач з виродженням та практично-
му розв’язаннi таких задач.
Особистий внесок здобувача. Основнi результати дисертацiї одержанi

автором самостiйно. У спiльних з науковим керiвником роботах [1], [3], [4], [5]
М.I. Iванчову належить постановка розглядуваних задач та аналiз отриманих
результатiв.
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Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дослiджень, що включе-

но до дисертацiї, доповiдалися на:

– Львiвському мiському семiнарi iз диференцiальних рiвнянь (керiвни-
ки: член-кор. НАН України, проф. Б.Й. Пташник, проф. М.I. Iванчов,
проф. П.I. Каленюк, проф. М.М. Бокало) (Львiв, 2009-2019рр.);

– ХIII Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка Михайла Крав-
чука (Київ, 2010);

– Конференцiї "Nonlinear Partial Differential Equations"(Днiпро, 2010);
– Мiжнароднiй математичнiй конференцiї iм. В. Я. Скоробогатька (Дро-
гобич, 2011);

– ХIV Мiжнароднiй науковiй конференцiї iм. академiка Михайла Крав-
чука (Київ, 2012);

– Конференцiї "8th International Conference on Inverse Problems in Engi-
neering"(Кракiв, 2014);

– Конференцiї "Сучаснi проблеми математики та її застосування в при-
родничих науках i iнформацiйних технологiях"(Чернiвцi, 2018);

– Конференцiї "CAIM-2018"(Кишинiв, 2018);
– Конференцiї "24th International Conference on Mathematical Modelling
and Analysis"(Таллiнн, 2019)

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 5 статтях ([1]-
[5]) у фахових наукових журналах, серед яких 1 ([4]) опублiковано в журналi,
що входить до мiжнародної науково-метричної бази Scopus. Результати до-
датково висвiтлено в 1 статтi ([6]) у науковому журналi i 8 тезах ([7]-[14])
наукових конференцiй.
Структура та обсяг роботи. Дисертацiя складається зi вступу, чотирьох

роздiлiв, висновкiв i списку використаних джерел. Список використаних дже-
рел налiчує 124 найменування i викладений на 11 сторiнках. Загальний обсяг
роботи – 148 сторiнок.
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1. РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ТА РЕЗУЛЬТАТIВ ДИСЕРТАЦIЇ

У цьому роздiлi зроблено огляд праць, що стосуються обернених задач для
параболiчних рiвнянь, та наведено короткий опис результатiв дисертацiйної
роботи.

1.1. Огляд лiтератури за тематикою дисертацiї. Оберненi задачi вини-
кають в тих ситуацiях, коли вiдповiдна пряма задача не є повнiстю визначе-
ною. Наприклад, невiдомими є властивостi середовища, в якому вiдбувається
описуваний процес. Вiдповiдно, виникає необхiднiсть знайти певнi параметри
задачi за допомогою накладання додаткових умов - так званих умов переви-
значення.
Розв’язання обернених задач дозволяє, зокрема, визначити розмiри та фор-

му дефектiв, визначити структуру невiдомих джерел (таких як тепло, рiзни-
ця потенцiалiв, забруднення домiшками, i т. д.), знайти невiдомi властивостi
середовищ, в яких вiдбуваються дослiджуванi процеси.
Теорiя обернених задач, зокрема, знаходить своє застосування [101] у:

• фiзицi (квантова механiка, електродинамiка, акустика)
• геофiзицi (сейсмiчнi, електричнi, магнiтнi та гравiметричнi дослiджен-
ня)
• медицинi (томографiя, ультразвуковi дослiдження)
• економiцi (теорiя оптимального керування, фiнансова математика)

Також слiд згадати застосування у теорiї матерiалiв з пам’яттю [112], ди-
фузiї бiотепла [89], динамiцi популяцiй [102], [79], тощо.
Першi дослiдження по обернених задачах з’явились у першiй половинi XX

ст. Вони стосувалися задач теорiї квантового розсiяння [59], [58], задач геофi-
зики (геологiчна розвiдка, сейсмологiя, теорiя потенцiалiв) [115], [117], астро-
номiї [82], та iнших наук.
Для параболiчних рiвнянь А.М. Тихонов [121] розглянув питання єдиностi

розв’язку оберненої задачi для рiвняння теплопровiдностi
∂2u

∂x2
=
∂u

∂t
, в якiй
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необхiдно знайти розв’язок рiвняння при t ≤ t0 , якщо вiдомий розв’язок
рiвняння при t = t0 : u(x, t0) = ϕ(x) .
Слiд зазначити, що здебiльшого оберненi задачi є некоректно поставлени-

ми [86]. Зазвичай важко забезпечити неперервну залежнiсть розв’язку вiд
вхiдних даних.
Iснує декiлька типiв класифiкацiї обернених задач [101], серед яких слiд

зазначити:

• по невiдомих функцiях
– ретроспективнi або еволюцiйнi - невiдомими є початковi умови
– крайовi - невiдомими є крайовi умови
– з невiдомим джерелом
– коефiцiєнтнi - невiдомими є коефiцiєнти рiвняння
– геометричнi - невiдомою є область визначення рiвняння

• по типу додаткових умов
• по типу рiвнянь

Серед основних праць по теорiї обернених задач слiд зазначити працi О.I.
Прилєпка [116], В. Iсакова (V. Isakov) [92], [93], С.I. Кабанiхiна [100], [101], А.
Кiрша (А. Kirsch) [103], А.Х. Хасаноглу (A.H. Hasanoglu) та В.Г. Романова
(V.G. Romanov) [87].

1.1.1. Коефiцiєнтi оберненi задачi. Коефiцiєнтнi оберненi задачi полягають
у визначення невiдомих коефiцiєнтiв, якi можуть бути:

• залежнi вiд часу
• залежнi вiд просторових змiнних
• залежнi вiд частини просторових змiнних i вiд часу
• залежнi вiд невiдомої функцiї

Вперше обернену задачу знаходження невiдомого коефiцiєнта a = a(t) ,
залежного вiд часу у параболiчному рiвняннi розглянув Б.Ф. Джонс (B.F.
Jones) [99]:

ut = a(t)uxx, 0 < x <∞, 0 < t < T ;
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u(x, 0) = 0, 0 ≤ x <∞;

u(0, t) = f(t), 0 ≤ t < T ; f(0) = 0;

− a(t)ux(0, t) = g(t), 0 < t < T.

Задача зводиться до нелiнiйного iнтегрального рiвняння. З використанням
теореми Шаудера встановлюється iснування класичного розв’язку оберненої
задачi. Також доводиться єдинiсть та неперервна залежнiсть розв’язку вiд
вхiдних даних, що є доволi нетиповим для обернених задач, якi зазвичай є
некоректно поставленими.
Дж.Р. Кеннон (J.R. Cannon) [66] для такого ж рiвняння теплопровiдностi

та iнших крайових умов та умови перевизначення

u(0, t) ≡ ϕ0, u(1, t) = ψ(t), 0 ≤ t < T,

a(t) lim
x→0

ux(x, t) = h(t), 0 < t < T,

встановив iснування, єдинiсть, неперервну залежнiсть розв’язку a(t) цiєї за-
дачi. Також було виведено формулу явного вигляду для невiдомої функцiї
a(t) .
Розширення цiєї задачi на багатовимiрний випадок є у працi Дж.Р. Кеннона

(J.R. Cannon) та В. Рандела (W. Rundell) [69]:

ut = a(t)∆u, (x, t) ∈ Ω× (0, T ],

u(x, 0) = h(x), x ∈ Ω,

u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× [0, T ],

− a(t)
∂u(x0, t)

∂ν
= g(t), t ∈ [0, T ].
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Iз використанням принципу максимуму та методу послiдовних наближень
доводиться iснування та єдинiсть її розв’язку. Також в цiй працi було розгля-
нуто випадок iнтегральних умов перевизначення.
Єдинiсть та стiйкiсть розв’язку оберненої задачi визначення коефiцiєнтiв

aij(t) у рiвняннi

ut −
n∑
i=1

aij(t)uxixj = µ(x, t)

вивчались у працях А.K. Ратинi [44], [45], [46].
Випадок залежних вiд часу невiдомих коефiцiєнтiв для параболiчних рiв-

нянь в областi QT = (0, h) × (0, T ) дослiджувався, зокрема, М.I. Iванчовим
у працях [28], [29], [30], [26], [31].
А. Лоренцi (A. Lorenzi) займався розв’язанням коефiцiєнтних обернених

задач iз використанням теорiї пiвгруп [109], [110], [72]. Зокрема, у працi [111]
дослiджується обернена задача для рiвняння

u′(t) + λAu(t) = µu(t)

iз невiдомими цiлими числами λ та µ .
Приклад оберненої задачi для параболiчного рiвняння, в якому старший ко-

ефiцiєнт шукається у виглядi квадратичної функцiї щодо просторової змiнної,
вивчено у [42]:

ut = (a(t)x2 + b(t)x+ c(t))uxx(x, t) + f(x, t).

Тут невiдомими є функцiї a(t), b(t), c(t) .
Визначенням коефiцiєнтiв у обернених задачах також займалися М. Чоуллi

(M. Choulli) [73], [74], Г.-М. Їн (H.-M. Yin) [70], [71], [124], П. ДуШато (P.
DuChateau) [67], [84], [68], [88], та iн.
Д. Леснiк (D. Lesnic), С.А. Юсефi (S.A. Yousefi), М.I. Iванчов (М.I. Ivanchov)

[106] дослiджували клас обернених коефiцiєнтних задач для параболiчного
рiвняння

∂u

∂t
= a(t)

∂2u

∂x2
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з крайовими умовами Дiрiхле i рiзноманiтними типами умов перевизначення.
Ними також проведено чисельнi розрахунки розв’язкiв розглядуваних задач.
Оберненi задачi у просторах узагальнених функцiй розглядались, напри-

клад, у статтi А.О. Лопушанського, Г.П. Лопушанської, В.Р. Рапiти [108], де
доведено iснування та єдинiсть розв’язку (u, b) оберненої задачi для рiвняння

u
(β)
t − uxx − b(t)u = g(t)F0(x), (x, t) ∈ (0, l)× (0, T ],

де β ∈ (0, 2) – показник дробової похiдної, F0 – узагальнена функцiя.

1.1.2. Прямi задачi з виродженням. Прямi задачi з виродженням виникають
як математичнi моделi процесiв опрiснення морських вод, руху рiдини у по-
ристому середовищi, динамiки популяцiй, поведiнки фiнансових ринкiв, та iн.
([63], [60], [64], [85]). Загальний огляд прямих задач для параболiчних рiвнянь
з виродженням є, зокрема, у монографiї Е. ДiБенедетто (E. DiBenedetto) [78].
Нагадаємо лише кiлька праць з цiєї тематики.
О.О. Ладиженська [105] розглянула задачi для виродженого рiвняння

vt −
3∑
i=1

∂

∂xi
[A(vx)vxi] +

3∑
k=1

vkvxk = − grad p+ f(x, t),

де A(vx) = ν0 + ν1|vx|2µ .
В.П. Глушко дослiджував задачi з виродженням для лiнiйних рiвнянь [20]:

a(x)u′′ + b1(x)u′ + c(x)u = f(x),

a(x)u′ + b1(x)u = f(x),

якi вироджуються в рiвняння нижчого порядку на межi областi або в її око-
лицi.
А. Фрiдман (A. Friedman) у [83] дослiджував системи параболiчних рiвнянь

з виродженням iз диференцiальним оператором вигляду

L =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑
i=1

bi(x)
∂

∂xi
,
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де матриця (aij(x)) вироджується на деякiй множинi S . Ним побудовано
фундаментальнi розв’язки таких рiвнянь.
У статтi [61] Ф. Бернiс (F. Bernis) та А. Фрiдман (A. Friedman) розглянули

випадок параболiчних рiвнянь з виродженням з похiдними вищих порядкiв:

∂u

∂t
+ (−1)m−1

∂

∂x

(
f(u)

∂2m+1u

∂x2m+1

)
= 0.

Т.Д. Джураєв [23] розглядав в областi Q = {0 < t ≤ T, 0 < x < ∞}
рiвняння

uxx − a(t, x)ut − b(t, x)ux = f(t, x),

яке вироджувалося при t = 0, x = 0 .
А.В. Глушак та С.Д. Шмулевич [19] розглядали задачу в областi Rn×(0, T )

для параболiчного рiвняння високого порядку з сильним виродженням

α(t)ut =
∑
|k|<2b

ak(t)(−i)|k|
∂|k|u

∂xk11 ...∂x
kn
n

− λu+ F (t, x),

α(t) ∈ C[0, T ], α(0) = 0, α(t) > 0, t > 0,

T∫
0

dt

α(t)
= +∞.

А.С. Калашников у [35] розглядав рiвняння вигляду:

−ϕ(t, x)ut + aij(t, x)uxixj + bi(t, x)uxi + c(t, x)u = f(t, x).

Зокрема, вiн дав визначення слабкого та сильного виродження для таких
рiвнянь.
У працi С.Д. Ейдельмана, С.Д. Iвасишена, А.Н. Кочубея [80] розгляну-

то виродженi параболiчнi рiвняння типу Колмогорова, для яких побудовано
фундаментальнi розв’язки i встановлено коректну розв’язнiсть задачi Кошi.
В роботах Г.П. Малицької [39] цi результати поширено на випадок систем
параболiчних рiвнянь

∂tuj(t,X)− x∂yuj(t,X) =
n∑
s=1

2b∑
k=0

ajsk (t,X)∂kxus(t,X).
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I.Д. Пукальський дослiджував задачi для параболiчних рiвнянь iз степе-

невим виродженням у своїй монографiї [43]. У роботi [94] ним розглянуто
рiвняння iз виродженими коефiцiєнтами[

∂t −
n∑

i,j=1

Aij(t, x)∂xixj −
n∑
i=1

Ai(t, x)∂xi − A0(t, x)

]
u = f(t, x).

Задачами для параболiчних систем з виродженням займався М.I. Матiйчук
[40], [41]. Зокрема, у працi М.I. Конаровської та М.I. Матiйчука [37] дослiдже-
но задачу Кошi для системи параболiчних рiвнянь з подвiйним степеневим
виродженням

∂u

∂t
−

∑
|k|+2j=2b

AkjD
k
x′B

j
xn
u−

n∑
l=1

xl
∂u

∂xl
−

−
∑
|r|+2s<b

ars(t, x)Dr
x′B

s
xn
u = f,

u(t, x)|x=0 = ϕ(x),
∂u(t, x)

∂xn
|xn=0 = 0,

в якiй коефiцiєнти ars(t, x) мають особливiсть в деякiй точцi x′0 ∈ En−1 .

1.1.3. Оберненi задачi з виродженням. Оберненi задачi для рiвнянь в частин-
них похiдних мабуть вперше почали дослiджувались у працi Т. Елдесбаєва
[24] для гiперболiчного рiвняння

ymuxx − uyy + αy
m
2 −1ux + c(x, y)u = 0,

а у [25] тим самим автором у областi Ω = {(x, t) : 0 ≤ x < ∞, 0 ≤ y < ∞}
розглянуто обернену задачу для гiперболiчного рiвняння:

∂2u

∂x2
=

∂

∂y

(
yα
∂u

∂y

)
+ c(x)u.

М.М. Гаджiєв у [18] дослiдив обернену задачу визначення вiльного члена
(джерела) в елiптичному рiвняннi з виродженням.
I.Г. Малишев у [113], [114] розглядав, зокрема, обернену задачу визначення

невiдомого старшого коефiцiєнта у рiвняннi:

∂u

∂t
− α(t)

∂2u

∂x2
= 0, x > 0, t > 0,
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u(x, 0) = ϕ(x), u(0, t) = 0,

з умовою перевизначення u(q, t) = h(t) , де α(t) може перетворюватись в 0

при t = 0 .
М.I. Iванчов та Н.В. Салдiна дослiджували оберненi задачi для слабко та

сильно виродженого рiвняння теплопровiдностi [27], [98]:

ut = tβa(t)uxx + f(x, t),

а у [97] було розглянуто обернену задачу для сильно виродженого параболi-
чного рiвняння:

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+ f(x, t).

Н.В. Салдiна вивчала оберненi задачi зi слабким та сильним виродженням
[48], [50], [52], [118] для параболiчних рiвнянь з однiєю просторовою змiнною,
зокрема, у [49] вивчалася задача для рiвняння вигляду

ut = a(t)ψ0(t)uxx + b(x, t)ψ1(t)ux + c(x, t)ψ2(t)u+ f(x, t)

iз невiдомим коефiцiєнтом a(t) та загальним степеневим виродженням, де
ψi(t) – деякi додатнi монотонно зростаючi функцiї.
У працi М.I. Iванчова (M.I. Ivanchov), А. Лоренцi (A. Lorenzi), Н.В. Салдiної

(N.V. Saldina) [96] розглядалася обернена задача для виродженого багатови-
мiрного параболiчного рiвняння у банаховому просторi:

Dtv(t, x) = a(t)Av(t, x) + f(t, x), (t, x) ∈ [0, T ]× Ω,

iз умовою перевизначення вигляду a(t)Φ[v(t, ·)] = g(t) , де Φ – лiнiйний та
неперервний функцiонал на C(Ω) . Зокрема, в якостi Φ розглянуто iнтеграл
Лебега. Для такої задачi було встановлено локальне iснування та глобальну
єдинiсть розв’язку iз використанням методу напiвгруп.
П. Каннарса (P. Cannarsa) [65] розглядав обернену задачу визначення невi-

домого джерела g у параболiчному рiвняннi з виродженням за просторовою
змiнною:

ut − (xαux)x = g, α ∈ [0, 2).
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Крiм того, випадок виродження за просторовою змiнною розглянуто, напри-
клад, в статтях З. Денга (Z. Deng), Л. Янга (L. Yang) [77] та Дж. Торта (J.
Tort) [120].

1.1.4. Багатовимiрнi рiвняння. Одним iз перших дослiджень для багатови-
мiрних рiвнянь є праця В.В. Соловйова [55] iз визначення невiдомого джерела
(x ∈ Ω ⊂ Rn ) у рiвняннi

ut(x, t)− (Lu)(x, t) = F (x, t),

де умова перевизначення задається у кiнцевий момент часу: u(x, T ) = χ(x) .
Задачi визначення невiдомого старшого коефiцiєнта, залежного вiд часу,

почали дослiджуватись М.I. Iванчовим та Р.В. Сагайдаком у [47], [33]:

ut = a(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+ f(x, y, t),

а в [34] було розглянуто анiзотропний випадок.
Оберненi задачi визначення старшого коефiцiєнта у двовимiрному парабо-

лiчному рiвняннi в областi з вiльною межею вивчалися I.Є. Баранською [15],
[16], [17]:

ut = a(t)(ux1x1+ux2x2)+b(x1, x2, t)ux1+c(x1, x2, t)ux2+d(x1, x2, t)u+f(x1, x2, t).

Задачi визначення молодшого коефiцiєнта у двовимiрному параболiчному
рiвняннi розглядалися Г.А. Снiтко [53], [54] для рiвняння:

ut = ∆u+ c(t)u+ f(x1, x2, t).

Н.Є. Кiнаш [36] дослiджувала обернену задачу для двовимiрного рiвнян-
ня теплопровiдностi з крайовими умовами Дiрiхле та нелокальною умовою
перевизначення:

ut = a(t)∆u+ f(x, y, t),

ν1(t)ux(0, y0, t) + ν2(t)ux(h, y0, t) = µ3(t).
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В полярних координатах М.I. Iванчов та Н.В. Пабирiвська дослiджували

обернену задачу для рiвняння [32]:

ut = a(t)∆u+ f(r, ϕ, t)

в областi з вiльною межею
{

(r, ϕ, t) : 0 ≤ r < h(t)g(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 < t <

T
}
.

М.С. Гуссейн (M.S. Hussein), Д. Леснiк (D. Lesnic), М.I. Iванчов (М.I.
Ivanchov) у [91] розглядали обернену задачу знаходження невiдомого стар-
шого анiзотропного коефiцiєнта у параболiчному рiвняннi

ut = a(y, t)uxx + b(x, t)uyy + f(x, y, t)

iз крайовими умовами типу теплового потоку. У роботi [90] ними разом з
М.Дж. Гунтул (M.J. Huntul) та Н.Є. Кiнаш (N. Kinash) результати було уза-
гальнено на випадок нелокальних крайових умов вигляду:

a(y, t)

[
ν11(y, t)

∂u

∂x
(0, y, t) + ν12(y, t)

∂u

∂x
(h, y, t)

]
= κ1(y, t), (y, t) ∈ [0, l]×[0, T ],

b(x, t)

[
ν21(x, t)

∂u

∂y
(x, 0, t) + ν22(x, t)

∂u

∂y
(x, l, t)

]
= κ2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]×[0, T ].

Також слiд згадати працi, в яких проводиться чисельне розв’язання роз-
глядуваних обернених задач. У працi М. Лакестанi (M. Lakestani), М. Дегхан
(M. Dehghan) [104] розглянуто обернену задачу для параболiчного рiвняння
з виродженням

∂w

∂t
=
∂2w

∂x2
+ p(t)w + f(x, t),

з умовою перевизначення w(x0, t) = k(t) , де невiдомим є молодший коефiцi-
єнт p .
Чисельний пошук невiдомого молодшого коефiцiєнта (джерела) методом

скiнченних рiзниць проведено у працях М. Дегхан (M. Dehghan) [75], [76], та
Ф. Лi (F. Li), Ц. Ву (Z. Wu), Ч. Є (C. Ye) [107] для рiвнянь вигляду:

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+ p(t)u+ φ(x, y, t).
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У працi П.Н. Вабищевича (P.N. Vabishchevich) [122] було здiйснено чисельний
пошук невiдомого залежного вiд часу молодшого коефiцiєнта p(t) у рiвняннi:

∂u

∂t
− div(k(x) gradu) + p(t)u = f(x, t),

а в статтi [123] розглядалася обернена задача визначення невiдомої правої
частини у рiвняннi

∂u

∂t
− div(k(x) gradu) + c(x)u = f(x),

де умова перевизначення задається у кiнцевий момент часу: u(x, T ) = uT (x) .
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1.2. Короткий опис результатiв дисертацiї. Дисертацiйну роботу при-
свячено дослiдженню розв’язностi обернених задач для двовимiрних парабо-
лiчних рiвнянь з виродженням. Її основнi результати викладено у роздiлах
2-4.
Дослiджено iзотропнi та анiзотропнi типи рiвнянь, де пiд анiзотропiєю ма-

ється на увазi наявнiсть рiзних показникiв виродження при рiзних просто-
рових компонентах у старших коефiцiєнтах рiвняння. Розглянуто випадки
слабкого та сильного виродження.
Методи доведення iснування та єдиностi розв’язкiв є розвитком методiв,

що застосовуються до одновимiрних рiвнянь. Iснування розв’язку встанов-
люється за допомогою зведення оберненої задачi до iнтегрального рiвнян-
ня i наступного застосування теореми Шаудера про нерухому точку цiлком
неперервного оператора. Отже, обернена задача зводиться до рiвняння або
системи рiвнянь

a(t) = Pa(t),

i доводиться, що оператор P задовольняє умови теореми Шаудера про неру-
хому точку.
Єдинiсть розв’язку доводиться, зокрема, iз використанням властивостей

однорiдних iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду.
Усi задачi розглядаються у областi QT :=

{
(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y <

l, 0 < t < T
}

i полягають у знаходженнi невiдомих старших коефiцiєнтiв
рiвняння, що залежать лише вiд часової змiнної.
Роздiл 1 дисертацiйної роботи мiстить огляд лiтератури за тематикою до-

слiджень та короткий опис результатiв дисертацiї.
У другому роздiлi дисертацiї розглянуто оберненi задачi для двовимiрних

iзотропних рiвнянь зi слабким виродженням.
У пiдроздiлi 2.1 розглянуто задачу знаходження пари функцiй (a, u) , що

задовольняють такi спiввiдношення:

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,
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u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ (0, h)× (0, l),

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), y ∈ [0, l], t ∈ [0, T ],

u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ],

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ],

де 0 < β < 1 , 0 < y0 < l . Для цiєї задачi з крайовими умовами Дiрiхле
встановлено умови iснування та єдиностi глобального класичного розв’язку.
У пiдроздiлi 2.2 дослiджено обернену задачу для повного параболiчного

рiвняння, яка полягає у знаходженнi пари функцiй (a, u) , що задовольняють
такi рiвностi:

ut = tβa(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy +

+ c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ (0, h)× (0, l),

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t) = ν1(x, t), uy(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ],

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ],

де 0 < β < 1 , 0 < y0 < l . Знайдено умови локального iснування та глобаль-
ної єдиностi розв’язку цiєї задачi з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана.
У третьому роздiлi встановлено умови однозначної розв’язностi оберненої

задачi з крайовими умовами Дiрiхле для анiзотропного повного параболiчно-
го рiвняння зi слабким виродженням. Невiдомими є два коефiцiєнти a1(t) ,
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a2(t) з рiзними показниками виродження. Тому виникає необхiднiсть накла-
дання двох додаткових умов перевизначення. Отже, задача полягає у знахо-
дженнi трiйки функцiй (u, a1, a2) таких, що задовольняють спiввiдношення:

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+

+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ (0, h)× (0, l),

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ],

a1(t)ux(0, y0, t) = κ1(t), t ∈ [0, T ],

a2(t)uy(x0, 0, t) = κ2(t), t ∈ [0, T ],

де 0 < βi < 1, i = 1, 2 , 0 < x0 < h , 0 < y0 < l .
У пiдроздiлi 3.1 встановлено умови iснування локального розв’язку даної

оберненої задачi, а у пiдроздiлi 3.2 за допомогою накладання додаткових умов
на вхiднi данi задачi встановлено умови iснування її глобального розв’язку.
Також, зокрема, iз допомогою теорiї iнтегральних рiвнянь Вольтерра вста-

новлено глобальну єдинiсть розв’язку даної задачi.
У четвертому роздiлi розглянуто оберненi задачi для двовимiрних парабо-

лiчних рiвнянь зi сильним виродженням.
У пiдроздiлi 4.1 розглянуто обернену задачу знаходження пари функцiй

(a, u) , що задовольняють такi спiввiдношення:

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y, 0), (x, y) ∈ (0, h)× (0, l),



35

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t) = ν1(x, t), uy(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ],

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ (0, T ],

де β ≥ 1 , 0 < y0 < l . Доведено iснування i єдинiсть глобального розв’язку
цiєї оберненої задачi з диференцiальною умовою перевизначення.
У пiдроздiлi 4.2 розглянуто обернену задачу знаходження трiйки функцiй

(a1, a2, u) , що задовольняють спiввiдношення

ut = a1(t)t
β1uxx + a2(t)t

β2uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT ,

u(x, y, 0) = ϕ(x, y, 0), (x, y) ∈ (0, h)× (0, l),

u(0, y, t) = µ11(y, t), u(h, y, t) = µ12(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t) = µ21(x, t), uy(x, l, t) = µ22(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ]∫∫
D

u(x, y, t)dx dy = µ31(t),

∫∫
D

xu(x, y, t)dx dy = µ32(t), t ∈ (0, T ],

де βi ≥ 1, i = 1, 2 . Знайдено умови локального iснування i глобальної єди-
ностi розв’язку даної оберненої задачi з iнтегральними умовами перевизна-
чення. Метод доведення вимагає накладання зв’язку мiж показниками виро-
дження для рiзних просторових компонент у старших коефiцiєнтах рiвняння,
тому в теоремах iснування та єдиностi розв’язку на вхiднi данi задачi, зокре-
ма, накладається умова β2 = β1+1

2 .
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2. РОЗДIЛ 2

IЗОТРОПНI ПАРАБОЛIЧНI РIВНЯННЯ

З СЛАБКИМ ВИРОДЖЕННЯМ

У цьому роздiлi розглянуто оберненi задачi для двовимiрних (тобто рiвнянь
з двома просторовими змiнними) параболiчних рiвнянь зi слабким виродже-
нням. У цих рiвняннях старший коефiцiєнт вироджується у початковий мо-
мент часу за степеневим законом tβ . Виродження вважається слабким, тобто,
показник степеня виродження β ∈ (0, 1) .
Результати цього роздiлу опублiковано у [1] i додатково висвiтлено у працях

[6], [7], [11].

2.1. Обернена задача з крайовими умовами Дiрiхле. Спершу введемо
необхiднi нам далi загальнi позначення. Нехай h, l, T > 0 – деякi фiксованi
числа,

D :=
{

(x, y) : 0 < x < h, 0 < y < l
}
,

QT :=
{

(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T
}
.

Через D та QT позначатимемо замикання областей D та QT вiдповiдно.
Нехай Ck,m,n(QT ) ≡ Ck,m,n

x,y,t (QT ) – множина функцiй, якi k разiв є непе-
рервно диференцiйовними за змiнною x , m разiв – за y , n разiв – за t

(тут традицiйно k,m, n ∈ N ∪ {0} ). Якщо, наприклад, k = m , то замiсть
Cm,m,n(QT ) писатимемо просто Cm,n(QT ) . Аналогiчнi позначення вживати-
мемо i для множин функцiй, визначених на QT , D , D тощо.

2.1.1. Формулювання задачi i отриманих результатiв. Розглянемо оберне-
ну задачу знаходження пари функцiй (a, u) таких, що

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (2.1)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ D, (2.2)

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), y ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], (2.3)
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u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ], (2.4)

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ], (2.5)

де 0 < β < 1 , 0 < y0 < l .

Означення 2.1. Розв’язком задачi (2.1)-(2.5) називається пара функцiй

(a, u) ∈ C[0, T ]×
(
C(QT ) ∩ C2,1(QT ) ∩ C1,0,0

(
[0, h)× (0, l)× [0, T ]

))
,

a(t) > 0 для t ∈ [0, T ] , яка задовольняє рiвностi (2.1)-(2.5) поточково.

Припустимо, що вхiднi данi задачi задовольняють такi умови:
(A1) ϕ ∈ C2(D) ; µi ∈ C2,1([0, l]×(0, T ])∩C1,1([0, l]×[0, T ]) , iснує скiнченна

границя lim
t→+0

tβµiyy , i = 1, 2 ; νi ∈ C1,0([0, h] × [0, T ]) , i = 1, 2 ; κ ∈ C[0, T ] ;

f ∈ C1,0,0(QT ) ;
(A2) ϕx(x, y) > 0 , (x, y) ∈ D ; µ1t(y, t)−f(0, y, t) ≤ 0 , µ2t(y, t)−f(h, y, t) ≥

0 , (y, t) ∈ [0, l] × [0, T ] , µ1yy(y, t) ≥ 0 , µ2yy(y, t) ≤ 0 , (y, t) ∈ [0, l] × (0, T ] ,
i = 1, 2 ; ν1x(x, t) ≥ 0 , ν2x(x, t) ≥ 0 , (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ] ; fx(x, y, t) ≥ 0 ,
(x, y, t) ∈ QT ; κ(t) > 0 , t ∈ [0, T ] ;
(A3) µ1(y, 0) = ϕ(0, y) , µ2(y, 0) = ϕ(h, y) , ν1(x, 0) = ϕ(x, 0) , ν2(x, 0) =

ϕ(x, l) , µ1(0, t) = ν1(0, t) , µ1(l, t) = ν2(0, t) , µ2(0, t) = ν1(h, t) , µ2(l, t) =

ν2(h, t) .
Встановлено такий результат.

Теорема 2.1. (iснування). Якщо виконуються умови (A1)-(A3), то задача
(2.1)-(2.5) має розв’язок.

Для доведення єдиностi розв’язку нашої задачi ми потребуватимемо таких
умов:
(A4) ϕ ∈ C2,2([0, h]× [0, l]) ; µi ∈ C2,1([0, l]× (0, T ]) ∩ C1,1([0, l]× [0, T ]) ,

iснує скiнченна границя lim
t→+0

tβµiyy(y, t) , i = 1, 2 ;

νi ∈ C2,1([0, h]× (0, T ]) ∩ C1,1([0, h]× [0, T ]),

iснує скiнченна границя lim
t→+0

tβνixx(x, t) , i = 1, 2 ; f ∈ C1,0(QT );

(A5) κ(t) 6= 0 , t ∈ [0, T ] .
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Теорема 2.2. (єдинiсть). Якщо виконуються умови (A4)-(A5), то задача
(2.1)-(2.5) не може мати бiльше одного розв’язку.

Оберненi задачi з виродженням дослiджувалися, зокрема, М. М. Гаджiєвим
у [18], де вивчалася задача визначення вiльного члена в елiптичному рiвняннi
зi слабким виродженням. Т. Елдесбаєв у [25] розглядав обернену задачу для
виродженого гiперболiчного рiвняння

∂2u

∂x2
=

∂

∂y

(
yα
∂u

∂y

)
+ c(x)u, 0 < α < 2,

з невiдомим молодшим коефiцiєнтом c(x) .
Коефiцiєнтнi оберненi задачi для багатовимiрних параболiчних рiвнянь без

виродження дослiджувалися, зокрема, Р.В. Сагайдаком [33], [34]. Початок
дослiдженню обернених задач для одновимiрних параболiчних рiвнянь з ви-
родженням було покладено в працях I.Г. Малишева [113], М.I. Iванчова та
Н.В. Салдiної [27], [97], [98]. Обернена задача визначення старшого коефiцiєн-
та багатовимiрного параболiчного рiвняння дослiджувалась М.I. Iванчовим,
А. Лоренцi (A. Lorenzi), Н.В. Салдiною у [96] методом напiвгруп. У [96] було
розглянуто задачу зi слабким виродженням i сингулярнiстю, причому умо-
ва перевизначення була iнтегральною. Було доведено локальне iснування та
глобальну єдинiсть розв’язку розглядуваної задачi.
Глобальнi iснування та єдинiсть розв’язку оберненої задачi (2.1)-(2.5) з ди-

ференцiальною умовою перевизначення встановлено вперше.

2.1.2. Доведення основних результатiв. Спершу нагадаємо деякi необхiднi
нам далi факти та введемо додатковi позначення. Нехай

θ(t) :=

t∫
0

τβa(τ) dτ, (2.6)

Ga
ij(x, y, t, ξ, η, τ) :=

1

4π(θ(t)− θ(τ))

+∞∑
m,n=−∞

{[
exp
(
−(x− ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+ (−1)i exp
(
−(x+ ξ + 2nh)2

4(θ(t)− θ(τ))

)]
·

[
exp
(
−(y − η + 2ml)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+
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+ (−1)j exp
(
−(y + η + 2ml)2

4(θ(t)− θ(τ))

)]}
, i, j = 1, 2. (2.7)

Скрiзь далi iндекс ”a” бiля функцiй Ga
ij опускатимемо. Нагадаємо, що вве-

дена тут функцiя Gij є функцiєю Грiна задачi з крайовими умовами i -го
роду за змiнною x та j -го роду за змiнною y для рiвняння (2.1). Крiм то-
го, вiдомо, що функцiю Грiна Gij(x, y, t, ξ, η, τ) , i, j = 1, 2 можна подати у
виглядi добутку функцiй Gx

i (x, t, ξ, τ)Gy
j(y, t, η, τ) (див., наприклад, [95]), де

Gx
i i Gy

j – функцiї Грiна i -ї i j -ї крайових задач вiдповiдно для рiвнянь

ut = tβa(t)uxx, (x, t) ∈ (0, h)× (0, T ),

та

vt = tβa(t)vyy, (y, t) ∈ (0, l)× (0, T ).

Нагадаємо також, що множина M нормованого простору Y називається
компактною, якщо з довiльного вiдкритого покриття M можна вибрати скiн-
ченне пiдпокриття. Множина M називається передкомпактною (див. [57, c.
154]), якщо її замикання M є компактним.
Нехай X, Y – нормованi простори, P : X → Y . Лiнiйний чи нелiнiйний

оператор P називається цiлком неперервним (див. [57, c. 229]), якщо вiн
неперервний i переводить кожну обмежену множину з X в передкомпактну
множину з Y .
Ми користуватимемося таким твердженням, яке вперше отримали в [119]

(теоремаШаудера про нерухому точку [57, c. 229]): якщо X – банахiв простiр,
P : M → X – цiлком неперервний оператор, M ⊂ X – непорожня замкнена
обмежена опукла множина i P (M) ⊂ M , то вiдображення P має нерухому
точку.
Доведемо тепер основнi результати цього пiдроздiлу. Спершу зупинимося

на iснуваннi розв’язку задачi (2.1)-(2.5).
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Доведення теореми 2.1. Якщо функцiя a = a(t) є вiдомою, то розв’язок
прямої задачi (2.1)-(2.4) запишеться у виглядi:

u(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

t∫
0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

× τβa(τ)µ1(η, τ)dηdτ −
t∫

0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa(τ)µ2(η, τ)dηdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ. (2.8)

Використовуючи властивостi функцiй Грiна та iнтегруючи частинами, про-
диференцiюємо (2.8) по x :

ux(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G21(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G21(x, y, t, h, η, τ)
(
µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ)

)
dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

G21(x, y, t, 0, η, τ)
(
µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)

)
dηdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G21η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G21η(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ +
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+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G21(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (2.9)

Пiдставивши (2.9) в умову перевизначення (2.5), отримаємо рiвняння для
невiдомої функцiї a(t) :

a(t) = κ(t)

(
6∑
i=1

Ii(t)

)−1
, t ∈ [0, T ], (2.10)

де

I1 =

l∫
0

h∫
0

G21(0, y0, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη,

I2 =

t∫
0

l∫
0

G21(0, y0, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dηdτ,

I3 = −
t∫

0

l∫
0

G21(0, y0, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ))dηdτ,

I4 =

t∫
0

h∫
0

G21η(0, y0, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ,

I5 = −
t∫

0

h∫
0

G21η(0, y0, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ,

I6 =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G21(0, y0, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ.

Таким чином, ми звели обернену задачу (2.1)-(2.5) до задачi знаходження
розв’язку рiвняння (2.10) – функцiї a . Якщо ми знайдемо a з (2.10), то
формула (2.8) дасть нам функцiю u .
Для зручностi позначимо праву частину (2.10) через Pa(t) .
Спершу встановимо допомiжнi оцiнки, зокрема, оцiнимо Pa(t) зверху. Для

цього припустимо, що a ∈ C[0, T ] – вiдома функцiя, i встановимо оцiнки
iнтегралiв Ii, i = 1, 6 знизу.
Розглянемо I1 . Запишемо I1 наступним чином:
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I1 =

l∫
0

h∫
0

Gx
2(0, t, ξ, 0)Gy

1(y0, t, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη.

Використовуючи вигляд функцiї Грiна Gx
2(x, t, ξ, τ) , легко бачити, що

h∫
0

Gx
2(x, t, ξ, τ)dξ = 1. (2.11)

Звiдси отримаємо

I1 ≥ min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y)

l∫
0

Gy
1(y0, t, η, 0)dη.

Оцiнимо I4 та I5 :

I4 =

t∫
0

h∫
0

Gx
2(0, t, ξ, τ)Gy

1η
(y0, t, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ ≥

≥ min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t)

t∫
0

Gy
1η

(y0, t, 0, τ)τβa(τ)dτ,

I5 ≥ min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)

(
−

t∫
0

Gy
1η

(y0, t, l, τ)τβa(τ)dτ

)
.

Iз умов (A2) випливає невiд’ємнiсть доданкiв I2, I3, I6 . Тодi
6∑
i=1

Ii ≥ I1 + I4 + I5 ≥ min
{

min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)
}
×

×
( l∫

0

Gy
1(y0, t, η, 0)dη+

t∫
0

Gy
1η(y0, t, 0, τ)τβa(τ)dτ−

t∫
0

Gy
1η(y0, t, l, τ)τβa(τ)dτ

)
.

Вираз у дужках є розв’язком такої задачi:

wt = tβa(t)wyy, (y, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

w(y, 0) = 1, y ∈ [0, l],
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w(0, t) = w(l, t) = 1, t ∈ [0, T ]. (2.12)

Розв’язок цiєї задачi тотожно дорiвнює 1. Тому
6∑
i=1

Ii ≥ min
{

min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)
}
≡ C1.

Отже,

Pa(t) ≤
max
[0,T ]

κ(t)

C1
≡ A1, t ∈ [0, T ], (2.13)

де стала A1 > 0 залежить вiд вхiдних даних i не залежить вiд a(t) .
Оцiнимо Pa(t) знизу. Для цього встановимо оцiнки кожного з iнтегралiв

Ii зверху. Розглянемо I1 . Використовуючи (2.11), матимемо:

I1 ≤ max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y)

l∫
0

Gy
1(y0, t, η, 0)dη.

Для iнтегралiв I4 та I5 отримаємо:

I4 ≤ max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t)

t∫
0

Gy
1η

(y0, t, 0, τ)τβa(τ)dτ,

I5 ≤ max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)

(
−

t∫
0

Gy
1η

(y0, t, l, τ)τβa(τ)dτ

)
.

Тодi для суми I1 + I4 + I5 справедлива наступна нерiвнiсть:

I1 + I4 + I5 ≤ max

{
max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t), max
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)

}
×

×

( l∫
0

Gy
1(y0, t, η, 0)dη +

t∫
0

Gy
1η

(y0, t, 0, τ)τβa(τ)dτ −

−
t∫

0

Gy
1η

(y0, t, l, τ)τβa(τ)dτ

)
≤ C2.
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Оцiнимо I2 :

I2 ≤
t∫

0

l∫
0

G22(0, y0, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dηdτ =

=

t∫
0

l∫
0

Gx
2(0, t, h, τ)Gy

2(y0, t, η, τ)(µ2τ (η, τ)−τβa(τ)µ2ηη(η, τ)−f(h, η, τ))dηdτ.

Функцiя Gx
2(0, t, h, τ) обмежена зверху виразом 4

h [95, c. 12]. Тодi, викори-
стовуючи умови (A2) i рiвнiсть (2.11), отримаємо:

l∫
0

Gy
2(y0, t, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dη ≤ C3.

Тому

I2 ≤
4C3t

h
.

Встановимо оцiнку для I3 . Вiдомо [95], що виконується оцiнка:

Gx
2(0, t, 0, τ) ≤ 1

h
+

1√
π(θ(t)− θ(τ))

.

Iз умов (A2), рiвностi (2.11) та з того, що

l∫
0

Gy
2(y0, t, η, τ)

(
µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)

)
dη ≤ C4,

випливатиме оцiнка

I3 ≤
t∫

0

(
C5 +

C6√
θ(t)− θ(τ)

)
dτ.

Доданок I6 оцiнюємо так само, як I1 :

I6 ≤
t∫

0

max
[0,h]×[0,l]

fx(x, y, τ)dτ ≤ C7.
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Застосуємо отриманi оцiнки:

Pa(t) ≥ κ(t)

C8 + C9

t∫
0

dτ√
θ(t)−θ(τ)

(2.14)

Розглянемо iнтеграл у знаменнику (2.14):
t∫

0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

=

t∫
0

dτ√
t∫
τ

σβa(σ)dσ

≤
√
β + 1

amin

t∫
0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

,

де amin = min
[0,T ]

a(t) . Оцiнимо останнiй iнтеграл:

t∫
0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

= t
1−β
2

1∫
0

dz√
1− zβ+1

≤ C10.

Тодi з (2.14) матимемо:

Pa(t) ≥ C11

C8 + C12√
amin

.

Тепер перейдемо до безпосереднього доведення теореми. Нехай

N =
{
a ∈ C[0, T ] : A0 ≤ a(t) ≤ A1

}
.

Тут сталу A1 > 0 взято з (2.13) i вона залежить лише вiд вхiдних даних
задачi, а стала A0 > 0 поки буде довiльним досить малим числом.
Нехай a ∈ N . Тодi amin ≥ A0 i тому

Pa(t) ≥ C11

C8 + C12√
A0

=
C11

√
A0

C8

√
A0 + C12

≥ C11

C8

√
A1 + C12

√
A0 = C13

√
A0,

де стала C13 > 0 не залежить вiд A0 , хоча залежить вiд A1 .
Знайдемо A0 з умови

C13

√
A0 ≥ A0.

Зрозумiло, що тодi виконуються нерiвностi C13 ≥
√
A0 , A0 ≤ C2

13 . Отже,
якщо взяти A1 з (2.13), а потiм A0 ∈ (0,min

{
A1, C

2
13

}
) , то оператор P

володiтиме такою властивiстю: PN ⊂ N .
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Рiвняння (2.10) запишемо у виглядi операторного рiвняння

a(t) = Pa(t), (2.15)

де оператор P переводить множину N в себе. Доведення того, що оператор
P є цiлком неперервним, проводиться аналогiчно до одновимiрного випадку,
враховуючи той факт, що функцiю Грiна для двовимiрного рiвняння можна
подати у виглядi добутку вiдповiдних функцiй Грiна для одновимiрного рiв-
няння. Тому з теореми Шаудера матимемо, що оператор P має нерухому
точку, i тому iснує розв’язок задачi (2.1)-(2.5). Теорему 2.1 доведено. �
Тепер доведемо єдинiсть розв’язку задачi (2.1)-(2.5).
Доведення теореми 2.2. Припустимо, що iснує два розв’язки задачi (a1(t) ,

u1(x, y, t)) , (a2(t), u2(x, y, t)) . Позначимо

A(t) = a1(t)− a2(t), U(x, y, t) = u1(x, y, t)− u2(x, y, t).

Тодi для (A,U) матимемо наступну задачу:

Ut = tβa1(t)∆U + tβA(t)∆u2, (x, y, t) ∈ QT , (2.16)

U |t=0 = U |x=0 = U |x=h = U |y=0 = U |y=l = 0, (2.17)

a1(t)Ux(0, y0, t) = −A(t)u2x(0, y0, t), t ∈ [0, T ]. (2.18)

Подамо розв’язок прямої задачi (2.16),(2.17) у виглядi

U(x, y, t) =

t∫
0

h∫
0

l∫
0

G∗11(x, y, t, ξ, η, τ)τβA(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ,

де G∗11 – функцiя Грiна для однорiдних рiвняння (2.16) та умов (2.17). Пiд-
ставивши його в умову перевизначення, отримаємо рiвняння для A(t) :

A(t)u2x(0, y0, t) = −a1(t)
t∫

0

h∫
0

l∫
0

G∗11x(0, y0, t, ξ, η, τ)τβA(τ)×

×∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ. (2.19)
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Отримали iнтегральне рiвняння Вольтерра другого роду. Оцiнимо ядро цього
iнтегрального рiвняння. Спершу розглянемо вираз для u2xx :

u2xx(x, y, t) =
6∑
i=1

Ji, (2.20)

де

J1 =

l∫
0

h∫
0

G∗11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η)dξdη,

J2 = −
t∫

0

l∫
0

G∗11ξ(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa2(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dηdτ,

J3 =

t∫
0

l∫
0

G∗11ξ(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− τβa2(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ))dηdτ,

J4 =

t∫
0

h∫
0

G∗11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)dξdτ,

J5 = −
t∫

0

h∫
0

G∗11η(x, y, t, ξ, l, τ)τβa2(τ)ν2ξξ(ξ, τ)dξdτ,

J6 = −
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗11ξ(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ.

Знайдемо оцiнки iнтегралiв Ji, i = 1, 6 .
Спочатку оцiнимо J1 :

∣∣J1∣∣ ≤ l∫
0

h∫
0

G∗22(x, y, t, ξ, η, 0)|ϕξξ(ξ, η)|dξdη ≤ max
x∈[0,h]
y∈[0,l]

|ϕxx(x, y)|.

Має мiсце оцiнка [48]
t∫

0

Gx∗
1ξ

(x, t, 0, τ)dτ ≤ C14

tβ
. (2.21)
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Звiдси для доданка J3 матимемо:

∣∣J3∣∣ ≤ C15

t∫
0

Gx∗
1ξ

(x, t, 0, τ)dτ ≤ C16

tβ
.

Так само оцiнюється iнтеграл J2 . Аналогiчно, застосовуючи (2.11) i (2.21) до
iнтегралiв J4, J5 , матимемо:

∣∣J4∣∣ ≤ C17

t∫
0

Gy∗
1η

(x, t, 0, τ)τβdτ ≤ C18,

∣∣J5∣∣ ≤ C19

t∫
0

|Gy∗
1η

(x, t, l, τ)|τβdτ ≤ C20.

Розглянемо J6 :

∣∣J6∣∣ ≤ 1

4
√
π

max
QT

|fx(x, t)|
t∫

0

h∫
0

1(
θ2(t)− θ2(τ)

)3/2 ×
×

+∞∑
n=−∞

(
|x− ξ + 2nh| exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)
+

+ |x+ ξ + 2nh| exp
(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

))
dξdτ ≡ J6,1 + J6,2.

В iнтегралi J6,1 зробимо замiну змiнних z =
x− ξ + 2nh

2
√
θ2(t)− θ2(τ)

:

J6,1 ≤ C21

+∞∑
n=−∞

t∫
0

1√
θ2(t)− θ2(τ)

x−ξ+2nh

2
√
θ2(t)−θ2(τ)∫

x−ξ+(2n−1)h
2
√
θ2(t)−θ2(τ)

|z| exp(−z2)dz ≤

≤ C21

t∫
0

dτ√
θ2(t)− θ2(τ)

+∞∫
−∞

|z| exp(−z2)dz ≤ C22

t∫
0

1√
θ2(t)− θ2(τ)

dτ ≤

≤ C23t
1−β
2 .

Iнтеграл J6,2 можна оцiнити так само. Тодi

|u2xx(x, y, t)| ≤ C24 + C25t
1−β
2 + C26t

−β. (2.22)
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Доданок u2yy можна оцiнити аналогiчно. Звiдси маємо

|tβ∆u2| = |tβ(u2xx + u2yy)| ≤ C27. (2.23)

Згiдно iз цiєю оцiнкою ядро iнтегрального рiвняння (2.19) є обмеженим,
а тому це рiвняння має тiльки тривiальний розв’язок. Звiдси випливає, що
задача (2.16)-(2.18) має тривiальний розв’язок. Теорему 2.2 доведено. �

2.1.3. Висновки до пiдроздiлу 2.1. Для доведення iснування та єдиностi роз-
в’язку необхiдно накладати додатковi умови на вхiднi данi задачi. Завдяки
накладанню цих додаткових умов отримуємо глобальнi iснування та єдинiсть
розв’язку.
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2.2. Обернена задача з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана. Тепер
розглянемо задачу з умовами Дiрiхле-Неймана для повного параболiчного
рiвняння.

2.2.1. Формулювання задачi i отриманих результатiв. В областi QT роз-
глянемо обернену задачу знаходження невiдомої пари функцiй (a, u) таких,
що

ut = tβa(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy +

+ c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (2.24)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ D, (2.25)

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t) = ν1(x, t), uy(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (2.26)

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ [0, T ], (2.27)

де 0 < β < 1 i 0 < y0 < l – деяка фiксована точка.
Зауважимо, що замiсть умов Дiрiхле (2.4) з пiдроздiлу 2.1 ми тепер маємо

умови Неймана (2.26). В порiвняннi з попереднiм пiдроздiлом змiнилося та-
кож i рiвняння - воно тепер мiстить молодшi члени i, як ми побачимо далi,
це становитиме основну складнiсть в наших дослiдженнях.

Означення 2.2. Пара функцiй (a, u) ∈ C[0, T0] × (C2,1(QT0) ∩ C1,0(QT0)) ,
a(t) > 0 для t ∈ [0, T0] , яка задовольняє спiввiдношення (2.24)-(2.27) пото-
чково для всiх t ≤ T0 , називається локальним розв’язком задачi (2.24)-(2.27)
при T0 < T та глобальним розв’язком цiєї задачi при T0 = T .

Припустимо, що вхiднi данi задачi задовольняють такi умови:
(A1) ϕ ∈ C1(D);µi ∈ C2,1([0, l] × [0, T ]), νi ∈ C1,0([0, h] × [0, T ]), bi, c, f ∈

C1,0(QT ), i = 1, 2, κ ∈ C[0, T ];

(A2) ϕx(x, y) > 0, (x, y) ∈ D, κ(t) > 0, t ∈ [0, T ];
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(A3) µ1(y, 0) = ϕ(0, y), µ2(y, 0) = ϕ(h, y), y ∈ [0, l],

ν1(x, 0) = ϕy(x, 0), ν2(x, 0) = ϕy(x, l), x ∈ [0, h],

µ1y(0, t) = ν1(0, t), µ1y(l, t) = ν2(0, t),

µ2y(0, t) = ν1(h, t), µ2y(l, t) = ν2(h, t), t ∈ [0, T ].

Теорема 2.3. (iснування) Якщо виконуються умови (A1) - (A3), то iснує
локальний розв’язок (a, u) задачi (2.24)-(2.27).

Для доведення єдиностi розв’язку потребуватимемо таких умов:
(A4) ϕ ∈ C2(D), bi, c, f ∈ C1,0(QT ), µi ∈ C2,1([0, l] × (0, T ]) ∩ C1,0([0, l] ×

[0, T ]), νi ∈ C2,1([0, h]×(0, T ])∩C1,0([0, h]× [0, T ]), iснують скiнченнi границi
lim
t→+0

tβµiyy(y, t), lim
t→+0

tβνixx(x, t), i ∈ {1, 2};
(A5) κ(t) 6= 0, t ∈ [0, T ].

Теорема 2.4. (єдинiсть) Якщо виконуються умови (A4) - (A5), то задача
(2.24)-(2.27) не може мати бiльше одного глобального розв’язку.

У [96] вивчалася коефiцiєнтна обернена задача для багатовимiрного пара-
болiчного рiвняння вiдмiнного вiд (2.24) вигляду (молодшi коефiцiєнти рiв-
няння залежали вiд a(t) ) та iнтегральною умовою перевизначення.
Оберненi задачi визначення старшого коефiцiєнта багатовимiрного парабо-

лiчного рiвняння зi слабким виродженням, молодшими членами рiвняння i
залежними вiд часової та просторових змiнних коефiцiєнтами рiвняння, ра-
нiше не вивчались.

2.2.2. Доведення основних результатiв. Спершу доведемо теорему про iсну-
вання розв’язку.
Доведення теореми 2.3. Якщо функцiя a = a(t) є вiдомою, то розв’язок

прямої задачi (2.24)-(2.26) має вигляд

u(x, y, t) = u0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)
(
b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) +

+ b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ) + c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ, (2.28)
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де похiднi ux(x, y, t) та uy(x, y, t) позначено через v1 та v2 , вiдповiдно, i

u0(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa(τ)µ1(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa(τ)µ2(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ,

де функцiї Gij взято з (2.7).
Використовуючи властивостi функцiй Грiна та iнтегруючи частинами, з

(2.28) обчислимо v1 та v2 :

v1(x, y, t) = u0x(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12x(x, y, t, ξ, η, τ)
(
b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) +

+ b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ) + c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ, (2.29)

v2(x, y, t) = u0y(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12y(x, y, t, ξ, η, τ)
(
b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) +

+ b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ) + c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ, (2.30)
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де

u0x(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)
(
µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)−

− f(h, η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)×

×
(
µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)

)
dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ, (2.31)

u0y(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕη(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa(τ)µ1η(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa(τ)µ2η(η, τ)dηdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +
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+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ. (2.32)

Отримали систему iнтегральних рiвнянь (2.28), (2.29), (2.30). Для приєднання
до цiєї системи рiвняння, що отримується з умови перевизначення (2.27) ,
оцiнимо знизу v1(0, y0, t) . Розглянемо перший iнтеграл з рiвностi для u0x.

Використовуючи рiвнiсть (2.11) та умови (A2), отримаємо
l∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη ≥ min
D

ϕx(x, y) := M1 > 0.

Беручи до уваги, що всi iншi iнтеграли в формулi (2.29) прямують до нуля при
t → +0 , встановлюємо iснування такого числа T1 ∈ (0, T ] , що на промiжку
[0, T1] виконуватиметься нерiвнiсть∣∣∣∣

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, h, η, τ)
(
µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)−

− f(h, η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)
(
µ1τ (η, τ)−

− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)
)
dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)(b1(ξ, η, τ)v1(ξ, η, τ) +
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+ b2(ξ, η, τ)v2(ξ, η, τ) + c(ξ, η, τ)u(ξ, η, τ))dξdηdτ

∣∣∣∣ ≤ M1

2
. (2.33)

Тодi

v1(0, y0, t) ≥
M1

2
> 0, t ∈ [0, T1], (2.34)

i умову (2.27) можна подати у виглядi

a(t) =
κ(t)

v1(0, y0, t)
, t ∈ [0, T1]. (2.35)

Отже, задачу (2.24)-(2.27) зведено до системи рiвнянь (2.28), (2.29), (2.30),
(2.35), у якiй час належить звуженому промiжку [0, T1] . Позначимо правi
частини рiвностей (2.28), (2.29), (2.30), (2.35) через P0 , P1 , P2 , P3 вiдповiдно.
Тодi цi спiввiдношення набудуть вигляду

u = P0(u, v1, v2, a), (2.36)

v1 = P1(u, v1, v2, a), (2.37)

v2 = P2(u, v1, v2, a), (2.38)

a = P3(u, v1, v2, a). (2.39)

Надалi для зручностi аргументи (u, v1, v2, a) операторiв Pi, i = 0, 3 опуска-
тимемо.
Легко переконатись, що у певному сенсi ця система еквiвалентна оберненiй

задачi (2.24)-(2.27). Дiйсно, якщо (a(t), u(x, y, t))− розв’язок задачi (2.24)-
(2.27) з класу C[0, T1] × (C2,1(QT1) ∩ C1,0(QT1) , то зi способу отримання си-
стеми (2.36), (2.37), (2.38), (2.39) функцiї (a(t), u(x, y, t), v1 = ux(x, y, t), v2 =

uy(x, y, t)) будуть неперервним розв’язком цiєї системи.
З iншого боку, якщо (a(t) , u(x, y, t) , v1(x, y, t), v2(x, y, t)) – неперервний

розв’язок системи рiвнянь (2.36), (2.37), (2.38), (2.39), то, диференцiюючи
послiдовно рiвняння (2.28) за змiнними x та y , переконуємось у тому, що
v1(x, y, t) ≡ ux(x, y, t), v2(x, y, t) ≡ uy(x, y, t). Тодi з рiвняння (2.36) випли-
ватиме, що u(x, y, t) належить до класу C2,1(QT1) ∩ C1,0(QT1) i задовольняє
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умови (2.24)-(2.26) для будь-якої функцiї a(t) > 0 з класу C[0, T1] . Викона-
ння умови (2.27) є очевидним внаслiдок рiвняння (2.39).
Доведемо iснування розв’язку системи рiвнянь (2.36), (2.37), (2.38), (2.39),

використовуючи теорему Шаудера. Для цього спершу встановимо допомiжнi
оцiнки, припустивши, що a ∈ C[0, T ] – вiдома функцiя. Для оцiнки P3 зверху
використаємо рiвняння (2.35) та нерiвнiсть (2.34) :

P3 ≤
2 max

[0,T ]
κ(t)

M1
:= A1 <∞, t ∈ [0, T1]. (2.40)

Перейдемо до оцiнки P3 знизу. Введемо позначення:

U(t) := max
(x,y)∈D

|u(x, y, t)|,

Vk(t) := max
(x,y)∈D

|vk(x, y, t)|, k ∈ {1, 2}.

Використовуючи (2.11) та оцiнки функцiй Грiна [95]

Gk(x, t, ξ, τ) ≤ C1 +
C2√

θ(t)− θ(τ)
, k ∈ {1, 2},

h∫
0

G1(x, t, ξ, τ)dξ ≤ 1,

оцiнимо iнтеграли, якi входять у вираз для u0 :∣∣∣∣
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa(τ)µ1(η, τ)dηdτ

∣∣∣∣ ≤
≤ max

[0,l]×[0,T ]
|µ1(y, t)|

t∫
0

G1ξ(x, t, 0, τ)τβa(τ)dτ

l∫
0

G2(y, t, η, τ)dη ≤ C3,

∣∣∣∣
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ

∣∣∣∣ ≤
≤ max

[0,h]×[0,T ]
|ν1(x, t)|

t∫
0

G2(y, t, 0, τ)τβa(τ)dτ ×
h∫

0

G1(x, t, ξ, τ)dξ ≤
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≤ C4 + C5

t∫
0

τβa(τ)dτ√
θ(t)− θ(τ)

≤ C4 + C6

√
θ(t) ≤ C7.

Зауважимо, що тут було використано (2.40). Отже,

|u0(x, y, t)| ≤M0 <∞, (x, y, t) ∈ QT1,

де стала M0 визначається вхiдними даними. З аналогiчних мiркувань знахо-
димо

|u0y(x, y, t)| ≤M1 <∞,

|u0x(x, y, t)| ≤ C8 + C9

t∫
0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

, (x, y, t) ∈ QT1.

Використовуючи знайденi оцiнки, з рiвнянь (2.28), (2.29), (2.30) отримаємо

P0 ≤ C10 + C11

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ, t ∈ [0, T1], (2.41)

P1 ≤ C12 + C13

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ) + 1)dτ√
θ(t)− θ(τ)

, t ∈ [0, T1], (2.42)

P2 ≤ C14 + C15

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ))dτ√
θ(t)− θ(τ)

, t ∈ [0, T1]. (2.43)

Домножимо i подiлимо пiдiнтегральний вираз у (2.41) на
√
θ(t)− θ(τ) . Ви-

користавши (2.40), матимемо

P0 ≤ C10 + C16

t∫
0

V1(τ) + V2(τ) + U(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ, t ∈ [0, T1]. (2.44)

Ввiвши позначення W := U + V1 + V2 + 1 , прийдемо до нерiвностi

P0 ≤ C17 + C18

t∫
0

W (τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ, t ∈ [0, T1]. (2.45)

Iз умови перевизначення (2.27) маємо

a(t)W (t) ≥ κ(t)
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тобто

1 ≤ a(t)W (t)

κ(t)
.

Враховуючи, що κ(t) – обмежена на [0, T ] функцiя, пiдставимо отриману
нерiвнiсть у (2.45) :

P0 ≤ C19 + C20

t∫
0

a(τ)W 2(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ. (2.46)

Оцiнимо останнiй iнтеграл в цiй нерiвностi. Беручи до уваги нерiвнiсть

θ(t) ≤ tβ+1

β + 1
A1, тобто

(
θ(t)(β + 1)

A1

) β
β+1

≤ tβ,

матимемо
t∫

0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ ≤ C21

t∫
0

a(τ)τβdτ

(θ(τ))
β
β+1

√
θ(t)− θ(τ)

.

Пiсля замiни z =
θ(τ)

θ(t)
отримуємо

t∫
0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ ≤ C22(θ(t))
1−β

2(β+1)

1∫
0

dz

z
β
β+1
√

1− z
.

Оскiльки
β

β + 1
<

1

2
для 0 < β < 1, то

t∫
0

a(τ)√
θ(t)− θ(τ)

dτ ≤ C23(θ(t))
1−β

2(β+1)

1∫
0

dz√
z(1− z)

=

= C24 (θ(t))
1−β

2(β+1) → +0 при t→ +0.

Тодi для досить малого T0 > 0 матимемо з (2.46) таку нерiвнiсть:

P0 ≤ C19 + C24 (θ(t))
1−β

2(β+1) ≤ 2C19, t ∈ [0, T0]. (2.47)

Аналогiчно проводимо оцiнки виразiв P1 та P2 . Використавши (2.34), до-
водимо, що

P1 ≥
M1

2
, t ∈ [0, T0]. (2.48)
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Для P3 вже маємо оцiнку (2.40). Крiм того, якщо

|v1(x, y, t)| ≤M3, |v2(x, y, t)| ≤M3,

|u(x, y, t)| ≤M3, (x, y, t) ∈ QT0, (2.49)

то з (2.35) отримаємо оцiнку:

P3 ≥
minκ(t)

M3
≥ A0 > 0, t ∈ [0, T0], (2.50)

де A0 визначається вхiдними даними.
Перейдемо накiнець до безпосереднього доведення теореми. Систему рiв-

нянь (2.36)-(2.39) подамо у виглядi

(a, u, v1, v2) = P (a, u, v1, v2), (2.51)

де P = (P0, P1, P2, P3) . З оцiнок типу (2.40), (2.47), (2.48), (2.50) випливає,
що оператор P переводить множину

N =

{
(a, u, v1, v2) ∈ C[0, T0]×

(
C(QT0)

)3
:

A0 ≤ a(t) ≤ A1, |u(x, y, t)| ≤M3,
M1

2
≤ v1(x, y, t) ≤M3, |v2(x, y, t)| ≤M3

}
саму в себе. Те, що цей оператор є цiлком неперервним, доводимо аналогiчно,
як в [50]. Тому за теоремою Шаудера iснує нерухома точка оператора P , а,
отже, i неперервний розв’язок системи рiвнянь (2.28), (2.29), (2.30), (2.35).
Теорему 2.3 доведено. �
Тепер доведемо єдинiсть розв’язку.
Доведення теореми 2.4. Нехай (ak, uk), k ∈ {1, 2} – два розв’язки задачi

(2.24)-(2.27). Для їх рiзницi

a := a1 − a2, u := u2 − u2

матимемо задачу

ut = tβa1(t)∆u+ tβa(t)∆u2 + b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy +

+ c(x, y, t)u, (x, y, t) ∈ QT , (2.52)
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u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (2.53)

u(0, y, t) = u(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ],

uy(x, 0, t) = uy(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (2.54)

a1(t)ux(0, y0, t) = −a(t)u2x(0, y0, t), t ∈ [0, T ]. (2.55)

Iз використанням функцiї Грiна G̃12(x, y, t, ξ, η, τ) для параболiчного рiвня-
ння

ut = tβa1(t)∆u+ b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u

задача (2.52)-(2.55) зведеться до iнтегрального рiвняння

a(t) = − a1(t)

u2x(0, y0, t)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃12x(0, y0, t, ξ, η, τ)×

× τβa(τ)∆u2(ξ, η, τ)dξdηdτ, t ∈ [0, T ]. (2.56)

Зауважимо, що з умови (A5) випливає, що u2x(0, y0, t) 6= 0 . Оцiнимо ядро
цього рiвняння. Позначимо через G∗12(x, y, t, ξ, η, τ) функцiю Грiна задачi
(2.25), (2.26) для рiвняння теплопровiдностi

ut = tβa2(t)∆u.

Використовуючи для зображення u2 формулу, аналогiчну (2.28), та дифе-
ренцiюючи її, знаходимо

u2xx(x, y, t) = u02xx(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

G∗12ξ(x, y, t, h, η, τ)×

×
(
b1(h, η, τ)u2ξ(h, η, τ) + b2(h, η, τ)µ2η(η, τ) +

+ c(h, η, τ)µ2(η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

G∗12ξ(x, y, t, 0, η, τ)×
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×
(
b1(0, η, τ)u2ξ(0, η, τ) + b2(0, η, τ)µ1η(η, τ) +

+ c(0, η, τ)µ1(η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G∗12ξ(x, y, t, ξ, η, τ)×

× (b1(ξ, η, τ)u2ξξ + b2(ξ, η, τ)u2ηξ + (b1ξ(ξ, η, τ) +

+ c(ξ, η, τ))u2ξ + b2ξ(ξ, η, τ)u2η + cξ(ξ, η, τ)u2)dξdηdτ, (2.57)

u2yy(x, y, t) = u02yy(x, y, t)−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗12η(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b1(ξ, η, τ)u2ξη + b2(ξ, η, τ)u2ηη + (b2η(ξ, η, τ) +

+ c(ξ, η, τ))u2η + b1η(ξ, η, τ)u2ξ + cη(ξ, η, τ)u2

)
dξdηdτ, (2.58)

де

u02xx(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G∗12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η)dξdη −

−
t∫

0

l∫
0

G∗12ξ(x, y, t, h, η, τ)
(
µ2τ(η, τ)−

− τβa2(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ)
)
dηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

G∗12ξ(x, y, t, 0, η, τ)
(
µ1τ(η, τ)− τβa2(τ)×

× µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)
)
dηdτ +

t∫
0

h∫
0

G∗12(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβa2(τ)ν2ξξ(ξ, τ)dξdτ −
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−
t∫

0

h∫
0

G∗12(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗12ξ(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ,

u02yy(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G∗12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕηη(ξ, η)dξdη −

−
t∫

0

l∫
0

G∗12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa2(τ)µ2ηη(η, τ)dηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

G∗12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa2(τ)µ1ηη(η, τ)dηdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G∗12(x, y, t, ξ, l, τ)
(
ν2τ(η, τ)− τβa2(τ)×

× ν2ξξ(ξ, τ)− f(ξ, l, τ)
)
dξdτ −

t∫
0

h∫
0

G∗12(x, y, t, ξ, 0, τ)×

×
(
ν1τ(η, τ)− τβa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)− f(ξ, 0, τ)

)
dξdτ −

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗12η(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ.

Якщо в (2.56) пiдставити вираз ∆u2, знайдений з (2.57), (2.58), то утвориться
iнтегральне рiвняння Вольтерра вигляду

a(t) =

t∫
0

K(t, τ)a(τ)dτ, t ∈ [0, T ] (2.59)
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стосовно невiдомої a(t). Дослiдимо порядок особливостi ядра K(t, τ). Для
цього видiлимо з ядра доданок K0 з найвищою особливiстю

K0(t, τ) :=

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃12x(0, y0, t, ξ, η, τ)τβdξdηdτ ×

×
τ∫

0

l∫
0

G∗12ξ1(ξ, η, τ, 0, η1, τ1)dη1dτ1.

Беручи до уваги (2.11), матимемо

|K0(t, τ)| ≤ C1

t∫
0

τβdτ

h∫
0

G̃1x(0, t, ξ, τ)dξ

τ∫
0

×

×G∗1ξ1(ξ, τ, 0, τ1)dτ1.

За властивостями функцiй Грiна для встановлення порядку особливостi K0

достатньо оцiнити аналогiчний вираз, складений iз параметриксiв [56]:

K1(t, τ) :=

t∫
0

τβdτ

τ∫
0

dτ1

h∫
0

ξ2 exp
(
− ξ2

4(θ(t)−θ(τ))

)
(θ(t)− θ(τ))3/2

×

×
exp

(
− ξ2

4(θ(τ)−θ(τ1))

)
(θ(τ)− θ(τ1))3/2

dξ.

Застосовуючи нерiвнiсть Кошi-Буняковського, оцiнимо внутрiшнiй iнтеграл
з K1(t, τ) :

h∫
0

ξ2 exp
(
− ξ2

4(θ(t)−θ(τ))

)
(θ(t)− θ(τ))3/2

exp
(
− ξ2

4(θ(τ)−θ(τ1))

)
(θ(τ)− θ(τ1))3/2

dξ ≤

≤
( h∫

0

ξ2e−
ξ2

2(θ(t)−θ(τ))

(θ(t)− θ(τ))3
dξ

)1/2( h∫
0

ξ2e−
ξ2

2(θ(τ)−θ(τ1))

(θ(τ)− θ(τ1))3
dξ

)1/2

.
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У кожному з iнтегралiв проведемо замiни змiнних, вiдповiдно z = ξ√
2(θ(t)−θ(τ))

та ζ = ξ√
2(θ(τ)−θ(τ1))

:

h∫
0

ξ2 exp
(
− ξ2

4(θ(t)−θ(τ))

)
(θ(t)− θ(τ))3/2

exp
(
− ξ2

4(θ(τ)−θ(τ1))

)
(θ(τ)− θ(τ1))3/2

dξ ≤

≤ C1

(θ(t)− θ(τ))3/4(θ(τ)− θ(τ1))3/4

 ∞∫
0

z2e−z
2

dz

1/2

×

×

 ∞∫
0

ζ2e−ζ
2

dζ

1/2

≤ C2

(θ(t)− θ(τ))3/4(θ(τ)− θ(τ1))3/4
≤

≤ C3

(tβ+1 − τβ+1)3/4(τβ+1 − τβ+1
1 )3/4

.

Тодi

K1(t, τ) ≤ C3

t∫
0

τβdτ

τ∫
0

dτ1

(tβ+1 − τβ+1)3/4(τβ+1 − τβ+1
1 )3/4

.

Змiнимо порядок iнтегрування i виконаємо замiну змiнної z =
τβ+1 − τβ+1

1

tβ+1 − τβ+1
1

:

K1(t, τ) ≤ C4

t∫
0

dτ1√
tβ+1 − τβ+1

1

1∫
0

dz

z3/4(1− z)3/4
≤

≤ C5

t∫
0

dτ1√
tβ+1 − τβ+1

1

.

Пiсля замiни σ =
τ

t
отримуємо оцiнку

K1(t, τ) ≤ C6t
1−β
2 ,

i, отже, особливiсть ядра K(t, τ) iнтегровна. Це означає, що рiвняння (2.59)
має тiльки тривiальний розв’язок a(t) ≡ 0, t ∈ [0, T ]. Тодi i u(x, y, t) ≡
0, (x, y, t) ∈ QT як розв’язок однорiдної задачi, що вiдповiдає (2.52)-(2.54).
Теорему 2.4 доведено. �
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2.2.3. Висновки до пiдроздiлу 2.2. В цьому пiдроздiлi розглянуто обернену
задачу знаходження залежного вiд часу старшого коефiцiєнта повного пара-
болiчного рiвняння, що вироджується у початковий момент часу. У якостi
крайових умов обрано змiшанi умови Дiрiхле-Неймана.

2.3. Висновки до роздiлу 2. У цьому роздiлi вивчено оберненi задачi для
параболiчних рiвнянь зi слабким виродженням в головнiй частинi рiвняння.
Доведено теореми iснування та єдиностi розв’язкiв розглянутих задач. У ви-
падку параболiчного рiвняння з молодшими членами вдалося довести лише
локальне iснування розв’язку задачi. Для параболiчного рiвняння простiшого
вигляду вдалося отримати глобальний розв’язок задачi.
Результати цього роздiлу опублiковано у [1] i додатково висвiтлено у працях

[6], [7], [11].
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3. РОЗДIЛ 3

АНIЗОТРОПНI ПАРАБОЛIЧНI РIВНЯННЯ З СЛАБКИМ

ВИРОДЖЕННЯМ

У цьому роздiлi розглянуто анiзотропне повне параболiчне рiвняння зi слаб-
ким виродженням. Старшi коефiцiєнти рiвняння нерiвномiрно вироджуються
при t = 0 .
Результати цього роздiлу опублiковано у [2] i додатково висвiтлено у [8].

3.1. Локальна розв’язнiсть оберненої задачi для
повного параболiчного рiвняння.

3.1.1. Формулювання задачi i отриманих результатiв. Розглянемо таку за-
дачу: знайти трiйку функцiй (u, a1, a2) , що задовольняють рiвностi:

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy + c(x, y, t)u+

+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (3.1)

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ D, (3.2)

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3.3)

u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (3.4)

a1(t)ux(0, y0, t) = κ1(t), t ∈ [0, T ], (3.5)

a2(t)uy(x0, 0, t) = κ2(t), t ∈ [0, T ], (3.6)

де 0 < βi < 1, i = 1, 2 , i x0, y0 – деякi фiксованi точки iз (0, h) та (0, l)

вiдповiдно.
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Означення 3.1. Локальним розв’язком задачi (3.1)-(3.6) називається трiйка
функцiй (u(x, y, t), a1(t), a2(t)) , що належить до класу

(
C2,1(D × (0, T0]) ∩

C1,0(QT0)
)
× C[0, T0] × C[0, T0] , причому ai(t) > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T0] , яка

задовольняє (3.1)-(3.6) поточково для t ∈ [0, T0] , де T0 ∈ (0, T ) .

Припустимо, що вхiднi данi задачi задовольняють такi умови:
(A1) ϕ ∈ C1(D); µi ∈ C2,1([0, l]× (0, T ]) ∩ C1,1([0, l]× [0, T ]);

νi ∈ C2,1([0, h] × (0, T ]) ∩ C1,1([0, h] × [0, T ]); κi ∈ C[0, T ], bi, c, f ∈
C1,0(QT ), i = 1, 2;

(A2) ϕx(x, y) > 0, ϕy(x, y) > 0, (x, y) ∈ D; µ1y(y, t) ≥ 0, µ2y(y, t) ≥
0, (y, t) ∈ [0, l] × [0, T ]; |tβ2µkyy(y, t)| ≤ Ak < ∞, k = 1, 2, (y, t) ∈ [0, l] ×
[0, T ]; ν1x(x, t) ≥ 0, ν2x(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ];

|tβ1νkxx(x, t)| ≤ Bk < ∞, k = 1, 2, (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ]; κi(t) > 0, t ∈
[0, T ], i = 1, 2;

(A3) µ1(y, 0) = ϕ(0, y), µ2(y, 0) = ϕ(h, y), ν1(x, 0) = ϕ(x, 0), ν2(x, 0) =

ϕ(x, l), µ1(0, t) = ν1(0, t), µ1(l, t) = ν2(0, t), µ2(0, t) = ν1(h, t), µ2(l, t) =

ν2(h, t).

Теорема 3.1. (локальне iснування) Нехай виконуються умови (A1) -
(A3). Тодi iснує локальний розв’язок (u(x, y, t), a1(t), a2(t)) задачi (3.1)-(3.6).

Коефiцiєнтнi оберненi задачi для анiзотропних багатовимiрних параболi-
чних рiвнянь з рiзними показниками виродження при рiзних просторових
компонентах ранiше не вивчались.

3.1.2. Доведення основних результатiв. Доведемо теорему iснування.
Доведення теореми 3.1. Якщо функцiї a1 = a1(t) та a2 = a2(t) вiдомi, то

розв’язок прямої задачi (3.1)-(3.4) має вигляд

u(x, y, t) = u0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)
(
b1(ξ, η, τ)v + b2(ξ, η, τ)w +

+ c(ξ, η, τ)u
)
dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT , (3.7)



68
де v := ux , w := uy ,

u0(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβ1a1(τ)µ1(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

G11ξ(x, y, t, h, η, τ)τβ1a1(τ)µ2(η, τ)dηdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβ2a2(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G11η(x, y, t, ξ, l, τ)τβ2a2(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ. (3.8)

Тут i далi в цьому роздiлi через Gij(x, y, t, ξ, η, τ) позначено функцiї Грiна
задачi з крайовими умовами i -го роду за змiнною x та j -го роду за змiнною
y для рiвняння теплопровiдностi

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + f(x, y, t).

Вiдомо, що [17]:

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =
1

4π
√

(θ1(t)− θ1(τ))(θ2(t)− θ2(τ))
×

×
+∞∑

m,n=−∞

((
exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
+ (−1)i exp

(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

))
×

×
(

exp
(
− (y − η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)
+ (−1)j exp

(
− (y + η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)))
, i, j = 1, 2,
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де

θk(t) =

t∫
0

τβkak(τ)dτ, k = 1, 2.

Спершу проведемо певнi допомiжнi мiркування, вважаючи вiдомими фун-
кцiї ai ∈ C[0, T ] , i = 1, 2 . Диференцiюючи (3.7) по x i y та використовуючи
властивостi функцiй Грiна, матимемо:

v(x, y, t) = u0x(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11x(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b1(ξ, η, τ)v + b2(ξ, η, τ)w + c(ξ, η, τ)u

)
dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT , (3.9)

w(x, y, t) = u0y(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G11y(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b1(ξ, η, τ)v + b2(ξ, η, τ)w + c(ξ, η, τ)u

)
dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT , (3.10)

де

u0x(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G21(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη −

−
t∫

0

l∫
0

G21(x, y, t, 0, η, τ)
(
µ1τ (η, τ)− τβ2a2(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)

)
dηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

G21(x, y, t, h, η, τ)
(
µ2τ (η, τ)− τβ2a2(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ)

)
dηdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G21η(x, y, t, ξ, 0, τ)τβ2a2(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ −
t∫

0

h∫
0

G21η(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τβ2a2(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G21(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ, (3.11)

u0y(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕη(ξ, η)dξdη +
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+

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβ1a1(τ)µ1η(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβ1a1(τ)µ2η(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)
(
ν1τ (ξ, τ)− τβ1a1(τ)ν1ξξ(ξ, τ)− f(ξ, 0, τ)

)
dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)
(
ν2τ (ξ, τ)− τβ1a1(τ)ν2ξξ(ξ, τ)− f(ξ, l, τ)

)
dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)fη(ξ, η, τ)dξdηdτ. (3.12)

Покажемо, що v(0, y0, t) > 0 , w(x0, 0, t) > 0 . Пiдставимо (3.11) у (3.9)
i позначимо iнтеграли у отриманому виразi через Ii, i = 1, 7 . Встановимо
оцiнки для Ii , використовуючи умови (A2).
Вiдомо, що функцiю Грiна Gij(x, y, t, ξ, η, τ) можна подати як добуток двох

одновимiрних функцiй Грiна Gi(x, t, ξ, τ)Gj(y, t, η, τ) , для яких безпосере-
днiм обчисленням встановлюються рiвностi

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dξ = 1,

l∫
0

G2(y, t, η, τ)dη = 1.

Тодi для I1, I4, I5 отримуємо:

I1 ≥ min
(x,y)∈D

ϕx(x, y)

l∫
0

G1(y, t, η, 0)dη,

I4 ≥ min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t)

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ)τβ2a2(τ)dτ,

I5 ≥ min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)

− t∫
0

G1η(y, t, l, τ)τβ2a2(τ)dτ

 .
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Для їхньої суми виконується нерiвнiсть

I1 + I4 + I5 ≥

≥ min
{

min
(x,y)∈D

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)
}
×

×
( l∫

0

G1(y, t, η, 0)dη+

t∫
0

G1η(y, t, 0, τ)τβ2a2(τ)dτ−
t∫

0

G1η(y, t, l, τ)τβ2a2(τ)dτ

)
.

Вираз у дужках є розв’язком такої задачi:

ut = tβ2a2(t)uyy, (y, t) ∈ (0, l)× (0, T ),

u(y, 0) = 1, y ∈ [0, l],

u(0, t) = u(l, t) = 1, t ∈ [0, T ].

Вiн тотожно дорiвнює 1. Тому

I1 + I4 + I5 ≥

≥ min

{
min
x∈[0,h]
y∈[0,l]

ϕx(x, y), min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν1x(x, t),

min
x∈[0,h]
t∈[0,T ]

ν2x(x, t)

}
:= M1 > 0.

З того, що iнтеграли I2, I3, I6, I7 прямують до нуля при t → +0, випливає
iснування такого T1 ∈ (0, T ] , що

M1

2
+ I2 + I3 + I6 + I7 ≥ 0, (x, y, t) ∈ D × [0, T1].

Звiдси отримуємо

v(x, y, t) ≥ M1

2
, (x, y, t) ∈ D × [0, T1]. (3.13)

Застосувавши аналогiчнi мiркування до w(x, y, t) , матимемо

w(x, y, t) ≥ M2

2
> 0, (x, y, t) ∈ D × [0, T2]. (3.14)
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Враховуючи (3.13), (3.14), подамо (3.5), (3.6) у виглядi:

a1(t) =
κ1(t)

v(0, y0, t)
, t ∈ [0, T3], (3.15)

a2(t) =
κ2(t)

w(x0, 0, t)
, t ∈ [0, T3], (3.16)

де T3 = min{T1, T2} . Отже, задачу (3.1)-(3.6) зведено до системи рiвнянь
(3.7), (3.9), (3.10), (3.15), (3.16), яку ми перепишемо, вiдповiдно, так:

u = P1(u, v, w, a1, a2), (3.17)

v = P2(u, v, w, a1, a2), (3.18)

w = P3(u, v, w, a1, a2), (3.19)

a1 = P4(u, v, w, a1, a2), (3.20)

a2 = P5(u, v, w, a1, a2). (3.21)

Для зручностi ми надалi опускатимемо аргументи (u, v, w, a1, a2) операто-
рiв Pi, i = 1, 5 .
Покажемо, що задачi (3.1)-(3.6) та (3.17)-(3.21) є еквiвалентними у такому

сенсi: якщо (u, a1, a2) – розв’язок задачi (3.1)-(3.6), що належить до класу(
C2,1(D×(0, T3])∩C1,0(QT3)

)
×C[0, T3]×C[0, T3] , то (u, v = ux, w = uy, a1, a2) є

розв’язком системи (3.17) - (3.21) з класу (C(QT3))
3×(C[0, T3])

2 ; правильним
є i зворотне твердження. Перше твердження є очевидним внаслiдок спосо-
бу отримання системи (3.17)-(3.21). Доведемо зворотне твердження. Дифе-
ренцiюючи рiвняння (3.7) по x та y , бачимо, що v = ux , w = uy . Тодi
u як розв’язок рiвняння (3.7) задовольняє (3.1)-(3.4) i належить до класу
C2,1(D × (0, T3]) ∩ C1,0(QT3) . Виконання умов (3.5), (3.6) випливає з (3.20),
(3.21).
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Отже, достатньо встановити iснування неперервного розв’язку системи рiв-

нянь (3.17) - (3.21). Застосуємо теорему Шаудера про нерухому точку. Для
цього спершу встановимо допомiжнi оцiнки.
Використовуючи (3.13) та (3.14) у (3.15) i (3.16), отримуємо

P4 ≤ A1, P5 ≤ A2, t ∈ [0, T3], (3.22)

де A1 та A2 визначаються вхiдними даними.
Беручи до уваги оцiнки функцiй Грiна, приходимо до нерiвностей:

|u0x(x, y, t)| ≤ C1 + C2

t∫
0

1√
θ1(t)− θ1(τ)

dτ, (x, y, t) ∈ QT3,

|u0y(x, y, t)| ≤ C3 + C4

t∫
0

1√
θ2(t)− θ2(τ)

dτ, (x, y, t) ∈ QT3,

де сталi Ci , i = 1, 4 , залежать вiд вхiдних даних та вiд чисел
akmax = max

0≤t≤T
ak(t) , k = 1, 2 .

Введемо позначення

U(t) := max
(x,y)∈D

|u(x, y, t)|,

V1(t) := max
(x,y)∈D

|v(x, y, t)|,

V2(t) := max
(x,y)∈D

|w(x, y, t)|.

Тодi

P1 ≤ C5 + C6

t∫
0

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ,

P2 ≤ C7 + C8

t∫
0

1√
θ1(t)− θ1(τ)

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ,

P3 ≤ C9 + C10

t∫
0

1√
θ2(t)− θ2(τ)

(V1(τ) + V2(τ) + U(τ)) dτ.
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Звiдси отримаємо, що

Pi ≤ C11 +

+ C12

t∫
0

(
1√

θ1(t)− θ1(τ)
+

1√
θ2(t)− θ2(τ)

)
V (τ)dτ, i = 1, 2, 3, (3.23)

де V (t) := V1(t) + V2(t) + U(t) , а сталi C11 , C12 залежать вiд a1max , a2max .
Iз умов перевизначення випливає, що

ai(t)V (t) ≥ κi(t), 1 ≤ ai(t)V (t)

κi(t)
, i = 1, 2,

а тому з (3.23) отримаємо

Pi ≤ C11 + C12

t∫
0

( a1(τ)

κ1(τ)
√
θ1(t)− θ1(τ)

+
a2(τ)

κ2(τ)
√
θ2(t)− θ2(τ)

)
V 2(τ)dτ.

Тому, аналогiчно як в пiдроздiлi 2.2 при досить малому t ∈ [0, T0] , де T0 ∈
(0, T3] , отримуємо, що

Pi ≤ 2C11, i = 1, 2, 3. (3.24)

Крiм того, якщо припустити, що M3 > 0 – досить велике та

|u(x, y, t)| ≤M3, v(x, y, t) ≤M3, w(x, y, t) ≤M3, (x, y, t) ∈ QT0,

то (див. (3.15), (3.16))

Pi ≥
minκi(t)
M3

≥ A3 > 0, i = 4, 5. (3.25)

Перейдемо нарештi до безпосереднього доведення теореми. Позначивши
ω := (u, v, w, a1, a2) , систему (3.17) - (3.21) подамо у виглядi:

ω = Pω, ω ∈ N , (3.26)

де

N :=
{
ω ∈ (C(QT0))

3 × (C([0, T0])
2 : |u| ≤M3,

M1

2
≤ v ≤M3,

M2

2
≤ w ≤M3, A3 ≤ a1 ≤ A1, A3 ≤ a2 ≤ A2

}
. (3.27)
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Iз побудови множини N та отриманих нами оцiнок випливає, що оператор
P вiдображає множину N саму в себе. Одностайна неперервнiсть множини
PN доводиться аналогiчно до [50]. Тодi iз теореми Шаудера випливає, що
iснує нерухома точка оператора P , що доводить iснування розв’язку задачi
(3.1)-(3.6). Теорему 3.1 доведено. �

3.1.3. Висновки до пiдроздiлу 3.1. В цьому пiдроздiлi розглянуто локальне
iснування розв’язку оберненої задачi для анiзотропного параболiчного рiвня-
ння зi слабким виродженням.
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3.2. Глобальна розв’язнiсть оберненої задачi для повного параболi-
чного рiвняння. Доведемо тепер глобальнi iснування та єдинiсть розв’язку.
Глобальне iснування вимагає накладання великої кiлькостi додаткових умов
на вхiднi данi задачi.

3.2.1. Формулювання задачi i отриманих результатiв.

Означення 3.2. Глобальним розв’язком задачi (3.1)-(3.6) називається трiйка
функцiй (u(x, y, t), a1(t), a2(t)) , що належить до класу

(
C2,1(D × (0, T ]) ∩

C1,0(QT )
)
× C[0, T ]× C[0, T ] , де ai(t) > 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ] .

Припустимо, що вхiднi данi задачi задовольняють такi умови:
(A4) ϕ(x, y) ≥ 0, ϕx(x, y) > 0, ϕy(x, y) > 0, (x, y) ∈ D; µ1t(y, t) −

b2(0, y, t)µ1y(y, t)−c(0, y, t)µ1(y, t)−f(0, y, t) < 0, µ2t(y, t)−b2(h, y, t)µ2y(y, t)−
c(h, y, t)µ2(y, t)− f(h, y, t) > 0, µi(y, t) ≥ 0, µiy(y, t) > 0, i = 1, 2, µ1yy(y, t) ≥
0, µ2yy(y, t) ≤ 0,

b1(0, y, t) < 0, b1(h, y, t) > 0, (y, t) ∈ [0, l]× (0, T ];

ν1t(x, t) − b1(x, 0, t)ν1x(x, t) − c(x, 0, t)ν1(x, t) − f(x, 0, t) < 0, ν2t(x, t) −
b1(x, l, t)ν2x(x, t)− c(x, l, t)ν2(x, t)− f(x, l, t) > 0, νi(x, t) ≥ 0, νix(x, t) > 0, i =

1, 2, ν1xx(x, t) ≥ 0, ν2xx(x, t) ≤ 0,

b2(x, 0, t) < 0, b2(x, l, t) > 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ];

b1y(x, y, t) ≥ 0, b2x(x, y, t) ≥ 0, f(x, y, t) ≥ 0, fx(x, y, t) ≥ 0, fy(x, y, t) ≥
0, cx(x, y, t) ≥ 0, cy(x, y, t) ≥ 0, (x, y, t) ∈ QT .

Теорема 3.2. (глобальне iснування) Нехай виконуються умови (A1) -
(A4). Тодi iснує глобальний розв’язок (u, a1, a2) задачi (3.1)-(3.6).

Для доведення глобальної єдиностi розв’язку ми потребуватимемо таких
умов:
(A5) ϕ ∈ C2(D), µi ∈ C2,1([0, l]×(0, T ])∩C1,1([0, l]×[0, T ]), νi ∈ C2,1([0, h]×

(0, T ]) ∩ C1,1([0, h] × [0, T ]); |tβ2µkyy(y, t)| ≤ Ak < ∞, k = 1, 2, (y, t) ∈
[0, l]× [0, T ];

|tβ1νkxx(y, t)| ≤ Bk < ∞, k = 1, 2, (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ]; bi, c, f ∈
C1,0(QT ), i = 1, 2;



77

(A6) κi(t) 6= 0, i = 1, 2, t ∈ [0, T ].

Теорема 3.3. (єдинiсть) Якщо виконуються умови (A5) - (A6), то задача
(3.1)-(3.6) не може мати бiльше одного глобального розв’язку.

Коефiцiєнтнi оберненi задачi для анiзотропних багатовимiрних параболi-
чних рiвнянь з рiзними показниками виродження при рiзних просторових
компонентах ранiше не вивчались.

3.2.2. Доведення основних результатiв. Доведемо теорему про глобальне
iснування розв’язку.
Доведення теореми 3.2. Для встановлення оцiнок функцiй v = ux та w =

uy утворимо для них допомiжнi задачi. Продиференцiювавши (3.1) та (3.2)
по x та y , отримаємо:

vt = tβ1a1(t)vxx + tβ2a2(t)vyy + b1(x, y, t)vx + b2(x, y, t)vy +

+ (b1x(x, y, t) + c(x, y, t))v + b2x(x, y, t)w + cx(x, y, t)u+

+ fx(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (3.28)

v(x, y, 0) = ϕx(x, y), (x, y) ∈ D, (3.29)

wt = tβ1a1(t)wxx + tβ2a2(t)wyy + b1(x, y, t)wx + b2(x, y, t)wy +

+ (b2y(x, y, t) + c(x, y, t))w + b1y(x, y, t)v + cy(x, y, t)u+

+ fy(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (3.30)

w(x, y, 0) = ϕy(x, y), (x, y) ∈ D. (3.31)

Поклавши в (3.1) x = 0, x = h та y = 0, y = l , прийдемо до рiвностей:

tβ1a1(t)vx(0, y, t) + b1(0, y, t)v(0, y, t) = µ1t(y, t)− tβ2a2(t)µ1yy(y, t)−
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− b2(0, y, t)µ1y(y, t)− c(0, y, t)µ1(y, t)− f(0, y, t), (3.32)

tβ1a1(t)vx(h, y, t) + b1(h, y, t)v(h, y, t) = µ2t(y, t)− tβ2a2(t)µ2yy(y, t)−

− b2(h, y, t)µ2y(y, t)− c(h, y, t)µ2(y, t)− f(h, y, t), (3.33)

tβ2a2(t)wy(x, 0, t) + b2(x, 0, t)w(x, 0, t) = ν1t(x, t)− tβ1a1(t)ν1xx(x, t)−

− b1(x, 0, t)ν1x(x, t)− c(x, 0, t)ν1(x, t)− f(x, 0, t), (3.34)

tβ2a2(t)wy(x, l, t) + b2(x, l, t)w(x, l, t) = ν2t(x, t)− tβ1a1(t)ν2xx(x, t)−

− b1(x, l, t)ν2x(x, t)− c(x, l, t)ν2(x, t)− f(x, l, t). (3.35)

Крiм того, продиференцiювавши (3.3) та (3.4) по y та x , отримаємо спiввiд-
ношення:

v(x, 0, t) = ν1x(x, t), v(x, l, t) = ν2x(x, t), (3.36)

w(0, y, t) = µ1y(y, t), w(h, y, t) = µ2y(y, t). (3.37)

Отже, маємо задачу (3.28), (3.29), (3.32), (3.33), (3.36) стосовно v i задачу
(3.30), (3.31), (3.34), (3.35), (3.37) стосовно w . Встановимо оцiнки v та w .
Подамо v як суму v0 + ṽ , де функцiя v0 є розв’язком задачi

v0t = tβ1a1(t)v0xx + tβ2a2(t)v0yy + b1(x, y, t)v0x + b2(x, y, t)v0y +

+ (b1x(x, y, t) + c(x, y, t))v0, (x, y, t) ∈ QT , (3.38)

v0(x, y, 0) = ϕx(x, y), (x, y) ∈ D, (3.39)

tβ1a1(t)v0x(0, y, t) + b1(0, y, t)v0(0, y, t) = µ1t(y, t)− tβ2a2(t)µ1yy(y, t)−
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−b2(0, y, t)µ1y(y, t)−c(0, y, t)µ1(y, t)−f(0, y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3.40)

tβ1a1(t)v0x(h, y, t) + b1(h, y, t)v0(h, y, t) = µ2t(y, t)− tβ2a2(t)µ2yy(y, t)−

−b2(h, y, t)µ2y(y, t)−c(h, y, t)µ2(y, t)−f(h, y, t), (y, t) ∈ [0, l]×[0, T ], (3.41)

v0(x, 0, t) = ν1x(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (3.42)

v0(x, l, t) = ν2x(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (3.43)

а функцiя ṽ – розв’язком задачi:

ṽt = tβ1a1(t)ṽxx + tβ2a2(t)ṽyy + b1(x, y, t)ṽx + b2(x, y, t)ṽy +

+ (b1x(x, y, t) + c(x, y, t))ṽ + b2x(x, y, t)w + cx(x, y, t)u+

+ fx(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (3.44)

ṽ(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (3.45)

tβ1a1(t)ṽx(0, y, t) + b1(0, y, t)ṽ(0, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3.46)

tβ1a1(t)ṽx(h, y, t) + b1(h, y, t)ṽ(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3.47)

ṽ(x, 0, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (3.48)

ṽ(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ]. (3.49)

Для w використаємо аналогiчне зображення w0 + w̃ . Задачi для w0 та w̃ є
аналогiчними до задач для v0 та ṽ .
Аналогiчно як в [38], отримаємо

0 < M4 ≤ v0(x, y, t) ≤M5 <∞,
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0 < M6 ≤ w0(x, y, t) ≤M7 <∞, (x, y, t) ∈ QT , (3.50)

де Mk, k = 4, 5, 6, 7 – сталi, що визначаються вхiдними даними.
Функцiю ṽ подамо у виглядi

ṽ(x, y, t) =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gv
31(x, y, t, ξ, η, τ)

(
b2ξ(ξ, η, τ)w + cξ(ξ, η, τ)u+

+ fξ(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ,

де Gv
31(x, y, t, ξ, η, τ) – функцiя Грiна для рiвняння (3.28) з крайовими умо-

вами (3.46)-(3.49). Аналогiчно для w̃ матимемо

w̃(x, y, t) =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gw
13(x, y, t, ξ, η, τ)

(
b1η(ξ, η, τ)v + cη(ξ, η, τ)u+

+ fη(ξ, η, τ)
)
dξdηdτ.

Отже, отримали систему iнтегральних рiвнянь Вольтерра

v(x, y, t) = v0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gv
31(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b2ξ(ξ, η, τ)w + cξ(ξ, η, τ)u+ fξ(ξ, η, τ)

)
dξdηdτ, (3.51)

w(x, y, t) = w0(x, y, t) +

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Gw
13(x, y, t, ξ, η, τ)×

×
(
b1η(ξ, η, τ)v + cη(ξ, η, τ)u+ fη(ξ, η, τ)

)
dξdηdτ. (3.52)

Iз припущень теореми та принципу максимуму випливає, що u(x, y, t) ≥ 0 , i
ядра цих рiвнянь є невiд’ємними. Тому, застосувавши до цiєї системи метод
послiдовних наближень, отримаємо

v(x, y, t) ≥ v0(x, y, t) ≥M4, w(x, y, t) ≥ w0(x, y, t) ≥M6, (x, y, t) ∈ QT .

З (3.15), (3.16) знаходимо

a1(t) ≤ A1, a2(t) ≤ A2, t ∈ [0, T ].
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Позначимо V (t) := max
(x,y)∈D

v(x, y, t) , W (t) := max
(x,y)∈D

w(x, y, t) . Використовую-

чи принцип максимуму для u , оцiнки (3.50) та припущення (A4), з (3.51),
(3.52) матимемо:

V (t) ≤ C13 + C14

t∫
0

W (τ)dτ,

W (t) ≤ C15 + C16

t∫
0

V (τ)dτ.

Додамо останнi двi нерiвностi:

V (t) +W (t) ≤ C17 + C18

t∫
0

(V (τ) +W (τ)) dτ.

Застосувавши нерiвнiсть Гронуолла, матимемо:

V (t) +W (t) ≤M8, t ∈ [0, T ]. (3.53)

Завершення доведення проводиться аналогiчно до теореми 3.1. Теорему 3.2
доведено. �
Доведемо тепер єдинiсть розв’язку.
Доведення теореми 3.3. Припустимо, що iснує два розв’язки (u(1), a

(1)
1 , a

(1)
2 )

та (u(2), a
(2)
1 , a

(2)
2 ) задачi (3.1)-(3.6). Позначимо

U := u(1) − u(2), A1 := a
(1)
1 − a

(2)
1 , A2 := a

(1)
2 − a

(2)
2 .

Тодi для (U,A1, A2) матимемо задачу

Ut = tβ1a
(1)
1 (t)Uxx + tβ2a

(1)
2 (t)Uyy + b1(x, y, t)Ux + b2(x, y, t)Uy +

+ c(x, y, t)U + tβ1A1(t)u
(2)
xx + tβ2A2(t)u

(2)
yy , (x, y, t) ∈ QT , (3.54)

U(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (3.55)

U(0, y, t) = U(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (3.56)
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U(x, 0, t) = U(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (3.57)

a
(1)
1 (t)Ux(0, y0, t) = −A1(t)u

(2)
x (0, y0, t), t ∈ [0, T ], (3.58)

a
(2)
2 (t)Uy(x0, 0, t) = −A2(t)u

(2)
y (x0, 0, t), t ∈ [0, T ]. (3.59)

Використовуючи функцiю Грiна G̃11(x, y, t, ξ, η, τ) для рiвняння

Ut = tβ1a
(1)
1 (t)Uxx + tβ2a

(1)
2 (t)Uyy + b1(x, y, t)Ux + b2(x, y, t)Uy +

+ c(x, y, t)U

з умовами (3.56), (3.57), зведемо задачу (3.54)-(3.59) до еквiвалентної системи
iнтегральних рiвнянь стосовно (A1, A2) :

A1(t)u
(2)
x (0, y0, t) = −a(1)1 (t)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃11x(0, y0, t, ξ, η, τ)×

× (τβ1A1(τ)u
(2)
ξξ + τβ2A2(τ)u(2)ηη )dξdηdτ, (3.60)

A2(t)u
(2)
y (x0, 0, t) = −a(1)2 (t)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃11y(x0, 0, t, ξ, η, τ)×

× (τβ1A1(τ)u
(2)
ξξ + τβ2A2(τ)u(2)ηη )dξdηdτ, t ∈ [0, T ]. (3.61)

Доведемо iнтегровнiсть ядер у рiвняннях (3.60), (3.61). Проаналiзуємо по-
ведiнку похiдних u

(2)
xx , u

(2)
yy при t → +0 . Використаємо функцiю Грiна

G∗11(x, y, t, ξ, η, τ) задачi (3.55)-(3.57) для рiвняння теплопровiдностi

u
(2)
t = tβ1a

(2)
1 (t)u(2)xx + tβ2a

(2)
2 (t)u(2)yy . (3.62)

Знайдемо зображення u
(2)
xx , виходячи з (3.7), (3.8) :

u(2)xx (x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G∗11(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η) +
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+

t∫
0

l∫
0

G∗11ξ(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− a(2)2 (τ)τβ2µ1ηη(η, τ)−

− f(0, η, τ))dηdτ −
t∫

0

l∫
0

G∗11ξ(x, y, t, h, η, τ)×

× (µ2τ (η, τ)− a(2)2 (τ)τβ2µ2ηη(η, τ)−

− f(h, η, τ))dηdτ +

t∫
0

h∫
0

G∗11η(x, y, t, ξ, 0, τ)×

× τβ2a(2)2 (τ)ν1ξξ(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G∗11η(x, y, t, ξ, l, τ)τβ2a
(2)
2 (τ)ν2ξξ(ξ, τ)dξdτ −

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗11ξ(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

G∗11ξ(x, y, t, h, η, τ)
(
b1(h, η, τ)u

(2)
ξ (h, η, τ) + b2(h, η, τ)µ2η(η, τ) +

+ c(h, η, τ)µ2(η, τ)
)
dηdτ −

t∫
0

l∫
0

G∗11ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

×
(
b1(0, η, τ)u

(2)
ξ (0, η, τ) + b2(0, η, τ)µ1η(η, τ) + c(0, η, τ)µ1(η, τ)

)
dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G∗11ξ(x, y, t, ξ, η, τ)(b1(ξ, η, τ)u
(2)
ξξ + b2(ξ, η, τ)u

(2)
ηξ +

+ (b1ξ(ξ, η, τ) + c(ξ, η, τ))u
(2)
ξ + b2ξ(ξ, η, τ)u(2)η + cξ(ξ, η, τ)u(2))dξdηdτ. (3.63)
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Аналогiчне зображення має u(2)yy . Пiдставимо цi вирази в (3.60), (3.61). До-
слiдимо поведiнку доданка ядра рiвняння (3.60), що вiдповiдає другому iнте-
гралу у виразi для u

(2)
xx :

I =

∣∣∣∣
t∫

0

l∫
0

h∫
0

G̃11x(0, y0, t, ξ, η, τ)τβ1dξdηdτ

τ∫
0

l∫
0

G∗11ξ1(ξ, η, τ, 0, η1, τ1)×

×
(
µ1τ1(η1, τ1)− a

(2)
2 (τ1)τ

β2
1 µ1η1η1(η1, τ1)− f(0, η1, τ1)

)
dη1dτ1

∣∣∣∣≤
≤ C19

t∫
0

τβ1dτ

h∫
0

G̃1x(0, t, ξ, τ)dξ

τ∫
0

G∗1ξ1(ξ, τ, 0, τ1)dτ1.

Знайдемо похiдну

G∗1ξ1(ξ, τ, 0, τ1) =
1

2
√
π(θ(τ)− θ(τ1))3

×

×
+∞∑

n=−∞
(ξ + 2nh) exp

(
− (ξ + 2nh)2

4(θ(τ)− θ(τ1)

)
,

де θ(t) =
t∫
0

τβ1a
(2)
1 (τ)dτ . Використовуючи вiдому оцiнку функцiї Грiна [38],

отримаємо

|G̃1x(0, t, ξ, τ)| ≤ C20
ξ

(θ(t)− θ(τ))
3
2

exp

(
− ξ2

θ(t)− θ(τ)

)
.

Тодi

I ≤ C21

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

h∫
0

G̃1x(0, t, ξ, τ)
1√

(θ(τ)− θ(τ1))3
×

×
+∞∑

n=−∞
|ξ + 2nh| exp

(
− (ξ + 2nh)2

4(θ(τ)− θ(τ1))

)
dξ.

Видiлимо з пiдiнтегрального ряду I0 , що вiдповiдає n = 0 :

I0 ≤ C22

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

h∫
0

ξ2

(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

× exp

(
− ξ2

4(θ(t)− θ(τ))
− ξ2

4(θ(τ)− θ(τ1))

)
×
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× (θ(τ)− θ(τ1))−
3
2dξ.

Зробимо замiну z =
ξ

2
√
θ(τ)− θ(τ1)

, тодi

I0 ≤
t∫

0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

∞∫
0

z2

(θ(t)− θ(τ))
3
2

exp

(
−z2 − z2(θ(τ)− θ(τ1))

θ(t)− θ(τ)

)
dz =

=

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

∞∫
0

z2

(θ(t)− θ(τ))
3
2

exp

(
−z2θ(t)− θ(τ1)

θ(t)− θ(τ)

)
dz.

Покладемо y = z

√
θ(t)− θ(τ1)
θ(t)− θ(τ)

:

I0 ≤
t∫

0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

∞∫
0

θ(t)− θ(τ)

(θ(t)− θ(τ1))(θ(t)− θ(τ))
3
2

×

×

√
θ(t)− θ(τ)

θ(t)− θ(τ1)
y2 exp(−y2)dy = C23

t∫
0

τβ1dτ

τ∫
0

dτ1

(θ(t)− θ(τ1))
3
2

≤

≤ C24

t∫
0

τβ1+1dτ

(tβ1+1 − τβ1+1)
3
2

= C24t
1−β1

2

1∫
0

zβ1+1dz

(1− zβ1+1)
3
2

≤ C25t
1−β1

2 .

Аналогiчно оцiнюємо iншi iнтеграли у виразах для u
(2)
xx , u

(2)
yy . Отже, ядра

у (3.60), (3.61) є iнтегровними. Оскiльки iнтегральнi рiвняння (3.60), (3.61) є
однорiдними, то вони мають тiльки тривiальний розв’язок A1(t) ≡ 0 , A2(t) ≡
0 , t ∈ [0, T ] . Звiдси та з (3.54)-(3.57) випливає, що U(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈
QT . Отже, розв’язок задачi (3.1)-(3.6) єдиний. Теорему 3.3 доведено. �

3.2.3. Висновки до пiдроздiлу 3.2. У цьому пiдроздiлi знайдено умови гло-
бальних iснування та єдиностi розв’язку оберненої задачi для анiзотропного
параболiчного рiвняння зi слабким виродженням.
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3.3. Висновки до роздiлу 3. У цьому роздiлi вивчено обернену задачу вiд-
шукання двох старших коефiцiєнтiв анiзотропного параболiчного рiвняння зi
слабким виродженням. Спершу доведено iснування локального розв’язку роз-
глядуваної задачi. При накладаннi додаткових умов на вхiднi данi отримано
iснування та єдинiсть її глобального розв’язку.
Результати цього роздiлу опублiковано у [2] i додатково висвiтлено у [8].
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4. РОЗДIЛ 4

ПАРАБОЛIЧНI РIВНЯННЯ З СИЛЬНИМ ВИРОДЖЕННЯМ

У цьому роздiлi розглянуто оберненi задачi для параболiчних рiвнянь зi
сильним виродженням. У цих рiвняннях старший коефiцiєнт поводить себе
як степенева функцiя tβ iз показником β ≥ 1 . Розглянуто iзотропний та анi-
зотропнi випадки. В якостi крайових умов використовуються змiшанi умови
Дiрiхле-Неймана.
Результати цього роздiлу опублiковано у [3], [4], [5] та додатково висвiтлено

у [12], [13], [14].

4.1. Обернена задача для iзотропного рiвняння з диференцiальними
умовами перевизначення. Розглянемо обернену задачу для двовимiрного
рiвняння теплопровiдностi з виродженням у прямокутнiй областi.

4.1.1. Формулювання задачi i основних результатiв. Обернена задача поля-
гає у знаходженнi пари функцiй (a, u) , якi задовольняють рiвняння тепло-
провiдностi з виродженням

ut = tβa(t)∆u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (4.1)

початкову умову

u(x, y, 0) = ϕ(x, y, 0), (x, y) ∈ D, (4.2)

крайовi умови

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (4.3)

uy(x, 0, t) = ν1(x, t), uy(x, l, t) = ν2(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (4.4)

та умову перевизначення

a(t)ux(0, y0, t) = κ(t), t ∈ (0, T ], (4.5)

де β ≥ 1 , y0 ∈ (0, l) .
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Означення 4.1. Розв’язком задачi (4.1)–(4.5) називається пара функцiй
(a, u) ∈ C[0, T ] × (C2,2,1(QT ) ∩ C0,1,1(QT )) , де a(t) > 0 при t ∈ [0, T ] , яка
задовольняє (4.1)–(4.5) поточково.

Припустимо, що вхiднi данi задачi задовольняють такi умови:

(A1) β ≥ 1 , ϕ ∈ C2(D) , µi ∈ C2,1([0, l] × (0, T ]) ∩ C1,1([0, l] × [0, T ]) , νi ∈
C1,0([0, h] × (0, T ]) ∩ C([0, h] × [0, T ]), i = 1, 2 ; f ∈ C2,2,0(QT ) , κ(t) =

κ0(t)t
1−β
2 , κ0 ∈ C[0, T ] ;

(A2) ϕx(x, y) ≥ 0, (x, y) ∈ D ; µ1t(y, t)− f(0, y, t) < 0 , µ2t(y, t)− f(h, y, t) ≥
0 , µ1yy(y, t) ≥ 0 , µ2yy(y, t) ≤ 0, (y, t) ∈ [0, l] × (0, T ] ; ν1x(x, t) ≤ 0 ,
ν2x(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ [0, h] × [0, T ] ; fx(x, y, t) ≥ 0, (x, y, t) ∈ QT ;
κ0(t) > 0, t ∈ [0, T ] ;

(A3) µ1(y, 0) = ϕ(0, y) , µ2(y, 0) = ϕ(h, y), y ∈ [0, l] ; ν1(x, 0) = ϕy(x, 0) ,
ν2(x, 0) = ϕy(x, l), x ∈ [0, h] ; µ1y(0, t) = ν1(0, t) , µ1y(l, t) = ν2(0, t) ,
µ2y(0, t) = ν1(h, t) , µ2y(l, t) = ν2(h, t), t ∈ [0, T ] .

Теорема 4.1. Якщо виконуються припущення (A1)–(A3), то iснує єдиний
розв’язок (a, u) задачi (4.1)–(4.5).

Оберненi задачi для одновимiрних параболiчних рiвнянь з сильним виро-
дженням дослiджувалися у [97], [98].
Оберненi задачi для багатовимiрних параболiчних рiвнянь з сильним виро-

дженням ранiше не вивчались.

4.1.2. Доведення основних результатiв. Доведемо теорему про iснування
єдиного розв’язку.
Доведення теореми 4.1. Якщо функцiя a = a(t) є вiдомою, то розв’язок

прямої задачi (4.1)–(4.4) має вигляд:

u(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa(τ)µ1(η, τ) dη dτ −
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−
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβ a(τ)µ2(η, τ) dη dτ −

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ) dξ dη dτ. (4.6)

Тут через Gij(x, y, t, ξ, η, τ) , i ∈ {1, 2} ми позначаємо функцiї Грiна для
рiвняння теплопровiдностi (4.1), визначенi у пiдроздiлi 2.1.
Використовуючи властивостi функцiй Грiна та iнтегруючи частинами, зна-

йдемо похiдну ux(x, y, t) :

ux(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη −

−
t∫

0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)) dη dτ +

+

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ)) dη dτ −

−
t∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ) dξ dη dτ.
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Пiдставивши цей вираз у (4.5), отримаємо рiвняння

a(t) =
κ(t)
6∑
i=1

Ii(t)

, (4.7)

де

I1 =

l∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη,

I2 = −
t∫

0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− τβa(τ)µ1ηη(η, τ)−

− f(0, η, τ)) dη dτ,

I3 =

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa(τ)µ2ηη(η, τ)−

− f(h, η, τ)) dη dτ,

I4 = −
t∫

0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1ξ(ξ, τ)dξdτ,

I5 = +

t∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2ξ(ξ, τ)dξdτ,

I6 =

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G22(0, y0, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ) dξ dη dτ
)−1

, t ∈ (0, T ].

Легко бачити, що це рiвняння та задача (4.1)–(4.5) є еквiвалентними. Справдi,
якщо (a(t), u(x, y, t)) є розв’язком (4.1)–(4.5), тодi функцiя a(t) задовольняє
(4.7), як показано вище. З iншого боку, якщо a(t) є розв’язком (4.7), тодi ми
пiдставимо її у (4.1) i знайдемо розв’язок задачi (4.1)–(4.4) у виглядi (4.6).
Умова (4.5) випливає iз (4.7).
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Спершу встановимо допомiжнi оцiнки. Припустимо спочатку, що функцiя

a ∈ C[0, T ] вiдома, i введемо позначення amin := min
[0,T ]

a(t) , amax := max
[0,T ]

a(t) .

Праву частину (4.7) позначимо через Pa(t) .
Розглянемо наступний iнтеграл:

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)(f(0, η, τ)− µ1τ(η, τ)) dη dτ ≥

≥ min
[0,l]×[0,T ]

(f(0, y, t)− µ1t(y, t))
t∫

0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ) dη dτ ≥

≥ C1

t∫
0

dτ√
θ(t)− θ(τ)

≥ C2√
amax

t∫
0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

≥ C3

t
β−1
2
√
amax

. (4.8)

Тут ми використали рiвнiсть
l∫

0

G2(y, t, η, τ)dη = 1, (4.9)

яку можна перевiрити безпосереднiм обчисленням. Тут G2 – одновимiрна
функцiя Грiна, визначена у пiдроздiлi 2.1, а cталi Ci , i ∈ {1, 2, 3} залежать
вiд вхiдних даних. Iз (A2) випливає, що всi iншi доданки у знаменнику (4.7)
є невiд’ємними, тому

Pa(t) ≤
κ(t)t

β−1
2
√
amax

C3
.

Враховуючи припущення κ(t) = κ0(t)t
1−β
2 , κ0(t) > 0 , t ∈ [0, T ] , отримаємо

Pa(t) ≤
κ0(t)

√
amax

C3
, t ∈ [0, T ].

Отже, маємо оцiнку

Pa(t) ≤ A1 <∞, t ∈ [0, T ], (4.10)

де A1 є вiдомою сталою, що залежить вiд вхiдних даних.
Тепер оцiнимо Pa(t) знизу. Враховуючи (4.9), знайдемо

I1 ≤ max
D

ϕx(x, y) := C4.
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Далi, отримуємо оцiнку

I2 =

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)(f(0, η, τ)− µ1τ(η, τ) + τβa(τ)µ1ηη(η, τ)) dη dτ ≤

≤ max
[0,l]×[0,T ]

(f(0, y, t)− µ1t(y, t))
t∫

0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ) dη dτ +

+ max
[0,l]×[0,T ]

tβµ1yy(y, t)

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)a(τ) dη dτ.

Використовуючи (4.9), (4.10) та вiдомi оцiнки функцiї Грiна [95]

G2(0, t, 0, τ) ≤ C5√
θ(t)− θ(τ)

+ C6, (4.11)

отримуємо

I3 ≤
C7

t
β−1
2
√
amin

+ C8.

Враховуючи оцiнки [95]

G2(0, t, h, τ) ≤ C7

та (4.9), маємо I2 ≤ C9 .
Щоб оцiнити I4 , використаємо рiвнiсть (4.9) та оцiнку (4.11):

I4 ≤ C10

t∫
0

G2(y0, t, 0, τ)τβa(τ)dτ =

=
C10

2
√
π

t∫
0

1√
θ(t)− θ(τ)

∞∑
m=−∞

(
exp

(
− (y0 − η + 2ml)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+ exp
(
− (y0 + η + 2ml)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
τβa(τ)dτ =

=
C10

2
√
π

θ(t)∫
0

1√
z

∞∑
m=−∞

(
exp

(
− (y0 − η + 2ml)2

4z

)
+

+ exp
(
− (y0 + η + 2ml)2

4z

))
dz ≤ C11

√
θ(t) ≤ C12.

Iнтеграл I5 оцiнюється аналогiчно. Iз (4.9) отримуємо, що I6 ≤ C13 .
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Iз вище отриманих оцiнок випливає нерiвнiсть

Pa(t) ≥ κ(t)
C14

t
β−1
2
√
amin

+ C15

.

Враховуючи припущення стосовно κ(t) , зведемо цю нерiвнiсть до вигляду

Pa(t) ≥
κ0(t)

√
amin

C14 + C15t
β−1
2
√
amin

≥
C16
√
amin

C14 + C17
√
amin

≥

≥
C16
√
amin

C14 + C17
√
amax

= C18
√
amin, t ∈ [0, T ]. (4.12)

Нехай

N := {a ∈ C[0, T ] : A0 ≤ a(t) ≤ A1},

де A1 > 0 – досить велике число, а сталу A0 > 0 виберемо з умови
A0 < min

{
A1, C

2
18

}
. Тодi C18

√
A0 ≥ A0 , i з (4.12) отримаємо, що

Pa(t) ≥ A0 > 0, t ∈ [0, T ], (4.13)

де A0 визначається вхiдними даними i, зокрема, залежить вiд A1 .
Перейдемо до безпосереднього доведення теореми. Подамо рiвняння (4.7) у

виглядi

a(t) = Pa(t), t ∈ [0, T ]. (4.14)

Iз (4.10), (4.13) випливає, що оператор P переводить множину N саму в себе.
Iз теореми Арцела-Асколi та вище отриманих оцiнок зрозумiло, що цiлком
неперервнiсть P буде встановлено, якщо ми доведемо, що ∀ε > 0 iснує таке
δ > 0 , що нерiвнiсть |Pa(t2) − Pa(t1)| < ε виконується, якщо |t1 − t2| < δ

для всiх t1, t2 ∈ [0, T ] i для всiх a ∈ N .
Спочатку покажемо, що iснує lim

t→0
a(t) . Iз отриманих вище оцiнок i при-

пущень (A2) випливає, що границя знаменника у (4.7) є рiвною lim
t→0

I2(t) .
Враховуючи рiвностi

lim
τ→t

l∫
0

G2(y0, t, η, τ)(f(0, η, τ)− µ1τ (η, τ))dη = f(0, y0, t)− µ1t(y0, t),
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t∫

0

dτ√
tβ+1 − τβ+1

= t
1−β
2

1∫
0

dz√
1− zβ+1

(4.15)

i використовуючи теорему про середнє, iз (4.7) маємо:

lim
t→0

a(t) =

√
π

β + 1

κ0(0)
√

limt→0 a(t∗)

(f(0, y0, 0)− µ1t(y0, 0))
1∫
0

dz√
1−zβ+1

,

де t∗ ∈ [0, t] . Звiдси отримуємо

lim
t→0

a(t) =
π

β + 1

( κ0(0)

(f(0, y0, 0)− µ1t(y0, 0))
1∫
0

dz√
1−zβ+1

)2
.

Розглянемо рiзницю

|Pa(t1)− Pa(t2)| =
∣∣ κ0(t1)

t
β−1
2

1 ux(0, y0, t1)
− κ0(t2)

t
β−1
2

2 ux(0, y0, t2)

∣∣ =

=
|κ0(t1)t

β−1
2

2 ux(0, y0, t2)− κ0(t2)t
β−1
2

1 ux(0, y0, t1)|

t
β−1
2

1 ux(0, y0, t1)t
β−1
2

2 ux(0, y0, t2)
.

Iз (4.8) та умов (A2) випливає, що

t
β−1
2

1 ux(0, y0, t1)t
β−1
2

2 ux(0, y0, t2) > 0.

Таким чином, достатньо оцiнити рiзницю ux(0, y0, t1)t
β−1
2

2 − ux(0, y0, t2)t
β−1
2

1 .
Розглянемо спершу вираз

∆ :=
∣∣tβ−12
2

t2∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t2, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ −

− t
β−1
2

1

t1∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t1, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ
∣∣,

де µ(y, t) – деяка неперервна на [0, l]× [0, T ] функцiя. Щоб знайти границю

lim
t→0

t
β−1
2

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ,
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розкладемо функцiю Грiна на два доданки

G22(0, y0, t, 0, η, τ) =
1

π(θ(t)− θ(τ))
exp

(
− (y0 − η)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+G0
22(0, y0, t, 0, η, τ).

Iз оцiнок функцiї Грiна (4.11) випливає, що

lim
t→0

t
β−1
2

t∫
0

l∫
0

G0
22(0, y0, t, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ = 0.

З iншого боку, використовуючи (4.15), знаходимо

lim
t→0

t
β−1
2

t∫
0

l∫
0

1

π(θ(t)− θ(τ))

(
exp

(
− (y0 − η)2

4(θ(t)− θ(τ))

)
+

+ exp
(
− (y0 + η)2

4(θ(t)− θ(τ))

))
µ(η, τ) dη dτ =

√
β + 1

π

µ(y0, 0)√
a(0)

1∫
0

dz√
1− zβ+1

.

Це означає, що ∀ε > 0 iснує таке t0 ∈ (0, T ] , що

∣∣tβ−12

t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ −
√
β + 1

π

µ(y0, 0)√
a(0)

1∫
0

dz√
1− zβ+1

∣∣ < ε,

коли 0 < t < t0 . Отже, якщо ti < t0, i ∈ {1, 2} , то ∆ < 2ε .
Розглянемо випадок, коли ti ≥ t0, i ∈ {1, 2} , i припустимо для визначеностi,

що t1 < t2 . Подамо ∆ у виглядi:

∆ =
∣∣tβ−12
2

t2∫
t1

l∫
0

G22(0, y0, t2, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ +

+

t1∫
0

l∫
0

(
t
β−1
2

2 G22(0, y0, t2, 0, η, τ)− t
β−1
2

1 G22(0, y0, t1, 0, η, τ)
)
µ(η, τ) dη dτ

∣∣.
(4.16)
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Використовуючи (4.11), отримаємо:

∣∣tβ−12
2

t2∫
t1

l∫
0

G22(0, y0, t2, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ
∣∣ ≤

≤ t
β−1
2

2

t2∫
t1

l∫
0

( C19√
θ(t2)− θ(τ)

+ C20

)
dτ ≤

≤ C21|t2 − t1|+ C22t
β−1
2

2

t2∫
t1

dτ√
tβ+1
2 − τβ+1

=

= C21|t2 − t1|+ C22

1∫
t1
t2

dz√
1− zβ+1

≤

≤ C21|t2 − t1|+ C22

1∫
t1
t2

dz√
1− z

≤

≤ C21|t2 − t1|+ C23

√
t2 − t1.

Розглянемо другий доданок iз(4.16):

∣∣ t1∫
0

l∫
0

(
t
β−1
2

2 G22(0, y0, t2, 0, η, τ)− t
β−1
2

1 G22(0, y0, t1, 0, η, τ)
)
µ(η, τ) dη dτ

∣∣ ≤

≤
∣∣tβ−12
2 − t

β−1
2

1

∣∣ ∣∣ t1∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t2, 0, η, τ)µ(η, τ) dη dτ
∣∣+

+ t
β−1
2

1

t1∫
0

l∫
0

|G22(0, y0, t2, 0, η, τ)−G22(0, y0, t1, 0, η, τ)||µ(η, τ)| dη dτ :=

:= ∆1 + ∆2.
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Пiдставивши добуток одновимiрних функцiй Грiна замiсть функцiї Грiна
G22(0, y0, t2, 0, η, τ) , i враховуючи (4.9), (4.11), знайдемо:

∆1 ≤ C24

∣∣tβ−12
2 − t

β−1
2

1

∣∣ t1∫
0

l∫
0

G2(0, t2, 0, τ)G2(y0, t2, η, τ) dη dτ ≤

≤ C24

∣∣tβ−12
2 − t

β−1
2

1

∣∣ t1∫
0

G2(0, t2, 0, τ)dτ ≤

≤ C25

∣∣tβ−12
2 − t

β−1
2

1

∣∣t 1−β21 = C25

∣∣(t2
t1

)β−1
2 − 1

∣∣ < ε ,

де |t2 − t1| < δ1 . За допомогою аналогiчних мiркувань отримаємо

∆2 ≤ C24t
β−1
2

1

( t1∫
0

l∫
0

|G2(0, t2, 0, τ)−G2(0, t1, 0, τ)|G2(y0, t2, η, τ) dη dτ +

+

t1∫
0

l∫
0

G2(0, t1, 0, τ)|G2(y0, t2, η, τ)−G2(y0, t1, η, τ)| dη dτ
)
≤

≤ C24t
β−1
2

1

( t1∫
0

|G2(0, t2, 0, τ)−G2(0, t1, 0, τ)|dτ +

+

t1∫
0

l∫
0

G2(0, t1, 0, τ)|G2(y0, t2, η, τ)−G2(y0, t1, η, τ)| dη dτ
)

:=

:= ∆2,1 + ∆2,2 .

Тепер подамо функцiю Грiна G2(0, t, 0, τ) у виглядi

G2(0, t, 0, τ) =
1√

π(θ(t)− θ(τ))
+

2√
π(θ(t)− θ(τ))

∞∑
n=1

exp
(
− n2h2

θ(t)− θ(τ)

)
.

Тодi

∆2,1 ≤ C24t
β−1
2

1

( 1√
π

t1∫
0

( 1√
θ(t1)− θ(τ)

− 1√
θ(t2)− θ(τ)

)
dτ +

+

t1∫
0

∣∣ ∞∑
n=1

( 2√
π(θ(t1)− θ(τ))

exp
(
− n2h2

θ(t1)− θ(τ)

)
−
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− 2√
π(θ(t2)− θ(τ))

exp
(
− n2h2

θ(t2)− θ(τ)

))∣∣dτ). (4.17)

Перетворимо i оцiнимо перший доданок:

C26t
β−1
2

1

t1∫
0

( 1√
θ(t1)− θ(τ)

− 1√
θ(t2)− θ(τ)

)
dτ =

= C26t
β−1
2

1

t1∫
0

θ(t2)− θ(t1)√
(θ(t1)− θ(τ))

dτ

(θ(t2)− θ(τ))(
√
θ(t1)− θ(τ) +

√
θ(t2)− θ(τ)

≤

≤ C27t
β−1
2

1

t1∫
0

(tβ+1
2 − tβ+1

1 )dτ(√
tβ+1
1 − τβ+1 +

√
tβ+1
2 − τβ+1

)√(
tβ+1
1 − τβ+1

)(
tβ+1
2 − τβ+1

) =

= C27t
β−1
2

1

t1∫
0

( 1√
tβ+1
1 − τβ+1

− 1√
tβ+1
2 − τβ+1

)
dτ.

Пiсля замiни змiнної z = τ/t1 отримаємо:

C26t
β−1
2

1

t1∫
0

( 1√
θ(t1)− θ(τ)

− 1√
θ(t2)− θ(τ)

)
dτ ≤

≤ C27

1∫
0

( 1√
1− zβ+1

− 1√
( t2t1 )

β+1 − zβ+1

)
dz < ε, де |t2

t1
− 1| < δ2, (4.18)

так як функцiя

I(σ) :=

1∫
0

dz√
σ − zβ+1

є неперервною при σ ≥ 1 .
Тепер оцiнимо другий доданок iз (4.17):

C26t
β−1
2

1

t1∫
0

∣∣ ∞∑
n=1

( 2√
π(θ(t1)− θ(τ))

exp
(
− n2h2

θ(t1)− θ(τ)

)
−

− 2√
π(θ(t2)− θ(τ))

exp
(
− n2h2

θ(t2)− θ(τ)

))∣∣dτ =
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=
2C26√
π
t
β−1
2

1

t1∫
0

∣∣ θ(t1)−θ(τ)∫
θ(t2)−θ(τ)

∂

∂z

( 1√
z

∞∑
n=1

exp
(
− n2h2

z

)
dz
∣∣dτ ≤

≤ C28(θ(t2)− θ(t1)) ≤ C29(t
β+1
2 − tβ+1

1 ) < ε, де |t2 − t1| < δ3.

Щоб оцiнити ∆2,2 , видiлимо основну частину iз функцiї Грiна:

∆2,2 ≤ C24t
β−1
2

1

( t1∫
0

G2(0, t1, 0, τ)dτ

l∫
0

∣∣ 1√
θ(t2)− θ(τ)

×

× exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t2)− θ(τ))

)
− 1√

θ(t1)− θ(τ)
exp

(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

)∣∣dη +

+

t1∫
0

G2(0, t1, 0, τ)dτ

l∫
0

|G0
2(y0, t2, η, τ)−G0

2(y0, t1, η, τ)|dη
)
. (4.19)

Враховуючи той факт, що G0
2(y0, t, η, τ) не має особливостей, знайдемо

l∫
0

|G0
2(y0, t2, η, τ)−G0

2(y0, t1, η, τ)|dη ≤
l∫

0

∣∣ t2∫
t1

G0
2t

(y0, t, η, τ)dt
∣∣dη ≤

≤ C30|t1 − t2|.

Розглянемо вираз
l∫

0

∣∣ 1√
θ(t2)− θ(τ)

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t2)− θ(τ))

)
−

− 1√
θ(t1)− θ(τ)

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

)∣∣dη ≤
≤

l∫
0

1√
θ(t2)− θ(τ)

(
exp

(
− (η − y0)2

4(θ(t2)− θ(τ))

)
−

− exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

))
dη +

+

l∫
0

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

)( 1√
θ(t1)− θ(τ)

− 1√
θ(t2)− θ(τ)

)
dη . (4.20)



100

Пiсля замiни змiнної z = η−y0
2
√
θ(t2)−θ(τ)

у першому доданку матимемо:

l∫
0

∣∣ 1√
θ(t2)− θ(τ)

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t2)− θ(τ))

)
−

− 1√
θ(t1)− θ(τ)

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

)∣∣dη =

= 2

l−y0
2
√
θ(t2)−θ(τ)∫
−y0

2
√
θ(t2)−θ(τ)

(
exp(−z2)− exp

(
− z2θ(t2)− θ(τ)

θ(t1)− θ(τ)

))
dz ≤

≤ 2

∞∫
−∞

(
exp(−z2)− exp

(
− z2θ(t2)− θ(τ)

θ(t1)− θ(τ)

))
dz =

= 2
√
π
(

1−
√
θ(t1)− θ(τ)√
θ(t2)− θ(τ)

)
.

Пiсля замiни змiнної z = η−y0
2
√
θ(t1)−θ(τ)

у другому доданку, отримуємо:

l∫
0

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

)( 1√
θ(t1)− θ(τ)

− 1√
θ(t2)− θ(τ)

)
dη =

= 2
(

1−
√
θ(t1)− θ(τ)√
θ(t2)− θ(τ)

) l−y0
2
√
θ(t2)−θ(τ)∫
−y0

2
√
θ(t2)−θ(τ)

e−z
2

dz ≤

≤ 2
√
π
(

1−
√
θ(t1)− θ(τ)√
θ(t2)− θ(τ)

)
.

Тепер повернемось до оцiнки першого доданку у (4.19), використовуючи
(4.11) та (4.18):

C24t
β−1
2

1

t1∫
0

G2(0, t1, 0, τ)dτ

l∫
0

∣∣ 1√
θ(t2)− θ(τ)

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t2)− θ(τ))

)
−

− 1√
θ(t1)− θ(τ)

exp
(
− (η − y0)2

4(θ(t1)− θ(τ))

)∣∣dη ≤
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≤ C31t
β−1
2

1

t1∫
0

( 1√
θ(t1)− θ(τ)

− 1√
θ(t2)− θ(τ)

)
dτ +

+ C32t
β−1
2

1

t1∫
0

(
1−

√
θ(t1)− θ(τ)√
θ(t2)− θ(τ)

)
dτ < ε,

коли | t2t1 − 1| < δ4 .
Таким чином, ми отримали оцiнку ∆ . Iншi вирази iз Pa(t) оцiнюються

аналогiчно. Отже, умови теореми Шаудера про нерухому точку виконуються
для (4.14), i iснування розв’язку задачi (4.1)–(4.4) доведено.
Розглянемо тепер питання єдиностi розв’язку цiєї задачi.
Розглянемо функцiю

H(t) :=

√
πκ(t)

√
β + 1

t∫
0

µ0(τ)dτ√
tβ+1−τβ+1

,

де

µ0(t) :=

l∫
0

G2(y0, t, η, τ)(f(0, η, τ)− µ1τ (η, τ))dη. (4.21)

Легко бачити, що iснує границя

lim
t→+0

H(t) =

√
πκ0(0)

√
β + 1µ0(0)

1∫
0

dσ√
1−σβ+1

> 0,

а тому H(t) є неперервною функцiєю на [0, T ] .
Використовуючи H(t) , встановимо оцiнки розв’язкiв рiвняння (4.7). Вра-

ховуючи припущення (A2) та явний вигляд функцiї Грiна G2(0, t, 0, τ) , iз
(4.7) матимемо

a(t) ≤ κ(t)
t∫
0

l∫
0

G22(0, y0, t, 0, η, τ)(f(0, η, τ)− µ1τ (η, τ)) dη dτ

=

=
κ(t)

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)µ0(τ)dτ

≤
κ(t)

√
πãmax(t)

√
β + 1

t∫
0

µ0(τ)dτ√
tβ+1−τβ+1

≤
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≤
√
ãmax(t)Hmax(t),

де ãmax(t) := max
[0,t]

a(τ) , Hmax(t) := max
[0,t]

H(τ) . Звiдси випливає, що

a(t) ≤ H2
max(t), t ∈ [0, T ]. (4.22)

Щоб оцiнити a(t) знизу, подамо знаменник у (4.7) як суму

1√
π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ(t)− θ(τ)

+ S(t).

Використовуючи позначення ãmin(t) := min
[0,t]

a(τ) , Hmin(t) := min
[0,t]

H(τ) отри-
маємо

1√
π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ(t)− θ(τ)

≤
√
β + 1√
πãmin(t)

t∫
0

µ0(τ)dτ√
tβ+1 − τβ+1

=
κ(t)

H(t)
√
ãmin(t)

.

Повторюючи мiркування, застосованi при оцiнцi знаменника (4.7) згори, зна-
йдемо, що S(t) ≤ C33 . Тодi

a(t) ≥ κ(t)
κ(t)

H(t)
√
ãmin(t)

+ C33

=
H(t)

√
ãmin(t)

1 +
C33H(t)

√
ãmin(t)

κ(t)

.

Iз припущень (A2) та оцiнки (4.22) випливає, що

C33H(t)
√
ãmin(t)

κ(t)
≤ C34t

β−1
2 .

Отже,

a(t) ≥
Hmin(t)

√
ãmin(t)

1 + C34t
β−1
2

, t ∈ [0, T ],

або

a(t) ≥ H2
min(t)

(1 + C34t
β−1
2 )2

, t ∈ [0, T ]. (4.23)

Маючи оцiнки (4.22) та (4.23) розв’язкiв рiвняння (4.7), можемо перейти до
доведення єдиностi розв’язку. Подамо рiвняння (4.7) у виглядi

a(t) =
κ(t)

1√
π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ(t)−θ(τ)

+ S(t, a(t))

, t ∈ [0, T ]. (4.24)
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Припустимо, що це рiвняння має два розв’язки a1(t) та a2(t) . Позначимо
b(t) := a1(t)− a2(t) . Функцiя b(t) задовольняє рiвняння

b(t) = κ(t)
( 1√

π

t∫
0

( 1√
θ2(t)− θ2(τ)

− 1√
θ1(t)− θ1(τ)

)
µ0(τ)dτ + S(t, a2(t))−

− S(t, a1(t))
)( 1√

π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ1(t)− θ1(τ)

+ S(t, a1(t))
)−1
×

×
( 1√

π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ2(t)− θ2(τ)

+ S(t, a2(t))
)−1

. (4.25)

Iз вище наведених мiркувань зрозумiло, що S(t, ai(t)) ≥ 0, i ∈ {1, 2} . Тодi iз
(4.25) випливає, що

|b(t)| ≤

≤ κ(t)
( 1√

π

t∫
0

∣∣ 1√
θ2(t)− θ2(τ)

− 1√
θ1(t)− θ1(τ)

∣∣µ0(τ)dτ + |S(t, a2(t))−

− S(t, a1(t))|
)(1

π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ1(t)− θ1(τ)

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θ2(t)− θ2(τ)

)−1
. (4.26)

Перетворимо вираз
1√

θ2(t)− θ2(τ)
− 1√

θ1(t)− θ1(τ)
=

=
θ2(t)− θ2(τ)− (θ1(t)− θ1(τ))√

(θ1(t)− θ1(τ))(θ2(t)− θ2(τ))

1√
θ1(t)− θ1(τ) +

√
θ2(t)− θ2(τ)

.

Використовуючи оцiнку (4.23), знайдемо∣∣ 1√
θ2(t)− θ2(τ)

− 1√
θ1(t)− θ1(τ)

∣∣ ≤ √β + 1(1 + C34t
β−1
2 )3

2H3
min(t)

√
tβ+1 − τβ+1

bmax(t),

де bmax(t) := max
[0,t]
|b(τ)| . Таким чином, отримуємо

κ(t)√
π

t∫
0

∣∣ 1√
θ2(t)− θ2(τ)

− 1√
θ1(t)− θ1(τ)

∣∣µ0(τ)dτ ≤
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≤ κ2(t)(1 + C34t
β−1
2 )3

2H4
min(t)

bmax(t). (4.27)

Тепер оцiнимо рiзницю S(t, a2(t))− S(t, a1(t)) . Розглянемо вираз

∆1 :=
1

2π

∣∣ h∫
0

l∫
0

( 1

θ2(t)

∞∑
m,n=−∞

exp
(
− (ξ + 2nh)2

4θ2(t)

)
×

×
(

exp
(
− (y0 − η + 2ml)2

4θ2(t)

)
+ exp

(
− (y0 + η + 2ml)2

4θ2(t)

))
−

− 1

θ1(t)

∞∑
m,n=−∞

exp
(
− (ξ + 2nh)2

4θ1(t)

)(
exp

(
− (y0 − η + 2ml)2

4θ1(t)

)
+

+ exp
(
− (y0 + η + 2ml)2

4θ1(t)

)))
ϕξ(ξ, η)dηdξ

∣∣ ≤
≤ C35

h∫
0

l∫
0

∣∣∣ θ2(t)∫
θ1(t)

∂

∂z

(1

z

∞∑
m,n=−∞

exp
(
− (ξ + 2nh)2

4z

)
×

×
(

exp
(
− (y0 − η + 2ml)2

4z

)
+ exp

(
− (y0 + η + 2ml)2

4z

)))
dz
∣∣∣dηdξ.

Диференцiюючи та використовуючи (4.9), отримуємо

∆1 ≤ C36

∣∣∣ θ1(t)∫
θ2(t)

dz

h∫
0

l∫
0

( 1

z2

∞∑
m,n=−∞

exp
(
− (ξ + 2nh)2

4z

)
×

×
(

exp
(
− (y0 − η + 2ml)2

4z

)
+ exp

(
− (y0 + η + 2ml)2

4z

))
+

+
1

z3

∞∑
m,n=−∞

(ξ + 2nh)2 exp
(
− (ξ + 2nh)2

4z

)
×

×
(

(y0 − η + 2ml)2 exp
(
− (y0 − η + 2ml)2

4z

)
+ (y0 + η + 2ml)2 ×

× exp
(
− (y0 + η + 2ml)2

4z

)))
dηdξ

∣∣∣ ≤
≤ C37

∣∣ θ1(t)∫
θ2(t)

dz

z

∣∣ ≤ C37
|θ1(t)− θ2(t)|

min{θ1(t), θ2(t)}
.
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Застосовуючи (4.23), приходимо до оцiнки

∆1 ≤ C38

((1 + C34t
β−1
2 )2

tβ−1H2
min(t)

+ 1
)
tβ−1bmax(t) ≤ C39bmax(t).

Тепер оцiнимо вираз

∆2 :=
1√
π

∣∣ t∫
0

∞∑
n=1

( 1√
θ2(t)− θ2(τ)

exp
(
− n2h2

θ2(t)− θ2(τ)

)
− 1√

θ1(t)− θ1(τ)
×

× exp
(
− n2h2

θ1(t)− θ1(τ)

))
µ0(τ)dτ

∣∣ ≤
≤ C40

t∫
0

dτ
∣∣ θ2(t)−θ2(τ)∫
θ1(t)−θ1(τ)

∣∣ ∂
∂z

(1

z

∞∑
n=1

exp
(
− n2h2

z

)∣∣dz∣∣ ≤
≤ C41|θ1(t)− θ2(t)| ≤ C43bmax(t).

Iншi доданки iз S(t, a2(t))− S(t, a1(t)) оцiнюються аналогiчно. Отже,

|S(t, a1(t))− S(t, a2(t))| ≤ C42bmax(t). (4.28)

Щоб оцiнити знаменник у (4.26), зауважимо, що

κ(t)

1√
π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
θi(t)−θi(τ)

≤
κ(t)

√
aimax

(t)
√
β+1√
π

t∫
0

µ0(τ)dτ√
tβ+1−τβ+1

≤ H2
max(t), (4.29)

для i ∈ {1, 2} .
Застосовуючи оцiнки (4.27)–(4.29) до (4.26), отримаємо

|b(t)| ≤
((1 + C34t

β−1
2 )3

2H4
min(t)

+ C42t
β−1
2

)
H4

max(t)bmax(t) ≤

≤
((1 + C34t

β−1
2 )3H4

max(t)

2H4
min(t)

+ C42t
β−1
2 H4

max(t)
)
bmax(t). (4.30)

Так як lim
t→0

Hmin(t) = lim
t→0

Hmax(t) , iснує таке число t0 ∈ (0, T ] , що виконується
наступна нерiвнiсть:((1 + C34t

β−1
2 )3H4

max(t)

2H4
min(t)

+ C42t
β−1
2 H4

max(t)
)
< 1, t ∈ [0, t0]. (4.31)

Тому iз (4.30) випливає, що b(t) ≡ 0, t ∈ [0, t0] .
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Iз єдиностi розв’язку задачi (4.1)–(4.5) випливає, що функцiя u(x, y, t) є
єдиною у Qt0 .
Тепер покажемо, що розв’язок (4.1)–(4.5) єдиний у всiй областi QT . Припу-

стимо, що iснує два розв’язки задачi (ai(t), ui(x, y, t)) , i ∈ {1, 2} . Для їхньої
рiзницi a := a1 − a2, u := u1 − u2 отримаємо задачу

ut = tβa1(t)∆u+ tβa(t)∆u2(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (4.32)

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ D, (4.33)

u(0, y, t) = u(h, y, t) = 0, (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (4.34)

uy(x, 0, t) = uy(x, l, t) = 0, (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ], (4.35)

a1(t)ux(0, y0, t) = −a(t)u2x(0, y0, t), t ∈ [0, T ]. (4.36)

Використовуючи функцiю Грiна G̃12(x, y, t, ξ, η, τ) задачi (4.32)–(4.35), зна-
йдемо

u(x, y, t) =

t∫
0

∫
D

G̃12(x, y, t, ξ, η, τ)τβa(τ)∆u2(ξ, η, τ) dξ dη dτ. (4.37)

Пiдставивши цю рiвнiсть у умову перевизначення (4.36), матимемо:

a(t) = − a1(t)

u2x(0, y0, t)

t∫
0

l∫
0

h∫
0

G̃12x(0, y0, t, ξ, η, τ)τβa(τ)∆u2(ξ, η, τ) dξ dη dτ,

(4.38)

для t ∈ [0, T ] . Таким чином, ми отримали однорiдне iнтегральне рiвняння
Вольтерра другого роду вiдносно a(t) . Подамо його у виглядi

a(t) =

t∫
0

K(t, τ)a(τ)dτ, t ∈ [0, T ]. (4.39)
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Щоб дослiдити поведiнку ядра K(t, τ) , знайдемо

u2(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

Ĝ12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa(τ)µ1(η, τ) dη dτ −

−
t∫

0

l∫
0

Ĝ12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa(τ)µ2(η, τ) dη dτ −

−
t∫

0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, 0, τ)τβa(τ)ν1(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, l, τ)τβa(τ)ν2(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ) dξ dη dτ, (4.40)

де Ĝ12(x, y, t, ξ, η, τ) – функцiя Грiна задачi (4.2)–(4.4) для рiвняння

ut = tβa2(t)∆u+ f(x, y, t).

Диференцiюючи (4.40) двiчi по x, y та iнтегруючи частинами, отримаємо:

u2xx(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξξ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

Ĝ12ξ(x, y, t, 0, η, τ)(µ1τ (η, τ)− τβa2(τ)µ1ηη(η, τ)− f(0, η, τ)) dη dτ −

−
t∫

0

l∫
0

Ĝ12ξ(x, y, t, h, η, τ)(µ2τ (η, τ)− τβa2(τ)µ2ηη(η, τ)− f(h, η, τ)) dη dτ −

−
t∫

0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, 0, τ)tβa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)dξdτ +
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+

t∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, l, τ)τβa2(τ)ν2ξξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, η, τ)fξξ(ξ, η, τ) dξ dη dτ,

u2yy(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕηη(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

Ĝ12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa2(τ)µ1ηη(η, τ) dη dτ −

−
t∫

0

l∫
0

Ĝ12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa2(τ)µ2ηη(η, τ) dη dτ −

−
t∫

0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, 0, τ)(ν1τ (η, τ)− tβa2(τ)ν1ξξ(ξ, τ)− f(ξ, 0, τ))dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, 0, τ)(ν2τ (η, τ)− tβa2(τ)ν2ξξ(ξ, τ)− f(ξ, l, τ))dξdτ +

+

t∫
0

l∫
0

h∫
0

Ĝ12(x, y, t, ξ, η, τ)fηη(ξ, η, τ) dξ dη dτ.

Iз попереднього виразу отримуємо наступну оцiнку для ядра рiвняння (4.39):

|K(t, τ)| ≤ C44√
t(t− τ)

.

Це означає, що

K(t, τ) ≡ 1√
t(t− τ)

K1(t, τ),

i рiвняння (4.39) можна подати у виглядi

a(t) =

t∫
0

1√
t(t− τ)

K1(t, τ)a(τ)dτ, t ∈ [0, T ], (4.41)

де |K1(t, τ)| ≤ C44.
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Ми показали, що iснує такий iнтервал [0, t0] , де a(t) ≡ 0 . Тодi рiвняння
(4.41) набуде вигляду

a(t) =

t∫
t0

1√
t(t− τ)

K1(t, τ)a(τ)dτ, t ∈ [t0, T ], (4.42)

i виконується наступна оцiнка:∣∣ 1√
t(t− τ)

K1(t, τ)
∣∣ ≤ C45√

t− τ
, t ∈ [t0, T ].

Тодi iз властивостей iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду випливає,
що рiвняння (4.42) має лише тривiальний розв’язок. Отже, a(t) ≡ 0, t ∈
[0, T ] . Використовуючи цю тотожнiсть у рiвняннi (4.32), отримаємо, що iз
єдиностi розв’язку задачi (4.32)–(4.34) випливає, що u(x, y, t) ≡ 0, (x, y, t) ∈
QT . Теорему 4.1 доведено. �

4.1.3. Висновки до пiдроздiлу 4.1. У цьому пiдроздiлi знайдено умови локаль-
них iснування та єдиностi розв’язку оберненої задачi для iзотропного пара-
болiчного рiвняння зi сильним виродженням.
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4.2. Обернена задача для анiзотропного рiвняння з iнтегральними
умовами перевизначення. У цьому пiдроздiлi розглядається обернена за-
дача для двовимiрного анiзотропного рiвняння теплопровiдностi iз сильним
виродженням у прямокутнiй областi.

4.2.1. Формулювання задачi i отриманих результатiв. Обернена задача по-
лягає в тому, щоб знайти трiйку функцiй (a1, a2, u) , що задовольняють рiв-
няння теплопровiдностi

ut = a1(t)t
β1uxx + a2(t)t

β2uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (4.43)

початкову умову

u(x, y, 0) = ϕ(x, y, 0), (x, y) ∈ D, (4.44)

крайовi умови

u(0, y, t) = µ11(y, t), u(h, y, t) = µ12(y, t), (y, t) ∈ [0, l]× [0, T ], (4.45)

uy(x, 0, t) = µ21(x, t), uy(x, l, t) = µ22(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× [0, T ] (4.46)

та умови перевизначення∫∫
D

u(x, y, t)dx dy = µ31(t),

∫∫
D

xu(x, y, t)dx dy = µ32(t), t ∈ (0, T ],

(4.47)

де βi ≥ 1, i = 1, 2 . Нашою метою є встановлення умов iснування та єдиностi
розв’язку оберненої задачi (4.43)-(4.47).
Припустимо, що вхiднi данi задачi задовольняють такi умови:
(A1) ϕ ∈ C1,0(D), µ1i ∈ C2,1([0, l] × (0, T ]), µ2i ∈ C1,0([0, h] × (0, T ]), f ∈

C1,0,0(QT ), µ3i ∈ C1([0, T ]), i ∈ {1, 2}.

(A2)
l∫
0

ϕx(x, y)dy > 0, µ21x(x, t) ≤ 0, µ22x(x, t) ≥ 0,
l∫
0

fx(x, y, t)dy ≥ 0,

µ22(x, t) 6≡ µ21(x, t), µ22(x, t)−µ21(x, t) ≥ 0,
l∫
0

(ϕx(h−x, η)−ϕx(x, η))dη ≥ 0,

l∫
0

(µ11t(η, t)− f(0, η, t) + µ12t(η, t)− f(h, η, t))dη ≥ 0,

µ22x(h− x, t)− µ21x(h− x, t)− µ22x(x, t) + µ21x(x, t) ≥ 0,
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l∫
0

(fx(h− x, η, t)− fx(x, η, t))dη ≥ 0, (x, t) ∈ [0, h]× (0, T ],

l∫
0

(µ11(y, t)− µ12(y, t))dy > 0,
l∫
0

(µ11t(y, t)− f(0, y, t))dy < 0,

l∫
0

(µ12t(y, t)− f(h, y, t))dy > 0, µ22(0, t)− µ21(0, t)− µ22(h, t) + µ21(h, t) ≥ 0,

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy > 0, µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy > 0,

h >

µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy,

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy
>

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
, t ∈ [0, T ].

(A3) hµ′31(t)− µ′32(t) +
∫∫
D

(x− h)f(x, y, t)dx dy > 0 ,

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy ≡ κ1(t)t
β1+1

2 ,

µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy ≡ κ2(t)t
β1+1

2 ,

κi(t) > 0, t ∈ [0, T ], i ∈ {1, 2};
(A4) µ1(y, 0) = ϕ(0, y) , µ2(y, 0) = ϕ(h, y), y ∈ [0, l] ; ν1(x, 0) = ϕy(x, 0) ,

ν2(x, 0) = ϕy(x, l), x ∈ [0, h] ; µ1y(0, t) = ν1(0, t) , µ1y(l, t) = ν2(0, t) ,
µ2y(0, t) = ν1(h, t) , µ2y(l, t) = ν2(h, t), t ∈ [0, T ] ;∫∫
D

ϕ(x, y)dxdy = µ31(0) ,
∫∫
D

xϕ(x, y)dx dy = µ32(0), t ∈ (0, T ] .

Означення 4.2. Трiйка функцiй (a1, a2, u) ∈
(
C([0, T0])

)2 × C2,2,1(D ×
(0, T0)) ∩ C1,0,0(D × (0, T0]), ai(t) > 0, t ∈ [0, T0], i ∈ {1, 2} , яка задовольняє
спiввiдношення (4.43)-(4.47) поточково для всiх t ≤ T0 , називається локаль-
ним розв’язком задачi (4.43)-(4.47), якщо T0 ∈ (0, T ) , i глобальним розв’яз-
ком цiєї задачi, якщо T0 = T .

Теорема 4.2. (iснування) Нехай виконуються умови (A1) - (A4). Тодi
якщо β2 = β1+1

2 , то iснує локальний розв’язок задачi (4.43)-(4.47).

Для доведення єдиностi розв’язку ми потребуватимемо таку умову:

(A5)
h∫
0

(h− x)(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
l∫
0

(µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη−
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−
h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ))dη > 0,

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy ≡ κ1(t)t
β1+1

2 ,

µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy ≡ κ2(t)t
β1+1

2 ,

де κi(t) > 0, t ∈ [0, T ], i ∈ {1, 2}.

Теорема 4.3. (єдинiсть) Нехай виконуються умови (A1), (A4), (A5). Тодi
якщо β2 = β1+1

2 , то задача (4.43)-(4.47) не може мати бiльше одного глобаль-
ного розв’язку.

Коефiцiєнтнi оберненi задачi для анiзотропних багатовимiрних параболi-
чних рiвнянь з рiзними показниками сильного виродження при рiзних про-
сторових компонентах ранiше не вивчались.

4.2.2. Доведення основних результатiв. Доведемо теорему про iснування
локального розв’язку.
Доведення теореми 4.2. Зведемо задачу (4.43)-(4.47) до системи рiвнянь

стосовно a1(t), a2(t) iз допомогою умов перевизначення (4.47). Спершу, ди-
ференцiюючи умови перевизначення по t , iнтегруючи частинами, i викори-
стовуючи рiвняння (4.43), отримаємо

a1(t)t
β1

l∫
0

(hux(h, y, t) + µ11(y, t)− µ12(y, t))dy +

+ a2(t)t
β2

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx =

= µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy, t ∈ [0, T ], (4.48)

a1(t)t
β1

l∫
0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy +

+ a2(t)t
β2

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx =
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= µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy, t ∈ [0, T ]. (4.49)

Перетворимо систему рiвнянь (4.48), (4.49), замiнюючи вирази, що мiстять u .
Якщо функцiї a1 = a1(t) та a2 = a2(t) вiдомi, то, використовуючи функцiю
Грiна G12(x, y, t, ξ, η, τ) , знайдемо розв’язок прямої задачi (4.43)-(4.46):

u(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)×

× a1(τ)τβ1µ1(η, τ)dηdτ −
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)a1(τ)τβ1µ2(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)a2(τ)τβ2ν1(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)a2(τ)τβ2ν2(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

∫∫
D

G12(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT . (4.50)

Нагадаємо, що функцiя Грiна визначається рiвнiстю

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =
1

4π
√

(θ1(t)− θ1(τ))(θ2(t)− θ2(τ))
×

×
∞∑

m,n=−∞

(
exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
+(−1)i exp

(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

))
×

×
(

exp

(
− (y − η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ21(τ))

))
+(−1)j exp

(
− (y + η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

))
,

i, j ∈ {1, 2}, θk(t) :=

t∫
0

ak(σ)σβkdσ, k ∈ {1, 2},

де значення i, j = 1 вiдповiдають умовам Дiрiхле та i, j = 2 – умовам Нейма-
на по x та y вiдповiдно. Вiдомо, що двовимiрну функцiю Грiна Gij можна
подати у виглядi добутку двох одновимiрних функцiй Грiна для вiдповiдних
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рiвнянь теплопровiдностi: Gij(x, y, t, ξ, η, τ) = Gi(x, t, ξ, τ)Gj(y, t, η, τ) . Бiль-
ше того, легко перевiрити, що G1x(x, t, ξ, τ) = −G2ξ(x, t, ξ, τ) .
Знайдемо похiдну ux(x, y, t) i перетворимо отриманий вираз за допомогою

iнтегрування частинами:

ux(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη −

−
t∫

0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)(µ11τ (η, τ)− a2(τ)τβ2µ11ηη(η, τ)− f(0, η, τ))dηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)(µ12τ (η, τ)− a2(τ)τβ2µ12ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)a2(τ)τβ2µ21ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)×

× a2(τ)τβ2µ22ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

∫∫
D

G22(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (4.51)

Щоб знайти
l∫
0

ux(x, y, t)dy , зауважимо, що виконується наступна рiвнiсть:

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dx = 1.

яку легко перевiрити безпосереднiм обчисленням. Таким чином, матимемо:
l∫

0

ux(x, y, t)dy =

h∫
0

G2(x, t, ξ, 0)dξ

l∫
0

ϕξ(ξ, η)dη −

−
t∫

0

G2(x, t, 0, τ)dτ

l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ))dη +

+

t∫
0

G2(x, t, h, τ)dτ

l∫
0

(µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη +
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+

t∫
0

G2(x, t, 0, τ)a2(τ)τβ2(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))dτ −

−
t∫

0

G2(x, t, h, τ)a2(τ)τβ2(µ22(h, τ)− µ21(h, τ))dτ −

−
t∫

0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)a2(τ)τβ2µ21ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)×

× a2(τ)τβ2µ22ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dξdτ

l∫
0

fξ(ξ, η, τ)dη. (4.52)

Повернемось до системи (4.48), (4.49). Щоб знайти додатнiй розв’язок цiєї
системи, розглянемо допомiжну алгебраїчну систему рiвнянь:

a1x+ b1y = c1, a2x+ b2y = c2, (4.53)

де ai > 0, bi > 0, ci > 0, i ∈ {1, 2} . Розв’язок цiєї системи визначається
формулою:

x =
b2c1 − b1c2
a1b2 − a2b1

, y =
a1c2 − a2c1
a1b2 − a2b1

. (4.54)

Ця система має додатнiй розв’язок, якщо, наприклад,

b2c1 − b1c2 > 0, a1c2 − a2c1 > 0, a1b2 − a2b1 > 0.

Цi умови виконуються, якщо

a1
a2
>
c1
c2
>
b1
b2
. (4.55)

Застосуємо цей результат до системи (4.48), (4.49). Додатнiй розв’язок систе-
ми (4.48), (4.49) iснує, якщо виконуються наступнi умови:

µ22(x, t)− µ21(x, t) ≥ 0, µ22(x, t) 6≡ µ21(x, t), (x, t) ∈ [0, h]× (0, T ],

l∫
0

(µ11(η, t)− µ12(η, t))dη > 0, µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy > 0,
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µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy > 0,

h >

µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy,

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy
>

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
,

l∫
0

ux(0, y, t)dy ≥ 0,

l∫
0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy > 0, t ∈ (0, T ]. (4.56)

Цi умови випливають iз (A2). Зауважимо, що двi останнi умови у (4.56)
мiстять у своїх виразах u(x, y, t) . Для того, щоб дослiдити першу з них,
покладемо x = 0 у (4.52) i розглянемо вираз:

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)a2(τ)(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))dτ −

−
t∫

0

G2(0, t, h, τ)a2(τ)(µ22(h, τ)− µ21(h, τ))dτ =

=

t∫
0

(G2(0, t, 0, τ)−G2(0, t, h, τ))a2(τ)τβ2(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))dτ +

+

t∫
0

G2(0, t, h, τ)a2(τ)τβ2(µ22(0, τ)− µ21(0, τ)− µ22(h, τ) + µ21(h, τ))dτ.

Так як G2(0, t, 0, τ) − G2(0, t, h, τ) ≥ 0, маємо, що
l∫
0

ux(0, y, t)dy > 0 , бо

виконуються наступнi умови (див. (A2)):
l∫

0

(µ11t(y, t)− f(0, y, t))dy < 0,

l∫
0

(µ12t(y, t)− f(h, y, t))dy > 0, t ∈ [0, T ],

l∫
0

ϕx(x, y)dy > 0, µ21x(x, t) ≤ 0, µ22x(x, t) ≥ 0, µ22(x, t)− µ21(x, t) ≥ 0,
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µ22(x, t) 6≡ µ21(x, t),

l∫
0

fx(x, y, t)dy ≥ 0, (x, t) ∈ [0, h]× (0, T ],

µ22(0, t)− µ21(0, t)− µ22(h, t) + µ21(h, t) ≥ 0. (4.57)

Iз (4.52) знайдемо:
l∫

0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy =

h∫
0

(G2(h, t, ξ, 0)−G2(0, t, ξ, 0)dξ

l∫
0

ϕξ(ξ, η)dη−

−
t∫

0

(G2(h, t, 0, τ)−G2(0, t, 0, τ))dτ

l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ) + µ12τ (η, τ)−

− f(h, η, τ))dη +

t∫
0

(G2(h, t, 0, τ)−G2(0, t, 0, τ))×

× a2(τ)τβ2(µ22(0, τ)− µ21(0, τ) + µ22(h, τ)− µ21(h, τ))dτ +

+

t∫
0

h∫
0

(G2(h, t, ξ, τ)−G2(0, t, ξ, τ))a2(τ)τβ2(µ22ξ(ξ, τ)− µ21ξ(ξ, τ))dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

(G2(h, t, ξ, τ)−G2(0, t, ξ, τ))dξdτ

l∫
0

fξ(ξ, η, τ)dη. (4.58)

Враховуючи представлення функцiї Грiна, розглянемо наступний вираз:

G2(0, t, ξ, τ)−G2(h, t, ξ, τ) =
1√

π(θ1(t)− θ1(τ))
×

×
∞∑

n=−∞

(
exp

(
− (ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
− exp

(
−(ξ + (2n+ 1)h)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

))
=

=
1√

π(θ1(t)− θ1(τ))

∞∑
n=−∞

(−1)n exp

(
− (ξ + nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
:= G̃(0, t, ξ, τ).

Легко перевiрити, що G̃(x, t, ξ, τ) є функцiєю Грiна для рiвняння теплопро-
вiдностi

ut = a1(t)t
β1uxx, (x, t) ∈ (0, h/2)× (0, T )
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iз крайовими умовами

G̃x(0, t, ξ, τ) = 0, G̃(h/2, t, ξ, τ) = 0.

Iз властивостей функцiй Грiна випливає, що G̃(x, t, ξ, τ) ≥ 0, (x, t), (ξ, τ) ∈
[0, h/2]× [0, T ].

Для деякої неперервної на [0, h] функцiї ψ , перетворимо iнтеграл

h∫
0

(G2(h, t, ξ, τ)−G2(0, t, ξ, τ))ψ(ξ)dξ =
1√

π(θ1(t)− θ1(τ))

h∫
0

∞∑
n=−∞

(−1)n+1 ×

× exp

(
− (ξ + nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
ψ(ξ)dξ =

1√
π(θ1(t)− θ1(τ))

h/2∫
0

∞∑
n=−∞

(−1)n+1 ×

× exp

(
− (ξ + nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
ψ(ξ)dξ +

1√
π(θ1(t)− θ1(τ))

h∫
h/2

∞∑
n=−∞

(−1)n+1 ×

× exp

(
− (ξ + nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
ψ(ξ)dξ.

Пiсля замiни ζ = h− ξ у другому iнтегралi, матимемо:

h∫
0

(G2(h, t, ξ, τ)−G2(0, t, ξ, τ))ψ(ξ)dξ =

h/2∫
0

G̃(0, t, ξ, τ)(ψ(h− ξ)− ψ(ξ))dξ.

Аналогiчне перетворення застосуємо також до останнього iнтеграла у (4.58).
Отже, вираз (4.58) зведемо до вигляду

l∫
0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy =

h/2∫
0

G̃(0, t, ξ, τ)dξ

l∫
0

(ϕξ(h− ξ, η)−ϕξ(ξ, η))dη+

+

t∫
0

G̃(0, t, 0, τ)dτ

l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ) + µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη −

−
t∫

0

G̃(0, t, ξ, τ)a2(τ)τβ2(µ22(0, τ)− µ21(0, τ) + µ22(h, τ)− µ21(h, τ))dτ +
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+

t∫
0

h/2∫
0

G̃(0, t, ξ, τ)a2(τ)τβ2(µ22ξ(h− ξ, τ)− µ21ξ(h− ξ, τ)− µ22ξ(ξ, τ) +

+ µ21ξ(ξ, τ))dξdτ +

t∫
0

h/2∫
0

G̃(0, t, ξ, τ)dξdτ

l∫
0

(fξ(h− ξ, η, τ)− fξ(ξ, η, τ))dη.

(4.59)

Враховуючи (4.56)-(4.59), приходимо до висновку, що система (4.48), (4.49)
має додатнiй розв’язок, якщо виконуються умови (A2).
Отже, iз системи (4.48), (4.49) та з (4.54) одержимо, що

a1(t)t
β1 =

((
µ′32(t)−

∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy

) h∫
0

(µ22(x, t)−µ21(x, t))dx−
(
µ′31(t)−

−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

) h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
)

∆−1(t), t ∈ [0, T ], (4.60)

a2(t)t
β2 =

((
µ′31(t)−

∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

) l∫
0

(hux(h, y, t) + µ11(y, t)−

− µ12(y, t))dy −
(
µ′32(t)−

∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy

) l∫
0

(ux(h, y, t)−

− ux(0, y, t))dy
)

∆−1(t), t ∈ [0, T ], (4.61)

де

∆(t) :=

l∫
0

(hux(h, y, t) + µ11(y, t)− µ12(y, t))dy
h∫

0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx−

−
l∫

0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy
h∫

0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx. (4.62)

Дослiдимо функцiї з (4.60)-(4.61).
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Щоб встановити поведiнку функцiї ∆(t) при t→ 0, подамо її у виглядi:

∆(t) =

l∫
0

ux(h, y, t)dy

h∫
0

(h− x)(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx+

+

l∫
0

ux(0, y, t)dy

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx+

+

l∫
0

(µ11(y, t)− µ12(y, t))dy
h∫

0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx. (4.63)

Знайдемо
l∫
0

ux(0, y, t)dy iз (4.52) i оцiнимо вирази

h∫
0

G2(0, t, ξ, 0)dξ

l∫
0

ϕξ(ξ, η)dη ≤ C1

h∫
0

G2(0, t, ξ, 0)dξ,

−
t∫

0

G2(0, t, 0, τ)dτ

l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ))dη ≤ C2

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)dτ,

t∫
0

G2(0, t, h, τ)dτ

l∫
0

(µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη ≤ C3

t∫
0

G2(0, t, h, τ)dτ,

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)a2(τ)τβ2(µ22(0, τ)−µ21(0, τ))dτ ≤ C4

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)a2(τ)τβ2dτ,

t∫
0

G2(0, t, h, τ)a2(τ)τβ2(µ22(h, τ)−µ21(h, τ))dτ ≤ C5

t∫
0

G2(0, t, h, τ)a2(τ)τβ2dτ,

−
t∫

0

h∫
0

G2(0, t, ξ, τ)a2(τ)τβ2µ21ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

h∫
0

G2(0, t, ξ, τ)a2(τ)τβ2 ×

× µ22ξ(ξ, τ)dξdτ ≤ C6

t∫
0

h∫
0

G2(0, t, ξ, τ)a2(τ)τβ2dξdτ,

t∫
0

h∫
0

G2(0, t, ξ, τ)dξdτ

l∫
0

fξ(ξ, η, τ)dη ≤ C7

t∫
0

h∫
0

G2(0, t, ξ, τ)dξdτ.
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Тут i далi Ci, i = 1, 2, 3, ..., позначають константи, залежнi вiд вхiдних даних.
Нехай aimin = min

t∈[0,T ]
ai(t) , aimax = max

t∈[0,T ]
ai(t) .

Враховуючи оцiнки функцiй Грiна [95], отримаємо:

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)dτ ≤
t∫

0

(
C11√

θ1(t)− θ1(τ)
+ C12

)
dτ ≤ C13t

1−β1
2

√
a1min

+ C12T,

G2(0, t, h, τ) ≤ C14.

З iншого боку,

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)dτ ≥
t∫

0

dτ√
π(θ1(t)− θ1(τ))

≥ C15t
1−β1

2

√
a1max

.

Таким чином, матимемо

C16t
1−β1

2

√
a1max

≤
l∫

0

ux(0, y, t)dy ≤
C17t

1−β1
2

√
a1min

+
C18√
a1min

t∫
0

τβ2a2(τ)dτ√
tβ1+1 − τβ1+1

+

+ C19

t∫
0

τβ2a2(τ)dτ.

Перетворимо iнтеграл

t∫
0

τβ2a2(τ)dτ√
tβ1+1 − τβ1+1

≤ tβ2−β1/2
t∫

0

a2(τ)dτ√
t− τ

(
τ

t

)β1 ≤ tβ2−β1/2
t∫

0

a2(τ)dτ√
t− τ

.

Далi, отримуємо

C16t
1−β1

2

√
a1max

≤
l∫

0

ux(0, y, t)dy ≤
C17t

1−β1
2

√
a1min

+
C20t

β2−β1/2
√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+

+ C21t
β2

t∫
0

a2(τ)dτ t ∈ (0, T ]. (4.64)
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Аналогiчно, знаходимо

C22t
1−β1

2

√
a1max

≤
l∫

0

ux(h, y, t)dy ≤
C23t

1−β1
2

√
a1min

+
C24t

β2−β1/2
√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+

+ C25t
β2

t∫
0

a2(τ)dτ t ∈ (0, T ]. (4.65)

Це означає, що виконується наступна нерiвнiсть:

C26t
1−β1

2

√
a1max

≤ ∆(t) ≤ C27t
1−β1

2

√
a1min

+
C28t

β2−β1/2
√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C29t
β2 ×

×
t∫

0

a2(τ)dτ, t ∈ (0, T ]. (4.66)

Повернемося до системи (4.60), (4.61). Подамо (4.60) у виглядi:

a1(t)t
β1 = ∆−1(t)

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
(
µ′31(t)−

∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

)
×

×


µ′32(t)−

∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy,

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy
−

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

 , t ∈ (0, T ].

(4.67)

Подамо (4.61) у виглядi:

a2(t)t
β2 =

( l∫
0

ux(h, y, t)dy
(
hµ′31(t)− h

∫∫
D

f(x, y, t)dx dy − µ′32(t) +

+

∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy
)

+

l∫
0

ux(0, y, t)dy

µ′32(t)− ∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy

+

+

µ′31(t)− ∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

 l∫
0

(µ11(y, t)−µ12(y, t))dy
)

∆−1(t), t ∈ (0, T ].

(4.68)
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З умови (A3) випливає, що мають мiсце наступнi тотожностi:

µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy ≡ κ1(t)t
β1+1

2 ,

µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy ≡ κ2(t)t
β1+1

2 , (4.69)

де κi(t) > 0, t ∈ [0, T ], i ∈ {1, 2}.
Тому зведемо систему (4.67), (4.68) до вигляду

a1(t) = t
1−β1

2 κ1(t)

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
(
κ2(t)

κ1(t)
−

−

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

∆−1(t), t ∈ (0, T ], (4.70)

a2(t) =

(
(hκ1(t)− κ2(t))

l∫
0

ux(h, y, t)dy + κ2(t)

l∫
0

ux(0, y, t)dy +

+ κ1(t)

l∫
0

(µ11(y, t)− µ12(y, t))dy
)

∆−1(t), t ∈ (0, T ]. (4.71)

Позначимо праву частину (4.70) через P1(a1, a2) , а праву частину (4.71)
– через P2(a1, a2) . Аргументи операторiв P1 та P2 надалi опускатимемо.
Використовуючи припущення (A2) та (4.69), iз (4.65) отримуємо:

P1 ≤ C30
√
a1max.

Якщо припустити, що a1max ≤ A1 , де A1 ≥ C2
30 , то звiдси випливає, що

P1 ≤ A1 <∞, t ∈ [0, T ], (4.72)

де стала A1 залежить вiд вхiдних даних.



124

Додатково до наведених вище припущень, з (A3) матимемо наступну умо-
ву:

hµ′31(t)− µ′32(t) +

∫∫
D

(x− h)f(x, y, t)dx dy > 0, t ∈ (0, T ]. (4.73)

Зауважимо, що iз (4.59), (A2) маємо нерiвнiсть
l∫

0

ux(h, y, t)dy ≥
l∫

0

ux(0, y, t)dy.

Враховуючи цю нерiвнiсть та (4.63), iз (4.68) отримаємо:

P2 ≤ t−β2

µ′31(t)− ∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

(h l∫
0

ux(h, y, t)dy +

+

l∫
0

(µ11(y, t)−µ12(y, t))dy
) l∫

0

ux(0, y, t)dy

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx

−1 .
З допомогою (4.64), (4.65), (4.69), (4.72) знайдемо

P2 ≤ tβ1−β2
(
C31t

1−β1
2

√
a1min

+
C32t

β2−β1/2
√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C33t
β2

t∫
0

a2(τ)dτ + C34

)
×

×√a1max ≤ t
β1+1

2

(
C35√
a1min

+
C36t

β2−1/2
√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+

+ C37t
β1−1

2 +β2

t∫
0

a2(τ)dτ + C38t
β1−1

2

)
або

P2 ≤
C35t

β1+1
2 −β2

√
a1min

+
C36t

β1
2

√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C37t
β1

t∫
0

a2(τ)dτ + C38t
β1−β2.

Нагадаємо, що β2 = β1+1
2 . Тодi отримуємо

P2 ≤
C35√
a1min

+
C36t

β1
2

√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C37t
β1

t∫
0

a2(τ)dτ +
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+ C38t
β1−1

2 , t ∈ [0, T ]. (4.74)

Перетворимо iнтеграл
t∫

0

a2(τ)dτ =

t∫
0

√
t− τa2(τ)dτ√

t− τ
≤ C39

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

i зведемо нерiвнiсть (4.74) до вигляду

P2 ≤
C35√
a1min

+

(
C40√
a1min

+ C41

) t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C42 ≤

≤ C35√
a1min

+ 2C42 ≤ A2, t ∈ [0, T1]. (4.75)

Оцiнимо P1 знизу, використовуючи (A2), (4.66), (4.69):

P1 ≥
C43t

1−β1
2
√
a1min

C27t
1−β1

2 + C28tβ2−β1/2
t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C29tβ2
√
a1min

t∫
0

a2(τ)dτ

.

Завдяки припущенню β2 = β1+1
2 , отримуємо

P1 ≥
C43
√
a1min

C27 + C28

√
t
t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C44tβ1
t∫
0

a2(τ)dτ

. (4.76)

Зауважимо, що C28

√
t
t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C44t
β1

t∫
0

a2(τ)dτ → 0 при t → 0 . Тодi

∃T2 ∈ (0, T ] :

C28

√
t

t∫
0

a2(τ)dτ√
t− τ

+ C44t
β1

t∫
0

a2(τ)dτ ≤ C27, t ∈ [0, T2]. (4.77)

Звiдси легко отримати оцiнку

P1 ≥
C43

2C27

√
a1min.

Тому якщо a1(t) ≥ A3 > 0, t ∈ [0, T3] , де A3 <

(
C43

2C27

)2

, то

P1 ≥ A3, t ∈ [0, T3]. (4.78)
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Щоб встановити оцiнку P2 знизу, iз (4.68) знайдемо:

P2(t) ≥ t−β2

l∫
0

ux(0, y, t)dy

µ′32(t)− ∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy

∆−1(t).

Оцiнка ∆(t) iз (4.66) зводиться до наступного вигляду:

∆(t) ≤ C45t
1−β1

2 + C46.

Аналогiчним чином, iз (4.64) отримуємо:

l∫
0

ux(0, y, t)dy ≥ C47t
1−β1

2 .

Остаточно, знаходимо

P2 ≥
t−β2C47t

1−β1
2 κ2(t)t

β1+1
2

C45t
1−β1

2 + C46

≥

≥
C47 min

t∈[0,T ]
κ2(t)

C45 + C46T
β1−1

2

≥ A4 > 0, t ∈ [0, T4]. (4.79)

Легко бачити, що система (4.70), (4.71) еквiвалентна задачi (4.43)-(4.47).
З iншого боку, оцiнки (4.72), (4.78)-(4.79) справджуються для розв’язку цiєї
системи на [0, T0] , де T0 = min {T1, T2, T3, T4} . Подамо систему (4.70), (4.71)
у виглядi операторного рiвняння

ω = Pω, (4.80)

де (a1, a2) := ω, (P1, P2) := P , а оператори P1, P2 визначаються правими
частинами рiвнянь (4.70) та (4.71) вiдповiдно. Розглянемо рiвняння (4.80) у
множинi

N := {(a1, a2) ∈ (C([0, T0]))
2 : A3 ≤ a1 ≤ A1, A4 ≤ a2 ≤ A2}

банахового простору (C([0, T0]))
2 . Iз оцiнок (4.72), (4.78)-(4.79) випливає, що

оператор P вiдображає N в себе. У [97], [4] показано, що цей оператор є
компактним на N . Тодi iз теореми Шаудера про нерухому точку випливає,



127
що оператор P має принаймнi одну нерухому точку у N . Це означає, що си-
стема (4.70), (4.71) має розв’язок (a1, a2) ∈ (C([0, T0]))

2 . Пiдставивши його у
(4.50), отримуємо розв’язок прямої задачi (4.43)-(4.46) iз потрiбною гладкiстю
[38]. Теорему 4.2 доведено. �
Розглянемо тепер єдинiсть розв’язку.
Доведення теореми 4.3.
Перепозначимо β1 := β i подамо рiвняння (4.43) у виглядi

ut = a1(t)t
βuxx + a2(t)t

1+β
2 uyy + f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT . (4.81)

Диференцiюючи умови (4.47) за змiнною t та використовуючи рiвняння
(4.81), отримаємо систему рiвнянь стосовно a1(t), a2(t) :

a1(t)t
β

l∫
0

(hux(h, y, t) + µ11(y, t)− µ12(y, t))dy +

+ a2(t)t
1+β
2

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx =

= µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy, t ∈ [0, T ], (4.82)

a1(t)t
β

l∫
0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy +

+ a2(t)t
1+β
2

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx =

= µ′31(t)−
∫∫
D

f(x, y, t)dx dy, t ∈ [0, T ]. (4.83)

Умови теореми дозволяють розв’язати систему (4.82), (4.83) стосовно a1(t) ,
a2(t) :

a1(t) = t−β
((

µ′32(t)−
∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy

) h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx−
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−
(
µ′31(t)−

∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

) h∫
0

x(µ22(x, t)−µ21(x, t))dx
)

∆−1(t), t ∈ [0, T ],

(4.84)

a2(t) = t−
1+β
2

((
µ′31(t)−

∫∫
D

f(x, y, t)dx dy

) l∫
0

(hux(h, y, t) + µ11(y, t)−

− µ12(y, t))dy −
(
µ′32(t)−

∫∫
D

xf(x, y, t)dx dy

)
×

×
l∫

0

(ux(h, y, t)− ux(0, y, t))dy
)

∆−1(t), t ∈ [0, T ], (4.85)

де

∆(t) =

l∫
0

ux(h, y, t)dy

h∫
0

(h− x)(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx+

l∫
0

ux(0, y, t)dy ×

×
h∫

0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx+

l∫
0

(µ11(y, t)− µ12(y, t))dy ×

×
h∫

0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx. (4.86)

Надамо системi (4.84), (4.85) наступного вигляду:

a1(t) =

(
κ2(t)

h∫
0

(µ22(x, t)−µ21(x, t))dx−κ1(t)

h∫
0

x(µ22(x, t)−µ21(x, t))dx
)
×

× t
1−β
2 ∆−1(t), (4.87)

a2(t) =

(
(hκ1(t)− κ2(t))

l∫
0

ux(h, y, t)dy + κ2(t)

l∫
0

ux(0, y, t)dy +

+ κ1(t)

l∫
0

(µ11(y, t)− µ12(y, t))dy
)

∆−1(t), t ∈ (0, T ]. (4.88)
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За допомогою функцiї Грiна знайдемо розв’язок задачi (4.43)-(4.46):

u(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, η, 0)ϕ(ξ, η)dξdη +

+

t∫
0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, 0, η, τ)τβa1(τ)µ11(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

l∫
0

G12ξ(x, y, t, h, η, τ)τβa1(τ)µ12(η, τ)dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, 0, τ)τ
1+β
2 a2(τ)µ21(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G12(x, y, t, ξ, l, τ)τ
1+β
2 a2(τ)µ22(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

∫∫
D

G12(x, y, t, ξ, η, τ)f(ξ, η, τ)dξdηdτ, (x, y, t) ∈ QT . (4.89)

Функцiя Грiна визначається з рiвностi

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) =
1

4π
√

(θ1(t)− θ1(τ))(θ2(t)− θ2(τ))
×

×
∞∑

m,n=−∞

(
exp

(
− (x− ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

)
+ (−1)i exp

(
− (x+ ξ + 2nh)2

4(θ1(t)− θ1(τ))

))
×

×
(

exp

(
− (y − η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

)
+ (−1)j exp

(
− (y + η + 2ml)2

4(θ2(t)− θ2(τ))

))
,

i, j ∈ {1, 2}, θ1(t) :=

t∫
0

σβa1(σ)dσ, θ2(t) :=

t∫
0

σ
1+β
2 a2(σ)dσ,

де значення i, j = 1 вiдповiдають умовам Дiрiхле за змiнними x, y, а i, j = 2

- умовам Неймана. Легко бачити, що

Gij(x, y, t, ξ, η, τ) = Gi(x, t, ξ, τ)Gj(y, t, η, τ),
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де Gi - функцiї Грiна для одновимiрних рiвнянь теплопровiдностi за вiдпо-
вiдними змiнними. З (4.89) обчислимо

ux(x, y, t) =

l∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, η, 0)ϕξ(ξ, η)dξdη −

−
t∫

0

l∫
0

G22(x, y, t, 0, η, τ)(µ11τ (η, τ)− a2(τ)µ11ηη(η, τ)− f(0, η, τ))dηdτ +

+

t∫
0

l∫
0

G22(x, y, t, h, η, τ)(µ12τ (η, τ)− a2(τ)µ12ηη(η, τ)− f(h, η, τ))dηdτ −

−
t∫

0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, 0, τ)τ
1+β
2 a2(τ)µ21ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

h∫
0

G22(x, y, t, ξ, l, τ)×

× τ
1+β
2 a2(τ)µ22ξ(ξ, τ)dξdτ +

t∫
0

∫∫
D

G22(x, y, t, ξ, η, τ)fξ(ξ, η, τ)dξdηdτ. (4.90)

Беручи до уваги рiвнiсть
h∫

0

G2(x, t, ξ, τ)dx = 1,

яку легко перевiрити, знаходимо
l∫

0

ux(0, y, t)dy =

h∫
0

G2(0, t, ξ, 0)dξ

l∫
0

ϕξ(ξ, η)dη −

−
t∫

0

G2(0, t, 0, τ)dτ

l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ))dη +

+

t∫
0

G2(0, t, h, τ)dτ

l∫
0

(µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη +

+

t∫
0

G2(0, t, 0, τ)τ
1+β
2 a2(τ)(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))dτ −
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−
t∫

0

G2(0, t, h, τ)τ
1+β
2 a2(τ)(µ22(h, τ)− µ21(h, τ))dτ +

+

t∫
0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)τ
1+β
2 a2(τ)(µ22ξ(ξ, τ)− µ21ξ(ξ, τ))dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)dξdτ

l∫
0

fξ(ξ, η, τ)dη, (4.91)

l∫
0

ux(h, y, t)dy =

h∫
0

G2(h, t, ξ, 0)dξ

l∫
0

ϕξ(ξ, η)dη −

−
t∫

0

G2(h, t, 0, τ)dτ

l∫
0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ))dη +

+

t∫
0

G2(h, t, h, τ)dτ

l∫
0

(µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη +

+

t∫
0

G2(h, t, 0, τ)τ
1+β
2 a2(τ)(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))dτ −

−
t∫

0

G2(h, t, h, τ)τ
1+β
2 a2(τ)(µ22(h, τ)− µ21(h, τ))dτ +

+

t∫
0

h∫
0

G2(h, t, ξ, τ)τ
1+β
2 a2(τ)(µ22ξ(ξ, τ)− µ21ξ(ξ, τ)dξdτ +

+

t∫
0

h∫
0

G2(h, t, ξ, τ)dξdτ

l∫
0

fξ(ξ, η, τ)dη. (4.92)

Пiдставимо у (4.90) рiвностi (4.93), (4.94) i подамо ∆(t) у виглядi

∆(t) = ∆0(t)

t∫
0

dτ√
θ1(t)− θ1(τ)

+R(t),
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де

∆0(t) :=
1√
π

[ h∫
0

(h− x)(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
l∫

0

(µ12τ (η, τ)− f(h, η, τ))dη −

−
h∫

0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx
l∫

0

(µ11τ (η, τ)− f(0, η, τ))dη

]
,

а до R(t) входять всi iншi доданки з ∆(t) . Подамо рiвняння (4.88) у виглядi

a1(t) =
F (t)

t
β−1
2 ∆(t)

, t ∈ [0, T ], (4.93)

де

F (t) := κ2(t)

h∫
0

(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx− κ1(t)

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx.

Розглянемо функцiю

H(t) :=
F (t)

√
β + 1∆0(t)

1∫
0

dσ√
1− σβ+1

, t ∈ [0, T ]. (4.94)

Виходячи з (4.93) та беручи до уваги припущення теореми, отримуємо

a1(t) ≤
F (t)

t
β−1
2 ∆0(t)

t∫
0

dτ√
θ1(t)− θ1(τ)

≤
F (t)

√
a1max(t)

√
β + 1∆0(t)

1∫
0

dσ√
1− σβ+1

=

= H(t)
√
a1max(t), t ∈ [0, T ],

де a1max(t) := max
τ∈[0,t]

a1(τ). Звiдси встановлюємо оцiнку

a1(t) ≤ H2
max(t), t ∈ [0, T ], (4.95)

де Hmax(t) := max
τ∈[0,t]

H(τ).
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Для оцiнки a1(t) знизу зауважимо, що lim
t→0

t
β−1
2 ∆1(t) = 0. Це оначає, що для

довiльного q ∈ (0, 1) iснує таке t0 ∈ (0, ]T, що виконуватиметься нерiвнiсть

R(t) ≤ q∆0(t)

t∫
0

dτ√
θ1(t)− θ1(τ)

, t ∈ [0, t0]. (4.96)

Тодi аналогiчно до (4.93) знаходимо

a1(t) ≥
H2

min(t)

(1 + q)2
, t ∈ [0, t0]. (4.97)

Тут вжито позначення Hmin(t) := min
τ∈[0,t]

H(τ).

Припустимо, що система рiвнянь (4.86), (4.87) має два розв’язки (a1i(t) ,
a2i(t)) , i ∈ {1, 2}. Позначимо u(x, y, t) := u1(x, y, t) − u2(x, y, t) , bi(t) :=

ai1(t) − ai2(t) , θ1i =
t∫
0

τβa1i(τ)dτ, i ∈ {1, 2},∆(t) := ∆1(t) − ∆2(t), R(t) :=

R1(t)−R2(t). З рiвняння (4.84) отримуємо

b1(t) =
F (t)(∆2(t)−∆1(t))

∆1(t)∆2(t)
=
a11(t)a12(t)t

β−1
2

F (t)

(
∆0(t)

t∫
0

(
1√

θ12(t)− θ12(τ)
−

− 1√
θ11(t)− θ11(τ)

)
dτ +R2(t)−R1(t)

)
.

З мiркувань, наведених при виведеннi оцiнки (4.96), можна вважати, що для
тих самих значень q та t0 справджується нерiвнiсть

|R2(t)−R1(t)| ≤ q∆0(t)

t∫
0

(
1√

θ12(t)− θ12(τ)
−

− 1√
θ11(t)− θ11(τ)

)
dτ, t ∈ [0, t0].

Тодi

|b1(t)| ≤
(1 + q)a11(t)a12(t)t

β−1
2

F (t)
∆0(t)

t∫
0

∣∣∣∣ 1√
θ12(t)− θ12(τ)

−

− 1√
θ11(t)− θ11(τ)

∣∣∣∣dτ. (4.98)
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Перетворимо вираз

t∫
0

∣∣∣∣ 1√
θ12(t)− θ12(τ)

− 1√
θ11(t)− θ11(τ)

∣∣∣∣dτ ≤
≤

t∫
0

|θ1(t)− θ1(τ)|dτ√
(θ11(t)− θ11(τ))(θ12(t)− θ12(τ))(

√
θ11(t)− θ11(τ) +

√
θ12(t)− θ12(τ))

.

Застосовуючи оцiнки (4.95), (4.97), знаходимо

t∫
0

∣∣∣∣∣ 1√
θ12(t)− θ12(τ)

− 1√
θ11(t)− θ11(τ)

∣∣∣∣∣ ≤
≤

t∫
0

|θ1(t)− θ1(τ)|dτ√
(θ11(t)− θ11(τ))(θ12(t)− θ12(τ))

×

× dτ√
θ11(t)− θ11(τ) +

√
θ12(t)− θ12(τ)

≤

≤ (1 + q)3
√
β + 1b1max(t)

2t
β−1
2 H3

min(t)

1∫
0

dσ√
1− σβ+1

.

Пiдставимо цю оцiнку в (4.96):

|b1(t)| ≤
(1 + q)4a11(t)a12(t)

√
β + 1b1max(t)

2F (t)H3
min(t)

∆0(t)

1∫
0

dσ√
1− σβ+1

≤

≤ (1 + q)4H4
max(t)

2H4
min(t)

b1max(t), t ∈ [0, t0]. (4.99)

Оскiльки

lim
t→0

Hmin(t) = lim
t→0

Hmax(t),

то iснує таке значення t1 ∈ (0, t0], що виконуватиметься нерiвнiсть

(1 + q)4H4
max(t)

2H4
min(t)

≤ q0 < 1, t ∈ [0, t1].

Тодi з (4.97) приходимо до висновку, що b1(t) ≡ 0, t ∈ [0, t1].
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З рiвняння (4.88) отримуємо

b2(t) =

(
(hκ1(t)− κ2(t))

l∫
0

ux(h, y, t)dy + κ2(t)

l∫
0

ux(0, y, t)dy

)
(∆1(t))

−1 −

−
(

(hκ1(t)− κ2(t))

l∫
0

u2x(h, y, t)dy + κ2(t)

l∫
0

u2x(0, y, t)dy +

+ κ1(t)

l∫
0

(µ11(y, t)− µ12(y, t))dy
)

∆(t)

∆1(t)∆2(t)
, t ∈ [0, T ]. (4.100)

Враховуючи те, що a11(t) = a12(t), t ∈ [0, t1], з (4.91), (4.92) знаходимо

l∫
0

ux(0, y, t)dy =

t∫
0

τ
1+β
2 b2(τ)

(
G2(0, t, 0, τ)(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))−

−G2(0, t, h, τ)(µ22(h, τ)− µ21(h, τ)) +

+

h∫
0

G2(x, t, ξ, τ)(µ22ξ(ξ, τ)− µ21ξ(ξ, τ))dξ

)
dτ,

l∫
0

ux(h, y, t)dy =

t∫
0

τ
1+β
2 b2(τ)

(
G2(h, t, 0, τ)(µ22(0, τ)− µ21(0, τ))−

−G2(h, t, h, τ)(µ22(h, τ)− µ21(h, τ)) +

+

h∫
0

G2(h, t, ξ, τ)(µ22ξ(ξ, τ)− µ21ξ(ξ, τ)dξ

)
dτ, t ∈ [0, t1]. (4.101)

Тут у функцiї Грiна покладено θ1(t) =
t∫
0

a11(τ)dτ. Аналогiчно з (4.86) маємо

∆(t) =

l∫
0

ux(h, y, t)dy

h∫
0

(h− x)(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx+
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+

l∫
0

ux(0, y, t)dy

h∫
0

x(µ22(x, t)− µ21(x, t))dx. (4.102)

Беручи до уваги (4.101), (4.102), зведемо рiвняння (4.100) до вигляду

b2(t) =

t∫
0

K(t, τ)b2(τ)dτ, t ∈ [0, t1]. (4.103)

Зважаючи на оцiнку
t∫

0

τ
1+β
2 dτ√

θ1(t)− θ1(τ)
≤ C1

t∫
0

τ
1+β
2 dτ√

tβ+1 − τβ+1
2

,

робимо висновок про те, що ядро K(t, τ) не має особливостей, i тому рiвняння
(4.103) допускає тiльки тривiальний розв’язок b2(t) ≡ 0, t ∈ [0, t1].

Доведення того, що розв’язок (4.43)-(4.47) єдиний на всьому часовому про-
мiжку [0, T ], проводиться аналогiчно до [98]. Теорему 4.3 доведено. �

4.2.3. Висновки до пiдроздiлу 4.2. Розглянуто умови iснування та єдиностi
розв’язку оберненої задачi для двовимiрного анiзотропного параболiчного
рiвняння зi сильним виродженням. В якостi умов перевизначення викори-
стовуються iнтегральнi умови. Метод доведення вимагає iснування зв’язку
мiж показниками виродження для рiзних просторових компонент у старшо-
му коефiцiєнтi рiвняння.

4.3. Висновки до роздiлу 4. У цьому роздiлi розглянуто умови iснува-
ння та єдиностi розв’язкiв обернених задач для двовимiрних параболiчних
рiвнянь зi сильним виродженням. Розглядаються задачi зi змiшаними крайо-
вими умовами Дiрiхле-Неймана та з рiзними типами умов перевизначення (у
виглядi теплового потоку на частинi межi та iнтегрального типу).
У анiзотропному випадку метод доведення вимагає iснування зв’язку мiж

показниками виродження для рiзних просторових компонент у старшому ко-
ефiцiєнтi рiвняння.
Результати цього роздiлу опублiковано у [3], [4], [5] та додатково висвiтлено

у [12], [13], [14].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiї дослiджено оберненi задачi для двовимiрних параболiчних рiв-
нянь з виродженням i вперше отримано такi результати:

• встановлено умови iснування та єдиностi глобального розв’язку обер-
неної задачi з крайовими умовами Дiрiхле i слабким виродженням;
• знайдено умови локального iснування та глобальної єдиностi розв’язку
оберненої задачi з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана для повного
параболiчного рiвняння зi слабким виродженням;
• встановлено умови однозначної розв’язностi оберненої задачi з крайови-
ми умовами Дiрiхле для анiзотропного повного параболiчного рiвняння
зi слабким виродженням;
• доведено iснування i єдинiсть глобального розв’язку оберненої задачi
з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана та диференцiальними умовами
перевизначення для iзотропного параболiчного рiвняння з сильним ви-
родженням;
• знайдено умови локального iснування i глобальної єдиностi розв’язку
оберненої задачi з крайовими умовами Дiрiхле-Неймана та iнтегральни-
ми умовами перевизначення для анiзотропного параболiчного рiвняння
з сильним виродженням.
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