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Áåøëåé À.Â. ×èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâ-

íÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ìåòîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. � Íà ïðà-

âàõ ðóêîïèñó.

Äèñåðòàöiÿ íà çäîáóòòÿ íàóêîâîãî ñòóïåíÿ êàíäèäàòà ôiçèêî-ìàòåìàòè-

÷íèõ íàóê çà ñïåöiàëüíiñòþ 01.01.07 � îá÷èñëþâàëüíà ìàòåìàòèêà. � Ëüâiâ-

ñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà, Ëüâiâ, 2020.

Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ÷èñåëüíîìó ðîçâ'ÿçóâàííþ ïëîñêèõ çà-

äà÷ äëÿ åëiïòè÷íèîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè

(ÅÐÇÊ). Ðîçãëÿíóòå ÅÐÇÊ, ÿêå òàêîæ íàçèâàþòü ðiâíÿííÿì åëåêòðè÷íî¨ iì-

ïåäàíñíî¨ òîìîãðàôi¨ (ÅIÒ), ðiâíÿííÿì ïðîâiäíîñòi àáî óçàãàëüíåíèì ðiâíÿí-

íÿì Ëàïëàñà, ÷àñòî çóñòði÷à¹òüñÿ ó áàãàòüîõ iíæåíåðíèõ çàäà÷àõ. Íàâåäå-

íî êîðîòêèé îãëÿä éîãî çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíèõ îáëàñòÿõ, âiäïîâiäíi ìàòå-

ìàòè÷íi ìîäåëi ðàçîì ç iñíóþ÷èìè ìåòîäàìè òà ïiäõîäàìè äëÿ ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ.

Ó äàíié ïðàöi ðîçãëÿíóòî êðàéîâi çàäà÷i Äiðiõëå òà Íåéìàíà â îáìåæå-

íié îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi, ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i òà çàäà÷ó Êîøi ó äâîçâ'ÿçíié

îáìåæåíié îáëàñòi.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íåéìàíà äëÿ ÅÐÇÊ ðîçðî-

áëåíî ÷èñåëüíó àïðîêñèìàöiþ, ùî âêëþ÷à¹ â ñåáå çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ïàðàìåòðèêñà òà íåïðÿìèé ïiä-

õiä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, â ÿêîìó ðîçâ'ÿçîê ïîäà¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìè ïîòåí-

öiàëiâ, äèôåðåíöiàëüíi çàäà÷i ðåäóêîâàíî äî ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (ÃÏIÐ) ç äâîìà íåâiäîìèìè ãóñòèíàìè.

×åðåç çàìiíó çìiííèõ íà îñíîâi ãîìîòåòè÷íîãî ñòèñíåííÿ ãðàíè÷íî¨ êðè-

âî¨ îáëàñòi ðîçâ'ÿçêó îäåðæàíî ïàðàìåòðèçîâàíó ñèñòåìó ÃÏIÐ. Äîñëiäæåíî

íàÿâíiñòü ñèëüíî¨ òà ëîãàðèôìi÷íî¨ îñîáëèâîñòåé â ÿäðàõ. Ïîêàçàíî ÿê çàïè-



ñàòè öi îñîáëèâîñòi ó ÿâíîìó âèãëÿäi äëÿ ïîäàëüøî¨ äèñêðåòèçàöi¨. Íàâåäåíî

åôåêòèâíó ñõåìó ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ ìåòîäîì Íèñòðüîìà.

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü, çíàéäåíî íàáëèæåíi

çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ãóñòèí íà ìåæi òà â îáëàñòi. Äëÿ îáîõ êðàéîâèõ çàäà÷ íà-

âåäåíî ôîðìóëè äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi. ×èñåëüíi

åêñïåðèìåíòè äëÿ ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ òà îáëàñòåé ïîêàçóþòü, ùî çàïðîïî-

íîâàíèé ïiäõiä ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèì íà ïðàêòèöi.

Ìiøàíèìè êðàéîâèìè çàäà÷àìè, ùî ðîçãëÿíóòi â ðîáîòi ¹ çàäà÷i Äiðiõëå-

Íåéìàíà òà Íåéìàíà-Äiðiõëå ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Ïîäiáíî äî çàäà÷ Äiðiõëå

òà Íåéìàíà, ðîçâ'ÿçîê ïîäàíî ó âèãëÿi ñóìè ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëiâ ïðî-

ñòîãî øàðó òà îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó ç íåâiäîìèìè ãóñòèíàìè.

Çâåäåííÿ çàäà÷i äî ñèñòåìè ÃÏIÐ ðîçãëÿíóòî ñïî÷àòêó äëÿ êiëüöåïîäiáíèõ

îáëàñòåé. Ðîáëÿ÷è çàìiíó çìiííèõ ÷åðåç ãîìîòåòè÷íå ñòèñíåííÿ çîâíiøíüî¨

ãðàíè÷íî¨ êðèâî¨ îáëàñòi, ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ïåðåïèñàíî ó ïàðà-

ìåòðè÷íié ôîðìi. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäiáíi êðîêè, ÿê i äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå

÷è Íåéìàíà, ùî âêëþ÷àþòü äîñëiäæåííÿ îñîáëèâîñòåé òà ¨õ çàïèñ ó ÿâíîìó

âèãëÿäi, çàñòîñóâàííÿ êâàäðàòóð ðàçîì ç êîëîêàöi¹þ ó âiäïîâiäíèõ âóçëàõ,

ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ãóñòèí,

ìîæíà îòðèìàòè íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê â îáëàñòi.

Îêðåìî ðîçãëÿíóòî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i äëÿ

äîâiëüíî¨ äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi, äå çàìiíà çìiííèõ ó ñèñòåìi ÃÏIÐ âiäáóâà¹òüñÿ

÷åðåç ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ âíóòðiøíüî¨ òà çîâíiøíüî¨ ãðàíè÷íèõ êðèâèõ.

Íàâåäåíî ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi ðàçîì

ç éîãî çíà÷åííÿìè òà çíà÷åííÿìè íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà ãðàíè÷íèõ êðèâèõ.

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ íåêîðåêòíî¨ çàäà÷i Êîøi çàñòîñîâàíî íå-

ïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðåãóëÿðèçàöi¹þ Òiõîíîâà, à òàêîæ äâà

iòåðàöiéíi ìåòîäè (àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä òà ìåòîä Ëàíäâåáåðà).

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi ó ïåðøîìó ìåòîäi øóêàíó ôóíêöiþ ïîäà-

íî ÿê ñóìó ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöàëiâ ç íåâiäîìèì ãóñòèíàìè. Îñêiëüêè ïîäà-



ííÿ ðîçâ'ÿçêó ìà¹ çàäîâîëüíÿòè äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ òà êðàéîâi óìîâè,

òî ãóñòèíè áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ ç âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè ÃÏIÐ, äëÿ ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêî¨ çàïðîïîíîâàíî åôåêòèâíó ñõåìó Íèñòðüîìà ðàçîì ç ðåãó-

ëÿðèçàöi¹þ Òiõîíîâà òà ìåòîäîì L-êðèâî¨ äëÿ âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçà-

öi¨. Ìàþ÷è íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ãóñòèí, ìîæíà çíàéòè àïðîêñèìàöiþ äàíèõ

Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi ôîðìóëè, âèâåäåíi

íà îñíîâi ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó.

Çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíó iìïëåìåíòàöiþ àëüòåðíóþ÷îãî iòåðàöiéíîãî ìå-

òîäó äëÿ çàäà÷i Êîøi. Íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè ðîçâ'ÿçóþòüñÿ

äâi êîðåêòíi ìiøàíi çàäà÷i, ðîçãëÿíóòi ðàíiøå. Íàâåäåíî àíàëiç çáiæíîñòi äà-

íîãî ìåòîäó. Ðîçãëÿíóòî òàêîæ iòåðàöiéíèé ìåòîä Ëàíäâåáåðà, íà êîæíié iòå-

ðàöi¨ ÿêîãî ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äâi çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà. Àëãîðèòìè äëÿ àëüòåð-

íóþ÷îãî ìåòîäó òà ìåòîäó Ëàíäâåáåðà ìîæóòü ðîçãëÿäàòèñü ÿê ìîäèôiêàöi¨

öèõ ìåòîäiâ äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà. Êðèòåði¹ì çóïèíêè iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè

äëÿ îáîõ ìåòîäiâ ìîæíà îáðàòè ïðèíöèï íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà.

×èñåëüíi ðåçóëüòàòè, ïðåäñòàâëåíi äëÿ âñiõ òðüîõ ïiäõîäiâ äëÿ ðiçíèõ

îáëàñòåé òà ôóíêöié ç âèêîðèñòàííÿì ÿê òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ Êîøi, òàê

i äàíèõ çi øóìîì, ïîêàçóþòü, ùî ñòiéêèé ðîçâ'ÿçîê ìîæå áóòè îòðèìàíèé ç

õîðîøîþ òî÷íiñòþ òà ìàëèìè îá÷èñëþâàëüíèìè çàòðàòàìè.

Êëþ÷îâi ñëîâà: åëiïòè÷íå ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ïàðà-

ìåòðèêñ (ôóíêöiÿ Ëåâi), íåïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ãðàíè÷íî-
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The thesis is devoted to the numerical solution of planar problems for a second-

order elliptic equation with variable coe�cients (EEVC). Considered EEVC also

called electrical impedance tomography (EIT) equation, conductivity equation, or

generalized Laplace equation is widely spread in many engineering problems. A

brief overview of its applications in di�erent areas, corresponding mathematical

models together with existing methods and approaches for numerical solving have

been provided.

There have been considered Dirichlet and Neumann boundary value problems

in a bounded simply connected domain, mixed boundary value problems, and

Cauchy problem in a bounded doubly connected domain in current work.

A numerical approximation involving integral equations technique for the

solution of the Dirichlet and Neumann boundary value problems for EEVC has

been developed. Using the concept of a parametrix and indirect integral equati-

ons approach that represents the solution as a sum of potentials, the problems are

reduced to a system of boundary-domain integral equations (BDIEs) to be solved

for two unknown densities.

Via a change of variables based on shrinkage of the boundary curve of the

solution domain a parameterized system of BDIEs is obtained. The strong and

logarithmic singularities in kernels have been examined. It is shown how to write

these singularities in the system in an explicit form for further discretization. An

e�ective full discretization by the Nystr�om method is given.

Solving the system of linear algebraic equations, the approximate values of

unknown densities over boundary and domain are calculated. The formulas of the

approximate numerical solution in the domain are provided for both boundary

value problems. The numerical experiments for di�erent input data and domains

are showing that the proposed approach can be turned into a practical working

method.

As mixed boundary value problems, Dirichlet-Neumann and Neumann-Diri-

chlet boundary value problems in a doubly connected domain have been consi-



dered. Similarly to the Dirichlet and Neumann problems, a solution is represented

as a sum of single layer potentials over the domain and over two boundary curves

with unknown densities and Levi function (parametrix) as a kernel. Reducing the

problem to a system of BDIEs has been reviewed for annular domains at �rst.

Making the change of variables based on shrinkage of the outer boundary curve,

the system of integral equations is rewritten in the parameterized form. Using

the same steps including singularities exploring and rewriting them explicitly,

quadratures application with collocation at speci�c points, solving the system of

linear equations to get densities values, the approximate solution in the domain

is obtained.

Separately, a numerical solution of a mixed boundary value problem for an

arbitrary doubly connected domain is examined, where the change of variables in

the system of BDIEs happens via the parametric representation of inner and outer

boundaries. The formula for the numerical solution in the domain and approxi-

mations of the solution and its normal derivative on boundary curves are provided.

For the numerical solution of the ill-posed Cauchy problem an indirect integral

equations method with Tikhonov regularization and two iterative methods (alter-

nating method and Landweber method) are considered.

For the integral based method for numerical solving the Cauchy problem, the

solution is represented as a sum of parametrix-potentials with unknown densi-

ties to be identi�ed. Since that representation satis�es the di�erential equation

and boundary conditions, the densities are calculated from the system of BDIEs

for the numerical solution of which an e�cient Nystr�om scheme in combination

with Tikhonov regularization and L-curve method for regularization parameter

choosing is proposed. Having approximate values of densities it is possible to �-

nd approximate Cauchy data on the inner boundary using appropriate formulas

based on the view of solution representation.

A numerical implementation of the alternating iterative method is presented

for the Cauchy problem. On each step of the iterative procedure, two well-posed



mixed problems investigated in the thesis are being solved. The convergence

analysis of this method is also provided. An iterative Landweber method is consi-

dered at each iteration step of which two Dirichlet-Neumann problems are being

solved. The algorithms for alternating and Landweber methods can be considered

as modi�cations of these methods for the Laplace equation. As criteria to stop

iterative procedure for both methods Morozov residual principle can be taken.

Numerical results are presented for all three approaches, for di�erent domains

and conductivities, using exact as well as noisy Cauchy data, showing that a stable

solution can be obtained with good accuracy and small computational cost.

Key words: elliptic equation with variable coe�cients, parametrix (Levi

function), indirect integral equations approach, boundary-domain integral equati-

on, domain parameterization, Nystr�om method, planar boundary value problems,

Cauchy problem.
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ÂÑÒÓÏ

Àêòóàëüíiñòü òåìè. Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè âèíèêàþòü ïðè ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííi ðiçíèõ ôiçè÷íèõ

ïðîöåñiâ. Çîêðåìà, îñîáëèâèé iíòåðåñ âîíè ñêëàäàþòü ó òàêèõ ïðèêëàäíèõ

çàñòîñóâàííÿõ ÿê åëåêòðè÷íà iìïåäàíñíà òîìîãðàôiÿ (ÅIÒ), êîíòðîëü ðóéíó-

âàííÿ, ãåîôiçèêà òîùî. Íàÿâíiñòü ó äèôåðåíöiàëüíîìó ðiâíÿííi çìiííèõ êîå-

ôiöi¹íòiâ ïðèâîäèòü äî òðóäíîùiâ ïðè çàñòîñóâàííi ðÿäó ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ òàêèõ êðàéîâèõ çàäà÷ íå âäà¹òüñÿ âèêîðèñòàòè

ìåòîä ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ìà¹ öiëó íèçêó áåçñóìíiâíèõ

ïåðåâàã. Îäíàê äëÿ ïåâíîãî êëàñó åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü, íàïðèêëàä, òèõ, ùî

âèíèêàþòü â ÅIÒ, çàâäÿêè ïàðàìåòðèêñ ôóíêöi¨ (ôóíêöi¨ Ëåâi) ìîæíà îòðè-

ìàòè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâi iíòåãðàëüíi ðiâíÿííÿ. Â ðåçóëüòàòi äèôåðåíöiàëü-

íà çàäà÷à ðåäóêó¹òüñÿ äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî äà¹ ìîæëèâiñòü

çàñòîñóâàòè íàÿâíèé äîñâiä ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ç ðiçíèìè òèïàìè îñîáëèâîñòåé. Òàêèì ÷èíîì àêòóàëüíiñòü îáðàíî¨ òåìè äî-

ñëiäæåííÿ íå âèêëèêà¹ ñóìíiâiâ.

Çàãàëîì òåìà äèôåðåíöiàëüíèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè ¹ ìåíø äîñëiäæåíîþ òà ðîçêðèòîþ ó ïîðiâíÿííi iç çàäà÷àìè

äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ÿêèõ,

çîêðåìà, ¹ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ÷è Ïóàññîíà.

Ðîçðîáêîþ àëãîðèòìiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ çàäà÷ ó ïëîùèíi òà ïðî-

ñòîði çàéìàëèñÿ Mikhailov [85�91], Chkadua [53�58], Clements [59,60], Ang [20],

Ayele [22�24], Dufera [62,63], Babenko [1,25] òà iíøi.

Çâ'ÿçîê ðîáîòè ç íàóêîâèìè ïðîãðàìàìè, ïëàíàìè, òåìàìè. Ðîáî-

òà áóëà âèêîíàíà ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàí-

êà íà êàôåäði îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè ó ðàìêàõ íàóêîâî-äîñëiäíèöüêî¨

òåìè �Ìåòîäè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè äëÿ ïðÿìèõ òà îáåðíåíèõ çàäà÷�
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(äåðæàâíèé ðå¹ñòðàöiéíèé íîìåð 0113U001901).

Ìåòà òà çàäà÷i äîñëiäæåííÿ. Ìåòîþ äàíî¨ ðîáîòè ¹ ðîçðîáêà i äîñëi-

äæåííÿ ÷èñåëüíèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü, ùî îòðèìóþòüñÿ äëÿ êîðåêòíèõ i íåêîðåêòíèõ êðàéîâèõ çàäà÷

äëÿ ðiâíÿííÿ åëiïòè÷íîãî òèïó çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè â îáìåæåíèõ îäíî-

òà äâîçâ'ÿçíèõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ.

Îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ïëîñêi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè.

Ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ ¹ ÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷.

Ìåòîäàìè äîñëiäæåíü ¹ íåïðÿìèé ìåòîä ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ìåòîä Íèñòðüîìà, ìåòîä Òiõîíîâà, ìåòîä L-êðèâî¨, àëüòåð-

íóþ÷èé ìåòîä, ìåòîä Ëàíäâåáåðà.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

1. Êðàéîâi çàäà÷i Äiðiõëå òà Íåéìàíà â îäíîçâ'ÿçíèõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ, ìi-

øàíi êðàéîâi çàäà÷i òà çàäà÷ó Êîøi ó äâîçâ'ÿçíèõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ äëÿ

åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ðåäóêîâàíî äî ñèñòåì

ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðiçíèìè òèïàìè îñîáëè-

âîñòåé çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëiâ.

2. Çäiéñíåíî ïàðàìåòðèçàöiþ îòðèìàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà ïðîàíà-

ëiçîâàíî íàÿâíi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ. Ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíèé ìåòîä êâà-

äðàòóð äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

øëÿõîì çâåäåííÿ ¨õ äî ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.

3. Çàñòîñîâàíî ðåãóëÿðèçóþ÷èé ìåòîä Òiõîíîâà ç âèáîðîì ïàðàìåòðà ðå-

ãóëÿðèçàöi¨ ìåòîäîì L-êðèâî¨ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíèõ

ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi.

4. Ðîçðîáëåíî àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä ó ïî¹äíàííi ç ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèìè
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iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êî-

øi. Äîñëiäæåíî éîãî çáiæíiñòü. Ðîçðîáëåíî ìåòîä Ëàíäâåáåðà ó ïî¹ä-

íàííi ç ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèìè iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äëÿ íàáëè-

æåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi.

5. Çäiéñíåíî ïðîãðàìíó ðåàëiçàöiþ âñiõ çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäiâ i ïåðåâi-

ðåíî ¨õ çáiæíiñòü íà çíà÷íié êiëüêîñòi ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ.

Ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàòiâ. Îòðèìàíi ðåçóëüòà-

òè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ó ïðèêëàäíèõ çàñòîñóâàííÿõ ïðè íàáëèæåíî-

ìó ðîçâ'ÿçóâàííi ïðÿìèõ i îáåðíåíèõ çàäà÷ ÅIÒ. Òàêîæ çàïðîïîíîâàíèé ïiä-

õiä çâåäåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi-

¹íòàìè ñêëàäà¹ é òåîðåòè÷íèé iíòåðåñ, à ðîçðîáëåíi àëãîðèòìè ÷èñåëüíîãî

ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðîñòîðîâî-ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ¹ ðîçâèòêîì ìå-

òîäiâ îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòåìàòèêè.

Îäåðæàíi ðåçóëüòàòè óâiéøëè äî çâiòiâ ÍÄ× Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî

óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà (2018ð.).

Îñîáèñòèé âíåñîê çäîáóâà÷à. Ðåçóëüòàòè, ùî âèíîñÿòüñÿ íà çàõèñò

äèñåðòàöi¨ îòðèìàíi àâòîðîì ñàìîñòiéíî. Ó ïóáëiêàöiÿõ [36�38] Ð. Õàïêî áðàâ

ó÷àñòü ó ïîñòàíîâöi çàäà÷, îáãîâîðåííi çàñòîñóâàííÿ ôóíêöi¨ Ëåâi äëÿ çâåäå-

ííÿ äî ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà çàéìàâñÿ àíàëiçîì îòðèìàíèõ ðåçóëü-

òàòiâ. Ó ïðàöÿõ [36�38] B. T. Johansson çàéìàâñÿ îãëÿäîì iñíóþ÷èõ ìåòîäiâ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ çàäà÷, âiäïîâiäàâ çà ñòðóêòóðó, çìiñò ðîáiò

òà îôîðìëåííÿ ÷èñåëüíèõ ðåçóëüòàòiâ, à òàêîæ áðàâ ó÷àñòü â îáãîâîðåííi àë-

ãîðèòìiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Ó ðîáîòàõ [36�38] çäîáóâà÷åâi

íàëåæèòü çàñòîñóâàííÿ íåïðÿìîãî ïiäõîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ç âèêîðè-

ñòàííÿì ïàðàìåòðèêñà äëÿ çâåäåííÿ äèôåðåíöiàëüíèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè÷íîãî

ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè äî ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ïàðàìåòðèçàöiÿ ñèñòåìè, âèäiëåííÿ îñîáëèâîñòåé â ÿäðàõ,

çàñòîñóâàííÿ äèñêðåòèçàöi¨ íà îñíîâi ìåòîäó Íèñòðüîìà òà çíàõîäæåííÿ íà-
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áëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó, âèêîðèñòàííÿ ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà i ìåòîäó L-êðèâî¨,

iìïëåìåíòàöiÿ ÿê ïðÿìèõ, òàê é iòåðàöiéíèõ àëãîðèòìiâ äëÿ ÷èñåëüíî¨ àïðî-

êñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó, à òàêîæ ïîáóäîâà âñiõ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ äî âiäïî-

âiäíèõ ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷. Ðîáîòè [6, 34] íàïèñàíi çäîáóâà÷åì ñàìîñòiéíî.

Àïðîáàöiÿ ðåçóëüòàòiâ äèñåðòàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ äîïîâiäà-

ëèñü i îáãîâîðþâàëèñü íà íàóêîâèõ ñåìiíàðàõ êàôåäðè îá÷èñëþâàëüíî¨ ìàòå-

ìàòèêè Ëüâiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ïðîòÿãîì

2015-2019ðð, íà IV êîíôåðåíöi¨ �Îá÷èñëþâàëüíi ìåòîäè i ñèñòåìè ïåðåòâîðå-

ííÿ iíôîðìàöi¨� ó Ôiçèêî-ìåõàíi÷íîìó iíñòèòóòi iìåíi Ã.Â. Êàðïåíêà ì.Ëüâiâ

ó 2016ð., íà XXII Âñåóêðà¨íñüêié íàóêîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè

ïðèêëàäíî¨ ìàòåìàòèêè òà iíôîðìàòèêè� ó Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíi-

âåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ó 2016ð., íà ìiæíàðîäíié íàóêîâié êîíôåðåí-

öi¨ UCAM â Ëüâiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåðñèòåòi iìåíi Iâàíà Ôðàíêà ó

2017ð., íà ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ 11th ISAAC congress ó Linnaeus Universi-

ty, Sweden ó 2017 ð., íà Ìiæíàðîäíié êîíôåðåíöi¨ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêiâ â

Iíñòèòóòi ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¨íè, ì. Êè¨â ó 2017ð., íà Ìiæíàðîäíié íàó-

êîâié êîíôåðåíöi¨ �Ñó÷àñíi ïðîáëåìè ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ, îá÷èñëþ-

âàëüíèõ ìåòîäiâ òà iíôîðìàöiéíèõ òåõíîëîãié� â ÍÓÂÃÏ, ÐÄÃÓ ó ì.Ðiâíå ó

2018ð.

Ïóáëiêàöi¨. Ðåçóëüòàòè äèñåðòàöi¨ îïóáëiêîâàíî â äâîõ ñòàòòÿõ [6, 34] ó

ôàõîâèõ âèäàííÿõ iç ïåðåëiêó, çàòâåðäæåíîãî ÂÀÊ Óêðà¨íè, ó òðüîõ ñòàòòÿõ

[36�38] ó çàêîðäîííèõ ôàõîâèõ æóðíàëàõ. Ñòàòòi [36�38] âõîäÿòü äî íàóêî-

ìåòðè÷íî¨ áàçè äàíèõ Scopus, à [34] � äîWeb of Science. Ó ìàòåðiàëàõ íàóêîâèõ

êîíôåðåíöié îïóáëiêîâàíî øiñòü òåç [2�5,33,35].

Ñòðóêòóðà i îáñÿã äèñåðòàöi¨. Äèñåðòàöiéíà ðîáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç òà-

êèõ ñòðóêòóðíèõ åëåìåíòiâ: âñòóïó, ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ, âèñíîâêiâ, ñïèñêó âè-

êîðèñòàíèõ äæåðåë òà äîäàòêó çi ñïèñêîì ïóáëiêàöié çäîáóâà÷à. Çàãàëüíèé

îáñÿã ðîáîòè ñòàíîâèòü 135 ñòîðiíîê, ìiñòèòü 14 òàáëèöü, 29 ðèñóíêiâ, 108

íàéìåíóâàíü ó ñïèñêó âèêîðèñòàíèõ äæåðåë.
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ÐÎÇÄIË 1

ÎÃËßÄ ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× ÄËß ÅËIÏÒÈ×ÍÎÃÎ

ÐIÂÍßÍÍß ÇI ÇÌIÍÍÈÌÈ ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ ÒÀ

ÍÀÁËÈÆÅÍI ÌÅÒÎÄÈ �Õ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß

Ó öüîìó ðîçäiëi áóäå ðîçãëÿíóòî ôiçè÷íi ÿâèùà, ùî îïèñóþòüñÿ åëiïòè-

÷íèì ðiâíÿííÿì çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè òà ¨õ çàñòîñóâàííÿ ó ðiçíîìàíi-

òíèõ ãàëóçÿõ. Òàêîæ áóäóòü ïðåäñòàâëåíi îñíîâíi òèïè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäå-

ëåé, ùî àñîöiþþòüñÿ ç âiäïîâiäíèìè ïðîöåñàìè. Äåòàëüíèé îïèñ ÷èñåëüíèõ

ìåòîäiâ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷, ¨õ õàðàêòåðèñòèêà, íåäîëiêè òà ïå-

ðåâàãè áóäå íàâåäåíî íàïðèêiíöi ðîçäiëó.

1.1. Îãëÿä ôiçè÷íèõ ÿâèù, ùî îïèñóþòüñÿ åëiïòè÷íèì

ðiâíÿííÿì çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè (ÅÐÇÊ), òà

¨õ âèêîðèñòàííÿ

Êðàéîâi çàäà÷i äëÿ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ÷àñòî

âèíèêàþòü ïiä ÷àñ ìîäåëþâàííÿ ðiçíîìàíiòíèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ, çîêðåìà

òåïëîïåðåíåñåííÿ, åëåêòðîñòàòèêè, äèôóçi¨ äëÿ ôóíêöiîíàëüíî ãðàäóéîâàíèõ

ìàòåðiàëiâ, à òàêîæ ïîòîêó ó ïîðèñòèõ ñåðåäîâèùàõ. Çàçâè÷àé, êîåôiöi¹íò

(ôóíêöiÿ), ùî ïðèñóòíié ó äèôåðåíöiàëüíîìó îïåðàòîði, âiäïîâiäà¹ çà õàðà-

êòåðèñòèêè ìàòåðiàëó (ðå÷îâèíè, òiëà) ó öüîìó ïðîöåñi. Äëÿ ïðèêëàäó, òàêè-

ìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìîæóòü áóòè åëåêòðî-, ãiäðî- ÷è òåïëîïðîâiäíiñòü. Ðiâ-

íÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè îïèñóþòü òàêîæ ñòiéêi ïîòîêè  ðóíòîâèõ

âîä ó íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèùàõ çà çàêîíîì Äàðñi ÷è ó âèïàäêó åëåêòðèêè �

ìîäåëü ãàëüâàíi÷íî¨ êîðîçi¨ ó íåîäíîðiäíèõ åëåêòðîëiòàõ [52,94].

Òàêå ðiâíÿííÿ çóñòði÷à¹òüñÿ, çîêðåìà, i â åëåêòðè÷íié iìïåäàíñíié òîìî-

ãðàôi¨ (ÅIÒ) àáî ïðîñòî iìïåäàíñíié òîìîãðàôi¨ � òåõíiöi ìåäè÷íî¨ âiçóàëiçà-
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öi¨, â ÿêié ïðîâiäíiñòü ÷àñòèíè òiëà âèçíà÷à¹òüñÿ ç åëåêòðè÷íèõ âèìiðþâàíü

íà ïîâåðõíi öüîãî òiëà. Ìåòîþ iìïåäàíñíî¨ òîìîãðàôi¨ ¹ ç'ÿñóâàííÿ åëåêòðè-

÷íîãî îïîðó îðãàíiâ òiëà (åëåêòðè÷íèé îïið iíêîëè íàçèâàþòü iìïåäàíñîì).

Îäíå ç ìîæëèâèõ çàñòîñóâàíü ÅIÒ ïîëÿãà¹ ó ñïîñòåðåæåííi çà ïàöi¹íòàìè

ïiñëÿ òðàíñïëàíòàöi¨ îðãàíiâ. Íàïðèêëàä âiäîìî, ùî òðàíñïëàíòîâàíà íèðêà

çíà÷íî çìiíþ¹ ñâié åëåêòðè÷íèé îïið çàäîâãî äî òîãî, ÿê âiäáóâà¹òüñÿ âiä-

òîðãíåííÿ ¨¨ òiëîì. Òàê, ôiçè÷íèé ïðîöåñ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè ìà¹ìî òiëî

íà ÿêîìó ïðèêðiïëåíi åëåêòðîäè; íà äåÿêi åëåêòðîäè ïîäà¹òüñÿ ñòðóì, à íà

ðåøòi âèìiðþ¹òüñÿ íàïðóãà. Òàêi âèìiðþâàííÿ ïîâòîðþþòüñÿ äîòè, ïîêè íà

âñi åëåêòðîäè íå áóäå ïîäàíî ñòðóì. Ó òàêèé ñïîñiá ñïîñòåðiãà¹ìî ðîçïîäië

íàïðóãè íà ïîâåðõíi òiëà, ÿêèé âèêëèêàíèé åëåêòðè÷íèì îïîðîì âñåðåäèíi

òiëà i ÷åðåç ïiäâåäåíèé ñòðóì. Áiëüøå äåòàëåé ìîæíà çíàéòè â [77].

Çàñòîñóâàííÿ ÅIÒ ìîæíà çíàéòè â òàêèõ ãàëóçÿõ:

• ìåäèöèíà (ìîíiòîðèíã ôóíêöi¨ ëåãåíü, âèÿâëåííÿ ðàêó øêiðè àáî ðàêó

ìîëî÷íî¨ çàëîçè, âiçóàëiçàöiÿ ìîçêó) [77];

• ãåîôiçèêà (ðîçòàøóâàííÿ ïiäçåìíèõ ðîäîâèù, âèÿâëåííÿ âèòîêiâ â ïiä-

çåìíèõ ðåçåðâóàðàõ äëÿ çáåðiãàííÿ) [72,73];

• êîíòðîëü ðóéíóâàííÿ (âèçíà÷åííÿ òðiùèí ó ìàòåðiàëàõ, äiàãíîñòèêà

ôóíêöiîíàëüíî ãðàäóéîâàíèõ ìàòåðiàëiâ) [105,106].

Iíøèì ïðèêëàäîì ôiçè÷íîãî ÿâèùà, ùî îïèñó¹òüñÿ åëiïòè÷íèì ðiâíÿííÿì

çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, ¹ ñòàöiîíàðíà çàäà÷à òåïëîïåðåíåñåííÿ â içîòðî-

ïíîìó íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi äëÿ ïëîñêî¨ îáìåæåíî¨ îáëàñòi iç çàäàíèìè

òåìïåðàòóðîþ òà/÷è òåïëîâèì ïîòîêîì íà ìåæi öi¹¨ îáëàñòi. Ïðèñóòíiñòü ÷è

âiäñóòíiñòü äæåðåëà òåïëà âèçíà÷àòèìå îäíîðiäíiñòü îñíîâíîãî äèôåðåíöi-

àëüíîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ öüîãî ïðèêëàäó âiäîìèé êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi

ñåðåäîâèùà ¹ ôóíêöi¹þ, ùî çàëåæèòü âiä êîîðäèíàò. Öåé ïðèêëàä ¹ ñïðîùå-

ííÿì íåñòàöiîíàðíî¨ çàäà÷i, ùî îïèñó¹òüñÿ ðiâíÿííÿì äèôóçi¨. Íèæ÷å áóäå
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äåòàëüíiøå îïèñàíî ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äëÿ öèõ ôiçè÷íèõ ïðîöåñiâ.

1.2. Îñíîâíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äëÿ ÅÐÇÊ. Ïðÿìi òà

îáåðíåíi ïëîñêi çàäà÷i

Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî áiëüø çàãàëüíå ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹í-

òàìè. Ðiâíÿííÿ äèôóçi¨ â içîòðîïíîìó íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi äëÿ îáìå-

æåíî¨ îáëàñòi D ⊂ R2 ìà¹ âèãëÿä

2∑
i=1

∂

∂xi

[
σ(x)

∂u(x, t)

∂xi

]
= f(x, t) + d(x, t)

∂u(x, t)

∂t
, x ∈ D, t > 0, (1.2.1)

äå u(x, t) � òåìïåðàòóðà, σ(x) � âiäîìèé êîåôiöi¹íò òåïëîïðîâiäíîñòi, f(x, t)

� äæåðåëî òåïëà, d(x, t) � âiäîìèé êîåôiöi¹íò äèôóçi¨, ùî ìîæå çàëåæàòè, ÿê

âiä ïðîñòîðîâèõ êîîðäèíàò, òàê i âiä ÷àñîâî¨ çìiííî¨. Äàíå ðiâíÿííÿ ¹ ëiíié-

íèì ïàðàáîëi÷íèì ðiâíÿííÿì â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ äðóãîãî ïîðÿäêó. ßêùî

äæåðåëî òåïëà âiäñóòí¹, òî (1.2.1) ìîæíà ïåðåïèñàòè òàê

∂u(x, t)

∂t
=

1

d(x, t)
div(σ(x)∇u(x, t)), x ∈ D, t > 0, (1.2.2)

äå div � îïåðàòîð äèâåðãåíöi¨, ∇def= ( ∂
∂x1
, ∂
∂x2

) � îïåðàòîð íàáëà àáî ãðàäi¹íò

(âåêòîð ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ ïî çìiííié x).

Ó ñòàöiîíàðíîìó âèïàäêó, ââàæàþ÷è ùî d ¹ êîíñòàíòîþ, öå ðiâíÿííÿ çâî-

äèòüñÿ äî

Lu := div(σ∇u) = 0 â D. (1.2.3)

Ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2.3) ¹ îá'¹êòîì äîñëiäæåííÿ

â öié ðîáîòi. Íàäàëi äëÿ (1.2.3) áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ñêîðî÷åííÿ ÅÐÇÊ

(åëiïòè÷íå ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôi¹íòàìè). Çàóâàæèìî, ùî ÅÐÇÊ íàçè-

âàþòü òàêîæ ðiâíÿííÿì ïðîâiäíîñòi, ðiâíÿííÿì ÅIÒ [77] àáî óçàãàëüíåíèì

ðiâíÿííÿì Ëàïëàñà [92,101,102]. Íåîäíîðiäíå ÅÐÇÊ íàçèâàþòü ñòàöiîíàðíèì

ðiâíÿííÿì òåïëîïðîâiäíîñòi [16].
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Äëÿ îïåðàòîðà L, ÿê i äëÿ îïåðàòîðà Ëàïëàñà, ìîæíà çàïèñàòè âiäïîâiäíi

ôîðìóëè Ãðiíà [7]. Íåõàé îáëàñòü D îáìåæåíà ãëàäêîþ çàìêíåíîþ ìåæåþ Γ.

Òîäi, äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié u, v ∈ C1(D)∩C2(D), σ ∈ C∞(D) ñïðàâåäëèâîþ

¹ ðiâíiñòü ∫
D

vLu dx =

∫
.

σv
∂u

∂ν
dS −

∫
D

σ∇u∇v dx. (1.2.4)

Ôîðìóëó (1.2.4) íàçèâàþòü ïåðøîþ ôîðìóëîþ Ãðiíà. Ïðîâiâøè íåñêëàäíi

ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà îòðèìàòè äðóãó ôîðìóëó Ãðiíà∫
D

{vLu− uLv} dx =

∫
.

σ

{
v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν

}
dS. (1.2.5)

Âèêîðèñòîâóþ÷è òåðìiíîëîãiþ ç [76,77], äâi çàäà÷i áóäåìî íàçèâàòè îáåð-

íåíèìè îäíà âiäíîñíî iíøî¨, ÿêùî ôîðìóëþâàííÿ êîæíî¨ ç íèõ âèìàãà¹ ïîâ-

íîãî ÷è ÷àñòêîâîãî çíàííÿ ïðî ðîçâ'ÿçîê iíøî¨. Çàçâè÷àé, áiëüø äîñëiäæåíó

çàäà÷ó íàçèâàþòü ïðÿìîþ, òîäi, ÿê iíøó çàäà÷ó íàçèâàþòü îáåðíåíîþ, i ÿêà

÷àñòî ¹ íåêîðåêòíîþ çà Àäàìàðîì ó ñåíñi âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó çà

âõiäíèìè äàíèìè.

Ó öié ðîáîòi áóäå ðîçãëÿíóòî:

• ïðÿìi ïëîñêi çàäà÷i â îäíîçâ'ÿçíèõ òà äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ (êðàéî-

âi çàäà÷i Äiðiõëå, Íåéìàíà; ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà òà

Íåéìàíà-Äiðiõëå);

• îáåðíåíó çàäà÷ó ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi (çàäà÷à Êîøi ó äâîçâ'ÿçíié îáëà-

ñòi).

Ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ, ùî âiäïîâiäà¹ ñòàöiîíàðíié çàäà÷i òåïëîïåðåíå-

ñåííÿ â içîòðîïíîìó íåîäíîðiäíîìó ñåðåäîâèùi äëÿ äâîâèìiðíî¨ îäíîçâ'ÿçíî¨

îáìåæåíî¨ îáëàñòi iç çàäàíîþ òåìïåðàòóðîþ íà ìåæi ¹ êðàéîâà çàäà÷à Äiði-

õëå. Ó âèïàäêó, êîëè íà ìåæi ¹ âiäîìå çíà÷åííÿ ïîòîêó (σ ∂u∂ν ) � îòðèìà¹ìî

çàäà÷ó Íåéìàíà.
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Ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé ïîëÿãàþòü ó çíàõîäæåííi

ðîçïîäiëó òåìïåðàòóðè â îáëàñòi çà âiäîìèìè çíà÷åííÿìè òåìïåðàòóðè òà

òåïëîâîãî ïîòîêó íà ÷àñòèíi ìåæi.

Îñíîâíîþ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ äëÿ ÅÐÇÊ ¹ çàäà÷à iìïåäàíñíî¨ òîìîãðàôi¨,

ÿêà ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî ìàþ÷è âèìiðÿíi çíà÷åííÿ u òà ïîòîêó σ ∂u∂ν íà ìåæi Γ

ïîòðiáíî çíàéòè íåâiäîìå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ σ â D, ïðî ùî éøëîñü ðàíiøå. Çà-

äà÷à iìïåäàíñíî¨ òîìîãðàôi¨ ¹ ïðèêëàäîì çàäà÷i ç ïàðàìåòðîì iäåíòèôiêàöi¨

äëÿ äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ [77].

Iíøîþ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ, ÿêó ìîæíà ðîçãëÿäàòè, àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó

äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà [46,49], ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi ¹ çàäà÷à Êîøi. Ó êîíòåêñòi

çàäà÷i ÅIÒ ¨¨ ìîæíà òðàêòóâàòè òàê: çà äàíèìè çíà÷åííÿìè íàïðóãè òà ñòðóìó

íà çîâíiøíié ãðàíèöi, à òàêîæ âiäîìèì êîåôiöi¹íòîì ïðîâiäíîñòi, ïîòðiáíî

çíàéòè ðîçïîäië íàïðóãè òà ñòðóìó íà âíóòðiøíié ãðàíèöi.

1.3. Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÅÐÇÊ òà ¨õ àíàëiç

Îäíèì çi ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2.3) ¹ ìå-

òîä ñiòîê, ÿêèé ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi âiäïîâiäíèõ ðiçíèöåâèõ ñõåì [10]. Ó öüîìó

âèïàäêó ïëîùèíó ïîêðèâàþòü ïðÿìîêóòíîþ ñiòêîþ òà ðîçãëÿäàþòü âóçëè,

ùî íàëåæàòü îáëàñòi àáî ëåæàòü íà ìåæi (à òàêîæ, ìîæëèâî, âóçëè ñóìi-

æíi ç íèìè), à äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð çàìiíþþòü íà ðiçíèöåâèé ÷åðåç

íàáëèæåííÿ ñêií÷åííèìè ðiçíèöÿìè íà îñíîâi ïåâíîãî øàáëîíó, ùî âèçíà÷à-

òèìå ïîðÿäîê àïðîêñèìàöi¨. Ïðè öüîìó òàêîæ ïîòðiáíî âðàõîâóâàòè êðàéîâi

óìîâè. Äàíèé ìåòîä ìà¹ ïåðåâàãó ó çàñòîñóâàííi äëÿ îáëàñòåé ç ïðîñòèìè

êîíôiãóðàöiÿìè ìåæi (êâàäðàò, ïðÿìîêóòíèê). Âèêîðèñòàííÿ öüîãî ïiäõîäó

äëÿ ðiâíÿíü çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè íàâåäåíî, çîêðåìà, â [31,104].

Iíøèì ñïîñîáîì, ùî ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiçíîìàíi-

òíèõ çàäà÷ ¹ ìåòîä ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ (ÌÑÅ). Iäåÿ ìåòîäó ïîëÿãà¹ â òîìó,

ùî ðîçâ'ÿçîê ïîäàþòü ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ ôóíêöié, ïðè
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öüîìó ðîçãëÿäàþòü âàðiàöiéíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i, à ñàìó îáëàñòü ðîçáèâàþòü

íà åëåìåíòè (òðèàíãóëþþòü). Çàëåæíî âiä âèãëÿäó ñêií÷åííèõ åëåìåíòiâ òà

âëàñòèâîñòåé áàçèñíèõ ôóíêöié ìîæíà îòðèìóâàòè ðiçíi àïðîñèìàöiéíi ñõå-

ìè. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó ðåàëiçîâàíî â áàãàòüîõ ìàòåìàòè÷íèõ ïàêåòàõ,

ñåðåä ÿêèõ MATLAB òà COMSOL. Ìîäèôiêàöi¨ ÌÑÅ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ íå-

îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà çíàéòè â [28,74].

Îêðåìî ìîæíà âèäiëèòè çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ ôóíêöi¨ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨.

Òàê, ó [19, 96] âèêîðèñòàíî iíòåãðàëüíó ôîðìóëó Êîøi äëÿ ïðèâåäåííÿ äî

ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ êîìïëåêñíî¨ çìiííî¨ òà ïîäàëüøå ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.

Çàãàëîì, äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ åëiïòè÷íèõ çàäà÷ åôåêòèâíèì òà äîáðå äî-

ñëiäæåíèì ¹ ìåòîä ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé ìà¹ ðÿä ïåðåâàã

ïîðiâíÿíî ç iíøèìè ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. Îäíi¹þ ç îñíîâíèõ ïåðåâàã ¹ çìåí-

øåííÿ ðîçìiðíîñòi çàäà÷i. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ öüîãî ìåòîäó íåîáõiäíî çíàòè

ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, îñíîâíi ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ ÿêîãî ðîçãëÿíóòî

â [41]. Ôóíäàìåíòàëüíi ðîçâ'ÿçêè äëÿ äåÿêèõ åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü ó ÷àñòêîâèõ

ïîõiäíèõ íàâåäåíi ó [40, 61, 78, 95], ïðîòå ó âèïàäêó ÅÐÇÊ ôóíäàìåíòàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çíàéòè ëèøå äëÿ äåÿêèõ σ.

Äëÿ ðiâíÿííÿ (1.2.3), äå ôóíêöiÿ σ çàëåæèòü ëèøå âiä îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨

çìiííî¨ áóëî çíàéäåíî âèãëÿä ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, ùî ìiñòèòü â ñîái

ðÿä [59]. Îäíàê, çàñòîñîâíiñòü öüîãî ðîçâ'ÿçêó çàëåæèòü âiä çáiæíîñòi ðÿäó,

ÿêó áóëî äîâåäåíî ëèøå äëÿ ïåâíîãî âèãëÿäó σ (äåòàëi â [42]), à îòæå íàêëà-

äàþòüñÿ äåÿêi îáìåæåííÿ. Çãîäîì çíàõîäæåííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

áóëî ðîçøèðåíî äî êëàñó ðiâíÿíü, äå çìiííi êîåôiöi¹íòè ïîäàþòüñÿ ó âèãëÿäi

äîáóòêó äâîõ ôóíêöié, êîæíà ç ÿêèõ çàëåæèòü ëèøå âiä îäíi¹¨ ïðîñòîðîâî¨

çìiííî¨ âiäìiííî¨ âiä iíøî¨, òîáòî σ(x1, x2) ìîæíà ïîäàòè ÿê σ1(x1)σ2(x2) [20].

Ùå îäíèì âàðiàíòîì ¹ âèêîðèñòàííÿ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó íå äëÿ

ÅÐÇÊ, àëå äî ðiâíÿííÿ, äî ÿêîãî áóëî çâåäåíî ÅÐÇÊ, i äëÿ ÿêîãî, âiäïîâiäíî,

¹ âiäîìèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê [101,102]. Ïåðøèé êðîê ó òàêié ïðîöå-
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äóði ïîëÿãà¹ â óíèêíåííi ïåðøèõ ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ïiñëÿ

çàïèñó ðiâíÿííÿ (1.2.3) ÷åðåç îïåðàòîð Ëàïëàñà òà ñêàëÿðíèé äîáóòîê ãðàäi-

¹íòiâ. Íàñòóïíèì êðîêîì ¹ íàáëèæåííÿ ïåðåòâîðåíîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè

êîåôiöi¹íòàìè äî ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè. Ïðîòå, òàêå ìîæëèâî çäiéíèòè ëèøå

â äåÿêèõ âèïàäêàõ, à ñàìå òîäi, êîëè äåÿêà äîïîìiæíà ôóíêöiÿ íå ñèëüíî

çìiíþ¹òüñÿ â îáëàñòi.

Îòæå, äëÿ çàäàíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ â ÷àñòêîâèõ ïîõiäíèõ çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê çàãàëîì íåìîæëèâî çíà-

éòè â ÿâíîìó âèãëÿäi, à çâiäñè, ïiäõîäè íà îñíîâi iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü çàñòî-

ñîâóþòüñÿ çíà÷íî ðiäøå äëÿ òàêèõ çàäà÷.

Iíøèì ìåòîäîì, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÅÐÇÊ ¹ ìåòîä

ïîäâiéíîãî çàìiùåííÿ (ÌÏÇ, àíãë. DRM - dual reciprocity method), ðîçðîáëå-

íèé Nardini, Brebbia ó [93]. ÌÏÇ áóâ çàïðîïîíîâàíèé â çàäà÷àõ åëàñòîäèíà-

ìiêè, à çãîäîì ðîçøèðåíèé i íà iíøi òèïè çàäà÷. Äàíèé ïiäõiä ÷àñòî ðîçãëÿ-

äàþòü ðàçîì ç ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ (ÌÃÅ) òà íàçèâàþòü ìåòîäîì

ãðàíè÷íèõ åëåìåíòiâ ç ïîäâiéíèì çàìiùåííÿì (ÌÃÅ-ÏÇ, àíãë. DR-BEM �

dual reciprocity-boundary element method). Îñíîâíà éîãî iäåÿ â òîìó, ùî ÌÃÅ

çàñòîñîâóþòü íå äî îñíîâíîãî ðiâíÿííÿ, àëå äî ñóìiæíîãî (ïåðåâàæíî öå ðiâ-

íÿííÿ Ëàïëàñà). Çàìiñòü ÅÐÇÊ ðîçãëÿäàþòü ðiâíÿííÿ Ïóàññîíà, äå ïðàâà

÷àñòèíà ðiâíîñòi ¹ òàê çâàíîþ ôîðñóþ÷îþ ôóíêöi¹þ (àíãë. forcing function),

ÿêà ìîæå çàëåæàòè âiä ïðîñòîðîâèõ çìiííèõ, çìiííî¨ ïî ÷àñó ÷è ôóíêöi¨, íà

ÿêó äi¹ îïåðàòîð Ëàïëàñà (ôàêòè÷íî, ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðà Ëàïëàñà ïðè-

ðiâíþþòü äî ôîðñóþ÷î¨ ôóíêöi¨). Äàëi ôîðñóþ÷ó ôóíêöiþ ïîäàþòü ó âèãëÿäi

ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ äåÿêèõ àïðîêñèìóþ÷èõ ôóíêöié, ÿêi ïîòðiáíî ïðàâèëüíî

ïiäiáðàòè. ×àñòî ¨õ îáèðàþòü ó âèãëÿäi ðàäiàëüíèõ áàçèñíèõ ôóíêöié (ÐÁÔ,

àíãë. RBF � radial basis functions), ùî ¹ óçàãàëüíåííÿìè êóái÷íèõ ñïëàéíiâ ó

áàãàòîâèìiðíîìó âèïàäêó. Ïî ñóòi, ÌÃÅ-ÏÇ áóäó¹ íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿê

ñóìó ëîêàëüíèõ ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ [42]. Îòæå, çàãàëîì, äëÿ âõiäíîãî ðiâíÿ-

ííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
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äëÿ ðiâíÿííÿ çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìîæíà îòðèìàòè ãðàíè÷íå iíòåãðàëü-

íå ðiâíÿííÿ.

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî ÌÏÇ âèêîðèñòîâóþòü i äëÿ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷.

Çàñòîñóâàííÿ ÌÃÅ-ÏÇ äî ÅÐÇÊ íàâåäåíî â [72,73]. Ïåðåâàãîþ öüîãî ìåòîäó

¹ óíèêíåííÿ îá÷èñëåíü ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ, à òàêîæ äîñòàòíiñòü âõiäíèõ

äàíèõ ó äèñêðåòíîìó âèãëÿäi, òîáòî çíà÷åíü â äåÿêèõ òî÷êàõ. Íåäîëiêîì ¹ òå,

ùî â äåÿêèõ âèïàäêàõ âiäøóêàííÿ ÷àñòêîâèõ ðîçâ'ÿçêiâ ¹ ñêëàäíîþ çàäà÷åþ i

äëÿ âiäîìèõ ôóíêöié çàñòîñîâóþòü àïðîêñèìàöiþ ÐÁÔ. Êðiì òîãî, ó âèïàäêó

ñèëüíî íåîäíîðiäíèõ ñåðåäîâèù äëÿ ïîêðàùåííÿ òî÷íîñòi ïîòðiáíî çíà÷íî

çáiëüøóâàòè êiëüêiñòü âóçëiâ, ùî ïðèçâîäèòü äî âèòðàòíîñòi â çàñòîñóâàííi.

Äåòàëüíiøå ïðî ÌÏÇ äèâ. â [97,100].

Îïèñàíi âèùå ìåòîäè íàìàãàþòüñÿ óíèêíóòè îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíèõ iíòå-

ãðàëiâ ïðè çâåäåííi äèôåðåíöiàëüíî¨ çàäà÷i äî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ, ïðî-

òå, ìîæíà ðîçãëÿäàòè çàãàëüíèé âèïàäîê, ùî íå çìåíøó¹ ðîçìiðíiñòü çàäà-

÷i, îäíàê ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (÷è ñèñòåìó) ç iíòå-

ãðàëàìè ïî îáëàñòi. Òîìó, îêðiì ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, äëÿ çàäà÷ çi

çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè âèêîðòîâóþòü òàê çâàíèé ïàðàìåòðèêñ [98]. Ó âè-

ïàäêó åëiïòè÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ïàðàìåòðèêñ òàêîæ âiäîìèé ÿê

ôóíêöiÿ Ëåâi [9]. Ñòðàòåãiÿ çàñòîñóâàííÿ äðóãî¨ ôîðìóëè Ãðiíà (1.2.5) ó ïî-

¹äíàííi ç ôóíêöi¹þ Ëåâi äëÿ îòðèìàííÿ ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ

(÷è iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíèõ) ðiâíÿíü íàâåäåíà â ïðàöÿõ Al-Jawary, Mikhai-

lov [17, 18, 53, 85, 86]. I õî÷à, çàãàëîì, ó öèõ ïðàöÿõ ðîçãëÿäàþòü íåîäíîðiäíå

ðiâíÿííÿ, îñíîâíà iäåÿ ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî, ïiäñòàâëÿþ÷è ó äðóãó ôîðìó-

ëó Ãðiíà (1.2.5) óÿâíî âiäîìèé ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿê ôóíêöiþ v,

îòðèìóþòü òðåòþ òîòîæíiñòü Ãðiíà, äî ÿêî¨, âæå çàìiñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî

ðîçâ'ÿçêó âèêîðèñòîâóþòü ïàðàìåòðèêñ P , âëàñòèâîñòi ÿêîãî áóäóòü îïèñàíi

ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi. Îòðèìàíà òîòîæíiñòü çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ôîðìóëþâàí-

íÿ ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâîãî iíòåãðàëüíîãî (ÃÏIÐ) ÷è iíòåãðî-äèôðåíöiàëüíîãî

ðiâíÿííÿ.



24

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ðîçãëÿäàþòü äâà òèïè ÃÏIÐ. ÃÏIÐ íàçèâàþòü îá'¹ä-

íàíèì (àíãë. united), ÿêùî íåâiäîìà ôóíêöiÿ íà ãðàíèöi ¹ ïðîñòî ñëiäîì ôóí-

êöi¨ ç îáëàñòi, íà ïðîòèâàãó, òàê çâàíîìó, âiäîêðåìëåíîìó (àíãë. segregated)

ÃÏIÐ, äå íåâiäîìi ãðàíè÷íi ôóíêöi¨ ðîçãëÿäàþòü ÿê ôîðìàëüíî íåçàëåæíi

(äèâ. [87, 89]).

Äàëi, âðàõîâóþ÷è êðàéîâi óìîâè îäåðæóþòü âiäïîâiäíi ñèñòåìè iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü. Îäèí çi ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì ïîëÿãà¹ ó äèñêðå-

òèçàöi¨ (òðèàíãóëÿöi¨) îáëàñòi òà çàñòîñóâàííi ìåòîäó êîëîêàöi¨, ùî ïðèâîäèòü

äî ïîâíiñòþ çàïîâíåíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü. Äëÿ îá÷èñëå-

ííÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ òà óíèêíåííÿ â íèõ ñëàáêî¨ îñîáëèâîñòi âèêîðèñòî-

âóþòü ïåðåòâîðåííÿ Äàôôi (Du�y) [64].

Îñêiëüêè îòðèìóþòü ïîâíiñòþ çàïîâíåíó ñèñòåìó ðiâíÿíü, òî äëÿ òîãî,

ùîá çðîáèòè ìåòîä åôåêòèâíèì íà ðiâíi ç ÌÑÅ, äå ìàòðèöÿ ¹ ðîçðiäæå-

íà, ââîäÿòü òà âèêîðèñòîâóþòü ëîêàëiçîâàíi ïàðàìåòðèêñè (àíãë. localized

parametrices). Ôàêòè÷íî, çàñòîñóâàííÿ ìîäèôiêàöié ïàðàìåòðèêñà âiäáóâà¹-

òüñÿ ÷åðåç ìíîæåííÿ íà ôóíêöiþ, ùî çàáåçïå÷èòü ïîòðiáíi âëàñòèâîñòi, íåîá-

õiäíi äëÿ ðîçðiäæåííÿ ìàòðèöi ñèñòåìè ðiâíÿíü. Äåÿêi ðåçóëüòàòè íà îñíîâi

òàêîãî ïiäõîäó ¹ íàâåäåíi äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà â [90].

Ó ïðàöi [89] äèñêðåòèçàöiÿ îáëàñòi çäiéñíþ¹òüñÿ ñêëàäíiøèìè åëåìåíòàìè

(÷îòèðèêóòíèêàìè). Ïîäiáíî äî àïðîêñèìàöi¨ ñêií÷åííèìè åëåìåíòàìè íåâi-

äîìà ôóíêöiÿ iíòåðïîëþ¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ó

äåÿêèõ âèçíà÷åíèõ âóçëàõ òà áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ âèêîðèñòîâóþòü êâàäðàòóðíi ôîðìóëè

Ãàóññà-Ëåæàíäðà òà çãàäàíå ðàíiøå ïåðåòâîðåííÿ Äàôôi.

Îêðiì ñòàíäàðòíèõ ïiäõîäiâ äëÿ îá÷èñëåííÿ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ òà ÷è-

ñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÃÏIÐ, ìîæíà òàêîæ ñêîðèñòàòèñü ìåòîäîì ðàäiàëüíî-

ãî iíòåãðóâàííÿ ÌÐI (àíãë. radial integration method � RIM), ùî áóâ ðîçðîáëå-

íèé âiäíîñíî íåùîäàâíî Gao [66]. Öåé ìåòîä äà¹ çìîãó îá÷èñëþâàòè çàìiñòü

ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ ãðàíè÷íi, i ïiä ÷àñ öi¹¨ òðàíñôîðìàöi¨ óñóâàòè ðiçíi òèïè
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îñîáëèâîñòåé. Ïåðåâàãîþ öüîãî ìåòîäó ¹ é òå, ùî éîãî êðîêè ¹ óíiâåðñàëüíi

òà îäíîòèïíi äëÿ ðiçíèõ ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó ¹

äîâîëi ïîøèðåíèì, íàïðèêëàä, äèâ. [18,65,67,68], çâàæàþ÷è íà éîãî ïðîñòîòó.

Êîðèñíèì ÌÐI ¹ äëÿ çàäà÷ ç íåîäíîðiäíèì ÅÐÇÊ, äå ç âèêîðèñòàííÿì òðå-

òüî¨ ôîðìóëè Ãðiíà ó ïðàâié ÷àñòèíi îòðèìóþòü ïîäâiéíèé iíòåãðàë ç âiäîìîþ

ïiäiíòåãðàëüíîþ ôóíêöi¹þ, ÿêèé ìîæíà ëåãêî çâåñòè äî ãðàíè÷íîãî iíòåãðà-

ëà. Îáìåæåííÿì ÌÐI ¹ òå, ùî ó âèïàäêó íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ ïiä iíòåãðàëîì,

ïîòðiáíî ðîáèòè àïðîêñèìàöiþ iíòåãðàíäà äåÿêèìè áàçèñíèìè ôóíêöiÿìè,

íàïðèêëàä ÐÁÔ.

Ó öié ðîáîòi ïðîïîíó¹òüñÿ âèêîðèñòàííÿ íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü ç âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ ïîòåíöiàëó òà ôóíêöi¨ Ëåâi. Òàêèé ïiäõiä âè-

ãëÿäà¹ ìåíø âèâ÷åíèì, íiæ ïîâ'ÿçàíà ç íèì ñòðàòåãiÿ âèêîðèñòàííÿ ôîðìóë

Ãðiíà. Çàçíà÷èìî, ùî ïðèâåäåííÿ êðàéîâî¨ çàäà÷i äî ÃÏIÐ íå çìåíøó¹ ðîç-

ìiðíiñòü çàäà÷i, ïðîòå öå ïðèâåäåííÿ ìîæå áóòè êîðèñíèì, îñêiëüêè âîíî

âêëþ÷à¹ iíòåãðàëè. Íàïðèêëàä, ó ìåòîäàõ ðåãóëÿðèçàöi¨ äëÿ îáåðíåíèõ íåêî-

ðåêòíèõ çàäà÷, ÷àñòî ïîòðiáíî çíàéòè i âèêîðèñòîâóâàòè ñïðÿæåíèé îïåðàòîð.

Ìàþ÷è êðàéîâó çàäà÷ó ó âèãëÿäi iíòåãðàëüíîãî ïîäàííÿ ìîæíà ïîëåãøèòè

ïîøóê ñïðÿæåíîãî îïåðàòîðà.

Äëÿ äèñêðåòèçàöi¨ òà ÷èñåëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

óñïiøíî âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä Íèñòðüîìà [45�47, 50, 78], òîìó â äèñåðòàöi¨

áóäå îêðåñëåíî îäíó ìîäèôiêàöiþ òàêîãî ìåòîäó, ùî ¹ çðó÷íîþ òà ïðîñòîþ ó

êîìï'þòåðíié iìïëåìåíòàöi¨ äëÿ âiäïîâiäíîãî ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâîãî ôîðìó-

ëþâàííÿ.

Êðiì êîðåêòíèõ ïëîñêèõ êðàéîâèõ çàäà÷, îñíîâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ÿêèõ íàâåäåíî âèùå, áóäå ðîçãëÿíóòî òàêîæ çàäà÷ó Êîøi äëÿ ÅÐÇÊ, ÿêà ïî-

ëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi äàíèõ Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíèöi çà âiäîìèì çíà÷åííÿ-

ìè íà çîâíiøíié ó âèïàäêó äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi. Çàäà÷à Êîøi äëÿ åëiïòè÷íèõ

ðiâíÿíü ¹ êëàñè÷íèì ïðèêëàäîì íåêîðåêòíî¨ îáåðíåíî¨ ïðîáëåìè. Íåêîðå-

êòíiñòü çàäà÷i ïîëÿãà¹ ó âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó çà âõiäíèìè äàíèìè,
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à îòæå íåîáõiäíà ðåãóëÿðèçàöiÿ. Òàê, íàïðèêëàä, ó [46] ïðîäåìîíñòðîâàíî

ðåãóëÿðèçóþ÷èé ìåòîä ç âèêîðèñòàííÿì ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó äëÿ îòðè-

ìàííÿ ñòiéêîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ó

âèïàäêó äâîâèìiðíèõ òà òðèâèìiðíèõ îáëàñòåé. Öåé ìåòîä ïîáóäîâàíèé íà

îñíîâi iäåé íàâåäåíèõ ó [43, 80]. Ó [14] äîñëiäæåíî ñêëàäíiñòü ïðîåêöiéíèõ

ìåòîäiâ äëÿ íåêîðåêòíèõ çàäà÷. Ó äèñåðòàöi¨ áóäå ðîçãëÿíóòî â ïåâíié ìiði

ïðîäîâæåííÿ ðîáîòè [46] ÷åðåç ðîçãëÿä ðiâíÿííÿ ç ïðîñòîðîâî çàëåæíèìè êî-

åôiöi¹íòàìè (ÅÐÇÊ çàìiñòü ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà) òà âèêîðèñòàííÿ ïàðàìåòðèêñ-

ïîòåíöiàëiâ ó íåïðÿìîìó ìåòîäi ðàçîì ç ðåãóëÿðèçàöi¹þ Òiõîíîâà.

Ùå îäíèì ìåòîäîì äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi ¹ àëüòåðíóþ÷èé iòåðà-

öiéíèé ìåòîä [12], ÿêèé ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ äåÿêèõ íå-

êîðåêòíèõ çàäà÷, çîêðåìà äëÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ñàìîñïðÿæåíèõ ñòðîãî åëiïòè-

÷íèõ îïåðàòîðiâ. ×èñåëüíi ðåàëiçàöi¨ àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó äëÿ çàäà÷i Êîøi

íà äàíèé ìîìåíò áóëî çäiéñíåíî ëèøå äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè,

íàïðèêëàä, äèâ. [26,32]. Çàãàëîì, áóäü-ÿêèé ñòàíäàðòíèé ñïîñiá äèñêðåòèçàöi¨

îáëàñòi ìîæå áóòè çàñòîñîâàíî äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ êðàéî-

âèõ çàäà÷, ùî ç'ÿâëÿþòüñÿ íà êîæíîìó êðîöi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó. Â àëüòåð-

íóþ÷îìó ìåòîäi îòðèìó¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòü íàáëèæåíü íåâiäîìèõ ôóíêöié íà

âíóòðiøíié ãðàíèöi, i íà êîæíié iòåðàöi¨ ëèøå äàíi íà ìåæi ïîòðåáóþòü îíîâ-

ëåííÿ. Òîìó, äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè âèãiäíî âèêîðèñòîâóâàòè

ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ ìiøàíèõ çàäà÷, îñêiëüêè

òàê ìè çìåíøó¹ìî ðîçìiðíiñòü çàäà÷i, äèâ. [39, 82].

Ó äèñåðòàöi¨ äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ

ÅÐÇÊ áóäå íàâåäåíî ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äå, âèêîðèñòîâóþ÷è êîí-

öåïöiþ ïàðàìåòðèêñà, çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ÃÏIÐ ç íåâiäîìèìè ãó-

ñòèíàìè íà ãðàíèöi òà â îáëàñòi. Ðîçðîáëåíèé ïiäõiä äîáðå ïiäõîäèòü äëÿ

çàñòîñóâàííÿ ó ïî¹äíàííi ç àëüòåðíóþ÷èì ìåòîäîì, îñêiëüêè ÷åðåç ïîäàííÿ

ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi ñóìè ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëiâ íà êîæíié iòåðàöi¨, ìà¹ìî

ÿâíi âèðàçè äëÿ ðîçâ'ÿçêó íà âíóòðiøíié ãðàíèöi.
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Iíøèì iòåðàöiéíèì ðåãóëÿðèçóþ÷èì ìåòîäîì, ùî çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ðîç-

â'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi ¹ ìåòîä Ëàíäâåáåðà [49,81]. Íà êîæíîìó êðîöi öüîãî

ìåòîäó òàêîæ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äâi ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i. Äëÿ âèêîðèñòàííÿ

öüîãî ìåòîäó ïîòðiáíî ìàòè iíôîðìàöiþ ïðî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð äî îïåðà-

òîðà çàäà÷i Êîøi. Ó ðîáîòi áóäå ðîçãëÿíóòî ñõåìó ìåòîäó Ëàíäâåáåðà äëÿ

ÅÐÇÊ òà ¨¨ ÷èñåëüíó ðåàëiçàöiþ.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 1

Ó öüîìó ðîçäiëi áóëî çðîáëåíî êîðîòêèé îãëÿä îñíîâíèõ ôiçè÷íèõ ÿâèù

äëÿ ÅÐÇÊ òà íàâåäåíî âiäïîâiäíi ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi äëÿ ïëîñêèõ çàäà÷.

Ðîçãëÿíóòî îñíîâíi ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ äèôåðåíöiàëüíèõ çàäà÷, ùî,

çîêðåìà, ïðèâîäÿòü äî ðîáîòè íàä åêâiâàëåíòíîþ ñèñòåìîþ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü. Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ïiäõiä íà îñíîâi âèêîðèñòàííÿ ôóíêöi¨ Ëåâi i âiä-

ïîâiäíèõ ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöàëiâ.
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ÐÎÇÄIË 2

×ÈÑÅËÜÍÅ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ× ÄIÐIÕËÅ ÒÀ

ÍÅÉÌÀÍÀ Â ÎÄÍÎÇÂ'ßÇÍIÉ ÎÁËÀÑÒI

Ó äàíîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ âíóòðiøíiõ êðàéî-

âèõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íåéìàíà äëÿ ÅÐÇÊ â îäíîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Ó ïiäðîçäiëi

2.1 ðîçãëÿíóòî êðàéîâó çàäà÷ó Äiðiõëå. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîíÿòòÿ ïàðàìåòðè-

êñà, ¨¨ çâåäåíî äî ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêó

ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè äëÿ äâîõ íåâiäîìèõ ãóñòèí. ×åðåç çàìiíó çìiííèõ ó ïî-

äâiéíèõ iíòåãðàëàõ, äå âèêîðèñòàíî ãîìîòåòè÷íå ñòèñíåííÿ ãðàíè÷íî¨ êðèâî¨

îáëàñòi, îòðèìàíî ïàðàìåòðèçîâàíó ñèñòåìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü. Äëÿ âè-

êîðèñòàííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë âèäiëåíî îñîáëèâîñòi ó âiäïîâiäíèõ ÿäðàõ,

äëÿ ïîâíî¨ äèñêðåòèçàöi¨ ñèñòåìè çàñòîñîâàíî ìåòîä Íèñòðüîìà, à òàêîæ íà-

âåäåíî ïîäàííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi. Ïîäiáíèé àëãîðèòì çíàõî-

äæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 2.2.

×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè äëÿ îáîõ çàäà÷ äëÿ ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ, âêëþ÷íî ç

âiäïîâiäíèìè ïîõèáêàìè â îáëàñòi, íàâåäíî ó ïiäðîçäiëi 2.3.

2.1. Çàäà÷à Äiðiõëå òà ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

2.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà çâåäåííÿ äî ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðî-

ñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Íåõàé D ⊂ R2 � îáìåæåíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ç ìåæåþ Γ ∈ C2. Ðîçãëÿ-

íåìî âíóòðiøíþ êðàéîâó çàäà÷ó Äiðiõëå äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1.2.3), à

ñàìå

div(σ(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D, (2.1.1)

u = f íà Γ, (2.1.2)
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äå σ ∈ C∞(D), σ > 0 i f ∈ C(Γ) � çàäàíi ôóíêöi¨, u ∈ C2(D) ∩ C(D) �

øóêàíà ôóíêöiÿ.

Òåîðåìà 2.1.1. Çàäà÷à Äiðiõëå (2.1.1)-(2.1.2) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ íà îñíîâi ïðèíöèïó ìàêñèìóìó (äèâ. [9, c. 17]).

Òåîðåìà 2.1.2. Äëÿ f ∈ C(Γ) çàäà÷à Äiðiõëå (2.1.1)-(2.1.2) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Äèâ. [69, ò. 6.13].

Îñêiëüêè, çàãàëîì, ÿâíîãî âèãëÿäó ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ îñ-

íîâíîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (2.1.1) íåìà¹, îêðiì âèïàäêiâ, êîëè σ ¹

ñòàëîþ, òî íåìà¹ i ñïîñîáó, ùîá çâåñòè êðàéîâó çàäà÷ó (2.1.1)�(2.1.2) äî ãðà-

íè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ. Ïðîòå, äëÿ ðiâíÿííÿ (2.1.1) ìîæíà âèêîðè-

ñòàòè àëüòåðíàòèâó � òàê çâàíèé ïàðàìåòðèêñ.

Äëÿ âèçíà÷åííÿ ïàðàìåòðèêñà, à çãîäîì i âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëiâ, áóäåìî

ââàæàòè, ùî σ ∈ C∞(R2) òà σ > 0.

Îçíà÷åííÿ 2.1.3. Ôóíêöiÿ P (x, y), x, y ∈ R2, íàçèâà¹òüñÿ ïàðàìåòðèêñîì

(àáî ôóíêöi¹þ Ëåâi) äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðà L, ÿêùî

LxP (x, y) = δ(x− y) +R(x, y),

äå δ � äåëüòà-ôóíêöiÿ Äiðàêà i ôóíêöiÿ çàëèøêó R ìà¹ ñëàáêó îñîáëèâiñòü

ïðè x = y.

Äëÿ îïåðàòîðà â (2.1.1) ôóíêöiþ Ëåâi ìîæíà âçÿòè ó âèãëÿäi

P (x, y) =
ln |x− y|
2πσ(y)

, x, y ∈ R2, x 6= y. (2.1.3)

Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöiÿ çàëèøêó ¹ òàêîþ

R(x, y) =
(x− y) · ∇σ(x)

2πσ(y)|x− y|2 , x, y ∈ R2, x 6= y. (2.1.4)
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Çàóâàæåííÿ 2.1.4. Ó ôîðìóëi (2.1.4) i äàëi, ñèìâîë �·� ïîçíà÷à¹ ñêàëÿðíèé

äîáóòîê äâîõ åëåìåíòiâ ó R2.

Äàíèé âèãëÿä ôóíêöi¨ Ëåâi òà äåòàëüíå çíàõîäæåííÿ ôóíêöi¨ çàëèøêó

ìîæíà çíàéòè â [9, 16].

Çàóâàæåííÿ 2.1.5. Âiäçíà÷èìî, ùî ôóíêöiÿ Ëåâi íå ¹ ¹äèíîþ. Çîêðåìà, ÿê

ôóíêöiþ Ëåâi ìîæíà âçÿòè

P (x, y) =
ln |x− y|
2πσ(x)

, x, y ∈ R2, x 6= y (2.1.5)

ç âiäïîâiäíîþ ôóíêöi¹þ çàëèøêó

R(x, y) = − 1

2π

2∑
i=1

∂

∂xi

(∂ lnσ(x)

∂xi
ln |x− y|

)
, x, y ∈ R2, x 6= y. (2.1.6)

Îçíà÷åííÿ 2.1.6. Ôóíêöi¨

v(x) =

∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y), x ∈ D, (2.1.7)

w(x) =

∫
D

µ(y)P (x, y)dy, x ∈ D, (2.1.8)

áóäåìî íàçèâàòè ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó òà îá'¹ìíèì

ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëîì ðiâíÿííÿ (2.1.1) ç ãóñòèíàìè ψ ∈ C(Γ) i µ ∈
C(D), âiäïîâiäíî.

Òåîðåìà 2.1.7. Ïîòåíöiàëè (2.1.7), (2.1.8) ìàþòü òàêi âëàñòèâîñòi:

1. Íåõàé Γ ∈ C2, ψ ∈ C(Γ). Ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó v ç

ãóñòèíîþ ψ ¹ íåïåðåðâíèì â R2. Íà ìåæi ìà¹ìî

v(x) =

∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y), x ∈ Γ, (2.1.9)

äå iíòåãðàë iñíó¹ ÿê íåâëàñíèé;
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2. Íåõàé Γ ∈ C2, ψ ∈ C(Γ). Òîäi äëÿ ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî

øàðó v ç ãóñòèíîþ ψ ñïðàâåäëèâîþ ¹ ôîðìóëà

∂v±
∂ν

(x) = ±1

2

ψ(x)

σ(x)
+

∫
.

ψ(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ Γ, (2.1.10)

äå iíòåãðàë iñíó¹ ÿê íåâëàñíèé; v+ � ôóíêöiÿ ïîçà îáëàñòþ D, òîáòî

â R2\D, v− � ôóíêöiÿ â îáëàñòi D;

3. Äëÿ îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó w âèêîíó¹òüñÿ òàêà ðiâíiñòü

Lw(x) = µ(x) +

∫
D

µ(y)R(x, y)dy, x ∈ D; (2.1.11)

Äîâåäåííÿ. 1. Ââåäåìî íîâó ãóñòèíó ψ̃ = −ψ(y)
σ(y) ó (2.1.7). Òîäi ìîæíà çà-

ïèñàòè, ùî

v(x) =

∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y) =

∫
.

ψ̃(y)Φ(x, y)ds(y), x ∈ D,

äå Φ(x, y) = 1
2π ln 1

|x−y| � ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Ëàïëà-

ñà. Iíòåãðàë ç ãóñòèíîþ ψ̃ ¹ ïîòåíöiàëîì ïðîñòîãî øàðó äëÿ ðiâíÿííÿ

Ëàïëàñà, ÿêèé ìîæíà íåïåðåðâíî ïðîäîâæèòè íà Γ (äèâ. [78]).

2. Ôîðìóëà ñòðèáêiâ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó ïðîñòî-

ãî øàðó (2.1.10) îòðèìó¹òüñÿ ç òåîðåìè ïðî ñòðèáêè äëÿ íîðìàëüíî¨

ïîõiäíî¨ ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó (äèâ. [78]) ç âèêîðèñòàííÿì ãóñòèíè

−ψ(y)
σ(y) .

3. Âèïëèâà¹ ç îçíà÷åííÿ ïàðàìåòðèêñà òà âëàñòèâîñòåé äåëüòà-ôóíêöi¨.

Çàóâàæåííÿ 2.1.8. Äëÿ σ = 1 ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

ïîòåíöiàëó (2.1.7). Îäíàê äëÿ äåÿêèõ êðèâèõ Γ iñíóþòü ðîçâ'ÿçêè, ùî íå

ìàþòü ïîäàííÿ ÷åðåç ïîòåíöiàë ïðîñòîãî øàðó. Öå ïèòàííÿ çâîäèòüñÿ äî

òîãî ÷è âiäìiííà âiä íóëÿ ñòàëà â D ìà¹ ïîäàííÿ ó ôîðìi (2.1.7). Öå ìà¹

ìiñöå, ÿêùî ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü Γ âiäìiííà âiä 1 (äèâ. [103,108]).
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Îòæå, â ïîäàëüøîìó (äëÿ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íåéìàíà) áóäåìî ââàæàòè, ùî

ìåæà Γ ìà¹ ëîãàðèôìi÷íó ¹ìíiñòü íå ðiâíó îäèíèöi. Âiäîìî [75], ùî â öüîìó

âèïàäêó îäíîðiäíå ãðàíè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y) = 0, x ∈ Γ

ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê.

Òåîðåìà 2.1.9. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.1.1)�(2.1.2) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(x) =

∫
D

µ(y)P (x, y)dy +

∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y), x ∈ D, (2.1.12)

äå ãóñòèíè âèçíà÷àþòüñÿ çi ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü

µ(x) +

∫
D

µ(y)R(x, y) dy +

∫
.

ψ(y)R(x, y) ds(y) = 0, x ∈ D,

∫
D

µ(y)P (x, y) dy +

∫
.

ψ(y)P (x, y) ds(y) = f(x), x ∈ Γ.

(2.1.13)

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâëÿþ÷è ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó ó äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ òà

êðàéîâó óìîâó i âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî

øàðó òà îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ãðàíè÷íî-

ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (2.1.13).

Äàíèé ïiäõiä ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê íåïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü,

íà âiäìiíó âiä ïðÿìîãî, ùî ïîëÿãà¹ ó âèêîðèñòàííi ôîðìóëè Ãðiíà [53,62,85,

86]. Äëÿ âèïàäêó ôóíêöi¨ Ëåâi (2.1.6) òåîðåòè÷íi ðåçóëüòàòè íàâåäåíî â [99].

Òåîðåìà 2.1.10. Ñèñòåìà IÐ (2.1.13) ìà¹ íå áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó.

Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî. Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ ëiíiéíîþ, íàì äî-

ñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî ïðè f = 0 ñèñòåìà (2.1.13) ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé

ðîçâ'ÿçîê. Ñêîðèñòà¹ìîñü ìiðêóâàííÿìè ç [98, c. 51]. Íåõàé L̃ � åëiïòè÷íèé
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äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî ôóíêöiÿ Ëåâi P (2.1.3) ¹ ôóíäàìåí-

òàëüíèì ðîçâ'ÿçêîì, òîáòî L̃xP (x, y) = δ(|x − y|). Ç ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó çà-

äà÷i Äiðiõëå (òåîðåìà 2.1.2) ìà¹ìî, ùî u = 0 â D. Ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì L̃ íà

(2.1.12). Î÷åâèäíî, òîäi ìà¹ìî

0 =

∫
D

µ(y)L̃xP (x, y)dy +

∫
.

ψ(y)L̃xP (x, y)ds(y), x ∈ D.

Îòæå, µ = 0 â D. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî îäíîðiäíå ãðàíè÷íå iíòåãðàëüíå

ðiâíÿííÿ i, âiäïîâiäíî, äî âèùåçàçíà÷åíîãî ïðèïóùåííÿ ïðî Γ, ìà¹ìî, ùî é

ψ = 0.

Òåîðåìà 2.1.11. Äëÿ f ∈ C1,α(Γ) ñèñòåìà IÐ (2.1.13) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

µ ∈ C(D), ψ ∈ C0,α(Γ).

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïåðøó ãðàíè÷íèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð

(P .ψ)(x) =

∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y), x ∈ Γ.

Ïðè ââåäåíèõ îáìåæåííÿõ íà Γ îïåðàòîð P . : C0,α(Γ) → C1,α(Γ) ìà¹ îáìå-

æåíèé îáåðíåíèé (äèâ. [75]). Ââåäåìî îïåðàòîðè

(RDµ)(x) =

∫
D

µ(y)R(x, y)dy, x ∈ D,

(R.ψ)(x) =

∫
.

ψ(y)R(x, y)ds(y), x ∈ D,

i

(PDµ)(x) =

∫
D

µ(y)P (x, y)dy, x ∈ Γ.

Ñèñòåìó IÐ (2.1.13) ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi

(I + A)φ = F,

äå φ = (µ, ψ)>, F = (0, (P .)−1f)>, A =

 RD R.

(P .)−1PD I

. Òàê, ÿê îïåðà-

òîð A ¹ êîìïàêòíèì ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòîðàõ, òî ç òåîði¨ Ðiññà îòðèìó¹ìî

êîðåêòíiñòü íàøî¨ ñèñòåìè IÐ.
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2.1.2. Ïàðàìåòðèçàöiÿ òà âèäiëåííÿ îñîáëèâîñòåé

Ââàæà¹ìî, ùî ìåæà Γ ìà¹ òàêå ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ

Γ = {x(t) = (x1(t), x2(t)), t ∈ R}, (2.1.14)

äå xk ∈ C2
2π(R), k = 1, 2, |x′(t)| > 0. Íåõàé D ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò i

áóäü-ÿêèé ïðîìiíü, ùî âèõîäèòü çâiäòè, ïåðåòèíà¹ ìåæó îáëàñòi ëèøå îäèí

ðàç. Âèçíà÷èìî D∗ = D \ {(0, 0)}. Òîäi äëÿ D∗ iñíó¹ âçà¹ìíîîäíîçíà÷íå

âiäîáðàæåííÿ

p(η, t) = (p1(η, t), p2(η, t)) = (ηx1(t), ηx2(t)) : Π→ D∗,

äå Π = (0, 1) × [0, 2π). Çäiéñíèìî ïàðàìåòðèçàöiþ ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâîãî

iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ â (2.1.13) ÷åðåç çàìiíó çìiííèõ y = p(ξ, τ) òà x =

p(η, t), i ãðàíè÷íîãî iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ â (2.1.13), âðàõîâóþ÷è, ùî y =

x(τ) i x = x(t). Òîäi ñèñòåìó (2.1.13) ìîæíà ïåðåïèñàòè â åêâiâàëåíòíié ôîðìi

ç âiäïîâiäíèìè ïàðàìåòðàìè

ϕ(η, t) +
1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)R̃(η, t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)R̂(η, t; τ) dτ = 0,

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̌ (t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̆ (t; τ) dτ = f̃(t),

(2.1.15)

äå (η, t) ∈ Π òà t ∈ [0, 2π).

Òóò ϕ(η, t) = µ(p(η, t)), ϕ0(t) = ψ(x(t))|x′(t)|/σ(x(t)), f̃(t) = f(x(t)), ÿêî-

áiàí ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

J(ξ, τ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂p1

∂ξ

∂p1

∂τ
∂p2

∂ξ

∂p2

∂τ

∣∣∣∣∣∣∣ = ξ(x1(τ)x′2(τ)− x2(τ)x′1(τ)), (2.1.16)

òà ÿäðà ¹ çàäàíi ÿê

R̃(η, t; ξ, τ) = 2πR(p(η, t), p(ξ, τ))J(ξ, τ), (2.1.17)
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R̂(η, t; τ) = 2πR(p(η, t), x(τ))σ(x(τ)), (2.1.18)

P̌ (t; ξ, τ) = 2πP (x(t), p(ξ, τ))J(ξ, τ), (2.1.19)

P̆ (t; τ) = 2πP (x(t), x(τ))σ(x(τ)). (2.1.20)

Ïåðåïèøåìî öi ÿäðà, ÿâíî âèäiëÿþ÷è îñîáëèâîñòi, äëÿ ïîäàëüøîãî çàñòîñó-

âàííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë.

Çàïèøåìî ñïî÷àòêó ÿâíèé âèãëÿä ÿäðà R̃ ïðè η = ξ:

R̃(η, t; η, τ) = 2πR(p(η, t), p(η, τ))J(η, τ) =

=
(p(η, t)− p(η, τ)) · ∇σ(p(η, t))

σ(p(η, τ))|p(η, t)− p(η, τ)|2 J(η, τ) =
(ηx(t)− ηx(τ)) · ∇σ(ηx(t))

σ(ηx(τ))|ηx(t)− ηx(τ)|2 J(η, τ).

Âðàõîâóþ÷è, ùî

|ηx(t)− ηx(τ)|2 = η2|x(t)− x(τ)|2

îòðèìà¹ìî

R̃(η, t; η, τ) =
(x(t)− x(τ)) · ∇σ(ηx(t))

ησ(ηx(τ))|x(t)− x(τ)|2 J(η, τ). (2.1.21)

Çàóâàæåííÿ 2.1.12. Ôóíêöiÿ R ìàëà ñëàáêó (iíòåãðîâíó) îñîáëèâiñòü çíà-

õîäÿ÷èñü ïiä ïîäâiéíèì iíòåãðàëîì ïî îáëàñòi D. Ïiñëÿ ïàðàìåòðèçàöi¨ ìè

àíàëiçó¹ìî öþ ôóíêöiþ äëÿ ôiêñîâàíèõ η íà êðèâèõ, ðîçìiùåíèõ â D. Î÷å-

âèäíî, ùî òîäi â R ¹ ñèëüíà îñîáëèâiñòü.

Òåîðåìà 2.1.13. ßäðî R̃(η, t; η, τ), âèçíà÷åíå â (2.1.21), ìîæíà ïîäàòè ó

âèãëÿäi

R̃(η, t; η, τ) = R̃(1)(η, t; η, τ) + R̃(2)(η, t; η, τ) cot
τ − t

2
(2.1.22)

ç ãëàäêèìè ÿäðàìè

R̃(1)(η, t; η, τ) =
∇σ(ηx(t)) · ν(x(t))K1(t, τ)

ησ(ηx(τ))
J(η, τ)−

− 1

|x′(t)|
∇σ(ηx(t)) · θ(x(t))K2(t, τ)

ησ(ηx(τ))
J(η, τ), (2.1.23)
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òà

R̃(2)(η, t; η, τ) = − 1

2|x′(t)|
∇σ(ηx(t)) · θ(x(t))

ησ(ηx(τ))
J(η, τ), (2.1.24)

äå θ � îäèíè÷íèé âåêòîð äîòè÷íî¨ i ν � îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîð-

ìàëi äî Γ. Òóò

K1(t, τ) =



(x(t)− x(τ)) · ν(x(t))

|x(t)− x(τ)|2 , ÿêùî t 6= τ,

−x′2(t)x′′1(t) + x′1(t)x
′′
2(t)

2|x′(t)|3 , ÿêùî t = τ,

òà

K2(t, τ) =



(x(τ)− x(t)) · x′(t)
|x(t)− x(τ)|2 − sin(τ − t)

2(1− cos(τ − t)) , ÿêùî t 6= τ,

−x
′(t) · x′′(t)
2|x′(t)|2 , ÿêùî t = τ.

Äîâåäåííÿ. Âèäiëèìî ñèëüíó îñîáëèâiñòü â ÿäði R̃(η, t; η, τ), âèêîðèñòîâóþ÷è

ïîäàííÿ âåêòîð-ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ íà Γ, ÷åðåç ¨¨ òàíãåíöiàëüíó òà íîðìàëüíó

ñêëàäîâi, òîáòî ÷åðåç âåêòîðè äîòè÷íî¨ òà íîðìàëi äî öi¹¨ ãðàíèöi.

Êðèâà Γ, çàäàíà (2.1.14), ¹ òàêîþ, ùî iñíóþòü âèçíà÷åíèé îäèíè÷íèé âå-

êòîð äîòè÷íî¨ θ (îði¹íòîâàíèé ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ïàðàìåòðà t êðèâî¨ Γ) i

îäèíè÷íèé âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi ν. Òîäi âåêòîð-ôóíêöiÿ ω, âèçíà÷åíà

íà Γ, ìîæå áóòè ïîäàíà òàê

ω = (ω · ν)ν + (ω · θ)θ.

Çîêðåìà, îáèðàþ÷è ω ÿê ãðàäi¹íò, îòðèìà¹ìî

∇σ = (∇σ · ν)ν + (∇σ · θ)θ.

Iíòåãðàë âiä R̃ ó (2.1.15) ïî çìiííié τ âiäïîâiäà¹ çà iíòåãðóâàííÿ ïî êðèâié,

âèçíà÷åíié ïàðàìåòðîì ξ. Çâiäñè, âèêîðèñòîâóþ÷è íàâåäåíèé âèùå ðîçêëàä

âåêòîð-ôóíêöi¨, òà òå, ùî

∇x(t) ln |x(t)− x(τ)| = x(t)− x(τ)

|x(t)− x(τ)|2 ,
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ìè ìîæåìî çàïèñàòè òàêó òîòîæíiñòü

−
2π∫

0

f(τ)
(x(t)− x(τ)) · ∇σ(x(t))

|x(t)− x(τ)|2 dτ = −∇σ(x(t))·∇
2π∫

0

f(τ) ln |x(t)−x(τ)| dτ =

−∇σ(x(t)) ·
(
ν(x(t))

∂

∂ν(x(t))

2π∫
0

f(τ) ln |x(t)− x(τ)| dτ+

+θ(x(t))
∂

∂θ(x(t))

2π∫
0

f(τ) ln |x(t)− x(τ)| dτ
)

= I1(t) + I2(t).

Äðóãèé iíòåãðàë I2 ðîçóìi¹òüñÿ â ñåíñi ãîëîâíîãî çíà÷åííÿ Êîøi, ç ÿêîãî ìî-

æíà âèäiëèòè âàãîâó ôóíêöiþ, âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðåòâîðåííÿ, íàâåäåíi â [79],

çîêðåìà, äîäàòè òà âiäíÿòè sin(τ−t)
2(1−cos(τ−t)) . Çâiäñè, ñïðàâåäëèâèìè ¹ òàêi ïåðåòâî-

ðåííÿ

−∇σ(x(t)) ·

θ(x(t))
∂

∂θ(x(t))

2π∫
0

f(τ) ln |x(t)− x(τ)|dτ

 =

−∇σ(x(t)) · x′(t)
|x′(t)|2

2π∫
0

f(τ)
(x(t)− x(τ)) · x′(t)
|x(t)− x(τ)|2 dτ ;

f(τ)
(x(τ)− x(t)) · x′(t)
|x(t)− x(τ)|2 dτ ± f(τ)

sin(τ − t)
2(1− cos(τ − t)) =

f(τ)

(
(x(τ)− x(t)) · x′(t)
|x(t)− x(τ)|2 − sin(τ − t)

2(1− cos(τ − t))

)
︸ ︷︷ ︸

ãëàäêà

+f(τ)
sin(τ − t)

2(1− cos(τ − t));

2π∫
0

f(τ)
sin(τ − t)

2(1− cos(τ − t))dτ =

2π∫
0

f(τ)
2 sin τ−t

2 cos τ−t
2

4
(
sin2

(
τ−t

2

)) dτ =
1

2

2π∫
0

f(τ) cot
τ − t

2
dτ.

Âðàõîâó÷è íàâåäåíi âèùå ïåðåòâîðåííÿ, ìîæíà ïîäàòè ÿäðî R̃(η, t; η, τ) ó

âèãëÿäi

R̃(η, t; η, τ) = R̃(1)(η, t; η, τ) + R̃(2)(η, t; η, τ) cot
τ − t

2
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ç

R̃(1)(η, t; η, τ) =
∇σ(ηx(t)) · ν(x(t))K1(t, τ)

ησ(ηx(τ))
J(η, τ)−

− 1

|x′(t)|
∇σ(ηx(t)) · θ(x(t))K2(t, τ)

ησ(ηx(τ))
J(η, τ), (2.1.25)

òà

R̃(2)(η, t; η, τ) = − 1

2|x′(t)|
∇σ(ηx(t)) · θ(x(t))

ησ(ηx(τ))
J(η, τ), (2.1.26)

äå

K1(t, τ) =



(x(t)− x(τ)) · ν(x(t))

|x(t)− x(τ)|2 , ÿêùî t 6= τ,

−x′2(t)x′′1(t) + x′1(t)x
′′
2(t)

2|x′(t)|3 , ÿêùî t = τ,

K2(t, τ) =



(x(τ)− x(t)) · x′(t)
|x(t)− x(τ)|2 − sin(τ − t)

2(1− cos(τ − t)) , ÿêùî t 6= τ,

−x
′(t) · x′′(t)
2|x′(t)|2 , ÿêùî t = τ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿäðà R̃(1) i R̃(2) ìàþòü òàêîæ îñîáëèâiñòü ïðè η = 0. Öÿ

îñîáëèâiñòü áóäå íàìè âðàõîâàíà ÷åðåç âèáið êâàäðàòóðíî¨ ôîðìóëè ïî çìií-

íié η.

ßäðî P̆ , âèçíà÷åíå ôîðìóëîþ (2.1.20), ìà¹ ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü, ÿêó

âèäiëèìî ÿâíî äëÿ ïîäàëüøîãî âèêîðèñòàííÿ âiäïîâiäíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîð-

ìóë.

Òåîðåìà 2.1.14. ßäðî P̆ ìîæíà ïîäàòè ó òàêié ôîðìi

P̆ (t, τ) = P̆ (1) ln
(4

e
sin2 t− τ

2

)
+ P̆ (2)(t, τ) (2.1.27)

ç

P̆ (2)(t, τ) =


1

2
ln
|x(t)− x(τ)|2

4
e sin2 t−τ

2

, ÿêùî t 6= τ,

1

2
ln
(
e|x′(t)|2

)
, ÿêùî t = τ
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òà P̆ (1) = 1
2.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âèäiëåííÿ öi¹¨ îñîáëèâîñòi âèêîðèñòàíî ïiäõiä, îïèñàíèé â

[78, Chapter 12.3].

ßäðà áåç îñîáëèâîñòåé ìàþòü òàêèé âèãëÿä:

R̃(η, t; ξ, τ) =
(ηx(t)− ξx(τ)) · ∇σ(ηx(t))

σ(ξx(τ))|ηx(t)− ξx(τ)|2 J(ξ, η), η 6= ξ, (2.1.28)

R̂(η, t; τ) =
(ηx(t)− x(τ)) · ∇σ(ηx(t))

|ηx(t)− x(τ)|2 , (2.1.29)

P̌ (t; ξ, τ) =
ln |x(t)− ξx(τ)|

σ(ξx(τ))
J(ξ, τ). (2.1.30)

2.1.3. Äèñêðåòèçàöiÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà àïðîêñè-

ìàöiÿ ðîçâ'ÿçêó

Ðîçãëÿíåìî òàêi êâàäðàòóðíi ôîðìóëè ïîáóäîâàíi íà îñíîâi iíòåðïîëÿöi¨

ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ òà ïîäàëüøîãî òî÷íîãî iíòåãðóâàííÿ

1

2π

∫
Π

g(ξ, τ)dτdξ ≈ 1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
i=0

αkg(ηk, ti), (2.1.31)

1

2π

∫
Π

g(ξ, τ) cot
τ − t

2
dτdξ ≈

N∑
k=1

2n−1∑
i=0

αkTi(t)g(ηk, ti), (2.1.32)

1

2π

2π∫
0

f(τ) dτ ≈ 1

2n

2n−1∑
k=0

f(tk), (2.1.33)

1

2π

2π∫
0

f(τ) ln

(
4

e
sin2 t− τ

2

)
dτ ≈

2n−1∑
k=0

Fk(t) f(tk), (2.1.34)
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ç êâàäðàòóðíèìè âàãàìè αk ∈ IR òà êâàäðàòóðíèìè âóçëàìè ηk ∈ (0, 1),

k = 1, . . . , N , tj = jπ
n , j = 0, . . . , 2n− 1, N, n ∈ IN, i âàãîâèìè ôóíêöiÿìè

Fk(t) = − 1

2n

(
1 + 2

n−1∑
m=1

1

m
cosm(t− tk) +

1

n
cosn(t− tk)

)
,

Tk(t) = −1

n

n−1∑
m=1

sinm(t− tk)−
1

2n
sinn(t− tk).

Çîêðåìà, êâàäðàòóðè (2.1.33), (2.1.34) âèçíà÷åíi äëÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóí-

êöié. Ôîðìóëà (2.1.33) ¹ ñêëàäåíîþ ôîðìóëîþ òðàïåöié, òîäi, ÿê (2.1.34) îòðè-

ìàíî çàìiíîþ íåïåðåðâíî¨ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨ f ¨¨ òðèãîíîìåòðè÷íèì

iíòåðïîëÿöiéíèì ïîëiíîìîì ç ïîäàëüøèì òî÷íèì iíòåãðóâàííÿì äëÿ îòðèìà-

ííÿ êâàäðàòóðíèõ âàãîâèõ ôóíêöié Fk. Ó âèïàäêó àíàëiòè÷íèõ ôóíêöié äàíi

êâàäðàòóðíi ôîðìóëè ìàþòü åêñïîíåíöiéíèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi.

Êóáàòóðíi ôîðìóëè (2.1.31), (2.1.32) íàáëèæåíî îá÷èñëþþòü ïîâòîðíi ií-

òåãðàëè, äå ìåæi äëÿ çìiííèõ iíòåãðóâàííÿ ξ òà τ âèçíà÷åíi â Π, i îêðiì

öüîãî ïiäiíòåãðàëüíà ôóíêöiÿ g ¹ 2π-ïåðiîäè÷íîþ ïî çìiííié τ . Äëÿ îòðè-

ìàííÿ ôîðìóëè (2.1.31) ïîñëiäîâíî âèêîðèñòîâó¹ìî ñêëàäåíi êâàäðàòóðè äëÿ

çíàõîäæåííÿ îäíîâèìiðíîãî âèçíà÷åíîãî iíòåãðàëà ïî çìiííié ξ òà ïî çìiííié

τ . Òàê, äëÿ çìiííî¨ ξ çàñòîñîâó¹ìî êâàäðàòóðó ç N âóçëàìè, ùî íàëåæàòü

iíòåðâàëó (0, 1). Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî ñêëàäåíó ôîðìóëó òðàïåöié (2.1.33) ïî

çìiííié τ . Êóáàòóðó (2.1.32) îòðèìàíî ïîäiáíî äî (2.1.31) ëèøå ç òi¹þ âiäìií-

íiñòþ, ùî ïî çìiííié τ ôóíêöiÿ iíòåðïîëþ¹òüñÿ òðèãîíîìåòðè÷íèì ïîëiíîìîì

i äëÿ çíàõîäæåííÿ âàã òî÷íî îá÷èñëþþòüñÿ iíòåãðàëè âiä äîáóòêó áàçèñíèõ

ôóíêöié íà cot τ−t2 . Âèãëÿä âàãîâèõ ôóíêöié Tk ìîæíà çíàéòè â [25]. Ïîõèáêà

òà çáiæíiñòü êóáàòóðíèõ ôîðìóë (2.1.31), (2.1.32) çàëåæèòü âiä âèáîðó êâà-

äðàòóðíî¨ ôîðìóëè äëÿ çìiííî¨ ξ òà ãëàäêîñòi ôóíêöi¨ g ïî çìiííèõ ξ òà τ .

Íàäàëi äëÿ ôîðìóë (2.1.31), (2.1.32) òàêîæ áóäåìî âæèâàòè òåðìií �êâàäðà-

òóðíi ôîðìóëè�.

Ìè áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè êâàäðàòóðó ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ äëÿ iíòå-
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ãðàëiâ ïî çìiííié ξ, òîäi ÿê äëÿ çìiííî¨ τ çàñòîñîâó¹ìî êâàäðàòóðíi ôîðìóëè

äëÿ iíòåãðóâàííÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié, îñêiëüêè τ âiäïîâiäà¹ çà iíòåãðó-

âàííÿ íà êðèâié â îáëàñòi ðîçâ'ÿçêó.

Çàñòîñîâóþ÷è êâàäðàòóðíi ôîðìóëè (2.1.31)-(2.1.34) äî (2.1.15), ç âðàõó-

âàííÿì âèäiëåíèõ îñîáëèâîñòåé ó âiäïîâiäíèõ ÿäðàõ, îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó

àïðîêñèìàöiéíèõ ðiâíÿíü

ϕ̃(η, t) +
N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjR̄(η, t; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ0jR̂(η, t; tj) = 0,

1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjP̌ (t; ηk, tj) +
2n−1∑
j=0

ϕ0j

[
P̆ (1)Fj(t) +

1

2n
P̆ (2)(t; tj)

]
= f̃(t),

(2.1.35)

äå (η, t) ∈ Π, ϕ̃(η, t) ≈ ϕ(η, t), ϕ̃0(t) ≈ ϕ0(t), ϕkj = ϕ̃(ηk, tj), ϕ0j = ϕ̃0(tj) i

R̄(η, t; ηk, tj) =


1

2n
R̃(η, t; ηk, tj), ÿêùî η 6= ηk,

1

2n
R̃(1)(η, t; ηk, tj) + Tj(t)R̃

(2)(η, t; ηk, tj), ÿêùî η = ηk.

Êîëîêóþ÷è àïðîêñèìàöiéíi ðiâíÿííÿ (2.1.35) ó âiäïîâiäíèõ êâàäðàòóðíèõ

âóçëàõ (ηm, ti), m = 1, . . . , N , i = 0, . . . , 2n − 1, îòðèìà¹ìî òàêó ñèñòåìó

ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü

2n−1∑
j=0

(
ϕ0jA

mi
0j +

N∑
k=1

ϕkj

[
δ

(mk)
ij + Ami

kj

])
= 0, m = 1, . . . , N,

2n−1∑
j=0

N∑
k=0

ϕkjA
0i
kj = f̃i, i = 0, . . . , 2n− 1,

(2.1.36)

ç ìàòðèöåþ ðîçìiðíîñòi (N + 1)2n× (N + 1)2n, êîåôiöi¹íòàìè

Ami
0j =

1

2n
R̂(ηm, ti; tj),
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A0i
kj =


αk
2n
P̌ (ti; ηk, tj), k = 1, . . . , N,

P̆ (1)Fj(ti) +
1

2n
P̆ (2)(ti, tj), k = 0,

Ami
kj = αk


1

2n
R̃(ηm, ti; ηk, tj), k 6= m,

1

2n
R̃(1)(ηm, ti; ηk, tj) + R̃(2)(ηm, ti; ηk, tj)Tj(ti), k = m

òà ïðàâîþ ÷àñòèíîþ

f̃i = f̃(ti).

Ó ñèñòåìi âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ δ(mk)
ij , äëÿ ÿêîãî ñïðàâåäëèâèì ¹ íàñòóïíå

âèçíà÷åííÿ

δ
(mk)
ij =

 1, i = j ïðè m = k,

0, iíàêøå.

Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Äiðiõëå (2.1.1)�(2.1.2) ìîæíà îòðèìàòè ç ïîäà-

ííÿ (2.1.12), âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi êâàäðàòóðíi ôîðìóëè òà íàáëèæåíi

çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ ãóñòèí, ÿê ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (2.1.36). Îñêiëüêè ïîäàííÿ

ðîçâ'ÿçêó ìiñòèòü iíòåãðàë ïî îáëàñòi, ïîòðiáíî öå âðàõóâàòè ïðè íàáëèæåíî-

ìó îá÷èñëåííi ôóíêöi¨ u. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ó âèïàäêó, êîëè òî÷êà, â ÿêié ìè

øóêà¹ìî íàáëèæåíå çíà÷åííÿ, ëåæèòü íà êðèâié, ùî âiäïîâiäà¹ ïàðàìåòðó ηk,

ìè îòðèìà¹ìî ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü. Îòæå, âðàõîâóþ÷è çàìiíó çìiííèõ

ó iíòåãðàëàõ, ðîçâ'ÿçîê â îáëàñòi ìà¹ âèãëÿä

u(p(η, t)) =
1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)Ṗ (η, t; ξ, τ)dτdξ+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̈ (η, t; τ)dτ, (η, t) ∈ Π,

ç ÿäðàìè

Ṗ (η, t; ξ, τ) = 2πP (p(η, t), p(ξ, τ))J(ξ, τ), P̈ (η, t; τ) = 2πP (p(η, t), x(τ))σ(x(τ)).

ßäðî Ṗ (η, t; ξ, τ) ìà¹ ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü ïðè η = ξ, ÿêó ìîæíà

ÿâíî âèäiëèòè ó âàãîâié ôóíêöi¨ ln
(4

e
sin2 t− τ

2

)
. Îòæå,

Ṗ (η, t; η, τ) = Ṗ (1)(η, τ) ln
(4

e
sin2 t− τ

2

)
+ Ṗ (2)(η, t; η, τ), (2.1.37)
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äå

Ṗ (2)(η, t; η, τ) =


Ṗ (1)(η, τ) ln

η2|x(t)− x(τ)|2
4
e sin2 t−τ

2

, t 6= τ,

Ṗ (1)(η, t) ln(eη2|x′(t)|2), t = τ.

Ïðè öüîìó Ṗ (1)(η, τ) =
1

2

J(η, τ)

σ(ηx(τ))
.

Ïiäñóìîâóþ÷è, ïiñëÿ âèêîðèñòàííÿ âiäïîâiäíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë íà-

áëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê â îáëàñòi ìîæíà ïîäàòè ó òàêîìó âèãëÿäi

uNn(p(η, t)) =
2n−1∑
j=0

[
Ã0j(η, t)ϕ0j +

N∑
k=1

Ãkj(η, t)ϕkj

]
, (η, t) ∈ Π, (2.1.38)

äå

Ã0j(η, t) =
1

2n
P̈ (η, t; tj),

Ãkj(η, t) = αk


1

2n
Ṗ (η, t; ηk, tj), η 6= ηk,

Ṗ (1)(ηk, tj)Fj(t) +
1

2n
Ṗ (2)(η, t; ηk, tj), η = ηk.

(2.1.39)

ßê áà÷èìî, íàìè áóëî âèêîðèñòàíî ìåòîä Íèñòðüîìà äëÿ íàáëèæåíî-

ãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü. Éîãî áåçñóìíiâíîþ ïåðåâàãîþ ¹ ïðèíàëåæíiñòü äî ïîâíiñòþ äèñêðåòíèõ

àëãîðèòìiâ, ùî ñóòò¹âî ïðèøâèäøó¹ êîìï'þòåðíi îá÷èñëåííÿ. Äëÿ îá ðóíòó-

âàííÿ çáiæíîñòi ìåòîäó i îöiíêè éîãî ïîõèáêè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi äâà

ïiäõîäè. Îäèí ç íèõ ïåðåäáà÷à¹ çàñòîñóâàííÿ òåîði¨ êîëåêòèâíî-êîìïàêòíèõ

îïåðàòîðiâ (äèâ., íàïðèêëàä, [51]), à iíøèé  ðóíòó¹òüñÿ íà îöiíêàõ iíòåðïî-

ëÿöi¨ (ó íàøîìó âèïàäêó ôóíêöié äâîõ çìiííèõ) [78]. Îäíàê ÷åðåç çíà÷íi

òðóäíîùi ç îá÷èñëåííÿì ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ ç ðiçíèìè òèïàìè îñîáëèâî-

ñòåé, çàñòîñóâàííÿ öèõ ïiäõîäiâ ó íàøîìó âèïàäêó íå âèäà¹òüñÿ ìîæëèâèì.

Òîìó äîñòîâiðíiñòü ðîçðîáëåíèõ àëãîðèòìiâ ïiäòâåðäæó¹òüñÿ íàìè âåëèêîþ

êiëüêiñòþ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ.
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Çàóâàæåííÿ 2.1.15. Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî, îêðiì ïîäâiéíèõ iíòåãðàëiâ ç

îñîáëèâîñòÿìè, â ñèñòåìi IÐ ïðèñóòíi òàê çâàíi ìàéæå ñèíãóëÿðíi iíòå-

ãðàëè (äèâ. [30]), îá÷èñëåííÿ ÿêèõ âèìàãà¹ çàñòîñóâàííÿ ñïåöiàëüíèõ ìåòî-

äiâ äëÿ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòiâ ç êðàùîþ ïîõèáêîþ. Íàéïðîñòiøèì ñïîñî-

áîì îá÷èñëåííÿ òàêèõ iíòåãðàëiâ ¹ âiäñòóï âiä ìåæi îáëàñòi íà äåÿêó êîí-

ñòàíòó ε1 > 0 (à òàêîæ íà êîíñòàíòó ε2 > 0 âiä ïî÷àòêó êîîðäèíàò, äå

ãîìîòåòè÷íi êðèâi âèðîäæóþòüñÿ â òî÷êó) òà âèêîðèñòàííÿ êâàäðàòóð

ïî çìiííié ξ íà âiäïîâiäíîìó âiäðiçêó.

2.2. Çàäà÷à Íåéìàíà òà ¨¨ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

2.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i

Íåõàé D � îáìåæåíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü â R2 ç ìåæåþ Γ ∈ C2. Íåîá-

õiäíî çíàéòè ôóíêöiþ u ∈ C2(D) ∩ C1(D), ùî çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ

div(σ(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D (2.2.1)

òà óìîâó Íåéìàíà

σ
∂u

∂ν
= g íà Γ, (2.2.2)

äå σ ∈ C∞(D), σ > 0, g ∈ C(Γ) � çàäàíi ôóíêöi¨, ïðè÷îìó∫
.

g(y)ds(y) = 0. (2.2.3)

Óìîâà (2.2.3) íàçèâà¹òüñÿ óìîâîþ ðîçâ'ÿçíîñòi (ñóìiñíîñòi) äëÿ çàäà÷i Íå-

éìàíà i âîíà ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì áiëüø çàãàëüíî¨ óìîâè, äå ðîçãëÿäà¹òüñÿ

íåîäíîðiäíå äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ, äèâ. [22,89,90].

Òåîðåìà 2.2.1. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Íåéìàíà (2.2.1)-(2.2.3) ¹äèíèé ç òî÷íiñòþ

äî àäèòèâíî¨ ñòàëî¨.
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Äîâåäåííÿ. Äèâ. [69, ò. 3.6], [9, c. 18].

�äèíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà îòðèìàòè, íàêëàâøè äîäàòêîâó óìî-

âó íà øóêàíó ôóíêöiþ u. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, áóäåìî ââàæàòè, ùî

îáëàñòü D ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò i

u(0) = 0. (2.2.4)

Òåîðåìà 2.2.2. Äëÿ g ∈ C(Γ) çàäà÷à Íåéìàíà (2.2.1)-(2.2.4) ìà¹ ¹äèíèé

ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Âiäïîâiäíî äî [9, c. 87] ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.2.1)-(2.2.3) iñíó¹ ç

òî÷íiñòþ äî àäèòèâíî¨ ñòàëî¨. Çàâäÿêè äîäàòêîâié óìîâi (2.2.4) âèçíà÷à¹ìî

¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê.

Òåîðåìà 2.2.3. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.2.1)-(2.2.3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(x) =

∫
D

µ(y)P (x, y)dy +

∫
.

ψ(y)P (x, y)ds(y), x ∈ D, (2.2.5)

äå íåâiäîìi ãóñòèíè µ òà ψ ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ

iíòåãðàëüíèíõ ðiâíÿíü

µ(x) +

∫
D

µ(y)R(x, y)dy +

∫
.

ψ(y)R(x, y)ds(y) = 0, x ∈ D,

−1

2
ψ(x) +

∫
D

µ(y)σ(x)
∂P (x, y)

∂ν(x)
dy +

∫
.

ψ(y)σ(x)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y) = g(x),

(2.2.6)

äå â äðóãîìó ðiâíÿííi x ∈ Γ.

Äîâåäåííÿ. Ïiäñòàâèâøè (2.2.5) ó ðiâíÿííÿ (2.2.1) òà êðàéîâó óìîâó (2.2.2)

i âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëiâ, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ðîäó (2.2.6).
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Çàóâàæåííÿ 2.2.4. Ó âèïàäêó σ = 1 ôóíêöiÿ çàëèøîê òîòîæíüî äîðiâíþ¹

íóëþ i ñèñòåìà (2.2.6) âèðîäæó¹òüñÿ ó ãðàíè÷íå iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ

−1

2
ψ(x) +

1

2π

∫
.

ψ(y)
∂ ln |x− y|
∂ν(x)

ds(y) = g(x), x ∈ Γ, (2.2.7)

ùî âiäïîâiäàòèìå âíóòðiøíié çàäà÷i Íåéìàíà äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà.

Ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.7) iñíó¹, êîëè êðèâà Γ íå ¹ òàê çâàíèì Γ-êîíòóðîì

(iíøèìè ñëîâàìè, êîëè ëîãàðèôìi÷íà ¹ìíiñòü íå äîðiâíþ¹ îäèíèöi) [21, 108].

Äîñòàòíüîþ óìîâîþ öüîãî ¹ âèáið îáëàñòi D äîñèòü ìàëîãî ðîçìiðó, òàêîãî,

ùî diam D < 1 [1]. Ïðîòå, â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.2.7) ìà¹ áåçëi÷

ðîçâ'ÿçêiâ i äëÿ äîñÿãíåííÿ ¹äèíîñòi ðîçãëÿäàþòü ðiâíÿííÿ

−1

2
ψ(x) +

1

2π

∫
.

ψ(y)
∂ ln |x− y|
∂ν(x)

ds(y)− ψ(x∗) = g(x), x ∈ Γ, (2.2.8)

äå x∗ � ôiêñîâàíà òî÷êà íà ãðàíè÷íié êðèâié Γ.

Âiäîìî [21], ùî iíòåãðàëüíå ðiâíÿííÿ (2.2.8) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ψ ∈
C(Γ) äëÿ áóäü-ÿêèõ g ∈ C(Γ), i, ùî ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.2.8) ¹ ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ

ðiâíÿííÿ (2.2.7). Òîìó ðîçãëÿäàòèìåìî òàêó ìîäèôiêîâàíó ñèñòåìó

µ(x) +

∫
D

µ(y)R(x, y)dy +

∫
.

µ(y)R(x, y)ds(y) = 0, x ∈ D,

−1

2
ψ(x) +

∫
D

µ(y)σ(x)
∂P (x, y)

∂ν(x)
dy+

+

∫
.

ψ(y)σ(x)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y)− ψ(x∗) = g(x), x, x∗ ∈ Γ.

(2.2.9)

Òåîðåìà 2.2.5. Äëÿ g ∈ C(Γ) ñèñòåìà IÐ (2.2.9) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê µ ∈
C(D), ψ ∈ C(Γ).

Äîâåäåííÿ. Îòðèìó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî çàäà÷ó Äiði-

õëå.
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2.2.2. Ïàðàìåòðèçàöiÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ßê i äëÿ âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå, ââàæà¹ìî, ùî ìåæà Γ ∈ C2 ìà¹ ïàðàìå-

òðè÷íå ïîäàííÿ (2.1.14), ç âiäïîâiäíèìè âëàñòèâîñòÿìè ôóíêöié x1(t), x2(t).

Îáëàñòü D ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò i âèêîíó¹òüñÿ àíàëîãi÷íà óìîâà, ÿê i

äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå, ïðî ïåðåòèí ïðîìåíåì îäíi¹¨ òî÷êè íà ìåæi Γ. Çðîáèìî

çàìiíó çìiííèõ ó ïîäâiéíèõ iíòåãðàëàõ, çîêðåìà, òî÷êà y = (y1, y2) = p(ξ, τ),

äå (ξ, τ) ∈ Π = (0, 1)× [0, 2π) ç ÿêîáiàíîì íàâåäåíèì ó (2.1.16).

Âåêòîð-ôóíêöiÿ p = (p1, p2) ïîçíà÷à¹ âiäîáðàæåííÿ ç îáëàñòi Π â îáëàñòü

D∗, òîìó, ïîäiáíî, òî÷êó x ìîæíà çàïèñàòè ÿê x = p(η, t). Çâiäñè, ñèñòå-

ìó (2.2.9) ìîæíà ïåðåïèñàòè â åêâiâàëåíòíié ïàðàìåòðèçîâàíié ôîðìi
ϕ(η, t) +

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)R̃(η, t; ξ, τ)dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)R̃0(η, t; τ)dτ = 0,

−1

2
ϕ0(t)− ϕ0(0) +

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̃ (t; ξ, τ)dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̃0(t; τ)dτ = g̃(t),

(2.2.10)

äå ϕ(η, t) = µ(p(η, t)), ϕ0(t) = ψ(x(t)), g̃(t) = g(x(t)), t ∈ [0, 2π) (η, t) ∈ Π.

Çà òî÷êó x∗ âçÿòî òî÷êó íà ìåæi Γ, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ ïàðàìåòðà t = 0,

òîáòî x∗ = x(0).

ßäðà iíòåãðàëiâ ñèñòåìè (2.2.10) ìàþòü òàêèé âèãëÿä

R̃0(η, t; τ) = 2πR(p(η, t), x(τ))|x′(τ)|, (2.2.11)

P̃ (t; ξ, τ) = 2πσ(x(t))
∂P (x(t), ξx(τ))

∂ν(x(t))
J(ξ, τ), (2.2.12)

P̃0(t; τ) = 2πσ(x(t))
∂P (x(t), x(τ))

∂ν(x(t))
|x′(τ)|, (2.2.13)

à R̃ çàäàíå ôîðìóëîþ (2.1.17). ßäðî R̃ ìà¹ îñîáëèâiñòü, ÿêùî η = ξ, âèäiëåííÿ

ÿêî¨ íàâåäåíî â çàäà÷i Äiðiõëå, çîêðåìà, â òåîðåìi 2.1.13, à ÿâíèé âèãëÿä

R̃ (η 6= ξ) âèçíà÷åíî â (2.1.28). ßäðà R̃0, P̃ ìàþòü òàêèé ÿâíèé âèãëÿä

R̃0(η, t; τ) =
(ηx(t)− x(τ)) · ∇σ(ηx(t))

σ(x(τ))|ηx(t)− x(τ)|2 |x′(τ)|, (2.2.14)
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P̃ (t; ξ, τ) =
σ(x(t))

σ(ξx(τ))

(x(t)− ξx(τ)) · ν(x(t))

|x(t)− ξx(τ)|2 J(ξ, τ). (2.2.15)

Ìîæíà ïîêàçàòè (íàïðèêëàä, âèêîðèñòàâøè ïðàâèëî Ëîïiòàëÿ), ùî P̃0 íå

ìà¹ îñîáëèâîñòi òà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

P̃0(t, τ) =


−x′′(t) · ν(x(t))

2|x′(t)| , t = τ,

σ(x(t))

σ(x(τ))

|x′(τ)|
|x′(t)|

(x(t)− x(τ)) · (x′2(t),−x′1(t))
|x(t)− x(τ)|2 , t 6= τ.

(2.2.16)

2.2.3. Ìåòîä Íèñòðüîìà

Äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (2.2.10) âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Íè-

ñòðüîìà ç êâàäðàòóðàìè (2.1.31)-(2.1.33), íàâåäåíèìè â çàäà÷i Äiðiõëå. Ïiñëÿ

çàñòîñóâàííÿ öèõ êâàäðàòóð äî iíòåãðàëiâ ó ñèñòåìi (2.2.10) i êîëîêàöi¨ îòðè-

ìàíèõ àïðîêñèìàöiéíèõ ðiâíÿíü ó òî÷êàõ, ùî âiäïîâiäàþòü êâàäðàòóðíèì

âóçëàì, ìà¹ìî òàêó ïîâíiñòþ äèñêðåòèçîâàíó ñèñòåìó ðiâíÿíü:
ϕmi +

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjR̄(ηm, ti; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ0jR̃0(ηm, ti; tj) = 0,

−1

2
ϕ0i − ϕ00 +

1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjP̃ (ti; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ0jP̃0(ti, tj) = g̃i,

(2.2.17)

äå ϕmi ≈ ϕ(ηm, ti), m = 1 . . . N, ϕ0i ≈ ϕ0(ti), g̃i = g̃(ti), i = 0 . . . 2n− 1,

R̄(ηm, ti; ηk, tj) =


1

2n
R̃(ηm, ti; ηk, tj) ïðèm 6= k,

1

2n
R̃(1)(ηm, ti; ηk, tj) + Tj(ti)R̃

(2)(ηm, ti; ηk, tj) ïðèm = k.

Âèãëÿä ôóíêöié R̃(1) òà R̃(2) íàâåäåíî ó ôîðìóëàõ (2.1.23) òà (2.1.24), âiäïî-

âiäíî.
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Ñèñòåìó (2.2.17) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿäi:

2n−1∑
j=0

(
Ami

0j ϕ0j +
N∑
k=1

[
δ

(mk)
ij + Ami

kj

]
ϕkj

)
= 0,

2n−1∑
j=0

([
A0i

0j −
δij
2
− δi0

]
ϕ0j +

N∑
k=1

A0i
kjϕkj

)
= g̃i,

(2.2.18)

m = 1, . . . , N ; i = 0, . . . , 2n− 1, ç ìàòðè÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè

Ami
0j =

1

2n

(ηmx(ti)− x(tj)) · ∇σ(ηmx(ti))

σ(x(tj))|ηmx(ti)− x(tj)|2
|x′(tj)|,

Ami
kj = αk


1

2n

(ηmx(ti)− ηkx(tj)) · ∇σ(ηmx(ti))

σ(ηkx(tj))|ηmx(ti)− ηkx(tj)|2
J(ηk, tj), m 6= k,

1

2n
R̃(1)(ηm, ti; ηk, tj) + R̃(2)(ηm, ti; ηk, tj)Tj(ti), m = k,

A0i
0j =

1

2n



−x′′(ti) · ν(x(ti))

2|x′(ti)|
, i = j,

σ(x(ti))

σ(x(tj))

|x′(tj)|
|x′(ti)|

(x(ti)− x(tj)) · (x′2(ti),−x′1(ti))
|x(ti)− x(tj)|2

. i 6= j,

A0i
kj =

αk
2n

ln |x(ti)− ηkx(tj)|
σ(ηkx(tj))

J(ηk, tj).

Áà÷èìî, ùî ÿê i äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi äîðiâíþ¹ (N+1)2n×
(N + 1)2n. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi âèêîðèñòà¹ìî

ôîðìóëó (2.2.5), çäiéñíþþ÷è êðîêè àíàëîãi÷íi äî êðîêiâ ó çàäà÷i Äiðiõëå.

u(p(η, t)) =
1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)Ṗ (η, t; ξ, τ)dτdξ+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̈ (η, t; τ)dτ, (η, t) ∈ Π,

ç ÿäðàìè

Ṗ (η, t; ξ, τ) = 2πP (p(η, t), p(ξ, τ))J(ξ, τ), P̈ (η, t; τ) = 2πP (p(η, t), x(τ))|x′(τ)|.
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ßäðî P̈ ìà¹ òàêèé ÿâíèé âèãëÿä

P̈ (η, t; τ) =
ln |ηx(t)− x(τ)|

σ(x(τ))
|x′(τ)|.

ßäðî Ṗ (η, t; ξ, τ) äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä, ÿê i äëÿ

çàäà÷i Äiðiõëå.

Òîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è âiäïîâiäíi êâàäðàòóðíi ôîðìóëè, íàáëèæåíèé ðîç-

â'ÿçîê â îáëàñòi ïîäà¹òüñÿ òàêîþ ôîðìóëîþ

uNn(p(η, t)) =
2n−1∑
j=0

[
Ã0j(η, t)ϕ0j +

N∑
k=1

Ãkj(η, t)ϕkj

]
, (η, t) ∈ Π, (2.2.19)

äå

Ã0j(η, t) =
1

2n

ln |ηx(t)− x(tj)|
σ(x(tj))

|x′(tj)|,

à Ãkj(η, t) ìà¹ âèãëÿä (2.1.39).

2.3. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìè ðîçãëÿíåìî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðà-

éîâèõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íåéìàíà äëÿ íàâåäåíîãî âèùå ìåòîäó. Ðåçóëüòàòè iì-

ïëåìåíòîâàíèõ ïðîãðàì äëÿ äàíîãî ÷èñåëüíîãî ìåòîäó ïðîäåìîíñòðîâàíî íà

äåêiëüêîõ ïðèêëàäàõ, ùî, çàãàëîì, íå âèêëþ÷à¹ âèêîðèñòàííÿ ðîçðîáëåíîãî

ïiäõîäó äëÿ iíøèõ âõiäíèõ äàíèõ.

Çàäà÷à Äiðiõëå

Äëÿ çàäàíî¨ ôóíêöi¨ ïðîâiäíîñòi σ(x) = (α + βx1 + γx2)
2, α, β, γ ∈ IR, òàêi,

ùî σ > 0 â D, òà ãàðìîíi÷íî¨ ôóíêöi¨ Ψ(x), ïðîñòi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü,

ùî

uex(x) =
Ψ(x)

σ1/2(x)
, x ∈ D

çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ (2.1.1). Ó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

ôóíêöiþ f(x) = uex(x), x ∈ Γ, çãåíåðîâàíó äëÿ ðiçíèõ âèïàäêiâ σ òà Ψ

òà äëÿ ðiçíèõ ãðàíè÷íèõ êðèâèõ Γ. ßê êâàäðàòóðó ïî çìiííié ξ ∈ (0, 1),
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ìè âèêîðèñòà¹ìî êâàäðàòóðó ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ ç âàãàìè αk = 1/N òà

âóçëàìè ηk = 1 − 2k−1
2N , k = 1, . . . , N . Îòæå, êâàäðàòóðíi êðèâi (òîáòî êðèâi,

ùî âiäïîâiäàþòü êâàäðàòóðíèì âóçëàì ηk), ìàþòü âèãëÿä

Γk = {xk(t) = ηkx(t), t ∈ [0, 2π)}, k = 1, . . . , N. (2.3.1)

Ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó áóäå îá÷èñëåíà íà ìíîæèíi òðüîõ êðèâèõ, ÿêi íàçèâàòè-

ìåìî êðèâèìè ïîõèáêè, ùîá âiäðiçíÿòè ¨õ âiä Γk. Âîíè ïîäàþòüñÿ òàê

Γ̃k = {x̃k(t) = (1− 0.25k)x(t), t ∈ [0, 2π)}, k = 1, 2, 3. (2.3.2)

Âiäçíà÷èìî, ùî Γ(N+1)/2 ñïiâïàäà¹ ç Γ̃2, êîëè N ¹ íåïàðíèì. Äâi îáëàñòi ç

ïðèêëàäiâ íàâåäåíi íà ðèñ. 2.1. Íà ðèñóíêàõ òàêîæ âêëþ÷åíî ìíîæèíè Γk (ñó-

öiëüíi ëiíi¨ ðàçîì çi øòðèõ-ïóíêòèðíîþ ëiíi¹þ) äëÿ N = 7 òà Γ̃k (øòðèõîâi òà

øòðèõ-ïóíêòèðíi ëiíi¨). Øòðèõ-ïóíêòèðíà ëiíiÿ ¹ âîäíî÷àñ i êâàäðàòóðíîþ

êðèâîþ i êðèâîþ ïîõèáêè.

...
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.
0

.
1

.
−1

.

0

.

1

.

Γ

..

.....

à) Îáëàñòü D ó ïðèêëàäi 1.

...

.........

Γ

..

..
−0.2
.

0
.

0.2
.

−0.6

.

−0.4

.

−0.2

.

0

.

0.2

á) Îáëàñòü D ó ïðèêëàäi 2.

Ðèñ. 2.1: Äâi îáëàñòi ðîçâ'ÿçêó ðàçîì ç ìíîæèíîþ âíóòðiøíiõ êðèâèõ.

Ïðèêëàä 1

Íåõàé îáëàñòü D îáìåæåíà êîëîì Γ = {x(t) = R(cos t, sin t), t ∈ [0, 2π)}
ðàäióñà R = 0.9. Ôóíêöi¨ σ òà Ψ çàäàíi:

σ(x) = (2 + x1 + x2)
2 òà Ψ(x) = x2

1 − x2
2, x ∈ D.
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Ïîõèáêè â ìàêñèìóì-íîðìi íàáëèæåíîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçêó êðàéîâî¨ çà-

äà÷i Äiðiõëå (2.1.1)-(2.1.2), îòðèìàíi çàïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì, íàâåäåíî â

òàáëèöi 2.1. Ïîõèáêè ïðåäñòàâëåíi äëÿ òðüîõ êðèâèõ, âèçíà÷åíèõ â (2.3.2).

×èñëî N âèçíà÷à¹ êiëüêiñòü êâàäðàòóðíèõ êðèâèõ, ùî çàäàþòüñÿ ôîðìó-

ëîþ (2.3.1), òîäi ÿê ÷èñëî 2n âiäïîâiäà¹ çà êiëüêiñòü êâàäðàòóðíèõ âóçëiâ

íà êîæíié ç íèõ. Íà ðèñ. 2.1 (a) ïðîäåìîíñòðîâàíî âèïàäîê N = 7.

Ëiíiéíèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi âiäíîñíî ïàðàìåòðà N òà åêñïîíåíöiéíèé ïî-

ðÿäîê çáiæíîñòi âiäíîñíî ïàðàìåòðà n ëåãêî ïîáà÷èòè â òàáëèöi 2.1. Çàóâà-

æèìî, ùî ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó ó âiäïîâiäíèõ íîðìàõ îá÷èñëåíi, ÿê ìiæ êâàäðà-

òóðíèìè êðèâèìè (ïîõèáêè íà Γ̃1 òà Γ̃3), òàê i íà îäíié ç íèõ (òà, ùî ñïiâïàäà¹

ç Γ̃2).

N n ‖uNn − uex‖C(Γ̃1) ‖uNn − uex‖C(Γ̃2) ‖uNn − uex‖C(Γ̃3)

3 64 0.037253 0.023153 0.002490

128 0.037283 0.023153 0.002490

7 128 0.006684 0.004691 0.000676

256 0.006684 0.004692 0.000676

15 128 0.001399 0.001041 0.000166

256 0.001394 0.001041 0.000166

Òàáë. 2.1: Àáñîëþòíi ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 1.

Âiäíîñíi ïîõèáêè â L2-íîðìi â îáëàñòi D íàâåäåíi â òàáëèöi 2.2. Äëÿ îá-

÷èñëåííÿ ïîõèáêè â L2-íîðìi âèêîðèñòàíî òàêó àïðîêñèìàöiþ

‖uNn − uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
≈


Ñ∑
k=1

2ñ−1∑
j=0

(uNn − uex)2(η̃k, t̃j)J(η̃k, t̃j)

Ñ∑
k=1

2ñ−1∑
j=0

u2
ex(η̃k, t̃j)J(η̃k, t̃j)



1/2

(2.3.3)

ç Ñ = 20 òà ñ = 32.
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N n
‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

3 64 5.216056

128 5.41096

7 128 1.386761

256 1.316576

15 128 0.261578

256 0.249866

Òàáë. 2.2: Âiäíîñíi ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó. 1

Ïðèêëàä 2

Ó öüîìó ïðèêëàäi áóëî îáðàíî îáëàñòü, ùî îáìåæåíà ñêëàäíiøîþ êðèâîþ

Γ = {x(t) = (0.2 cos t, 0.4 sin t− 0.3 sin2 t), t ∈ [0, 2π)}.

Ôóíêöiÿ Ψ çàäàíà ÿê

Ψ(x) = x3
1 + 3x2

1x2 − 3x2
2x1 − x3

2, x ∈ D

i σ ¹ ç ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó.

Ïîõèáêè â ìàêñèìóì-íîðìi âiäîáðàæåíi â òàáëèöi 2.3 äëÿ òðüîõ êðèâèõ

ïîõèáîê (2.3.2) òà âiäïîâiäíèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ äèñêðåòèçàöi¨ N i n. Âè-

ïàäîê, êîëè N = 7 ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 2.1 (á). ßê i äëÿ ïîïåðåäíüîãî

ïðèêëàäó, ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó ó âiäïîâiäíèõ íîðìàõ îá÷èñëåíi ÿê ìiæ êâàäðà-

òóðíèìè êðèâèìè Γk, òàê i íà îäíié ç öèõ êðèâèõ. Òàêîæ i â öüîìó ïðèêëàäi

â òàáëèöi 2.3 áà÷èìî ëiíiéíèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi âiäíîñíî ïàðàìåòðà N òà

åêñïîíåíöiéíèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi âiäíîñíî ïàðàìåòðà n.

Âiäíîñíi ïîõèáêè â L2-íîðìi â îáëàñòiD, âèêîðèñòîâóþ÷è íàáëèæåííÿ (2.3.3)

äëÿ ïðèêëàäó 2, íàâåäåíi â òàáëèöi 2.4.
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N n ‖uNn − uex‖C(Γ̃1) ‖uNn − uex‖C(Γ̃2) ‖uNn − uex‖C(Γ̃3)

3 64 0.002628 0.001729 0.000093

128 0.002637 0.001729 0.000093

7 128 0.000364 0.000421 0.000021

256 0.000364 0.000421 0.000021

15 128 0.000056 0.000106 0.000004

256 0.000056 0.000105 0.000004

Òàáë. 2.3: Àáñîëþòíi ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 2.

N n
‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

3 64 1.86703

128 1.86138

7 128 0.50473

256 0.50266

15 128 0.08769

256 0.08660

Òàáë. 2.4: Âiäíîñíi ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 2.

Ïðèêëàä 3

Íåõàé D � êðóã ðàäióñà R = 0.9, òîáòî

Γ = {x(t) = 0.9(cos t, sin t), t ∈ [0, 2π)},

à ôóíêöi¨ σ òà f ìàþòü âèãëÿä:

σ(x) = ex1(x2 + 2)2, x ∈ D,

f(x) = e(x1+
√

3x2)/4(ex1(x2 + 2)2)−0.5, x ∈ Γ.
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Ðèñ. 2.2: Òî÷íèé (à) i íàáëèæåíèé (á) ðîçâ'ÿçêè ïðè N=3, n=128 äëÿ ïðèêëàäó 2.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî

uex(x) = e(x1+
√

3x2)/4(ex1(x2 + 2)2)−0.5, x ∈ D.

Îòæå â öüîìó âèïàäêó uex(x) òåæ ïîäàíî, ÿê ÷àñòêó äåÿêî¨ ôóíêöi¨ Ψ(x)

íà
√
σ(x), ïðîòå, â öüîìó âèïàäêó Ψ íå ¹ ãàðìîíi÷íîþ, à σ íå ¹ ïîëiíîìîì.

Ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó íàâåäåíî â òàáëèöi 2.5.

N n ‖uNn − uex‖C(Γ̃1) ‖uNn − uex‖C(Γ̃2) ‖uNn − uex‖C(Γ̃3)

2 64 0.033131 0.003354 0.011966

128 0.022698 0.003354 0.010334

6 128 0.004463 0.000707 0.001444

256 0.002911 0.000389 0.001207

12 128 0.000079 0.000098 0.000106

256 0.000078 0.000098 0.000106

Òàáë. 2.5: Àáñîëþòíi ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 3.
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Çàäà÷à Íåéìàíà

Ðîçãëÿíåìî äâà ïðèêëàäè äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà ç ðiçíèìè ôóíêöiÿìè ïðîâiä-

íîñòi σ, êðàéîâèìè ôóíêöiÿìè g òà êðèâèìè, ùî îáìåæóþòü îáëàñòü D.

Ïðèêëàä 4

Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü D, ÿê âíóòðiøíiñòü êðóãà ðàäióñà R = 0.9. Ïðè öüîìó

iíøi âõiäíi äàíi ìàþòü òàêi çíà÷ííÿ:

σ(x) = 4− x2
1 + x2

2, x ∈ D;

òà ôóíêöiÿ

g(x) = (4− x2
1 + x2

2)2x1x2, x ∈ Γ.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ g çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (2.2.3). Ôóíêöiÿ uex(x) =

x1x2, ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.2.1)-(2.2.4) äëÿ íàâåäåíèõ âèùå äàíèõ. Ó òàáëè-

öi 2.6 íàâåäåíî ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó çà ìàêñèìóì-íîðìîþ íà òðüîõ êðèâèõ, ùî

ìiñòÿòüñÿ â îáëàñòi D òà âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëîþ (2.3.2).

Ïàðàìåòðè N òà n âiäïîâiäàþòü çà êiëüêiñòü êâàäðàòóðíèõ âóçëiâ ó ñèñòå-

ìi (2.2.18). Òàêîæ ó òàáëèöi íàâåäåíî âiäíîñíó ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi,

îá÷èñëåíó çà ôîðìóëîþ (2.3.3).

Âàðòî âiäìiòèòè, ùî, äëÿ äàíîãî ïðèêëàäó, äëÿ çìåíøåííÿ ïîõèáêè ïðè

çáiëüøåííi N íåîáõiäíî çáiëüøóâàòè i ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöi¨ n. Áà÷èìî, ùî

ïðè çáiëüøåííi N âäâi÷i, çíà÷åííÿ n òåæ ïîòðiáíî çáiëüøèòè ó äâà ðàçè, ùîá

îòðèìàòè çìåíøåííÿ âiäíîñíî¨ ïîõèáêè, ÿêà êðàùå õàðàêòåðèçó¹ áëèçüêiñòü

íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó äî òî÷íîãî, íiæ àáñîëþòíà. Ïðè÷èíîþ òàêî¨ çàëåæíî-

ñòi ïàðàìåòðiâ N òà n ìîæå áóòè íåäîñòàòíÿ ãëàäêiñòü ÿäðà P̃ ó ñèñòåìi

(2.2.10) ïî çìiííié ξ.
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N n ‖uNn − uex‖C(Γ̃1) ‖uNn − uex‖C(Γ̃2) ‖uNn − uex‖C(Γ̃3)

‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

7 16 8.09E-004 1.65E-004 1.34E-005 3.40873

32 6.44E-005 1.33E-005 1.18E-006 0.74813

64 5.52E-007 1.14E-007 1.02E-008 0.06772

15 16 2.38E-003 4.59E-004 2.88E-005 3.56188

32 4.57E-004 9.38E-005 8.01E-006 0.76257

64 4.23E-005 8.79E-006 7.97E-007 0.06882

Òàáë. 2.6: Ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 4.
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Ðèñ. 2.3: Òî÷íèé (à) i íàáëèæåíèé (á) ðîçâ'ÿçêè ïðè N=7, n=32 äëÿ ïðèêëàäó 4.

Ïðèêëàä 5

Îáëàñòü D � åëiïñ ç ïiâîñÿìè a = 2, b = 1, òîáòî îáëàñòü îáìåæó¹ êðèâà

Γ = {x(t) = (a cos(t), b sin(t)), t ∈ [0, 2π)}, σ(x) = 8 + 2x1x2, x ∈ D. Ôóíêöiþ
g çàäàíî ó ïàðàìåòðèçîâàíîìó âèãëÿäi

g̃(t) =
(8 + 2ab cos(t) sin(t))(2a cos(t)b sin(t)− 2b sin(t)a sin(t))√

b2cos(t)2 + a2sin(t)2
.

Äëÿ òàêèõ âõiäíèõ äàíèõ ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ïðîâiâøè âiäïîâiäíi îá÷èñëåí-

íÿ, ùî òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ¹ uex(x) = x2
1 − x2

2, x ∈ D. Ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü

äëÿ äàíîãî ïðèêëàäó íàâåäåíî â òàáëèöi 2.7.
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ßê i äëÿ ïðèêëàäó 4, áà÷èìî ìàëi çíà÷åííÿ àáñîëþòíî¨ òà âiäíîñíî¨ ïîõè-

áîê òà íåîáõiäíå çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðà n ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðà N äëÿ

çìåíøåííÿ ïîõèáêè.

N n ‖uNn − uex‖C(Γ̃1) ‖uNn − uex‖C(Γ̃2) ‖uNn − uex‖C(Γ̃3)

‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

7 32 1.03E-006 9.51E-005 1.22E-004 1.81412

64 3.37E-006 4.76E-006 1.12E-006 0.28746

15 128 4.32E-006 4.47E-006 1.29E-006 0.02262

256 5.51E-010 1.04E-009 2.15E-009 0.00038

Òàáë. 2.7: Ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 5.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 2

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî çàïðîïîíîâàíî ÷èñåëüíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ êðà-

éîâèõ çàäà÷ Äiðiõëå òà Íåéìàíà äëÿ ÅÐÇÊ. Îñíîâíèì ïiäõîäîì äëÿ ðîçâ'ÿ-

çóâàííÿ öèõ çàäà÷ ¹ ôîðìóëþâàííÿ íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

ç âèêîðèñòàííÿì òåîði¨ ïîòåíöiàëiâ òà ôóíêöi¨ Ëåâi (ïàðàìåòðèêñà). Äàíèé

íåïðÿìèé ïiäõiä ¹ ìàëî äîñëiäæåíèì ó ëiòåðàòóði, i, òàêèì ÷èíîì, ïðåä-

ñòàâëåíi ðåçóëüòàòè ¹ ïåâíèì âíåñêîì â îáëàñòü ÷èñåëüíèõ àëãîðèòìiâ äëÿ

ðîçâ'ÿçóâàííÿ âèùåçãàäàíèõ çàäà÷.

Ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi ñóìè îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó òà

ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ãåíåðó¹ ñèñòåìó ãðàíè÷íî-ïðîñòîðî-

âèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ ãóñòèí. Öþ ñèñòåìó áó-

ëî ïåðåïèñàíî çà äîïîìîãîþ çàìiíè çìiííèõ ó ïîäâiéíèõ iíòåãðàëàõ íà îñíîâi

ãîìîòåòè÷íîãî ñòèñíåííÿ ãðàíè÷íî¨ êðèâî¨, ùî ìà¹ ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ.

Ïiä ÷àñ ïîáóäîâè âiäïîâiäíî¨ ñèñòåìè äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà áóëî âðàõîâíî íå-

¹äèíiñòü ¨¨ ðîçâ'ÿçêó. Äèñêðåòèçàöiþ ñèñòåìè áóëî çäiéñíåíî íà îñíîâi âè-

êîðèñòàííÿ ìåòîäó Íèñòðüîìà, ç ïîïåðåäíiì âèäiëåííÿì îñîáëèâîñòåé. Ïðè

îá÷èñëåííi íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó âðàõîâàíî ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü, ùî
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âèíèêà¹ ÷åðåç ñïåöèôiêó ïîäàííÿ öüîãî ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi.

Ïåðåâàãà çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî òóò áóëî âèêîðèñòà-

íî ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêèé óñïøíî çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

îáåðíåíèõ çàäà÷ äëÿ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, à îòæå ðîçãëÿíóòèé

ïiäõiä âiäêðèâà¹ ìîæëèâiñòü äî çàñòîñóâàííÿ ïîäiáíèõ ìåòîäiâ äî îáåðíåíèõ

çàäà÷ äëÿ ÅÐÇÊ. ×èñåëüíèé àëãîðèòì ¹ ïðîñòèì äëÿ âèêîðèñòàííÿ, à íàâåäå-

íi ÷èñåëüíi åêñïåðèìåíòè âêàçóþòü íà çáiæíiñòü äàíîãî ìåòîäó. Çîêðåìà, äëÿ

îáîõ çàäà÷ õàðàêòåðíîþ ¹ åêñïîíåíöiéíà çáiæíiñòü ïî îäíîìó ç ïàðàìåòðiâ

äèñêðåòèçàöi¨, òîäi, ÿê çáiæíiñòü äëÿ iíøîãî çàëåæèòü âiä âèáîðó âiäïîâiäíî¨

êâàäðàòóðè òà ãëàäêîñòi ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè îïóáëiêîâàíi ó ïðàöÿõ [6,36].
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ÐÎÇÄIË 3

×ÈÑÅËÜÍÅ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÌIØÀÍÈÕ

ÊÐÀÉÎÂÈÕ ÇÀÄÀ× Ó ÄÂÎÇÂ'ßÇÍIÉ ÎÁËÀÑÒI

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ êðàéîâèõ

çàäà÷ Äiðiõëå-Íåéìàíà òà Íåéìàíà-Äiðiõëå äëÿ ÅÐÇÊ ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi.

Ó ïiäðîçäiëàõ 3.1, 3.2 íàâåäåíî ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i äëÿ îáëàñòåé, âíóòði-

øíÿ ãðàíèöÿ ÿêèõ ¹ ãîìîòåòè÷íèì ñòèñíåííÿì çîâíiøíüî¨ ãðàíè÷íî¨ êðèâî¨.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó, ÿê ñóìó ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöàëiâ ïðî-

ñòîãî øàðó òà îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó, îòðèìàíî ñèñòåìó ç òðüîõ

ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêó ïàðàìåòðèçîâàíî ÷åðåç âiä-

ïîâiäíi çàìiíè çìiííèõ. Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü ãóñòèí çàñòî-

ñîâàíî ìåòîä Íèñòðüîìà ç âiäïîâiäíèìè êâàäðàòóðàìè, à òàêîæ íàâåäåíî

àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi. Ó ïiäðîçäiëi 3.3 ïðåäñòàâëåíî ôîðìóëè

äëÿ çàñòîñóâàííÿ äàíîãî ïiäõîäó äî äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ç íåãîìîòåòè÷íèìè

ãðàíè÷íèìè êðèâèìè. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè äëÿ äâîõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ði-

çíèìè âõiäíèì äàíèìè íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 3.4.

3.1. Çàäà÷à Äiðiõëå-Íåéìàíà òà ¨¨ íàáëèæåíå ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ

3.1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi

Íåõàé D0 � îäíîçâ'ÿçíà îáìåæåíà îáëàñòü â R2 ç ìåæåþ Γ0 ∈ C2, D−1

� îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü îáìåæåíà êðèâîþ Γ−1 ∈ C2 i D−1 ⊂ D0. Âèçíà÷èìî

îáëàñòü D = D0 \D−1.

Ðîçãëÿíåìî òàêó ïëîñêó ìiøàíó êðàéîâó çàäà÷ó ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi D

äëÿ ÅÐÇÊ: çíàéòè ôóíêöiþ u, ùî çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
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div(σ(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D, (3.1.1)

óìîâó Äiðiõëå íà Γ−1

u = f1 íà Γ−1 (3.1.2)

òà óìîâó Íåéìàíà íà Γ0

σ
∂u

∂ν
= f2 íà Γ0. (3.1.3)

Òóò, σ ∈ C∞(D), σ > 0, f1, f2 � âiäîìi ôóíêöi¨.

Òåîðåìà 3.1.1. Çàäà÷à (3.1.1)�(3.1.3) ìà¹ ùîíàéáiëüøå îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé u1, u2 � ðîçâ'ÿçêè (3.1.1)�

(3.1.3), u1 6= u2. Ïîçíà÷èìî u
def
= u1 − u2. Äàëi, ïiäñòàâëÿþ÷è v = u ó ïåðøó

ôîðìóëó Ãðiíà (1.2.4) äëÿ ðiâíÿííÿ (3.1.1) (äèâ. íàïðèêëàä [7]) îòðèìà¹ìî,

ùî u ≡ 0, à îòæå ñóïåðå÷íiñòü.

Òåîðåìà 3.1.2. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.1.1)�(3.1.3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

u(x) =

∫
D

ψ(y)P (x, y) dy+

∫
.−1

ψ−1(y)P (x, y) ds(y)+

∫
.0

ψ0(y)P (x, y) ds(y), x ∈ D,

(3.1.4)

äå íåâiäîìi ãóñòèíè ψ, ψ−1, ψ0 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè òàêî¨ ñèñòåìè ãðàíè÷íî-ïðî-

ñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, çàïèñàíî¨ â îïåðàòîðíîìó âèãëÿäi

ψ + V ψ + V−1ψ−1 + V0ψ0 = 0 â D,

W (−1)ψ +W
(−1)
−1 ψ−1 +W

(−1)
0 ψ0 = f1 íà Γ−1,

−1

2
ψ0 + T (0)ψ + T

(0)
−1ψ−1 + T

(0)
0 ψ0 = f2 íà Γ0,

(3.1.5)

äå îïåðàòîðè âèçíà÷àþòüñÿ ÿê:

Vjg(x) =

∫
.j

g(y)R(x, y) ds(y), x ∈ D, j ∈ {−1, 0}, (3.1.6)
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W
(i)
j g(x) =

∫
.j

g(y)P (x, y) ds(y), x ∈ Γi, i, j ∈ {−1, 0}, (3.1.7)

T
(i)
j g(x) =

∫
.j

g(y)σ(x)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ Γi, i, j ∈ {−1, 0}, (3.1.8)

V g(x) =

∫
D

g(y)R(x, y) dy, x ∈ D, (3.1.9)

W (i)g(x) =

∫
D

g(y)P (x, y) dy, x ∈ Γi, i ∈ {−1, 0}, (3.1.10)

T (i)g(x) =

∫
D

g(y)σ(x)
∂P (x, y)

∂ν(x)
dy, x ∈ Γi, i ∈ {−1, 0}. (3.1.11)

Äîâåäåííÿ. Ïîäàííÿ (3.1.4) ìà¹ çàäîâîëüíÿòè (3.1.1)-(3.1.3), à îòæå, ïiñëÿ

ïiäñòàíîâêè (3.1.4) ó (3.1.1)-(3.1.3), ç âðàõóâàííÿì âëàñòèâîñòåé ïàðàìåòðèêñ-

ïîòåíöàëiâ ó òåîðåìi 2.1.7, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ÃÏIÐ, ùî ìà¹ âèãëÿä (3.1.5) ç

âiäïîâiäíèìè îïåðàòîðàìè, âèçíà÷åíèìè ôîðìóëàìè (3.1.6)-(3.1.11).

Çàóâàæåííÿ 3.1.3. Çàãàëîì, íèæíié iíäåêñ â îïåðàòîðàõ âèçíà÷à¹ ÿêié

ãðàíèöi íàëåæèòü çìiííà iíòåãðóâàííÿ; âåðõíié iíäåêñ âèçíà÷à¹ äî ÿêî¨ ãðà-

íèöi íàëåæèòü çìiííà ñïîñòåðåæåííÿ. ßêùî æ çíà÷åííÿ iíäåêñà âiäñóòí¹,

òî âiäïîâiäíà çìiííà íàëåæèòü îáëàñòi D.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðè íàëåæíié ãëàäêîñòi

âõiäíèõ äàíèõ îòðèìàíà ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ó âiäïîâiäíèõ ïðîñòî-

ðàõ. Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ f1 ∈ C(Γ−1) i f2 ∈ C(Γ0) iñíó¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

ñèñòåìè (3.1.5) ç ãóñòèíàìè ψ ∈ C(D), ψ−1 ∈ C(Γ−1), ψ0 ∈ C(Γ0).

3.1.2. Ïàðàìåòðèçàöiÿ òà ïîäàííÿ ÿäåð

Îòæå, îáëàñòü D � äâîçâ'ÿçíà òà îáìåæåíà êðèâèìè Γ0 i Γ−1. Çàãàëîì,

êîíôiãóðàöi¨ êðèâèõ ìîæóòü áóòè äîâiëüíèìè, îäíàê, äëÿ ïî÷àòêó, ðîçãëÿ-

íåìî âèïàäîê, êîëè Γ−1 ¹ ãîìîòåòè÷íèì ñòèñíåííÿì Γ0 ç äåÿêèì êîåôiöi¹í-

òîì ξ−1, òîáòî îáëàñòü D ¹ êiëüöåïîäiáíîþ. Îêðåìî ðîçãëÿíåìî âèïàäîê äëÿ

äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ç íåãîìîòåòè÷íèìè ãðàíè÷íèìè êðèâèìè.
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Íåõàé Γ0, Γ−1 ìàþòü òàêå ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ

Γ0 = {x(t) = (x1(t), x2(t)), t ∈ R},

Γ−1 = ξ−1x(t) = {x−1(t) = (ξ−1x1(t), ξ−1x2(t)), t ∈ R},
(3.1.12)

äå ξ−1 ∈ (0, 1), xk ∈ C2
2π(R), k = 1, 2, |x′(t)| > 0. Ùîá îòðèìàòè ñèñòå-

ìó iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü â ïàðàìåòðèçîâàíîìó âèãëÿäi, âèêîðèñòà¹ìî çàìiíó

çìiííèõ, ÿê äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå, ó ïîäâiéíèõ iíòåãðàëàõ ñèñòåìè (3.1.5), äå

(ξ, τ) ∈ Π = (ξ−1, 1) × [0, 2π) i ÿêîáiàí J(ξ, τ) = ξ(x1(τ)x′2(τ) − x2(τ)x′1(τ)).

Ââàæàòèìåìî, ùî D−1 ìiñòèòü ïî÷àòîê êîîðäèíàò, à p = (p1, p2) âèçíà÷à¹

âçà¹ìíîîäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ ç Π â D∗.

Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó

ϕ(η, t) +
1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)R̃(η, t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)R̃−1(η, t; ξ−1, τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)R̃0(η, t; τ) dτ = 0, (η, t) ∈ Π,

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̂ (ξ−1, t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)P̂−1(ξ−1, t; ξ−1, τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̂0(ξ−1, t; τ) dτ = f̃1(t), t ∈ [0, 2π),

−1

2
ϕ0(t) +

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̃ (t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)P̃−1(t; ξ−1, τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̃0(t; τ) dτ = f̃2(t), t ∈ [0, 2π),

(3.1.13)
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ç ϕ(η, t) = ψ(p(η, t)), ϕ−1(ξ−1, t) = ψ−1(x−1(t)), ϕ0(t) = ψ0(x(t)), f̃1(t) =

f1(x−1(t)), f̃2(t) = f2(x(t)) i ÿäðàìè

P̂ (ξ−1, t; ξ, τ) = 2πP (ξ−1x(t), p(ξ, τ))J(ξ, τ), (3.1.14)

P̂0(ξ−1, t; τ) = 2πP (ξ−1x(t), x(τ))|x′(τ)|, (3.1.15)

R̃−1(η, t; ξ−1, τ) = 2πR(p(η, t), ξ−1x(τ))ξ−1|x′(τ)|, (3.1.16)

P̂−1(ξ−1, t; ξ−1, τ) = 2πP (ξ−1x(t), ξ−1x(τ))ξ−1|x′(τ)|, (3.1.17)

P̃−1(t; ξ−1, τ) = 2πσ(x(t))
∂P (x(t), ξ−1x(τ))

∂ν(x(t))
ξ−1|x′(τ)|, (3.1.18)

R̃, R̃0, P̃ , P̃0 âèçíà÷åíi ó ôîðìóëàõ (2.1.17), (2.2.11), (2.2.12), (2.2.13), âiäïî-

âiäíî.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî ÿäðà R̃ i P̂−1 ìàþòü îñîáëèâîñòi. Çîêðåìà, îñîáëèâiñòü

â R̃ ðîçãëÿíóòî ó çàäà÷i Äiðiõëå (äèâ. òåîðåìó 2.1.13), òîäi, ÿê ëîãàðèôìi÷íà

îñîáëèâiñòü â P̂−1 ìîæå áóòè âèäiëåíà àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó òåîðåìè 2.1.14.

À ñàìå, ïîäà¹ìî P̂−1 ó âèãëÿäi:

P̂−1(ξ−1, t; ξ−1τ) = P̂
(1)
−1 (ξ−1, τ) ln

4

e
sin2 t− τ

2
+ P̂

(2)
−1 (ξ−1, t; ξ−1τ) (3.1.19)

ç

P̂
(1)
−1 (ξ−1, τ) =

1

2

ξ−1|x′(τ)|
σ(ξ−1x(τ))

i

P̂
(2)
−1 (ξ−1, t; ξ−1, τ) =

ξ−1|x′(τ)|
σ(ξ−1x(τ))


1

2
ln
|ξ−1x(t)− ξ−1x(τ)|2

4
e sin2 t−τ

2

ïðè t 6= τ,

1

2
ln
(
e|ξ−1x

′(t)|2
)

ïðè t = τ.

3.1.3. Äèñêðåòèçàöiÿ ñèñòåìè IÐ

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (3.1.13) çàñòîñó¹ìî ìåòîä Íèñòðüîìà ç êâàäðà-

òóðíèìè ôîðìóëàìè, ùî íàâåäåíi ó äðóãîìó ðîçäiëi. Çîêðåìà, äëÿ íåïåðåðâ-

íèõ iíòåãðàíäiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî êâàäðòóðè (2.1.31), (2.1.33). Äëÿ iíòåãðà-

ëiâ ç îñîáëèâîñòÿìè áóäóòü âèêîðèñòîâóâàòèñü ôîðìóëè (2.1.32), (2.1.34).
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Âèêîðèñòàííÿ öèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ó (3.1.13) ç âðàõóâàííÿì âèãëÿ-

äó ÿäåð òà êîëîêàöiÿ àïðîêñèìàöiéíèõ ðiâíÿíü ó êâàäðàòóðíèõ âóçëàõ ïðè-

âîäÿòü äî ïîâíiñòþ äèñêðåòèçîâàíî¨ ñèñòåìè ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü



ϕmi +
N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjR̄(ηm, ti; ηk, tj)+

+
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ−1jR̃−1(ηm, ti; ξ−1, tj) +
2n−1∑
j=0

ϕ0jR̃0(ηm, ti; tj) = 0,

1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjP̂ (ξ−1, ti; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ0jP̂0(ξ−1, ti, tj)+

+
2n−1∑
j=0

ϕ−1j

[
P̂

(1)
−1 (ξ−1, tj)Fj(ti) +

1

2n
P̌

(2)
−1 (ξ−1, ti; ξ−1, tj)

]
= f̃1i,

−1

2
ϕ0i +

1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjP̃ (ti; ηk, tj)+

+
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ−1jP̃−1(ti; ξ−1, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ0jP̃0(ti, tj) = f̃2i,

(3.1.20)

ç R̄ íàâåäåíèì ó êðàéîâié çàäà÷i Äiðiõëå, òà ïðàâîþ ÷àñòèíîþ çi çíà÷åííÿìè

f̃1i = f̃1(ti) i f̃2i = f̃2(ti). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi îòðèìàíî¨

ñèñòåìè ¹ (N + 2)2n× (N + 2)2n.

Ó (3.1.20) ìà¹ìî ϕmi ≈ ϕ(ηm, ti), ϕ−1i ≈ ϕ−1(ξ−1, ti) i ϕ0i ≈ ϕ0(ti) äëÿ

m = 1, . . . , N òà i = 0, . . . , 2n− 1.

Àíàëîãi÷íî, ÿê i äëÿ ðîçãëÿíóòî¨ ðàíiøå çàäà÷i Äiðiõëå, àíàëiç çáiæíîñòi

çàñòîñîâàíîãî ìåòîäó òà îöiíêó ïîõèáêè ìîæíà çäiéñíèòè íà îñíîâi çàãàëü-

íî¨ òåîði¨ äëÿ ìåòîäó Íèñòðüîìà äëÿ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ðîäó

ç êîìïàêòíèì îïåðàòîðîì. Ïðè öüîìó ïîðÿäîê ïîõèáêè ìåòîäó Íèñòðüîìà
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áóäå ñïiâïàäàòè ç ïîðÿäêîì ïîõèáêè âèêîðèñòàíèõ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ó

âèïàäêó äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi ãðàíè÷íèõ êðèâèõ Γ−1, Γ0, ãðàíè÷íèõ òà ïiäií-

òåãðàëüíèõ ôóíêöié (ÿäåð).

Ðîçâ'ÿçóþ÷è ñèñòåìó (3.1.20), îòðèìà¹ìî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íåâiäîìèõ

ãóñòèí. Ìàþ÷è öi çíà÷åííÿ, ìîæíà çíàéòè àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi,

âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó

uNn(p(η, t)) =
2n−1∑
j=0

[
Ã−1j(η, t)ϕ−1j+Ã0j(η, t)ϕ0j+

N∑
k=1

Ãkj(η, t)ϕkj

]
, (η, t) ∈ Π,

(3.1.21)

çi çíà÷åííÿìè Ãkj çàäàíèìè ôîðìóëîþ (2.1.39) i

Ã−1j(η, t) =
1

2n

ln |ηx(t)− ξ−1x(tj)|
σ(ξ−1x(tj))

|ξ−1x
′(tj)|,

Ã0j(η, t) =
1

2n

ln |ηx(t)− x(tj)|
σ(x(tj))

|x′(tj)|.

Ó ïîðiâíÿííi ç êðàéîâîþ çàäà÷åþ Äiðiõëå ÷è Íåéìàíà ôóíêöi¨ Ãkj(η, t)

âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ çìiííî¨ η.

3.2. Çàäà÷à Íåéìàíà-Äiðiõëå òà ¨¨ íàáëèæåíå ðîçâ'ÿçó-

âàííÿ

3.2.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i òà çâåäåííÿ äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ

ðiâíÿíü

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà ðîçãëÿíåìî ìiøàíó êðà-

éîâó çàäà÷ó Íåéìàíà-Äiðiõëå.

ßê i äëÿ çàäà÷i (3.1.1)-(3.1.3), íåõàé D � äâîçâ'ÿçíà ïëîñêà îáëàñòü, îáìå-

æåíà ãðàíè÷íèìè êðèâèìè Γ−1,Γ0 ∈ C2. Íåîáõiäíî çíàéòè ôóíêöiþ u, ùî
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çàäîâîëüíÿ¹ äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ

div(σ(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D, (3.2.1)

óìîâó Íåéìàíà íà Γ−1

σ
∂u

∂ν
= g1 íà Γ−1 (3.2.2)

òà óìîâó Äiðiõëå íà Γ0

u = g2 íà Γ0 (3.2.3)

ç âiäîìèìè ôóíêöiÿìè σ ∈ C∞(D), σ > 0 òà g1, g2.

Òåîðåìà 3.2.1. Çàäà÷à (3.2.1)�(3.2.3) ìà¹ ùîíàéáiëüøå îäèí ðîçâ'ÿçîê.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå-

Íåéìàíà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïåðøó ôîðìóëó Ãðiíà (1.2.4) ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

ìiøàíà çàäà÷à äëÿ îäíîðiäíîãî ðiâíÿííÿ ç îäíîðiäíèìè êðàéîâèìè óìîâà-

ìè ìà¹ ëèøå òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê, à îòæå çàäà÷à ìà¹ ùîíàéáiëüøå îäèí

ðîçâ'ÿçîê.

Çàóâàæåííÿ 3.2.2. Äàíà òåîðåìà ìà¹ ìiñöå i äëÿ âèïàäêó íåîäíîðiäíîãî

ÅÐÇÊ, äèâ. [23].

Òåîðåìà 3.2.3. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (3.2.1)�(3.2.3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

(3.1.4), ç âiäïîâiäíèìè íåâiäîìèìè ãóñòèíàìè, ùî ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè

ψ + V ψ + V−1ψ−1 + V0ψ0 = 0 â D,

1

2
ψ−1 + T (−1)ψ + T

(−1)
−1 ψ−1 + T

(−1)
0 ψ0 = g1 íà Γ−1,

W (0)ψ +W
(0)
−1ψ−1 +W

(0)
0 ψ0 = g2 íà Γ0,

(3.2.4)

äå îïåðàòîðè âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.1.6)-(3.1.11)
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Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ðîçâ'ÿçîê ìà¹ çàäîâîëüíÿòè ÿê äèôåðåöiàëüíå ðiâíÿí-

íÿ, òàê i êðàéîâi óìîâè, òî, âðàõîâóþ÷è öå, ñòðèáîê âiäïîâiäíîãî ïàðàìåòðèêñ-

ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó ðàçîì ç âëàñòèâîñòÿìè îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïî-

òåíöiàëó ç òåîðåìè 2.1.7 òà ïiäñòàâèâøè (3.1.4) â (3.2.1)�(3.2.3), îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (3.2.4).

3.2.2. Ïàðàìåòðèçàöiÿ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà, ïðîâîäèìî çàìiíó çìií-

íèõ òà îòðèìó¹ìî òàêó ïàðàìåòðèçîâàíó ñèñòåìó



ϕ(η, t) +
1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)R̃(η, t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)R̃0(η, t; τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)R̃−1(η, t; ξ−1, τ) dτ = 0, (η, t) ∈ Π,

1

2
ϕ−1(ξ−1, t) +

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̄ (ξ−1, t; ξ, τ) dτdξ+

+
1

2π

2π∫
0

(
ϕ0(τ)P̄0(ξ−1, t; τ) + ϕ−1(ξ−1, τ)P̄−1(ξ−1, t; ξ−1, τ)

)
dτ = g̃1(t),

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̌ (t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)P̌−1(t; ξ−1, τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̌0(t; τ) dτ = g̃2(t),

(3.2.5)
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ç t ∈ [0, 2π) äëÿ äðóãîãî òà òðåòüîãî ðiâíÿíü, ôóíêöiÿìè ϕ(η, t) = ψ(p(η, t)),

ϕ−1(ξ−1, t) = ψ−1(ξ−1x(t)), ϕ0(t) = ψ0(x(t)), g̃1(t) = g1(ξ−1x(t)), g̃2(t) =

g2(x(t)), òà ÿäðàìè

P̌0(t; τ) = 2πP (x(t), x(τ))|x′(τ)|, (3.2.6)

P̄ (ξ−1, t; ξ, τ) = 2πσ(ξ−1x(t))
∂P (ξ−1x(t), ξx(τ))

∂ν(x−1(t))
J(ξ, τ), (3.2.7)

P̄0(ξ−1, t; τ) = 2πσ(ξ−1x(t))
∂P (ξ−1x(t), x(τ))

∂ν(x−1(t))
|x′(τ)|, (3.2.8)

P̌−1(t; ξ−1, τ) = 2πP (x(t), ξ−1x(τ))ξ−1|x′(τ)|, (3.2.9)

P̄−1(ξ−1, t; ξ−1, τ) = 2πσ(ξ−1x(t))
∂P (ξ−1x(t), ξ−1x(τ))

∂ν(x−1(t))
ξ−1|x′(τ)| (3.2.10)

i R̃, R̃0, R̃−1, P̌ , ùî âèçíà÷åíi ó ôîðìóëàõ (2.1.17), (2.2.11), (3.1.16), (2.1.19),

âiäïîâiäíî. Âèäiëåííÿ îñîáëèâîñòi â R̃ áóëî ðîçãëÿíóòî ðàíiøå. Ëîãàðèôìi-

÷íó îñîáëèâiñòü â P̌0 âèäiëèìî àíàëîãi÷íî äî âèïàäêó P̌−1 äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå-

Íåéìàíà. À ñàìå, ïîäiáíî äî ôîðìóëè (3.1.19), ÿäðî P̌0 ìîæíà çàïèñàòè òàê:

P̌0(t; τ) = P̌
(1)
0 (t, τ) ln

4

e
sin2 t− τ

2
+ P̌

(2)
0 (t, τ) (3.2.11)

ç

P̌
(1)
0 (t, τ) =

1

2

|x′(τ)|
σ(x(τ))

i

P̌
(2)
0 (t, τ) =

|x′(τ)|
σ(x(τ))


1

2
ln
|x(t)− x(τ)|2

4
e sin2 t−τ

2

, ÿêùî t 6= τ,

1

2
ln
(
e|x′(t)|2

)
, ÿêùî t = τ.

3.2.3. Äèñêðåòèçàöiÿ ñèñòåìè IÐ

Çàñòîñóâàííÿ êâàäðàòóðíèõ ôîðìóë ç êîëîêàöi¹þ îòðèìàíèõ àïðîêñèìà-

öiéíèõ ðiâíÿíü ó êâàäðàòóðíèõ âóçëàõ äà¹ òàêó ñèñòåìó
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2n−1∑
j=0

(
ϕ−1j

[
1

2
δij + A

(−1i)
−1j

]
+ ϕ0jA

(−1i)
0j +

N∑
k=1

ϕkjA
(−1i)
kj

)
= g̃1i

2n−1∑
j=0

(
ϕ−1jA

(0i)
−1j + ϕ0jA

(0i)
0j +

N∑
k=1

ϕkjA
(0i)
kj

)
= g̃2i,

2n−1∑
j=0

(
ϕ−1jA

(mi)
−1j + ϕ0jA

(mi)
0j +

N∑
k=1

ϕkj

[
δ

(mk)
ij + A

(mi)
kj

])
= 0,

(3.2.12)

äå m = 1, . . . , N. Ñèñòåìà àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü (3.2.12) âèçíà÷à¹òüñÿ ìàòðè-

÷íèìè êîåôiöi¹íòàìè A(qi)
lj , l, q = −1, . . . , N , i, j = 0, . . . 2n − 1 òà ïðàâîþ

÷àñòèíîþ ç g̃1i = g̃1(ti) i g̃2i = g̃2(ti). Òóò äëÿ øóêàíèõ íàáëèæåíèõ çíà÷åíü

ãóñòèí ó êâàäðàòóðíèõ âóçëàõ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî ïîçíà÷åííÿ ϕ0j ≈ ϕ0(tj),

ϕ−1j ≈ ϕ−1(ξ−1, tj) i ϕkj ≈ ϕ(ηk, tj), äëÿ k = 1, . . . , N i j = 0, . . . , 2n− 1.

Íàâåäåíi åëåìåíòè ìàòðèöi ìîæóòü áóòè âèðàæåíi ÷åðåç âiäïîâiäíi ÿäðà

A
(−1i)
lj =



1

2n
P̄−1(ξ−1, ti; ξ−1, tj), l = −1,

1

2n
P̄0(ξ−1, ti; tj), l = 0,

αl
2n
P̄ (ξ−1, ti; ηl, tj), l = 1, . . . , N ;

A
(0i)
lj =



1

2n
P̌−1(ti; ξ−1, tj), l = −1,

P̌
(1)
0 (ti, tj)Fj(ti) +

1

2n
P̌

(2)
0 (ti, tj), l = 0,

αl
2n
P̌ (ti; ηl, tj), l = 1, . . . , N ;
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A
(mi)
lj =



1

2n
R̃−1(ηm, ti; ξ−1, tj), l = −1,

1

2n
R̃0(ηm, ti; tj), l = 0,

αlR(ηm, ti; ηl, tj), l = 1, . . . , N.

Ïåðåïèøåìî äàíi êîåôiöi¹íòè ó ÿâíîìó âèãëÿäi:

A
(−1i)
lj =



l = −1 :

1

2n



σ(ξ−1x(ti))

σ(ξ−1x(tj))

(x(ti)− x(tj)) · ν(ξ−1x(ti))

|x(ti)− x(tj)|2
|x′(tj)|, ÿêùî i 6= j,

−x′2(ti)x′′1(ti) + x′1(ti)x
′′
2(ti)

2|x′(ti)|2
, ÿêùî i = j,

l = 0 :

1

2n

σ(ξ−1x(ti))

σ(x(tj))

(ξ−1x(ti)− x(tj)) · ν(ξ−1x(ti))

|ξ−1x(ti)− x(tj)|2
|x′(tj)|,

l = 1, . . . , N :

αl
2n

σ(ξ−1x(ti))

σ(ηlx(tj))

(ξ−1x(ti)− ηlx(tj)) · ν(ξ−1x(ti))

|ξ−1x(ti)− ηlx(tj)|2
J(ηl, tj),

A
(0i)
lj =



l = −1 :

1

2n

ln |x(ti)− ξ−1x(tj)|
σ(ξ−1x(tj))

|ξ−1x
′(tj)|,

l = 0 :

1

2

|x′(tj)|
σ(x(tj))

Fj(ti) +
1

2n

|x′(tj)|
σ(x(tj))


1

2
ln
|x(ti)− x(tj)|2

4
e sin2 ti−tj

2

, ÿêùî i 6= j,

1

2
ln
(
e|x′(ti)|2

)
, ÿêùî i = j,

l = 1, . . . , N :

αl
2n

ln |x(ti)− ηlx(tj)|
σ(ηlx(tj))

J(ηl, tj),
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òà

A
(mi)
lj =



l = −1 :

1

2n

(ηmx(ti)− ξ−1x(tj)) · ∇σ(ηmx(ti))

σ(ξ−1x(tj))|ηmx(ti)− ξ−1x(tj)|2
ξ−1|x′(tj)|,

l = 0 :

1

2n

(ηmx(ti)− x(tj)) · ∇σ(ηmx(ti))

σ(x(tj))|ηmx(ti)− x(tj)|2
|x′(tj)|,

l = 1, . . . , N :

αl



1

2n

(ηmx(ti)− ηlx(tj)) · ∇σ(ηmx(ti))

σ(ηlx(tj))|ηmx(ti)− ηlx(tj)|2
J(ηl, tj), ÿêùî m 6= l,

1

2n
R̃(1)(ηm, ti; ηl, tj) + R̃(2)(ηm, ti; ηl, tj)Tj(ti), ÿêùî m = l.

.

Çàóâàæåííÿ 3.2.4. Äëÿ åëåìåíòiâ A
(mi)
mj âèãëÿä ôóíêöié R̃(1) òà R̃(2) íàâå-

äåíî ó ôîðìóëàõ (2.1.23) òà (2.1.24) âiäïîâiäíî.

Ìàþ÷è íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ãóñòèí ó êâàäðàòóðíèõ âóçëàõ ç (3.2.12), ìî-

æíà çíàéòè àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â îáëàñòi, âèêî-

ðèñòîâóþ÷è éîãî ïîäàííÿ. Çíîâó çàóâàæèìî, ùî öå ïîäàííÿ ìiñòèòü iíòåãðàë

ïî îáëàñòi, äå ÿäðî ìà¹ ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü, ÿêó ÿâíî âèäiëÿ¹ìî. Îò-

æå, äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå ìîæåìî âèêîðèñòàòè

ôîðìóëó (3.1.21).

3.3. Óçàãàëüíåííÿ äëÿ äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi

Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè äâîçâ'ÿçíà îáëàñòü D îáìåæåíà äâîìà

êðèâèìè, íå îáìåæóþ÷èñü âèïàäêîì, êîëè âîíè âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ãî-

ìîòåòi¨ îäíà âiäíîñíî iíøî¨. Ââàæà¹ìî, ùî êðèâi Γ−1 òà Γ0 ìîæíà çàäàòè

ïàðàìåòðè÷íî

Γ−1 = {x−1(t) = (x−11(t), x−12(t)), t ∈ [0, 2π)}, (3.3.1)
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Γ0 = {x0(t) = (x01(t), x02(t)), t ∈ [0, 2π)}, (3.3.2)

Òîäi îáëàñòü D ìîæíà îïèñàòè êðèâèìè Γk, ùî âèçíà÷àþòüñÿ òàê

Γk =

xk(t) =

 (1− ξk)x−11(t) + ξkx01(t),

(1− ξk)x−12(t) + ξkx02(t)

 , t ∈ [0, 2π)

 , (3.3.3)

äå k = 1, . . . , ξk ∈ (0, 1) � ôiêñîâàíèé ïàðàìåòð.

Òîáòî, â ïîäâiéíèõ iíòåãðàëàõ ñèñòåì (3.1.5) òà (3.2.4) áóäåìî ðîáèòè òàêó

çàìiíó çìiííèõ  y1 = p1(ξ, τ) = (1− ξ)x−11(τ) + ξx01(τ),

y2 = p2(ξ, τ) = (1− ξ)x−12(τ) + ξx02(τ),
(3.3.4)

äå (ξ, τ) ∈ Π = (0, 1)×[0, 2π); ôóíêöiÿ âiäîáðàæåííÿ p(ξ, τ) = (p1(ξ, τ), p2(ξ, τ)).

ßêîáiàí äëÿ òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

J(ξ, τ) =

∣∣∣∣∣∣∣
∂p1

∂ξ

∂p1

∂τ
∂p2

∂ξ

∂p2

∂τ

∣∣∣∣∣∣∣ =
(−x−11(τ) + x01(τ))[(1− ξ)x′−12(τ) + ξx′02(τ)]−
(−x−12(τ) + x02(τ))[(1− ξ)x′−11(τ) + ξx′01(τ)].

Çàóâàæåííÿ 3.3.1. Ïðè ξk → 0 êðèâà Γk ç (3.3.3) âèðîäæó¹òüñÿ ó âíóòði-

øíþ ãðàíè÷íó êðèâó Γ−1. Ó âèïàäêó ξk → 1 � ó Γ0.

Çàóâàæåííÿ 3.3.2. Γk ìîæíà îïèñàòè é iíøèì ñïîñîáîì. À ñàìå

Γk =

xk(t) =

 ξkx−11(t) + (1− ξk)x01(t),

ξkx−12(t) + (1− ξk)x02(t)

 , t ∈ [0, 2π)

 . (3.3.5)

Ó öüîìó âèïàäêó y1 = p1(ξ, τ) = ξx−11(τ) + (1− ξ)x01(τ),

y2 = p2(ξ, τ) = ξx−12(τ) + (1− ξ)x02(τ),
(3.3.6)

i

J(ξ, τ) =
(x−11(τ)− x01(τ))[ξx′−12(τ) + (1− ξ)x′02(τ)]−
(x−12(τ)− x02(τ))[ξx′−11(τ) + (1− ξ)x′01(τ)].
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Çàóâàæåííÿ 3.3.3. Äëÿ çíà÷åííÿ ξ = 0.5 ÿêîáiàíè çàìiíè çìiííèõ äëÿ (3.3.4)

òà (3.3.6) áóäóòü âiäðiçíÿòèñü çíàêîì, õî÷à êðèâà áóäå òà ñàìà.

Ïîäâiéíi iíòåãðàëè, ÿêi âèíèêàþòü ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi âiäïîâiäíèõ ñèñòåì

ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ìiøàíèõ êðàéîâèõ çàäà÷,

ìiñòÿòü ôóíêöiþ çàëèøêó R, ïàðàìåòðèêñ P ÷è íîðìàëüíó ïîõiäíó ïàðàìå-

òðèêñà ∂P
∂ν . Çàóâàæèìî, ùî âèäiëåííÿ îñîáëèâîñòåé ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî

äî âèïàäêó êiëüöåïîäiáíèõ îáëàñòåé. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê âèäiëåííÿ îñîáëè-

âîñòi â ÿäði R̃.

Òåîðåìà 3.3.4. ßäðî R̃(η, t; η, τ), âèçíà÷åíå â ñèñòåìàõ (3.1.13), (3.2.5) ìî-

æíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

R̃(η, t; η, τ) = R̃(1)(η, t; η, τ) + R̃(2)(η, t; η, τ) cot
τ − t

2
(3.3.7)

ç ôóíêöiÿìè

R̃(1)(η, t; η, τ) =
∇σ(x̃(t)) · ν(x̃(t))K1(t, τ)

σ(x̃(τ))
J(η, τ)−

1

|x̃′(t)|
∇σ(x̃(t)) · θ(x̃(t))K2(t, τ)

σ(x̃(τ))
J(η, τ), (3.3.8)

R̃(2)(η, t; η, τ) = − 1

2|x̃′(t)|
∇σ(x̃(t)) · θ(x̃(t))

σ(x̃(τ))
J(η, τ), (3.3.9)

çîêðåìà

K1(t, τ) =



(x̃(t)− x̃(τ)) · ν(x̃(t))

|x̃(t)− x̃(τ)|2 , ÿêùî t 6= τ,

−x̃′2(t)x̃′′1(t) + x̃′1(t)x̃
′′
2(t)

2|x̃′(t)|3 , ÿêùî t = τ ;

i

K2(t, τ) =



(x̃(τ)− x̃(t)) · x̃′(t)
|x̃(t)− x̃(τ)|2 − sin(τ − t)

2(1− cos(τ − t)) , ÿêùî t 6= τ,

−x̃
′(t) · x̃′′(t)
2|x̃′(t)|2 , ÿêùî t = τ,

äå x̃(t) = p(η, t) = (x̃1(t), x̃2(t)) äëÿ ôiêñîâàíîãî η.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ ôiêñîâàíîãî η ïîçíà÷èìî x̃(t) = p(η, t) = (x̃1(t), x̃2(t)) êðèâó,

íà ÿêié òî÷êà iíòåãðóâàííÿ ìîæå ñïiâïàñòè ç òî÷êîþ ñïîñòåðåæåííÿ. Òîäi,

ïðîâiâøè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi äî îïèñàíèõ ó ðîçäiëi 2, ÿäðî R̃(η, t; η, τ)

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi (3.3.7) ç âiäïîâiäíèìè ôóíêöiÿìè (3.3.8) òà (3.3.9).

Âèãëÿä ôóíêöié K1, K2 ïðè t = τ , ÿê çíà÷åííÿ ãðàíèöi, áóëî îòðèìàíî ç

äîïîìîãîþ ïàêåòó Wolfram Mathematica.

Çàóâàæåííÿ 3.3.5. Ó íàâåäåíèõ âèùå ôîðìóëàõ ïîçíà÷åííÿ ν(x̃(t)), θ(x̃(t))

âiäíîñÿòüñÿ äî êðèâî¨, âèçíà÷åíî¨ âiäîáðàæåííÿì p(η, t), ïðè ôiêñîâàíîìó η.

Òàê, íàïðèêëàä, îäèíè÷íèé âåêòîð äîòè÷íî¨ θ(x̃(t)) áóäå îá÷èñëþâàòèñü çà

ôîðìóëîþ

θ(x̃(t)) =
x̃′(t)

|x̃′(t)| =
(x̃′1(t), x̃

′
2(t))

|x̃′(t)| .

Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäó íàâåäåìî âèãëÿä é iíøèõ ÿäåð äëÿ çàäà÷ Äiðiõëå-

Íåéìàíà òà Íåéìàíà-Äiðiõëå.

1. ßäðà ùî âiäíîñÿòüñÿ äî äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (ñïiëüíi äëÿ îáîõ

çàäà÷):

R̃(η, t; ξ, τ) = 2πR(p(η, t), p(ξ, τ))J(ξ, τ); (3.3.10)

R̃0(η, t; τ) = 2πR(p(η, t), x0(τ))|x′0(τ)|; (3.3.11)

R̃−1(η, t; τ) = 2πR(p(η, t), x−1(τ))|x′−1(τ)|. (3.3.12)

2. ßäðà äëÿ ñèñòåìè (3.1.13) çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà:

P̂ (t; ξ, τ) = 2πP (x−1(t), p(ξ, τ))J(ξ, τ); (3.3.13)

P̂0(t; τ) = 2πP (x−1(t), x0(τ))|x′0(τ)|; (3.3.14)

P̂−1(t; τ) = 2πP (x−1(t), x−1(τ))|x′−1(τ)|; (3.3.15)

P̃ (t; ξ, τ) = 2πσ(x0(t))
∂P (x0(t), p(ξ, τ))

∂ν(x0(t))
J(ξ, τ); (3.3.16)

P̃0(t; τ) = 2πσ(x0(t))
∂P (x0(t), x0(τ))

∂ν(x0(t))
|x′0(τ)|; (3.3.17)

P̃−1(t; τ) = 2πσ(x0(t))
∂P (x0(t), x−1(τ))

∂ν(x0(t))
|x′−1(τ)|. (3.3.18)
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3. ßäðà äëÿ ñèñòåìè (3.2.5) çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå:

P̌ (t; ξ, τ) = 2πP (x0(t), p(ξ, τ))J(ξ, τ); (3.3.19)

P̌0(t; τ) = 2πP (x0(t), x0(τ))|x′0(τ)|; (3.3.20)

P̌−1(t; τ) = 2πP (x0(t), x−1(τ))|x′−1(τ)|; (3.3.21)

P̄ (t; ξ, τ) = 2πσ(x−1(t))
∂P (x−1(t), p(ξ, τ))

∂ν(x−1(t))
J(ξ, τ); (3.3.22)

P̄0(t; τ) = 2πσ(x−1(t))
∂P (x−1(t), x0(τ))

∂ν(x−1(t))
|x′0(τ)|; (3.3.23)

P̄−1(t; τ) = 2πσ(x−1(t))
∂P (x−1(t), x−1(τ))

∂ν(x−1(t))
|x′−1(τ)|. (3.3.24)

ßäðà P̂−1(t; τ) äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà òà P̌0(t; τ) äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà-

Äiðiõëå ìàþòü ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâiñòü, ÿêó ëåãêî âèäiëèòè ó âèãëÿäi âà-

ãîâî¨ ôóíêöi¨, ÷åðåç ïîäàííÿ ÿäðà ó âèãëÿäi ñóìè äâîõ äîäàíêiâ (äèâ., íà-

ïðèêëàä, (3.2.11)). ßâíèé âèãëÿä äëÿ iíøèõ ÿäåð ìîæíà îòðèìàòè ïðîâiâøè

âiäïîâiäíi ïiäñòàíîâêè òà íåñêëàäíi îá÷èñëåííÿ.

Äàëi ïðîâîäèìî ïîâíó äèñêðåòèçàöiþ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìåòî-

äîì Íèñòðüîìà òà çíàõîäèìî íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ãóñòèí. Äëÿ àïðîêñèìàöi¨

ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi âèêîðèñòà¹ìî ôîðìóëó

uNn(p(η, t)) =
2n−1∑
j=0

[
Ã−1j(η, t)ϕ−1j+Ã0j(η, t)ϕ0j+

N∑
k=1

Ãkj(η, t)ϕkj

]
, p(η, t) ∈ D,

(3.3.25)

äå

Ã−1j(η, t) =
1

2n

ln |p(η, t)− x−1(tj)|
σ(x−1(tj))

|x−1(tj)|,

Ã0j(η, t) =
1

2n

ln |p(η, t)− x0(tj)|
σ(x0(tj))

|x′0(tj)|.

Äëÿ Ãkj(η, t) ìà¹ìî

Ãkj(η, t) =
αk
2n

ln |p(η, t)− p(ηk, tj)|
σ(p(ηk, tj))

J(ηk, tj), η 6= ηk, (3.3.26)
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Ãkj(η, t) = αk

[
Ṗ (1)(ηk, tj)Fj(t) +

1

2n
Ṗ (2)(η, t; ηk, tj)

]
, η = ηk, (3.3.27)

ç

Ṗ (2)(η, t; ηk, tj) =


Ṗ (1)(ηk, tj) ln

|p(η, t)− p(η, tj)|2
4
e sin2 t−tj

2

, t 6= tj,

Ṗ (1)(ηk, tj) ln(e|p′t(η, t)|2), t = tj,

òà

Ṗ (1)(ηk, tj) =
1

2

J(ηk, tj)

σ(p(ηk, tj))
.

Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî îêðiì çíà÷åíü ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi ìîæíà òàêîæ

çíàéòè éîãî äàíi Êîøi íà ãðàíè÷íèõ êðèâèõ Γ−1 òà Γ0. Çîêðåìà, öi çíà÷åííÿ

âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ ïîáóäîâè íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi iòåðà-

öiéíèìè ìåòîäàìè, ùî áóäå ðîçãëÿíóòî ó íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

Òåîðåìà 3.3.6. Äàíi Êîøi íà ãðàíè÷íèõ êðèâèõ Γ−1 i Γ0 âèçíà÷àþòüñÿ çà

ôîðìóëàìè

∂u

∂ν
(x) =

1

2

ψ−1(x)

σ(x)
+

∫
D

ψ(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
dy +

∫
.−1

ψ−1(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y)

+

∫
.0

ψ0(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ Γ−1,

(3.3.28)

∂u

∂ν
(x) = −1

2

ψ0(x)

σ(x)
+

∫
D

ψ(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
dy +

∫
.−1

ψ−1(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y)

+

∫
.0

ψ0(y)
∂P (x, y)

∂ν(x)
ds(y), x ∈ Γ0,

(3.3.29)

u(x) =

∫
D

ψ(y)P (x, y) dy +

∫
.−1

ψ−1(y)P (x, y) ds(y)+

+

∫
.0

ψ0(y)P (x, y) ds(y), x ∈ Γ−1 ÷è x ∈ Γ0.
(3.3.30)
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Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó (3.1.4) òà âðàõîâóþ÷è âëà-

ñòèâîñòi ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó ïðîñòîãî øàðó òà îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-

ïîòåíöiàëó ç òåîðåìè 2.1.7, îòðèìà¹ìî ôîðìóëè (3.3.28)-(3.3.30).

Ïðîâiâøè çàìiíó çìiííèõ, âèäiëèâøè ëîãàðèôìi÷íi îñîáëèâîñòi ó âiäïî-

âiäíèõ iíòåãðàëàõ òà çàñòîñóâàâøè êâàäðàòóðíi ôîðìóëè ìîæíà îòðèìàòè

íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ òà íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà Γ−1, Γ0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ìîæíà âèêîðèñòàòè ôîðìóëè (3.3.28)

òà (3.3.30) òà ¨õ äèñêðåòíi àïðîêñèìàöi¨

uNn(x−1(t)) =
2n−1∑
j=0

(
ϕ−1jȦ−1j(t) + ϕ0jȦ0j(t) +

N∑
k=1

ϕkjȦkj(t)

)
, (3.3.31)

∂uNn
∂ν

(x−1(t)) =
2n−1∑
j=0

(
ϕ−1j

[
1

2σ(x−1(t))
+ Ä−1j(t)

]
+ ϕ0jÄ0j(t) +

N∑
k=1

ϕkjÄkj(t)

)
,

(3.3.32)

äå

Ȧ−1j(t) =

[
P̂

(1)
−1 (tj)Fj(t) +

1

2n
P̂

(2)
−1 (t, tj)

]
,

à P̂ (1)
−1 , P̂

(2)
−1 � ôóíêöi¨, ùî ìîæíà îòðèìàòè ïiñëÿ âèäiëåííÿ ëîãàðèôìi÷íî¨

îñîáëèâîñòi ó (3.3.15), ïðî ùî çãàäóâàëîñü ðàíiøå;

Ȧ0j(t) =
1

2n

ln |x−1(t)− x0(tj)|
σ(x0(tj))

|x′0(tj)|;

Ȧkj(t) =
αk
2n

ln |x−1(t)− p(ηk, tj)|
σ(p(ηk, tj))

J(ηk, tj);

Ä−1j(t) =
1

2n



1

σ(x−1(t))

(x−1(t)− x−1(tj)) · ν(x−1(t))

|x−1(t)− x−1(tj)|2
|x′−1(tj)|, t 6= tj

1

σ(x−1(t))

−x′−12(t)x
′′
−11(t) + x′−11(t)x

′′
−12(t)

2|x′−1(t)|2
, t = tj,

Ä0j(t) =
1

2n

1

σ(x0(tj))

(x−1(t)− x0(tj)) · ν(x−1(t))

|x−1(t)− x0(tj)|2
|x′0(tj)|

Äkj(t) =
αk
2n

1

σ(p(ηk, tj))

(x−1(t)− p(ηk, tj)) · ν(x−1(t))

|x−1(t)− p(ηk, tj)|2
J(ηk, tj)
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3.4. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ïðåäñòàâëåíî ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè çàäà÷ Äiðiõëå-Íåé-

ìàíà òà Íåéìàíà-Äiðiõëå äëÿ ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ òà ðiçíèõ êîíôiãóðàöié

äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé. Ðàçîì ç àïðîêñèìàöi¹þ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi áóäóòü íà-

âåäåíi íàáëèæåíi çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà êðèâié Γ−1 òà çíà÷åííÿ øó-

êàíî¨ ôóíêöi¨ íà Γ0 äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà, à òàêîæ çíà÷åííÿ ðîçâ'ÿçêó

i ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà Γ−1 òà Γ0, âiäïîâiäíî, ó âèïàäêó çàäà÷i Íåéìàíà-

Äiðiõëå.

Çàäà÷à Äiðiõëå-Íåéìàíà

Ïðèêëàä 1

Íåõàé îáëàñòü D (äèâ. ðèñ. 3.1) îáìåæåíà äâîìà êîëàìè:

Γ0 = {x(t) = (1.2 cos(t), 1.2 sin(t)), t ∈ [0, 2π)},

Γ−1 = {x−1(t) = (0.6 cos(t), 0.6 sin(t)), t ∈ [0, 2π)}.

Î÷åâèäíî, ùî ó öüîìó âèïàäêó ìà¹ìî ξ−1 = 0.5.

Ôóíêöiÿ σ ìà¹ âèãëÿä

σ(x) = 4− x2
1 + x2

2, x ∈ D.

Ôóíêöi¨ f1 òà f2 äëÿ ìiøàíî¨ çàäà÷i ¹ òàêi:

f1(x) = x1x2, x ∈ Γ−1, f2(x) = 0.6x1x2(4− x2
1 + x2

2), x ∈ Γ0.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî uex(x) = x1x2, x ∈ D ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (3.1.1)�

(3.1.3).

Ó êâàäðàòóðíèõ ôîðìóëàõ äëÿ ïîâòîðíèõ iíòåãðàëiâ ìè âèêîðèñòîâó¹ìî

êâàäðàòóðó ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ äî çìiííî¨ ξ ∈ (ξ−1, 1) ç âàãàìè αk = 1−ξ−1

N

òà êâàäðàòóðíèìèì âóçëàìè ηk = 1− 1−ξ−1

2N (2k − 1), k = 1, . . . , N .



80

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

x

y

Γ
0

Γ
−1

D

Ðèñ. 3.1: Îáëàñòü D äëÿ ïðèêëàäó 1.

N n ‖uNn − uex‖C(.̃1) ‖uNn − uex‖C(.̃2) ‖uNn − uex‖C(.̃3)

3 32 2.33E-05 6.64E-05 1.31E-04

64 8.86E-08 2.52E-07 5.47E-07

6 64 1.16E-05 3.45E-05 7.51E-05

128 4.97E-08 1.47E-07 3.21E-07

12 128 5.80E-06 1.76E-05 3.85E-05

256 2.63E-08 7.97E-08 1.74E-07

Òàáë. 3.1: Àáñîëþòíà ïîõèáêà íà âíóòðiøíiõ êðèâèõ Γ̃1�Γ̃3 äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó íàâåäåíà äëÿ òðüîõ êðèâèõ, ùî ëåæàòü âñåðåäèíi îáëà-

ñòi, âîëîäiþòü âëàñòèâiñòþ ãîìîòåòi¨ âiäíîñíî çîâíiøíüî¨ ãðàíè÷íî¨ êðèâî¨

îáëàñòi òà ìàþòü òàêå ïàðàìåòðè÷íå ïîäàííÿ

Γ̃k = {x̃k(t) = (ξ−1 +
1− ξ−1

40
(12k − 5))x(t), t ∈ [0, 2π)}, k = 1, 2, 3. (3.4.1)
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Íåñêëàäíi îá÷èñëåííÿ ïîêàçóþòü, ùî ïàðàìåòð ãîìîòåòi¨ (ïàðàìåòð ξ−1), ÿêèé

âiäíîñèòüñÿ äî êðèâèõ Γ̃1, Γ̃2, Γ̃3 ¹ 0.5875, 0.7375 òà 0.8875, âiäïîâiäíî. Öi

çíà÷åííÿ âiäïîâiäàþòü 4-ié, 10-ié òà 16-ié êðèâié, ÿêùî ëi÷èòè ïî÷èíàþ÷è

ç ïåðøî¨ âíóòðiøíüî¨ êðèâî¨ ïiñëÿ Γ−1 ó âèïàäêó ïàðàìåòðà äèñêðåòèçàöi¨

N = 20. Àáñîëþòíi ïîõèáêè äëÿ ðiçíèõ äèñêðåòèçàöiéíèõ ïàðàìåòðiâ N òà n

ïðåäñòàâëåíi â òàáëèöi 3.1.

Ó òàáëèöi 3.2 âiäîáðàæåíî àáñîëþòíó ïîõèáêó íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà Γ−1

òà ôóíêöi¨ ðîçâ'ÿçêó íà Γ0 ðàçîì ç âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ â L2-íîðìi â îáëàñòi

D äëÿ òèõ æå ïàðàìåòðiâ N òà n, ùî â òàáëèöi 3.1. Äëÿ îá÷èñëåííÿ âiäíîñíî¨

ïîõèáêè â îáëàñòi âèêîðèñòîâó¹ìî ôîðìóëó (2.3.3) ç Ñ = 20 òà ñ = 32

N n ‖∂uNn

∂ν − ∂uex
∂ν ‖C(.−1) ‖uNn − uex‖C(.0)

‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

3 32 2.10E-04 1.55E-04 1.455

64 7.97E-07 5.85E-07 0.271

6 64 1.09E-04 1.02E-04 0.270

128 4.67E-07 4.33E-07 0.025

12 128 5.62E-05 5.79E-05 0.025

256 2.54E-07 2.62E-07 4.8E-04

Òàáë. 3.2: Àáñîëþòíà ïîõèáêà íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ òà ôóíêöi¨ íà Γ−1, Γ0,

âiäïîâiäíî, i âiäíîñíà ïîõèáêà â D äëÿ ïðèêëàäó 1.

×èñåëüíà àïðîêñèìàöiÿ (äëÿ ïàðàìåòðiâN = 6, n = 64) òà òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê

â îáëàñòi D ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.2. Ç ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ìîæíà ïîáà÷è-

òè, ùî ïàðàìåòðè N i n ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ � çáiëüøåííÿ N âäâi÷i ïîòðå-

áó¹ çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðà n ïðèíàéìíi ó äâà ðàçè, ùîá çìåíøèòè ïîõèáêó.

Çàãàëîì, íàâåäåíà âiäíîñíà ïîõèáêà (ó âiäñîòêàõ) â îáëàñòi çìåíøó¹òüñÿ íà

ïîðÿäîê ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðiâ N òà n âäâi÷i, ùî ïiäòâåðäæó¹ çáiæíiñòü

çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i.
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Ðèñ. 3.2: Òî÷íèé òà íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçêè â îáëàñòi D äëÿ ïðèêëàäó 1.

Ïðèêëàä 2

Íåõàé îáëàñòü D (äèâ ðèñ. 3.3) îáìåæåíà ãðàíè÷íèìè êðèâèìè:

Γ0 = {x0(t) = (cos(t), sin2(t) + sin(t)− 0.9), t ∈ [0, 2π)},

Γ−1 = {x−1(t) = (0.4 cos(t), 0.5(sin(t)− sin2(t) + 0.6)), t ∈ [0, 2π)}.

Ôóíêöiÿ σ âèçíà÷åíà ÿê σ(x) = (4 + x1 + x2)
2, x ∈ D. Ëåãêî áà÷èòè, ùî

ôóíêöiÿ uex(x) = (x2
1−x2

2)/(4+x1 +x2) çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíå äèôåðåíöiàëüíå

ðiâíÿííÿ i ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ìiøàíî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç âõiäíèìè ôóíêöiÿ-

ìè, çãåíåðîâàíèìè íà îñíîâi öüîãî ïîäàííÿ:

f1(x) = (x2
1 − x2

2)/(4 + x1 + x2), x ∈ Γ−1,

f2(x) = (4 + x1 + x2)
2∇uex(x) · ν(x), x ∈ Γ0.

Äëÿ ïðèêëàäó íàâåäåíî ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó äëÿ òðüîõ êðèâèõ, ùî ëåæàòü

âñåðåäèíi îáëàñòi, àëå âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç ëiíiéíó êîìáiíàöiþ Γ−1 òà Γ0

Γ̄k =
{
x̄k(t) =

(
1− 12k − 5

40

)
x−1(t) +

12k − 5

40
x0(t), t ∈ [0, 2π)

}
, k = 1, 2, 3.

(3.4.2)

Ôàêòè÷íî, Γ̄k, k = 1, 2, 3 ¹ 4-îþ, 10-îþ òà 16-îþ êðèâîþ, âiäïîâiäíî, ÿêi

ìîæíà îòðèìàòè ç (3.3.3), äå ξi = 2i−1
2N , i = 1, . . . , N , à N = 20. Àáñîëþòíi
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Ðèñ. 3.3: Îáëàñòü D äëÿ ïðèêëàäó 2.

ïîõèáêè íà Γ̄k íàâåäåíi â òàáëèöi 3.3. Âiäíîñíà ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi

D, àáñîëþòíà ïîõèáêà íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà Γ−1 òà ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó íà Γ0

âiäîáðàæåíi â òàáëèöi 3.4. Íà ðèñ. 3.4 ïîäàíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê â îáëàñòi D òà

éîãî àïðîêñèìàöiþ ïðè ïàðàìåòðàõ äèñêðåòèçàöi¨ N = 6 òà n = 128. Ðåçóëü-

òàòè ïðîäåìîíñòðîâàíi â òàáëèöi 3.3 ïîêàçóþòü, ùî, íà âiäìiíó âiä ïîïåðå-

äíüîãî ïðèêëàäó, äå çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðà n ñóòò¹âî âïëèâàëî íà çìåíøåííÿ

ïîõèáêè, òóò, çáiëüøåííÿ êiëüêîñòi êâàäðàòóðíèõ âóçëiâ íà êðèâèõ ïðèâîäèòü

ëèøå äî óòî÷íåííÿ çíà÷åíü � ïîõèáêà ïðàêòè÷íî íå çìiíþ¹òüñÿ, òîäi, ÿê äëÿ

ïàðàìåòðàN ìà¹ìî êâàäðàòè÷íèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi. Âiäíîñíà ïîõèáêà íàâå-

äåíà â òàáëèöi 3.4 äåìîíñòðó¹ çáiæíiñòü ìåòîäó. Ðiçíèöþ øâèäêîñòi çáiæíîñòi

äëÿ ïàðàìåòðiâ N , n ó ïðèêëàäàõ 1 òà 2 ìîæíà ïîÿñíèòè íàáëèæåíiñòþ ÅÐÇÊ

ó äåÿêîìó ñåíñi äî ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà (äèâ. [102]), âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà ãëàäêiñòþ ïiäiíòåãðàëüíèõ ôóíêöié.
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N n ‖uNn − uex‖C(.̄1) ‖uNn − uex‖C(.̄2) ‖uNn − uex‖C(.̄3)

3 32 1.19E-03 1.16E-03 5.26E-03

64 1.10E-03 1.03E-03 2.10E-03

6 64 2.44E-04 6.44E-04 1.23E-03

128 2.42E-04 5.97E-04 5.89E-04

12 128 2.21E-04 3.39E-04 6.21E-04

256 2.21E-04 6.96E-05 1.54E-04

Òàáë. 3.3: Àáñîëþòíà ïîõèáêà íà Γ̄1-Γ̄3 äëÿ ïðèêëàäó 2.

N n ‖∂uNn

∂ν − ∂uex
∂ν ‖C(.−1) ‖uNn − uex‖C(.0)

‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

3 32 1.51E-02 9.59E-03 3.550

64 8.12E-03 9.78E-03 1.489

6 64 2.41E-03 2.67E-03 0.871

128 3.39E-03 2.79E-03 0.343

12 128 1.39E-03 8.22E-04 0.211

256 2.58E-03 7.55E-04 0.076

Òàáë. 3.4: Àáñîëþòíà ïîõèáêà íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ òà ôóíêöi¨ íà Γ−1, Γ0,

âiäïîâiäíî, ðàçîì ç âiäíîñíîþ ïîõèáêîþ D äëÿ ïðèêëàäó 2.

Çàäà÷à Íåéìàíà-Äiðiõëå

Ïðèêëàä 3

Íåõàé îáëàñòü D îáìåæåíà äâîìà êðèâèìè (äèâ. ðèñ. 3.5):

Γ0 = {x(t) =
√

(0.5 cos(t))2 + (0.25 sin(t))2(cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π)},

Γ−1 = {x−1(t) = 0.4
√

(0.5 cos(t))2 + (0.25 sin(t))2(cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π)}.

Ïîðiâíþþè äàíi ç ïîäàííÿì ãðàíè÷íèõ êðèâèõ ó ôîðìóëi (3.1.12) ìîæíà

ïîáà÷èòè, ùî, ïàðàìåòð ξ−1 = 0.4. Ôóíêöiÿ ïðîâiäíîñòi σ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

σ(x) = e−x1x2, x ∈ D.
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Ðèñ. 3.4: Òî÷íèé òà íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçêè â D äëÿ ïðèêëàäó 2.
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Ðèñ. 3.5: Îáëàñòü D äëÿ ïðèêëàäó 3.

Ôóíêöi¨ g1 òà g2 ¹ âiäîìèìè òà çàäàíi ÿê

g1(x) = e−x1x2(2x1, 2x2) · ν(x), x ∈ Γ−1,
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g2(x) = x2
1 − x2

2, x ∈ Γ0.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî äëÿ òàêèõ âõiäíèõ äàíèõ uex(x) = x2
1 − x2

2 ¹ òî÷íèì

ðîçâ'ÿçêîì (3.2.1)�(3.2.3). Ó êâàäðàòóðíèõ ôîðìóëàõ âèêîðèñòàíî ïðàâèëî

ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ äî çìiííî¨ ξ ∈ (ξ−1, 1).

Îòðèìàíi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè íàâåäåíi â òàáëèöi 3.5. Çîêðåìà, â òàáëèöi

âiäîáðàæåíî ìàêñèìóì-ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó íà êðèâié Γ̃, ùî ëåæèòü ìiæ (à

òî÷íiøå, ïîñåðåäèíi) Γ−1 òà Γ0, òà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê

Γ̃ = {x̃(t) = (0.5(1 + ξ−1))x(t), t ∈ [0, 2π)}. (3.4.3)

Çàóâàæèìî, ùî æîäíà ç N êâàäðàòóðíèõ êðèâèõ, îòðèìàíèõ ïiä ÷àñ äèñêðå-

òèçàöi¨, íå ñïiâïàäà¹ ç Γ̃. Òàêîæ, ó òàáëèöi íàâåäåíî ìàêñèìóì-ïîõèáêó íà Γ−1

òà âiäíîñíó ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi â L2-íîðìi. Äëÿ îá÷èñëåííÿ âiäíîñíî¨

ïîõèáêè âèêîðèñòîâóâàëàñü àïðîêñèìàöiÿ (2.3.3) ç Ñ = 20 òà ñ = 32.

N n ‖uNn − uex‖C(.̃) ‖uNn − uex‖C(.−1)
‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

3 32 1.7757E-06 8.2788E-07 1.3722

64 1.9659E-08 9.9670E-09 0.2160

6 64 3.8392E-07 1.7186E-07 0.2160

128 4.4777E-09 2.2525E-09 0.0134

12 128 8.5645E-08 3.6518E-08 0.0134

256 9.8397E-10 4.8968E-10 0.0005

Òàáë. 3.5: Àáñîëþòíà òà âiäíîñíà ïîõèáêè ïðèêëàäó. 3.

Ïðè çáiëüøåííi ïàðàìåòðà n ïîõèáêà çìåíøó¹òüñÿ áiëüø íiæ íà ïîðÿäîê,

òîäi, ÿê äëÿ äîñÿãíåííÿ ëiíiéíî¨ çáiæíîñòi çà ïàðàìåòðîì N ïîòðiáíî ïðîïîð-

öiéíî çáiëüøóâàòè çíà÷åííÿ n, ùî ìîæå áóòè çóìîâëåíî íåäîñòàòíüîþ ãëàäêi-

ñòþ ïiäiíòåãðàëüíî¨ ôóíêöi¨. Âiäíîñíà ïîõèáêà ó âiäñîòêàõ ïðè îäíî÷àñíîìó

çáiëüøåííi ïàðàìåòðiâ N òà n ñóòò¹âî çìåíøó¹òüñÿ. Äëÿ ìàêñèìàëüíèõ ïàðà-

ìåòðiâ äèñêðåòèçàöi¨ N = 12, n = 256 ìà¹ìî ìàëå çíà÷åííÿ âiäíîñíî¨ ïîõèáêè
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â îáëàñòi (âñüîãî 0.0005%), ùî âêàçó¹ íà åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìå-

òîäó.

Ïðèêëàä 4

Îáëàñòü D îáìåæåíà êðèâèìè

Γ0 = {x0(t) = (0.5 cos(t), 0.4 sin(t)− 0.3 sin2(t)), t ∈ [0, 2π)},

Γ−1 = {x−1(t) = (0.2 cos(t) + 0.1 cos(2t)− 0.05, 0.2 sin(t)− 0.25), t ∈ [0, 2π)}.

Âèãëÿä îáëàñòi D íàâåäåíî íà ðèñ. 3.6; ïàðàìåòðèçàöiþ îáëàñòi D ç âiä-

ïîâiäíîþ äèñêðåòèçàöi¹þ (N = 20 âíóòðiøíiõ êðèâèõ òà 2n âóçëiâ íà êî-

æíié êðèâié, äå n = 32) äëÿ êðàùî¨ âiçóàëiçàöi¨ çàìiíè çìiííèõ, íàâåäåíî

íà ðèñ. 3.7. Ôóíêöiÿ σ çàäàíà òàê

σ(x) = 0.4(4− x2
1 + x2

2), x ∈ D.

Çà òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê âiçüìåìî uex(x) = x1x2, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî âèçíà-

÷èìî êðàéîâi óìîâè íà Γ−1 òà Γ0

g1(x) = σ(x)∇uex(x) · ν(x), x ∈ Γ−1,

g2(x) = x1x2, x ∈ Γ0.

Ó òàáëèöi 3.6 íàâåäåíî âiäíîñíó ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi, ìàêñèìóì-

ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó íà Γ−1, à òàêîæ íà êðèâié Γ̄, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

Γ̄ =
{
x̄(t) = 0.5(x−1(t) + x0(t)), t ∈ [0, 2π)

}
. (3.4.4)

Ïîäiáíî äî äðóãîãî ïðèêëàäó äëÿ çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà, êðèâà Γ̄ ¹ ëiíié-

íîþ êîìáiíàöi¹þ ãðàíèöü Γ−1 i Γ0. Ðåçóëüòàòè â òàáëèöi ñâiä÷àòü ïðî çìåíøå-

ííÿ âiäíîñíî¨ ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¨ ïîõèáêè ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi ïðè çáiëü-

øåííi ïàðàìåòðiâ N òà n, à òàêîæ ïðî ¨õ ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ äîñÿãíåííÿ
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Ðèñ. 3.6: Îáëàñòü D äëÿ ïðèêëàäó 4.

ìåíøî¨ ìàêñèìóì-ïîõèáêè íà âíóòðiøíiõ êðèâèõ. Çîêðåìà, ìîæíà ñïîñòåði-

ãàòè êâàäðàòè÷íèé ïîðÿäîê çáiæíîñòi íà êðèâèõ Γ−1 òà Γ̄, ÿêùî âiäáóâà¹òüñÿ

îäíî÷àñíå çáiëüøåííÿ ïàðàìåòðiâ äèñêðåòèçàöi¨.

N n ‖uNn − uex‖C(.̃) ‖uNn − uex‖C(.−1)
‖uNn−uex‖L2(D)

‖uex‖L2(D)
· 100%

3 32 1.4709E-05 6.5917E-06 1.9518

64 4.1669E-07 1.1030E-07 0.4328

6 64 2.8143E-06 1.9046E-06 0.4327

128 1.1540E-07 3.5903E-08 0.0651

12 128 7.3459E-07 5.1175E-07 0.0651

256 3.1207E-08 1.0345E-08 0.0061

Òàáë. 3.6: Àáñîëþòíà òà âiäíîñíà ïîõèáêè äëÿ ïðèêëàäó 4.
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Ðèñ. 3.7: Îáëàñòü D äëÿ ïðèêëàäó 4.

Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 3

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷

äëÿ ÅÐÇÊ ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Óìîâè Äiðiõëå òà Íåéìàíà çàäàíi íà äâîõ

ãðàíè÷íèõ êðèâèõ, ùî îáìåæóþòü îáëàñòü. Äëÿ çâåäåííÿ äèôåðåíöiàëüíî¨

çàäà÷i äî ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü áóëî âèêîðèñòàíî íåïðÿìèé ïiäõiä,

äå ðîçâ'ÿçîê ïîäàíî ó âèãëÿäi ñóìè ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó

òà îá'¹ìíîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó. Çäiéñíåíî çâåäåííÿ äî ïàðàìåòðèçî-

âàíî¨ ñèñòåìè òà âèäiëåíî âiäïîâiäíi îñîáëèâîñòi ó ÿäðàõ. Íà îñíîâi ìåòî-

äó Íèñòðüîìà îòðèìàíî ïîâíiñòþ äèñêðåòèçîâàíó ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü.

Çíàéäåíi íàáëèæåíi çíà÷åííÿ ãóñòèí âèêîðèñòàíî äëÿ àïðîêñèìàöi¨ øóêà-

íî¨ ôóíêöi¨ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi òà íà ãðàíè÷íèõ êðèâèõ ðàçîì çi çíà÷åííÿì
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¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨. Çàñòîñîâíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ïiäõîäó ïiäòâåðäæó¹-

òüñÿ íàâåäåíèìè ÷èñëîâèìè ðåçóëüòàòàìè.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äëÿ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷àõ îïó-

áëiêîâàíi ó [34,38].
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ÐÎÇÄIË 4

×ÈÑÅËÜÍÅ ÐÎÇÂ'ßÇÓÂÀÍÍß ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß

ÅËIÏÒÈ×ÍÎÃÎ ÐIÂÍßÍÍß ÇI ÇÌIÍÍÈÌÈ

ÊÎÅÔIÖI�ÍÒÀÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ÅÐÇÊ

ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi. Ó ïiäðîçäiëi 4.1 íàâåäåíî ïîñòàíîâêó çàäà÷i Êîøi òà

âêàçàíî íà ¨¨ íåêîðåêòíiñòü ó ñåíñi âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó çà âõi-

äíèìè äàíèìè. Ó ïiäðîçäiëi 4.2 äî çàäà÷i Êîøi çàñòîñîâàíî íåïðÿìèé ìåòîä

iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ðîçãëÿíóòèé ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ, òà çäiéñíåíî ðåãó-

ëÿðèçàöiþ Òiõîíîâà äëÿ îòðèìàííÿ ñòiéêîãî ðîçâ'ÿçêó. Ó ïiäðîçäiëàõ 4.3-4.4

ïðåäñòàâëåíî êîðîòêèé îïèñ òà àëãîðèòìè àëüòåðíóþ÷îãî é iòåðàöiéíîãî ìå-

òîäó Ëàíäâåáåðà ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i. Ðåçóëüòàòè ðîáîòè ìåòîäiâ äëÿ ðiçíèõ

âõiäíèõ äàíèõ (çáóðåíèõ òà òî÷íèõ) íàâåäåíî ó ïiäðîçäiëi 4.5

4.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i Êîøi

Íåõàé D0 ⊂ IR2 � îáìåæåíà îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü ç ìåæåþ Γ0 ∈ C2,

îäíîçâ'ÿçíà îáëàñòü D−1 ⊂ IR2 îáìåæåíà ãðàíè÷íîþ êðèâîþ Γ−1 ∈ C2, ùî

ïîâíiñòþ ëåæèòü âñåðåäèíiD0, òîáòîD−1 ⊂ D0. Âèçíà÷èìî îáëàñòü ðîçâ'ÿçêó

D = D0 \D−1. Íåõàé u � ðîçâ'ÿçîê ÅÐÇÊ

div(σ(x)∇u(x)) = 0, x ∈ D, (4.1.1)

ùî çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Äiðiõëå

u = g2 íà Γ0 (4.1.2)

òà óìîâó Íåéìàíà

σ
∂u

∂ν
= f2 íà Γ0 (4.1.3)

ç âiäîìèìè ôóíêöiÿìè g2 òà f2, σ ∈ C∞(D), σ > 0.
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Ëiíiéíà îáåðíåíà çàäà÷à, ÿêó áóäåìî ðîçãëÿäàòè ¹ òàêîþ: çíàéòè ôóíêöiþ

u, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (4.1.1)�(4.1.3), òà, çîêðåìà, âiäíîâèòè (ðåêîíñòðóþâàòè),

ó ñòàáiëüíèé ñïîñiá, äàíi Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíè÷íié êðèâié Γ−1. Îòæå,

ìàþ÷è äàíi Êîøi íà Γ0 i, òàêîæ, çíà÷åííÿ ïðîâiäíîñòi, ïîòðiáíî çíàéòè u òà
∂u
∂ν íà Γ−1.

Iíøîþ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ, ïðî ÿêó çãàäóâàëîñü ðàíiøå, ¹, âëàñíå, çàäà÷à

iìïåäàíñíî¨ òîìîãðàôi¨. Òàê, äëÿ (4.1.1)�(4.1.3), äå îáëàñòü D ¹ îäíîçâ'ÿçíîþ,

çàäà÷à iìïåäàíñíî¨ òîìîãðàôi¨ ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi ôóíêöi¨ ïðîâiäíîñòi σ

íà îñíîâi âiäîìèõ çíà÷åíü ôóíêöi¨ u â îáëàñòi òà äàíèõ Êîøi íà ìåæi. Íå

îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè çàäà÷ó Êîøi, òîäi ÿê çàäà÷à

ÅIÒ ìîæå áóòè ïðåäìåòîì ïîäàëüøèõ äîñëiäæåíü.

Ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi äàíî¨ çàäà÷i âàæëèâî ¹ âðàõóâàòè ¨¨ íåêîðåêòíiñòü. Íà-

ãàäà¹ìî óìîâè êîðåêòíîñòi çàäà÷i çà Àäàìàðîì [70].

Îçíà÷åííÿ 4.1.1. Çàäà÷à íàçèâà¹òüñÿ êîðåêòíîþ (÷è êîðåêòíî ïîñòàâëå-

íîþ), ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè:

1. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i iñíó¹;

2. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i ¹äèíèé;

3. ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i íåïåðåðâíî çàëåæèòü âiä âõiäíèõ äàíèõ.

Äëÿ çàäà÷i (4.1.1)�(4.1.3) íåêîðåêòíiñòü çàäà÷i ïîëÿãà¹ ñàìå ó âiäñóòíîñòi

ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó çà âõiäíèìè äàíèìè. Ó öüîìó ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ÿêùî

ðîçãëÿíóòè ÷àñòêîâèé âèïàäîê çàäà÷i ïðè σ(x) ≡ 1. Òîäi ìè îòðèìà¹ìî çàäà-

÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ó äâîçâ'ÿçíié îáëàñòi, äëÿ ÿêî¨ íå âèêîíó¹òüñÿ

òðåòÿ óìîâà êîðåêòíîñòi (äåòàëüíiøå, äèâ. [45, 46,49,83]).

Îñêiëüêè çàäà÷à ¹ íåêîðåêòíîþ ó ñåíñi âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi çà âõiäíèìè

äàíèìè, äëÿ ¨¨ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ áóäóòü âèêîðèñòàíi íåïðÿìèé ïiäõiä

iç çàñòîñóâàííÿì ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà òà iòåðàöiéíi ðåãóëÿðèçóþ÷i ìåòîäè.
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4.2. Ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü äëÿ ðîçâ'ÿçóâàíÿ çà-

äà÷i Êîøi (íåïðÿìèé ïiäõiä)

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i (4.1.1)�(4.1.3) âèêîðèñòà¹ìî íåïðÿìèé ìåòîä ií-

òåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, ùî áàçó¹òüñÿ íà ïîäàííi ðîçâ'ÿçêó ó âèãëÿäi ñóìè îá'¹ì-

íîãî ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëó i ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëiâ ïðîñòîãî øàðó. Côîð-

ìóëþ¹ìî öå ó òåîðåìi, ùî òàêîæ âèçíà÷à¹ ñèñòåìó ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ ðiâ-

íÿíü, ÿêó ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè äëÿ îòðèìàííÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.

Òåîðåìà 4.2.1. Ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i çàäà÷i (4.1.1)�(4.1.3) ìîæíà ïîäàòè ó âè-

ãëÿäi

u(x) =

∫
D

ψ(y)P (x, y) dy+

∫
.−1

ψ−1(y)P (x, y) ds(y)+

∫
.0

ψ0(y)P (x, y) ds(y), x ∈ D,

(4.2.1)

äå íåâiäîìi ãóñòèíè ψ, ψ−1 i ψ0 ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè

ψ + V ψ + V−1ψ−1 + V0ψ0 = 0 â D,

W (0)ψ +W
(0)
−1ψ−1 +W

(0)
0 ψ0 = g2 íà Γ0,

−1

2
ψ0 + T (−1)ψ + T

(−1)
−1 ψ−1 + T

(−1)
0 ψ0 = f2 íà Γ0,

(4.2.2)

ç îïåðàòîðàìè âèçíà÷åíèìè ôîðìóëàìè (3.1.6)-(3.1.11).

Äîâåäåííÿ. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ïàðàìåòðèêñ-ïîòåíöiàëiâ, ùî íàâåäåíi

â òåîðåìi 2.1.7, òà, áåðó÷è äî óâàãè òå, ùî ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó (4.2.1) ìà¹

çàäîâîëüíÿòè êðàéîâi óìîâè ðàçîì ç äèôåðåíöiàëüíèì ðiâíÿííÿì, îòðèìà¹ìî

ñèñòåìó ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (4.2.2), ç âiäïîâiäíèìè

îïåðàòîðàìè, ïðåäñòàâëåíèìè ôîðìóëàìè (3.1.6)-(3.1.11).

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ââåäåíà òåîðåìà ãîâîðèòü ëèøå ïðî âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó

â îáëàñòiD, òîäi, ÿê äëÿ çàäà÷i Êîøi öiêàâèìè òà âàæëèâèìè ¹ çíà÷åííÿ ôóí-

êöi¨ òà ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíè÷íié êðèâié Γ−1.
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Íàñëiäîê 4.2.2. ßêùî ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (4.1.1)�(4.1.3) ïîäà¹òüñÿ ó âè-

ãëÿäi (4.2.1), òîäi íåâiäîìi äàíi Êîøi íà âíóòðiøíié êðèâié Γ−1 îáëàñòi D

ìàþòü òàêå ïîäàííÿ:

u = W (−1)ψ +W
(−1)
−1 ψ−1 +W

(−1)
0 ψ0 íà Γ−1,

∂u

∂ν
=

1

σ

(
1

2
ψ−1 + T (−1)ψ + T

(−1)
−1 ψ−1 + T

(−1)
0 ψ0

)
íà Γ−1.

(4.2.3)

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç òåîðåìè 3.3.6.

Îñêiëüêè âèõiäíà äèôåðåíöiàëüíà çàäà÷à (4.1.1)�(4.1.3) ¹ íåêîðåêòíîþ ó

ñåíñi âiäñóòíîñòi ñòiéêîñòi çà âõiäíèìè äàíèìè, òî é ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü (4.2.2) ¹ íåñòiéêîþ. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ ñòiéêîñòi ðîçâ'ÿçêó ó öüîìó ïiäðîç-

äiëi áóäå âèêîðèñòàíî ðåãóëÿðèçàöiéíèé ìåòîä Òiõîíîâà. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ

éîãî çàñòîñóâàííÿ íåîáõiäíî, ùîá îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷à¹ ñèñòåìó (4.2.2) áóâ

ií'¹êòèâíèì òà ìàâ ùiëüíèé ðàíã. Äëÿ âèïàäêó ñòàëèõ êîåôiöi¹íòiâ (òîáòî ðiâ-

íÿííÿ Ëàïëàñà) ñèñòåìà ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü (4.2.2)

âèðîäæó¹òüñÿ ó ñèñòåìó ãðàíè÷íèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äëÿ ÿêî¨ îïåðàòîð

âîëîäi¹ çãàäàíèìè âèùå âëàñòèâîñòÿìè, äèâ. íàïðèêëàä [46]. Íå îáìåæóþ÷èñü

÷àñòêîâèì âèïàäêîì, áóäåìî ââàæàòè, ùî ðåãóëÿðèçàöiÿ Òiõîíîâà ¹ çàêîííîþ

i äëÿ âèïàäêó çìiííèõ êîåôiöi¹íòiâ, òîáòî ôóíêöi¨ σ. Çàãàëîì, äëÿ äîâåäåííÿ

ií'¹êòèâíîñòi îïåðàòîðà ïîòðiáíî ïîêàçàòè, ùî ó âèïàäêó îäíîðiäíîãî ðiâíÿ-

ííÿ (÷è îäíîðiäíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü, âèçíà÷åíî¨ öèì îïåðàòîðîì) ìà¹ìî ëèøå

òðèâiàëüíèé ðîçâ'ÿçîê. Ùîá äîâåñòè òâåðäæåííÿ ïðî ùiëüíèé ðàíã ïîòðiáíî

ðîçãëÿíóòè ñïðÿæåíèé îïåðàòîð òà ïîêàçàòè, ùî âií ií'¹êòèâíèé.

Ïàðàìåòðèçàöiÿ ãðàíè÷íèõ êðèâèõ òàêà æ, ÿê i äëÿ âèïàäêó ìiøàíèõ êðà-

éîâèõ çàäà÷ ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi: (3.1.12) � ìåæi, ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñîáîþ

êîåôiöi¹íòîì ãîìîòåòi¨, (3.3.1)-(3.3.2) � äëÿ äîâiëüíèõ äâîçâ'ÿçíèõ îáëàñòåé.

Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè Γ−1 òà Γ0 çàäàíi (3.1.12). Âiäïîâiäíà

çàìiíà çìiííèõ â (4.2.2) ïðèâîäèòü äî òàêî¨ ñèñòåìè iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü
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1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)R̃(η, t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)R̃−1(η, t; ξ−1, τ) dτ+

+ϕ(η, t) +
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)R̃0(η, t; τ) dτ = 0, (η, t) ∈ Π,

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̌ (t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)P̌−1(t; ξ−1, τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ0(τ)P̌0(t; τ) dτ = g̃2(t), t ∈ [0, 2π),

−1

2
ϕ0(t) +

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̃ (t; ξ, τ) dτdξ +
1

2π

∫ 2π

0

ϕ0(τ)P̃0(t; τ) dτ+

+
1

2π

2π∫
0

ϕ−1(ξ−1, τ)P̃−1(t; ξ−1, τ) dτ = f̃2(t), t ∈ [0, 2π),

(4.2.4)

ç ϕ(η, t) = ψ(p(η, t)), ϕ−1(ξ−1, t) = ψ−1(x−1(t)), ϕ0(t) = ψ0(x(t)), g̃2(t) =

g2(x(t)), f̃2(t) = f2(x(t)) òà ÿäðàìè, âèçíà÷åíèìè ôîðìóëàìè (3.2.6), (3.2.9),

(2.1.19), (3.1.18), (2.2.12), (2.2.13), (2.1.17), (2.2.11), (3.1.16).

ßäðà R̃ i P̌0 ìiñòÿòü ñèëüíó òà ëîãàðèôìi÷íó îñîáëèâîñòi, âiäïîâiäíî, âè-

äiëåííÿ ÿêèõ íàâåäåíî ó çàäà÷i Äiðiõëå ó ïiäðîçäiëi 2.1 òà ó çàäà÷i Íåéìàíà-

Äiðiõëå ó ïiäðîçäiëi 3.2.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìè (4.2.4) âèêîðèñòîâó¹ìî ìåòîä Íèñòðüîìà ç

âiäïîâiäíèìè êâàäðàòóðíèìè ôîðìóëàìè, çîêðåìà, ïî çìiííié ξ çàñòîñîâà-

íî ñêëàäåíó êâàäðàòóðó ñåðåäíiõ ïðÿìîêóòíèêiâ ç âàãàìè αk = 1−ξ−1

N òà âó-

çëàìè ηk = 1 − 1−ξ−1

2N (2k − 1) , k = 1, . . . , N . Äëÿ iíòåãðóâàííÿ ïî çìiííié
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τ çàñòîñîâàíî ñêëàäåíó ôîðìóëó òðàïåöié äëÿ 2π-ïåðiîäè÷íèõ ôóíêöié. Íà-

ïiâäèñêðåòèçîâàíó ñèñòåìó, îòðèìàíó çà äîïîìîãîþ ôîðìóë (2.1.31)-(2.1.34),

çâåäåíî äî ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü ÷åðåç êîëîêàöiþ àïðîêñèìàöiéíèõ

ðiâíÿíü ó êâàäðàòóðíèõ âóçëàõ



ϕmi +
N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjR̄(ηm, ti; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

[
ϕ−1jR̃−1(ηm, ti; ξ−1, tj)+

+ϕ0jR̃0(ηm, ti; tj)
]

= 0,

1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjP̌ (ti; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

ϕ−1jP̌−1(ti; ξ−1, tj)+

+
2n−1∑
j=0

ϕ0j

[
P̌

(1)
0 (ti, tj)Fj(ti) +

1

2n
P̌

(2)
0 (ti; tj)

]
= g̃2i,

−1

2
ϕ0i +

1

2n

N∑
k=1

2n−1∑
j=0

αkϕkjP̃ (ti; ηk, tj) +
1

2n

2n−1∑
j=0

[
ϕ−1jP̃−1(ti; ξ−1, tj)+

+ϕ0jP̃0(ti, tj)
]

= f̃2i,

(4.2.5)

ç R̄ íàâåäåíèì ó çàäà÷i Äiðiõëå, ïðàâîþ ÷àñòèíîþ g̃2i = g̃2(ti) i f̃2i = f̃2(ti),

íåâiäîìèìè çíà÷åííÿìè ãóñòèí ó òî÷êàõ ϕmi ≈ ϕ(ηm, ti), ϕ0i ≈ ϕ0(ti) i ϕ−1i ≈
ϕ−1(ξ−1, ti), äå ti = iπ

n äëÿ m = 1, . . . , N òà i = 0, . . . , 2n− 1. Ïðè öüîìó P̌ (1)
0

òà P̌ (2)
0 ìîæíà âçÿòè ç ôîðìóëè (3.2.11) äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå.

Îòðèìàíó ñèñòåìó (4.2.5) iç çàñòîñóâàííÿì íåïðÿìîãî ìåòîäó iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü íàâåäåíî äëÿ îáëàñòåé ç ãðàíè÷íèìè êðèâèìè, ùî âîëîäiþòü

âëàñòèâiñòþ ãîìîòåòi¨ îäíà âiäíîñíî iíøî¨, ïðî ùî çãàäóâàëîñü ðàíiøå. Äëÿ

äîâiëüíî¨ äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ç ãðàíèöÿìè (3.3.1)-(3.3.2) ìîæíà âèêîðèñòàòè

àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ òà ÿäðà, îïèñàíi â ïiäðîçäiëi 3.3. Òàê, ïàðàìåòðèçî-
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âàíà ñèñòåìà iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ìàòèìå âèãëÿä



1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)R̃(η, t; ξ, τ)dτdξ +
1

2π

∫ 2π

0

ϕ−1(τ)R̃−1(η, t;x−1(τ))dτ+

+
1

2π

∫ 2π

0

ϕ0(τ)R̃0(η, t;x0(τ))dτ + ϕ(η, t) = 0, (η, t) ∈ Π,

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̌ (x0(t); ξ, τ)dτdξ +
1

2π

∫ 2π

0

ϕ−1(τ)P̌−1(x0(t);x0(τ))dτ+

+
1

2π

∫ 2π

0

ϕ0(τ)P̌0(x0(t);x0(τ))dτ = g̃2(t), t ∈ [0, 2π),

1

2π

∫
Π

ϕ(ξ, τ)P̃ (x0(t); ξ, τ)dτdξ +
1

2π

∫ 2π

0

ϕ−1(τ)P̃−1(x0(t);x−1(τ))dτ+

+
1

2π

∫ 2π

0

ϕ0(τ)P̃0(x0(t);x0(τ))dτ − 1

2
ϕ0(t) = f̃2(t), t ∈ [0, 2π),

(4.2.6)

äå ÿäðà âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (3.3.10)-(3.3.12), (3.3.19)-(3.3.21), (3.3.16)-(3.3.18).

Çàñòîñóâàâøè ìåòîä Íèñòðüîìà òà âðàõîâóþ÷è îñîáëèâîñòi ó ÿäðàõ R̃ òà P̌0,

ìîæíà îòðèìàòè ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

2n−1∑
j=0

(
ϕ−1jA

mi
−1j + ϕ0jA

mi
0j +

N∑
k=1

ϕkj

[
δ

(mk)
ij + Ami

kj

])
= 0, m = 1, . . . , N,

2n−1∑
j=0

(
ϕ−1jA

0i
−1j + ϕ0jA

0i
0j +

N∑
k=1

ϕkjA
0i
kj

)
= g̃2i, i = 0, . . . , 2n− 1,

2n−1∑
j=0

(
ϕ−1jA

0i
−1j + ϕ0j

[
A0i

0j −
δij
2

]
+

N∑
k=1

ϕkjA
0i
kj

)
= f̃2i, i = 0, . . . , 2n− 1,

(4.2.7)

äå Ali
qj, q = −1, . . . , N, l = 0, . . . , N, i, j = 0, . . . , 2n − 1 � äåÿêi êîåôiöi¹íòè,



98

ùî âèçíà÷àþòüñÿ ÿäðàìè çi ñèñòåìè (4.2.6) (àáî ¨õ ìîäèôiêàöiÿìè ó âèïàäêó

âèäiëåííÿ îñîáëèâîñòåé).

×åðåç íåêîðåêòíiñòü çàäà÷i Êîøi ìàòðèöÿ A ëiíiéíî¨ ñèñòåìè (4.2.5), àáî

â çàãàëüíîìó âèïàäêó ñèñòåìè (4.2.7), ìà¹ âåëèêå ÷èñëî îáóìîâëåíîñòi. Òîìó,

äëÿ îòðèìàííÿ ñòiéêîãî ðîçâ'ÿçêó çàñòîñó¹ìî äåÿêèé ðåãóëÿðèçóþ÷èé ìåòîä.

Ñêîðèñòà¹ìîñü ðåãóëÿðèçàöi¹þ Òiõîíîâà (äèâ. [107]), äëÿ îòðèìàííÿ íàáëè-

æåíîãî ðîçâ'ÿçêó xα ðåãóëÿðèçóþ÷îãî íîðìàëüíîãî ðiâíÿííÿ

(A>A+ αI)xα = A>b, (4.2.8)

äå A> òðàíñïîíîâàíà äî A ìàòðèöÿ, I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ, b � ïðàâà ÷àñòèíà

ñèñòåìè (4.2.5) (òàêà æ, ÿê i äëÿ (4.2.7)), xα � ôàêòè÷íî âåêòîð íåâiäîìèõ

çíà÷åíü ãóñòèí ó òî÷êàõ, ùî çàëåæèòü âiä α, äå α > 0 � ðåãóëÿðèçóþ÷èé

ïàðàìåòð.

Îòæå, äëÿ îäåðæàííÿ ñòiéêîãî íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè (4.2.5) ÷è

çàãàëüíî¨ ñèñòåìè (4.2.7) ïîòðiáíî âèêîðèñòàòè (4.2.8) ç äåÿêèì ôiêñîâàíèì

ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨ α. Âèáið îïòèìàëüíîãî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨

íå ¹ òðèâiàëüíîþ çàäà÷åþ, i ñêëàäíiñòü öi¹¨ çàäà÷i ìîæå ïåðåâèùóâàòè ñêëà-

äíiñòü çàäà÷i, äëÿ ÿêî¨ âëàñíå é ïîòðiáíà ðåãóëÿðèçàöiÿ (íàïðèêëàä, äëÿ ðå-

ãóëÿðèçàöi¨ iíòåãðàëüíîãî ðiâíÿííÿ ïåðøîãî ðîäó ç îïòèìàëüíèì ïàðàìåòðîì

ðåãóëÿðèçàöi¨ ïîòðiáíî ðîçâ'ÿçàòè iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ). Çâiäñè,

äîöiëüíèì ¹ âèêîðèñòàííÿ iíøèõ ìåòîäiâ âèáîðó ïàðàìåòðà α, íàéïðîñòiøèì

ç ÿêèõ ¹ ìåòîäó ïåðåáîðó. Iíøèì ñïîñîáîì âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ ¹

ìåòîä L-êðèâî¨ (äåòàëüíiøå, äèâ. [44,71]). Éîãî ñóòü ïîëÿãà¹ ó ïîáóäîâi êðè-

âî¨ ó ëîãàðèôìi÷íèõ êîîðäèíàòàõ (lg ‖Axα − b‖2, lg ‖xα‖2) äëÿ äåÿêî¨ ìíîæè-

íè çíà÷åíü ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ α. Îòðèìàíèé ãðàôiê ìà¹ âèãëÿä ëiòåðè

L, ÷åðåç ùî é îòðèìàâ òàêó íàçâó. Âëàñòèâiñòþ L-êðèâî¨ ¹ òå, ùî íàéêðàùå

çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ ðîçìiùåíå ïîáëèçó êóòà êðèâî¨, ÿê îïòè-

ìàëüíèé âèáið, ùî ìiíiìiçó¹ íîðìó ðîçâ'ÿçêó i íîðìó íåâ'ÿçêè â åâêëiäîâié

íîðìi. Íàâåäåíi ìåòîäè áóäóòü âèêîðèñòàíi ó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ.
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Àïðîêñèìàöiþ ðîçâ'ÿçêó äëÿ (4.1.1)�(4.1.3) i äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ìîæíà

îòðèìàòè çàñòîñîâóþ÷è íàâåäåíi âèùå êðîêè (ïàðàìåòðèçàöiÿ ðàçîì iç çàìi-

íîþ çìiííèõ, âèäiëåííÿ îñîáëèâîñòåé òà ÷èñåëüíå iíòåãðóâàííÿ) äî ãðàíè÷íî-

ïðîñòîðîâîãî ïîäàííÿ ðîçâ'ÿçêó (4.2.1) ðàçîì çi çíàéäåíèìè íàáëèæåíèìè

çíà÷åííÿìè ãóñòèí ó äåÿêèõ òî÷êàõ. Äëÿ äàíèõ Êîøi ìîæíà âèêîðèñòàòè

ôîðìóëè (3.3.31), (3.3.32), íàâåäåíi äëÿ âèïàäêó äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ç íåãî-

ìîòåòè÷íèìè êðèâèìè, òîäi, ÿê äëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçâ'ÿçêó â îáëàñòi ìîæíà

âèêîðèñòàòè ôîðìóëó (3.1.21) ÷è ¨¨ óçàãàëüíåííÿ ó âèãëÿäi ôîðìóëè (3.3.25).

4.3. Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä

Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó äëÿ çà-

äà÷i Êîøi (4.1.1)�(4.1.3). Âàðòî âiäçíà÷èòè, ùî îïåðàòîð íàâåäåíèé â (4.1.1)

¹ ñàìîñïðÿæåíèì òà ñòðîãî åëiïòè÷íèì [15]. Äëÿ çðó÷íîñòi ââåäåìî äîïîìi-

æíi ôóíêöi¨ h òà g. Â àëüòåðíóþ÷îìó ìåòîäi íà êîæíié iòåðàöi¨ íåîáõiäíî

ðîçâ'ÿçàòè äâi ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i (Íåéìàíà-Äiðiõëå òà Äiðiõëå-Íåéìàíà):

div(σ∇u) = 0 â D, (4.3.1)

σ
∂u

∂ν
= h íà Γ−1, u = g2 íà Γ0, (4.3.2)

òà

div(σ∇u) = 0 â D, (4.3.3)

u = g íà Γ−1, σ
∂u

∂ν
= f2 íà Γ0. (4.3.4)

Iòåðàöiéíà ïðîöåäóðà àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó (4.1.1)�

(4.1.3) ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:

• Ïåðøå íàáëèæåííÿ u0 ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (4.1.1)�(4.1.3) îòðèìó¹òüñÿ ÿê

ðîçâ'ÿçîê (4.3.1)�(4.3.2) ç h = h0, äå h0 � äîâiëüíå ïî÷àòêîâå íàáëèæå-

ííÿ.
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• Ìàþ÷è çíà÷åííÿ u2k, ìè çíàõîäèìî u2k+1, ÿê ðîçâ'ÿçîê (4.3.3)�(4.3.4) ç

g = u2k|.−1
.

• Òîäi ôóíêöiþ u2k+2 îòðèìó¹ìî, ðîçâ'ÿçóþ÷è (4.3.1)�(4.3.2) ç

h = σ
∂u2k+1

∂ν
|.−1

.

Àëãîðèòì âèêîíó¹òüñÿ iòåðàöiéíî ó äâîõ îñòàííiõ ïóíêòàõ.

Ç [12] ìîæíà çàïèñàòè òàêó òåîðåìó

Òåîðåìà 4.3.1. Ïðèïóñòèìî, ùî çàäà÷à Êîøi (4.1.1)�(4.1.3) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê

u. Íåõàé uk � k-òà àïðîêñèìàöiÿ ðîçâ'ÿçêó â àëüòåðíóþ÷îìó ìåòîäi. Òîäi

lim
k→∞
‖u− uk‖H1(D) = 0

äëÿ áóäü-ÿêîãî äîñòàòíüî ãëàäêîãî ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ h0, ç ÿêîãî ðîç-

ïî÷èíàþòüñÿ iòåðàöi¨.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ìîæå áóòè çäiéñíåíî ÷åðåç ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Êî-

øi ó âèãëÿäi äåÿêîãî ðiâíÿííÿ ïðî íåðóõîìó òî÷êó çi ñàìîñïðÿæåíèì, ií'¹ê-

òèâíèì, äîäàòíiì òà íåðîçøèðþþ÷èì îïåðàòîðîì. Íàñòóïíèé êðîê ïîëÿãà¹

ó ïîáóäîâi iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó äëÿ öüîãî ðiâíÿííÿ (äåòàëüíiøå, äèâ. [12,

13]). Âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíi ðåãóëÿðèçóþ÷i âëàñòèâîñòi äëÿ åëiïòè÷íèõ

ðiâíÿíü, ìîæíà ç'ÿñóâàòè çáiæíiñòü ó ïðîñòîðàõ Ñîáîë¹âà âèùîãî ïîðÿä-

êó Hk(D). Ãëàäêiñòü ôóíêöi¨ σ ìîæíà ïîñëàáèòè äî, íàïðèêëàä, êóñêîâî-

ãëàäêî¨. Êðiì òîãî, îñíîâíå ðiâíÿííÿ (4.1.1) ìîæå áóòè çìiíåíî äî óçàãàëüíå-

íîãî ñòðîãî åëiïòè÷íîãî òà ñàìîñïðÿæåíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Êðèòåði¹ì çóïèíêè, ó âèïàäêó âõiäíèõ äàíèõ iç øóìîì, ìîæíà âèêîðè-

ñòàòè ïðèíöèï íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà [8,11]. Äëÿ çâ'ÿçêó ç ìåòîäîì Ëàíäâåáåðà,

äèâ. [27, 48,84].
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4.4. Ìåòîä Ëàíäâåáåðà

Ðîçãëÿíåìî ùå îäèí iòåðàöiéíèé ìåòîä ðîçâ'ÿçóâàííÿ (4.1.1)�(4.1.3), à ñà-

ìå ìåòîä Ëàíäâåáåðà [29, 77], ÿêèé áóëî çàïðîïîíîâàíî äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ

íåêîðåêòíèõ çàäà÷ ç íåñàìîñïðÿæåíèì îïåðàòîðîì. Àëãîðèòì ìåòîäó Ëàí-

äâåáåðà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà ó äâîçâ'ÿçíié

îáëàñòi ìîæíà çíàéòè â [49] (çáiæíiñòü ïðîöåäóðè ðîçãëÿíóòî â [77]). Íà îñíî-

âi öüîãî àëãîðèòìó ïîáóäó¹ìî iòåðàöiéíó ïðîöåäóðó, äå îñíîâíå äèôåðåíöi-

àëüíå ðiâíÿííÿ çàäàíå ôîðìóëîþ (4.1.1).

Îòîæ, â iòåðàöiéíîìó ìåòîäi Ëàíäâåáåðà äëÿ çàäà÷i (4.1.1)�(4.1.3) íà êî-

æíié iòåðàöi¨ íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè äâi ìiøàíi êðàéîâi çàäà÷i Äiðiõëå-Íåéìàíà:

div(σ∇u) = 0 â D, (4.4.1)

u = h íà Γ−1, σ
∂u

∂ν
= f2 íà Γ0, (4.4.2)

òà

div(σ∇v) = 0 in D, (4.4.3)

v = 0 íà Γ−1, σ
∂v

∂ν
= z íà Γ0. (4.4.4)

Ñàìà iòåðàöiéíà ïðîöåäóðà ìåòîäó Ëàíäâåáåðà äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ'ÿçêó

ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

• âèáðàòè äîâiëüíó ôóíêöiþ h0; çíàéòè u0 ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.4.1)�

(4.4.2) ç h = h0.

• çíàéòè v0, ðîçâ'ÿçàâøè (4.4.3)�(4.4.4) ç σ
∂v0
∂ν = z0 íà Γ0, äå z0 = u0 − g2.

• ìàþ÷è uk−1, vk−1 çíàéòè uk ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.4.1)�(4.4.2) ç uk = hk

íà Γ−1, äå hk = hk−1 − γ ∂vk−1

∂ν |.−1
, γ > 0.

• çíàéòè vk, ÿê ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (4.4.3)�(4.4.4) ç σ
∂vk
∂ν = zk íà Γ0, äå zk =

uk − g2.
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Àëãîðèòì âèêîíó¹òüñÿ iòåðàöiéíî ó äâîõ îñòàííiõ ïóíêòàõ. Êðèòåði¹ì çóïèí-

êè, ó âèïàäêó âõiäíèõ äàíèõ iç øóìîì, ÿê i äëÿ àëüòåðíóþ÷îãî ìåòîäó, ìîæíà

âèêîðèñòàòè ïðèíöèï íåâ'ÿçêè Ìîðîçîâà.

4.5. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè

Íàâåäåìî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi íåïðÿìèì ìåòîäîì iíòå-

ãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè (àëüòåðíóþ÷èì òà ìåòîäîì Ëàí-

äâåáåðà). Ó äàíîìó ïiäðîçäiëi áóäóòü íàâåäåíi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiçíèõ

îáëàñòåé òà ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ (òî÷íèõ òà çi øóìîì). Çàóâàæèìî, ùî çáó-

ðåíèìè âõiäíèìè äàíèìè äëÿ çàäà÷i áóäóòü çíà÷åííÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨, à

òî÷íiøå ¨õ äîáóòîê íà ôóíêöiþ σ, îñêiëüêè ïðèðîäíiì ¹ òå, ùî öi äàíi îòðèìó-

þòü âíàñëiäîê âèìiðþâàíü ïåâíèìè ïðèëàäàìè, ÿêi àïðiîði äîïóñêàþòü ïåâíó

ïîõèáêó. Îòæå, çáóðåíèìè äàíèìè áóäóòü çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ f2. Ôóíêöiþ çi

øóìîì f δ2 áóäåìî çàäàâàòè òàê:

f δ2 = f2 + δ(2β − 1)||f2||L2(.0),

δ � ðiâåíü øóìó (íàïðèêëàä 3%), β � âèïàäêîâå ÷èñëî, β ∈ (0, 1).

Íåïðÿìèé ìåòîä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

Ïðèêëàä 1

Äâîçâ'ÿçíà êiëüöåïîäiáíà îáëàñòü D îáìåæåíà äâîìà ãðàíè÷íèìè êðèâèìè

Γ0 = {x(t) = (cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π)},

Γ−1 = {x−1(t) = (0.5 cos(t), 0.5 sin(t)), t ∈ [0, 2π)}.

Ìà¹ìî òóò ïàðàìåòð ξ−1 = 0.5. Ôóíêöiÿ ïðîâiäíîñòi σ, à òàêîæ äàíi íà Γ0 ó

âèãëÿäi ôóíêöié g2 òà f2 ïîäàíî íèæ÷å

σ(x) = 4− x2
1 + x2

2, x ∈ D,
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g2(x) = x1x2, f2(x) = 2x1x2(4− x2
1 + x2

2) x ∈ Γ0.

Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî ôóíêöiÿ uex(x) = x1x2 ¹ òî÷íèì ðîçâ'ÿçêîì

çàäà÷i (4.1.1)�(4.1.3).

Ó òàáëèöi 4.1 íàâåäåíî àáñîëþòíi ïîõèáêè îòðèìàíèõ íàáëèæåíèõ äàíèõ

Êîøi íà âíóòðiøíié ãðàíè÷íié êðèâié Γ−1 ïiä ÷àñ ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i Êîøi (4.1.1)�(4.1.3). Íåïðÿìèé ìåòîä ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëü-

íèõ ðiâíÿíü áóëî âèêîðèñòàíî äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ (ôóíêöié f2 òà g2).

Ó òàáëèöi 4.1 çìiííà N öå êiëüêiñòü âíóòðiøíiõ êâàäðàòóðíèõ êðèâèõ, à 2n �

êiëüêiñòü êâàäðàòóðíèõ âóçëiâ íà êîæíié ç òàêèõ êðèâèõ. ßê ãðàôi÷íà iëþ-

ñòðàöiÿ, íà ðèñ. 4.1 âiäîáðàæåíî òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê òà ÷èñåëüíi ðåêîíñòðóêöi¨

íà Γ−1 äëÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨ òà ¨¨ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ó âèïàäêó òî÷íèõ âõi-

äíèõ äàíèõ. Íà ðèñ. 4.2 íàâåäåíî òî÷íi òà íàáëèæåíi çíà÷åííÿ äàíèõ Êîøi

äëÿ çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ ç ðiâíåì øóìó ó 3%. Âiäìiòèìî, ùî äëÿ äàíîãî

ïðèêëàäó ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨ α áóâ îáðàíèé ñïîñîáîì çâè÷àéíîãî ïåðå-

áîðó.

Îá÷èñëåííÿ äëÿ äàíîãî ìåòîäó çàéìàþòü íåáàãàòî ÷àñó íà çâè÷àéíîìó

êîìï'þòåði, à îòæå íåïðÿìèé ìåòîä ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿííÿ ìîæå áóòè âèêîðèñòàíî äëÿ îòðèìàííÿ ñòàáiëüíîãî ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿç-

êó çàäà÷i Êîøi äëÿ ÅÐÇÊ.

N n ‖uNn − uex‖C(Γ−1) ‖∂uNn

∂ν
− ∂uex

∂ν
‖C(Γ−1)

3 32 5.278E-004 1.747E-002

5 64 1.348E-004 4.457E-003

7 128 6.617E-006 3.323E-004

Òàáë. 4.1: Ïîõèáêà ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿ-

ðèçàöi¨ α = 10e− 11.
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Ðèñ. 4.2: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (−) òà ÷èñåëüíå íàáëèæåííÿ (−−−) ç âèêîðèñòà-
ííÿì íåïðÿìîãî ïiäõîäó ç ïàðàìåòðîì ðåãóëÿðèçàöi¨ Òiõîíîâà α = 10e− 5 ó

âèïàäêó âõiäíèõ äàíèõ ç 3% øóìó (N = 7, n = 128).

Ïðèêëàä 2

Íàâåäåìî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ïåðåòâîðåíü ç ïiäðîçäiëó 3.3 äëÿ äîâiëüíî¨

äâîçâ'ÿçíî¨ îáëàñòi ó çàäà÷i Êîøi, ÿêi, çîêðåìà, ïðèâîäÿòü äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ

ñèñòåìè (4.2.7).
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Äâîçâ'ÿçíà îáëàñòü D (äèâ ðèñ. 4.3) îáìåæåíà êðèâèìè

Γ0 = {x0(t) = (cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π)},

Γ−1 = {x−1(t) =
√

(0.5 cos(t))2 + (0.25 sin(t))2(cos(t), sin(t)), t ∈ [0, 2π)}.

Çàóâàæèìî, ùî íà ðèñ. 4.3 ìà¹ìî îäðàçó ðîçáèòòÿ îáëàñòi ïðè N = 20 òà

n = 64. Íà äàíîìó ðèñóíêó ìîæíà ïîáà÷èòè ïåðåõiä âíóòðiøíüî¨ ãðàíèöi ó

çîâíiøíþ íà îñíîâi ôîðìóëè (3.3.3). Òàêîæ äàíî, ùî

σ(x) = 4− x2
1 + x2

2, x ∈ D,

g2(x) = x1x2, f2(x) = 2x1x2(4− x2
1 + x2

2), x ∈ Γ0,

i âiäîìî, ùî

uex(x) = x1x2 � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Îòæå âõiäíi äàíi ¹ òàêi æ, ÿê i äëÿ ïðèêëàäó 1 � çìiíèëàñü ëèøå êîíôi-

ãóðàöiÿ ãðàíèöü.

Âèãëÿä òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó u òà éîãî àïðîêñèìàöi¨ â îáëàñòi ó âèïàäêó òî-

÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ íà çîâíiøíié ãðàíèöi Γ0 çîáðàæåíî íà ðèñ. 4.4. Ãðàôiêè

òî÷íèõ òà íàáëèæåíèõ äàíèõ Êîøi íà Γ−1 íàâåäåíî íà ðèñ. 4.5. Äëÿ âiäòâî-

ðåííÿ öèõ äàíèõ áóëî îáðàíî ïàðàìåòð ðåãóëÿðèçàöi¨ α = 10e− 11.

Äëÿ äàíèõ çi øóìîì (çáóðåííÿ ôóíêöi¨ f2 íà 3%) áóëî ïîáóäîâàíî L-êðèâó

íà îñíîâi 16-òè çíà÷åíü ïàðàìåòðà α: âiä 1 äî 10e−15 ç êðîêîì 0.1. Íà ðèñ. 4.6

çîáðàæåíî L-êðèâó ç âóçëàìè, ùî âiäïîâiäàþòü îáðàíèì çíà÷åííÿì α. Íà

îñíîâi êðèâî¨ çà ïàðàìåòð α âçÿòî çíà÷åííÿ 10e − 09. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè,

âiäîáðàæåíi íà ðèñ. 4.7.

Àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä

Ïðèêëàä 3

Îáëàñòü âçÿòî ç ïåðøîãî ïðèêëàäó äëÿ çàäà÷i Íåéìàíà-Äiðiõëå (ïðèêëàä 3 ó

÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåòàõ äëÿ ïîïåðåäíüîãî ðîçäiëó). Êîåôiöi¹íò σ òà òî÷íèé
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Ðèñ. 4.3: Îáëàñòü D äëÿ ïðèêëàäó 2.

ðîçâ'ÿçîê uex ¹ òàêèìè æ, ÿê ó ïðèêëàäi. Äàíi Êîøi íà Γ0 îòðèìó¹ìî ç òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó:

g2(x) = x2
1 − x2

2, f2(x) = e−x1x2(2x1, 2x2) · ν(x) x ∈ Γ0.

Çáóðåííÿ âõiäíèõ äàíèõ áóäå çàñòîñîâàíî äî óìîâè Íåéìàíà, ïðî ùî çãà-

äóâàëîñü ðàíiøå. Àëüòåðíóþ÷èé iòåðàöiéíèé ìåòîä ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç âèáîðó

äåÿêèõ çíà÷åíü (ôóíêöi¨) äëÿ óìîâè Íåéìàíà íà âíóòðiøíié ãðàíè÷íié êðè-

âié Γ−1. Äëÿ ñïðîùåííÿ, áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ h = 0 â (4.3.2). Âàðòî

çàóâàæèòè,ùî êðàùå ïî÷àòêîâå íàáëèæåííÿ áóäå ïðèøâèäøóâàòè çáiæíiñòü

iòåðàöiéíîãî ïðîöåó. Ìiøàíi çàäà÷i íà êîæíié iòåðàöi¨ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ ç âèêî-

ðèñòàííÿì ìåòîäó ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, îïèñàíîìó â

ðîçäiëi 3. Äëÿ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ îáðàíî ïàðàìåòðè n = 32 òà N = 3.

Íà ðèñóíêó 4.8 íàâåäåíî ãðàôiêè ïîõèáêè ôóíêöi¨ òà íîðìàëüíî¨ ïîõi-
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á) íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê

Ðèñ. 4.4: Òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê (à) òà íàáëèæåíèé (á) â îáëàñòiD äëÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨

α = 10e− 11 (N = 5, n = 64) ïðè òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ.
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Ðèñ. 4.5: Òî÷íi äàíi Êîøi (−) òà íàáëèæåíi (−−−) íà Γ−1 äëÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨

α = 10e− 11 (N = 5, n = 64) ïðè òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ.

äíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíè÷íié êðèâié â L2-íîðìi ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ

äàíèõ. Öi ãðàôiêè äåìîíñòðóþòü çáiæíiñòü iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó äî òî÷íîãî

ðîçâ'ÿçêó, ùî é ïåðåäáà÷àëîñü òåîði¹þ. Îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè ïiñëÿ k = 200 iòå-

ðàöié ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 4.9. Íà öèõ ðèñóíêàõ ïóíêòèðíà êðèâà (−−−)
âèçíà÷à¹ ÷èñåëüíå íàáëèæåííÿ äî âiäïîâiäíîãî òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó, ùî âiä-

îáðàæà¹òüñÿ ñóöiëüíîþ ëiíi¹þ (�).

Àíàëîãi÷íi ðåçóëüòàòè äëÿ âõiäíèõ äàíèõ ç âèïàäêîâîþ ïîõèáêîþ â ïåâíèõ

âóçëàõ ó 3% ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ðèñóíêàõ 4.10�4.11. Çàãàëîì, íîðìàëüíó
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Ðèñ. 4.6: L-êðèâà äëÿ 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ ïðè N = 5 òà n = 128 äëÿ

ïðèêëàäó 2.

ïîõiäíó ñêëàäíiøå ðåêîíñòðóþâàòè, ïðîòå, îòðèìàíå íàáëèæåííÿ ¹ äîñèòü

áëèçüêèì äî òî÷íîãî, íàâiòü ó âèïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ. Îòæå, äëÿ äàíîãî

ïðèêëàäó ìà¹ìî äîñèòü òî÷íó òà ñòàáiëüíó ðåêîíñòðóêöiþ íîðìàëüíî¨ ïîõi-

äíî¨ òà ôóíêöi¨ ó âèïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ.

Ó âèïàäêó âõiäíèõ äàíèõ çi øóìîì iòåðàöi¨ ìàþòü áóòè ïðèïèíåíi ïåðåä

òèì, êîëè ïîõèáêà ïî÷íå çðîñòàòè. Äëÿ ðîçãëÿíóòîãî ïðèêëàäó öå çðîñòàííÿ

íå ¹ çíà÷íèì. Ôîðìàëüíî, ïðèíöèï íåâ'ÿçêè ìîæå áóòè çàñòîñîâàíèé äëÿ

çóïèíêè iòåðàöiéíîãî ïðîöåñó. Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöiÿ σ íå ¹ êîíñòàíòîþ,

ïðîòå îòðèìàíi ðåçóëüòàòè äîáðå óçãîäæóþòüñÿ ç ðåçóëüòàòàìè îòðèìàíèìè

äëÿ ðiâíÿííÿ Ëàïëàñà, äëÿ ïðèêëàäó äèâ. [39,82].
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Ðèñ. 4.7: Òî÷íi äàíi Êîøi (−) òà íàáëèæåíi (−−−) íà Γ−1 äëÿ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨

α = 10e− 9 (N = 5, n = 128) ïðè âõiäíèõ äàíèõ ç øóìîì 3%.
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Ðèñ. 4.8: Ïîõèáêà äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ïiñëÿ 200 iòåðàöié äëÿ ïðèêëàäó 3.

Ïðèêëàä 4

Êîíôiãóðàöi¨ Γ−1 òà Γ0, ùî âèçíà÷àþòü îáëàñòü D, à òàêîæ ôóíêöiþ σ òà

òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê îáðàíî ç ïðèêëàäó 4 ó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ ðîçäiëó

3. Çà äîïîìîãîþ òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó ãåíåðó¹ìî âõiäíi äàíi Êîøi íà çîâíiøíié

ãðàíè÷íié êðèâié Γ0. Âiäïîâiäíî

g2(x) = x1x2, f2(x) = σ(x)∇uex(x) · ν(x) x ∈ Γ0.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷ îáðàíî ïàðàìåòðè äèñêðåòèçàöi¨ N = 3
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Ðèñ. 4.9: Äàíi Êîøi íà Γ−1 äëÿ k = 200 â ïðèêëàäi. 3.
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Ðèñ. 4.10: Ïîõèáêà äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ïiñëÿ 200 iòåðàöié äëÿ ïðèêëàäó 3. (øóì 3%)

òà n = 64. Íà ðèñóíêó 4.12 íàâåäåíî L2-ïîõèáêó ôóíêöi¨ òà íîðìàëüíî¨ ïîõi-

äíî¨ íà âíóòðiøíié ãðàíèöi ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ. Ðîçâ'ÿçêè, îòðè-

ìàíi ïiñëÿ k = 200 iòåðàöié, ïðîiëþñòðîâàíî íà ðèñ. 4.13. Áà÷èìî çáiæíiñòü

äî òî÷íèõ äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ïðè çáiëüøåííi êiëüêîñòi iòåðàöié, ùî âiäïî-

âiäà¹ òåîðåòè÷íèì îöiíêàì. Äëÿ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨ ÷èñåëüíå íàáëèæåííÿ ¹

ãiðøèì ó ïîðiâíÿííi ç íàáëèæåííÿì ñàìî¨ ôóíêöi¨, ùî òåæ ¹ î÷iêóâàíèì.

Äëÿ âõiäíèõ äàíèõ çi çáóðåííÿì ó 3% îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiñëÿ k = 200

iòåðàöié ïðîäåìîíñòðîâàíî íà ðèñóíêàõ 4.14�4.15. Ñïîñòåðiãà¹ìî ïîäiáíó ïî-
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Ðèñ. 4.11: Äàíi Êîøi íà Γ−1 äëÿ k = 200 â ïðèêëàäi 3. (øóì 3%)
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Ðèñ. 4.12: Ïîõèáêà äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ïiñëÿ 200 iòåðàöié äëÿ ïðèêëàäó 4.

âåäiíêó ðåçóëüòàòiâ, ÿê i äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, õî÷à, çàãàëîì, äëÿ âè-

ïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ ìîæëèâå çðîñòàííÿ ïîõèáêè ïiñëÿ ïåâíî¨ iòåðàöi¨. Ç

ðèñóíêiâ òàêîæ áà÷èìî, ùî àïðîêñèìàöi¨ ðîçâ'ÿçêó òà íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨

íà îñòàííié 200-òié iòåðàöi¨ ¹ õîðîøèìè. Îòæå, îòðèìàíî äîñèòü òî÷íó ðå-

êîíñòðóêöiþ äàíèõ Êîøi íà Γ−1 íàâiòü ó âèïàäêó çáóðåíèõ äàíèõ.
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Ðèñ. 4.13: Äàíi Êîøi íà Γ−1 äëÿ k = 200 â ïðèêëàäi 4.

0 50 100 150 200
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Axis X

A
xi

s 
Y

à) ðîçâ'ÿçîê, ïîõèáêà

0 50 100 150 200

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

1.2

1.3

Axis X

A
xi

s 
Y

á) íîðìàëüíà ïîõiäíà, ïîõèáêà

Ðèñ. 4.14: Ïîõèáêà äàíèõ Êîøi íà Γ−1 ïiñëÿ 200 iòåðàöié äëÿ ïðèêëàäó 4. (øóì 3%)

Ìåòîä Ëàíäâåáåðà

Ïðèêëàä 5

Ðîçãëÿíåìî âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó Ëàíäâåáåðà äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi,

íàâåäåíî¨ ó ïðèêëàäi 3. Ïàðàìåòðàìè äèñêðåòèçàöi¨ äëÿ ìiøàíèõ çàäà÷ íà

êîæíîìó iòåðàöiéíîìó êðîöi ¹ çíà÷åííÿ N = 3 òà n = 32. Äëÿ äîäàòíüîãî

ïàðàìåòðà γ, ùî ôiãóðó¹ â àëãîðèòìi, îáðàíî çíà÷åííÿ 0.03. Çà ïî÷àòêîâå

íàáëèæåííÿ h0 äëÿ ñòàðòó iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè âçÿòî ôóíêöiþ íóëü, òîáòî
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Ðèñ. 4.15: Äàíi Êîøi íà Γ−1 äëÿ k = 200 â ïðèêëàäi 4. (øóì 3%)

h0 ≡ 0. Äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ íà ðèñ. 4.16 íàâåäåíî L2-ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó

íà Γ−1 äëÿ 400 iòåðàöié ðàçîì ç âèãëÿäîì òî÷íîãî òà íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçêiâ

íà îñòàííié iòåðàöi¨. Àíàëîãi÷íèé çà ñòðóêòóðîþ ðèñ. 4.17 ìiñòèòü ðåçóëüòàòè

äëÿ 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ. ßê çãàäóâàëîñü ðàíiøå, äëÿ âõiäíèõ äàíèõ

çi øóìîì iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ïîòðiáíî çóïèíÿòè ïåðåä çðîñòàííÿì ïîõèáêè,

îäíàê äëÿ öüîãî ïðèêëàäó áà÷èìî çáiæíiñòü ïðîòÿãîì 400-õ iòåðàöié. Òàêîæ

çàóâàæèìî, ùî âèõiäíèìè ðåçóëüòàòàìè ìåòîäó Ëàíäâåáåðà íà ðèñóíêàõ ¹

ëèøå çíà÷åííÿ íà âíóòðiøíié ãðàíè÷íié êðèâié, íà ïðîòèâàãó àëüòåðíóþ÷îìó

ìåòîäó, äå îòðèìó¹ìî òàêîæ àïðîêñèìàöiþ íîðìàëüíî¨ ïîõiäíî¨.

Ïðèêëàä 6

Îáëàñòü D âèçíà÷åíà ãðàíè÷íèìè êðèâèìè Γ−1 òà Γ0 ç ïðèêëàäó 2 ó ïî-

ïåðåäíüîìó ðîçäiëi (äðóãèé ïðèêëàä äëÿ ìiøàíî¨ çàäà÷i Äiõiëå-Íåéìàíà),

äèâ. ðèñ. 3.3. Âõiäíi äàíi Êîøi òàêîæ âèçíà÷èìî íà îñíîâi öüîãî ïðèêëàäó.

Òàê,

σ(x) = (4 + x1 + x2)
2, x ∈ D,

ç

g2(x) = (x2
1 − x2

2)/(4 + x1 + x2), x ∈ Γ0,
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Ðèñ. 4.16: Ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó íà 400 iòåðàöiÿõ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà îñòàííié iòåðàöi¨

äëÿ ïðèêëàäó 5.
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Ðèñ. 4.17: Ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó íà 400 iòåðàöiÿõ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà îñòàííié iòåðàöi¨

äëÿ ïðèêëàäó 5 (øóì 3%)

f2(x) = (4 + x1 + x2)
2∇uex(x) · ν(x), x ∈ Γ0,

äå

uex(x) = (x2
1 − x2

2)/(4 + x1 + x2) � òî÷íèé ðîçâ'ÿçîê.

Äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìiøàíèõ çàäà÷ îáðàíî ïàðàìåòðè äèñêðåòèçàöi¨ N =

3 òà n = 64. Äëÿ iòåðàöiéíî¨ ïðîöåäóðè âçÿòî γ = 0.03 òà h0 = 0, ÿê i

äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó. Íà ðèñ. 4.18 íàâåäåíî ïîõèáêó ðîçâ'ÿçêó íà Γ−1

ïðîòÿãîì 400 iòåðàöié òà òî÷íèé i íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçêè íà îñòàííié iòåðàöi¨
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ó âèïàäêó òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ.
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Ðèñ. 4.18: Ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó íà 400 iòåðàöiÿõ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà îñòàííié iòåðàöi¨

äëÿ ïðèêëàäó 6.

Ðåçóëüòàòè äëÿ 3% çáóðåíèõ âõiäíèõ äàíèõ äëÿ 400 iòåðàöié íàâåäåíî

íà ðèñ. 4.19. Äëÿ òî÷íèõ âõiäíèõ äàíèõ ñïîñòåðiãà¹ìî çáiæíiñòü äî ðîçâ'ÿçêó

íà Γ−1. Ó âèïàäêó äàíèõ çi øóìîì äëÿ ôiêñîâàíî¨ êiëüêîñòi iòåðàöié òàêîæ

ñïîñòåðiãà¹òüñÿ çáiæíiñòü, ÿê i äëÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, îäíàê, çäåáiëüøî-

ãî äëÿ òàêèõ äàíèõ iòåðàöiéíèé ïðîöåñ ïîòðiáíî çóïèíÿòè çàâ÷àñíî, ïðî ùî

çãàäóâàëîñü ðàíiøå.
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Ðèñ. 4.19: Ïîõèáêà ðîçâ'ÿçêó íà 400 iòåðàöiÿõ òà çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ íà îñòàííié iòåðàöi¨

äëÿ ïðèêëàäó 6 (øóì 3%).
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Âèñíîâêè äî ðîçäiëó 4

Ó äàíîìó ðîçäiëi áóëî ðîçãëÿíóòî ïîñòàíîâêó òà ÷èñåëüíå ðîçâ'ÿçóâàííÿ

çàäà÷i Êîøi äëÿ åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ó äâîçâ'ÿçíié

îáëàñòi ïðÿìèì òà iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè.

Äî ïðÿìîãî ìåòîäó âiäíîñèìî íåïðÿìèé ïiäõiä iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü, äå

øóêàíi äàíi Êîøi îòðèìóþòüñÿ ç ïðåäñòàâëåííÿ ðîçâ'ÿçêó ÷åðåç ñóìó ïàðàìåò-

ðèêñ-ïîòåíöiàëiâ. Îäåðæàíà ñèñòåìà ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâ-

íÿíü ç íåâiäîìèìè ãóñòèíàìè âèìàãà¹ ðåãóëÿðèçàöi¨ âíàñëiäîê íåêîðåêòíîñòi

ïîñòàâëåíî¨ çàäà÷i. Ðåãóëÿðèçàöiþ ðîçâ'ÿçêó ñèñòåìè çäiéñíåíî ìåòîäîì Òiõî-

íîâà, äå îäíèì çi ñïîñîáiâ âèáîðó ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöi¨ áóëî îáðàíî ìåòîä

L-êðèâî¨. ×èñåëüíi åêñïåðèìåíòè íàâåäåíî äëÿ êiëüöåïîäiáíèõ îáëàñòåé òà

îáëàñòåé, ùî îáìåæåíi íåãîìîòåòè÷íèìè êðèâèìè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ïiä-

òâåðäæóþòü åôåêòèâíiñòü çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ òî÷íèõ òà çáóðåíèõ

âõiäíèõ äàíèõ.

Iòåðàöiéíèìè ìåòîäàìè, ÿêi áóëè ðîçãëÿíóòi, ¹ àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä òà

ìåòîä Ëàíäâåáåðà. Íà êîæíîìó êðîöi öèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóþòüñÿ äâi ìiøà-

íi êðàéîâi çàäà÷i. Äàíi ìåòîäè ¹ ðåãóëÿðèçóþ÷èìè, äå êiëüêiñòü iòåðàöié ¹

ïàðàìåòðîì öi¹¨ ðåãóëÿðèçàöi¨. Íàâåäåíi ÷èñåëüíi ðåçóëüòàòè äëÿ ðiçíèõ êîí-

ôiãóðàöié îáëàñòåé òà ðiçíèõ âõiäíèõ äàíèõ ïiäòâåðäæóþòü çàñòîñîâíiñòü òà

åôåêòèâíiñòü çãàäàíèõ ìåòîäiâ ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi.

Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi íåïðÿìèì ìå-

òîäîì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà àëüòåðíóþ÷èì ìåòîäîì îïóáëiêîâàíi ó [37,38].
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Ó äèñåðòàöiéíié ðîáîòi áóëî ðîçðîáëåíî, çàñòîñîâàíî i îá ðóíòîâàíî åôåêòèâ-

íi ÷èñåëüíi ìåòîäè äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïëîñêèõ çàäà÷ äëÿ åëiïòè-

÷íîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàèì.

Íàóêîâà íîâèçíà îäåðæàíèõ ðåçóëüòàòiâ ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:

1. Êðàéîâi çàäà÷i Äiðiõëå òà Íåéìàíà â îäíîçâ'ÿçíèõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ, ìi-

øàíi êðàéîâi çàäà÷i òà çàäà÷ó Êîøi ó äâîçâ'ÿçíèõ ïëîñêèõ îáëàñòÿõ äëÿ

åëiïòè÷íîãî ðiâíÿííÿ çi çìiííèìè êîåôiöi¹íòàìè ðåäóêîâàíî äî ñèñòåì

ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü ç ðiçíèìè òèïàìè îñîáëè-

âîñòåé çà äîïîìîãîþ âiäïîâiäíèõ ïîòåíöiàëiâ.

2. Çäiéñíåíî ïàðàìåòðèçàöiþ îòðèìàíèõ iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü òà ïðîàíà-

ëiçîâàíî íàÿâíi îñîáëèâîñòi â ÿäðàõ. Ðîçðîáëåíî ÷èñåëüíèé ìåòîä êâà-

äðàòóð äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåì iíòåãðàëüíèõ ðiâíÿíü

øëÿõîì çâåäåííÿ ¨õ äî ñèñòåì ëiíiéíèõ àëãåáðè÷íèõ ðiâíÿíü.

3. Çàñòîñîâàíî ðåãóëÿðèçóþ÷èé ìåòîä Òiõîíîâà ç âèáîðîì ïàðàìåòðà ðå-

ãóëÿðèçàöi¨ ìåòîäîì L-êðèâî¨ äî ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü, îòðèìàíèõ

ïðè ðîçâ'ÿçóâàííi çàäà÷i Êîøi.

4. Ðîçðîáëåíî àëüòåðíóþ÷èé ìåòîä ó ïî¹äíàííi ç ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèìè

iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äëÿ íàáëèæåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êî-

øi. Äîñëiäæåíî éîãî çáiæíiñòü. Ðîçðîáëåíî ìåòîä Ëàíäâåáåðà ó ïî¹ä-

íàííi ç ãðàíè÷íî-ïðîñòîðîâèìè iíòåãðàëüíèìè ðiâíÿííÿìè äëÿ íàáëè-

æåíîãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ çàäà÷i Êîøi.

5. Çäiéñíåíî ïðîãðàìíó ðåàëiçàöiþ âñiõ çàïðîïîíîâàíèõ ìåòîäiâ i ïåðåâi-

ðåíî ¨õ çáiæíiñòü íà çíà÷íié êiëüêîñòi ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ.
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Óñi òåîðåòè÷íi äîñëiäæåííÿ äëÿ çàïðîïîíîâàíèõ àëãîðèòìiâ ïiäòâåðäæåíî

ðiçíèìè ÷èñåëüíèìè åêñïåðèìåíòàìè.
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