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Дисертацiя складається зi вступу, 3 роздiлiв, що охоплюють 8

пiдроздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел. У вступi об-

ґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сформульовано мету,

завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено нау-

кову новизну, теоретичне значення отриманих результатiв, зв’язок

роботи з науковими темами та особистий внесок здобувача. Також

вказано, де апробованi та опублiкованi основнi результати дисерта-

цiї.

У роботi об’єктом дослiдження є аналiтичнi вектор-функцiї, як

в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2, так i у всьому просторi Cn при

довiльному n ∈ N, тобто, цiлi вектор-функцiї F : Cn → Cm.

Побудовано основи теорiї аналiтичних вектор-функцiй обмеже-

ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних в одиничнiй двохвимiрнiй

кулi в C2. Доведено цiлий ряд критерiїв обмеженого L-iндексу за
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сукупнiстю змiнних, що є, зокрема, аналогами вiдповiдних крите-

рiїв Фрiке, Хеймана, встановлених цими авторами у випадку цiлих

функцiй обмеженого iндексу на комплекснiй площинi.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд основних результатiв

попередникiв за темою дисертацiйного дослiдження, а також опис

основних результатiв даного дисертацiйного дослiдження.

У другому роздiлi дисертацiї мiстяться 7 пiдроздiлiв, перший

з яких є цiлком допомiжним. У другому пiдроздiлi встановлюю-

ться теореми, якi мiстять необхiднi i достатнi умови обмеженостi

L-iндексу аналiтичних в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2 вектор-

функцiй в термiнах локально регулярного поводження їхнiх час-

ткових похiдних (Теореми 2.1, 2.2, 2.5). Цi теореми в сукупностi да-

ють аналог одновимiрного критерiю Фрiке обмеженостi iндексу у

цiлої функцiї вiд однiєї комплексної змiнної. Iншi двi теореми цьо-

го пiдроздiлу встановлюють спiввiдношення мiж обмеженостями

L-iндексу вiдносно двох рiзних функцiй L = L1, L = L2 у випадку,

якщо одна з них в певному сенсi бiльша за iншу, а також iнва-

рiантнiсть поняття обмеженостi L-iндексу у випадку узагальненої

еквiвалентностi цих двох функцiй.

У третьому пiдроздiлi встановленi теореми, якi мiстять як доста-

тнi умови (теорема 2.6), так i необхiднi умови (теорема 2.7) обме-

женостi L-iндексу аналiтичних в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2
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вектор-функцiй, в термiнах локально регулярного поводження ма-

ксимума норми аналiтичної вектор-функцiї на бiкругах. Цi теорем,

з одного боку, є базовими для наступного пiдроздiлу, а з iншого бо-

ку, вони цiкавi самi-по-собi, оскiльки описують певну властивiсть

вектор-функцiй обмеженого L-iндексу, яка вказує на правильнiсть

(локальну регулярнiсть) їхнього поводження . У цьому зв’язку ви-

никає таке в даний час вiдкрите, навiть у випадку функцiй вiд

однiєї змiнної, питання про можливий зв’язок цiєї локальної регу-

лярностi з певною глобальною регулярнiстю.

У четвертому пiдроздiлi основним змiстом є доведення насту-

пного аналога теореми Хеймана (теорема 2.8), яка дає вiдносно

простий апарат для встановлення обмеженостi iндексу аналiтичних

розв’язкiв диф. рiвнянь: Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-

функцiя F : B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiн-

них тодi i лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+, та c ∈ R+, такi, що

для всiх (z, ω) ∈ B2

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

: i+j=p+1

}
≤

≤ cmax

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
. (1)

З цiєї теореми виводиться один критерiй, який характеризує обме-

женiсть L-iндекс у термiнах сум часткових похiдних. Власне (теоре-

ма 2.9), аналiтична вектор-функцiя F у B2 має обмежений L-iндекс
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за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли iснують c ∈ (0; +∞)

та N ∈ N такi, що для кожного (z, ω) ∈ B2 правильна нерiвнiсть
N∑

k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≥ c
∞∑

k+m=N+1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

.

З точки зору можливої застосовностi розвинутої у роботi теорiї

аналiтичних вектор-функцiй F в одиничнiй кулi B2 обмеженого L-

iндексу до аналiтичної теорiї диференцiйних рiвнянь, аналог теоре-

ми Хеймана може мати ефективнi застосування, позаяк її аналоги,

встановленi ранiше в рiзних класах аналiтичних функцiй, мають

вiдомi ефективнi застосування.

Хоча теорема 2.9 i має характер критерiю, проте в нiй “захова-

на” ще тонша властивiсть ряду, що зображає аналiтичну вектор-

функцiю F в одиничнiй кулi B2 обмеженого L-iндексу. Власне,

обмеженiсть такого iндексу виявляється рiвносильною до iснува-

ння. так званого гоовного полiнома. I доведення цього факту є

основним змiстом шостого пiдроздiлу.

Сьомий пiдроздiл присвячений дослiдженню можливої швидко-

стi зростання аналiтичних вектор-функцiй F в одиничнiй кулi B2

обмеженого L-iндексу. Основнi результати тут мiстяться в теоремах

2.16, 2.17, 2.18. Застосування того чи iншого варiанту поняття обме-

женостi iндексу реалiзується зазвичай за такою схемою: на основi

одного з критерiїв доводиться обмеженiсть iндексу розв’язкiв диф.

рiвнянь чи їхнiх систем, а потiм на основi результатiв побудова-
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ної теорiї обмеженого iндексу робиться висновок про властивостi

всiх розв’язкiв того чи iншого класу диф.рiвнянь. Зокрема дається

верхня оцiнки швидкостi зростання всiх розв’язкiв. Остання обста-

вина дозволяє з оптимiзмом очiкувати результативних застосувань

проведених у роботi дослiджень до аналiтичної теорiї диф.рiвнянь.

Роздiл 3 присвячено встановленню аналогу одновимiрного кри-

терiю Фрiке обмеженостi iндексу цiлої функцiї вiд однiєї змiнної

в класi цiлих вектор-функцiй F : Cn → Cp. Варто зазначити, що

отримання цього результату в роботi в настiльки загальнiй поста-

новцi виявилося у певному сенсi доволi несподiваним, оскiльки до

цього часу як у випадку цiлих вектор-функцiй i обмеженого iн-

дексу, так i у випадку аналiтичних вектор-функцiй i обмеженого

L-iндексу, як у данiй дисертацiї, всi досягнення були пов’язанi з

вектор-функцiями на C2. Але спроби отримати, наприклад, ана-

лог теореми Хеймана у найзагальнiшому випадку, наштовхуються

в даний час на технiчнi труднощi, якi можливо є i принциповими.

Ключовi слова: аналiтична вектор-функцiя, обмежений iн-

декс, головний полiном, комплексний векторний простiр.

СПИСОК ОПУБЛIКОВАНИХ ПРАЦЬ ЗДОБУВАЧА

ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Baksa V.P. Analytic vector-functions in the unit ball having

bounded L-index in joint variables // Carpathian Math. Publ. –



6

2019. – V.11, №2. – P.213–227. (Scopus, WoS)

doi:10.15330/cmp.11.2.213-227

2. Baksa V.P, Bandura A.I., Skaskiv O.B. Growth estimates for

analytic vector-valued functions in the unit ball having bounded L-

index in joint variables // Constructive Mathematical Analysis.

– 2020. V.3, №1. – P.9–19. doi: 10.33205/cma.650977 (журнал в

Туреччинi - країна входить до Органiзацiї економiчного спiв-

робiтництва та розвитку, тому публiкацiя фахова)

3. Baksa V.P, Bandura A.I., Skaskiv O.B., Analogs of Hayman’s

Theorem and of logarithmic criterion for analytic vector-valued

functions in the unit ball having bounded L-index in joint vari-

ables // Math. Slovaca. – 2020. V.70, №5. – P.1141–1152. (Scopus,

WoS)

4. Baksa V.P, Bandura A.I., Skaskiv O.B., On existence of main

polynomial for analytic vector-valued functions of bounded L-index

in the unit ball // Bukovinian Math. Journal.– 2019. V.7, №2. –

P.6–13. (входить в категорiю Б укр. фахових видань)

5. Baksa V.P, Bandura A.I., Skaskiv O.B., Analogs of Fricke’s

theorems for analytic vector-valued functions in the unit ball havi-

ng bounded L-index in joint variables// Proceedings of IAMM of

NAS of Ukraine.– 2019. V.33, – P.16–26. doi: 10.37069/1683-4720-

2019-33-1 (входить в категорiю Б укр. фахових видань )



7

6. Baksa V.P, Bandura A.I., Entire multivariate vector-valued functi-

ons of bounded L-index: analog of Fricke’s theorem// Mat. Stud.

– 2020 V.54, №1. – P.56–63. (Scopus)

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ, ЯКI ЗАСВIДЧУЮТЬ

АПРОБАЦIЮ МАТЕРIАЛIВ ДИСЕРТАЦIЇ

1. Baksa V.P., Skaskiv O.B., Bandura A.I. Local behavior of analytic

vector-valued functions of bounded L-index in joint variables

//Int. conf. “Infinite dimensional analysis and topology” (Ivano-

Frankivsk, October 16-20, 2019): Book of Abstracts. –Ivano-

Frankivsk, 2019. – P.1—2.

2. Baksa V., Bandura A., Skaskiv O. Analytic in the unit ball

vector-functions having bounded L-index in joint variables // Int.

conference "On the trail of women in mathematics - in honor of

Sofia Kowalewska” (Krakow, Poland, August 31 - September 2

2019): Book of abstracts. – Krakow, Poland, AGH University of

Science and Technology, 2019. – P.16—17.

3. Baksa V.P., Bandura A.I., Skaskiv O.B. Estimate of maximum

modulus on the skeleton of analytic vector-function in ball //

Всеукр. наук. конф.“Сучаснi проблеми теорiї ймовiрностей та

математичного аналiзу” (Ворохта, 26 лютого - 1 березня, 2020

р.): Тези доповiдей.—Iвано-Франкiвськ, 2020. — С.32–33.



8

4. Baksa V.P., Bandura A.I., Skaskiv O.B. On existence of main

polynomial for analytic vector-valued functions of bounded l-index

in the unit ball // Abstracts of XI Inter. Skorobatko math. conf.

- Lviv, October 26-30, 2020. – P.11.



9

ABSTRACT

Baksa V.P. Properties of analytical vector-functions of bounded L-

index in a two-dimensional ball. — Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Philosophy, speciality 111

”Mathematics” field of studies 11 ”Mathematics and statistics”. Ivan

Franko National University of Lviv, Lviv, 2020.

The thesis consists of an introduction, 3 sections, conclusions, ref-

erences. The introduction consists of the relevance of research topic,

purpose, objectives, subject, object and research methods. The intro-

duction substantiates the relevance of research topic. The goal, subject,

object and methods of the research are listed there. Scientific novelty,

the practical significance of the results, the relation to scientific topic and

applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

In the thesis, the object of investigation is the analytical vector-

functions, both in a single two-dimensional ball in C2 ball, and in the

whole space Cn for arbitrary n ∈ N, that is, integer vector functions

F : Cn → Cm.

The basics of the theory of analytical vector-functions of bounded

L-index in joint variables in a unit two-dimensional ball in C2 are con-

structed. A number of criteria of the bounded L-index in joint variables

are proved, which are, in particular, analogs of the corresponding crite-
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ria of Fricke, Hayman, established by these authors in the case of entire

functions of the bounded index on the complex plane.

The first section of the dissertation contains an overview of the main

results of the predecessors on the topic of the dissertation research, as

well as a description of the main results of this dissertation research.

The second section of the dissertation contains 7 sections, the first of

which is completely auxiliary. The second section establishes theorems

that contain the necessary and sufficient conditions for the boundedness

of the L-index of analytics in a unit two-dimensional ball in C2 vector-

functions in terms of locally regular behavior of their partial derivatives

(Theorems 2.1, 2.2, 2.5). Together, these theorems give an analogue of

the one-dimensional Fricke criterion of boundedness of an index of entire

functions of complex variable. The other two theorems in this section

establish the relationship between the constraints of the L index on two

different functions L = L1, L = L2 if one of them is in a sense greater

than the other, as well as the invariance of the notion of boundedness of

the L-index in the case of generalized equivalence of these two functions.

The third section establishes theorems that contain both sufficient

conditions (Theorem 2.6) and necessary conditions (Theorem 2.7) for

the boundedness of the L-index of analytic in a unit two-dimensional

ball in C2 vector-functions, in terms of locally regular behavior of the

maximum norm of the analytical vector-function on the be-disks. These
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theorems, on the one hand, are basic for the next section, and on the

other hand, they are interesting in themselves because they describe a

certain property of vector-functions of bounded L-index, which indicates

the correctness (local regularity) of their behavior. In this regard, there

is a currently open, even in the case of functions from a one variable, the

question of the possible relationship of this local regularity with a certain

global regularity.

In the fourth subsection, the main content is to prove the following

analogue of Hayman’s theorem (Theorem 2.8), which gives a relatively

simple apparatus for establishing the boundedness of the index of ana-

lytical solutions of diff. equations: sl Let L ∈ Q(B2). The analytical

vector-function F : B2 → C2 has a bonded L-index in joint variables if

and only if there are p ∈ Z+, and c ∈ R+, such that for all (z, ω) ∈ B2

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

: i+j=p+1

}
≤

≤ cmax

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
.

One criterion is derived from this theorem, which characterizes the

boundedness of the L-index in terms of the sums of partial derivatives.

Actually (Theorem 2.18), the analytical vector-function F in B2 has a

bounded L-index in joint variables if and only if there exist c ∈ (0; +∞)
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and N ∈ N are such that for each (z, ω) ∈ B2 the inequality

N∑
k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≥ c
∞∑

k+m=N+1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

holds. From the point of view of possible applicability of the theory of

analytical vector-functions F in the unit ball B2 of the bounded L-index

developed in the work to the analytical theory of differential equations,

an analogue of Hayman’s theorem can have effective applications, since

its analogues, previously established in different classes of analytical func-

tions, have known effective applications.

Although the theorem 2.9 has the character of a criterion, it “hides” an

even thinner property of the power series of the analytic vector-function

F in the unit ball B2 of bounded L-index. In fact, the boundedness of

such an index is equivalent to existence, the so-called main polynomial.

And proving this fact is the main content of the sixth section.

The seventh section is devoted to the study of the possible growth

rate of analytical vector functions F in the unit ball B2 of the bounded

L-index. The main results here are contained in the theorems 2.16, 2.17,

2.18. The application of one or another variant of the concept of index

limitations is usually realized according to the following scheme: on the

basis of one of the criteria the boundedness of the index of solutions of

differential equations their systems is proved. And then on the basis of

the results of the constructed theory of the limited index the conclusion

on properties of all solutions of this or that class of differential equations
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is made. In particular, the upper estimate of the growth rate of all

solutions is given. The latter circumstance allows us to optimistically

expect effective applications of the research conducted in the work to the

analytical theory of differential equations.

Section 3 is devoted to the establishment of an analogue of the one-

dimensional Fricke criterion of the boundedness of the index of an inte-

ger function from one variable in the class of integers vector of functions

F : Cn → Cp. It should be noted that obtaining this result in the work

in such a general formulation was in a sense quite unexpected, because so

far both in the case of integer vector functions and a limited index, and

in the case of analytical vector functions and a limited L-index, as in this

dissertation, all achievements were associated with vector functions on

C2. But attempts to obtain, for example, an analogue of Hayman’s the-

orem in the most general case, currently encounter technical difficulties,

which may be fundamental.

Keywords: analytic function, several complex variables, vector-

valued function, main polynomial, bounded index.
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