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Дисертацiя складається зi вступу, 4 роздiлiв, висновкiв до ко-

жного з роздiлiв i загальних висновкiв, списку використаних дже-

рел. У вступi обґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сфор-

мульовано мету, завдання, об’єкт, предмет та методи дослiджен-

ня. Також, обґрунтовано наукову новизну та практичне значення

отриманих результатiв, зв’язок роботи з науковими програмами,

планами, темами кафедри та особистий внесок автора дисертацiї.

Наведено список конференцiй i наукових семiнарiв, на яких апробо-

вано результати дисертацiйного дослiдження та список публiкацiй,

в яких опублiковано основнi результати дисертацiї.

Дисертацiйне дослiдження присвячене питанням асимптотичних

та апроксимацiйних наближень у просторах аналiтичних функцiй

та їх застосуванням в теорiї iнформацiї.
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У дисертацiйнiй роботi основним об’єктом дослiдження є класи-

чнi простори Гардi, ваговi простори Гардi та простори Пелi - Вiнера.

У першому роздiлi дисертацiї мiститься огляд лiтератури за те-

мою дисертацiї i описанi важливi вiдомостi з iсторiї розвитку дослi-

джень класичних просторiв Гардi, вагових просторiв Гардi, просто-

рiв Пелi - Вiнера, теорiї сигнальних процесiв, теорiї фiльтрiв Вiнера

та перетворення Гiльберта. Також, описанi основнi результати ди-

сертацiї.

У другому роздiлi розглядаються проблеми розщеплення фун-

кцiй у просторi Пелi - Вiнера W 1
σ на суму двох функцiй, модуль

яких є ”великим” у верхнiй та нижнiй пiвплощинi вiдповiдно. Про-

стiр W p
σ , σ > 0, є простором Пелi - Вiнера, тобто простором цiлих

функцiй f експоненцiйного типу ≤ σ, якi належать Lp(R).

Функцiю f , що належить простору Пелi - Вiнера W 1
σ розгляда-

ємо у виглядi

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (ck) ∈ l1.

Ми розглядаємо наступну проблему.

Проблема А. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ можливе розще-

плення f = χ + µ, де функцiї χ i µ є аналiтичними в

C+ = {z : ℜz > 0}, а також χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π
2 ; 0)]?

Зауважимо, що якщо розв’язок Проблеми А iснує, то вiн не є

єдиним. Один iз розв’язкiв дослiджувала Т. I. Гiщак. Функцiя за-
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пропонована Гiщак Т. I. є цiлою функцiєю експоненцiйного типу σ

в пiвплощинi C+.

Основнi результати пiдроздiлу 2.1 представленi в Теоремi 2.1 та

Наслiдку 2.1. Показано, що розв’язок Проблеми А iснує при умовi,

що всi коефiцiєнти Фур’є ck, k > 0, дорiвнюють нулю.

В пiдроздiлi 2.2 мiстяться результати щодо проблеми розщепле-

ння функцiй у верхнiй та нижнiй пiвплощинi. Центральне мiсце у

пiдроздiлi 2.2 займає наступна проблема.

Проблема B. Чи можливе розщеплення кожної функцiї

f ∈ W 1
σ у виглядi f = χ + µ, де χ i µ є цiлими функцiями i

χ ∈ Ep[C(0; π)], µ ∈ E1[C(−π; 0)]?

В Теоремi 2.4 стверджується, що для функцiї з простору Пе-

лi - Вiнера W 1
σ , iснує розв’язок проблеми розщеплення, якщо для

коефiцiєнтiв з послiдовностi (ck) ∈ l1 виконується рiвнiсть

c2k = −c2k+1. Проблема В є аналогом задачi розщеплення функцiй,

яку розглядав В. М. Дiльний, для випадку p = 1.

У пiдроздiлi 2.3 отриманi умови iснування розв’язку проблеми

розщеплення для цiлої функцiї як завгодно малого експоненцiйного

типу α > 0 в комплекснiй пiвплощинi.

Цiлою функцiєю експоненцiйного типу α > 0 в пiвплощинi

C− = {z : ℜz < 0} називатимемо цiлу функцiю для якої виконує-
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ться умова

(∀δ > 0)(∃A > 0)(∀z ∈ C−) : |f (z)| ≤ Ae(α+δ)|z|

i дана умова не виконується якщо замiнити число α на менше.

Проблема С. Чи для кожної функцiї f ∈ W 1
σ , можливе розще-

плення f = χ̂+ µ̂, де функцiї χ̂ i µ̂ є цiлими функцiями як завгодно

малого, наперед заданого експоненцiйного типу α > 0 в C−?

Основнi результати пiдроздiлу 2.3 сформульованi в Теоремi 2.5

та Теоремi 2.6. У кожному з пiдроздiлiв наведенi приклади цiлих

функцiй, якi визначають розв’язок згаданих вище проблем.

В роздiлi 3 дослiджується теорiя фiльтрiв Вiнера, зокрема, роз-

глядається аналог класичної теорiї фiльтрiв Вiнера для випадку

пiвсмуги в комплекснiй областi. У пiдроздiлi 3.1 розглядається по-

становка однiєї з важливих проблем обробки сигналiв, а саме: ви-

значити невiдомий фiльтр (”чорну скриньку”), який трансформує

вхiдний сигнал в певний вихiдний сигнал. Ми розглядаємо дану

проблему для випадку невiдомого фiльтру f в пiвсмузi

Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0}, σ > 0 i основною метою є по-

будувати всi можливi сигнали, якi анулюють фiльтри при деяких

природних умовах. У Теоремi 3.2 показано, що розв’язок проблеми

iдентифiкацiї нетривiальностi фiльтру можливий при умовах, що

iснує сигнал, який не допускає голоморфне продовження до цiлої

функцiї або допускає, але воно є екстремально великим. У пiдроздi-
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лi 3.2 наведенi деякi допомiжнi леми типу Фрагмена - Лiндельофа

i викладено доведення Теореми 3.2.

Останнiй, четвертий роздiл, присвячений дослiдженням пере-

творення Гiльберта в просторi Пелi - Вiнера.

У пiдроздiлi 4.1 отримано критерiй обмеженостi перетворення

Гiльберта. Встановлено умови за яких перетворення Гiльберта фун-

кцiї з простору Пелi - Вiнера W 1
σ належить простору L1(R). Ре-

зультат отримано в термiнах розщеплення функцiї на суму двох

функцiй, кожна з яких належить простору H1 у верхнiй та ни-

жнiй комплекснiй пiвплощинi вiдповiдно. У пiдроздiлi 4.2, на основi

отриманих результатiв (Теорема 4.1), наведено два простi способи

обчислення перетворення Гiльберта.

Усi результати дисертацiї, якi виносяться на захист, є новими,

вони мають теоретичний характер та можуть бути використанi у

функцiональному та комплексному аналiзi, теорiї диференцiальних

рiвнянь, теорiї ймовiрностей. Отриманi результати становлять пев-

ний iнтерес i для дослiджень в теорiї iнформацiї.

Ключовi слова: цiла функцiя, аналiтична функцiя, простори

Гардi, простори Пелi - Вiнера, розщеплення функцiї, ваговi просто-

ри Гардi, перетворення Гiльберта, сигнальнi процеси, амплiтудний

спектр, перетворення Фур’є, фiльтр, згортка.
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ABSTRACT

Voitovych Kh. O. Approximate and asymptotic properties of functi-

ons in Hardy spaces on some domains. — Qualifying scientific work on

the rights of the manuscript.

The thesis consists of an introduction, 4 sections, conclusions to each

section and the general conclusions and the list of used references. The

introduction substantiates the relevance of the research topic, highli-

ghts the purpose, task, subject, object and methods of the research. It

also substantiates the scientific novelty, the practical significance of the

obtained results, the relationship of manuscript with scientific topics

and plans and the personal contributions of the author of the thesis.

The introduction lists the conferences and scientific seminars where the

results of the thesis where reported; it lists the publications in which

the main results of the thesis where published.

The thesis is devoted to questions of approximation and asymptotic

in spaces of analytical functions and their applications in information

theory.

The main objects of investigation are the classic Hardy spaces, wei-

ghted Hardy spaces and Paley - Wiener spaces.

The first section of the thesis is introductory and contains a review

of the literature and describes the important facts from classic Hardy

spaces, weighted Hardy spaces, Paley - Wiener spaces, signal processi-
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ng, Wiener filtering theory and Hilbert transform. Also described the

main results of the thesis.

In second section we considered the problems of decomposition of

functions in the Paley - Wiener space W 1
σ into the sum of two functions,

each of them being ”large” only in upper and lower half-planes. The

Paley - Wiener space W p
σ , σ > 0, is the space of entire functions f of

exponential type ≤ σ belonging to Lp(R).

Function f ∈ W 1
σ is considered as

f (z) =
σ√
2π

+∞∑
k=−∞

ck
sinσz

σz − πk
, (ck) ∈ l1.

We researched the following problem.

Problem A. Do functions f ∈ W 1
σ , 1 ≤ p ≤ 2, admit the

decomposition f = χ+ µ, with entire functions in C+ = {z : ℜz > 0},

where χ ∈ E1[C(0; π2)], µ ∈ E1[C(−π
2 ; 0)]?

One of the solution of the Problem A was researched by T. I. Hi-

schak. One of the solutions was investigated by T. I. Hischak. The

function proposed by T. I. Hischak is an entire function of exponential

type σ in half-plane C+.

The main results of subsection 2.1 where provided in Theorem 2.1

and Corollary 2.1. We found that there exists the solutions of the

Problem A if all Fourier coefficients ck, k > 0, are equal to zero.

In subsection 2.2 the results concerning the problem of decompositi-
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on of functions in upper and lower half-planes for the case are contained.

The key element in subsection 2.2 is the following problem.

Problem B. Is it possible to decompose each f ∈ W 1
σ , 1 ≤ p ≤ 2,

as f = χ + µ where χ, µ are entire functions and χ ∈ Ep[C(0; π)],

µ ∈ Ep[C(−π; 0)]?

In theorem 2.4 we proved that for the function f there exists a

solution of the Problem B if (ck) ∈ l1 and c2k = −c2k+1. This problem

is an analogue of the decomposition problem which was investigated by

V. M. Dilnyi for the case p = 1. Furthermore, in subsection 2.3 were

obtained the solution of the decomposition problem for functions with

small exponential type α > 0 in half - plane. We say that an entire

function f is an entire function of exponential type α in half-plane

C− = {z : ℜz < 0} if

(∀δ > 0)(∃A > 0)(∀z ∈ C−) : |f (z)| ≤ Ae(α+δ)|z|

and the above inequality is false if replace the number α by a smaller

one.

Problem C. Do functions f ∈ W 1
σ , admit decomposition

f = χ̂+µ̂, where χ̂ and µ̂ are entire functions with any small exponenti-

al type α > 0 in C−?

The main results of subsection 2.3 where provided in Theorem 2.5

and Theorem 2.6. Every subsection provides examples of entire functi-

ons for which there exists the solutions of the above problems.
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The third section deals with Wiener filtering theory. We consider the

analogue of the classic Wiener filtering theory to a half-strip of complex

domain. In subsection 3.1 we analyzed the major problem of signal

processing: to determine an unknown filter (”black box”); in particular,

to reconstruct, if possible, a filter knowing the energy densities of an

input-output pair. We consider the above problem for the case of an

unknown filter f on the half-strip Dσ = {z : |ℑz| < σ,ℜz < 0}, σ > 0.

The main task of this section is to construct all detecting signals under

some natural conditions. In Theorem 3.2 we proved that if signal does

not admit a holomorphic continuation as an entire function or it admit

a holomorphic continuation, but this continuation is extremely large,

then there exists the solution of the filtering identification problem. In

subsection 3.2 some auxiliary lemmas of Phragmen - Lindelof type were

demonstrated and Theorem 3.2 was proved.

The last fourth section is devoted to the investigations of the Hilbert

transform on the Paley - Wiener space. In subsection 4.1 is obtained a

boundedness criterion for the Hilbert transform on the Paley - Wiener

space. The results was found in terms of decomposition functions into

the sum of two functions each of them belonging to the Hardy space

H1 in upper and lower half-plane respectively. Two simple methods of

evaluation of the Hilbert transform were shown in the research basing

on the reserved result.
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The results of the dissertation are new and have theoretical meani-

ng. They can be used in complex and functional analysis, differential

equation, probability theory. They are of some interest for information

theory as well.

Keywords: entire function, analytic function, Hardy space, Paley -

Wiener space, decomposition, weighted Hardy space, signal processing,

convolution, Fourier transform, amplitude spectrum, filter.
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