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АНОТАЦIЯ

Бакса В.П. Властивостi аналiтичних вектор-функцiй обмежено-
го L-iндексу в двовимiрнiй кулi. — Квалiфiкацiйна наукова праця
на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiлософiї
зi спецiальностi 111 "Математика"галузi знань 11 "Математика та
статистика". — Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана
Франка, Львiв, 2020.

Дисертацiя складається зi вступу, 3 роздiлiв, що охоплюють 8
пiдроздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел. У вступi об-
ґрунтовано актуальнiсть теми дослiджень, сформульовано мету,
завдання, предмет, об’єкт та методи дослiдження, наведено нау-
кову новизну, теоретичне значення отриманих результатiв, зв’язок
роботи з науковими темами та особистий внесок здобувача. Також
вказано, де апробованi та опублiкованi основнi результати дисерта-
цiї.

У роботi об’єктом дослiдження є аналiтичнi вектор-функцiї, як
в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2 кулi, так i у всьому просторi
Cn при довiльному n ∈ N, тобто, цiлi вектор-функцiї F : Cn → Cm.

Побудовано основи теорiї аналiтичних вектор-функцiй обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних в одиничнiй двохвимiрнiй
кулi в C2. Доведено цiлий ряд критерiїв обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних, що є, зокрема, аналогами вiдповiдних крите-
рiїв Фрiке, Хеймана, встановлених цими авторами у випадку цiлих
функцiй обмеженого iндексу на комплекснiй площинi.

Перший роздiл дисертацiї мiстить огляд основних результатiв
попередникiв за темою дисертацiйного дослiдження, а також опис
основних результатiв даного дисертацiйного дослiдження.

У другому роздiлi дисертацiї мiстяться 7 пiдроздiлiв, перший



5

з яких є цiлком допомiжним. У другому пiдроздiлi встановлюю-
ться теореми, якi мiстять необхiднi i достатнi умови обмеженостi
L-iндексу аналiтичних в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2 вектор-
функцiй в термiнах локально регулярного поводження їхнiх час-
ткових похiдних (Теореми 2.1, 2.2, 2.5). Цi теореми в сукупностi да-
ють аналог одновимiрного критерiю Фрiке обмеженостi iндексу у
цiлої функцiї вiд однiєї комплексної змiнної. Iншi двi теореми цьо-
го пiдроздiлу встановлюють спiввiдношення мiж обмеженостями
L-iндексу вiдносно двох рiзних функцiй L = L1, L = L2 у випадку,
якщо одна з них в певному сенсi бiльша за iншу, а також iнва-
рiантнiсть поняття обмеженостi L-iндексу у випадку узагальненої
еквiвалентностi цих двох функцiй.

У третьому пiдроздiлi встановленi теореми, якi мiстять як доста-
тнi умови (теорема 2.6), так i необхiднi умови (теорема 2.7) обме-
женостi L-iндексу аналiтичних в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2

вектор-функцiй, в термiнах локально регулярного поводження ма-
ксимума норми аналiтичної вектор-функцiї на бiкругах. Цi теорем,
з одного боку, є базовими для наступного пiдроздiлу, а з iншого бо-
ку, вони цiкавi самi-по-собi, оскiльки описують певну властивiсть
вектор-функцiй обмеженого L-iндексу, яка вказує на правильнiсть
(локальну регулярнiсть) їхнього поводження . У цьому зв’язку ви-
никає таке в даний час вiдкрите, навiть у випадку функцiй вiд
однiєї змiнної, питання про можливий зв’язок цiєї локальної регу-
лярностi з певною глобальною регулярнiстю.

У четвертому пiдроздiлi основним змiстом є доведення насту-
пного аналога теореми Хеймана (теорема 2.8), яка дає вiдносно
простий апарат для встановлення обмеженостi iндексу аналiтичних
розв’язкiв диф. рiвнянь: Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-
функцiя F : B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiн-
них тодi i лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+, та c ∈ R+, такi, що
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для всiх (z, ω) ∈ B2

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

: i+j=p+1

}
≤

≤ cmax

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
. (1)

З цiєї теореми виводиться один критерiй, який характеризує обме-
женiсть L-iндекс у термiнах сум часткових похiдних. Власне (теоре-
ма 2.9), аналiтична вектор-функцiя F у B2 має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, коли iснують c ∈ (0; +∞)

та N ∈ N такi, що для кожного (z, ω) ∈ B2 правильна нерiвнiсть
N∑

k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≥ c

∞∑
k+m=N+1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

.

З точки зору можливої застосовностi розвинутої у роботi теорiї
аналiтичних вектор-функцiй F в одиничнiй кулi B2 обмеженого L-
iндексу до аналiтичної теорiї диференцiйних рiвнянь, аналог теоре-
ми Хеймана може мати ефективнi застосування, позаяк її аналоги,
встановленi ранiше в рiзних класах аналiтичних функцiй, мають
вiдомi ефективнi застосування.

Хоча теорема 2.9 i має характер критерiю, проте в нiй “захова-
на” ще тонша властивiсть ряду, що зображає аналiтичну вектор-
функцiю F в одиничнiй кулi B2 обмеженого L-iндексу. Власне,
обмеженiсть такого iндексу виявляється рiвносильною до iснува-
ння. так званого головного полiнома. I доведення цього факту є
основним змiстом шостого пiдроздiлу.

Сьомий пiдроздiл присвячений дослiдженню можливої швидко-
стi зростання аналiтичних вектор-функцiй F в одиничнiй кулi B2

обмеженого L-iндексу. Основнi результати тут мiстяться в теоремах
2.16, 2.17, 2.18. Застосування того чи iншого варiанту поняття обме-
женостi iндексу реалiзується зазвичай за такою схемою: на основi
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одного з критерiїв доводиться обмеженiсть iндексу розв’язкiв диф.
рiвнянь чи їхнiх систем, а потiм на основi результатiв побудова-
ної теорiї обмеженого iндексу робиться висновок про властивостi
всiх розв’язкiв того чи iншого класу диф.рiвнянь. Зокрема дається
верхня оцiнки швидкостi зростання всiх розв’язкiв. Остання обста-
вина дозволяє з оптимiзмом очiкувати результативних застосувань
проведених у роботi дослiджень до аналiтичної теорiї диф.рiвнянь.

Роздiл 3 присвячено встановленню аналогу одновимiрного кри-
терiю Фрiке обмеженостi iндексу цiлої функцiї вiд однiєї змiнної
в класi цiлих вектор-функцiй F : Cn → Cp. Варто зазначити, що
отримання цього результату в роботi в настiльки загальнiй поста-
новцi виявилося у певному сенсi доволi несподiваним, оскiльки до
цього часу як у випадку цiлих вектор-функцiй i обмеженого iн-
дексу, так i у випадку аналiтичних вектор-функцiй i обмеженого
L-iндексу, як у данiй дисертацiї, всi досягнення були пов’язанi з
вектор-функцiями на C2. Але спроби отримати, наприклад, ана-
лог теореми Хеймана у найзагальнiшому випадку, наштовхуються
в даний час на технiчнi труднощi, якi можливо є i принциповими.

Ключовi слова: аналiтична вектор-функцiя, обмежений iн-
декс, головний полiном, комплексний векторний простiр.
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ABSTRACT

Baksa V.P. Properties of analytical vector-functions of bounded L-

index in a two-dimensional ball. — Qualifying scientific work on the

rights of the manuscript.

The thesis for the degree of Doctor of Philosophy, speciality 111

”Mathematics” field of studies 11 ”Mathematics and statistics”. Ivan

Franko National University of Lviv, Lviv, 2020.

The thesis consists of an introduction, 3 sections, conclusions, ref-

erences. The introduction consists of the relevance of research topic,

purpose, objectives, subject, object and research methods. The intro-

duction substantiates the relevance of research topic. The goal, subject,

object and methods of the research are listed there. Scientific novelty,

the practical significance of the results, the relation to scientific topic and

applicant’s contribution are also indicated in the introduction.

In the thesis, the object of investigation is the analytical vector-

functions, both in a single two-dimensional ball in C2 ball, and in the

whole space Cn for arbitrary n ∈ N, that is, integer vector functions

F : Cn → Cm.

The basics of the theory of analytical vector-functions of bounded

L-index in joint variables in a unit two-dimensional ball in C2 are con-

structed. A number of criteria of the bounded L-index in joint variables

are proved, which are, in particular, analogs of the corresponding crite-

ria of Fricke, Hayman, established by these authors in the case of entire

functions of the bounded index on the complex plane.

The first section of the dissertation contains an overview of the main

results of the predecessors on the topic of the dissertation research, as

well as a description of the main results of this dissertation research.

The second section of the dissertation contains 7 sections, the first of

which is completely auxiliary. The second section establishes theorems
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that contain the necessary and sufficient conditions for the boundedness

of the L-index of analytics in a unit two-dimensional ball in C2 vector-

functions in terms of locally regular behavior of their partial derivatives

(Theorems 2.1, 2.2, 2.5). Together, these theorems give an analogue of

the one-dimensional Fricke criterion of boundedness of an index of entire

functions of complex variable. The other two theorems in this section

establish the relationship between the constraints of the L index on two

different functions L = L1, L = L2 if one of them is in a sense greater

than the other, as well as the invariance of the notion of boundedness of

the L-index in the case of generalized equivalence of these two functions.

The third section establishes theorems that contain both sufficient

conditions (Theorem 2.6) and necessary conditions (Theorem 2.7) for

the boundedness of the L-index of analytic in a unit two-dimensional

ball in C2 vector-functions, in terms of locally regular behavior of the

maximum norm of the analytical vector-function on the be-disks. These

theorems, on the one hand, are basic for the next section, and on the

other hand, they are interesting in themselves because they describe a

certain property of vector-functions of bounded L-index, which indicates

the correctness (local regularity) of their behavior. In this regard, there

is a currently open, even in the case of functions from a one variable, the

question of the possible relationship of this local regularity with a certain

global regularity.

In the fourth subsection, the main content is to prove the following

analogue of Hayman’s theorem (Theorem 2.8), which gives a relatively

simple apparatus for establishing the boundedness of the index of ana-

lytical solutions of diff. equations: sl Let L ∈ Q(B2). The analytical

vector-function F : B2 → C2 has a bonded L-index in joint variables if

and only if there are p ∈ Z+, and c ∈ R+, such that for all (z, ω) ∈ B2

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

: i+j=p+1

}
≤
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≤ cmax

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
.

One criterion is derived from this theorem, which characterizes the

boundedness of the L-index in terms of the sums of partial derivatives.

Actually (Theorem 2.18), the analytical vector-function F in B2 has a

bounded L-index in joint variables if and only if there exist c ∈ (0; +∞)

and N ∈ N are such that for each (z, ω) ∈ B2 the inequality

N∑
k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≥ c
∞∑

k+m=N+1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

holds. From the point of view of possible applicability of the theory of

analytical vector-functions F in the unit ball B2 of the bounded L-index

developed in the work to the analytical theory of differential equations,

an analogue of Hayman’s theorem can have effective applications, since

its analogues, previously established in different classes of analytical func-

tions, have known effective applications.

Although the theorem 2.9 has the character of a criterion, it “hides” an

even thinner property of the power series of the analytic vector-function

F in the unit ball B2 of bounded L-index. In fact, the boundedness of

such an index is equivalent to existence, the so-called main polynomial.

And proving this fact is the main content of the sixth section.

The seventh section is devoted to the study of the possible growth

rate of analytical vector functions F in the unit ball B2 of the bounded

L-index. The main results here are contained in the theorems 2.16, 2.17,

2.18. The application of one or another variant of the concept of index

limitations is usually realized according to the following scheme: on the

basis of one of the criteria the boundedness of the index of solutions of

differential equations their systems is proved. And then on the basis of

the results of the constructed theory of the limited index the conclusion

on properties of all solutions of this or that class of differential equations
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is made. In particular, the upper estimate of the growth rate of all

solutions is given. The latter circumstance allows us to optimistically

expect effective applications of the research conducted in the work to the

analytical theory of differential equations.

Section 3 is devoted to the establishment of an analogue of the one-

dimensional Fricke criterion of the boundedness of the index of an inte-

ger function from one variable in the class of integers vector of functions

F : Cn → Cp. It should be noted that obtaining this result in the work

in such a general formulation was in a sense quite unexpected, because so

far both in the case of integer vector functions and a limited index, and

in the case of analytical vector functions and a limited L-index, as in this

dissertation, all achievements were associated with vector functions on

C2. But attempts to obtain, for example, an analogue of Hayman’s the-

orem in the most general case, currently encounter technical difficulties,

which may be fundamental.

Keywords: analytic function, several complex variables, vector-

valued function, main polynomial, bounded index.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

• Z — множина цiлих чисел; N = {1, 2, ...} — множина нату-
ральних чисел; Z+ = N ∪ {0};
• R = (−∞,+∞) — множина дiйсних чисел; R+ = (0,+∞);
• Rp = R× . . .×R — p−вимiрний дiйсний векторний (евклiдiв)
простiр;
• Rp

+ = R+ × . . .× R+;
• C — поле комплексних чисел (комплексна площина);
• Cp, p ≥ 2 — p-вимiрний векторний комплексний простiр
• K! = k1!k2! · · · kn! для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+.
• R+ = [0,+∞);

• 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn
+, — нульовий вектор;

• e = (1, . . . , 1) ∈ Rn
+;

• ej = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸
j−те мiсце

, 0, . . . , 0) ∈ Rn
+;

• R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+;

• z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn;

• zK = zk1
1 z

k2
2 , . . . , z

kn
n для z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn, K =

(k1, k2, . . . , kn) ∈ Zn+
• ab = (a1b1, a2b2, . . . , anbn), a/b = (a1/b1, a2/b2, . . . , an/bn) для
a = (a1, a2, . . . , an) ∈ Cn i b = (b1, b2, . . . , bn) ∈ Cn таких, що у
випаджку другої рiвностi всi координати bj 6= 0;
• a < b i a ≤ b означає aj < bj (j ∈ {1, . . . , n}) i aj ≤ bj(j ∈
{1, . . . , n}), вiдповiдно;
• ‖K‖ = k1 + . . . + kn для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+;

• Dn(z0, R) = {z ∈ Cn : |zj − z0
j | < rj, j = 1, . . . , n} — полiкруг;

• Dn = {z ∈ Cn : |zj| < 1, j = 1, . . . , n} — одиничний полiкруг;
• Dn[z0, R] = {z ∈ Cn : |zj− z0

j | ≤ rj, j = 1, . . . , n} — замкнений
полiкруг;
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• Tn(z0, R) = {z ∈ Cn : |zj − z0
j | = rj, j = 1, . . . , n} — кiстяк

полiкруга;
• M(R, z0, F ) = max {‖F (z)‖0 : z ∈ Dn[z0, R]} для аналiтичної
на замкненому полiкрузi вектор-функцiї F : Dn[z0, R] → Cp,
z0 ∈ Cn, R ∈ Rn

+, ‖ · ‖0 — деяка норма на Cp, p ≥ 1;

• ∂‖K‖F (z)

∂zK
= ∂k1+...+knF (z)

∂z
k1
1 ...∂zknn

— часткова похiдна, z = (z1, . . . , zn),K =

(k1, . . . , kn);
• λ1,j(R) = inf

z0∈Dn
inf
{

lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
;

• λ2,j(R) = sup
z0∈Dn

sup
{

lj(z)

lj(z0)
: z ∈ Dn

[
z0, R/L(z0)

]}
;

• Q(Dn) — клас функцiй L(z) = (l1(z), ..., ln(z)), для яких

(∀rj ∈ [0, β], j ∈ {1, . . . , n}) : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞,

де lj(z) : Dn → R+ – неперервнi функцiї такi, що ∀z ∈ Dn :

lj(z) > β
1−|zj |

, а β > 1 — фiксована стала.

В окремих пiдроздiлах вводяться також додатковi позначення,
якi дiйснi лише в них.
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ВСТУП

Актуальнiсть теми. Зазначимо, що хоча прийнято вважати,
що iдея поняття цiлої функцiї обмеженого iндексу належить Б. Ле-
псону, це поняття швидше за все вперше появилося у дисертацiї Дж.
Макдоннела ( [7], 1957), а широкому загаловi стало вiдомо з публi-
кацiї Б.Лепсона ( [8], 1968). Проте, у роботi [9, 1970], крiм прiзвища
Лепсона є вказiвка на статтю Ф. Гроса ([10], 1967 ), а також на ста-
ттю С. Шаха ( [11], 1968) на цю ж тему, в яких поняття вводиться
цiлком подiбно з однiєю лише, за твердженням авторiв статтi [9],
вiдмiннiстю, що у Б.Лепсона ( [12]) вимагається строгого викона-
ння вiдповiдної нерiвностi з означення, а у двох iнших авторiв не-
рiвнiсть нестрога. Тобто, з точнiстю до замiни знаку < на знак ≤
нерiвнiсть з означення цiлої функцiї обмеженого iндексу є однiєю i
тiєю ж. Це поняття виникло у зв’язку з дослiдженням властивостей
цiлих розв’язкiв лiнiйного однорiдного диференцiйного рiвняння.
Доведено при цьому ( [11]), що кожний цiлий розв’язок лiнiйного
однорiдного диференцiйного рiвняння зi сталими коефiцiєнтами є
цiлою функцiєю обмеженого iндексу. А також було зроблено спробу
довести, щоправда без особливого успiху, те ж саме про цiлi розв’яз-
ки лiнiйного однорiдного диф.рiвняння нескiнченного порядку (ви-
глядає вiрогiдним, що ця остання проблема в загальнiй постановцi
питання залишається досi вiдкритою). У подальших дослiдженнях
було встановлено, що цiлi функцiї обмеженого iндексу мають ряд
властивостей правильного локального поводження та правильно-
го у певному сенсi розподiлу значень, зокрема, мають властивiсть
рiвномiрної у певному сенсi розподiленостi послiдовностi їхнiх нулiв
(В.Хейман [13], С.Шах, Г.Фрiке, Р.Рой [14–16]). Власне, для кожної
цiлої функцiї обмеженого iндексу iснують такi додатне число i на-
туральне, що в довiльному крузi цього радiусу на площинi може
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бути число нулiв, яке не перевищує, згаданого натурального числа.
Для однiєї змiнної C.Шах [11] та У.Хейман [13], а для двох змiнних
Ф. Нурай i Р.Ф. Патерсон [17] (див. також [18]), довели, що цi-
лi функцiї обмеженого iндексу є функцiями експоненцiйного типу.
Тому, поняття обмеженостi iндексу в загальному є застосовним ли-
ше до класу цiлих функцiй експоненцiйного типу. Останнє означає,
що його можна застосовувати до дослiдження лише цiлих розв’яз-
кiв експоненцiйного типу лiнiйних диференцiйних рiвнянь. Це ж
стосується обмеженостi iндексу цiлих розв’язкiв деяких лiнiйних
диференцiйних рiвнянь як з довiльними цiлими коефiцiєнтами, так
i з вiдмiнною вiд тотожного нуля правою частиною ( [15,19]). Тому
природно постала проблема пошуку вдалого й адекватного узагаль-
нення цього поняття на класи цiлих функцiй довiльного зростання.
Пiзнiше М.М.Шеремета i А.Д.Кузик ([20], 1986; див. також [21,22])
ввели i дослiдили таке поняття цiлої функцiї обмеженого L-iндексу,
що вже для довiльної цiлої функцiї з обмеженими в сукупностi
кратностями нулiв iснує додатна функцiя L, вiдносно якої, цiла
функцiя є функцiєю обмеженого L-iндексу ( [23]). В подальшому
виявилось, що поняття, введене Шереметою-Кузиком, нескладно
за аналогiєю переноситься на рiзноманiтнi класи аналiтичних фун-
кцiй в довiльних областях як на площинi, так i в багатовимiрному
комплексному просторi, й практично кожного разу вдається дове-
сти аналоги основних результатiв з теорiї цiлих функцiй вiд однiєї
змiнної обмеженого iндексу (L ≡ 1). Для фiксованої додатної фун-
кцiї L : R+ → R+ := (0,+∞) цiла функцiя f називається цiлою
функцiєю обмеженого L-iндексу, якщо iснує число N ∈ Z+ таке,
що для всiх p ∈ Z+ i z ∈ C виконується нерiвнiсть:

|f (p)(z)|
p!Lp(|z|)

≤ max

{
|f (k)(z)|
k!Lk(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
.
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При L(r) ≡ 1 L-iндекс - це 1-iндекс, тобто, дане означення стає
означенням обмеженого iндексу цiлої функцiї за Макдоннелом-
Лепсоном. Як довели М.М. Шеремета i А.Д. Кузик ( [20]), необхi-
дною умовою iснування для даної функцiї L цiлої трансцендентної
функцiї обмеженого L-iндексу є умова rL(r) → +∞ (r → +∞).

Останнє випливає з того, що, lnMf(r) = O(
r∫

1

L(t)dt) (r → +∞)

для кожної цiлої функцiї обмеженого L-iндексу, а також з того, що
lnMf(r)/ ln r → +∞ (r → +∞) для кожної цiлої трансцендентної
функцiї f , де Mf(r) = max{|f (z)| : |z| = r}. А.А. Гольдберг i М.М.
Шеремета ( [24]) довели, що умова rL(r)→ +∞ (r → +∞) є доста-
тньою, для того, щоб iснувала цiла трансцендентна функцiя обме-
женого L-iндексу. На вiдмiну вiд поняття цiлої функцiї обмеженого
iндексу, поняття функцiї обмеженого L-iндексу допускає узагальне-
ння як на клас аналiтичних в одиничному крузi функцiй, так i уза-
гальнення на iншi рiзноманiтнi класи аналiтичних функцiй вiд однi-
єї i вiд багатьох комплексних змiнних. Функцiї з таких класiв допу-
скають апрiорнi оцiнки швидкостi їхнього зростання ( [18,25–28]), а
також є розв’язками диференцiальних рiвнянь за природних умов
на аналiтичнi коефiцiєнти цих рiвнянь([8,14,18,19,21,22,25,28–37]),
що в сукупностi у кожному конкретному випадку, коли вдається
встановити обмеженiсть L-iндексу аналiтичних розв’язкiв диф. рiв-
нянь, дає змогу негайно отримати для такого класу рiвнянь твер-
дження про максимально можливу швидкiсть зростання розв’яз-
кiв, яка визначається максимально можливою швидкiстю зростан-
ня коефiцiєнтiв. А це у свою чергу дає у кожному випадку в тому
чи iншому класi рiвнянь часткове вирiшення проблеми У.Хеймана
стосовно можливостi отримання таких апрiорних оцiнок. Вже ця
одна обставина робить проблему перенесення i поняття обмежено-
стi iндексу на все новi класи аналiтичних функцiй i дослiдження
властивостей таких функцiй безумовно дуже актуальною.



21

В данiй дисертацiйнiй роботi вперше за аналогiєю з попереднiм
вводиться i дослiджується поняття обмеженого L-iндесу в класi
аналiтичних вектор-функцiй F : B2 → C2, де B2 – куля з центром у
почаку координат радiуса 1 в двовимiрному комплексному просто-
рi C2. З огляду на сказане вище не доводиться пiддавати сумнiву
актуальнiсть проведеного у дисертацiї дослiдження. Зазначимо, що
аналоги деяких основних тверджень з теорiї цiлих функцiй обме-
женого iндексу вiд однiєї змiнної, недавно Ф. Нурай i Р.Ф. Патерсон
( [30]) перенесли на цiлi вектор-функцiї F : C2 → Cp, p ≥ 2 обмеже-
ного iндексу (з L ≡ 1). Тому, спроба перенесення всiх базових вла-
стивостей на данi класи вектор-функцiй, сама-по-собi заслуговує
на увагу. Тим паче, у випадку класу вектор-функцiй розглянуто-
го у дисертацiї, позаяк навiть для аналiтичних функцiй вiд однiєї
змiнної в одиничному крузi, як вже частково вiдзначалося вище,
ситуацiя є мiсцями iстотно складнiшою.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, тема-
ми. Робота виконана на кафедрi теорiї функцiй i теорiї ймовiрно-
стей (тепер теорiї функцiй i функцiонального аналiзу). Напрямок
дослiджень, обраний у дисертацiї, передбачений планами наукової
роботи Львiвського нацiонального унiверситету iменi Iвана Фран-
ка.

Мета й завдання дослiдження. Мета дослiдження — роз-
ширення теорiї аналiтичних функцiй обмеженого L-iндексу на клас
аналiтичних вектор-функцiй в одиничнiй двовимiрнiй кулi.

Об’єкт дослiдження: аналiтичнi вектор-функцiї обмеженого L-
iндексу.

Предмет дослiдження: локальнi i асимптотичнi властивостi ве-
ктор функцiй з класiв, що розглядаються.

Завдання дослiдження:
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1) для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-функцiй
отримати критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них в термiнах локального регулярного поводження максиму-
ма норми вектор функцiї на полiкругах;

2) для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-функцiй
отримати критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них в термiнах локального регулярного поводження часткових
похiдних вектор-функцiї, який є аналогом одновимiрного кри-
терiю Фрiке;

3) для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-функцiй
отримати аналог одновимiрного критерiю Хеймана, який озна-
ченнi поняття обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних дає
змогу замiнити перевiрку базової нерiвностi для всiх похiдних
перевiркою лише для деякої скiнченної їх кiлькостi;

4) отримати оцiнки швидкостi зростання аналiтичних вектор-
функцiй в одиничнiй двовимiрнiй кулi в C2 обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних;

5) для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-функцiй
довести твердження про iснування головного полiнома у її сте-
пеневому розвиненнi.

Методи дослiдження: Для розв’язання поставлених задач вико-
ристовуються методи одновимiрного i багатовимiрного комплексно-
го аналiзу, а також окремi iдеї i пiдходи з дослiджень, якi виконали
В.Хейман, М.М. Шеремета i А.Д. Кузик, О.Б. Скаскiв i А.I. Бан-
дура, а також Ф.Нурай i Р.Ф. Патерсон.

Наукова новизна одержаних результатiв. Усi основнi на-
уковi результати отриманi в дисертацiї, i якi виносяться на захист,
є новими. У дисертацiйнiй роботi:
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1) вперше для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-
функцiй отримано критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних в термiнах локального регулярного поводження
максимума норми вектор функцiї на полiкругах;

2) вперше для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-
функцiй отримано критерiй обмеженостi L-iндексу за сукупнi-
стю змiнних в термiнах локального регулярного поводження
часткових похiдних вектор-функцiї, який є аналогом однови-
мiрного критерiю Фрiке;

3) вперше для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-
функцiй отримано повний аналог одновимiрного критерiю Хе-
ймана, який означеннi поняття обмеженого L-iндексу за суку-
пнiстю змiнних дає змогу замiнити перевiрку базової нерiвно-
стi для всiх перевiркою лише деякої скiнченної їх кiлькостi;

4) вперше отримано оцiнки швидкостi зростання аналiтичних
вектор-функцiй в одиничнiй двовимiрнiй кулi в C2 обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних;

5) вперше для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-
функцiй дослiджено властивостi степеневого розвинення ана-
лiтичних вектор-функцiй у двовимiрнiй кулi i доведено твер-
дження про iснування головного полiнома у цьому розвиненнi.

Практичне значення одержаних результатiв. Науковi ре-
зультати, отриманi у дисертацiйнiй роботi, мають теоретичний ха-
рактер i можуть бути застосованими у подальших дослiдженнях в
теорiї аналiтичних функцiй та в iнших сумiжних роздiлах матема-
тики, в яких виникають такi об’єкти, зокрема, в аналiтичнiй теорiї
диференцiйних рiвнянь.

Особистий внесок здобувача. Зi статей, виконаних у спiв-
авторствi, у дисертацiю включенi з повними доведеннями лише
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результати, якi належать авторовi дисертацiї. Доведення кiлькох
тверджень допомiжного характеру, отриманих спiвавторами здо-
бувача, наводяться для повноти картини у рукописi дисертацiї з
люб’язного дозволу спiвавторiв. Зi статей, виконаних у спiвавтор-
ствi, в дисертацiю включенi з повними доведеннями лише результа-
ти, якi належать авторовi дисертацiї. Науковому керiвниковi О.Б.
Скаскiву та спiвавтору А.I. Бандурi, обидвом в одинаковiй мiрi, в
опублiкованих статтях належать постановки задач, визначення на-
прямкiв дослiдження i участь в обговореннi отриманих результатiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiй-
ної роботи доповiдалися та обговорювалися на таких мiжнародних
та наукових конференцiях та наукових семiнарах:
1) On the Trails of Women in Mathematics 2019 In Honor of Sofia

Kowalewska (Krakow, 31 August - 2 September, 2019).
2) Всеукраїнська наукова конференцiя „Сучаснi проблем теорiї

ймовiрностей та математичного аналiзу“ (Ворохта, 26 лютого-
1 березня 2020).

3) Мiжнародна наукова конференцiя "Abstracts of XI Internati-
onal Skorobohatko mathematical conference"(Lviv, 26-30 October
2020).

4) Мiжнародна наукова конференцiя "Infinite-Dimensional
Analysis and Topology"(Ivano-Frankivsk, 16-20 Oktober 2019).

5) Семiнарi з теорiї потенцiалу та застосувань у Львiвському на-
цiональному унiверситетi iм. Iвана Франка (керiвники проф.
О. Б. Скаскiв, проф. I. Е. Чижиков, 2017).

6) Львiвському мiському семiнарi з теорiї аналiтичних функцiй
(керiвники проф. О. Б. Скаскiв, проф. I.Е. Чижиков, проф.
М.В. Заболоцький, проф. П.В. Фiлевич у 2018-2020).
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Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 10
статтях i наукових повiдомленнях, з яких 2 статтi [2], [4] в укра-
їнських фахових виданнях зi списку б), стаття [1] у фаховому ви-
дання зi списку а), яке входить у науково-метричних баз Web of
Science та Scopus, стаття [3] у закордонному виданнi, яке входить
в Web of Science та Scopus, стаття [5] у закордонному науковому
журналi з країни (Туреччина), яка входить до Органiзацiї еконо-
мiчного спiвробiтництва та розвитку, тому публiкацiя фахова, ще
одна стаття надрукована у виданнi, що включене до мiжнародної
наукометричної бази Scopus, 4 у тезах конференцiй рiзного рiвня.

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi
вступу, 3 роздiлiв, розбитих на пiдроздiли, висновкiв та списку ви-
користаних джерел. Повний обсяг дисертацiї становить 135 ст. Спи-
сок використаних джерел мiстить 90 найменувань та займає 10 сто-
рiнок.
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РОЗДIЛ 1. ВИХIДНI ПОЛОЖЕННЯ, ОГЛЯД
ЛIТЕРАТУРИ ТА ОСНОВНI НАПРЯМКИ

ДОСЛIДЖЕННЯ

У цьому роздiлi зробимо огляд результатiв, якi як безпосередньо
стосуються результатiв дисертацiї, так i є причетними до виникнен-
ня постановок конкретних задач, що розглядаються у нiй, а також
наведемо огляд основних результатiв дисертацiйної роботи.

1.1 Огляд вiдомих результатiв, якi вiдносяться до тема-
тики дисертацiйного дослiдження

Цiла функцiя f (z) має розвинення Тейлора в довiльнiй точцi a
комплексної площини вигляду

f (z) =

+∞∑
n=0

an(z − a)n.

Оскiльки цей ряд абсолютно збiжний скрiзь у площинi, то an → 0

(n→ +∞). Отже, для кожного a ∈ C знайдеться iндекс n0 = n(a),
такий, що |an0| є максимальним серед коефiцiєнтiв ряду. Б. Ле-
псон [12] запропонував описати властивостi цiлих функцiй, для
яких sup{n0(a) : a ∈ C < +∞}. Цiлi функцiї з такою властивi-
стю за Б. Лепсоном називаються функцiями обмеженого iндексу.
Цiлий ряд цiкавих властивостей функцiй обмеженого iндексу довiв
Ф.Гросс ( [10], 1967).

Першими працями, в яких дослiджувалися цiлi функцiї обмеже-
ного iндексу, ймовiрно були [7, 8, 10, 11]. Сама поява поняття цiлої
функцiї обмеженого iндексу й подальшi зусилля багатьох дослiдни-
кiв у вивченнi класу цiлих функцiй обмеженого iндексу, що призве-
ли до беззаперечних успiхiв на цьому шляху i появи доволi стрункої
i змiстовної теорiї, були iнспiрованi потребами дослiдження цiлих
розв’язкiв диференцiйних рiвнянь на комплекснiй площинi.
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А.Д.Кузик i М.М.Шеремета ( [20], 1986), ввели загальне поняття
цiлої функцiї обмеженого l-iндексу. Отже, нехай l – додатна, непе-
рервна на [0; +∞) функцiя. Цiла функцiя f (z), z ∈ C, називається
функцiєю обмеженого l-iндексу, якщо iснує число N ∈ Z+ таке, що
для всiх p ∈ Z+ i для кожного z ∈ C виконується нерiвнiсть

|f (p)(z)|
p!lp(|z|)

≤ max

{
|f (k)(z)|
k!lk(|z|)

: 0 ≤ k ≤ N

}
.

При l(|z|) ≡ 1 звiдси отримаємо означення цiлої функцiї обмеже-
ного iндексу за Макдонеллом-Лепсоном.

Вивченню властивостей функцiй з цього класу присвятили свої
працi багато вiдомих математикiв математикiв, серед яких Г.Фрiке,
С.М.Шах, В.Хейман та iншi. Так, C.Шах [11] i В.Хейман [13] неза-
лежно довели, що кожна цiла функцiя обмеженого iндексу є фун-
кцiєю експоненцiйного типу, тобто її зростання не вище нормаль-
ного типу скiнченного порядку. Також С.Шах дослiдив, що кожен
цiлий розв’язок лiнiйного однорiдного зi сталими коефiцiєнтами ди-
ференцiйного рiвняння вигляду

f (n)(t) +

n−1∑
j=0

ajf
(j)(t) = 0 (t ∈ C)

є функцiєю обмеженого iндексу [11].
В.Хейман [13] довiв, що цiла функцiя є функцiєю обмеженого

розподiлу значень, якщо її похiдна є функцiєю обмеженого iндексу.
Огляд результатiв, якi вiдносяться до класу функцiй обмеженого
iндексу, на момент написання огляду, знаходимо в [38, 1977]. А ре-
зультати, що стосуються одновимiрної теорiї аналiтичних функцiй
обмеженого l-iндексу, знаходимо у монографiї [22]. Зазначимо, що
всi основнi факти теорiї функцiй обмеженого iндексу були успiшно
перенесенi М.М.Шереметою зi спiвавторами як на клас цiлих фун-
кцiй обмеженого l-iндексу, так i на клас аналiтичних функцiй в
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одиничному крузi D = {z : |z| < 1} обмеженого l-iндексу. Вкажемо
на те, що саме́ поняття функцiї обмеженого iндексу не можна пе-
ренести у звичайному виглядi на клас аналiтичних в одиничному
крузi функцiй.

Означення Кузика-Шеремети природно переноситься i поро-
джує при цьому доволi змiстовну теорiю, подiбну до теорiї цiлих
функцiй обмеженого l-iндексу, на найрiзноманiтнiшi класи як цi-
лих, так i аналiтичних функцiй вiд багатьох змiнних. В iнтепретацiї
для аналiтичних вектор-функцiй введемо поняття так.
Нехай задано область G ⊂ Cn, | · |p довiльна фiксована норма на
Cp. Нехай

L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), z = (z1, . . . , zn),

де lj(z) : G → R+ додатнi неперервнi функцiї на G для кожно-
го j, 1 ≤ j ≤ n. Аналiтична вектор-функцiя F : G → Cp, де
F = (f1, . . . , fp), fj – аналiтичнi функцiї на G для кожного j, 1 ≤
j ≤ n, називається вектор-функцiєю обмеженого L-iндексу (за су-
купнiстю змiнних) в областi G, якщо iснує n0 ∈ Z+ таке, що
(∀z ∈ G)(∀J ∈ Zn+) :

|F (J)(z)|p
J !LJ(z)

≤ max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
, (1.1)

де для m ∈ Zn+

F (m)(z) :=
(
f

(m)
1 (z), . . . , f (m)

p (z)
)
,

f
(m)
j (z) :=

∂‖m‖fj(z)

∂zm
=

∂‖m‖fj(z)

∂zm1
1 · . . . · ∂z

mn
n
.

Найменше цiле число n0 з властивiстю такою, як в сформульо-
ваному означеннi, називається L-iндексом за сукупнiстю змiнних
вектор-функцiї F та позначається через N(F,L, G,Cp). Аналiти-
чна вектор-функцiя F називається функцiєю обмеженого L-iндексу
N(F,L, G,Cp). Для G = Cp позначимо N(F,L) := N(F,L,Cp,Cp).
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При n = 2, p = 1, L(z) ≡ 1, G = C2, отримаємо означе-
ння цiлої функцiї вiд двох змiнних обмеженого iндексу (див. Ґ.
Дж. Крiшна i С.М.Шах [9], М.Салмассi [29, 39]). При p = 1,
L(z) = (l1(|z1|), . . . , ln(|zn|)), G = Cn, отримаємо означення цiлої
функцiї обмеженого L-iндексу вiд n-змiнних в сенсi М.Т.Бордуляк i
М.М.Шеремети (див., наприклад, [25,40]). Якщо вважати, що фун-
кцiя L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), z = (z1, . . . , zn), тобто, має загаль-
ний вигляд, що означає, що функцiї lj(z) є функцiями вiд всiх змiн-
них, то отримаємо узагальнення попереднього поняття, яке має не
лише формальний характер ([41–44]). Справдi, з теореми ([45]) про
максимально можливу швидкiсть зростання таких функцiй, випли-
ває, що, наприклад цiла функцiя вiд двох змiнних

F (z1, z2) = ez1·z2

нi для якої функцiї L(z1, z2) = (l1(z1), l2(z2)) не має обмеженого
L-iндексу в сенсi означення Бордуляк-Шеремети , але є функцiєю
обмеженого L-iндексу N(F,L,C2,C) = 0 для функцiї L(z1, z2) =

(|z2| + 1, |z1| + 1) в сенсi другого означення ([41]).
Вибираючи p = 1, L(z) = (l1(z), . . . , ln(z)), z = (z1, . . . , zn),,

G = Π2 i n = 2, G = Π2 := {z = (z1, z2) : |z1| < 1, |z2| < 1}
отримаємо означення аналiтичної функцiї обмеженого L-iндексу
в бiкрузi, дослiджене в [46–49]. А у випадку p = 1, L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)), z = (z1, . . . , zn),, G = Bn, отримаємо означен-
ня аналiтичної функцiї обмеженого L-iндексу в – одиничнiй кулi
Bn = {z : |z1|2 + . . . + |zn|2 < 1}, дослiджене в [26,32,36,44,50–55].
Вибираючи p = 1, n = 2, L(z) = (l1(z), l2(z)), z = (z1, z2),

G = D× C, отримаємо означення аналiтичної функцiї обмеженого
L-iндексу в декартовому добутку одиничного круга та всiєї компле-
ксної площини D× C, дослiдження яких розпочато в ([56,57]).

Значна кiлькiсть дослiджень стосується цiлих функцiй i аналiти-
чних в одиничнiй кулi функцiй вiд багатьох комплексних змiнних
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обмеженого L-iндексу за напрямком ( [27, 31–33, 35, 50, 52]). Роз-
винутi при цьому авторами пiдходи виявилися придатними для
дослiдження зрiзка-цiлих функцiй ([58–61]), тобто таких функцiй
F : Cn → C, звуження яких на комплекснi прямi {z = a + bτ : τ ∈
C} для деякого b ∈ Cn \ {0} i для кожного a ∈ Cn є цiлими фун-
кцiями вiд комплексної змiнної τ .

В цьому оглядiв результатiв попередникiв, надалi обмежимося
лише багатовимiрним випадком, що безпосередньо стосується даної
дисертацiйної роботи. За потреби ми цитуватимемо чужi результа-
ти також в основнiй частинi роботи.

У статтях [17,62,63] поняття цiлої функцiї вiд двох змiнних роз-
глядалося в термiнах означення Ф. Гроса ( [10]). Власне, автори
щойно згаданих статей кажуть, що цiла функцiя F (z, w) : C2 → C
має обмежений iндекс якщо iснують числа M i N , (M,N) ∈ Z2

+,
що не залежать вiд (z, w), для яких нерiвнiсть

|F (i,j)(z, w)|
i!j!

≤ max

{
|F (k,l)(z, w)|

k!l!
: 0 ≤ k ≤M, 0 ≤ l ≤ N

}
виконується для всiх (i, j) ∈ Z2

+. Зрозумiло, що функцiя обмежено-
го iндексу в щойно введеному сенсi, виявляється такою i в сен-
сi означення на основi нерiвностi (1.1) (при L(z1, z2) ≡ 1). Для
того, щоб у цьому переконатися досить взяти у нерiвностi (1.1)
n0 = M + N . Iмплiкацiя навпаки настiльки ж очевидна. Якщо
вибрати, M = N = n0, то зрозумiло, що

|F (i,j)(z, w)|
i!j!

≤ max

{
|F (k,l)(z, w)|

k!l!
: 0 ≤ k + l ≤ n0

}
≤

≤ max

{
|F (k,l)(z, w)|

k!l!
: 0 ≤ k ≤ n0 = M, 0 ≤ l ≤ n0 = N

}
.

Означення поняття цiлої функцiї вiд багатьох комплексних змiнних
обмеженого iндексу находимо у статтi [9], а також вкажемо у цьому
зв’язку на статтi [29,39].
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Поняття обмеженостi iндексу та l-iндексу розглядалося також в
класi цiлих кривих, тобто вектор-функцiй F = (f1, . . . , fp) : C→ Cp

таких, що fj – цiлi функцiї вiд однiєї змiнної ([18,28,34,64,65]).
Ф.Нурай i Р.Патерсон дослiджували обмеженiсть iндексу цiлих

вектор-функцiй вiд двох змiнних F = (f1, . . . , lp) : C2 → Cp, що є
розв’язками деяких систем диф. рiвнянь [30]. При цьому вони по-
сутi дослiджують лише такi системи, до яких можна застосувати
таке допомiжне твердження.
Лема 1.1. Нехай F = (f1, . . . , fp) : C2 → Cp – цiла вектор-функцiя
така, що цiлi функцiї fj(z1, z2) вiд двох змiнних мають обмеженi
iндекси N(fj) = Nj, 1 ≤ j ≤ p. Тодi цiла вектор-функцiя F має
обмежений iндекс N(F ) ≤ N = max{N1, N2, ..., Np}.

Зазначимо, що навiть цiла крива може мати обмежений iндекс,
в той час, як її компоненти можуть бути необмеженого iндексу
(див. [34]). Власне, iснує така цiла функцiя необмеженого iндексу
вiд однiєї змiнної f (z), що цiла крива F = (1, f ) має обмежений iн-
декс. Зокрема ще й цiєю обставиною диктується потреба у доведен-
нi аналогiв всiх базових тверджень з теорiї цiлих функцiй обмеже-
ного iндексу у випадку аналiтичних вектор-функцiй. На те, що таке
перенесення (на перший погляд формальне) є далеко не формаль-
ним вказує хоча б та обставина, що у загальному випадку цiлих
вектор-функцiй F : Cn → Cp досi нема аналогiв всiх ключових те-
орем навiть у випадку обмеженого iндексу. Ф.Нурай i Р.Патерсон
доводять аналоги кiлькох критерiїв i обмежуються розглядом цi-
лих вектор-функцiй вiд двох змiнних. Щоправда вони стверджу-
ють, що це робиться для простоти розгляду. Зазначимо, що якби
це було так, то не було би потреби iстотно обмежувати клас диф.
рiвнянь, що дослiджуються, застосуванням леми 1.1, замiсть того,
щоб отримати i застосовувати певний аналог критерiю Хеймана.
Нашi подальшi спроби у цьому напрямку дають вичерпнi вiдповiдi
у випадку аналiтичних вектор-функцiй F : B2 → C2 та у випадку
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аналога теореми Фрiке для цiлих вектор функцiй F : Cn → Cp.
Оскiльки, у випадку аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй ку-

лi вектор-функцiй, нам вдається довести аналоги практично всiх
основних теорем з одновимiрної теорiї, ми наведемо лише форму-
лювання кiлькох теорем для аналiтичних функцiй в одиничнiй кулi,
отриманих А.I. Бандурою i О.Б.Скаскiвим для того, щоб у подаль-
шому викладi мати змогу посилатися на повну аналогiю наших
формулювань з формулюваннями теорем у наших попередникiв.

Доведення аналогiв наступної теореми кожного разу є одним з
базових крокiв у побудовi аналогiв теорiї цiлих функцiй обмеже-
ного iндексу (див., наприклад, [20, 22, 35, 66]). Ця теорема лежить
в основi доведення всiх подальших критерiїв обмеженостi iндексу
в тому або iншому сенсi.

Теорема 1.1 ([35], Theorem 1). Нехай L ∈ Q(Bn). Аналiтична в Bn
функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i
тiльки тодi, коли ∀R ∈ Rn

+, |R| ≤ β, ∃n0 ∈ Z+, ∃p0 > 0 такi, що
∀z0 ∈ Bn ∃K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0 :

max

{
|F (K)(z)|
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn
[
z0, R/L(z0)

]}
≤ p0

|F (K0)(z0)|
K0!LK0(z0)

.

Для r > 0 i аналiтичної в Bn функцiї F позначимо

M(r, z0, F ) = max{|F (z)| : z ∈ Dn[z0, R]}.

Наступна теорема вказує на локальну регулярнiсть поводження
аналiтичної в Bn функцiї F обмеженого L-iндексу.

Теорема 1.2 ([35], Theorem 5). Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична
в Bn функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то
∀R′, ∀R′′ ∈ Rn

+, 0 < R′ < R′′, |R′′| < β, ∃p1 = p1(R′, R′′) ≥ 1
∀z0 ∈ Bn :

M

(
R′′

L(z0)
, z0, F

)
≤ p1M

(
R′

L(z0)
, z0, F

)
. (1.2)
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Разом з цим, властивiсть “локальної регулярностi” є i характе-
ристичною властивiстю аналiтичних в Bn функцiй F обмеженого
L-iндексу за сукупнiстю змiнних.

Теорема 1.3 ([35], Theorem 6). Нехай L ∈ Q(Bn), а F : Bn → C –
аналiтична функцiя. Якщо ∃R′, ∃R′′ ∈ Rn

+, такi, що або 0 < R′ <

1 < R′′, |R′′| < β, або 0 < R′ < R′′, |R′ + R′′| < 2β√
n
, i iснує p1 ≥ 1

таке, що для кожного z0 ∈ Cn виконується нерiвнiсть (1.2), то F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Аналог теореми Хеймана
Наступна теорема є аналогом одновимiрної теореми Хеймана,

аналоги якої ефективно використовуються при доведеннi обмеже-
ностi iндексу в тому чи iншому сенсi аналiтичних розв’язкiв диф.
рiвнянь або деяких їхнiх систем.

Теорема 1.4 ([35], Theorem 9). Let L ∈ Q(Bn). An analytic function
F in Bn has bounded L-index in joint variables if and only if there exist
p ∈ Z+ and c ∈ R+ such that for each z ∈ Bn

max

{
|F (J)(z)|
LJ(z)

: ‖J‖ = p + 1

}
≤ c ·max

{
|F (K)(z)|
LK(z)

: ‖K‖ ≤ p

}
.

Головний полiном ряду
Нехай z0 ∈ Bn. Розвинемо аналiтичну в Bn функцiю F в степе-

невий ряд за однорiдними полiномами

F (z) =

∞∑
k=0

pk((z − z0)) =

∞∑
k=0

∑
‖J‖=k

bJ(z − z0)J , (1.3)

де pk – однорiднi полiноми k-того степеня, bJ = F (J)(z0)
J ! . Полi-

ном pk0, k0 ∈ Z+, назвемо домiнатним (головним) полiномом на
Tn(z0, R) степеневого ряду (1.3), якщо для кожного z ∈ Tn(z0, R)

виконується така нерiвнiсть

|
∑
k 6=k0

pk(z − z0)| ≤ 1

2
max{|bJ |RJ : ‖J‖ = k0}.
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Теорема 1.5. Нехай L ∈ Q(Bn). Якщо аналiтична функцiя F в
Bn має обмежений L-iндекс за суккупнiстю змiнних, то iснує p ∈
Z+ таке, що для всiх d ∈ (0; β√

n
] iснує η(d) ∈ (0; d) таке, що для

кожного z0 ∈ Bn i деяких r = r(d, z0) ∈ (η(d), d), k0 = k0(d, z0) ≤
p полiном pk0 є домiнантним (головним) полiномом ряду (1.3) на
кiстяку Tn(z0, r1

L(z0)
).

Властивiсть iснування головного полiнома також є характери-
стичною властивiстю степеневих розвинень аналiтичних в Bn фун-
кцiй обмеженого L-iндексу.

Варто зазначити, що поняття обмеженостi L-iндексу з вектор-
функцiєю загального вигляду L(z) = (l1(z), l2(z), ..., ln(z)) замiсть
L(z) = (l1(|z1|), l2(|z2|), ..., ln(|zn|)) вперше було розглянуто i дослi-
джено для цiлих функцiй вiд багатьох змiнних у статтях [42,67,68].
Це дає змогу проводити дослiдження для ширшого класу функцiй
L, а, отже, розширити клас цiлих функцiй, якi мають властивiсть
обмеженостi L-iндексу. А в [41] автори не лише узагальнили вiдомi
результати для таких функцiй L, але ще й отримали тоншi i бiльш
точнi оцiнки, що є новими навiть для цiлих в C функцiй. Як випли-
ває з викладеного перед цим, А.I. Бандура i О.Б. Скаскiв подiбну
програму реалiзували спочатку в класi аналiтичних функцiй вiд
багатьох змiнних в одиничнiй кулi.

Вiдзначимо також, що О.Б. Скаскiв та А.I.Бандура [43,66,69–80],
запропонували також iнший пiдхiд до введення поняття обмеже-
ностi iндексу у випадку аналiтичних (i, зокрема, цiлих) функцiй
вiд багатьох комплексних змiнних. Вони розглянули теорiю цiлих
функцiй обмеженого L-iндексу за напрямком, взявши за основу по-
хiднi за фiксованим напрямком. Такий пiдхiд дозволив авторам не
лише знайти встановити цiлком новi результати, зокрема, для за-
стосування таких функцiй, але й довести аналог так званого ло-
гарифмiчного критерiю обмеженого iндексу стосовно обмеженостi
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L-iндексу за сукупнiстю змiнних. Бiльш повну iнформацiю про цiлi
функцiї обмеженого L-iндексу за напрямом можна знайти в моно-
графiї А.I.Бандури та О.Б.Скаскiва [35].

Варто також згадати, що А.I.Бандура, О.Б.Скаскiв та В. Л. Цвi-
гун [81, 82] розглянули обмеженiсть L-iндексу за сукупнiстю змiн-
них в класi аналiтичних в D×C функцiй. Найвiдомiшим представ-
ником цього класу функцiй є так звана деформована показникова
функцiя

F (z1, z2) =

+∞∑
n=0

z
n(n−1)

2
1 · z

n
2

n!
,

яка має рiзнi застосування у комбiнаторицi, теорiї графiв, компле-
ксному аналiзi, статистичнiй механiцi (див., наприклад, [83–86]).

1.2 Основнi напрямки та результати дослiдження

У дисертацiї дослiджуються поняття обмеженостi L-iндексу
для аналiтичних в одиничнiй двовимiрнiй кулi вектор-функцiй
F : C2 → C2, тобто, функцiй вигляду F (z, w) = (f1(z, w), f2(z, w)),

де fj(z, w) – аналiтичнi функцiї вiд двох комплексних змiнних в
одиничнiй двовимiрнiй кулi. При цьому L(z, w) = (l1(z, w), l2(z, w)).

Введемо деякi позначення. Через R,C,N,Z позначаємо, вiдпо-
вiдно, множини дiйсних, комплексних, натуральних i цiлих чисел,
а R+

def
= [0,+∞), Z+ = N ∪ {0}. Використовуватимемо також на-

ступнi загально прийнятi позначення. Позначимо 0 = (0, 0) ∈ R2
+,

1 = (1, 1) ∈ R2
+, R = (r1, r2) ∈ R2

+, |(z, ω)| =
√
|z|2 + |ω|2. Для

z ∈ C2, w ∈ C2 визначимо 〈z, w〉 = z1w1 + z2w2, де w1, w2 — ком-
плексно спряженi числа до w1, w2.

D2((z0, ω0), R) ={(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| < r1, |ω − ω0| < r2} –
полiкруг,

T2((z0, ω0), R) = {(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| = r1, |ω − ω0| = r2} – його
кiстяк,
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D2[(z0, ω0), R] ={(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| ≤ r1, |ω − ω0| ≤ r2} –
замкнений полiкруг,
D2 = D2(0;1), D = {z ∈ C : |z| < 1}. B2((z0, ω0), r) ={(z, ω) ∈ C2 :√
|z − z0|2 + |ω − ω0|2 < r} – вiдкрита куля,
сфера S2((z0, ω0), r) = {(z, ω) ∈ C2 :

√
|z − z0|2 + |ω − ω0|2 = r}

– її топологiчна межа,
B2[(z0, ω0), R] ={z ∈ C2 :

√
|z − z0|2 + |ω0 − ω0|2 ≤ r} – замкне-

на куля,
B2 = B2(0,1), D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Нехай F (z, ω) = (f1(z, ω), f2(z, ω))—аналiтична в B2 вектор-
функцiя вiд двох змiнних. Тодi в околi кожної точцi (a, b) ∈ B2

функцiя F (z, ω) допускає двовимiрне розвинення у ряд Тейлора:

F (z, ω) =

∞∑
k=0

∞∑
m=0

Ckm(z − a)k(ω − b)m,

де Ckm = 1
k!m!

(
∂k+mf1(z,ω)

∂ωk∂zm
, ∂

k+mf2(z,ω)

∂ωk∂zm

) ∣∣
z=a,ω=b

:= 1
k!m!F

(k,m)(a, b).

Нехай L(z, ω) = (l1(z, ω), l2(z, ω)), де lj(z, ω) : B2 → R2
+—додатна

неперервна функцiя така, що:

∀(z, ω) ∈ B2 : lj(z, ω) >
β

1−
√
|z|2 + |ω|2

, (1.4)

j ∈ {1, 2}, де β >
√

2—деяка стала.
Аналiтична функцiя F : B2 → C2 називається функцiєю обме-

женого L-iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+

таке, що для всiх ∀(z, ω) ∈ B2 i для всiх (i, j) ∈ Z2
+ :

‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!li1(z, ω)lj2(z, ω)

≤ max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ n0

}
,

де ‖·‖ в даному означеннi позначає, взагалi кажучи, довiльну норму
на C2. Найменше з таких n0 називається L-iндексом за сукупнiстю
змiнних i позначається N(F,L,B2) = n0.
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Через Q(B2) позначимо клас функцiй
L(z, ω) = (l1(z, ω), l2(z, ω)) : B2 → R2

+,
якi задовольняють нерiвнiсть (1.4) та для довiльних j ∈ {1, 2} i
деякого R = (r1, r2), |R| ≤ β :

sup
(z1,ω1),(z2,ω2)∈B2

{
lj(z1, ω1)

lj(z2, ω2)
: |z1 − z2| ≤

r1

min{l1(z1, ω1), l1(z2, ω2)}
,

}
.{

|ω1 − ω2| ≤
r2

min{l2(z1, ω1), l2(z2, ω2)}

}
<∞.

Наступна теорема є базовою для всiєї подальшої нашої побудови
аналогу теорiї функцiй обмеженого iндексу.

Теорема 2.1. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя
F : B2 → C2 має обмежений L-iндекс тодi й тiльки тодi, якщо для
кожного R ∈ R2, |R| ≤ β знайдуться n0 ∈ Z+, p > 0 такi, що для
всiх (z0, ω0) ∈ B2 iснує пара (k0,m0) ∈ Z2

+, k0 + m0 ≤ n0, для якої
виконується

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

}
:

k + m ≤ n0, (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)] ≤

≤ p0
‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖

k0!m0!lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
. (1.5)

Доведення цiєї теоремии здiйснюється за схемою доведення по-
дiбної теореми для аналiтичних функцiй з Bn в C з [54]. Для ана-
лiтичних функцiй вiд кiлькох комплексних змiнних (в кулi Bn, в
n-вимiрному полiкрузi, в областi D× C ) аналоги цiєї теореми до-
ведено в цiлому рядi статей А.Бандури i О.Скаскiва разом з спiв-
авторами (про це бiльше див., наприклад, в [35,36]).

Зазначимо, що можна розглядати як sup-норму

‖F (z, ω)‖ = max
1≤j≤2

{|fj(z, ω)|},
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так i евклiдову норму

‖F (z, ω)‖E =
√
|f1(z, ω)|2 + |f2(z, ω)|2.

Це не вплине на властивiсть цiлої вектор-функцiї мати обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних. Справджується таке твердження.
Наслiдок 2.1. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя F :

B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних за sup-
нормою тодi й тiльки тодi, коли вона має обмежений L-iндекс за
евклiдовою нормою.

У дисертацiї ми доводимо також критерiй, який вказує на певну
локальну правильнiсть (регулярнiсть) в поводженнi цiлої вектор-
функцiї, що цiлком вiдповiдає подiбнiй властивостi аналiтичних
функцiй обмеженого iндексу в усiх розглянутих до наших публi-
кацiй випадках – поняття обмеженостi iндексу, виявляється еквiва-
лентним до цiєї правильностi для деякої часткової її “похiдної”.

Теорема 2.2. Нехай L ∈ Q(B2). Для того, щоб аналiтична в B2

вектор-функцiя F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних
необхiдно, щоб для кожного R ∈ R2

+, |R| ≤ β знайшлися n0 ∈ Z+,
p ≥ 1 такi, що для всiх (z0, ω0) ∈ B2 iснує пара (k0,m0) ∈ Z2

+,
k0 + m0 ≤ n0 та

max{‖F (k0,m0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]}≤

≤ p‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖ (1.6)
i досить, щоб для кожного R ∈ R2

+, |R| ≤ β знайшлися n0 ∈ Z+,
p ≥ 1 ∀(z0, ω0) ∈ B2 ∃k0

1 = (k0
1, 0), ∃m0

2 = (0,m0
2) : k0

1 ≤ n0, m0
2 ≤ n0,

та

max{‖F (k0
1,0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]} ≤

≤ p‖F (k0
1,0)(z0, ω0)‖ (1.7)

max{‖F (0,m0
2)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]} ≤

≤ p‖F (0,m0
2)(z0, ω0)‖ (1.8)
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Локальне поводження максимуму модуля аналiтичної в кулi
вектор-функцiї.
Для аналiтичної в кулi B2 вектор-функцiї F покладемо

M(R, (z0, ω0), F ) = max
{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2((z0, ω0), R)

}
,

де (z0, ω0) ∈ B2, R ∈ R2
+. Тодi

M(R, (z0, ω0), F ) = max
{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2((z0, ω0), R)

}
,

бо максимум модуля для аналiтичної вектор-функцiї в замкненому
полiкрузi D2[(z0, ω0), R] досягається на його кiстяку T2((z0, ω0), R),
позаяк кiстяк є межею Шилова для полiкруга у випадку аналiти-
чних на полiкрузi функцiй зi значеннями в комплекснiй площинi.

Ми доводимо аналоги теореми Фрiке для аналiтичних в кулi B2

вектор-функцiй F : B2 → C2. Вони дають необхiднi i достатнi умови
для обмеженостi L-iндексу в термiнах певного локально правиль-
ного (регулярного) поводження максимуму модуля на полiкрузi.

Теорема 2.6. Нехай L ∈ Q(B2), F : B2 → C2 — аналiтична
вектор-функцiя. Якщо iснують R′, R′′ ∈ R2

+, R
′ < R”,|R < β та

p1 = p1(R′, R′′) ≥ 1 такi, що для кожних (z0, ω0) ∈ B2

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≤ p1M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
(1.9)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Теорема 2.7. Нехай L ∈ Q(B2). Якщо аналiтична в B2 вектор-

функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то для
будь-який R′, R” ∈ R2

+, R′ < R′′, |R′′| ≤ β знайдеться номер
p1 = p1(R′, R′′) ≥ 1 такий, що для кожного (z0, ω0) ∈ B2 правильна
нерiвнiсть (1.9)

Аналог теореми Хеймана для аналiтичної в кулi вектор-функцiї
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
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Наведенi вище теореми критерiального характеру, застосовуєму до
доведення аналогу теореми Хеймана для вектор-функцiй F : B2 →
C2. Теорема показує, що в означеннi обмеженого L -iндексу за су-
купнiстю змiнних можна замiнити оцiнку усiх часткових похiдних
оцiнкою похiдної (p + 1) порядку. Цi критерiї зручнi для дослi-
дження аналiтичних розв’язкiв систем диференцiальних рiвнянь в
частинних похiдних на обмеженiсть їх L -iндексу. Теорема дозво-
ляє оцiнити частковi похiднi вищих порядкiв через частковi похiднi
нижчих порядкiв.

Теорема 2.8. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя
F : B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi
i лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+, та c ∈ R+, такi, що для всiх
(z, ω) ∈ B2

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

: i+j=p+1

}
≤

≤ cmax

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
. (1.10)

Властивостi степеневого розвинення аналiтичних в одиничнiй
кулi вектор-функцiй.

Нехай (z0, ω0) ∈ B2. Запишемо аналiтичну вектор-функцiю F :

B2 → C2 у виглядi степеневого векторнозначного ряду

F (z, w) =

∞∑
k=0

Pk(z − z0, w − w0) =

∞∑
k=0

∑
i+j=k

Bij(z − z0)i(w − w0)j,

(1.11)

де Pk – однорiднi вектор-полiноми степеня k, тобто, двовимiрнi
вектор-функцiї, компоненти яких є однорiдними полiномами сте-
пеня k.
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Полiном (вектор-полiном) Pk0, k0 ∈ Z+, за аналогiєю з однови-
мiрним випадком (див. також [26, 48, 49]) називаємо головним по-
лiномом ряду (1.11) на кiстяку T2((z0, w0), R), якщо для кожного
(z, w) ∈ T2((z0, w0), R) виконується нерiвнiсть

‖
∑
k 6=k0

Pk(z − z0, w − w0)‖ ≤ 1

2
max

{
‖Bi,j‖ri1r

j
2 : i + j = k0

}
.

Теорема 2.14. Нехай L ∈ Q(B2). Якщо аналiтична в B2 вектор-
функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то iснує
p ∈ Z+ таке , що для всiх d ∈

(
0; β√

2

]
знайдеться η(d) ∈ (0; d) таке,

що для кожного (z0, ω0) ∈ B2 та деяких r = r(d, (z0, ω0)) ∈
(
η(d), d

)
i ν0 = ν0(d, (z0, ω0)) ≤ p многочлен Pν0 є головним у рядi (1.11) на
T2
(

(z0, ω0), re
L(z0,ω0)

)
.

Теорема 2.15. Нехай L ∈ Q(B2). Якщо iснують p ∈ Z+,
d ∈ (0; 1], η ∈ (0; d) такi, що для кожного (z0, ω0) ∈ B2, деякого
R = (r1, r2) з rj = rj(d, (z0, ω0)) ∈ (η, d), j ∈ {1, 2} та деякого
ν0 = ν0(d, (z0, ω0)) ≤ p на кiстяку T2

(
(z0, ω0), R

L(z0,ω0)

)
полiном Pν0

є головним полiномом ряду (2.39), то аналiтична вектор-функцiя
F : B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення теорем 2.14 i 2.15 iдейно є подiбними на доведення
вiдповiдних тверджень у статтях [26,48,49].

Крiм наведених вище результатiв, ми також доводимо аналоги
теорем 2.1 i 2.2 (тобто, теореми Фрiке також) для цiлих вектор-
функцiй F : Cn → Cm.



42

РОЗДIЛ 2. АНАЛIТИЧНI ВЕКТОР-ФУНКЦIЇ
ОБМЕЖЕНОГО L-IНДЕКСУ В ОДИНИЧНIЙ

ДВОВИМIРНIЙ КУЛI.

2.1 Основнi позначення i означення

Позначимо R+ = [0; +∞), 0 = (0, 0) ∈ R2
+, 1 = (1, 1) ∈ R2

+,
R = (r1, r2) ∈ R2

+, |(z, ω)| =
√
|z|2 + |ω|2. Для A = (a1, a2) ∈ R2,

B = (b1, b2) ∈ R2, використовуємо формальнi позначення без по-
рушення умов iснування вiдповiдних виразiв: AB = (a1b1, a2b2),
A/B = (a1/b1, a2/b2), AB = (ab11 , a

b2
2 ), а запис A < B означає, що

aj < bj, j ∈ {1, 2}; подiбним чином означається вiдношення A ≤ B.
Для K = (k1, k2) ∈ Z2

+ позначимо K! = k1! ·k2!. Додавання, скаляр-
не множення та спряження визначенi в C2 покомпонентно.

Для a = (a1, a2) ∈ C2, b = (b1, b2) ∈ C2 визначимо 〈a, b〉 =

a1b1 + a2b2, де b1, b2—комплексно спряженi числа до b1, b2.
Полiкруг {(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| < r1, |ω − ω0| < r2} по-

значимо через D2((z0, ω0), R), його кiстяк {(z, ω) ∈ C2 : |z −
z0| = r1, |ω − ω0| = r2} —- через T2((z0, ω0), R), замкнений по-
лiкруг {(z, ω) ∈ C2 : |z − z0| ≤ r1, |ω − ω0| ≤ r2} — через
D2[(z0, ω0), R], D2 = D2(0;1), D = {z ∈ C : |z| < 1}. Вiдкрита
куля {(z, ω) ∈ C2 :

√
|z − z0|2 + |ω − ω0|2 < r} позначається че-

рез B2((z0, ω0), r), ї ї топологiчна межа — це сфера S2((z0, ω0), R) =

{(z, ω) ∈ C2 :
√
|z − z0|2 + |ω − ω0|2 = r}, замкнена куля {z ∈ C2 :√

|z − z0|2 + |ω0 − ω0|2 ≤ r} — через B2[(z0, ω0), R], B2 = B2(0,1),
D = B1 = {z ∈ C : |z| < 1}.

Нехай F (z, ω) = (f1(z, ω), f2(z, ω)) — аналiтична в B2 вектор-
функцiя вiд двох змiнних. Тодi в околi кожної точцi (a, b) ∈ B2

функцiя F (z, ω) допускає двовимiрне розвинення у ряд Тейлора:

F (z, ω) =

∞∑
k=0

∞∑
m=0

Ckm(z − a)k(ω − b)m,
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де

Ckm =
1

k!m!

(
∂k+mf1(z, ω)

∂ωk∂zm
,
∂k+mf2(z, ω)

∂ωk∂zm

) ∣∣∣∣
z=a,ω=b

=
1

k!m!
F (k,m)(a, b).

Нехай L(z, ω) = (l1(z, ω), l2(z, ω)), де lj(z, ω) : B2 → R2
+ — додатна

неперервна функцiя така, що:

∀(z, ω) ∈ B2 : lj(z, ω) >
β

1−
√
|z|2 + |ω|2

, (2.1)

j ∈ {1, 2}, де β >
√

2 — деяка стала.
Твердження 2.1. При R ∈ R2

+, |R| =
√
r2

1 + r2
2 < β , (z0, ω0) ∈ B2

та (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)] маємо, що (z, ω) ∈ B2.
Справдi,

|(z, ω)| ≤ |(z, ω)− (z0, ω0)| + |(z0, ω0)| ≤

≤

√
r2

1

l21(z0, ω0)
+

r2
2

l22(z0, ω0)
+ |(z0, ω0)| <

<
1− |(z0, ω0)|

β

√
r2

1 + r2
2 + |(z0, ω0)| ≤

≤ 1− |(z0, ω0)|
β

β + |(z0, ω0)| = 1.

Норму для вектор-функцiї F : B2 → C2 введемо як sup-норму:

‖F (z, ω)‖ = max{|fj(z, ω)| : 1 ≤ j ≤ 2, F = (f1, f2)}.

Надалi вважатимемо, що ∀i, j ∈ Z+ :

F (i,j)(z, ω); =
∂i+jF (z, ω)

∂ωi∂zj
=

(
∂i+jf1(z, ω)

∂ωi∂zj
,
∂i+jf2(z, ω)

∂ωi∂zj

)T
.

Аналiтична вектор-функцiя F : B2 → C2 називається функцiєю
обмеженого L-iндексу (за сукупнiстю змiнних), якщо iснує n0 ∈ Z+
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таке, що

∀(z, ω) ∈ B2 ∀(i, j) ∈ Z2
+ :

‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!li1(z, ω)lj2(z, ω)

≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k,m ∈ Z+, k + m ≤ n0

}
. (2.2)

Найменше цiле таке число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю
змiнних вектор-функцiї F та позначається нами через N(F,L,B2).

Приклад 2.1. Функцiя

f (z, ω) = exp

{
1

(1/
√

2− z)(1/
√

2− ω)

}
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних

N(F,L,D2((0, 0), R)) = 0

в бiкрузi D2((0, 0), R)) з R = (1/
√

2, 1/
√

2) i

L(z, ω) =

(
1

(1/
√

2− |z|)2(1/
√

2− |ω|)
,

1

(1/
√

2− |z|)(1/
√

2− |ω|)2

)
.

Але |R| = 1, тому вектор-функцiя F (z, ω) = (f (z, ω), 1) має такий
самий обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних N(F,L,B2) = 0

у вiдкритiй кулi B2.

Через Q(B2) позначимо клас функцiй L : B2 → R2
+, якi задо-

вольняють нерiвнiсть (2.1) та для довiльних j ∈ {1, 2} та деякого
R = (r1, r2), |R| ≤ β :

∀R ∈ R2
+, |R| ≤ β, j ∈ {1, 2} :

0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞

де

λ1,j(R, S) :=
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= inf
(z0,ω0)∈B2

inf

{
lj(z, ω)

lj(z0, ω0)
: (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
, (2.3)

λ2,j(R, S) :=

= sup
(z0,ω0)∈B2

sup

{
lj(z, ω)

lj(z0, ω0)
: (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
. (2.4)

Зауваження 2.1. Зауважимо, що

λ1,j(R) ≤ 1 ≤ λ2,j(R) (l ∈ {1, 2}).
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2.2 Локальне поводження похiдних аналiтичних вектор-
функцiй вiд двох змiнних в одиничнiй кулi.

Наступна теорема є базовою в теорiї функцiй обмеженого iнде-
ксу. Наше доведення аналогiчне до доведення вiдповiдної теоре-
ми [26] для аналiтичних функцiй з Bn в C. Для функцiй з iнших
класiв це доведено в [20,22,35,46,56,63,66].

Теорема 2.1. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя F :

B2 → C2 має обмежений L-iндекс тодi й тiльки тодi, якщо для
кожного R ∈ R2, |R| ≤ β знайдуться n0 ∈ Z+, p > 0 такi, що для
всiх (z0, ω0) ∈ B2 iснує пара (k0,m0) ∈ Z2

+, k0 + m0 ≤ n0, для якої
виконується нерiвнiсть

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
:

k + m ≤ n0, (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
≤

≤ p0
‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖

k0!m0!lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
. (2.5)

Доведення. Нехай F—аналiтична вектор-функцiя вiд двох змiнних
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, тобто,

N = N(F,L,B2) <∞.

Для кожного R ∈ R2
+, |R| < β означимо

q = q(R) :=
[
2(N + 1)(r1 + r2)

2∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N+1
]

+ 1,

де через [x] позначаємо цiлу частину дiйсного числа x.
Для p ∈ {0, ..., q} та (z0, ω0) ∈ B2 позначимо:

Sp((z0, ω0), R) = max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ N,
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(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

pR

qL(z0, ω0)

]}
,

S∗p((z0, ω0), R) = max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)
: k + m ≤ N,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

pR

qL(z0, ω0)

]}
.

Запишемо

Sp((z0, ω0), R)=max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k+m≤N,

(z, ω)∈D2
[
(z0, ω0),

pR

qL(z0, ω0)

]}
=

= max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)
· l
k
1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ N,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

pR

qL(z0, ω0)

]
.

}
Звiдси, за означенням λ1,j(R) (2.3) з огляду на включення
D2
[
(z0, ω0), pR

qL(z0,ω0)

]
⊂ D2

[
(z0, ω0), R

L(z0,ω0)

]
послiдовно отримаємо

Sp((z0, ω0), R) ≤ S∗p((z0, ω0), R) max

{
lk1(z0, ω0), lm2 (z0, ω0)

lk1(z, ω), lm2 (z, ω)
:

k + m ≤ N, (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

pR

qL(z0, ω0)

]}
≤

≤ S∗p((z0, ω0), R) max
{

(λ1,1(R))−k(λ1,2(R))−m : k + m ≤ N
}
≤

≤ S∗p((z0, ω0), R)(λ1,1(R))−N(λ1,2(R))−N ≤

≤ S∗p((z0, ω0), R)

2∏
j=1

(λ1,j(R))−N . (2.6)

Подiбно, за означенням λ2,j(R) (2.4) послiдовно виводимо

S∗p((z0, ω0), R) =max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
· lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)
:
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k + m ≤ N, (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

(pr1, pr2)

qL(z0, ω0)

]}
≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
(λ2,1(R))k(λ2,2(R))m : k + m ≤ N,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

(pr1, pr2)

qL(z0, ω0)

]}
≤

≤ Sp((z0, ω0), R)(λ2,1(R))N(λ2,2(R))N ≤

≤ Sp((z0, ω0), R)

2∏
j=1

(λ1,j(R))N . (2.7)

Виберемо (kp,mp) ∈ Z2
+, kp + mp ≤ N та (zp, ωp) ∈

D2
[
(z0, ω0), pR

qL(z0,ω0)

]
так, щоб

S∗p((z0, ω0), R) =
‖F (kp,mp)(zp, ωp)‖

kp!mp!l
kp
1 (z0, ω0)l

mp
2 (z0, ω0)

. (2.8)

За принципом максимуму модуля для аналiтичних вектор-функцiй,
максимум норми досягається на кiстяку бiкруга, тобто,

(zp, ωp) ∈ T2

(
(z0, ω0),

pR

qL(z0, ω0)

)
,

Тому, зокрема, (zp, ωp) 6= (z0, ω0). Нехай

z̃p = z0 +
p− 1

p
(zp − z0) ,

ω̃p = ω0 +
p− 1

p
(ωp − ω0) .

Тодi нескладнi викладки дають, що

|z̃p − z0| =
p− 1

p
|zp − z0| =

p− 1

p

pr1

ql1(z0, ω0)
, (2.9)

|z̃p − zp| = |z0 +
p− 1

p
(zp − z0)− zp| =

=
1

p
|z0 − zp| =

r1

ql1(z0, ω0)
; (2.10)
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|ω̃p − ω0| =
p− 1

p
|ωp − ω0| =

p− 1

p

pr2

ql2(z0, ω0)
, (2.11)

|ω̃p − ωp| = |ω0 +
p− 1

p
(ωp − ω0)− ωp| =

=
1

p
|ω0 − ωp| =

r2

ql2(z0, ω0)
. (2.12)

Тобто, отримуємо, що

(z̃p, ω̃p) ∈ D2
[
(z0, ω0),

(p− 1)R

q(R)L(z0, ω0)

]
,

а також

S∗p−1((z0, ω0), R) ≥ ‖F (kp,mp)(z̃p, ω̃p)‖
kp!mp!l

kp
1 (z0, ω0)l

mp
2 (z0, ω0)

.

Звiдси, застосовуючи рiвнiсть (2.8), отримуємо, що

0 ≤ S∗p((z0, ω0), R)− S∗p−1((z0, ω0), R) ≤

≤ ‖F
(kp,mp)(zp, ωp)‖ − ‖F (kp,mp)(z̃p, ω̃p)‖
kp!mp!l

kp
1 (z0, ω0)l

mp
2 (z0, ω0)

=
1

kp!mp!l
kp
1 (z0, ω0)l

mp
2 (z0, ω0)

×

×
1∫

0

d

dt
‖F (kp,mp)(z̃p + t(zp − z̃p), ω̃p + t(ωp − ω̃p))‖dt.

Але,
1∫

0

d

dt
‖F (kp,mp)(z̃p + t(zp − z̃p), ω̃p + t(ωp − ω̃p))‖dt ≤

≤
1∫

0

(
|z(p) − z̃p|‖F (kp+1,mp)(z̃p + t(zp − z̃p), ω̃p + t(ωp − ω̃p))‖+

+|ω(p) − ω̃p|‖F (kp,mp+1)(z̃p + t(zp − z̃p), ω̃p + t(ωp − ω̃p))‖
)
dt.

Тому,

0 ≤ S∗p((z0, ω0), R)− S∗p−1((z0, ω0), R) ≤
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≤ 1

kp!mp!l
kp
1 (z0, ω0)l

mp
2 (z0, ω0)

×

×
1∫

0

(
|z(p) − z̃p|‖F (kp+1,mp)(z̃p + t(zp − z̃p), ω̃p + t(ωp − ω̃p))‖+

+|ω(p) − ω̃p|‖F (kp,mp+1)(z̃p + t(zp − z̃p), ω̃p + t(ωp − ω̃p))‖
)
dt, (2.13)

де 0 ≤ t∗ ≤ 1, (z̃p+t∗(zp−z̃p), ω̃p+t∗(ωp−ω̃p)) ∈ D2
[
(z0, ω0), pR

qL(z0,ω0)

]
.

Використовуючи тепер означення λ2,1(R), λ2,1(R) i те, що λ1,j(R) ≤
1 ≤ λ2,j(R) (j ∈ {1, 2}), для (z, ω) ∈ D2

(
(z0, ω0), pR

qL(z0,ω0)

)
та

(j1, j2) ∈ Z2
+: j1 + j2 ≤ N + 1 послiдовно отримаємо

‖F (j1,j2)(z, ω)‖
j1!j2!lj11 (z0, ω0)lj22 (z0, ω0)

=

=
‖F (j1,j2)(z, ω)‖

j1!j2!lj11 (z0, ω0)lj22 (z0, ω0)
· l
j1
1 (z, ω)lj22 (z, ω)

lj11 (z, ω)lj22 (z, ω)
≤

≤ ‖F (j1,j2)(z, ω)‖
j1!j2!lj11 (z, ω)lj22 (z, ω)

×

×max

{
lj11 (z, ω)

lj11 (z0, ω0)
· l

j2
2 (z, ω)

lj22 (z0, ω0)
: j1 + j2 ≤ N + 1

}
≤

≤max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k+m≤N

}
×

×
(
λ2,1

(pR
q

))N+1 ·
(
λ2,2

(pR
q

))N+1
.

Оскiльки за монотоннiстю λ2,j

(
pR
q

)
≤ λ2,j(R), то

‖F (j1,j2)(z, ω)‖
j1!j2!lj11 (z0, ω0)lj22 (z0, ω0)

≤

≤ (λ2,1(R), λ2,2(R))N+1 ·max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ N

}
=

= (λ2,1(R)λ2,2(R))N+1 · Sp((z0, ω0), R).
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Звiдси, за нерiвнiстю (2.6)

‖F (j1,j2)(z, ω)‖
j1!j2!lj11 (z0, ω0)lj22 (z0, ω0)

≤

≤ (λ2,1(R)λ2,2(R))N+1 · S∗p((z0, ω0), R) · (λ1,1(R), λ1,2(R))−N .

Тепер зi спiввiдношень (2.13), (2.10) та (2.12) маємо

0 ≤ S∗p((z0, ω0), R)− S∗p−1((z0, ω0), R) ≤

≤
2∏
j=1

(λ2,j(R))N+1λ1,j(R))−NS∗p((z0, ω0), R)×

×
(

(k(p) + 1)(l1(z0, ω0))|z(p)
j − z̃

(p)
j |+

+(m(p) + 1)(l2(z0, ω0))|ω(p)
j − ω̃

(p)
j |
)

=

=

2∏
j=1

(λ2,j(R))N+1(λ1,j(R))−N
S∗p((z0, ω0), R)

q(R)
×

×
(

(kp + 1)r1 + (mp + 1)r2

)
≤

≤
2∏
j=1

(λ2,j(R))N+1λ1,j(R))−N
S∗p((z0, ω0), R)

q(R)
(N + 1)(r1 + r2),

звiдки за вибором q(R), отримуємо, що

0 ≤ S∗p((z0, ω0), R)− S∗p−1((z0, ω0), R) ≤

≤ 1

2
S∗p((z0, ω0), R).

Звiдси
S∗p((z0, ω0), R) ≤ 2S∗p−1((z0, ω0), R),

що разом з нерiвностями (2.6) i (2.7) дає

Sp((z0, ω0), R) ≤ 2

2∏
j=1

(λ1,j(R))−NS∗p−1((z0, ω0), R) ≤
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≤ 2

2∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))NSp−1((z0, ω0), R).

Отже, застосовуючи цю нерiвнiсть q разiв, послiдовно отримуємо

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k+m≤N,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

R

L(z0, ω0)

]}
=

= max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k+m≤N,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0),

qR

qL(z0, ω0)

]}
= Sq((z0, ω0), R) ≤

≤ 2

2∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))NSq−1((z0, ω0), R) ≤ . . .

. . . ≤ 2

2∏
j=1

((λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N)qS0((z0, ω0), R) =

= 2

2∏
j=1

((λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N)q×

×max

{
‖F (k,m)(z0, ω0)‖

k!m!lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)
: k+m≤N

}
. (2.14)

З (2.14) тепер остаточно одержуємо нерiвнiсть (2.5) при

p0 = 2

2∏
j=1

((λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N)q

та деяких k0, m0, таких що k0 + m0 ≤ N . Необхiднiсть умови (2.5)
доведено.

Доведемо достатнiсть умови (2.5). Припустимо, для для ко-
жного R ∈ R2

+, |R| ≤ β, iснують n0 ∈ Z+, p0 > 1, такi, що для всiх
(z0, ω0) ∈ B2

+ та деяких (k0,m0) ∈ Z2
+, (k0 + m0 ≤ n0), виконується
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нерiвнiсть (2.5).
Запишемо iнтегральну формулу Кошi у наступному виглядi

(∀(z0, ω0) ∈ B2)(∀(k,m) ∈ Z2
+)(∀(s, y) ∈ Z2

+) :
F (k+s,m+y)(z0, ω0)

s!y!
=

=
1

(2πi)2

∫
T2
(

(z0,ω0), R
L(z0,ω0)

) F (k,m)(z, ω)

(z − z0)s+1(ω − ω0)y+1
dzdω.

Застосовуючи нерiвнiсть (2.5), а також означення λ2,j(R), отрима-
ємо

‖F (k+s,m+y)(z0, ω0)‖
s!y!

≤

≤ 1

(2π)2

∫
T2
(

(z0,ω0), R
L(z0,ω0)

) ‖F (k,m)(z, ω)‖
|z − z0|s+1|ω − ω0|y+1

|dz‖dω| ≤

≤
∫
T2((z0,ω0), R

L(z0,ω0)
)

‖F (k,m)(z, ω)‖l
s+1
1 (z0, ω0)ly+1

2 (z0, ω0)

(2π)2rs+1
1 ry+1

2

|dz‖dω| ≤

≤
∫
T2((z0,ω0), R

L(z0,ω0)
)

‖F (k,m)(z0, ω0)‖
k!m!p0(λk2,1(R), λm2,2(R))

(2π)2k0!m0!rs+1
1 ry+1

2

×

×l
s+k+1
1 (z0, ω0)ly+m+1

2 (z0, ω0)

lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
|dz‖dω| =

= ‖F (k,m)(z0, ω0)‖
k!m!p0(λk2,1(R), λm2,2(R))ls+k1 (z0, ω0)ly+m

2 (z0, ω0)

k0!m0!rsrylk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
=

= ‖F (k,m)(z0, ω0)‖
k!m!p0

∏2
j=1 λ

n0
2,j(R)ls+k1 (z0, ω0)ly+m

2 (z0, ω0)

k0!m0!rsrylk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
.

Звiдси випливає,що

‖F (k+s,m+y)(z0, ω0)‖
(k + s)!(m + y)!lk+s

1 (z0, ω0)lm+y
2 (z0, ω0)

≤

≤
∏2

j=1 λ
n0
2,j(R)k!m!p0‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖

rs1r
y
2(k + s)!(m + y)!k0!m0!lk0

1 (z0, ω0)lm0
2 (z0, ω0)

. (2.15)
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Зрозумiло, що

k!s!

(k + s)!
=

s!

(k + 1) · ... · (k + s)
≤ 1,

m!y!

(m + y)!
=

y!

(m + 1) · ... · (m + y)
≤ 1.

Виберемо rj ∈ (1, β/
√

2], j ∈ {1, 2}. За вибором |R| =
√
r1

2 + r2
2 ≤

β, тому,
p0(λk2,1(R) · λm2,2(R))

rs1r
y
2

→ 0 (s + y →∞)

при k + m ≤ n0. Звiдси випливає, що iснує s0 таке, що для всiх
(s, y) ∈ Z2

+ при s + y ≥ s0 виконується нерiвнiсть

p0k!m!s!y![λk2,1(R), λm2,2(R)]

(k + s)!(m + y)!rs1r
y
2

=
p0k!m!s!y!

∏2
j=1 λ

n0
2,j(R)

(k + s)!(m + y)!rs1r
y
2

≤ 1.

З нерiвностi (2.15) тепер отримуємо

‖F (k+s,m+y)(z0, ω0)‖
(k + s)!(m + y)!lk+s

1 (z0, ω0)lm+y
2 (z0, ω0)

≤ ‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
k0!m0!lk0

1 (z0, ω0)lm0
2 (z0, ω0)

.

Зробивши замiну параметрiв, твердження про останню нерiвнiсть
можна переписати у такому виглядi

∀(j1, j2) ∈ Z2
+ :

‖F (j1,j2)(z0, ω0)‖
j1!j2!lj11 (z0, ω0)lj22 (z0, ω0)

≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z0, ω0)‖

k!m!lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)
: k+m≤s0+n0

}
,

де s0 та n0 незалежнi вiд (z0, ω0). Останнє означає, що аналiтична в
B2 вектор-функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiн-
них з N(F,L,B2) ≤ s0 + n0.

Наступний наслiдок 2.1 вказує на те, що замiсть sup-норми

‖F (z, ω)‖ = max
1≤j≤2

{|fj(z, ω)|}
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можна розглядати евклiдову норму

‖F (z, ω)‖E := ‖F (z, ω)‖C2 =
√
|f1(z, ω)|2 + |f2(z, ω)|2.

Властивiсть вектор-функцiї мати обмежений L-iндекс за сукупнi-
стю змiнних зберiгається i при замiнi однiєї норми на iншу.

З теореми 2.1 отримуємо такий наслiдок.
Наслiдок 2.1. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя F :

B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних за sup-
нормою тодi й тiльки тодi, коли вона має обмежений L-iндекс за
евклiдовою нормою.

Доведення. Зрозумiло, що для будь-яких (k, s) ∈ Z2
+ та будь-яких

(z, ω) ∈ B2 справджується

‖F (k,s)(z, ω)‖ ≤ ‖F (k,s)(z, ω)‖E ≤
√

2‖F (k,s)(z, ω)‖.

Враховуючи наведену подвiйну нерiвнiсть та повторивши доведен-
ня теореми 2.1 для евклiдової норми, можна переконатися у рiвно-
сильностi обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних за кожною
з цих норм.

Надалi користуватимемося sup-нормою.
Доведемо наступне твердження, яке в класi вектор-функцiй аналi-
тичних в одиничнiй кулi є аналогом теореми, доведеної у статтi [64]
для цiлих кривих вiд однiєї комплексної змiнної.
Твердження 2.2. Нехай L-додатна неперервна функцiя в B2, що
задовольняє умову (2.1) i кожна з компонент fs, аналiтичної
вектор-функцiї F : B2 → C2, має обмежений L-iндекс за суку-
пнiстю змiнних. Тодi F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних за sup-нормою з N(F,L) ≤ max{N(ls, fs) : 1 ≤ s ≤ 2},
а також F має обмежений L∗-iндекс за евклiдовою нормою з
L∗(z, ω) ≥

√
2L(z, ω) i N(F,L∗) ≤ max{N(ls, fs) : 1 ≤ s ≤ 2}.
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Доведення. Для довiльних i + j ≥ N = max{N(L, fs) : 1 ≤ s ≤ 2}
маємо

‖F (i,j)(z, w)‖
i!j!li1(z, w)lj2(z, w)

=
max{|f (i,j)

1 (z, w)|, |f (i,j)
2 (z, w)|}

i!j!li1(z, w)lj2(z, w)
≤

≤max

{
‖f (k,m)

s (z, w)‖
k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)

: k+m≤N, 1 ≤ s ≤ 2

}
≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z, w)‖

k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)
: k + m ≤ N

}
,

тобто N(F,L) ≥ N = max{N(L, fs) : 1 ≤ s ≤ 2}.
Також

‖F (i,j)(z, w)‖E
i!j!li1(z, w)lj2(z, w)

=

√∑2
s=1 |f

(i,j)
s (z, w)|2

i!j!li1(z, w)lj2(z, w)
≤

≤

√√√√ 2∑
s=1

(
max

{
‖f (k,m)

s (z, w)‖
k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)

: k+m≤N

})2

≤

≤
√

2 max

{
‖f (k,m)

s (z, w)‖
k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)

: k+m≤N, 1 ≤ s ≤ 2

}
≤

≤
√

2 max

{
‖F (k,m)(z, w)‖

k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)
: k + m ≤ N

}
,

i тому для i + j ≥ N + 1

‖F (i,j)(z, w)‖E
i!j!li1(z, w)lj2(z, w)

≤ 1
√

2
N+1

‖F (i,j)(z, w)‖
i!j!li1(z, w)lj2(z, w)

≤

≤ 1
√

2
N

max

{
‖F (k,m)(z, w)‖

k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)
: k + m ≤ N

}
≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z, w)‖

k!m!lk1(z, w)lm2 (z, w)
: k + m ≤ N

}
,

тобто N(F,L∗) ≤ max{N(ls, fs) : 1 ≤ s ≤ 2}.
Твердження доведено.
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Теорема 2.2. Нехай L ∈ Q(B2). Для того, щоб аналiтична в B2

вектор-функцiя F мала обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних
необхiдно, щоб для кожного R ∈ R2

+, |R| ≤ β знайшлися n0 ∈ Z+,
p ≥ 1 такi, що для всiх (z0, ω0) ∈ B2 iснує пара (k0,m0) ∈ Z2

+,
k0 + m0 ≤ n0 та

max{‖F (k0,m0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]}≤
≤ p‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖ (2.16)

i досить, щоб для кожного R ∈ R2
+, |R| ≤ β знайшлися n0 ∈ Z+,

p ≥ 1 ∀(z0, ω0) ∈ B2 ∃k0
1 = (k0

1, 0), ∃m0
2 = (0,m0

2) : k0
1 ≤ n0, m0

2 ≤ n0,
та

max{‖F (k0
1,0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]} ≤

≤ p‖F (k0
1,0)(z0, ω0)‖, (2.17)

max{‖F (0,m0
2)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]} ≤

≤ p‖F (0,m0
2)(z0, ω0)‖. (2.18)

Доведення. У доведеннi теореми 2.1 встановлено, що нерiвнiсть
(2.5) правильна для деякої пари (k0,m0). Тобто, маємо:

p0

k0!m0!

‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
≥

≥ max

{
‖F (k0,m0)(z, ω)‖

k0!m0!lk0
1 (z, ω)lm0

2 (z, ω)
:

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
=

= max

{
‖F (k0,m0)(z, ω)‖

k0!m0!

lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)lk0
1 (z, ω)lm0

2 (z, ω)
:

(z, ω) ∈ D2[(z0, ω0), R/L(z0, ω0)]

}
≥

≥ max

{
‖F (k0,m0)(z, ω)‖

k0!m0!

∏2
j=1(λ2,j(R))−n0

lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
:
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(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
.

При цьому ми також знову скористалиcя означенням λ2,j(R). З цiєї
нерiвностi випливає, що

p0(λ2,1(R))n0(λ2,2(R))n0

k0!m0!
· ‖F

(k0,m0)(z0, ω0)‖
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
≥

≥ max

{
‖F (k0,m0)(z, ω)‖

k0!m0!lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
:

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
. (2.19)

Тодi з (2.19) отримуємо (2.16) при p = p0(λ2,1(R))n0(λ2,2(R))n0. Звiд-
си отримуємо необхiднiсть умови (2.16).

Доведемо достатнiсть умов (2.17) та (2.18).
Припустимо, що для кожного R ∈ R2

+, |R| ≤ β знайдуться n0 ∈
Z+, p ≥ 1 такi, що ∀(z0, ω0) ∈ B2 та деяких k0

1 ∈ Z2
+, m0

2 ∈ Z2
+ при

k0
1 ≤ n0, m0

2 ≤ n0 виконуються нерiвностi (2.17) i (2.18).
Двiчi запишемо (∀(z0, ω0) ∈ B2) (∀(s, y) ∈ Z2

+) iнтегральну фор-
мулу Кошi:

F (k0
1+s,y)(z0, ω0)

s!y!
=

1

(2πi)2

∫
T2((z0,ω0),R/L(z0,ω0))

F (k0
1,0)(z, ω)dzdω

(z − z0)s+1(ω − ω0)y+1
,

F (s,m0
2+y)(z0, ω0)

s!y!
=

1

(2πi)2

∫
T2((z0,ω0),R/L(z0,ω0))

F (0,m0
2)(z, ω)dzdω

(z − z0)s+1(ω − ω0)y+1
.

Звiдси отримуємо, що

‖F (k0
1+s,y)(z0, ω0)‖
s!y!

≤

≤ 1

(2π)2

∫
T2((z0,ω0),R/L(z0,ω0))

‖F (k0
1,0)(z, ω)‖

|z−z0|s+1|ω−ω0|y+1
|dz||dω|≤
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≤ 1

(2π)2
max

{
‖F (k0

1,0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
×

×l
s+1
1 (z0, ω0)ly+1

2 (z0, ω0)

rs+1
1 ry+1

2

∫
T2((z0,ω0),R/L(z0,ω0))

|dz||dω| =

=max
{
‖F (k0

1,0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
×

×l
s
1(z0, ω0)ly2(z0, ω0)

rs1r
y
2

,

а також

‖F (s,m0
2+y)(z0, ω0)‖
s!y!

≤

≤ 1

(2π)2

∫
T2((z0,ω0),R/L(z0,ω0))

‖F (0,m0
2)(z, ω)‖

|z − z0|s+1|ω−ω0|y+1
|dz||dω|≤

≤ 1

(2π)2
max

{
‖F (0,m0

2)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
×

×l
s+1
1 (z0, ω0)ly+1

2 (z0, ω0)

rs+1
1 ry+1

2

∫
T2((z0,ω0),R/L(z0,ω0))

|dz||dω| =

=max
{
‖F (0,m2

2)(z, ω)‖ : (z, ω)∈D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
×

×l
s
1(z0, ω0)ly2(z0, ω0)

rs1r
y
2

.

Вiзьмемо R =
(

β√
2
, β√

2

)
та застосуємо нерiвностi (2.17) i (2.18) до

двох попереднiх нерiвностей

‖F (k0
1+s,y)(z0, ω0)‖
s!y!

≤ ls1(z0, ω0)ly2(z0, ω0)

(β/
√

2)
s+y ×

×max
{
‖F (k0

1,0)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
≤

≤ pls1(z0, ω0)ly2(z0, ω0)

(β/
√

2)
s+y ‖F (k0

1,0)(z0, ω0)‖, (2.20)
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‖F (s,m0
2+y)(z0, ω0)‖
s!y!

≤ ls1(z0, ω0)ly2(z0, ω0)

(β/
√

2)
s+y ×

×max
{
‖F (0,m0

2)(z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
≤

≤ pls1(z0, ω0)ly2(z0, ω0)

(β/
√

2)
s+y ‖F (0,m0

2)(z0, ω0)‖. (2.21)

Виберемо s, y ∈ Z2
+ такими, що s + y ≥ s0, де s0 вибирається з

умови
p

(β/
√

2)s0
≤ 1.

З нерiвностей (2.20) i (2.21) при k0
1 ≤ n0, m0

2 ≤ n0 отримуємо

‖F (k0
1+s,y)(z0, ω0)‖

l
k0

1+s
1 (z0, ω0)ly2(z0, ω0)(k0

1 + s)!y!
≤ p

(β/
√

2)s+y
· s!y!k0

1!

(s + k0
1)!y!
×

×‖F
(k0

1,0)(z0, ω0)‖

l
k0

1
1 (z0, ω0)k0

1!
≤ ‖F

(k0
1,0)(z0, ω0)‖

l
k0

1
1 (z0, ω0)k0

1!
,

‖F (s,m0
2+y)(z0, ω0)‖

ls1(z0, ω0)l
m0

2+y
2 (z0, ω0)s!(m0

2 + y)!
≤ p

(β/
√

2)s+y
· s!y!m0

2!

s!(m0
2 + y)!

×

×‖F
(0,m0

2)(z0, ω0)‖

l
m0

2
2 (z0, ω0)m0

2!
≤ ‖F

(0,m0
2)(z0, ω0)‖

l
m0

2
2 (z0, ω0)m0

2!
.

Отже, вектор-функцiя F має обмежений L iндекс

N(F,L,B2) ≤ n0 + s0.

Теорему доведено повнiстю.

Теорема 2.3. Нехай L1 ∈ Q(B2), L2 ∈ Q(B2) i для кожної точки
(z, ω) ∈ B2 виконується нерiвнiсть

L1(z, ω) ≤ L2(z, ω).

Якщо аналiтична в B2 вектор-функцiя F має обмежений L1-iндекс
за сукупнiстю змiнних, то F є вектор-функцiєю обмеженого L2-
iндексу за сукупнiстю змiнних та

N(F,L2,B2) ≤ 2N(F,L1,B2).
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Доведення. Нехай N(F,L1,B2) = n0. За означенням обмеженого
L1-iндексу за сукупнiстю змiнних аналiтичної вектор-функцiї F ма-
ємо

‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!Li,j2 (z, ω)

=
‖F (i,j)(z, ω)‖

i!j!li2,1(z, ω)lj2,2(z, ω)
=

=
li1,1(z, ω)lj1,2(z, ω)

li2,1(z, ω)lj2,2(z, ω)
· ‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!li1,1(z, ω)lj1,2(z, ω)

≤

≤
li1,1(z, ω)lj1,2(z, ω)

li2,1(z, ω)lj2,2(z, ω)
max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1,1(z, ω)lm1,2(z, ω)
:

(k,m)∈Z2
+, k+m≤n0

}
≤

≤
li1,1(z, ω)lj1,2(z, ω)

li2,1(z, ω)lj2,2(z, ω)
max

{
lk2,1(z, ω)lm2,2(z, ω)

lk1,1(z, ω)lm1,2(z, ω)

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk2,1(z, ω)lm2,2(z, ω)

:

(k,m) ∈ Z2
+, k + m ≤ n0

}
≤

≤ max
k+m≤n0

{(
l1,1(z, ω)

l2,1(z, ω)

)i−k
·
(
l1,2(z, ω)

l2,2(z, ω)

)j−m}
×

×max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk2,1(z, ω)lm2,2(z, ω)
: (k,m) ∈ Z2

+, k + m ≤ n0

}
.

За умовою L1(z, ω) ≤ L2(z, ω), тому для всiх i + j ≥ 2n0 маємо

‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!li2,1(z, ω)lj2,2(z, ω)

≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk2,1(z, ω)lm2,2(z, ω)
: (k,m) ∈ Z2

+, k + m ≤ n0

}
.

Отже, вектор-функцiя F має обмежений L2-iндекс за сукупнiстю
змiнних та

N(F,L2,B2) ≤ 2N(F,L1,B2).
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Запис L � L̃ означає, що iснують θ1 ∈ R+, θ2 ∈ R+ такi, що
∀z ∈ B2 та j ∈ {1, 2}

θ1l̃j(z) ≤ lj(z) ≤ θ2l̃j(z),

де L(z) = (l1(z), l2(z)), L̃(z) = (l̃1(z), l̃2(z)). Позначимо Θ = (θ1, θ2).

Теорема 2.4. Нехай L ∈ Q(B2), L � L̃, а стала β = β(Θ) > 1 така,
що нерiвнiсть (2.1) виконується як для L, та i для L̃ . Аналiти-
чна в B2 вектор-функцiя F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю
змiнних тодi й тiльки тодi, якщо вона має обмежений L-iндекс за
сукупнiстю змiнних.

Доведення. Спершу зауважимо, що елементарнi викладки у випад-
ку L � L̃ дають, що L ∈ Q(B2)⇐⇒ L̃ ∈ Q(B2).

Нехай N(F, L̃,B2) = ñ0 < +∞. Тодi за теоремою 2.1 для кожно-
го R̃ = (r̃1, r̃2) ∈ R2

+, |R| ≤ β знайдеться p̃ ≥ 1 таке, що для всiх
(z0, ω0) ∈ B2 та деякої пари (k0,m0) при k0+m0 ≤ ñ0 справджується
нерiвнiсть (2.5) з L̃ та R̃ замiсть L та R вiдповiдно. Звiдси

p̃

k0!m0!

‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
=

p̃

k0!m0!

θk0+m0
2

θk0+m0
2

‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
≥

≥ p̃

k0!m0!

‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖

θk0+m0
2 l̃1

k0
(z0, ω0)l̃2

m0
(z0, ω0)

≥

≥ 1

θk0+m0
2

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!l̃1
k0

(z, ω)l̃2
m0

(z, ω)
:

k + m ≤ ñ0, (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z, ω)

]}
≥

≥ 1

θk0+m0
2

max

{
θk+m

1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)l2

m(z, ω)
:

k + m ≤ ñ0, (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), θ1R̃/L(z, ω)

]}
≥

≥ min{1, θn0
1 }

max{1, θn0
2 }

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z,ω)l2
m(z,ω)

:
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k+m≤ ñ0, (z, ω)∈D2
[
(z0, ω0), θ1R̃/L̃(z, ω)

]}
.

З огляду на теорему 2.1 отримуємо, що вектор-функцiя F має обме-
жений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Теорема 2.5. Нехай L ∈ Q(B2), β > 2. Аналiтична в B2 вектор-
функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi й
тiльки тодi, коли iснують R ∈ R2

+, |R| ≤ β, n0 ∈ Z2
+ та p0 > 0 такi,

що для всiх (z0, ω0) ∈ B2 та для деякої пари (k0,m0) ∈ Z2
+ такої, що

k0 + m0 ≤ n0, виконується нерiвнiсть (2.5).

Доведення. Необхiднiсть випливає з необхiдностi у теоремi 2.1.
Доведемо достатнiсть.
Нехай L∗(z, ω) = R0L(z,ω)

R , тобто

L∗ = (l∗1, l
∗
2), l∗1(z, ω) =

r0
1l1(z, ω)

r1
, l∗2(z, ω) =

r0
2l2(z, ω)

r2
,

R0 = (r0
1, r

0
2) =

(
β√
2
, β√

2

)
. У загальному випадку з того, що не-

рiвнiсть (2.5) для F i L виконується, при R = (r1, r2) такому, що
|R| ≤ β, R1 6= R0 отримуємо

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!(l∗1(z, ω))k(l∗2(z, ω))m
: k + m ≤ n0,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L∗(z, ω)

]}
=

= max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!(r0
1l1(z, ω)/r1)k(r0

2l2(z, ω)/r2)m
:

k + m ≤ n0, (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/R0L(z, ω)/R

]}
≤

≤ max

{
2
k+m

2 ‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ n0,

(z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), R/L(z0, ω0)

]}
≤

≤ p0

k0!m0!

2n0/2‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
=

2n0/2(β/
√

2)k0+m0

rk0
1 r

m0
2 k0!m0!

×
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× ‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
(r0

1l1(z, ω)/r1)k0(r0
2l2(z, ω)/r2)m0

≤

≤ 2
n0
2 p0 max

{
(β/
√

2)k0+m0

rk0
1 r

m0
2

: k0 + m0 ≤ n0

}
×

× ‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖
k0!m0!(l∗1(z, ω))k0(l∗2(z, ω))m0

.

Отже, нерiвнiсть (2.5) виконується для F , L∗ та R0 =

(β/
√

2, β/
√

2). Як i вище, застосуємо теорему 2.1 до функцiї F (z, ω)

з L∗(z, ω) = R0L(z, ω)/R. За теоремою 2.1 F є аналiтичною вектор-
функцiєю обмеженого L∗-iндексу за сукупнiстю змiнних. Звiдки,
за теоремою 2.4, аналiтична вектор-функцiя F має обмежений L-
iндекс за сукупнiстю змiнних.
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2.3 Локальне поводження максимуму модуля аналiтичної
в кулi вектор-функцiї.

Для аналiтичної в кулi B2 вектор-функцiї F покладемо

M(R, (z0, ω0), F ) = max
{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ D2((z0, ω0), R)

}
,

де (z0, ω0) ∈ B2, R ∈ R2
+. Тодi

M(R, (z0, ω0), F ) = max
{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2((z0, ω0), R)

}
,

бо максимум модуля для кожної аналiтичної вектор-функцiї в за-
мкненому полiкрузi досягається на його кiстяку. А, отже, те ж саме
залишається правильним для максимума ‖F‖.
Справдi, зауважимо спочатку, що для аналiтичних функцiй
F : Cp → C кiстяк полiкруга є його межею Шилова, тобто, ма-
ксимум її модуля досягається на кiстяку. Тодi, мiркуючи вiд супро-
тивного припустимо, що (∀(z, ω) ∈ T2((z0, ω0), R)) :

‖F (z, ω)‖ < M(R, (z0, ω0), F ).

Але,

M(R, (z0, ω0), F ) = |fj(R)(z
∗, ω∗)| ≤M(R, (z0, ω0), fj(R))

для деякого j(R) ∈ {1, 2}, а також ‖F (z∗, ω∗)‖ ≥ |fj(R)(z
∗, ω∗)|,

тобто, всупереч тому, що кiстяк полiкруга є його межею Шилова,
отримуємо, що для функцiї fj(R) такого бути не може. Отримана
суперечнiсть доводить бажаний факт.

Метою цього пiдроздiлу є доведення аналогу однiєї теореми
У.Хеймана. Ця теорема, отримана В.Хейманом [13] для цiлих фун-
кцiй обмеженого iндексу вiд однiєї змiнної, у застосуваннях теорiї
функцiй обмеженого iндексу вiдiграє важливу роль. Пiзнiше вона
неодноразово узагальнювалась i переносилась на рiзнi класи ана-
лiтичних функiй. А.Д. Кузик i М.М. Шеремета [20, 21] довели її
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аналог для цiлих функцiй обмеженого l-iндексу вiд однiєї змiнної,
А.I. Бандура, О.Б. Скаскiв [32, 33] – для аналiтичних функцiй в
одиничнiй кулi, А.I. Бандура, Н.В.Петречко, О.Б. Скаскiв [47] – в
одиничному бiкрузi, А.I. Бандура, О.Б. Скаскiв, В.Л. Цвiгун [82] –
в областi D × C. Ця теорема дає зручний критерiй для доведення
обмеженостi iндексу чи L-iндексу, в тому або iншому сенсi, аналi-
тичних розв’язкiв диф.рiвнянь i систем диф. рiвнянь в часткових
похiдних (див., наприклад, [21, 22, 33–37,87]). Цi застосування ана-
логiв теореми Хеймана дозволяють отримати вiдповiднi твердже-
ння, накладаючи здебiльшого природнi обмеження (умови) лише
на аналiтичнi коефiцiєнти диф.рiвнянь. Це, власне, дає можливiсть
отримати доволi загальнi умови обмеженостi iндексу (чи L-iндексу)
кожного аналiтичного розв’язку вiдповiдного класу рiвнянь.

Для доведення аналога теореми Хеймана нам потрiбнi наступнi
теореми. Вони дають необхiднi i достатнi умови в термiнах локаль-
них нерiвностей з максимумом модуля на полiкругах.
Теорема 2.6. Нехай L ∈ Q(B2), F : B2 → C2 — аналiтична век-
тор-функцiя. Якщо iснують R′, R′′ ∈ R2

+, R
′ < R′′,|R′′| < β та

p1 = p1(R′, R′′) ≥ 1 такi, що для кожних (z0, ω0) ∈ B2

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≤ p1M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
(2.22)

то F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Спершу припустимо, що 0 < R′ < 1 < R′′.

Нехай (z0, ω0) ∈ B2 — довiльна точка. Розвинемо вектор-функцiю
F у степеневий ряд:

F (z, ω) =

∞∑
k=0

∞∑
m=0

Bk,m(z − z0)k(ω − ω0)m, (2.23)

де

Bk,m = (b1,k,m, b2,k,m) =
(f (k,m)

1 (z0, ω0)

k!m!
,
f

(k,m)
2 (z0, ω0)

k!m!

)
.
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Нехай для R = (r1, r2)

µ(R, (z0, ω0), F ) = max{‖Bk,m‖rk1rm2 : k + m ≥ 0}

— максимальний член степеневого ряду (2.23) та

ν(R) = ν(R, (z0, ω0), F ) = (ν1(R), ν2(R))

— центральний бi-iндекс, тобто, набiр iндексiв таких, що

µ(R, (z0, ω0), F ) = ‖Bν(R)‖r
ν1(R)
1 r

ν2(R)
2

а також

ν1(R) + ν2(R) = max
{
k + m : (k,m) ∈ Z2

+,

‖Bk,m‖rk1rm2 = µ(R, (z0, ω0), F )
}
.

Зважаючи на (2.23), отримуємо, що для будь-якого

R, |R| < 1−
√
|z0|2 + |ω0|2,

виконується

µ(R, (z0, ω0), F ) ≤M(R, (z0, ω0), F ).

Тодi для заданих R′ = (r′1, r
′
2) та R′′ = (r′′1 , r

′′
2) у випадку 0 < |R′| <

1 < |R′′| < β виводимо

M(R′R, (z0, ω0), F ) ≤
∑
k≥0

∑
m≥0

‖Bk,m‖(r′1r1)k(r′2r2)m ≤

≤
∑
k≥0

∑
m≥0

µ(R, (z0, ω0), F )(r′1)k(r′2)m =

= µ(R, (z0, ω0), F )
∑
k≥0

∑
m≥0

(r′1)k(r′2)m =

2∏
j=1

1

1− r′j
µ(R, (z0, ω0), F ).

А також

lnµ(R, (z0, ω0), F ) = ln
{
‖Bν(R)‖r

ν1(R)
1 r

ν2(R)
2

}
=
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= ln

{
‖Bν(R)‖(r1r

′
1)ν1(R)(r2r

′
2)ν2(R) 1

(r′′1)ν1(R)(r′′2)ν2(R)

}
=

= ln
{
‖Bν(R)‖(r1r

′
1)ν1(R)(r2r

′
2)ν2(R)

}
+ ln

{
1

(r′′1)ν1(R)(r′′2)ν2(R)

}
≤

≤ lnµ(R′′R, (z0, ω0), F )− (ν1(R) + ν2(R)) ln min
1≤j≤2

r′′j .

Звiдси випливає, що

ν1(R)+ν2(R)≤

≤ 1

ln min1≤j≤2 r′′j

(
lnµ(R′′R, (z0, ω0), F )− lnµ(R, (z0, ω0), F )

)
≤

≤
lnM(R′′R, (z0, ω0), F )− ln

(∏2
j=1(1− rj) lnM(R′R, (z0, ω0), F )

)
ln min1≤j≤2 r′′j

≤

≤ 1

ln min1≤j≤2 r′′j

(
lnM(R′′R, (z0, ω0), F )− lnM(R′R, (z0, ω0), F )

)
−

−
∑2

j=1 ln(1− rj)
ln min1≤j≤2 r′′j

=

=
1

ln min1≤j≤2 r′′j
ln
M(R′′R, (z0, ω0), F )

M(R′R, (z0, ω0), F )
−
∑2

j=1 ln(1− rj)
ln min1≤j≤2 r′′j

. (2.24)

Покладемо R = 1
L(z0,ω0). Нехай тепер N(F, (z0, ω0),L) – L-iндекс

вектор-функцiї F за сукупнiстю змiнних у точцi (z0, ω0), тобто, най-
менше цiле число, для якого виконується нерiвнiсть (2.2) у точцi
(z0, ω0). Тодi, зрозумiло, що

N(F, (z0, ω0),L) ≤

≤ ν

(
1

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
= ν(R, (z0, ω0), F ). (2.25)

Отже, з (2.24), (2.25), застосовуючи умову (2.22), отримуємо, що
∀(z0, ω0) ∈ B2

N(F, (z0, ω0),L) ≤
−
∑2

j=1 ln(1− r′j)
ln min{r′1, r′′2}

+
ln p1(R′, R′′)

ln min{r′1, r′′2}
,
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де p1(R′, R′′) = p1 – стала з умови (2.22). Це означає, що F має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних при 0 < R′ < 1 < R′′,
|R′′| < β.

Тепер доведемо теорему для довiльних R′, R′′, 0 < R′ < R′′,
|R′′| < β. З (2.22) при випливає, що

max

{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′′

R′ + R′′
R′ + R′′

2L(z0, ω0)

)}
≤

≤ p1 max

{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′

R′ + R′′
R′ + R′′

2L(z0, ω0)

)}
.

Позначимо
L̃(z, ω) =

2L(z, ω)

R′ + R′′
.

Тодi,

max

{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′′

(R′ + R′′)L̃(z0, ω0)

)}
≤

≤ p1 max

{
‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2

(
(z0, ω0),

2R′

(R′ + R′′)L̃(z0, ω0)

)}
,

де 0 < 2R′

R′+R′′ < 1 < 2R′′

R′+R′′ .

Беручи до уваги першу частину доведення, робимо висновок, що
вектор-функцiя F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних.
Тодi за теоремою 2.4 вектор-функцiя F є функцiєю обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних.

Доведемо тепер обернену теорему до теореми 2.6.

Теорема 2.7. Нехай L ∈ Q(B2). Якщо аналiтична в B2 вектор-
функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то для
будь-який R′, R′′ ∈ R2

+, R′ < R′′, |R′′| ≤ β знайдеться номер
p1 = p1(R′, R′′) ≥ 1 такий, що для кожного (z0, ω0) ∈ B2 правильна
нерiвнiсть (2.22)

Доведення. Нехай N(F,L) = N < +∞. Припустимо, що нерiвнiсть
(2.22) не виконується, тобто, iснують R′ < R′′, 0 < |R′| < |R′′| < β,
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такi, що для кожного p∗ ≥ 1 та деякого z0 = z0(p?), ω0 = ω0(p∗)

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≥ p∗M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
. (2.26)

За теоремою 2.1 iснує число p0 = p0(R′′) ≥ 1 таке, що для кожних
(z0, ω0) ∈ B2 та деяких (k0,m0) ∈ Z2

+, k0 + m0 ≤ N (тобто n0 = N ,
див. доведення теореми 2.1) маємо:

M

(
R′′

L(z0, ω0)(z0, ω0), F (k0,m0)

)
≤ p0‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖. (2.27)

Позначимо

b1 = p0λ
N
2,2(R′′)N !

 2∑
j=1

(N − j)!
(r′′1)j

(r′′1r′′2
r′1r
′
2

)N
,

b2 = p0

 2∑
j=1

(N − j)!
(r′′2)j

(r′′2
r′2

)N
max

{
1,

1

(r′1)N

}
,

та

p∗ = (N !)2p0

(
r′′1r
′′2

r′1r
′
2

)N
+

2∑
k=1

bk + 1.

Нехай z0 = z0(p∗), ω0 = ω0(p∗), (z0, ω0) — точка, для якої вико-
нується нерiвнiсть (2.26), а (k0,m0) такi, що виконується (2.27), а
також

M

(
R′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
= ‖F (z∗, ω∗)‖,

M

(
R′′

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F (i,j)

)
= ‖F (i,j)(z∗i,j, ω

∗
i,j)‖

для кожного (i, j) ∈ Z2
+, i + j ≤ N .

Для оцiнки рiзницi

‖F (i,j)(z∗i,j, ω
∗
i,j)− F (i,j)(z0

1, ω
∗
i,j)‖ = ‖

z∗i,j∫
z0
1

∂i+j+1F

∂zi+1∂ωj
(ξ, ω∗i,j)dξ‖ ≤
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≤
∥∥∥∥ ∂i+j+1F

∂zi+1∂ωj
(z∗i+1,j, ω

∗
i+1,j)

∥∥∥∥ r′′1
l1(z0, ω0)

, (2.28)

застосуємо наступну нерiвнiсть, яка є нерiвнiстю Кошi на бiкрузi
при R = R′/(l1(z0, ω0), l2(z0, ω0)),

‖F (i,j)(z0, ω0)‖ ≤ i!j!

(
l1(z0, ω0)

r′1

)i(
l2(z0, ω0)

r′2

)j
‖F (z∗, ω∗)‖. (2.29)

Оскiльки (z0
1, ω

∗
i,j) ∈ D2

[
(z0, ω0), R′′

L(z0,ω0)

]
та

|z∗i,j − z0
1| =

r′′1
l1(z0, ω0)

,

l1(z0
1, z
∗
i,2) ≤ λ2,1(R′′)l1(z0, ω0),

|ω∗i,j − ω0
2| =

r′′2
l2(z0, ω0)

, l2(ω0
2, ω

∗
j,2) ≤ λ2,2(R′′)l2(z0, ω0),

а нерiвнiсть (2.29) виконується при i = k0, j = m0, то за теоре-
мою 2.1 послiдовно маємо

‖F (i,j)(z0
1, ω

∗
i,j)‖ ≤

≤
i!j!li1(z0

1, ω
∗
j,2)lj2(z0

1, ω
∗
j,2)

k0!m0!lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
p0‖F (k0,m0)(z0, ω0)‖ ≤

≤
i!j!li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)λi2,1(R′′)λj2,2(R′′)

k0!m0!lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
×

×p0k0!m0!
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′1)k0(r′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖ =

=
i!j!li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)λi2,1(R′′)λj2,2(R′′)

(r′1)k0(r′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖. (2.30)

З нерiвностей (2.28) та (2.30) випливає, що∥∥∥∥∥ ∂i+j+1F

∂zi+1
i,j ∂ω

j
i,j

(z∗i+1,j, ω
∗
i+1,j)

∥∥∥∥∥ ≥
≥ l1(z0, ω0)

r′′1

{
‖F (i,j)(z∗i,j, ω

∗
i,j)‖ − ‖F (i,j)(z0

1, ω
∗
i,j)‖

}
≥
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≥
l1(z0

1, ω
∗
i,j)

r′′1
‖F (i,j)(z0

1, ω
∗
i,j)‖−

−
p0i!j!l

i+1
1 (z0, ω0)lj2(z0, ω0)λi,j2,2(R′′)

r′′1(r′1)k0(r′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖.

Тодi,

‖F (k0,m0)(z∗k0
, ω∗m0

)‖ ≥

≥ l1(z0, ω0)

r′′1

∥∥∥∥∂(k0+m0)−1f

∂zk0−1∂ωm0
(z∗k0−1,m0

, ω∗k0,m0
)

∥∥∥∥−
−
p0(k0 − 1)!m0!lk0

1 (z0, ω0)lm0
2 (z0, ω0)λk0

2,1(R′′)λm0
2,2(R′′)

r′′1(r′1)k0(r′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖ ≥

≥ l21(z0, ω0)

(r′′1)2

∥∥∥∥∂(k0+m0)−2f

∂zk0−2∂ωm0
(z∗k0−2,m0

, ω∗k0,m0
)

∥∥∥∥−
−
p0(k0 − 2)!m0!lk0

1 (z0, ω0)lm0
2 (z0, ω0)λk0

2,1(R′′)λm0
2,2(R′′)

(r′′1)2(r′1)k0(r′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖−

−
p0(k0 − 1)!m0!lk0

1 (z0, ω0)lm0
2 (z0, ω0)λk0

2,1(R′′)λm0
2,2(R′′)

r′′1(r′1)k0(r′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖ ≥

≥ lk0
1 (z0, ω0)

(r′′)k0

∥∥∥∥∂m0f

∂ωm0
(z∗0, ω

∗
m0

)

∥∥∥∥−
− p0

(R′)k0,m0
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)λm0
2,2(R′′)m0!

(k0 − i)!
(r′′1)i

‖F (z∗, ω∗)‖ ≥

≥ lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0
‖F (z∗0, ω

∗
0)− F (z∗, ω∗)‖(̃b1 + b̃2). (2.31)

З огляду на нерiвностi λ2,1(R′′) ≥ 1, λ2,2(R′′) ≥ 1 та R′′ ≥ R′ маємо

b̃1 =
p0

(r′1)k0(r′2)m0
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)λm0
2,2(R′′)m0!

(k0 − 1)!

r′′1
=

=
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0

(
R′′

R′

)k0,m0

p0λ
m0
2,2(R′′)m0!

(k0 − 1)!

r′′1
≤

≤ lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0
b1,
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b̃2 =
p0

(R′)k0,m0
lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
1

(r′′1)k0

(m0 − 1)!

r′′2
≤

≤ lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0
b2.

Отже, з (2.31) випливає, що

‖F (k0,m0)(z∗k0,m0
, ω∗k0,m0

)‖ ≥ lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖×

×
{
‖F (z∗0, ω

∗
0)‖

‖F (z∗, ω∗)‖
− (b1 + b2)

}
.

Зважаючи на (2.26), за вибором p∗ одержуємо

‖F (z∗0, ω
∗
0)‖

‖F (z∗, ω∗)‖
≥ p∗ > b1 + b2.

Тепер, пригадуючи (2.27) та (2.29), послiдовно отримаємо такий
ланцюжок нерiвностей

‖F (k0,m0)(z∗k0,m0
, ω∗k0,m0

)‖≥

≥ lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0
‖F (z∗, ω∗)‖ {p∗ − (b1 + b2)}≥

≥ lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)

(r′′1)k0(r′′2)m0
{p∗ − (b1 + b2)} ‖F

(k0,m0)(z0, ω0)‖(R′)k0,m0

k0!m0!lk0
1 (z0, ω0)lm0

2 (z0, ω0)
≥

≥
(
r′1r2

r′′1r
′′
2

)N
{p∗ − (b1 + b2)}

‖F (k0,m0)(z∗k0,m0
, ω∗k0,m0

)‖
p0(N !)2

.

Звiдси маємо p∗ ≤ p0

(
r′1r
′
2

r′′1r
′′
2

)N
(N !)2 +

∑2
j=1 bj, а це суперечить ви-

бору p∗.
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2.4 Аналог теореми Хеймана для аналiтичної в кулi век-
тор-функцiї.

Факти, отриманi у попереднiх пiдроздiлах, вже дають нам змо-
гу у даному пiдроздiлi довести аналог теореми Хеймана для ана-
лiтичних в одиничнiй кулi вектор-функцiй. Теорема показує, що
в означеннi обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних можна
замiнити оцiнку усiх часткових похiдних оцiнкою лише похiдних
порядку(p + 1). Як вже ми вiдзначали вище, цi критерiї (аналоги
теореми Хеймана) зручнi для дослiдження аналiтичних розв’язкiв
системи диф. рiвнянь часткових похiдних.
Теорема 2.8. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя F :

B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i
лише тодi, коли знайдуться p ∈ Z+, та c ∈ R+, такi, що для всiх
(z, ω) ∈ B2

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

: i+j=p+1

}
≤

≤ cmax

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
. (2.32)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай p = N = N(F,L,B2) < +∞. За
означенням обмеженостi L-iндексу за сукупнiстю змiнних для всiх
i, j таких, що i + j = p + 1, маємо

‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

≤ max

{
i!j!‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
≤

≤ ((N + 1)!)2 max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
,

тобто, нерiвнiсть отримаємо (2.32) з p = N та c = ((N + 1)!)2.
Необхiднiсть умови (2.32) доведено.
Достатнiсть. Для F ≡ 0 твердження теореми – тривiальне. Тому,
припустимо, що F 6≡ 0. Позначимо β =

(
β
2 ,

β
2

)
.
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Нехай (2.32) виконується, (z0, ω0) ∈ B2, (z, ω) ∈ D2
[
(z0, ω0), β

L(z0,ω0)

]
.

Для всiх i, j ∈ Z2
+, i + j ≤ p + 1 за означенням λ2,j(R) i умовою

(2.32) маємо

‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

=

=
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

· li1(z, ω)lj2(z, ω)

li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)
≤

≤ λi2,1(β)λj2,2(β)
‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z, ω)lj2(z, ω)

≤

≤ c · λi2,1(β)λj2,2(β) max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
. (2.33)

Подiбно, за означенням λ1,j(R)

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

: k + m ≤ p

}
=

= max

{
lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
· ‖F

(k,m)(z, ω)‖
lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

: k + m ≤ p

}
≤

≤ max

{
λ−k1,1(β)λ−m1,2 (β)

‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

: k + m ≤ p

}
.

Приймемо

Λ
−(k,m)
1 (β) = λ−k1,1(β)λ−m1,2 (β),

Λ
(i,j)
2 (β) = λi2,1(β)λj2,2(β).

Тодi,

‖F (i,j)(z, ω)‖
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

≤

≤ cΛ
(i,j)
2 (β) max

{
Λ
−(k,m)
1 (β)

‖F (k,m)(z, ω)‖
lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

: k + m ≤ p

}
≤

≤ BG(z, ω), (2.34)
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де

B = c ·max{Λ(i,j)
2 (β) : i + j ≤ p + 1}max{Λ−(k,m)

1 (β) : k + m ≤ p},

G(z, ω) = max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)
: k + m ≤ p

}
.

Виберемо точки

(z(1), ω(1))∈T2

(
(z0, ω0),

1

2β
√

2L(z0, ω0)

)
,

(z(2), ω(2))∈T2

(
(z0, ω0),

β

L(z0, ω0)

)
такi, що F (z(1), ω(1)) 6= (0, 0) та

‖F (z(2), ω(2))‖ = M

(
β

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
6= 0 (2.35)

Цi точки iснують, бо при F (z, ω) ≡ (0, 0) на одному з кiстякiв

T2

(
(z0, ω0),

1

2β
√

2L(z0, ω0)

)
або

T2

(
(z0, ω0),

β

L(z0, ω0)

)
за теоремою єдиностi F ≡ (0, 0) у всiй кулi B2. З’єднаємо точки
(z(1), ω(1)) та (z(2), ω(2)) площиною:

α : ω = d · z + c,

де

d =
ω(2) − ω(1)

z(2) − z(1)
, c =

ω(1)z(2) − ω(2)z(1)

z(2) − z(1)
.

Безпосередньо перевiряється, що (z(1), ω(1)) ∈ α та (z(2), ω(2)) ∈ α.
Нехай G̃(z) = G(z, ω) |α .

Пiд нулем вектор-функцiї F розумiтимемо точку (z, ω), в якiй
одночасно f1(z, ω) = 0 та f2(z, ω) = 0. Тодi для кожної пари
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(k,m) ∈ Z2
+ F (k,m)(z, ω) |α є аналiтичною вектор-функцiєю вiд

(z, ω) та
G̃(z(1)) = G(z(1), ω(1)) |α 6= (0, 0),

бо F (z(1), ω(1)) 6= (0, 0). Тому всi нулi вектор-функцiї F (k,m)(z, ω) |α
є iзольованими на α. Отже, нулi функцiї G̃(z) теж iзольованi на
площинi α. Вiдповiдно, можна вибрати кусково-аналiтичну криву
γ на α

y = y(t) = (z(t), d · z(t) + c), t ∈ [0; 1],

що з’єднує точки (z(1), ω(1)), (z(2), ω(2)), i є такою, що G(z(t), ω(t)) 6=
(0, 0) та

1∫
0

|z′(t)|dt ≤ 2β√
2l1(z0, ω0)

.

Для побудови цiєї кривої з’єднаємо z(1) та z(2) вiдрiзком

z∗(t) = (z(2) − z(1))t + z(1), t ∈ [0, 1].

Крива γ може пройти через точки z, в яких функцiя G̃(z) = 0.
Кiлькiсть таких точок (s = s((z(1), ω(1)), (z(2), ω(2)))) є скiнченною.
Нехай (z∗1,k) — послiдовнiсть цих точок, впорядкованих за зростан-
ням значень

|z(1) − z∗1,k|, k ∈ {1, . . . , s}.
Виберемо

r < min
1≤k≤m−1

{
|z∗1,k− z∗1,k+1|, |z∗1,1− z

(1)
1 |, |z∗1,s− z

(2)
1 |,

2β2 − 1

2π
√

2βl1(z0, ω0)

}
.

Далi беремо кола з центрами в точках z∗1,k радiусiв r
′
k <

r
2k

такi, що
G̃(z) 6= 0 для всiх z на цих колах. Такий вибiр є можливим, позаяк
F 6≡ 0.

Кожне таке коло дiлиться на два пiвкола прямою z∗(t). Вiдповiд-
но кусково-аналiтична крива y(t) складається з дуг, побудованих
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пiвкiл та вiдрiзкiв прямої z∗(t), якi з’єднують цi дуги послiдовно
мiж собою або з точками z(1) чи z(2).

Довжина z(t) в C2 менша за

β/
√

2

l1(z0, ω0)
+

1

2
√

2βl1(z0, ω0)
+ πr ≤ 2β√

2l1(z0, ω0)
.

Тодi
1∫

0

|ω′(t)|dt = |d|
1∫

0

|z′(t)|dt ≤ |ω
(2) − ω(1)|
|z(2) − z(1)|

· 2β√
2l1(z0, ω0)

≤

≤ 2β2 + 1

2
√

2βl2(z0, ω0)
· 2
√

2βl1(z0, ω0)

2β2 − 1
· 2β√

2l1(z0, ω0)
≤

≤ 2β(2β2 + 1)

(2β2 − 1)
√

2l2(z0, ω0)
.

Звiдси
1∫

0

2∑
n=1

ln(z0, ω0)|y′(t)|dt ≤ 2β(2β2 + 1)
√

2

2β2 − 1
= S. (2.36)

Оскiльки функцiя y = y(t) — кусково-аналiтична на [0, 1], для до-
вiльних (k,m) ∈ Z2

+, (i, j) ∈ Z2
+, k + m ≤ p справджується одна з

двох рiвностей: або

‖F (k,m)(y(t))‖
lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

≡ ‖F (i,j)(y(t))‖
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

, (2.37)

або рiвнiсть

‖F (k,m)(y(t))‖
lk1(z0, ω0)lm2 (z0, ω0)

=
‖F (i,j)(y(t))‖

li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)
(2.38)

правильна лише для скiнченної множини точок t = tn ∈ [0, 1].

Тодi для функцiї G(y(t)) як максимуму таких виразiв, тобто,

G(y(t)) = max
{ ‖F (i,j)(y(t))‖
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

: i + j ≤ p
}
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можливi лише два випадки:
1) на деякому iнтервалi аналiтичностi кривої γ функцiя G(y(t))

тотожно дорiвнює одночасно декiльком частинним похi-
дним, тобто, справджується (2.37) i, вiдповiдно, G(y(t)) ≡
‖F (i,j)(y(t))‖

li1(z0,ω0)l
j
2(z0,ω0)

для деяких i, j, таких що i + j ≤ p. Зрозумiло,

що F (i,j)(y(t)) — аналiтична вектор-функцiя, а ‖F (i,j)(y(t))‖ —
неперервно диференцiйовна на згаданому промiжку аналiти-
чностi за винятком точок, у яких F (i,j)(y(t)) = 0. Проте, таких
точок немає, бо у протилежному випадку й G(y(t)) = 0, а це
суперечить вибору кривої γ.

2) на деякому iнтервалi аналiтичностi кривої γ функцiя G(y(t))

одночасно дорiвнює декiльком частинним похiдним у скiнчен-
ному числi точок tn, тобто справджується (2.38). Тодi цi точки
tn розiб’ють iнтервал аналiтичностi на скiнченне число вiдрiз-
кiв, на кожному з яких G(y(t)) дорiвнює однiй з похiдних, тоб-
то G(y(t)) ≡ ‖F (i,j)(y(t))‖

li1(z0,ω0)l
j
2(z0,ω0)

для деяких i, j, таких що i + j ≤ p.
Також на кожному з таких промiжкiв на основi тих самих мiр-
кувань, що й у попередньому випадку ‖F (i,j)(y(t))‖, а отже, i
G(y(t)) неперервно диференцiйовна функцiя за винятком то-
чок tn.

Зауважимо тепер, що нерiвнiсть
d

dt
|f (t)| ≤

∣∣∣df (t)

dt

∣∣∣
виконується для кожної диференцiйовної комплексно-значної фун-
кцiї f вiд дiйсної змiнної зовнi злiченної множини точок. Справдi,
нехай f (t) = u(t) + iv(t). Тодi,

f ′(t) = u′(t) + iv′(t) =⇒ |f ′(t)|2 = (u′(t))2 + (v′(t))2,

|f (t)|2 = u2(t) + v2(t) =⇒
2|f (t)||f (t)|′ = 2u(t)u′(t) + 2v(t)v′(t).

Тому за нерiвнiстю Кошi-Буняковського(
|f (t)||f (t)|′

)2
= (u(t)u′(t) + 2v(t)v′(t))2 ≤
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≤ (u2(t) + v2(t))(u′(t))2 + (v′(t))2 = |f ′(t)|2 · |f ′(t)|2,

звiдки маємо потрiбну нерiвнiсть у всiх точках t таких, що f (t) 6= 0.
Звiдси i з (2.34), маємо

d

dt
G(y(t)) ≤ max

{
1

li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)
·
∣∣∣∣ ddtF (i,j)(y(t))

∣∣∣∣ : i + j ≤ p

}
≤

≤ max

{∣∣∣∣ ∂i+j+1F

∂zi+1∂ωj
(y(t))

∣∣∣∣ |z′(t)|
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

+

+

∣∣∣∣ ∂i+j+1F

∂zi∂ωj+1
(y(t))

∣∣∣∣ |ω′(t)|
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

: i + j ≤ p

}
≤

≤ max

{ ∣∣∣∣ ∂i+j+1F

∂zi+1∂ωj
(y(t))

∣∣∣∣ l1(z0, ω0)|z′(t)|
li+1
1 (z0, ω0)lj2(z0, ω0)

+

+

∣∣∣∣ ∂i+j+1F

∂zi∂ωj+1
(y(t))

∣∣∣∣ l2(z0, ω0)|ω′(t)|
li1(z0, ω0)lj+1

2 (z0, ω0)
: i + j ≤ p

}
≤

≤ (l1(z0, ω0)|z′(t)| + l2(z0, ω0)|ω′(t)|)×

×max

{
‖F (i,j)(y(t))‖

li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)
: i + j ≤ p + 1

}
≤

≤
(
l1(z0, ω0)|z′(t)| + l2(z0, ω0)|ω′(t)|

)
BG(y(t)).

Тодi за нерiвнiстю (2.36) отримуємо

ln
G(z(2), ω(2))

G(z(1), ω(1))
=

∣∣∣∣∣∣
1∫

0

1

G(y(t))

d

dt
G(y(t))dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ B

1∫
0

2∑
s=1

ls(z0, ω0)|y′s(t)|dt ≤ S ·B.

Звiдси за допомогою (2.35) маємо

M

(
β

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≤ G(z(2), ω(2)) ≤ G(z(1), ω(1))eSB.
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Оскiльки, (z(1), ω(1)) ∈ T2
(

(z0, ω0), 1
2β\
√

2L(z0,ω0)

)
, то за нерiвнiстю

Кошi

‖F (i,j)(z0, ω0)‖
i!j!

ri1r
j
2 ≤ µ(R, (z0, ω0), F ) =

= max{‖Bk,m‖rk1rm2 : k + m ≥ 0} ≤M(R, (z0, ω0), F ),

вибираючи (z0, ω0) = (z(1), ω(1)), R = 1
2β/
√

2
отримаємо

‖F (i,j)(z(1), ω(1))‖
li1(z0, ω0)lj2(z0, ω0)

≤ i!j!(2β/
√

2)i+jM

(
1

2β/
√

2L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
для всiх i, j ∈ Z2

+. Тому, для i + j ≤ p отримуємо

G(z(1), ω(1)) ≤ (p!)2(2β/
√

2)2M

(
1

2β/
√

2L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
,

M

(
β

L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
≤

≤ eSB(p!)2(2β/
√

2)2M

(
1

2β/
√

2L(z0, ω0)
, (z0, ω0), F

)
.

Звiдси за теоремою 2.5 вектор-функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних.

Теорема 2.9. Нехай L ∈ Q(B2). Аналiтична вектор-функцiя F у
B2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi,
коли iснують c ∈ (0; +∞) таN ∈ N такi, що для кожного (z, ω) ∈ B2

правильна нерiвнiсть

N∑
k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≥ c

∞∑
k+m=N+1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

.

Доведення. Нехай 1
β < θt < 1, t ∈ {1, 2}, Θ = (θ1, θ2). Якщо вектор-

функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то за
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теоремою 2.4 F має обмежений L̃-iндекс за сукупнiстю змiнних, де
L̃ = (l̃1(z, ω), l̃2(z, ω)), l̃z,ω = θtlt(z, ω). Нехай Ñ = N(F, L̃,B2). Тодi

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ Ñ

}
=

= max

{
Θk,m‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!L̃(z, ω)
: k + m ≤ Ñ

}
≥

≥
2∏
s=1

θÑs max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!L̃(z, ω)

: k + m ≤ Ñ

}
≥

2∏
s=1

θÑs
‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!L̃(z, ω)

=

=

2∏
s=1

θÑ−tss

‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!L(z, ω)

для всiх i ≥ 0, j ≥ 0 та
∞∑

i+j=Ñ+1

‖F (i,j)(z, ω)‖
i!j!L(z, ω)

≤

≤ max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ Ñ

} ∞∑
i+j=Ñ+1

θts−Ñs =

=

2∏
s=1

θs
1− θs

max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ Ñ

}
≤

≤
2∏
s=1

θs
1− θs

Ñ∑
k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

.

Звiдси отримуємо (2.35) при N = Ñ та c =
∏2

s=1
θs

1−θs
Навпаки. З нерiвностi (2.35) отримуємо, що

max

{
‖F (i,j)(z, ω)‖

i!j!li1(z, ω)lj2(z, ω)
: i + j = N + 1

}
≤

≤
∞∑

k+m=N+1

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≤
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≤ 1

c

N∑
k+m=0

‖F (k,m)(z, ω)‖
k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)

≤

≤ 1

c

N∑
y=1

cy1+y max

{
‖F (k,m)(z, ω)‖

k!m!lk1(z, ω)lm2 (z, ω)
: k + m ≤ N

}
i за теоремою 2.8 F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.
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2.5 Обмеженiсть lj-iндексу за кожним напрямком ej.

У цьому роздiлi вкажемо iнше застосування теореми 3. Для цьо-
го сформулює деякi теореми з [35].
Нехай b = (b1, b2) ∈ C2\{(0, 0)}— заданий напрямок, а L : B2 → R+

— неперервна функцiя така, що для всiх z ∈ B2

L(z) >
β|b|

1− |z|
,

β = const > 1. Клас таких функцiй позначимо через Qb(B2) =

Qb,β(B2). Для заданого z ∈ B2 визначимо

Sz = {t ∈ C : z + tb ∈ B2}.

Аналiтична в F (z) : B2 → C функцiя називається (див. [35])
функцiєю обмеженого L-iндексу за напрямком b, якщо iснує m0 ∈
Z+ таке, що для кожногоm ∈ Z+ та кожного z ∈ B2 справджується
нерiвнiсть

|∂mb F (z)|
m!Lm(z)

≤ max
0≤k≤m0

|∂kbF (z)|
k!Lk(z)

,

де

∂bF (z) =

2∑
j=1

∂F (z)

∂zj
bj,

∂kbF (z) = ∂b(∂k−1
b F (z)), k ≥ 2,

∂0
bF (z) = F (z).

Найменше таке цiле число m0 = m0(b) називається (див. [35]) L-
iндексом за напрямком b аналiтичної функцiї F (z) та позначається
через Nb(F,L,B2) = m0.

Зазначимо, що для кожного b = (b1, b2), b1 + b2 6= 0, для будь-
якого заданого z = (z1, z2) ∈ B2 можна однозначно вибрати z0 ∈ C2
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та t ∈ Sz0 такi, що z0
1 + z0

2 = 0 i z = z0 + tb.

Справдi, досить взяти

z0
1 =

b2z1 − b1z2

b1 + b2
, z0

2 = −z0
1, t =

z1 + z2

b1 + b2

i переконатися, що така пара z0
1, t є єдиним розв’язком лiнiйної

системи рiвнянь  z0
1 + tb1 = z1,

−z0
1 + tb2 = z2.

Якщо ж b1 + b2 = 0, то для будь-якого заданого z = (z1, z2) ∈ B2

можна однозначно вибрати z0 ∈ C2 та t ∈ Sz0 такi, що z0
1 − z0

2 = 0

i z = z0 + tb. Для того, щоб у цьому переконатися, мiркуємо як i
вище. Власне, потрiбно переконатися, що система рiвняньz0

1 + tb1 = z1,

z0
1 + tb2 = z2.

має єдиний розв’язок. Справдi, у цьому випадку визначник системи

∆ =

∣∣∣∣1 b1

1 b2

∣∣∣∣ = b2 − b1 = −2b1 6= 0, бо b 6= (0, 0) i b1 + b2 = 0.

Через
gz0(t) := F (z0 + tb)

позначимо зрiзку функцiї F
∣∣
S
z0
,

lz0(t) := L(z0 + tb), e1 = (1, 0), e2 = (0, 1).

Нам потрiбна така теорема ( [35, p.108, Th 4.4]).

Теорема 2.10 ([35], Theorem 4.4). Нехай L = (l1, l2) ∈ Q(B2), f

— аналiтична в B2 функцiя обмеженого lj-iндексу за напрямком ej
(j ∈ {1, 2}). Тодi f є функцiєю обмеженого L-iндексу за сукупнiстю
змiнних.
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Нехай gz0(t) := F (z0 + tb). Приймемо

Gb
r (F, z0) := ∅,

якщо gz0(t) 6= 0 для заданого z0 ∈ B2 i для всiх t ∈ Sz0;
вважаємо, що

Gb
r (F, z0) := {z0 + tb : t ∈ Sz0},

якщо для заданого z0 ∈ B2 маємо gz0(t) ≡ 0;
якщо при деякому z0 ∈ B2 маємо gz0(t) 6≡ 0 та a0

k — нулi gz0(t),
тобто F (z0 + a0

kb) = 0, то приймемо

Gb
r (F, z0) :=

⋃
k

{z0 + tb : |t− a0
k| ≤

r

L(z0 + a0
kb)

, r > 0}.

Нехай
Gb
r (F ) =

⋃
z0∈B2

Gb
r (F, z0).

Через
n(r, z0, 1/F ) =

∑
|a0
k|≤r

1

позначається лiчильна функцiя кiлькостi нулiв a0
k.

Сформулюємо також таку теорему ( [35, p.109, Theorem 4.5]) в
її iнтерпретацiї для двовимiрного випадку.
Теорема 2.11 ([35], Theorem 4.5). Нехай функцiя F : B2 → C —
аналiтична, L ∈ Qb,β(B2) та B2/Gb

β(F ) 6= ∅. F (z) має обмежений
L-iндекс за напрямком b тодi й тiльки тодi, коли:
1) для кожного r ∈ (0, β] iснує P = P (r) таке, що для кожного
z ∈ B2/Gb

r (F ) ∣∣∣∣ 1

F (z)
· ∂F (z)

∂b

∣∣∣∣ ≤ PL(z);
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2) для кожного r ∈ (0, β] знайдеться ñ(r) ∈ Z+ таке, що для всiх
z0 ∈ B2 при F (z0 + tb) 6= 0

n

(
r

L(z0)
, z0,

1

F

)
≤ ñ(r).

Зазначимо, що з тверджень, що є у попереднiй частинi дисерта-
цiї, маємо, що з обмеженостi lj-iндексу функцiї за кожною зi змiн-
них z1 = z, z2 = ω, при фiксованих значеннях iншої, взагалi кажу-
чи, не випливає обмеженiсть L-iндексу з L = (l1, l2) за сукупнiстю
змiнних. Але якщо F має обмежений lj-iндекс за кожним з напрям-
кiв e1 = (1, 0), e2 = (0, 1), то функцiя F є обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних.

Нескладними викладками переконуємося, що з того, що
L(z, ω) = ((l1(z, ω), l2(z, ω)) та L ∈ Q(B2) випливає, що lj ∈
Q1j ,β/

√
2(B2), j ∈ {1, 2}.

Теорема 2.12. Нехай L(z, ω) = (l1(z, ω), l2(z, ω)), L ∈ Q(B2) .
Якщо аналiтична в B2 вектор-функцiя F має обмежений lj-iндекс
за напрямком ej для кожного j ∈ {1, 2}, то F є обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Використовуючи теорему 2.10 ([35, p.108, Th. 4.4]) ма-
ємо, що якщо f1(z, ω) — функцiя обмеженого l1-iндексу за напрям-
ком ej для кожного j ∈ {1, 2}, то f1(z, ω) є функцiєю обмежено-
го L = (l1, l2)-iндексу за сукупнiстю змiнних. Подiбно маємо, що
f2(z, ω) — функцiя обмеженого L -iндексу за сукупнiстю змiнних.

З того, що f1(z, ω), f2(z, ω) — функцiї обмеженого L -iндексу
за сукупнiстю змiнних випливає, що F (z, ω) = (f1(z, ω), f2(z, ω)) —
вектор-функцiя обмеженого L -iндексу за сукупнiстю змiнних.

Використовуючи теореми 2.10, 2.11 i 2.12, отримуємо наступне
твердження, яке мiстить достатнi умови обмеженостi L-iндексу за
сукупнiстю змiнних.
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Теорема 2.13. Нехай F (z, ω) — аналiтична в B2 вектор-функцiя,
L ∈ Q(B2) та B2/G

ej

β/
√

2
(F ) 6= ∅ для кожного j ∈ {1, 2}. Якщо для

кожного j ∈ {1, 2} виконуються такi умови:
1) для будь-якого r ∈ (0; β/

√
2) iснує Pj = Pj(r) > 0 таке, що

∀(z, ω) ∈ B2/Ge1
r (fj) 6= ∅∣∣∣∣ 1

fj(z, ω)
· ∂fj(z, ω)

∂z

∣∣∣∣ ≤ Pjl1(z, ω),

∀(z, ω) ∈ B2/Ge2
r (fj) 6= ∅∣∣∣∣ 1

fj(z, ω)
· ∂fj(z, ω)

∂ω

∣∣∣∣ ≤ Pjl2(z, ω);

2) для будь-якого r > 0 iснує ñj(r) ∈ Z+ таке, що для всiх (z, ω) ∈
B2, для яких f1((z0, ω0) + te1) 6= ∅:

ne1

(
r

l1(z0, ω0)
, (z0, ω0),

1

f1

)
≤ ñ1(r)

та f2((z0, ω0) + te2) 6= ∅:

ne2

(
r

l2(z0, ω0)
, (z0, ω0),

1

f2

)
≤ ñ2(r),

то F = (f1, f2) має обмежений L-iндекс з L = (l1, l2) за сукупнiстю
змiнних.
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2.6 Властивостi степеневого розвинення аналiтичних в
одиничнiй кулi вектор-функцiй.

Нехай (z0, ω0) ∈ B2. Розвинемо аналiтичну вектор-функцiю F :

B2 → C2 у степеневий векторнозначний ряд,

F (z, w) =

∞∑
k=0

Pk(z − z0, w − w0) =

=

∞∑
k=0

∑
i+j=k

Bij(z − z0)i(w − w0)j, (2.39)

де Pk – однорiднi вектор-полiноми степеня k, тобто, двовимiрнi
функцiї, компоненти яких є однорiдними полiномами степеня k,

Bij =
F (i,j)(z0, w0)

i!j!
=

(
f

(i,j)
1 (z0, w0)

i!j!
,
f

(i,j)
2 (z0, w0)

i!j!

)
.

Полiном (вектор-полiном) Pk0, k0 ∈ Z+, за аналогiєю з однови-
мiрним випадком (див. також [26, 48, 49]) називаємо головним по-
лiномом ряду (2.39) на кiстяку T2((z0, w0), R), якщо для кожного
(z, w) ∈ T2((z0, w0), R) виконується нерiвнiсть

‖
∑
k 6=k0

Pk(z − z0, w − w0)‖ ≤ 1

2
max

{
‖Bi,j‖ri1r

j
2 : i + j = k0

}
.

Доведення наступних теорем 2.14 i 2.15 базуються на тих самих
iдеях, що i доведення вiдповiдних тверджень у статтях [26,48,49].

Теорема 2.14. Нехай L ∈ Q(B2). Якщо аналiтична в B2 вектор-
функцiя F має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то iснує
p ∈ Z+ таке , що для всiх d ∈

(
0; β√

2

]
знайдеться η(d) ∈ (0; d) таке,

що для кожного (z0, ω0) ∈ B2 та деяких r = r(d, (z0, ω0)) ∈
(
η(d), d

)
i ν0 = ν0(d, (z0, ω0)) ≤ p многочлен Pν0 є головним у рядi (2.39) на
T2
(

(z0, ω0), re
L(z0,ω0)

)
, e = (1, 1) ∈ R2.
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Доведення. Нехай F — аналiтична вектор-функцiя обмеженого L-
iндексу за сукупнiстю змiнних з N = N(F,L,B2) < +∞ та n0

— L-iндекс за сукупнiстю змiнних у точцi (z0, ω0) ∈ B2, тобто n0

— найменше число, для якого нерiвнiсть (2.2) виконується у точцi
(z0, ω0). Тодi, нерiвнiсть n0 ≤ N виконується ∀(z0, ω0) ∈ B2.

Введемо позначення

a∗i,j =
‖Bi,j‖

Li,j(z0, ω0)
=
‖F i,j(z0, ω0)‖
i!j!Li,j(z0, ω0)

,

aν = max{a∗i,j : i + j = ν},
c = 2(N + 3)!3! + 2(N + 1)CN

N+1 = 2(N + 3)!3! + 2(N + 1)2.

Виберемо довiльне число d ∈
(

0; β√
2

]
, а для t ∈ Z+ позначимо

rt =
d

(d + 1)ct
, µt = max{aνrνt : ν ∈ Z+}, st = min{ν : aνr

ν
t = µt}.

Зрозумiло, що за означенням обмеженостi iндексу n0 у точцi
(z0, ω0), нерiвнiсть

a∗k,m ≤ max{a∗i,j : i + j ≤ n0}

виконується для всiх (k,m) ∈ Z2
+ у кожнiй фiксованiй точцi

(z0, w0) ∈ B2. Тому, aν ≤ an0 для кожного ν ∈ Z+ i для довiль-
ного ν > n0 з r0 < 1 ми маємо

aνr
ν
0 < an0r

n0
0 .

Отже, s0 ≤ n0. Оскiльки crt = rt−1, то отримуємо, що

ast−1r
st−1
t = ast−1r

st−1
t−1 c

−st−1 = aνr
ν
t c
ν−st−1 ≥ caνr

ν
t (2.40)

для кожних ν > st−1, rt−1 < 1.
Отже, st ≤ st−1 для всiх t ∈ N. Тому, можна переписати

µ0 = max{aνrν0 : ν ≤ n0},

µt = max{aνrνt : ν ≤ st−1}, t ∈ N.
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Для t ∈ N додатково позначимо

µ∗0 = max{aνrν0 : ν 6= s0, ν ≤ n0},
µ∗t = max{aνrνt : ν 6= st, ν ≤ st−1},
s∗0 = min{k : k 6= s0, akr

k
0 = µ∗0},

s∗t = min{k : k 6= st, akr
k
t = µ∗t}.

Доведемо, що iснує t0 ∈ Z+ , для якого

µ∗t0
µt0
≤ 1

c
. (2.41)

Мiркуючи вiд супротивного, припустимо, що для всiх t ∈ Z+ вико-
нується нерiвнiсть

µ∗t0
µt0

>
1

c
. (2.42)

Для s∗t < st ( s∗t 6= st за визначенням ) маємо

as∗t r
s∗t
t+1 =

as∗t r
s∗t
t

cs
∗
t

=
µ∗t
cs
∗
t
>

µt

cs
∗
t+1

=
astr

st
t

cs
∗
t+1

=
astr

st
t+1

cs
∗
t+1 − st

≥ astr
st
t+1.

Для кожного ν > s∗t , ν 6= st, тобто, ν − 1 ≥ s∗t , мiркуючи подiбно,
отримуємо

as∗t r
s∗t
t+1 =

as∗t r
s∗t
t

cs
∗
t
≥ aνr

ν
t

cs
∗
t
≥ aνr

ν
t

cν−1
= caνr

ν
t+1.

Тому as∗t r
s∗t
t+1 > aνr

ν
t+1 для всiх ν > s∗t . Тодi

st+1 ≤ s∗t ≤ st − 1. (2.43)

Навпаки, якщо st < s∗t ≤ st−1, то може виконуватись рiвнiсть
st+1 = st. Справдi, за означенням st+1 ≤ st. Це означає, що вказана
рiвнiсть можлива. Але при st+1 < st маємо st+1 < st−1. Звiдси
отримуємо (2.43).
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Тому, з нерiвностей s∗t+1 ≤ st та s∗t 6= st+1 випливає, що s∗t+1 <

st+1. Як i вище, замiсть (2.43) маємо

st+2 ≤ s∗t+1 ≤ st+1 − 1 = st − 1.

Отже, якщо для всiх t ∈ Z+ справджується (2.42), то для кожного
t ∈ Z+ виконується одне з двох:

або st+2 ≤ st+1 ≤ st − 1,
або

st+2 ≤ st − 1, тобто, st+2 ≤ st − 1,
адже st+2 ≤ st+1. Звiдси випливає, що

st ≤ st−2 − 1 ≤ ... ≤ st−2[/2] − [t/2] ≤ s0 − [t/2] ≤ N − [t/2].

Iншими словами, st < 0 при t > 2N + 1 , що неможливо. Тому
знайдеться t0 ≤ 2N + 1 , для якого є правильною нерiвнiсть (2.41).
Покладемо

r = rt0, η(d) = d
(d+1)c2(N+1) , p = N та ν0 = st0.

Тодi, для всiх (i + j) 6= ν0 = st0 на кiстяку T2
(

(z0, ω0), re
L(z0,ω0)

)
з

нерiвностей (2.40) та (2.41) отримуємо

‖Bij‖|(z − z0)i(ω − ω0)j| = a∗i,jr
i+j ≤ ai+jr

i+j ≤

≤ 1

c
ast0r

st0
t0

=
1

c
aν0r

ν0.

Отже, для (z, ω) ∈ T2
(

(z0, ω0), r
L(z0,ω0)

)
∥∥∥∥∥∥
∑
i+j 6=ν0

Bi,j(z − z0)i(ω − ω0)j

∥∥∥∥∥∥ ≤
∑
i+j 6=ν0

a∗i,jr
i+j ≤

≤
∞∑
ν=0

aνC
ν
ν+1rν =

st0−1∑
ν=0

aνC
ν
ν+1rν +

∞∑
ν=st0−1+1

aνC
ν
ν+1rν. (2.44)

Оцiнимо двi суми в (2.44). З (2.41) випливає, що µ∗t0 ≤
1
cµt0 або

max{aνrt0 : ν 6= st0, ν ≤ st0−1} ≤
1

c
max{aνrt0 : ν 6= st0, ν ≤ st0−1},



93

тобто,
aνr

ν ≤ 1

c
aν0r

ν0.
Зважаючи на (2.43), отримуємо, що

st0−1∑
ν=0,ν 6=at0

aνC
ν
ν+1rν ≤

aν0r
ν0

c

N∑
ν=0

Cν
ν+1 ≤

aν0r
ν0

c
(N + 1)2. (2.45)

Зауважимо, що aνrνt0−1 ≤ µt0−1 для всiх ν ≥ st0−1 + 1. Звiдки,

aνr
ν
t0

=
aνr

ν
t0−1

cν
≤ µt0−1

cν
.

Зважаючи на (2.41), для c ≥ 2 послiдовно виводимо
∞∑

ν=st0−1+1

aνC
ν
ν+1r

νµt0−1C
ν
ν+1

1

cν
≤

≤ ast0−1r
st0−1

t0
cst0−1

 ∞∑
ν=st0−1+1

xν+2

′′ ∣∣∣∣
x=1

c

=

=
aν0r

ν0

c
cst0−1

{
xst0−1+3

1− x

}′′ ∣∣∣∣
x=1

c

=

=
aν0r

ν0

c
cst0−1

2∑
j=0

Cj
22!(st0−1 + 3)× . . .

. . .× (st0−1 + 4− j) · x
st0−1+3−j

(1− x)3−j

∣∣∣∣
x=1

c

≤

≤ aν0r
ν0

c
cst0−12!(N + 3)!

(1/c)st0−1+3−j

(1− 1/c)3−j =

= 2!(N + 3)!
aν0r

ν0

c

2∑
j=0

1

(c− 1)3−j ≤ 3!(N + 3)!
aν0r

ν0

c
. (2.46)
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Остаточно тепер з нерiвностей (2.44)–(2.46) отримуємо, що∥∥∥∥∥∥
∑
i+j 6=ν0

Bi,j(z − z0)i(w − w0)j

∥∥∥∥∥∥ ≤
≤

((N + 1)CN
N+1 + 3!(N + 3)!)aν0r

ν0

c
≤ 1

2
aν0r

ν0.

Отже, полiном Pν0 на кiстяку T2
(

(z0, w0), re
L(z0,w0)

)
, e = (1, 1) ∈ R2,

є головним полiномом ряду (2.39).

Теорема 2.15. Нехай L ∈ Q(B2). Якщо iснують p ∈ Z+, d ∈
(0; 1], η ∈ (0; d) такi, що для кожного (z0, ω0) ∈ B2, деякого
R = (r1, r2) з rj = rj(d, (z0, ω0)) ∈ (η, d), j ∈ {1, 2} та деякого
ν0 = ν0(d, (z0, ω0)) ≤ p на кiстяку T2

(
(z0, ω0), R

L(z0,ω0)

)
полiном Pν0

є головним полiномом ряду (2.39), то аналiтична вектор-функцiя
F : B2 → C2 має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних.

Доведення. Припустимо, що iснують p ∈ Z+, d ≤ 1 та η ∈ (0; d)

такi, що для будь-якого (z0, ω0) ∈ B2 та деякого R = (r1, r2)

при rj = rj(d, (z0, ω0)) ∈ (η, d), j ∈ {1, 2} i певного ν0 =

ν0(d, (z0, ω0)) ≤ p полiном pν0 є головним полiномом ряду (2.39)
на кiстяку T2

(
(z0, ω0), R

L(z0,ω0)

)
. Позначимо r0 = max{r1, r2}. Тодi∥∥∥∥∥∥

∑
i+j 6=ν0

Bi,j(z − z0)i(ω − ω0)j

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥F (z, ω)−
∑
i+j=ν0

Bi,j(z − z0)i(ω − ω0)j

∥∥∥∥∥∥ ≤ aν0r
ν0
0

2
.

За нерiвнiстю Кошi, маємо∥∥Bi,j(z − z0)i(ω − ω0)j
∥∥ = a∗i,jr

i
1r
j
2 ≤

aν0r
ν0
0

2
, ∀i, j ∈ Z2

+, i + j 6= ν0,
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тобто для всiх i + j = ν 6= ν0

aνr
i
1r
j
2 ≤

aν0r
ν0
0

2
(R = (r1, r2)). (2.47)

Припустимо, що F необмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
За теоремою 2.8 для всiх p1 ∈ Z+ та c > 1 ∃(z0, ω0) ∈ B2 таке, що
виконується

max

{
‖F (i,j)(z0, ω0)‖
Li,j(z0, ω0)

: i + j = p1 + 1

}
>

> c ·max

{
‖F (k,m)(z0, ω0)‖
Lk,m(z0, ω0)

: k + m ≤ p1

}
.

Покладемо p1 = p та c =
(

(p+1)!
ηp+1

)2

. Тодi для цих z0(p1, c), ω0(p1, c)

max

{
‖F (i,j)(z0, ω0)‖
Li,j(z0, ω0)

: i + j = p1 + 1

}
>

>
1

ηp+1
max

{
‖F (k,m)(z0, ω0)‖
k!m!Lk,m(z0, ω0)

: k + m ≤ p

}
,

тобто, ap+1 >
aν0
ηp+1 . Звiдси

ap+1r
p+1
0 >

aν0r
p+1
0

ηp+1
≥ aν0rν0.

Остання нерiвнiсть суперечить (2.47). Отже, вектор-функцiя F є
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
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2.7 Оцiнки зростання аналiтичних в кулi функцiй.

Позначимо [0, 2π]2 = [0, 2π] × [0, 2π]. Для R = (r1, r2) ∈ R2
+,

Θ = (θ1, θ2) ∈ [0, 2π]2, A = (a1, a2) ∈ C2 писатимемо

ReiΘ = (r1e
iθ1, r2e

iθ2), argA = (arg a1, arg a2).

Через K(B2) позначаємо клас додатних неперервних функцiй L =

(l1, l2) : B2 → R2
+, де lj : B2 → R+ задовольняють умову (2.1) та

iснує c ≥ 1 таке, що для будь-якого R ∈ R2
+, |R| < 1, та j ∈ {1, 2}

max
{
lj(Re

iΘ2)/lj(Re
iΘ1) : Θ1,Θ2 ∈ [0, 2π]× [0, 2π]

}
≤ c. (2.48)

У випадку L(z, w) = (l1(|z|, |w|), l2(|z|, |w|)) очевидно маємо, що
L ∈ Q(B2) =⇒ L ∈ K(B2), тобто, Q(B2) ∩K(B2) 6= ∅. Крiм цього,
нескладно переконатися, що Q(B2) 6⊂ K(B2), K(B2) 6⊂ Q(B2), а
також, що L1,L2 ∈ K(B2) =⇒ L1 + L2 ∈ K(B2) та L1 · L2 ∈ K(B2)

(див., наприклад, [41]).
Нехай для R, |R| < 1, надалi

M(R,F ) := M(R,0, F ) = max{‖F (z, ω)‖ : (z, ω) ∈ T2(0, R)},

а також β =
(
β
2 ,

β
2

)
.

Теорема 2.16. Нехай L ∈ Q(B2)∩K(B2), β > c
√

2, де c > 1 – стала
з умови (2.48). Якщо аналiтична вектор-функцiя F : B2 → C2 має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних, то

lnM(R,F ) =

= O

(
min

{
min

Θ∈[0,2π]2

(∫ r1

0

l1(teiθ1, r2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r0
1e
iθ1, teiθ2)dt

)
;

min
Θ∈[0,2π]2

(∫ r1

0

l1(teiθ1, r0
2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r1e
iθ1, teiθ2)dt

)})
, (2.49)

при |R| → 1− 0, R0 = (r0
1, r

0
2) — фiксований радiус.
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Доведення. Нехай R > 0 , |R| > 1, Θ ∈ [0, 2π]2, а точка (z∗, w∗) ∈
T2
(
0, R + β

L(ReiΘ)

)
така, що

‖F (z∗, w∗)‖ = M
(
R +

β

L(ReiΘ)
, F
)
.

Виберемо

z0 =
z∗r1

R + β/L(ReiΘ)
, w0 =

w∗r2

R + β/L(ReiΘ)
.

Елементарно переконуємося, що

|z0 − z∗| =

∣∣∣∣∣∣ z∗r1

r1 + β

c
√

2l1(ReiΘ)

− z∗
∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣z
∗β/(c

√
2l1(ReiΘ))

r1 + β

c
√

2l1(ReiΘ)

∣∣∣∣∣∣ =
β

c
√

2l1(ReiΘ)
,

а також

|w0 − w∗| =

∣∣∣∣∣∣ w∗r2

r2 + β

c
√

2l2(ReiΘ)

− w∗
∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣w
∗β/(c

√
2l2(ReiΘ))

r2 + β

c
√

2l2(ReiΘ)

∣∣∣∣∣∣ =
β

c
√

2l2(ReiΘ)
.

Крiм цього маємо

L(z0, w0) = L

(
z∗r1

R + β/L(ReiΘ)
,

w∗r2

R + β/L(ReiΘ)

)
=

= L

(
(R + β/L(ReiΘ))r1e

i arg z∗

R + β/L(ReiΘ)
,

(R + β/L(ReiΘ))r2e
i argw∗

R + β/L(ReiΘ)

)
=

= L(r1e
i arg z∗, r2e

i argw∗).

Оскiльки L ∈ K(B2), то за умовою (2.48)

cL(z0, w0) = cL(r1e
i arg z∗, r2e

i argw∗) ≥
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≥ L(r1e
iθ1, r2e

iθ2) ≥ 1

c
L(z0, w0)

Розглянемо такi кiстяки

Te := T2

(
(z0, w0),

e

cL(z0, w0)

)
, Tβ := T2

(
(z0, w0),

cβ

L(z0, w0)

)
.

За теоремою 2.5 iснує p1 = p1

(
e
c , cβ

)
≥ 1 таке, що нерiвнiсть (2.22)

правильна для R′ = e/c, R′′ = cβ. Тому, послiдовно отримуємо, що

M
(
R +

β

L(r1eiθ1, r2eiθ2)
, F
)
≤

≤ max
{
‖F (z, w)‖ : (z, w) ∈ T2

(
(z0, w0),

β

L(r1eiθ1, r2eiθ2)

)}
≤

≤ max
{
‖F (z, w)‖ : (z, w) ∈ Tβ

}
≤

≤ p1 max
{
‖F (z, w)‖ : (z, w) ∈ Te

}
≤

≤ p1M
(
R +

e

L(r1eiθ1, r2eiθ2)
, F
)
. (2.50)

Функцiя

lnM(R,F ) :
{
R = (r1, r2) ∈ R2

+ : |R| < 1
}
→ R

є опуклою функцiєю вiдносно ln r1 за першою змiнною, при фiксо-
ванiй iншiй змiннiй, i є опуклою функцiєю вiдносно ln r2 за другою
змiнною при фiксованiй першiй змiннiй. Останнє означає, що фун-
кцiя

ψ(x1, x2) = lnM
((
ex1, ex2

)
, F
)

є опуклою за змiнною x1 на iнтервалi (0,
√

1− x2
2) для кожного

фiксованого значення x2 ∈ (0, 1) та є опуклою за змiнною x2 на iн-
тервалi (0,

√
1− x2

1) для кожного фiксованого значення x1 ∈ (0, 1).
Тому, iснують такi функцiї A1(t, r2), A2(r1, t) — невiд’ємнi неспа-
днi за змiнною t, що функцiю ln+ max{‖F (z, w)‖ : (z, w) ∈ T2(0, R)}
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можна подати у виглядi

ln+M(R,F )− ln+M(R + (r0
1 − r1)e1, F ) =

r1∫
r0
1

A1(t, r2)

t
dt, (2.51)

ln+M(R,F )− ln+M(R + (r0
2 − r2)e2, F ) =

r2∫
r0
2

A2(r1, t)

t
dt. (2.52)

для довiльних 0 < r0
j < rj, j ∈ {1, 2}.

Тодi, з нерiвностi (2.50) отримуємо, що

ln p1 ≥ lnM
(
R +

β

L(ReiΘ)
, F
)
− lnM

(
R +

e

L(ReiΘ)
, F
)

=

= lnM

(
0, R +

e + ( β√
2c
− 1)e1

L(ReiΘ)
, F

)
−

− lnM

(
0, R +

e + ( β√
2c
− 1)e2

L(ReiΘ)
, F

)
=

=

r1+β/(c
√

2l1(ReiΘ))∫
r1+1/l1(ReiΘ)

1

t
A1

(
t, r2 +

β

c
√

2l2(ReiΘ)

)
dt+

+

r2+β/(c
√

2l2(ReiΘ))∫
r2+1/l2(ReiΘ)

1

t
A2

(
r1 +

β

c
√

2l1(ReiΘ)
, t

)
dt.

З монотонностi функцiй Aj тепер маємо∫ b

a

1

t
A1(t, x2)dt ≥ A1(t, x2) ln(b/a),∫ b

a

1

t
A2(x1, t)dt ≥ A2(x1, t) ln(b/a),

тому,

ln p1 ≥ ln

(
1 +

β√
2c
− 1

r1l1(ReiΘ) + 1

)
A1

(
r1, r2 +

1

l2(ReiΘ)

)
+
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+ ln

(
1 +

β√
2c
− 1

r2l2(ReiΘ) + 1

)
A2

(
r1 +

1

l1(ReiΘ)
, r2

)
. (2.53)

Оскiльки rjlj(Re
iΘ) −→ +∞ при |R| −→ 1 − 0 i ln(1 + α) ∼ α

(α→ 0), то при |R| −→ 1− 0 i j ∈ {1, 2} отримуємо

ln

(
1 +

β√
2c
− 1

rjlj(ReiΘ) + 1

)
∼

β√
2c
− 1

rjlj(ReiΘ) + 1

i для всiх R = (r1, r2) ≥ R(0) = (r
(0)
1 , r

(0)
2 ) маємо

ln

(
1 +

β√
2c
− 1

rjlj(ReiΘ) + 1

)
≥

β√
2c
− 1

2rjlj(ReiΘ)
.

Тому, з нерiвностi (2.53) отримаємо, що при |R| −→ 1− 0

A1

(
r1, r2 +

β

c
√

2
l2(ReiΘ)

)
≤ 2 ln p1

β

c
√

2
− 1

r1l1(ReiΘ),

A2

(
r1 +

β

c
√

2l1(ReiΘ)
, r2

)
≤ 2 ln p1

β

c
√

2
− 1

r2l2(ReiΘ).

Нехай R0 = (r0
1, r

0
2), де r0

j такi, що двi попереднiх нерiвностей вико-
нуються при R ≥ R0. За допомогою рiвностей (2.51) та (2.52) тепер
для всiх R ≥ R0 отримуємо, що

lnM(R,F ) = lnM
(
R + (r0

1 − r1)e1, F
)

+

∫ r1

r0
1

A1(t, r2)

t
dt =

= lnM
(
R + (r0

1 − r1)e1 + (r0
2 − r2)e2, F

)
+

+

∫ r1

r0
1

A1(t, r2)

t
dt +

∫ r2

r0
2

A2(r0
1, t)

t
dt ≤

≤ lnM(R0, F )+

+
2 ln p1

β√
2c
− 1

(∫ r1

0

l1(teiθ1, r2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r0
1e
iθ1, teiθ2)dt

)
,
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позаяк при |R| → 1− 0∫ r1

0

l1(teiθ1, r2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r0
1e
iθ1, teiθ2)dt→ +∞.

Функцiя M(R,F ) = max{‖F (z, w)‖ : (z, w) ∈ T2(0, R)} не зале-
жить вiд Θ . Тому, звiдси випливає, що

lnM(R,F ) =

= O

(
min

Θ∈[0,2π]2

(∫ r1

0

l1(teiθ1, r2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r0
1e
iθ1, teiθ2)dt

))
,

при |R| −→ 1−0 . Зрозумiло, що симетрично проведенi мiркування
iз замiною порядку змiнних r1 та r2 дозволяють довести, що

lnM(R,F ) =

= O

 min
Θ∈[0,2π]2

( r1∫
0

l1(teiθ1, r0
2e
iθ2)dt +

r2∫
0

l2(r1e
iθ1, teiθ2)dt

) (2.54)

при |R| −→ 1− 0.
Справдi, за допомогою рiвностей (2.51) та (2.52) подiбно до попе-
реднього для всiх R ≥ R0 маємо, що

lnM(R,F ) = lnM
(
R + (r0

2 − r2)e2, F
)

+

∫ r2

r0
2

A2(r1, t)

t
dt =

= lnM
(
R + (r0

1 − r1)e1 + (r0
2 − r2)e2, F

)
+

+

∫ r1

r0
1

A1(t, r0
2)

t
dt +

∫ r2

r0
2

A2(r1, t)

t
dt ≤

≤ lnM(R0, F )+

+
2 ln p1

β√
2c
− 1

(∫ r1

0

l1(teiθ1, r0
2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r1e
iθ1, teiθ2)dt

)
.

Оскiльки при |R| → 1− 0∫ r1

0

l1(teiθ1, r0
2e
iθ2)dt +

∫ r2

0

l2(r1e
iθ1, teiθ2)dt→ +∞,
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то звiдси, одержуємо, що виконується спiввiдношення (2.54), а отже
i спiввiдношення (2.49). Теорему 2.16 доведено повнiстю.

Наслiдок 2.2. Нехай L ∈ Q(B2)∩K(B2), minΘ∈[0,2π]2 lj(Re
iΘ) — не-

спадна за кожною змiнною erk, k ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2}, k 6= j. Якщо
аналiтична в B2 вектор-функцiя F має обмежений L-iндекс за суку-
пнiстю змiнних, то для R(1) = (t, r2), R(2) = (r1, t) при |R| −→ 1− 0

lnM(R,F ) =

= O

(
min

{ r1∫
0

lj(R
(1)eiΘ)dt +

r2∫
0

lj(R
(2)eiΘ)dt : Θ ∈ [0, 2π]2

})
.

Позначимо a+ = max{a, 0}, uj(t) = uj(t, R,Θ) = lj
(
tR
r∗ eiΘ

)
, де

a ∈ R, t ∈ R+, j ∈ {1, 2} , r∗ = max{r1, r2} 6= 0 та t
r∗ |R| < 1.

Теорема 2.17. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно диферен-
цiйовна функцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, 2}, |R| < 1,
Θ ∈ [0, 2π]2 . Якщо вектор-функцiя L задовольняє умову (2.1) та
аналiтична в B2 вектор-функцiя має обмежений L-iндекс за суку-
пнiстю змiнних, то для кожного Θ ∈ [0, 2π]2 та всiх R ∈ R2

+, |R| < 1

i P ∈ Z2, S ∈ Z2

ln max

{
‖F (s,p)(ReiΘ)‖
s!p!Ls,p(ReiΘ)

: s + p ≤ N

}
≤

≤ ln max

{
‖F (s,p)(0)‖
s!p!Ls,p(0)

: s + p ≤ N

}
+

+

r∗∫
0

(
max
s+p≤N

{
(s + 1)l1

( τ
r∗
ReiΘ

)
+ (p + 1)l2

( τ
r∗
ReiΘ

)}
+

+ max
s+p≤N

{
s(−u′1(τ ))+

l1( τr∗Re
iΘ)

+
p(−u′2(τ ))+

l2( τr∗Re
iΘ)

})
dτ (2.55)

Доведення. Нехай R ∈ R\{0}, Θ ∈ [0, 2π]2. Позначимо aj =
rj
r∗ , j ∈

{1, 2} та A = (a1, a2). Розглянемо функцiю g : R+ → R+, визначену
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формулою

g(t) = max

{
‖F (s,p)(AteiΘ)‖
s!p!LS,P (AteiΘ)

: s + p ≤ N

}
(2.56)

де AteiΘ = (a1te
iθ1, a2te

iθ2).
Позаяк функцiя

‖F (s,p)(AteiΘ)‖
k!m!Lk,m(AteiΘ)

є неперервно диференцiйовною за дiйсною змiнною t ∈ (0; +∞),
зовнi нульової множини функцiї ‖F (s,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖, вiдповiдно

функцiя g(t) також неперервно диференцiйовна на
(
0, r∗/|R|

]
за

винятком, можливо, не бiльше, нiж злiченної множини точок.
Застосовуючи нерiвнiсть d

dr |g(r)| ≤ |g′(r)| , яка виконується скрiзь
за винятком, можливо, точок r = t, в яких g(t) = 0, послiдовно
отримуємо

d

dt

(
‖F (s,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)

)
=

=
1

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)

d

dt
‖F (s,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖+

+‖F (s,p)(a1te
iθ1, a2te

iθ2)‖×

× d
dt

1

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)
≤ 1

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)
×

×
(
‖F (s+1,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)a1e

iθ1‖+

+‖F (s,p+1)(a1te
iθ1, a2te

iθ2)a2e
iθ2‖
)
−

−‖F
(s,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)

( su′1(t)

l1(AteiΘ)
+

pu′2(t)

l2(AteiΘ)

)
≤

≤
(
‖F (s+1,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖

(s + 1)!p!Ls+1,p(a1teiθ1, a2teiθ2)
+

+
‖F (s,p+1)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖

s!(p + 1)!Ls,p+1(a1teiθ1, a2teiθ2)

)
×

×
(
a1(s + 1)l1(a1te

iθ1, a2te
iθ2) + a2(p + 1)l2(a1te

iθ1, a2te
iθ2)
)

+



104

+
‖F (s,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)

(s(−u′1(t))+

l1(AteiΘ)
+
p(−u′1(t))+

l1(AteiΘ)

)
. (2.57)

Для абсолютно неперервних на [a, b] функцiй h1, h2 та функцiї
h(x) := max{h1(x), h2(x)} виконується h′(x) ≤ max{h′1(x), h′2(x)}
для майже всiх x ∈ [a, b] (див. [89, Lemma 2]). Функцiя g — абсолю-
тно неперервна, тому з (2.57) випливає, що майже скрiзь за мiрою
Лебега

g′(t) ≤ max

{
d

dt

(
‖F (s,p)(a1te

iθ1, a2te
iθ2)‖

s!p!Ls,p(a1teiθ1, a2teiθ2)

)
: s + p ≤ N

}
≤

≤ max
s+p≤N

{
a1(s + 1)l1(AteiΘ)‖F (s+1,p)(AteiΘ)‖

k!m!Lk+1,m(AteiΘ)
+

+
a2(p + 1)l2(AteiΘ)‖F (s,p+1)(AteiΘ)‖

k!m!Lk,m+1(AteiΘ)
+

+
‖F (s,p)(AteiΘ)‖
s!p!Ls,p(AteiΘ)

(
s(−u′1(t))+

l1(AteiΘ)
+
p(−u′2(t))+

l2(AteiΘ)

)}
≤

≤ g(t)

(
max
s+p≤N

{a1(s + 1)l1(AteiΘ) + a2(p + 1)l2(AteiΘ)}+

+ max
s+p≤N

{
s(−u′1(t))+

l1(AteiΘ)
+
p(−u′2(t))+

l2(AteiΘ)

})
=

= g(t)α(t),

тобто, d
dt ln g(t) ≤ α(t) майже скрiзь за мiрою Лебега, де

α(t) = (β(t) + γ(t)),

β(t) = max
s+p≤N

{
a1(s + 1)l1(AteiΘ) + a2(p + 1)l2(AteiΘ)

}
,

γ(t) = max
s+p≤N

{
s(−u′1(t))+

l1(AteiΘ)
+
p(−u′2(t))+

l2(AteiΘ)

}
.

Звiдси за Лемою 3 зi статтi [89]

g(t) ≤ g(0) exp

t∫
0

(β(τ ) + γ(τ ))dτ, (2.58)
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бо g(0) 6= 0. Але r∗A = R. Пiдставляючи t = r∗ в нерiвнiсть (2.58)
та пригадуючи (2.56), маємо

ln max

{
‖F (s,p)(ReiΘ)‖
s!p!Ls,p(ReiΘ)

: s + p ≤ N

}
≤

≤ ln max

{
‖F (s,p)(0)‖
s!p!Ls,p(0)

: s + p ≤ N

}
+

+

r∗∫
0

max
s+p≤N

{
a1(s + 1)l1(AτeiΘ) + a2(p + 1)l2(AτeiΘ)

}
dτ+

+

r∗∫
0

max
s+p≤N

{
s(−u′1(τ ))+

l1(AτeiΘ)
+
p(−u′2(τ ))+

l2(AτeiΘ)

}
dτ,

тобто, виконується нерiвнiсть (2.55).

Твердження 2.3. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервна дифе-
ренцiйовна вектор-функцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, 2},
|R| < 1, Θ ∈ [0, 2π]2. Якщо вектор-функцiя L задовольняє умову
(2.1), а аналiтична в B2 вектор-функцiя F має обмежений L-iндекс
N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних та iснує C > 0 таке, що для
функцiї L виконується умова

sup

{
(−(uj(t, R,Θ))′t)

+

rj
r∗ l

2
j (

t
r∗Re

iΘ)
: |R| < 1, 0 ≤ t ≤ r∗,

Θ ∈ [0, 2π]2, j ∈ {1, 2}
}

= C < +∞, (2.59)

то

lim
|R|−→1−0

lnM(R,F )

maxΘ∈[0,2π]2

1∫
0

〈R,L(τ, ReiΘ)〉dτ
≤ (C + 1)N + 1. (2.60)

Доведення. Якщо вектор-функцiя L задовольняє умову (2.1), то

max
Θ∈[0,2π]2

1∫
0

〈R,L(τReiΘ)〉dτ −→ +∞, |R| −→ 1− 0. (2.61)
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Позначимо β̃(t) =
∑2

j=1 ajlj(Ate
iΘ). Якщо додатково виконується

(2.59), то для деяких s∗, p∗, s∗ + p∗ ≤ N та s̃, p̃, s̃ + p̃ ≤ N ,

γ(t)

β̃(t)
=

s∗(−u′1(t))+

l1(AteiΘ)
+

p∗(−u′2(t))+

l2(AteiΘ)∑2
j=1 ajlj(Ate

iΘ)
≤ s∗

(−u′1(t))+

a1l21(AteiΘ)
+ p∗

(−u′2(t))+

a2l22(AteiΘ)
≤

≤ (s∗ + p∗)C ≤ NC

та
β(t)

β̃(t)
=
a1(s̃ + 1)l1(AteiΘ) + a2(p∗ + 1)l2(AteiΘ)∑2

j=1 ajlj(Ate
iΘ)

= 1 +
a1s̃l1(AteiΘ)

a1l1(AteiΘ)
+

+
a2p̃l2(AteiΘ)

a2l2(AteiΘ)
≤ 1 + s̃ + p̃ ≤ 1 + N.

Але ‖F (AteiΘ)‖ ≤ g(t) ≤ g(0) exp
t∫

0

(β(τ ) + γ(τ ))dτ та r∗A = R.

Вiзьмемо t = r∗ та застосуємо спiввiдношення (2.61). Отримаємо

lnM(R,F )− ln g(0) = ln max
Θ∈[0,2π]2

‖F (ReiΘ)‖ − ln g(0) ≤

≤ ln max
Θ∈[0,2π]2

g(r∗)− ln g(0) ≤ max
Θ∈[0,2π]2

r∗∫
0

(β(τ ) + γ(τ ))dτ ≤

≤ (NC + N + 1) max
Θ∈[0,2π]2

r∗∫
0

(β̃(τ ))dτ =

= (NC + N + 1) max
Θ∈[0,2π]2

r∗∫
0

(
a1l1(AτeiΘ) + a2l2(AτeiΘ)

)
dτ =

= (NC + N + 1) max
Θ∈[0,2π]2

r∗∫
0

(r1

r
l1
( τ
r∗
ReiΘ

)
+
r2

r
l2
( τ
r∗
ReiΘ

))
dτ =

= (NC + N + 1) max
Θ∈[0,2π]2

1∫
0

(
r1l1
(
τReiΘ

)
+ r2l2

(
τReiΘ

))
dτ.
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Отже, справджується (2.60). Твердження 2.3 доведено.

Твердження 2.4. Нехай L(ReiΘ) — додатна неперервно дифе-
ренцiйовна функцiя за кожною змiнною rk,k ∈ {1, 2}, |R| < 1,
Θ ∈ [0, 2π]2 i задовольняє умову (2.1). Якщо аналiтична в B2

вектор-функцiя F має обмежений L-iндекс N = N(F,L) за су-
купнiстю змiнних та

r∗(−(uj(t, R,Θ))′t=r∗)
+/rjl

2
j (Re

iΘ) −→ 0 (2.62)

рiвномiрно для всiх Θ ∈ [0, 2π]2, j ∈ {1, 2} при R −→ 1− 0, то

lim|R|−→1−0
lnM(R,F )

maxΘ∈[0,2π]2

1∫
0

〈R,L(τ, ReiΘ)〉dτ
≤ N + 1. (2.63)

З одного боку, оцiнка (2.63) доводиться подiбно до доведення
твердження 2.3. З iншого боку, з умови (2.62) випливає, що умова
(2.59) виконується з довiльним C = ε > 0. Тому, нерiвнiсть (2.60)
виконується з C = ε > 0, тобто у правiй частинi нерiвностi (2.60)
маємо сталу (C + 1)N + 1 = (ε+ 1)N + 1. Залишилося спрямувати
ε→ +0.

Якщо L(z, w) = L(r1, r2) = L(R),тобто, залежить лише вiд |z| =
r1 та |w| = r2, то нерiвнiсть (2.62) може бути записана у простiшiй
формi.

Наслiдок 2.3. Нехай L(R) — додатна неперервно диференцiйовна
функцiя за кожною змiнною rk, k ∈ {1, 2}, |R| < 1 . Якщо функцiя
L задовольняє (2.1) та аналiтична в B2 вектор-функцiя F має обме-
жений L-iндекс з N = N(F,L) за сукупнiстю змiнних для кожного
j ∈ {1, 2}

〈R,∇lj(R)〉
rjl2j (R)

→ 0
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при |R| −→ 1− 0, де ,∇lj(R) =
(
∂lj(R)

∂r1
,
∂lj(R)

∂r2

)
, то

lim
|R|−→1−0

lnM(R,F )
1∫

0

〈R,L(τR)〉dτ
≤ N + 1.

У цьому роздiлi основний результат має такий вигляд.

Теорема 2.18. Нехай L(R) = (l1(R), l2(R)), lj(R) — додатна не-
перервно диференцiйовна вектор-функцiя за кожною змiнною rk,
k ∈ {1, 2}, |R| < 1. Якщо вектор-функцiя L задовольняє умову
(2.1) та аналiтична в B2 вектор-функцiя F має обмежений L-iндекс
за сукупнiстю змiнних, то

lim
|R|−→1−0

ln max{‖F (z, w)‖ : (z, w) ∈ T2(0, R)}
1∫

0

〈R,L(τR)〉dτ
≤ N + 1.

Ця теорема випливає негайно з твердження 2.4, яке вище дове-
дене для функцiї L iстотно загальнiшого вигляду.
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Висновки до роздiлу 2

У роздiлi 2 побудовано основи теорiї аналiтичних вектор-
функцiй обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних в одиничнiй
двохвимiрнiй кулi C2 ⊂ C2. Доведено цiлий ряд критерiїв обмеже-
ного L-iндексу за сукупнiстю змiнних, що є, зокрема, аналогами
вiдповiдних критерiїв Фрiке, Хеймана, встановлених цими автора-
ми у випадку цiлих функцiй обмеженого iндексу на комплекснiй
площинi. Роздiл 2 мiстить всi основнi результати дисертацiйної ро-
боти. Всi основнi твердження цього роздiлу є новими i не мають
попередникiв.

Основнi досягнення цього роздiлу є наступнi. У пiдроздiлi 2.2
встановлюються теореми, якi мiстять необхiднi i достатнi умови
обмеженостi L-iндексу аналiтичних в одиничнiй двохвимiрнiй кулi
в C2 вектор-функцiй в термiнах локально регулярного поводжен-
ня їхнiх часткових похiдних (Теореми 2.1, 2.2, 2.5). Цi теореми в
сукупностi дають аналог одновимiрного критерiю Фрiке обмежено-
стi iндексу у цiлої функцiї вiд однiєї комплексної змiнної. Iншi двi
теореми цього пiдроздiлу встановлюють спiввiдношення мiж обме-
женостями L-iндексу вiдносно двох рiзних функцiй L, у випадку,
якщо одна з них в певному сенсi бiльша за iншу, а також iнва-
рiантнiсть поняття обмеженостi L-iндексу у випадку узагальненої
еквiвалентностi цих двох функцiй.

У пiдроздiлi 2.3 встановленi теореми, якi мiстять як достатнi
умови (теорема 2.6), так i необхiднi умови (теорема 2.7) обмеже-
ностi L-iндексу аналiтичних в одиничнiй двохвимiрнiй кулi в C2

вектор-функцiй, в термiнах локально регулярного поводження ма-
ксимума норми аналiтичної вектор-функцiї на бiкругах. Цi теоре-
ми, з одного боку, є базовими для наступного пiдроздiлу, а з iншого
боку, вони цiкавi самi-по-собi, оскiльки описують певну властивiсть
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вектор-функцiй обмеженого L-iндексу, яка вказує на правильнiсть
(локальну регулярнiсть) їхнього поводження. У цьому зв’язку ви-
никає таке в даний час вiдкрите, навiть у випадку функцiй вiд
однiєї змiнної, питання про можливий зв’язок цiєї локальної ре-
гулярностi з певною глобальною регулярнiстю, яке є цiкавим як
точки зору уточнення мiсця, яке займає той чи iнший клас аналi-
тичних функцiй обмеженого iндексу в загальнiй теорiї аналiтичних
функцiй, так i з точки зору можливостi встановлення принципо-
во нових властивостей цих класiв функцiй, що мають властивiсть
обмеженостi iндексу.

У пiдроздiлi 2.4 основним змiстом є доведення аналога теоре-
ми Хеймана (теорема 2.8), яка дає вiдносно простий апарат для
встановлення обмеженостi iндексу аналiтичних розв’язкiв диф. рiв-
нянь.

З цiєї теореми виводиться один критерiй, який характеризує
обмеженiсть L-iндекс у термiнах сум часткових похiдних. З точки
зору можливої застосовностi розвинутої у роботi теорiї аналiтичних
вектор-функцiй F в одиничнiй кулi B2 обмеженого L-iндексу до
аналiтичної теорiї диференцiйних рiвнянь, аналог теореми Хейма-
на може мати ефективнi застосування, позаяк її аналоги, встанов-
ленi ранiше в рiзних класах аналiтичних функцiй, мають вiдомi
ефективнi застосування. Хоча теорема 2.9 i має характер крите-
рiю, проте в нiй “захована” ще тонша властивiсть ряду, що зобра-
жає аналiтичну вектор-функцiю F в одиничнiй кулi B2 обмеженого
L-iндексу. Власне, обмеженiсть такого iндексу виявляється рiвно-
сильною до iснування. так званого головного полiнома. I доведення
цього факту є основним змiстом шостого пiдроздiлу 2.6.

Пiдроздiл 2.7 присвячений дослiдженню можливої швидкостi
зростання аналiтичних вектор-функцiй F в одиничнiй кулi B2 обме-
женого L-iндексу. Основнi результати тут мiстяться в теоремах
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2.16, 2.17, 2.18. Застосування того чи iншого варiанту поняття обме-
женостi iндексу реалiзується зазвичай за такою схемою: на основi
одного з критерiїв доводиться обмеженiсть iндексу розв’язкiв диф.
рiвнянь чи їхнiх систем, а потiм на основi результатiв побудова-
ної теорiї обмеженого iндексу робиться висновок про властивостi
всiх розв’язкiв того чи iншого класу диф.рiвнянь. Зокрема дається
верхня оцiнки швидкостi зростання всiх розв’язкiв. Остання обста-
вина дозволяє з оптимiзмом очiкувати результативних застосувань
проведених у роботi дослiджень до аналiтичної теорiї диф.рiвнянь.

Результати другого роздiлу опублiковано в статтях [1–5].
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РОЗДIЛ 3. ЦIЛI ВЕКТОР-ФУНКЦIЇ ОБМЕЖЕНОГО
L-IНДЕКСУ ВIД БАГАТЬОХ ЗМIННИХ

Як вже вiдзначалося вище у текстi, поняття обмеженого iндексу
для аналiтичних функцiй ( [8]) привернуло увагу багатьох матема-
тикiв (див. [22,33,37,41]), якi присвятили свої дослiдження аналiти-
чним функцiям в рiзних одновимiрних i багатовимiрних областях.
Концепцiя обмеженого iндексу, зокрема, цiкава у зв’язку з теорiєю
розподiлу значень i з аналiтичною теорiєю диференцiальних рiв-
нянь ( [33, 37, 55]). Наприклад, як вже вiдзначалося вище, аналi-
тична функцiя має обмежений розподiл значень тодi i тiльки тодi,
коли її похiдна має обмежений iндекс (У.Хейман).

Ф. Нурай and Р. Патерсон ( [30]) узагальнили концепцiю обме-
женого iндексу для цiлих функцiй F : C2 → Cn, замiнивши модуль
функцiї в означеннi функцiї обмеженого iндексу на максимум моду-
лiв компонент вектор функцiї. Якщо в C2 компоненти аналiтичних
функцiй вiд двох змiнних мають обмежений iндекс, тодi функцiя
також має обмежений iндекс. Навпаки це, взагалi кажучи не так.

Вище ми розглянули аналiтичнi в одиничнiй кулi з C2 вектор-
функцiї F : B2 → C2 обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних.
При цьому ми перенесли на такий клас вектор-функцiй встановле-
нi ранiше [32] основнi критерiї обмеженостi L-iндексу аналiтичних
функцiй в одиничнiй кулi з Cn в C.

Наша мета – дати завершену форму дослiджень Ф. Нурая i Р.Ф.
Патерсона [30]. Зокрема, вони використовували деякi твердження
для цiлих вектор-функцiй вiд двох змiнних без суворих доведень.
Авторами розглянуто поняття обмеженого iндексу для функцiй
F : C2 → Cp, а також . Однак, вiдоме бiльш загальне означення
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних ( [41]) з застосуван-
ням до системи часткових рiвнянь ( [33]).
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Отже, ми розглянемо аналiтичнi вектор-функцiї з Cn в Cp та вве-
демо означення обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних для
цих функцiй.

3.1 Позначення та означення

Пригадаємо деякi стандартнi позначення. Позначимо R+ =

[0; +∞), 0 = (0, . . . , 0) ∈ Rn
+, 1 = (1, . . . , 1) ∈ Rn

+,
ej = (0, . . . , 0, 1︸︷︷︸

j-те мiсце
, 0, . . . , 0) ∈ Rn

+, R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+, |z| =√

|z1|2 + . . . + |zn|2, z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn. Для A = (a1, . . . , an) ∈
Rn, B = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, використовуємо формальнi позначе-
ння без порушення умов iснування вiдповiдних виразiв: AB =

(a1b1, . . . , anbn), A/B = (a1/b1, . . . , an/bn), AB = (ab11 , . . . , a
bn
n ), а за-

пис A < B означає, що aj < bj, j ∈ {1, . . . , n}; подiбним чином
означаємо вiдношення A ≤ B. Для K = (k1, . . . , kn) ∈ Zn+ позна-
чимо K! = k1! · . . . · kn!. Додавання, скалярне множення та спря-
ження визначенi в Cn покомпонентно. Для a = (a1, . . . , an) ∈ Cn,
b = (b1, . . . , bn) ∈ Cn визначимо 〈a, b〉 = a1b1 + . . . + anbn, де bj—
комплексно спряженi числа до bj.

Для z0 = (z0,1, . . . , z0,n) ∈ Cn i R = (r1, . . . , rn) ∈ Rn
+ че-

рез Dn(z0, R) = {z ∈ Cn : |z1 − z0,1| < r1, . . . , |zn − z0,n| < rn}
позначимо полiкруг, через Tn(z0, R) = {z ∈ Cn : |z1 − z0,1| =

r1, . . . , |zn − z0,n| = rn} його кiстяк. Замкнений полiкруг {z ∈
Cn : |z1 − z0,1| ≤ r1, . . . , |zn − z0,n| ≤ rn} позначається— Dn[z0, R],
Dn = Dn(0;1), D = {z ∈ C : |z| < 1}.

Нехай F (z) = (f1(z), . . . , fp(z))—аналiтична вектор-функцiя в
Cn, тобто fj : Cn → C аналiтичнi для всiх j, 1 ≤ j ≤ p. Тодi в
околi кожної точки a ∈ Cn функцiя F (z) допускає розвинення у
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векторний ряд Тейлора

F (z) =

+∞∑
k=0

∑
‖m‖=k

Cm(z − a)m,

де

Cm=
1

m!
F (m)(a) :=

1

m!

(
f

(m)
1 (a), . . . , f (m)

p (a)
)
,

f
(m)
j (a) :=

∂‖m‖fj(z)

∂zm
=

∂‖m‖fj(z)

∂zm1
1 · . . . · ∂z

mn
n

∣∣∣
z=a

для m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn+, a ∈ Cn.

Нехай G ⊂ Cn область i | · |p норма в Cp. Нехай L(z) =

(l1(z), . . . , ln(z)), де lj(z) : G → R+ додатна неперервна функцiя.
Аналiтична вектор-функцiя F : G → Cp називається функцiєю
обмеженого L-iндексу (за сукупнiстю змiнних) в областi G, якщо
iснує n0 ∈ Z+ таке, що (∀z ∈ G)(∀J ∈ Zn+) :

|F (J)(z)|p
J !LJ(z)

≤ max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: K ∈ Zn+, ‖K‖ ≤ n0

}
.

Найменше цiле таке число n0 називається L-iндексом за сукупнiстю
змiнних вектор-функцiї F та позначається через N(F,L, G,Cp).

Для G = Cp позначимо N(F,L) := N(F,L,Cp,Cp), аналiтична
вектор-функцiя F називається функцiєю обмеженого L-iндексу
N(F,L).

Через Qn позначимо клас функцiй L : Cn → Rn
+ таких, що для

всiх j ∈ {1, 2, . . . , n}
∀R ∈ Rn

+ : 0 < λ1,j(R) ≤ λ2,j(R) <∞,
де

λ1,j(R) = inf
z0∈Cn

inf {lj(z)/lj(z0) : z ∈ Dn[z0, R/L(z0)]} ,

λ2,j(R) = sup
z0∈Cn

sup {lj(z)/lj(z0) : z ∈ Dn[z0, R/L(z0)]} .
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Як i вище у роздiлi 2, зауважимо, що
(∀R ∈ Rn

+) : λ1,j(R) ≤ 1 ≤ λ2,j(R),

а також

(∀j, 1 ≤ j ≤ n)(∀R1, R2 ∈ Rn
+) : R1 < R2 =⇒

λ2,j(R1) ≤ λ2,j(R2), λ1,j(R1) ≥ λ1,j(R2).

3.2 Аналоги теореми Фрiке для цiлих вектор-функцiй
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних

Доведемо спочатку наступну теорему, аналоги якої є базовими
в теорiї функцiй обмеженого iндексу. Вище у вступнiй частинi i в
оглядi результатiв попередникiв, ми вже це доволi детально обго-
ворювали.
Теорема 3.1. Нехай L ∈ Qn i |A|p = max{|aj| : 1 ≤ j ≤ p} для
A = (a1, . . . , ap) ∈ Cp. Аналiтична вектор-функцiя F : Cn → Cp має
обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних тодi i лише тодi, якщо
для будь-яких R ∈ Rn

+ iснує n0 ∈ Z+, d > 0 таке, що для всiх
z0 ∈ Cn iснує K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤ n0, виконуєься нерiвнiсть

max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ n0, z ∈ Dn[z0, R/L(z0)]

}
≤ d
|F (K0)(z0)|p
K0!LK0(z0)

.

(3.1)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай F–аналiтична вектор-функцiя
обмеженого L-iндексу за сукупнiстю змiнних з N = N(F,L) < ∞.
Для R ∈ Rn

+ визначимо

q = q(R) =
[
2(N + 1)

n∏
j=1

((
λ2,j(R)

)N+1(
λ1,j(R)

)−N)‖R‖] + 1,

де [x] позначає цiлу частину дiйсного числа x. Для p0 ∈ {0, ..., q} i
z0 ∈ Cn позначимо:

Sp0(z0, R)=max
{|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N, z ∈ Dn
[
z0, p0R/(qL(z0))

]}
,
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S∗p0
(z0, R)=max

{|F (K)(z)|p
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤N, z∈Dn
[
z0, p0R/(qL(z0))

]}
.

Зазначимо, що

Dn[z0, p0R/(qL(z0))] ⊂ Dn[z0, R/L(z0)],

тому, для всiх z∈Dn [z0, p0R/(qL(z0))] за означенням λ1,j(R) маємо

LK(z0)

LK(z)
=
l1
k1(z0)

l1
k1(z)

· . . . · ln
kn(z0)

ln
kn(z)

≤

≤ λ−k1
1,1 (R) · . . . · λ−kn1,n (R) = λ−K1 (R), K = (k1, . . . , kn),

де λ1(R) := (λ1,1(R), . . . , λ1,n(R)) ∈ Rn
+. Отже,

Sp0(z0, R) = max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤N,

z∈Dn [z0, p0R/(qL(z0))]

}
=

= max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z0)

· L
K(z0)

LK(z)
: ‖K‖ ≤ N,

z ∈ Dn[z0, p0R/(qL(z0))]

}
≤

≤ S∗p0
(z0, R) max{λ1(R)−K : ‖K‖ ≤ N} ≤

≤ S∗p0
(z0, R)

n∏
j=1

(λ1,j(R))−N . (3.2)

Для всiх z ∈ Dn [z0, p0R/(qL(z0))] за означенням λ2,j(R), для K =

(k1, . . . , kn) маємо

LK(z)

LK(z0)
=
l1
k1(z)

l1
k1(z0)

· . . . · ln
kn(z)

ln
kn(z0)

≤

≤ λk1
2,1(R) · . . . · λkn2,n(R) = λK2 (R), (3.3)

де λ2(R) := (λ2,1(R), . . . , λ2,n(R)) ∈ Rn
+. Отже,

S∗p0
(z0, R) =max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

· L
K(z)

LK(z0)
: ‖K‖ ≤ N,
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z ∈ Dp[z0, p0R/(qL(z0))]

}
≤max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

λ2(R)K : ‖K‖ ≤ N,

z ∈ Dn[z0, p0R/(qL(z0))]]

}
≤ Sp0(z0, R)

n∏
j=1

(λ2,j(R))N . (3.4)

Нехай Kp0 ∈ Zn+, ‖Kp0‖ ≤ N i z∗ ∈ Dn [z0, p0R/(qL(z0))] такi, що

S∗p0
(z0, R) =

|F (Kp0)(z∗)|p
Kp0!L

Kp0(z0)
. (3.5)

За принципом максимуму модуля z∗ ∈ Tn (z0, p0R/(qL(z0))), то-

му z∗ 6= z0. Виберемо z̃ = z0 +
p0 − 1

p0
(z∗ − z0) . Тодi для z̃ =

(z̃(1), . . . , z̃(n)), z0 = (z
(1)
0 , . . . , z

(n)
0 ), z∗ = (z

(1)
∗ , . . . , z

(n)
∗ ), 1 ≤ j ≤ n

послiдовно маємо

|z̃(j) − z(j)
0 | =

p0 − 1

p0
|z(j)
∗ − z

(j)
0 | =

p0 − 1

p0

p0rj
qlj(z0)

, (3.6)

|z̃(j) − z(j)
∗ | = |z

(j)
0 +

p0 − 1

p0
(z(j)
∗ − z

(j)
0 )− z(j)

∗ | =

=
1

p0
|z(j)

0 − z(j)
∗ | =

rj
qlj(z0)

. (3.7)

Оскiльки z̃ ∈ Dn [z0, (p0 − 1)R/(q(R)L(z0))], то

S∗p0−1(z0, R) ≥ |F
(Kp0)(z̃)|p

Kp0!L
Kp0(z0)

. (3.8)

Зауважимо, що цiлком подiбно, як i вiдповiдномi мiсцi пiдроздi-
лу 2.2, встановлюється нерiвнiсть

d

dt
‖F (Kp0)(z̃ + t(z∗ − z̃))‖ ≤

≤
n∑
j=1

(
|z(j)
∗ − z̃(j)| · ‖F (Kp0+ej)(z̃ + t(z∗ − z̃))‖

)
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Тодi з (3.5) i (3.8) послiдовно, використавши теорему про середнє
значення, отримуємо

0 ≤ S∗p0
(z0, R)− S∗p0−1(z0, R) ≤ |F

(Kp0)(z∗)|p − |F (Kp0)(z̃)|p
Kp0!L

Kp0(z0)
=

=
1

Kp0!L
Kp0(z0)

∫ 1

0

d

dt
|F (Kp0)(z̃ + t(z∗ − z̃))|pdt ≤

≤ 1

Kp0!L
Kp0(z0)

∫ 1

0

n∑
j=1

(
|z(j)
∗ − z̃(j)| · |F (Kp0+ej)(z̃ + t(z∗ − z̃))|p

)
dt =

=
1

Kp0!L
Kp0(z0)

n∑
j=1

(
|z(j)
∗ − z̃(j)| · |F (Kp0+ej)(z̃ + t∗(z∗ − z̃))|p

)
, (3.9)

де 0 ≤ t∗ ≤ 1, i (z̃ + t∗(z∗ − z̃)) ∈ Dn[z0, p0R/(qL(z0))].

Для z ∈ Dn[z0, p0R/(qL(z0))] i J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn+ : ‖J‖ ≤ N + 1,
за означенням сталої N = N(F,L) i λ2,j

(
p0R/q

)
, маємо

|F (J)(z)|p
J !LJ(z0)

=
|F (J)(z)|p
J !LJ(z0)

· L
J(z)

LJ(z)
≤

≤ |F
(J)(z)|p

J !LJ(z)
max

{
LJ(z)

LJ(z0)
: ‖J‖ ≤ N + 1

}
≤

≤max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤N
}
·

n∏
j=1

(
λ2,j

(
p0R/q

))N+1≤

≤
n∏
j=1

(
λ2,j

(
R
))N+1 ·max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤ N

}
=

=

n∏
j=1

(
λ2,j

(
R
))N+1 · Sp0(z0, R) ≤

≤
n∏
j=1

(
λ2,j

(
R
))N+1 · S∗p0

(z0, R) ·
n∏
j=1

(
λ1,j

(
R
))−N

.

Отже, з (3.9), (3.6) маємо

0 ≤ S∗p0
(z0, R)− S∗p0−1(z0, R) ≤
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≤
n∑
j=1

(
|z(j)
∗ − z̃(j)| · (Kp0 + ej)!L

Kp0+ej(z0)

Kp0!L
Kp0(z0)

×

×‖F
(Kp0+ej)(z̃ + t∗(z∗ − z̃))‖

(Kp0 + ej)!L
Kp0+ej(z0)

)
≤

≤
n∏
j=1

((
λ2,j(R)

)N+1(
λ1,j(R)

)−N)
S∗p0

(z0, R)×

×
n∑
j=1

|z(j)
∗ − z̃(j)|〈ej, Kp0 + ej〉Lej(z0).

З (3.7) маємо, що
n∑
j=1

|z(j)
∗ − z̃(j)|〈ej, Kp0 + ej〉Lej(z0) =

1

q(R)

n∑
j=1

〈ej, Kp0 + ej〉Rej ,

крiм цього
n∑
j=1

〈ej, Kp0 + ej〉Rej ≤ (N + 1)

n∑
j=1

Rej = (N + 1)‖R‖.

Тому, використовуючи вибiр q(R) отримуємо

S∗p0
(z0, R)−S∗p0−1(z0, R)≤

≤
n∏
j=1

((
λ2,j(R)

)N+1(
λ1,j(R)

)−N)S∗p0
(z0, R)

q(R)
(N+1)‖R‖≤

S∗p0
(z0, R)

2
.

Звiдси випливає, що S∗p0
(z0, R) ≤ 2S∗p0−1(z0, R) i враховувавши (3.2)

i (2.7) маємо

Sp0(z0, R) ≤ 2

n∏
j=1

(λ1,j(R))−NS∗p0−1(z0, R) ≤

≤ 2

n∏
j=1

(
(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N

)
Sp0−1(z0, R).
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Тодi, застосовуючи останню нерiвнiсть потрiбну кiлькiсть разiв, на-
рештi маємо, що

Sq(z0, R) ≤ 2

n∏
j=1

(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))NSq−1(z0, R) ≤ . . .

. . . ≤ 2q
n∏
j=1

(
(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N

)q
S0(z0, R),

звiдки

max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤N, z ∈ Dp [z0, R/L(z0)]

}
=

= max

{
|F (K)(z)|p
K!LK(z)

: ‖K‖ ≤N,

z ∈ Dp [z0, qR/(qL(z0))]

}
= Sq(z0, R) ≤

≤ 2q
n∏
j=1

(
(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N

)q
max

{
|F (K)(z0)|p
K!LK(z0)

: ‖K‖ ≤N
}
.

Остаточно тепер отримуємо, що з останньої нерiвностi випливає не-
рiвнiсть (3.1) з d = 2q

∏n
j=1

(
(λ1,j(R))−N(λ2,j(R))N

)q
i при деякому

K0 такому, що ‖K0‖ ≤ N . Необхiднiсть умови (3.1) доведено.

Достатнiсть. Припустимо, що для кожного R ∈ Rn
+ iснують n0 ∈

Z+, d > 1, такi, що для всiх z0 ∈ Cn
+ i для деяких K0 ∈ Zn+, ‖K0‖ ≤

n0, виконується нерiвнiсть (3.1). За iнтегральною формулою Кошi
маємо (∀z0 ∈ Cn), (∀K ∈ Zn+), (∀S ∈ Zn+):

F (K+S)(z0)

S!
=

1

(2πi)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

F (K)(z)

(z − z0)S+1
dz.

Отже,

|F (K+S)(z0)|p
S!

≤ 1

(2π)n

∫
Tn(z0,R/L(z0))

|F (K)(z)|p
|(z − z0)S+1|

|dz| ≤
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≤
∫
Tn(z0,R/L(z0))

|F (K)(z)|p
LS+1(z0)

(2π)nRS+1
|dz|,

де |dz| = |dz1| · . . . · |dzn|. Тому, з (3.1) отримуємо, що

|F (K+S)(z0)|p
S!

≤

≤ dK!

K0!(2π)n
|F (K0)(z0)|p

LS+1(z0)

LK0(z0)RS+1

∫
Tn(z0,R/L(z0))

LK(z)|dz|.

Але, для всiх z∈Dn [z0, R/L(z0)] за означенням λ2,j(R) маємо

LK(z) = LK(z0) · L
K(z)

LK(z0)
= LK(z0) · l1

k1(z)

l1
k1(z0)

· . . . · ln
kn(z)

ln
kn(z0)

≤

≤ LK(z0)λk1
2,1(R) · . . . · λkn2,n(R) = LK(z0)λK2 (R), K = (k1, . . . , kn).

Тому застосовуючи останню нерiвнiсть до попередньої нерiвностi,
отримаємо, що

|F (K+S)(z0)|p
(K + S)!LK+S(z0)

≤ |F
(K0)(z0)|p

K0!LK0(z0)

dK!S!

(K + S)!

λK2 (R)

RS
. (3.10)

Зазначимо, що

K!S!

(K + S)!
≤ 1 (∀K,S ∈ Zn+),

а також RS → +∞ (‖S‖ → +∞) для всiх R ∈ (1,+∞)n. Таким
чином, для кожного фiксованого R ∈ (1,+∞)n i всiх K ∈ Zn+,
‖K‖ ≤ n0, iснує s0 ∈ N таке, що для всiх S ∈ Zn+, ‖S‖ ≥ s0,
виконується нерiвнiсть

dK!S!

(K + S)!

λK2 (R)

RS
≤ 1.

Тому, з огляду на (3.10), маємо

|F (K+S)(z0)|p
(K + S)!LK+S(z0)

≤ |F
(K0)(z0)|p

K0!LK0(z0)
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для всiх K,S таких, що ‖K0‖ ≤ n0, ‖S‖ ≥ s0. Це означає, що
∀z ∈ Cn ∀J ∈ Zn+ :

|F J(z)|p
J !LJ(z)

≤ max

{
|FK(z)|p
K!LK(z)

: K ∈ Zp+, ‖K‖ ≤ s0 + n0

}
.

де s0 i n0 не залежать вiд z0. Отже, аналiтична вектор-функцiя F
має обмежений L-iндекс за сукупнiстю змiнних N(F,L) ≤ s0 + n0.
Теорема доведена.

З теореми 3.1 випливає наступний наслiдок.
Наслiдок 3.1. Нехай L ∈ Qp i ‖·‖0 – деяка норма в Cp. Аналiтична
вектор-функцiя F : Cp → Cp має обмежений L-iндекс за сукупнiстю
змiнних за sup-нормою тодi i тiльки тодi, коли вона має обмежений
L-iндекс за сукупнiстю змiнних за нормою ‖ · ‖0.

Доведення. Нагадаємо, що ([90]) ‖ · ‖1 i ‖ · ‖2 є двома нормами в Cp,
тодi iснують константи C1, C2 ∈ (0,+∞) такi, що C1‖w‖1 ≤ ‖w‖2 ≤
C2‖w‖1 для кожного w ∈ Cp. Таким чином, для кожного K ∈ Zp+ i
для кожного z ∈ Cp отримуємо

C1‖F (K)(z)‖ ≤ ‖F (K)(z)‖0 ≤ C2‖F (K)(z)‖,

де ‖ · ‖ є sup-норма. Використовуючи наведенi нерiвностi та теоре-
му 3.1 для випадку норми Евклiда, ми можемо перевiрити еквiва-
лентнiсть цих норм для вектор-функцiй обмеженого L-iндексу за
сукупнiстю змiнних.

З наслiдку 3.1, зокрема, випливає, що замiсть sup-норми ‖A‖ =

max
1≤j≤p

|aj| можна розглядати в теоремi 3.1 Евклiдову норму ‖A‖E =√
|a1|2 + . . . + |ap|2, де A = (a1, . . . , ap) ∈ Cp.
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Висновки до роздiлу 3

Роздiл 3 присвячений встановленню аналога одновимiрної тео-
реми Фрiке у випадку цiлих вектор-функцiй F : Cn → Cp i при-
родного узагальнення поняття цiлої функцiї обмеженого L-iндексу
на даний випадок. Загалом цей аналог теореми Фрiке дає критерiй
обмеженостi L-iндексу в термiнах локально регулярного поводже-
ння норм частинних похiдних вектор-функцiй.

Факт встановлення цiєї теореми дає обгрунтованi пiдстави зро-
бити припущення, що у подальшому аналогiчнi базовi для теорiї
теореми можна буде довести в найзагальнiшiй ситуацiї, як для ана-
лiтичних вектор-функцiй F : Bn → Cp в одиничнiй кулi Bn ⊂ Cn,
так i для цiлих вектор-функцiй F : Cn → Cp. Варто зазначити,
що до цього часу як у випадку цiлих вектор-функцiй i обмеженого
iндексу, так i у випадку аналiтичних вектор-функцiй i обмежено-
го L-iндексу, як i у данiй дисертацiї, всi досягнення були пов’яза-
нi з вектор-функцiями на C2 чи на C (аналiтичнi кривi). Спроби
отримати, наприклад, аналог теореми Хеймана у найзагальнiшо-
му випадку, наштовхуються в даний час на технiчнi труднощi, якi
можливо є i принциповими.

Результати третього роздiлу опублiковано у статтi [6].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiя присвячена дослiдженню поняття обмеженостi L-
iндексу в класi аналiтичних в двовимiрнiй кулi вектор-функцiй
зi значеннями в двовимiрному комплексному просторi. У цьому
випадку вдалося побудувати основи теорiї обмеженого L-iндексу,
зокрема довести такi базовi для подальшого розвитку теорiї тео-
реми, як аналоги теорем Фрiке i Хеймана. Доведення аналогiв як
згаданих теорем, так i ряду iнших критерiїв, поряд зi здiйсненою
загальною побудовою доволi логiчно замкненого кiстяка зазначе-
ної теорiї, слiд вiднести до основних досягнень дисертацiї. З огля-
ду на те, що у випадку аналогiв такої теорiї в цiлому рядi iнших
важливих класiв аналiтичних i цiлих функцiй, її результати знахо-
дять важливi застосування в аналiтичнiй теорiї диференцiальних
рiвнянь, можна обгрунтовано сподiватися на подiбно успiшнi засто-
сування результатiв даного дисертацiйного дослiдження. З iншого
боку, успiшне доведення аналогу теореми Фрiке в найзагальнiшiй
ситуацiї для цiлих вектор-функцiй F : Cn → Cp дає пiдстави припу-
стити, що вподальшому базовi для теорiї теореми можна буде дове-
сти в найзагальнiшiй ситуацiї, як для аналiтичних вектор-функцiй
F : Bn → Cp в одиничнiй кулi Bn ⊂ Cn, так i для цiлих вектор-
функцiй F : Cn → Cp.

На даний момент часу, як у випадку цiлих вектор-функцiй i
обмеженого iндексу, так i у випадку аналiтичних вектор-функцiй i
обмеженого L-iндексу, так i у данiй дисертацiї, всi досягнення були
пов’язанi з вектор-функцiями на C2 чи на C (аналiтичнi кривi).

Ряд тверджень, доведених у дисертацiї, узагальнюють вiдповiд-
нi як одновимiрнi теореми Г. Фрiке, У. Хеймана, М.М. Шеремети
та iнших, так i отриманi ранiше А.I.Бандурою i О.Б. Скаскiвим ре-
зультати для аналiтичних функцiй в одиничнiй кулi зi значеннями
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в комплекснiй площинi.
Основнi результати дисертацiї є новими i мають завершений ха-

рактер. Отриманi результати можуть стати основою для подаль-
ших результативних дослiджень, як в рамках розвинутої теорiї та
її можливого поширення на згаданi вище вiдповiднi загальнi класи
аналiтичних i цiлих функцiй, так i для появи нових їхнiх застосу-
вань як в аналiтичнiй теорiї диференцiйних рiвнянь, так i в iнших
роздiлах математики, в яких виникають подiбнi об’єкти.

Достовiрнiсть результатiв дисертацiї пiдтверджується чiткими
i детальними доведеннями, а також тим, що вони опублiкованi у
фахових журналах i апробованi на спецiалiзованих наукових семi-
нарах i на мiжнародних та всеукраїнських наукових конференцiях.
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